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Resumo

As redes bayesianas sdo modelos de representacdo da realidade flexiveis por lidarem
com incerteza e varios tipos de relagdes entre varidveis. Estas sdo compostas por uma parte
grafica, representada por grafos aciclicos direcionados, onde cada vértice representa uma
variavel aleatdria, e uma parte probabilistica, referente as distribuicdes associadas a cada um
dos vértices. A estrutura do grafo define uma forma de fatorizacdo da probabilidade conjunta
das varidveis. Estas redes sdo Uteis na inferéncia probabilistica, facilitando o trabalho dos

especialistas, permitindo diagnosticar, prever e realizar raciocinio intercausal.

Esta dissertacdo é constituida por sete capitulos. No primeiro é descrita a evolug¢do dos
modelos do conhecimento humano. No segundo s3ao apresentados conceitos e defini¢des
necessarios para a construcao e utilizagdo das redes bayesianas. O terceiro apresenta os
métodos de inferéncia nestas redes, o quarto as técnicas de aprendizagem, e o quinto a
andlise de conflitos. No sexto sdao apresentados alguns comandos do programa R Uteis na

aplicacdo dos conceitos apresentados e no sétimo sdo apresentadas as consideragdes finais.

redes bayesianas, teorema de Bayes, grafos aciclicos direcionados e

inferéncia probabilistica.






Abstract

Bayesian networks are reality representing models that are flexible given that they
handle uncertainty and different kinds of relationships among variables. These have a
graphical aspect, given their directed acyclic graph structure, where each node represents a
variable, and a probabilistic aspect, corresponding to the probabilistic distributions associated
with each node. The graph structure defines a possible factorization of the joint probability of
the variables. These networks are useful for probabilistic inference, helping experts in their

work to perform tasks such as diagnosis, forecasts and inter-causal reasoning.

This dissertation is composed by seven chapters. The first consists of a description of
the evolution of the human knowledge models. In the second, concepts and definitions
necessary for the construction and use of these networks are introduced. The third presents
the inference methods, the fourth presents different learning approaches and the fifth
presents the conflict analysis. The sixth chapter explores some commands of R language
related to bayesian concepts and inference and on seventh are presented some final

considerations.

Bayesian networks, Bayes theorem, directed acyclic graphs and probabilistic

inference.
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1 Sistemas especializados

Segundo Woods et al. (2002) um dos principais marcos no estudo do raciocinio
humano ocorreu século IV a.C.,, com o desenvolvimento da légica aristotélica. Desde esta
altura que se supde existir uma relagdo proxima entre a légica e o raciocinio. Segundo os

especialistas da ldgica as regras légicas servem de normas ideais do raciocinio humano.

Apesar de a ldgica ter tido varias etapas no seu desenvolvimento ao longo da histdria,
Woods et al. (2002) argumentam que a ldgica de Aristételes foi a base do desenvolvimento do
estudo do raciocinio, estudo este que inclui o estabelecimento de proposicdes légicas, ainda
no século Il a.C., dos sistemas de dialeto formal na época medieval, do calculo probabilistico
no século XVIl e do desenvolvimento da matemdtica moderna, estabelecida, na qual, de
acordo com Woods et al. (2002), Frege e Peirce tiveram um papel fundamental, no século XIX.
Esta Ultima alterou o paradigma das propriedades das estruturas proposicionais do raciocinio,
correspondendo a uma fase de desenvolvimento fundamental. Note-se, contudo, que a
introducdao da matematica na ldgica foi alvo de criticas tanto por especialistas da légica como

de outras areas.

Woods et al. (2002) referem ainda o facto de o raciocinio humano ser bastante suscetivel
de cometer faldcias, e que esta disposicdo tende a diminuir quando esse raciocinio é aplicado
num contexto pratico. Deste modo, a insatisfacdo relativamente as limitagGes praticas da
légica cldssica, como teoria de inferéncia e argumentacdo, e a introducdo da matematica,
originaram uma onda de reformas a primeira, levando ao desenvolvimento de vdrias
subdisciplinas, como a ldgica da probabilidade e a légica computacional desde a década de
1970. As ferramentas de inteligéncia artificial, desenvolvidas no mesmo periodo, tornaram-se

num aliado fundamental de aplicacdo dos desenvolvimentos nesta area.

Williamson (2002) salienta ainda a insuficiéncia da légica dedutiva para o raciocinio,
justificada pela ndo atribuicdo de grau de incerteza as premissas nem as conclusdes. Assim, a
légica indutiva, suportada pelo cdlculo probabilistico, surge como uma alternativa mais

completa.

Relativamente a légica computacional, Pearl (1986) define o raciocinio humano como o
mecanismo pelo qual as pessoas geram conclusdes ao recolherem dados de varias fontes,

observando o estado do mundo, e consequentemente interpretando-o. O objetivo do seu



Uma introducdo as redes bayesianas

trabalho é a modelagdo computacional desse processo, combinando a probabilidade com as

ciéncias da computacao.

Segundo Kjeerulff e Madsen (2008), a criacdo e a evolu¢do dos computadores e o
subjacente desenvolvimento da programacao informatica no contexto da inteligéncia artificial
(IA), tiveram desde a sua fase mais inicial a motivacdo de produzir sistemas capazes de
modelarem o processo de raciocinio humano, para que fossem capazes de substituir as
pessoas na resolucdo de tarefas repetitivas. O desenvolvimento destes sistemas evoluiu no
sentido os tornar capazes de simularem a tomada de decisdo, com o intuito resolverem tarefas
intelectualmente desafiantes, automatizando, de acordo com Jensen (1996), a tomada de

decisdo em casos semelhantes.

Jensen (1996) refere o desenvolvimento duma vertente desses mesmos sistemas, a
partir dos finais da década de 1960, chamada sistemas especializados. A intengdo era modelar
o raciocinio de especialistas de uma area particular do conhecimento, criando modelos
capazes de simular eficazmente os seus processos de raciocinio, que os pudessem substituir
totalmente nas suas tarefas de inferéncia. Era necessario entdo conceber um sistema capaz de
modelar o conhecimento de um especialista, formalizando-o numa linguagem suportada
computacionalmente, que incluisse os conceitos englobados no seu dominio do saber, e as

relagdes entre os mesmos, tornando o sistema capaz de extrair informacao a partir de dados.

Nessa altura, esses modelos tinham por base sistemas baseados em regras. De acordo
com Jensen (1996), estes sdo constituidos por uma base de conhecimento e por um sistema de
inferéncia. A base de conhecimento é um conjunto de regras e o sistema de inferéncia
combina as regras com observagdes da realidade para extrair conclusdes. As regras sao
formuladas da seguinte forma: se a entdo b. Estas tém subjacente o conceito de causalidade,
pois a afirmacdo expressa uma relacdo deterministica causal: o evento a (condi¢do) causa o
efeito b (consequéncia). A consequéncia b pode tratar-se apenas de um facto ou entdo de uma
acdo a tomar.

Uma vez que esses sistemas iniciais ignoravam os fatores de aleatoriedade e incerteza,
subjacentes a resolugdo de problemas no mundo real, Jensen (1996) menciona uma
alternativa que surgiu para lidar com essas limitagdes, que consistia em associar um fator de
certeza a cada regra, um valor no intervalo [—1,1], correspondendo o valor 1 a situagdo em
que a conclusdo é certamente verdadeira, o valor —1 a situagdo em que a conclusdo é
certamente falsa e o valor 0 a situagdo em que nada se pode concluir. Contudo, este

mecanismo revelou-se inconsistente, tendo, segundo Kjaerulff e Madsen (2008), a



1 Sistemas especializados

inconsisténcia sido provada por Heckerman D. (1986), no caso das varidveis envolvidas

poderem tomar mais de dois valores.

Dada a natureza incerta e subjetiva do conhecimento a partir do qual as inferéncias
sdo formuladas, Pearl (1986) refere que um comeco natural para expressar o raciocinio seria o
seu enquadramento na teoria da probabilidade. Williamson (2002) tem a mesma visao,
referindo que a probabilidade serve de representacdo da incerteza e deve ser incorporada no
raciocinio pratico, uma vez que este exige a tomada de decisGes em cendrios de incerteza.

No entanto, esta visdo da utilidade da linguagem probabilistica nem sempre vigorou na
comunidade cientifica. Apesar de se crer, segundo Pearl (1988), que a definicdo de
probabilidade em termos do nimero de formas distintas que um evento pode ocorrer foi
formulada ja no século XVI, essa era vista na altura apenas como um meio de comunicacao de
uma fonte de conhecimento deterministica. Os dois séculos seguintes foram essenciais no
desenvolvimento de bases axiomdticas da probabilidade na matematica, tendo surgido uma
visdo alternativa da probabilidade, sugerida por Bernoulli. Essa consistia na interpreta¢do da
probabilidade como “grau de confian¢a” que podiamos associar a um evento incerto,
elemento fulcral da ldgica indutiva. A aplicagdo da regra de Bayes, enquadrada nesta visdo, foi
fundamental na implementagdo dos processos de inferéncia das redes bayesianas, e que,
inclusive, Ihes dd o nome. A sua apresentagdo sera feita com maior detalhe no capitulo
seguinte desta dissertagdo. Williamson (2002) refere que apenas a partir do final do século XIX
e inicio do século XX, com a fundamentagao da teoria da probabilidade, passou a haver uma
maior aceitagao da probabilidade como ferramenta para a légica. O autor refere John Keynes
como um interveniente importante neste movimento, uma vez que defendia que a
probabilidade generaliza a légica através da medicdo do grau de conclusividade de uma
afirmacgdo. Harold Jeffreys é também referido pela sua visdo da teoria da probabilidade como
uma formalizagdo da ldgica dedutiva. Apenas na década de 1950 se deu o desenvolvimento da
teoria de decisdo estatistica, proporcionando alguma aceitagdo na comunidade cientifica das

redes baseadas em probabilidades.

Para além da desconfianca na utilizagdo da probabilidade como mecanismo de
medicdo da incerteza de ocorréncia de eventos até a década de 1950, Pearl (1988) refere a
hesitagdo inicial dos investigadores de IA em utilizar a teoria da probabilidade na modelagao
de dominios do conhecimento, até a década de 1970. Koller e Friedman (2009) ressaltam o
custo computacional inicial elevado, em termos da capacidade de memdria de
armazenamento, mesmo para um numero relativamente pequeno de varidveis, e a dificuldade

na obtencdo de valores razoaveis para as probabilidades associadas a estas varidveis por parte

3
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de especialistas. Pearl (1988) vai mais longe e refere que os cientistas consideravam que ainda
qgue as pessoas ndo fossem boas estimadoras de probabilidades, o uso das probabilidades
estimadas pelas mesmas seria inconveniente, dado o custo computacional envolvido. Estes
fatores apresentavam-se entdo como barreiras a utilizacgdo do calculo probabilistico na
automacdo da inferéncia, que apenas foram superados através do desenvolvimento de
metodologias de representacdo das relacdes de dependéncia entre as variaveis,

nomeadamente através de grafos, e a aplicagdo de teoremas de calculo probabilistico.

Quanto a incapacidade dos humanos fornecerem boas estimativas de probabilidades,
Pearl (1988) refere que as pessoas sao melhores a conceber relagdes qualitativas do que
estimativas absolutas. Assim, apesar dos valores estimados poderem estar completamente
errados, desde que os rdcios dos numeros atribuidos as varidveis, que compdem um dado
problema, reflitam corretamente as suas relagdes, as conclusdes serdao consistentes. Pearl
(1988) refere ainda que a estimacgdo probabilistica permite modelar compactamente o

conhecimento, fornecendo um mecanismo de manipula¢ao do conhecimento modelado.

Houve entdo uma mudanca de paradigma a partir da década de 1970, quando os
investigadores voltaram a sua atenc¢do para uma interpretagdo probabilistica dos fatores de
incerteza. Esta opcdo revelou-se como uma forma mais segura e pratica de lidar com a

incerteza, introduzindo medidas quantitativas da mesma.

Neste sentido, o uso de sistemas especializados baseados em regras foi substituido
pelo uso de os sistemas especializados normativos. Segundo Jensen (1996), estes tém a
particularidade de basearem o seu raciocinio na teoria da decisdo e no calculo probabilistico
classico, englobando o efeito da incerteza, ao invés dos calculos de incerteza incoerentes
anteriormente utilizados. Como referem Kjeaerulff e Madsen (2008), o termo “normativo”
advém do facto do comportamento destes sistemas ser orientado por um conjunto de regras
fundamentais ou axiomas, essenciais para a capacidade de inferéncia destes sistemas, pois
permitem ultrapassar as barreiras a nivel armazenamento computacional mencionadas por
Koller e Friedman (2009). E também referido por Jensen (1996) que, ao contrario dos
anteriores, estes sistemas modelam o dominio do conhecimento e ndo o especialista, servindo

de apoio na sua tarefa de inferéncia, ao invés de o substituir.

Uma vez provada a eficaz capacidade dos grafos na representagao de relagbes de
dependéncia e independéncia entre varidveis, estes passaram a ser a linguagem de elei¢do
para modelar dominios do conhecimento, sendo essenciais para a aceitacdo da teoria da

probabilidade, anteriormente evitada pelos investigadores de IA. Assim, Kjeerulff e Madsen

4
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(2008) mencionam que o conceito de sistemas especializados passou a surgir geralmente
associado ao de redes probabilisticas. Estas correspondem a modelos graficos nos quais os
vértices representam as varidveis e as arestas direcionadas (ou orientadas) representam as
interagdes entre as mesmas. Um aspeto fulcral destas que as distingue de outros sistemas de
inferéncia automatizada é a sua possibilidade de raciocinio intercausal. Kjeerulff e Madsen
(2008) define este como o processo pelo qual a obtencdo de evidéncia acerca duma hipdtese
leva a diminuicdo automatica na crenca das hipdteses concorrentes, ndo observadas,

constituindo, segundo Pearl (1988) um mecanismo de inferéncia seguro e completo.

As redes bayesianas, tema central desta dissertagdo, podem ser vistas, segundo
Kjeerulff e Madsen (2008), como uma extensdo dos modelos iniciais de representagdo e
manipulagdo de conhecimento, incluem-se na familia dos sistemas especializados normativos

e das redes probabilisticas.

Segundo Williamson (2002), e apesar de muitas abordagens légicas da teoria da
probabilidade falharem de um ponto de vista filoséfico, as redes bayesianas oferecem uma
solucdo para a resolugdo de problemas praticos que lidam com a ldgica que incorpora
conceitos probabilisticos. O autor refere vantagens técnicas destas redes relativamente a
outros modelos, como o facto de ndo terem problemas de consisténcia, do nimero de
probabilidades necessérias especificar ser relativamente pequeno e da estimacdo dessas
mesmas probabilidades ser relativamente rdpida, consoante a dimensao da rede e as técnicas
de propagacgao aplicadas. Também por serem poucos os modelos que lidam com incerteza, os
autores referem que as redes bayesianas constituem uma oportunidade pratica para tal.
Segundo estes, a sua utilidade vai para além do formalismo técnico que fornecem na
estruturacao do conhecimento, permitindo qualquer tipo de raciocinio com varidveis causais,

tal como raciocinios de diagndstico, previsdao ou explica¢do causal.

|Il

Note-se que a famosa afirmacdo de George E. P. Box segundo a qual “todos os
modelos estdo errados, mas alguns sdo Uteis” aplica-se também aos modelos probabilisticos
em geral, e as redes bayesianas em particular. Neste sentido, Kjaerulff e Madsen (2008)
ressaltam que, como qualquer modelo, os modelos probabilisticos ndo representam a
realidade na sua totalidade, incluindo unicamente mecanismos relevantes da area do
conhecimento da qual se pretende inferir conclusdes. Esta nog¢do é também referida por Pearl
(1988). Segundo este autor, a modelagdo realista do raciocinio, no contexto de um dominio do

conhecimento, requer simplificagdes na especificagdo do mesmo. Essas simplificacdes podem

passar por nado referir alguns factos ou entao por referi-los de forma bastante sumarizada. Em
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termos das redes bayesianas a ocultacdo de factos traduz-se na nao introdugdo de algumas

variaveis e/ou interacdes entre variaveis.



2 Apresentacao das redes bayesianas
2.1 Apresentacao

Usadas como meio de modelacdo de dominios do conhecimento, Kjeerulff e Madsen
(2008) descrevem resumidamente as redes bayesianas como grafos aciclicos direcionados que
definem a fatorizagdo da probabilidade de um conjunto de variaveis aleatdrias, que compdem
o modelo. As variaveis aleatérias que compdem uma rede bayesiana sdo representadas pelos
vértices do grafo, tendo cada uma associada uma distribuicdo probabilistica. Os vértices,
correspondentes as varidveis aleatdrias, sdo ligados por arestas direcionadas. Estas ligacGes
representam relagdes de dependéncia entre as varidveis, que indicam também relagdes de
independéncia condicional de outras varidveis. O nome redes bayesianas advém do papel
central no processo de inferéncia das mesmas que toma a regra de Bayes, de Thomas Bayes

(1702-1761).

Da apresentacdo informal anterior de rede bayesiana, e de acordo com Kjeerulff e
Madsen (2008), conclui-se que a estas redes estdo associados dois aspetos, nomeadamente o
qualitativo, relacionado com a estrutura grafica, e o quantitativo, relativo a parte probabilistica
e numérica. Ambos se sustentam mutuamente e sdo fundamentais na defini¢do, construgdo e
subjacente processo de inferéncia dos modelos bayesianos. Assim, apresentam-se os conceitos
basicos associados aos aspetos qualitativo e quantitativo, necessdrios a compreensdo dos
mecanismos de construcdo e de utilizacdo das redes bayesianas como ferramenta de

inferéncia.

2.2 Aspeto quantitativo

Tratando-se de um modelo probabilistico o formalismo associado as redes bayesianas
consiste na estimac¢do de probabilidades de varidveis da rede. Este processo baseia-se nos
parametros numéricos, presentes nas tabelas de probabilidade, associadas a cada vértice do
grafo que representa a rede em questao, e na subsequente manipulagdo desses parametros de

acordo com a linguagem probabilistica.

A inferéncia em cenarios de incerteza permitida pelas redes bayesianas traduz-se em
termos prdticos na manipulagdo de probabilidades condicionais, para raciocinar sobre
variaveis cujo estado nao foi observado, estimando a sua probabilidade, dada evidéncia, ou
seja, tendo em conta a observagdo do estado de outras varidveis. Importa entdo apresentar as

defini¢cdes basicas da teoria da probabilidade que suportam o funcionamento destas redes.
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Comecemos por definir formalmente o conceito de probabilidade. Consideremos 2 0
conjunto dos resultados de uma experiéncia aleatédria, i.e., uma experiéncia cujo
resultado é desconhecido, mas cujo conjunto dos resultados possiveis é conhecido.
Dizemos que s € uma sigma-algebra de acontecimentos de Q se satisfizer as seguintes
propriedades:

i Qe %

ii. Se Ae 7% entdo Q-Ae 7%

iii. Se Ay, A,,... e 5%, entdo UjZ, A; € &

Segundo Kolmogorov (1950), uma probabilidade é uma aplicacdo P: 5 —[0,1] tal que:

o P(Q)=1;

e P(A) = 0, para qualquer acontecimento Ac 7%

o PUZ, 4)=XZ,P(4;), quando A;, A,.. sdo acontecimentos mutuamente

exclusivos, dois a dois.

Como a linguagem probabilistica é constituida por proposi¢des acerca da probabilidade de
eventos, importa referir que um evento ou acontecimento pode ser considerado como o
resultado de uma experiéncia, pode ser uma observagdo particular do valor de uma variavel
aleatdria ou resultar da atribuicdo de um valor a uma varidvel aleatéria. As probabilidades
associadas a uma variavel aleatéria discreta X representam-se por P(X). Nesta dissertagdo
serdo consideradas apenas variaveis aleatdrias discretas que tomam um numero finito de
estados. Se definirmos o seu suporte como sendo o conjunto dos seus estados,
sup(X) = {x4,..,x,}, n€N, entdio PX)=PX =x1),..,P(X =x,)) representa as
probabilidades associadas a cada estado, que pode ser denotada abreviadamente por

P(X) = (P(x1), ..., P(xp)).

Williamson (2002) refere que o ponto de partida da maioria das teorias que integram
probabilidade e légica baseia-se na associacdo de probabilidades a formulas proposicionais e
apresenta uma forma de fazer esta associacdo definindo uma probabilidade sobre o conjunto
das férmulas proposicionais dada uma linguagem proposicional.

Assume-se, nos exemplos apresentados ao longo do texto desta sec¢do, que as varidveis
sdo binarias, tomando apenas dois estados, que no caso de uma varidvel aleatéria X, que
designaremos simplesmente por varidvel X, podem identificar-se por X =x; e X = x,. A

distribuigdo desta variavel define-se entdo por P(X) = (P(x;), P(x;)). Esta distribuicdo pode,
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por exemplo, tomar os valores indicados na seguinte tabela. Note-se que a soma das

probabilidades deve ser igual a 1.

Tabela 2.1 — Exemplo de distribui¢do P (X).

X P(X)

X1 0.61

Xy 0.39
Total 1

Definida a distribuicdo de probabilidade de uma variavel X, importa definir a distribuicdo
conjunta de duas variaveis, por exemplo X e Y, denotada por P(X,Y), tendo cada variavel
como respetivo suporte, digamos, sup(X) = {xq,...,x,} € sup(Y) = {y4, ..., ¥}, n,m € N.
Assumindo novamente que as variaveis sdo bindrias, e que tomam os valores dos espagos de
estados {x,Xx;} e {y,, ¥z}, entdo P(X,Y) = (P(x, 1), P(x1,¥2), P(x2,¥1), P(x2,¥2)).
Considerando os valores da distribui¢do anterior P(X) da variavel X, as distribuicdes de P(Y) e

P(X,Y) podem, a titulo de exemplo, tomar os valores especificados nas seguintes tabelas:

Tabela 2.3 — Exemplo de distribui¢do conjunta P (X Y).

Tabela 2.2 — Exemplo de distribuicdo P (V). X |Y | PIX,Y)
X1 | W 0.54
Y [P x, | v, | 0.07
Y1 0.82 X, |y 0.28
Y, 0.18 Xy | Vo 0.11
Total 1 Total 1

Note-se que a partir da distribuicdo P(X,Y) se podem obter as distribui¢ces individuais
P(X) e P(Y). A operagdo de eliminar uma variavel de uma distribuigdo conjunta chama-se
marginaliza¢do, e toma um papel importante na inferéncia bayesiana. No caso de uma
distribuicdo conjunta de duas variaveis, depois de escolhida a varidvel a eliminar, o processo
de marginalizagdo dessa varidvel passa por somar separadamente todas as entradas, da tabela
de distribuicdo conjunta, referentes a cada um dos estados iguais da varidvel que se deseja
manter. Depois forma-se a distribuicdo dessa variavel ndo marginalizada, através da juncdo de
todos os valores associados a probabilidade de cada um desses possiveis estados. Este é
resultado da aplicagdo do conhecido teorema da probabilidade total. Especificando, por
exemplo, que desejamos obter P(X) a partir de uma distribuicio P(X,Y), somam-se
separadamente todas as entradas da tabela P(X,Y) referentes a cada x;, obtendo-se a
probabilidade associada a cada um desses n estados x; de X. Algebricamente podemos

escrever a probabilidade de cada estado x; de X como:
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m

P(x;) = z P(xi, yj) = P(x;,y1) + -+ P(x;, y), Vi € {1, ..., n} (2.1)
=1

Uma vez calculadas as probabilidades associadas a cada um dos n estados de X,

obtemos ent3o a distribuicdo total da varidvel X, P(X), composta por esses mesmos valores:

PX) = (Z71 P(x1, %)) s 2121 P (20 ¥)). (2.2)

A partir do exemplo numérico apresentado, calculamos a probabilidade de cada

estado x;:

2
P(X =x,) =ZP(x1,y]-) =PX =x,Y =y1) +PX =x1,Y =)

. (2.3)
Jj=1
= 0.54+0.07 = 0.61,
2
PX=x;) = Z P(x2,;) = PX =2,Y =y)) + PX =2, Y = ) (2.4)

j=1
=0.28+0.11 = 0.39.
Apds a marginaliza¢do da variavel Y, da distribuicdo P(X,Y), obtemos a distribuic3o

original de X:

P(X) = P(X = x1,X = x;) = (0,61;0,39). (2.5)

Note-se que um modelo pode conter mais de duas varidveis. No caso das redes
bayesianas, a probabilidade conjunta fatorizada por essas, contém tantas varidveis quanto
aquelas que compdem o modelo representado pela rede. Nesse caso, para o processo de
inferéncia, pode ser necessdrio marginalizar mais do que uma variavel da distribuicdo conjunta
completa. Suponhamos que ao exemplo considerado se adiciona uma nova varidvel Z, com

P(Z) = (P(z1), P(zy)), sendo a distribui¢do P(X,Y, Z) apresentada na tabela:

Tabela 2.4 — Exemplo de distribui¢do conjunta P (X Y,2).

X|Y |Z|PKXY 2
X | ylz 0,26
X |y |2 0,28
X |y |z 0,03
X |y, | 2y 0,04
X, | yi |z 0,19
X, |y | 2, 0,09
X |y, | 24 0,05
X, | Vo | 2 0,06
Total 1

A partir da distribuicdo podem-se obter as distribuicdes individuais de cada varidvel,

nomeadamente P(X), P(Y), P(Z), ou entdo as distribuicdes conjuntas P(X,Y), P(X,Z) e

10
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P(Y,Z). Se desejamos obter, por exemplo P(X,Y), teremos de marginalizar Z, somando todas
as entradas consistentes para cada par (xi,yj). Supondo sup(Z) = {z4, ..., 7}, (Ll €N), essa

operagdo apresenta-se algebricamente por:

!
P(x,y;) = Z P(x;,yj,zx) = P(x1,¥5,21) + -+ P(x,y;,2,), Vi € {1, ...,n},Vj,€ {1,...m}.  (2.6)

k=1

Aplicando essa operacdo ao exemplo numérico, temos:

PX=x,Y=y,)=Y2_,P(x;,y12x) = 0.26 + 0.28 = 0.54, (2.7)
P(X =x,,Y = y,) = X_1 P(x1,¥2,2¢) = 0.03 + 0.04 = 0.07, (2.8)
P(X =x5,Y =y;) = X1 P(x2,1.2¢) = 0.19 + 0.09 = 0.28, (2.9)
P(X =x,,Y =y,) = X5_1 P(x2,¥2,2¢) = 0.05 4 0.06 = 0.11. (2.10)

Podemos entdo escrever:
P(X,Y) = (P(x1,¥1), P(x1,¥2), P(x2,¥1), P(x2,¥,)) = (0,54;0,07;0,28;0,11),  (2.11)

valores que coincidem com os indicados na Erro! A origem da referéncia nao foi encontrada. r
eferente a P(X,Y). Uma vez obtida a distribuicio de P(X,Y), a partir de P(X,Y,Z)
marginalizando Z, para obter P(X) basta marginalizar Y dessa distribuicdo, seguindo o

processo ja descrito.

Uma vez que a inferéncia bayesiana se baseia no pressuposto da observa¢ao do estado
de uma ou mais varidveis, uma operagdo recorrente na inferéncia bayesiana é o
condicionamento probabilistico da distribuicdo conjunta de varidveis, a um estado particular
de uma ou mais variaveis aleatdrias. Baseando-nos no exemplo anterior da distribuicdo de
P(X,Y), se assumirmos a observagdo do estado da varidvel Y = y;, deve-se condicionar a
distribuigdo P(X,Y) a essa observagdo, obtendo a distribuicdo P(X,Y|Y = y,). Note-se que
em termos de modelos probabilisticos, P(X) representa o conhecimento acerca da varidvel X,
antes de se ter algum conhecimento sobre a varidvel Y. Para essa operac¢do deve-se comecar
por selecionar as entradas da primeira tabela P(X,Y) consistentes com Y = y,, obtendo uma

tabela menor:

11
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Tabela 2.5 — Entradas do exemplo de distribui¢do conjunta P (X ¥) com Y=p1.

X|Y | PKXY
X | y1 0.54
X, |y 0.28
Total 0.82

Note-se que a soma total das probabilidades é diferente de 1. Para alterar essa
condicdo, obtendo uma distribuicdo de probabilidade, deve-se proceder a operagdo de

normalizagdo desta distribuicdo, dividindo cada probabilidade pela soma atual total:

Tabela 2.6 — Normalizagdo da distribuicdo P (XY) com Y=p1.

XY PX,Y|Y =y,)
%1 | ¥1 | 0.54/0,82 = 0,66
x, | vy, | 0.28/0,82 = 0,34
Total 1

Esta operagdo de condicionar uma distribuicdo conjunta ao estado de uma ou mais das
suas variaveis, € importante no que toca a inferéncia bayesiana, uma vez que, como referido
na definicdo de rede bayesiana, a cada vértice é associada uma distribuicdo de probabilidade
condicional. Deste modo, dadas duas varidveis X e Y, temos que probabilidade da varidavel X
condicionada a varidvel Y denota-se por P(X|Y), que expressa a probabilidade associada a
cada estado de X, dado que se observou um certo estado de Y. Abreviadamente escreve-se a

distribui¢do da variavel X condicionada a 'Y por:

PXIY) = (PX =x1|Y = y1), ., PXX = xY = y)). (2.12)

Em termos praticos a operagdo necessaria para a especificagdo desta distribuicdo
consiste em estender a operagdo anterior, ao condicionamento a todos possiveis estados de Y.
Neste sentido, no exemplo, para se obter P(X|Y) basta estimar P(X|Y = y,), e juntar ao
condicionamento P(X|Y = y;), j& estimado. Temos entdo essa operagdo apresentada na
seguinte tabela, onde se pode notar que a soma de cada entrada referente a cada estado da

variavel que condiciona tem valor igual a 1, como esperado:

Tabela 2.7 - Distribui¢do condicionada P (X|Y) obtida através da distribuigdo conjunta P (X, V).

XY P(X|YV) Total
X, 054/082 ~0.66 |
x, | 71 [0,28/0,82 ~ 0,34

X 007/018~039 | |
x, | 72 [0,11/0,18 ~ 0.61

12
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Dados os calculos apresentados na tabela anterior podemos escrever uma expressao
geral que permite obter a distribuicdo P(X|Y) dados os respetivos suportes de X e Y,
calculando®:
P(x.;)
Vi, j, P(xily;) = ——=~=. (2.13)
P(y;)
Note-se que a probabilidade condicional ndo estd definida quando P(yj) = 0. No

entanto como y; € sup(Y), temos que P(yj) >0, Vi,j.

Em alternativa podemos escrever:

P(X,Y)

(2.14)

A regra de Bayes encontra-se intrinsecamente relacionada com a anterior definigdo,
por resultar de uma manipulagdo da mesma. Esta regra toma um papel central nos calculos da

inferéncia bayesiana, ajudando a simplificar os calculos intermédios. Segundo esta:

P(Y|X)P(X)

P(X|Y) = )

(2.15)

E importante referir que apesar do exemplo contemplado apenas apresentar uma
variavel condicionada a outra, ndo ha, novamente, um limite no nimero de varidveis

condicionadas nem das que condicionam uma distribui¢cdo de probabilidade condicional.

Note-se que no contexto bayesiano se atribuem designagSes as componentes da
igualdade (2.15), nomeadamente a distribuicdo P(X|Y) é designada de distribuicdo a
posteriori, a distribuicdo P(X) de distribuicdo a priori. A probabilidade condicional P(X|Y)
pode também denotar-se por L(Y|X), que se Ié como “a verosimilhanga (l/ikelihood) de Y dado
X”. Deste modo, considerando que se sabe o estado da variavel X, e que {y, ..., y,} constitui o
conjunto dos possiveis estados da varidvel Y que tém efeito em X, entdo, segundo Jensen

(1996), P(X|Y;) define uma medida de qudo provavel que é Y = y; ser a causa de X.

Como referido, uma propriedade probabilistica central na dtica bayesiana é a
dependéncia entre varidveis. Contudo, em termos de distribuicdo probabilistica é a relagdo
oposta, ou seja, a de independéncia entre varidveis, que tem implicagdes matematicas uteis

em termos da defini¢do de distribui¢do conjunta. Assim, dadas duas varidveis X e Y, dizemos

! por comodidade de escrita, e sempre que tal ndo cause confusdo, omitiremos os suportes das
variaveis.

13
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gue estas sao independentes, e denotamos essa relagao por X L Y, se para cada um dos seus

estados, respetivamente x; e y;, temos:

P(x;,y;) = P(x)P(y;), Vi,j. (2.16)

Podemos escrever de forma simplificada:

P(X,Y) = P(X)P(Y). (2.17)

Se essa relagdo se verificar, entdo podemos desenvolver algebricamente a defini¢ao de

probabilidade condicional:
_ P(x;, ;) _ P(x)P(y))
P(y)) P(y;)

Conclui-se deste modo que é inutil condicionar a probabilidade de uma variavel a

vi,j, P(x;ly;) = P(x;). (2.18)

outra quando essas sdo independentes. Podemos definir a relagdo de independéncia X LY

pela seguinte expressdo:

Vi, j: P(x;ly;) = P(xy), (2.19)
ou entdo, de forma sintetizada:
P(X|Y) = P(X). (2.20)

Existem ainda relagdes de independéncia condicional que definem a relagdo de
independéncia de duas varidveis condicionada a observagdo de uma terceira, ou ainda de um
subconjunto de outras varidveis. Dadas as varidveis X, Y e Z, dizemos que as varidveis

aleatdrias X e Y sdo independentes dada a varidvel Z, e escrevemos X L Y |Z, se, e sé se:

Vi, j, k: P(x;,vj|zi) = P(xi|z)P(vjlzi), (2.21)
ou, equivalentemente,
Vi, j, ki P(x;ly;zic) = P(x;|zp), (2.22)
ou ainda, equivalentemente:

Vi, j, k: P(y; |x0 zic) = P(j |zi)- (2.23)

A expressdo (2.21) advém da adaptagdo, a existéncia de uma variavel condicionante,

da definicdo de independéncia apresentada pela expressdo (2.16), enquanto que as

14
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expressoes (2.22) e (2.23) advém da adaptacdo da expressdo (2.19) que define a distribuigido

de probabilidade de uma variavel condicionada a outra.

Por exemplo, a implicacdo (2.21) = (2.22) pode ser provada da seguinte forma:

Vi, j, k,: P(xl-|yj,zk) — M
P(;,2x)
_ P(xy, yj12 )P (2)
B P(yj_|zk)P(zk) (2.24)
_ PCxilz)P(yjl2)

P(y),12k)
= P(x;|z).

Uma regra importante no que toca a fatorizagdo das varidveis é a regra da cadeia. Esta
define a distribuicdo de um conjunto de variaveis (X3, ..., X,) pela multiplicagdo sucessiva de

probabilidades condicionadas e conjuntas dessas mesmas variaveis, do seguinte modo:
P(Xll""XTl) = P(X1|X2,,Xn)P(X2,,Xn)

= P(X1|X21 ...,Xn)P(X2|X3, "'IXn)P(X?)I ---an)

= P(Xy1 Xy, o) X )P (X5 |Xs, oo, X)) o P(Kpq |X)P(X,)  (2:25)

P(Xy).

n—1
nP(XiIXm, X))
i=1

Conclui-se pelo desenvolvimento da expressao anterior que, para cada conjunto de n
variaveis, a regra da cadeia permite definir n! formas de fatorizar a distribui¢do probabilistica
conjunta dessas mesmas varidveis, através da multiplicacdo de probabilidades condicionadas e
marginais. Note-se que para um conjunto de n varidveis binarias, a especificagcdo da respetiva
probabilidade conjunta exige a especificagdo de uma tabela com 2™ entradas. Assim, o
acréscimo do numero de varidveis resulta na exigéncia de especificagdo de tabelas de
dimensGes cada vez maiores para representar essa distribuicdo. Deste modo, a defini¢do da
regra da cadeia permite a simplificacdo do processo, possibilitando que essa distribuicdo

conjunta possa ser repartida em varias distribuicdes de menores dimensdes.

Por exemplo, considerando o conjunto de varidveis bindrias X, Y e Z e a
correspondente distribuicdo probabilistica conjunta P(X,Y,Z), de acordo com a regra de

cadeia podemos escrever as seis possiveis factorizagdes seguintes:
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P(X,Y,Z) =P(X|Y,Z)P(Y|Z)P(Z) (2.26)
= P(X|Y,Z)P(Z|Y)P(Y) (2.27)
= P(Y|X,Z)P(X|Z)P(Z) (2.28)
= P(Y|X,Z)P(Z|X)P(X) (2.29)
= P(Z|X,Y)P(X|Y)P(Y) (2.30)
= P(Z|X,Y)P(Y|X)P(X). (2.31)

Constatamos entdo, que a especificacdo de uma tabela de distribuicdo conjunta pode
ser reduzida a especificacdo de outras tabelas menores, que multiplicadas constituem a
distribuicdo conjunta. H4 também que referir que para além de ser vantajoso reduzir uma
distribuicdo conjunta na multiplicacdo de outras menores, uma vez que nessas se incluem
probabilidades condicionadas, serd vantajoso escolher probabilidades condicionadas com as
menores dimensdes possiveis. Por exemplo, uma distribuicido P(X|Y;,...,Y;) exige a
especificacdo de uma tabela com 2 X 2™ entradas. Assim a diminuicdo do numero das
variaveis que condicionam nessas probabilidades mostra-se vantajosa por permitir a

diminuicdo da tabela exigida.

Regressando a distribuicdo conjunta das varidveis X, Y e Z, se assumirmos que
X 1LY|Z, e dadas as definicdes de independéncia condicional, diminui o numero de
fatorizagbes possiveis da distribuicdo conjunta dessas variaveis P(X,Y, Z) definidas pela regra

da cadeia. Observamos que, por exemplo, as expressées (2.26) e (2.28) ficam reduzidas a:

P(X,Y,Z) = P(X|2)P(Y|Z)P(Z). (2.32)

Esta distribuicdo é composta por uma distribui¢cdo de probabilidade individual, P(Z), e
duas condicionais, P(X|Z) e P(Y|Z), sendo apenas necessdrio especificar uma tabela com 2
entradas e outras duas tabelas com 4 entradas (2 x 2! = 4). Assim, considerando as
probabilidades condicionadas, cujo condicionamento esta subjacente a apenas a uma variavel,
consegue-se obter distribuicdes de dimensdes menores, comparativamente a outras
fatorizagdes, especificadas pela regra da cadeia, compostas por probabilidades condicionais

com mais do que uma varidvel condicionante.

Na sec¢do seguinte é apresentada a forma de leitura destas relagGes a partir dos grafos

que representam as redes bayesianas.

Terminaremos esta sec¢ao com a apresentac¢do da distribuicdao de Dirichlet, necessdria
para a definicdo de uma medida de score na subsecgdo 4.1.2. Dado um nuimero inteiro positivo

n e um vetor aleatério absolutamente continuo X = (X;,X5, ..., X,,), dizemos que X tem
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distribuigdo de Dirichlet, com vetor de parametros positivos & = (@, ..., @,), € escrevemos

X ~ Dir(ay, ..., &,), se X tiver fungdo densidade conjunta dada por:

n

Iz M) -1 (2.33)
fro =S =7

i=1
para x = (Xx1,Xy, ..., X,), com x; € [0,1], Vi € {1,..,n}, tais que X7, x; = 1. Na expressdo,
Idenota a fun¢do gama, que se encontra relacionada com a funcdo beta, B, através da
expressao:

Ma+pB)

BB =g

,paraa,f > 0. (2.34)

Mais informagdes sobre a distribuicdo de Dirichlet podem ser encontradas, por

exemplo, em Kotz et al. (2019).

Uma das propriedades que faz a distribuicdo de Dirichlet especial é o facto de ser a
distribuicdo a priori conjugada da distribuicdo multinomial, o que simplifica os célculos, em
algumas situacgdes. Isto significa que se um vetor aleatério (de probabilidades, por exemplo)
P = (Py, ..., By) tiver (a priori) uma distribui¢cdo de Dirichlet com pardmetros a = (aq, ..., @),

i.e., se, tomando p = (py, ..., Pn), a fungdo densidade de probabilidade for dada por:

n

H?:lr(ai) a;—1 - a;—1
:—ll.t ||l 2.35
fP(p) r(2?=1ai) ] pl [o 8 ] Pl ( )

onde o simbolo « expressa proporcionalidade, p; € [0,1], Vi € {1,..,n} e X1 p; = 1, se os

dados, x = (x4, ..., X,) provenientes de um vetor aleatério X = (X3, ..., X,,), tiverem uma

2 Como a relagdo Y.7-; x; = 1 implica que conhecidas, por exemplo, as n — 1 primeiras variaveis, X1, Xy, ..., Xp_1, @
ultima tem um valor conhecido, x, =1 — Z’f;lxi, a definicdo da distribuicdo de Dirichlet anterior é por vezes
apresentada como sendo a distribuigdo do vetor aleatério X' = (X4, X5, ..., Xp—1), sendo a sua fungdo densidade de

probabilidade dada por:

an-1

n—-1 n—-1
n I Ta) ai-1
fX’ (x ) = n xi 1- X )
1—‘(Zi=1 ai) i=1 i=1
para x' = (xq, Xz, ., Xp_1), com x; € [0,1], Vi € {1,..,n — 1}, tais que Y7 ' x; < 1. Nesta forma, facilmente se
constata que a distribuicdo de Dirichlet € uma possivel generalizagdo ao caso multivariado da distribuigdo beta ja

que para n = 2, caso em que o vetor X' fica reduzido a varidvel X;, obtemos a fun¢do densidade de probabilidade
(tomando x = x;),

fr,(x) = @711 - x)%"1x € [0,1],

—Xx
B(ay, a3)

i.e., a fungdo densidade de probabilidade da distribui¢do Beta(a,, a5).
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distribuigdo multinomial de pardmetros (m, py, ..., pr), onde m é um nimero inteiro positivo,

ie., se

n

m! .
PX=xIP=p) = Iﬂpixl, (2.36)

i=1

comx € N" e Y)I*, x; = m, entdo a distribui¢do a posteriori de P:

P(X = x|P = p)f»(p) .
sy <P =P =D)fp(p)

| n n n
m:
Xi a;—1 xita;i—1
oc(x' x 'Hpi )(ﬂpi )ocl_[pi '
1 Ly i=1 i=1

i.e., € uma distribui¢do de Dirichlet com parametros & = (x; + @4, ..., X, + ).

f P|X=x(p) =

(2.37)

Mais geralmente, sendo @ o conjunto dos parametros desconhecidos e x a amostra
aleatdria em causa, se a distribui¢do a posteriori p(0|x) e a distribui¢do a priori p(0) forem da
mesma familia de distribuicdes de probabilidade, dizemos que as duas distribuicdes sao
conjugadas, e que a distribuicao a priori é a conjugada a priori para a fungao de verosimilhanga
p(x|@). Mais informagbes sobre este assunto podem ser encontradas, por exemplo, em Raiffa

e Schlaifer (1961).

2.3 Aspeto qualitativo

Como referido no inicio do presente capitulo, e ao longo da se¢do anterior (2.2), os
modelos probabilisticos, nomeadamente as redes bayesianas, sdo representados através de
grafos. Estas estruturas de dados servem de representagdo das distribuicdes probabilisticas.
Consequentemente, torna-se importante apresentar alguns conceitos basicos relacionados

com estas estruturas.

Um grafo pode ser definido como um par G = (V, A), onde V é um conjunto finito de
vértices distintos, e A é um conjunto de arestas, que ligam vértices, com A € V2. Para indicar a
ligacdo de um vértice v; a um vértice v, por uma aresta direcionada usa-se a notagdo v; = v,.
Se a aresta ndo for direcionada, essa ligagdo denota-se por v; — v,. Para representar qualquer
tipo de ligacdo entre dois vértices v; e v,, nomeadamente v; —v,, V] = VU, OU Uy « Uy,
usamos a notagdo v;~v,. Um par de vértices ligados por uma aresta chamam-se vértices

vizinhos.
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A um grafo em que cada par distinto de vértices se encontra ligado por uma aresta

chama-se de grafo completo. Num grafo completo com n vértices, o nimero de arestas nao

n(n—1)

direcionadas é . A um grafo contido noutro chamamos de subgrafo.

O peso de um vértice de um grafo define-se pelo nimero de arestas que é necessario
adicionar entre todos os pares de vértices seus vizinhos, de modo a que estes, o vértice e os

seus vizinhos, formem um subgrafo completo.

Dado um grafo, pode definir-se caminhos entre vértices. Deste modo, um caminho
(vq, ..., v,,) define-se como a sequéncia de vértices distintos de um grafo, tal que v;~v; ;1
paracadai=1,..,n—1;sev; - v;;; paracadai =1,..,n— 1, ou seja, se todas as arestas
forem direcionadas no mesmo sentido, diz-se esse € um caminho direcionado entre v; e v;,.
Note-se que o comprimento do caminho (vy, ..., V), correspondendo ao nimero de arestas
contempladas no caminho, é n — 1. Se for possivel definir um caminho entre qualquer par de
vértices que compdem um grafo, dizemos que o grafo é conexo. Um ciclo de um grafo define-
se como um caminho (vq, ..., v,) de comprimento superior a dois onde v; = v,,. Por outras
palavras, um ciclo corresponde a um caminho cuja sequéncia inicia e termina no mesmo

vértice.

As redes bayesianas sdo representadas a partir de grafos aciclicos direcionados ou

GAD, que sdo grafos com arestas direcionadas e sem ciclos direcionados.

Finalmente, e apesar desta definicdo ndo ser necessaria nesta fase inicial, importa
definir o conceito de grafo em arvore que corresponde a um grafo conexo G = (V,A) ndo
direcionado, onde para qualquer par de vértices é possivel definir um Unico caminho entre
estes. Nestes grafos as arestas sdo também denominadas de ramos e os vértices sem

sucessores sdo chamados de vértices folha.

Vértices

Representadas por GAD, as estruturas graficas das redes bayesianas sdo constituidas
por vértices que, como ja foi referido, representam as varidveis aleatédrias, correspondentes
aos conceitos do dominio do conhecimento modelado. Como j4 referido anteriormente, nesta
dissertacdo estas sdo varidveis discretas, tomando um numero finito de estados (niveis,
valores, escolhas ou opgdes), que sdo mutuamente exclusivos e constituem os seus suportes.
Tal ndo impede a consideragdao de problemas que envolvam varidveis aleatérias continuas,
mas significa que, caso tal acontega, sera necessario categorizar tais varidveis num nimero

finito de categorias. Note-se que se pode saber ou ndo o estado em que se encontra cada
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variavel. O conhecimento do estado duma varidvel, pela sua observacao, constitui a evidéncia.

Esta influencia o processo de inferéncia. Estes conceitos serdo retomados na sec¢ao 3.3.

Existem também redes bayesianas que consideram varidveis com suportes de estados
continuos, contudo essas ndo serdo consideradas nesta dissertacdo. Estas sdo apresentadas e
utilizadas, por exemplo, por Kjerulff e Madsen (2008), que apresentam e desenvolvem o

conceito de redes bayesianas gaussianas.

Arestas

Koller e Friedman (2009) e Scutari e Denis (2014) referem ao longo das suas obras que,
formalmente, as arestas direcionadas que ligam os vértices dos GAD configuram na maioria

dos casos relagdes de dependéncia direta entre os mesmos.

Assim, uma ligacdo v; — v, expressa uma rela¢gdo de dependéncia direta da varidvel
v, relativamente a varidvel v;. Deste modo, um grafo bayesiano é composto por vdrias

ligacdes direcionadas entre vértices, descrevendo interacdes locais entre as varidveis, da

Figura 2.1 — Exemplo de uma relagdo de dependéncia definida por uma aresta direcionada.

seguinte forma ilustrada:

Dado um par de vértices (v4, v,) de uma rede (cf., e.g., a Figura 2.1), dizemos que v, é
o antecessor de v,, e v, é o sucessor de v;. Designamos por vértices ascendentes de um
vértice v todos os vértices que sdao antecessores deste ou sdo antecessores de vértices
antecessores. Os vértices sucessores e seus sucessores sdo chamados de vértices

descendentes.

Causalidade e importdncia dos grafos na representacdo da causalidade

Scutari e Denis (2014) argumentam que as relacBes expressas pelas arestas sdo de
mera dependéncia, justificando que a existéncia de classes de equivaléncias de redes, que ndo
sdo distinguiveis de um ponto de vista probabilistico, prova que as dire¢des das arestas ndao

sdo indicativas de relagbes de causa e efeito.

Por outro lado, Kjaerulff e Madsen (2008) defendem outra visdo, assumindo de certa
forma o conceito de causalidade na constru¢do destas redes, uma vez que interpretam as

relagbes expressas pelas arestas como relagdes de causa e efeito difusas (fuzzy).
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Ja Koller e Friedman (2009) assumem ambas as visdes. Por um lado, estes autores
focam as suas definicdes formais em propriedades probabilisticas, referindo que as dire¢des
das arestas ndo tém de ter propriamente um significado, uma vez que a partir de qualquer
ordem das varidveis se pode criar uma rede bayesiana para qualquer distribuicdo. Por outro
lado, tanto Koller e Friedman (2009) como Scutari e Denis (2014) referem a visdo de Pearl
(2009) defende de que, de um ponto de vista intuitivo, uma “boa” rede bayesiana expressa
relagbes de causa e efeito entre as variaveis. Os autores salientam ainda o facto dos modelos
construidos com base nesse pressuposto corresponderem a grafos mais esparsos e naturais,

resultando numa interpretagao mais clara e significativa.

Modelos bayesianos em que as arestas tém significado causal sdo chamados modelos

causais, sendo os restantes chamados modelos probabilisticos.

Pearl (2009), como ja acima referido, defende a filosofia de que as redes bayesianas
expressam o funcionamento do mundo através de relagbes de causalidade, que tém como
resultado julgamentos de independéncia condicional. Williamson (2002) refere que é assumido
de um modo geral que grafos causais tém a simplicidade suficiente que permite redugdes
satisfatérias da complexidade. Segundo Pearl, a importancia deste conceito advém do facto
deste fornecer um formalismo de facil compreensdo e aplicagdo, no que toca a construgdo
manual de modelos do conhecimento, baseando-se no padrdo intuitivo de raciocinio humano
em geral, que funciona através do estabelecimento de relagdes de causa e efeito entre
variaveis. Esta forma de representacdo do conhecimento permite facilitar a estruturacao do
raciocinio de especialistas de areas particulares do conhecimento por pessoas que ndo
dominam essas mesmas areas, através da especificagdo a partir de regras de causa e efeito.
Esta dinamica permite a reducdo do numero de varidveis necessarias, possibilitando a
construgdo de modelos mais compactos. A causalidade facilita ndo sé a construgdo dos
modelos, como também a interpretacdo do que estes codificam por parte de quem ndo
acompanhou o referido processo de construgdo. Deste modo, e apesar de ndo ser aqui tratado
como um conceito matematico, a representacdo de relagdes causais facilita o processo de
estimacdo da distribuicdo conjunta das varidveis da rede. Note-se, contudo, que a construcdo
de modelos causais apenas a partir de bases de dados é uma tarefa desafiante. Mais alguma

informacgdo sobre este tema pode ser encontrada no capitulo 4.
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Relagcbes de dependéncia e de independéncia

Passemos a apresentacdo da notacdo das relagGes expressas pelas arestas, entre as
variaveis associadas a cada vértice, interpretadas como rela¢oes de dependéncia direta. Dadas
duas variaveis X e Y, se estas se encontram ligadas por uma aresta, entdo ha entre elas uma
relacdo de dependéncia. De acordo com a notagdo apresentada na secgdo 2.2, referente aos
conceitos da area da probabilidade, uma relacdo de independéncia entre duas varidveis

denota-se pelo simbolo L. Neste sentido, e perante o cendrio apresentado, escrevemos XL Y.

Estas relagOes sdo cruciais na 6tica bayesiana, no sentido em que a inferéncia consiste no
calculo da probabilidade de varidveis ndo observadas a partir de outras cujo estado foi

observado.

Acresce ainda, segundo Koller e Friedman (2009), apesar da independéncia ser uma
propriedade Util, ndo ser comum encontrar eventos independentes no sentido em que a
situagdo mais comum é a verificagdo da independéncia de dois eventos dado um terceiro.
Deste modo, para além das relagGes de dependéncia, identificadas entre cada par de vértices
ligados por uma aresta, a partir de um GAD podem-se identificar relagdes de independéncia
condicional. Estas relagbes sdo estabelecidas entre varidveis cujos vértices ndo estdo ligados
diretamente por uma aresta. Assim, dadas duas varidveis, X e Y, ndo ligadas diretamente,
entre estas pode haver uma relagdo de independéncia condicionada a uma terceira variavel Z,
gue se encontra no caminho ndo direcionado entre as mesmas, denotando-se esta relagdo por

XL1Y|Z.

Fluxo de informagcdo em caminhos triplos

Consoante apresentado, a definicdo de uma relagdo de independéncia condicional
exige a especificacdo de, no minimo, trés varidveis. A introducdo de evidéncia relativa a uma
das variaveis incluidas no caminho que liga o par de varidveis, das quais se pretende averiguar
a relagdo de independéncia condicional, pode bloquear a transmissdo de influéncia entre esse
mesmo par. Assim, o processo de verificagdo de relagbes de independéncia condicional,
coincide com a compreensdo do fluxo de informagdo entre as mesmas. Entre cada conjunto de
trés variaveis, nomeadamente X, Y e Z, existem trés tipos de conexdo possivel que sdo
ligacdes em série, conexdes divergentes e convergentes. Antes de apresentar estes trés tipos
de conexdo, note-se que dadas as direcOes das arestas, as redes permitem trés formas de
raciocinio: a dedutiva, a abdutiva e a diagndstica. A dedugdo dedutiva, ou causal, segue a
direcdo das ligagOes causais entre as varidveis, e as abdutiva e diagndstica seguem a direcdo

oposta. A dedugdo diagndstica, referida frequentemente por inferéncia intercausal refere-se a
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diminuicdo na crenga das hipdteses concorrentes uma vez observada a ocorréncia de uma
hipétese ou vdrias. A presenga deste tipo de deducgbes nos trés tipos de conexdo acima
referidos é apresentada nos seguintes pardgrafos. Estas nog¢des serdo aprofundadas na

subsecc¢do 3.1.1.

A Figura 2.2 representa uma ligagao em série das varidveis X,Y e Z. Nesta, a varidvel
X tem influéncia sobre a varidvel Y e esta sobre a varidvel Z. Uma dada informacgdo sobre X vai
influenciar a distribuicdo de probabilidade da varidvel Y e da de Z (deducdo dedutiva) e
informag0es acerca de Z também influenciam as distribuicGes de probabilidade de Y e de X
(dedugdo abdutiva). Dizemos que ha entdo um caminho ativo entre X e Z. Contudo, se
conhecemos o estado de Y, entdo a ligacdo entre X e Z é interrompida, e estas varidveis
tornam-se independentes, e o caminho entre elas diz-se inativo. Nesse caso, temos que X e Z

sdo independentes dado Y e escrevemos X L Z|Y.

CO—( )—(z

Figura 2.2 — Conexdo em série entre as variaveis X, Ye Z

Na conexdo divergente representada na Figura 2.3, informacgées acerca do estado da
variavel X influenciam a distribuicdo de probabilidade da variavel Z, e vice-versa. Note-se que
em ambos os casos, entre X e Y e entre Z e Y se verificam os tipos de dedugdo dedutiva e
abdutiva. O caminho entre as varidveis X e Z é classificado como ativo nesse caso. Isso s6 ndo
acontece caso se conheca o estado de Y. Dessa forma, o fluxo de informagdo entre os
descendentes é interrompido dado o seu Unico antecessor neste tipo de ligagdes, tornando-se
um caminho inativo. Temos entdo que, tal como no caso anterior, as varidveis X e Z sdo

independentes dada a observac¢do do estado de Y e podemos escrever X L Z|Y.

Figura 2.3 — Conexdo divergente entre as varidveis X, Ye Z

Nas conexdes convergentes, também conhecidas por estruturas em V, como a da
Figura 2.4, o raciocinio é oposto. Se nada se sabe acerca do estado variavel intermédia Y,
entdo os seus antecessores sdo independentes. Nesse caso, o caminho entre X e Z é

classificado como inativo. Assim, informagdes acerca do estado de X ndo tém influéncia na
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distribuicdo de probabilidade de Z. Caso se souber algo sobre Y, ou sobre um dos seus
sucessores, neste caso Y;, entdo X e Z tornam-se dependentes e o caminho ativo. Este é o
tipo de conexdo associado a inferéncia intercausal, abordada com maior detalhe na subsecdo
3.1.1. Deste modo, a Unica forma de ativar a estrutura em V, ou seja, de transmitir informacao
entre os antecessores da varidvel de conexdo, é observar o estado dessa ou o de uma das suas

sucessoras. Temos entdo sem a observacao de Y, e das suas varidveis sucessoras, que X 1 Z.

Figura 2.4 — Conexdo convergente entre as varidveis X, Y'e Z tendo Yuma variavel sucessora Y1 .

Passemos a ilustrar o funcionamento da transmissao de evidéncia entre trés varidveis
ligadas numa rede causal pelos trés tipos de ligacdo apresentados. Consideremos entdo o
seguinte modelo composto por sete variaveis, sendo essas “Ano de Elei¢ées Politicas” (E),
“Obras na Estrada” (0), “Mds Condicées Climatéricas” (M), “Trdnsito Congestionado” (T),

" Acidente Rodovidrio” (A), “Policia na Estrada” (P) e “Sinalizacdo de Congestionamento” (S).

Suponhamos que estas tém apenas dois estados, sendo esses Sim (s) e Ndo (n) e que o
fluxo de probabilidades entre estas variaveis é representado pelo grafo presente na Figura 2.5.

Suponhamos que uma pessoa estd em casa e ndo observou nenhum dos
acontecimentos. Se for informada de que ha obras na estrada (i.e., que O = s), entdo é maior
a sua crenga de que o transito esta congestionado (T = s), e deste modo, aumentara também
a sua crenca relativamente a presenca de sinalizacdo de congestionamento do transito (S = s).
Por outro lado, se a pessoa souber da presenca de sinalizagdo de congestionamento do
transito ird deduzir que provavelmente o transito esta de facto congestionado (T = s), o que

aumenta a sua crenga de haver obras na estrada (0 = s).

24



2 Apresentacdo das redes bayesianas

Ano de Eleigdes
Politicas (E)

Obras na Estrada

)

Mads Condigoes
Climatéricas (M)

Acidente
Rodovidrio (A)

Transito
Congestionado(T)

Sinalizagdo de
Congestionamento

)

Policia na Estrada

P)

Figura 2.5 — Exemplo de rede bayesiana que modela o estado do transito.

Contudo, se ouvir na radio que o transito esta de facto congestionado, as vardveis O e
S passam a ser independentes. Neste caso, se a pessoa tiver informacdo que de facto ha
sinalizacdo de transito congestionado, nada pode inferir acerca de haver obras na estrada, tal
como se souber que ha obras na estrada, a sua crenca acerca de haver sinalizacdo de
congestionamento do transito ndo é influenciada. O caminho entre O e S é entdo classificado
como inativo se for observado o estado da varidvel T. Entdo as varidveis O e S sdo
independentes, dada a varidvel T, ie.,O L S|T. Este caso exemplifica o raciocinio da

transmissdao de informacgdo entre os vértices na conexao em série representada pela Figura

Figura 2.6 — Conexdo em série entre as varidves O, Te S da rede bayesiana que modela o estado do transito.

2.6.

Para exemplificar o caso de uma conexdo divergente podemos avaliar o raciocinio
entre as varidveis M, T e A, conforme a Figura . Assim, se a pessoa ouviu um vizinho dizer que

o transito estava congestionado (T = s), entdo ndo sabendo nada acerca das condi¢Ges
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climatéricas, a sua crenga de estas estarem mas também aumenta (M = s), o que por sua vez
aumenta a crenca de haver um acidente (A = s). Por outro lado, se sabe que houve um
acidente (A =s), a sua crenca acerca das mas condi¢des temporais aumenta (M = s),
aumentando por sua vez a crenga acerca do congestionamento do transito (T = s). Mas, uma
vez sabendo as condig¢des climatéricas, as ligacdes entre T e A sdo bloqueadas, passando estas
variaveis a serem independentes. Desta forma, informac¢do acerca de A ndo vai influenciar a
crencga acerca de T, e o contrario também acontece. Dizemos entdo que as varidveis A e T sdo

independentes, dada a observac¢do do estado da variavel M, i.e,, A L T|M.

Figura 2.7 — Conexao divergente entre as variaves 7, MeA da rede bayesiana que modela o estado do transito.

Por ultimo, observamos a conexdo existente entre os vértices 0, T e M, conforme a
Figura . Esta é conhecida como conexao convergente ou estrutura V. Neste caso, se a pessoa
souber que ha obras na estrada, mas ndo souber do estado do transito, a informagdo acerca
de O ndo influencia a sua crencga sobre o estado das condi¢Bes climatéricas. O contrdrio
também se verifica, e assim as varidveis O e M s3do independentes. Estas sé se tornam
dependentes, ou seja, sé flui informagdo duma para outra, através de T se este vértice, ou um
dos seus sucessores, neste caso S ou P, forem observados. Imaginemos que a pessoa soube
que a sinalizagdo de transito congestionado esta ligada; entdo deduz que o transito estd de
facto congestionado ou que ha policia na estrada, e se souber que ha obras na estrada a sua
crencga acerca das mas condigdes climatéricas vai diminuir, pois vai deduzir que o aumento do
transito se deve a ocorréncia de obras. Assim conclui-se que as varidveis O e M sdo

independentes se ndo se souber o estado da varidvel T ou de varidveis suas sucessoras.

Figura 2.8 — Conexdo convergente entre as variaves 0, Te Mda rede bayesiana que modela o estado do transito,
com as varidveis sucessoras da varidvel 7.
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2 Apresentacdo das redes bayesianas

Identificacdo de caminhos ativos

Até aqui foram apenas considerados exemplos de caminhos triplos, ou seja, caminhos
compostos por apenas trés varidveis. Contudo, a avaliagdo da relagdo de independéncia
condicional pode ser estendida a qualquer par de varidveis da rede. Consideremos duas
variaveis X; e X; e a evidéncia formada pelo conjunto de variaveis observadas (Xkl, s Xy )
Este caso exige a consideracdo de todos os caminhos (ndo direcionados) que ligam X; e X;.
Uma vez identificados esses caminhos, que poderdo ter dimensdo superior a trés, deve-se
passar a divisdo desses, em todos os possiveis caminhos triplos. Depois, cada triplo deve ser
classificado como ativo ou inativo, dada a evidéncia (Xkl, o Xie,y ) Caminhos ativos entre X; e
Xj sdo entdo compostos apenas por triplos ativos. Para que um caminho seja considerado
inativo, basta que um dos caminhos triplos que o compdem seja classificado como inativo. Se
todos os caminhos identificados entre X; e X; sdo classificados como inativos, dada a evidéncia
(Xkl, ...,an), dizemos que X; e X; sdo separados-d, dada a referida evidéncia, estando neste
caso garantida a independéncia condicional, ou seja, X; L Xj|(Xk1, ...,an). Caso contrario, a
identificacdo de um ou mais caminhos ativos entre essas varidveis n3do garante a

independéncia entre elas, podendo estas ser ou ndo independentes quando condicionadas a

(Xieps - Xi,)-

Exemplo de separacdo-d

Analisemos, a titulo de exemplo, na rede bayesiana representada pela Figura 2.5
outras relacdes de independéncia condicional de variaveis, considerando varidveis que sdo

ligadas por caminhos com dimensdes superiores a trés.

Suponhamos que queremos analisar se O L P|A, ou seja, se varidveis O e P sdo
separadas-d dada a observagdo do estado da varidvel A. Deve-se comegar por identificar todos
os caminhos n3do direcionados que ligam O a P, que neste caso sdo (0,T,P) e (0,T,M, A, P).
Depois identificam-se todos os triplos em que se podem dividir cada um destes caminhos. O
primeiro ja constitui um caminho triplo, (0 — T — P), que é classificado como ativo por ser
uma conexdo em série em que a varidvel intermédia, i.e., T, ndo foi observada. Deste modo, o
caminho (0, T, P) é classificado como ativo, sendo tal suficiente para dizer que O e P n3o sdo
separados-d dado A. No entanto vamos continuar a andlise do segundo caminho,
(0,T,M,A,P), que pode ser decomposto nos triplos (0 5T «— M), (T— M — A) e
(M — A — P). O primeiro e o ultimo sdo classificados como inativos por corresponderem,

respetivamente, a uma conexdo convergente onde a varidvel intermédia, i.e., T, nao foi
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Uma introducdo as redes bayesianas

observada, e uma conexdao em série em que variavel intermédia, i.e., A, foi observada. Assim,
embora o segundo triplo seja ativo, pois a varidvel M nao foi observada, este segundo é um

caminho classificado como inativo.

2.4 Fatorizacao das redes bayesianas

Uma consequéncia importante da separagdo-d é o facto de, para qualquer i € {1, ...,n},
a variavel X;, dadas as suas antecessoras ser independente das suas varidveis ndo

descendentes. Note-se que se exclui a varidvel X; das suas varidveis nao descendentes.

Deste modo, o grafo G codifica as seguintes relagdes chamadas de independéncias

locais:

X; L Ndo descendentes de X; | ant(X;), (2.38)

onde ant(X;) denota o conjunto das varidveis antecessoras de X;.
Exemplo

Verifiguemos as consequéncias da aplica¢cdo do resultado anterior a rede representada
pela Figura 2.5. Por exemplo, no caso da variavel S, a observagdo do estado da sua Unica
antecessora T, implica a sua independéncia condicional das restantes varidveis da rede.

Usando a notacdo X L {Y;,...,Y,,} |Z pararepresentar X 1 Y; |Z,Vi € {1, ...,n}, temos entdo:

S 1 Nio descendentes de S |ant(S) © S L {E,0,T, M, A, P}|T. (2.39)

Assim, a expressdo (2.38) que estabelece a independéncia condicional entre cada
variavel e as suas ndo descendentes tem implicagdes em termos da distribuicdo probabilistica
conjunta. A sua utilidade advém da redugdo das probabilidades condicionais de cada varidvel
as das suas antecessoras. De facto, denotando por Xj, ..., X;_; as varidveis ndo descendentes

deXi,

P(X;|Xy, ..., Xi—1) = P(X;]lant(X;)). (2.40)

No exemplo da Figura 2.5 temos que P(S|E,0,M,A,P,T) = P(S|T).

Como consequéncia, e atendendo a regra da cadeia, a distribuicdo conjunta das

variaveis que compdem a rede pode ser reduzida a:

P(Xy, .., X,) = H P(X;[ant(X)), (2.41)
i=1

28



2 Apresentacdo das redes bayesianas

onde, no caso de X; ndo ter antecessores, se convenciona que P(Xilant(Xi)) = P(X;).

Assim, a distribuicdo conjunta da rede bayesiana apresentada como exemplo da Figura

2.5, pode ser fatorizada da seguinte forma:

P(E,0,M,T,A,S,P) =P(E)P(O|E)P(M)P(T|0,M)P(S|IT)P(AIM)P(P|A,T). (2.42)

Uma vez que o modelo é composto por 7 varidveis, em vez de especificar a
probabilidade conjunta P(E,0,M,T,A,S,P) por uma tabela de 27 = 128 entradas, as
relagdes de causa estabelecidas pela estrutura grafica e as subsequentes relagbes de
independéncia condicionais implicadas, permitem a redugdo dessa distribuicdo a 7 outras de
menor dimensdo. S3o essas as distribuicdes de cada variavel condicionada as suas

antecessoras, nomeadamente P(E), P(O|E),P(M),P(T|0,M),P(S|T)P(A|M),e P(P|A,T).

E deste modo que o conceito ndo matematico de causalidade, subjacente as ligagdes
estabelecidas entre as varidveis, ajuda na simplificacdo e compactacdo da especificacdo da
probabilidade conjunta de varidveis. Mediante a verificagdo das relagdes de independéncia
condicional que os modelos graficos das redes bayesianas expressam, pela jung¢do das relagdes
causais locais, o numero de fatorizagdes associadas a um conjunto de varidveis pode ser
reduzido aquelas que traduzem as relagGes estabelecidas no grafo. No capitulo 4 é abordada a

verificacdo das independéncias condicionais na pratica.

Resumindo, uma rede bayesiana pode definir-se por B = (X, G, P), constituida por um
conjunto de varidveis aleatérias X = (X, ..., X;;), um grafo aciclico direcionado G = (V, 4),
gue as representa pelos seus vértices V, e as liga por arestas direcionadas A, estando a cada
varidvel X; associada uma distribuicdo probabilistica condicional P € P, que se pode escrever

na forma P(Xi|ant(Xi)). Entdo a semantica das redes bayesianas resume-se aos seguintes trés

pontos:
1. Um GAD representado por G, com um vértice por variavel X;;
2. Uma tabela de distribuicdo de cada varidvel, condicionada as suas
antecessoras: P(Xi|ant(Xi));
3. A distribuicdo conjunta das varidveis, codificada pelo produto das distribuicdes
associadas a cada uma: P(Xy, ..., X,) =1L, P(Xi|ant(Xi)).
Exemplo

Consideremos novamente a rede representada pela Figura 2.5. Tem-se B = (X, G, P),

estando a cada varidvel contida em X e representada em G, ou seja, a E, O, M, T, A, S e P,
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associada uma distribuicdo probabilistica condicional as varidveis antecessoras,
nomeadamente P(E) P(O|E), P(M), P(T|0,M), P(A|M), P(S|T) e P(P|A,T), distribuigdes

gue sdo especificadas nas tabelas representadas na Figura 2.9,

0 | E | P(OI|E)
s|s 0,98
ni|s 0,02
s |n 0,15
ni|n 0,85
T|O0O| M| PTOM) P(AIM)
s|s| s 0,95 0,82
n|s|s 0,05 0,18
s|s|n 0,82 0,63
n|s|n 0,18 0,37
s|n| s 0,60
n|n|s 0,40
s|n|n 0,52
n|ln|n 0,48 P|T|A| P(PIT,A4)
P(S|T) s|s|s 0,90
0,90 ni|s|s 0,10
0,10 s|s|n 0,72
0,05 n|s|n 0,28
0,95 s|nj|s 0,63
n|ni|s 0,37
s|n|n 0,45
nlini|n 0,55

Figura 2.9 — Exemplo da rede bayesiana do estado do transito, com as tabelas de probabilidade
condicionais associadas.

Deste modo, se observarmos o estado de cada varidvel, por exemplo E =s,
O=n, M=s,T=s5,0=s,A=n, S=n e P =s, baseados nas tabelas de distribui¢cdao
condicional apresentadas podemos calcular a probabilidade conjunta de observagdo desses

estados da forma apresentada em (2.43).

P(E=s50=nM=s5T=s,A=nS=nP=s) =P(E=s)P(0O=n|E=5)
P(M =5s)P(T =s|0 =n,M =)
P(A=n|M =s)P(S =n|T =s)
P(P=s|A=nT=y5s)
= 0,25x0,02x0,6x0,6x0,18x0,1x0,72

~ 0.0000233.

(2.43)
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2.5 Exemplos de redes

Posteriormente ao desenvolvimento das redes bayesianas na década de 1980, nessa
mesma década, e nas décadas seguintes, foram publicados inUmeros estudos de dreas
diferentes propondo as redes bayesianas como instrumento de modelagdo. As aplicagdes
praticas dos modelos existentes vao desde a medicina a biologia, passando pela agricultura,

hidrografia, meteorologia e economia. Alguns modelos sdo de seguida apresentados.

Na drea da medicina estas redes apresentam-se como 6timos instrumentos de
diagndstico de doengas possiveis dados os sintomas observados, ou de auxilio na escolha dos
melhores exames a realizar dados os sintomas e possiveis doengas associadas aos mesmos.
Nesta area salientam-se os sistemas de grande dimensdo Pathfinder com 109 vértices e 195

arestas e Munin com 1041 vértices e 1397 arestas.

A rede Pathfinder foi apresentada por Heckerman et al. (1992), tendo sido
desenvolvida para apoiar patologistas cirurgicos no diagndstico de doengas na glandula
linfatica. No artigo referido, os autores mostram que o modelo é tratavel e expressivo o

suficiente para capturar as caracteristicas fundamentais da patologia das glandulas linfaticas.

Por outro lado, a rede Munin é um modelo que foi construido com o intuito de
diagnosticar disturbios neuromusculares a partir de dados adquiridos por eletromiografia e
apresentado no endereco repositério de redes bayesianas dos autores de Scutari e Denis
(2014)3. Segundo Andreassen et al. (1996), a capacidade do diagndstico da rede Munin esté ao

mesmo nivel de um especialista.

Na drea da biologia encontramos o modelo Sachs, que é de pequena dimensdo com 11
vértices e 17 arestas, e que foi construido com o objetivo de ser capaz de representar relagdes
diretas e indiretas complexas entre varias moléculas. Esta sistema funciona através da medida
simultanea de 11 proteinas fosforiladas e componentes fosfolipidicos, em milhares de células
humanas primdrias do sistema imunitario sujeitas a intervengdes moleculares gerais e

especificas. Este modelo foi apresentado por Sachs et al. (2005).

Na area da agricultura destacamos o modelo Barley, com 48 vértices e 84 arestas, que
se insere numa vertente de producdo agricola bioldgica, tendo sido desenvolvido no ambito do
projeto “Producdo de cerveja a partir de cevada maltada cultivada sem pesticidas” de

Kristensen e Rasmussen (2002).

3 http://www.bnlearn.com/bnrepository/ (consultado em 3 de maio de 2019).
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O repositério de redes bayesianas refere ainda o modelo Water, com 39 vértices e 66
arestas, que se insere na drea da hidrografia, tendo sido apresentado num relatério intitulado
An Expert System for Control of Waste Water Treatment - A Pilot em 1989. Este refere-se a um

projeto piloto de sistemas especializados desenhados para o controlo do desperdicio de agua.

O modelo Hailfinder, com 56 vértices e 66 arestas, insere-se na drea da meteorologia,
e foi desenhado para a previsdo climatérica severa no norte do Estado do Colorado, tendo sido

apresentado por Abramson et al. (1996).

Finalmente na drea econdmica, mais especificamente dos seguros, encontramos o
modelo Insurance, com 27 vértices e 52 arestas, que auxilia as seguradoras automoveis a
avaliar o risco de um potencial cliente, dadas varias varidveis como a idade do mesmo, as suas
capacidades de condugdo, o seu historial de acidentes e vdrias caracteristicas do carro. Este foi
apresentado em Binder et al. (1997), onde sdo apresentados algoritmos de estimacdo de redes

com variaveis ndo observadas.
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Scutari e Denis (2014) referem que as redes bayesianas sdo usadas para responder a
questdes acerca da natureza dos seus dados, as chamadas questdes parciais (queries). Essas
sdo obtidas através de técnicas conhecidas por inferéncia, raciocinio probabilistico ou
atualizacdo de crengas. Os autores referem que estes termos originais dos sistemas
especializados foram introduzidos na terminologia probabilistica por Pearl (1988), ressaltando

0 seu uso em obras recentes como a de Koller e Friedman (2009).

Dada uma rede bayesiana B = (X, G, P) com n variaveis, (X4, ..., X;,), a resolugdo de
uma questdo parcial Q = (B,A,E) consiste no célculo da probabilidade condicional
P(A|E = e) de um conjunto de varidveis alvo cujo o estado n3o foi observado, denominado
por A, dada a evidéncia E, formada pelo conjunto das k variaveis cujo estado foi observado
E=e, ie, E=(E; =eq,..,Ex =e). As varidveis de X ndo incluidas em A nem em E,

chamam-se ocultas e formam o conjunto O.

3.1 Tipos de questdes parciais

Scutari e Denis (2014) e Koller e Friedman (2009) identificam duas categorias
principais de questdes parciais, nas quais focam a sua obra. S3o essas as questdes parciais de
probabilidade condicional (CPQ, do inglés, Conditional Probability Query), questGes parciais
maximas a posteriori (MAP, do inglés, Maximum a Posteriori), e questGes parciais de

explica¢do mais provavel (MPE, do inglés, Most Probable Explanation), ou MAP marginais.

3.1.1 Questdes parciais de probabilidade condicional (CPQ)

Consoante o tipo de deducgdo realizada Koller e Friedman (2009) classificam as
questoes parciais de probabilidade condicional em trés categorias: de raciocinio causal ou de

previsao, de raciocinio de evidéncia ou de explicagao e de raciocinio intercausal.

Questdes parciais de raciocinio causal ou de previsdao preveem o efeito a jusante de
varios fatores, estimando a probabilidade de uma varidvel tendo em conta a observacdo do
estado de varidveis ndo descendentes. Na rede bayesiana representada pela Figura 2.5, um
exemplo deste tipo de questdo seria a estimagdo do estado da sinalizagdo de
congestionamento (S), dada observa¢do do estado do transito, por exemplo, T = s, e da
variavel acidente rodovidrio, por exemplo, A = s. Esta questdo parcial consiste entdo na

estimacgdo da probabilidade P(S|T = 5,4 = s).
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Nas questdes parciais de raciocinio de evidéncia ou de explicagao o raciocinio é feito
a partir das variaveis efeito para as varidveis causa. Assim, tomando novamente como exemplo
a rede representada na Figura 2.5, um exemplo deste tipo de questdo poderia ser a estimacao
da probabilidade de haver obras na estrada (0), dado que se observou que a sinalizagdo de
congestionamento estd ligada, S=s, e que ha policia na estrada, P=s, ie.,

P (0|S =s,P =s).

Finalmente, nas questdes parciais de raciocinio intercausal, tal como referido nos
tipos de deducdo, é abordada a interacdo de varidveis causa de uma mesma variavel efeito.
Considerando a rede representada na Figura 2.5, um exemplo deste tipo de questdo poderia
ser a estimacdo da probabilidade da varidvel mds condi¢cdes climatéricas (M), dada a
observacdo do estado da variavel efeito trdnsito congestionado (T), e a variadvel causa em

comum obras na estrada, (0), por exemplo P (M|0 =n, T = s).

3.1.2 Questoes MAP e MPE

Consideremos um subconjunto de varidveis A ndo contidas no conjunto de evidéncia,
ou seja, A € X — E. Segundo Koller e Friedman (2009) as quest&es parciais MAP e MPE sao
equivalentes e a sua resolugdo consiste na estimagdo da instancia¢do do conjunto das variaveis
A, que maximiza a sua distribuicdo conjunta. Darwiche (2008) define separadamente estas
guestdes, consoante o conjunto A coincide com o conjunto X — E (MAP), ou A é um
subconjunto estrito de X — E (MPE). Assim, tal como referem Scutari e Denis (2014), a
resolucdo deste tipo de questdes parciais € encontrar uma configuracdo a*, das varidveis em

A, que maximiza a seguinte probabilidade condicional:
MAP(A|E = e) = a* = argmaxP(A = a|E = e). (3.1)
a
Note-se que o resultado pode n3o ser Unico.

Existem ainda as questdes parciais MPE ou MAP marginais que combinam
elementos das questdes parciais MAP e das CPQ. Nestas, existe um conjunto de variaveis A
que formam a questdo parcial. Sendo O = X — A — E, a tarefa destas questGes parciais

consiste em calcular a distribuicdo mais provavel para as varidveis A dada a evidéncia E = e:

MPE(A|E =e) = arg;naxzo: P(A|E = e). (3.2)
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3.2 Resoluc¢ao de CPQ
3.2.1 Inferéncia por enumeracio

Definida uma questao parcial CPQ a resolver, temos a reparticdo das varidveis da rede
em trés grupos. Sd3o esses os das variaveis alvo, A = (44, ..., 4,,), das varidveis evidéncia
E = (E4, ..., Ex), e das variaveis ocultas O = (04, ...,0,). O grupo das varidveis ocultas é
composto por todas aquelas que ndo estdo em nenhum dos outros grupos, ou seja, que ndo
sdo contempladas na questdo parcial. Note-se que os conjuntos de variaveis A4, E e O formam

uma particdo de X, i.e., sdo conjuntos disjuntos, dois a dois,e AU E U O = X.

Pela defini¢do de probabilidade condicional temos:

_P(AE=e)

PAIE = ) = (3.3)

da qual resulta:

P(A|E =e) x P(A,E =e). (3.4)

Temos entdo que o valor de uma questdo parcial é proporcional a distribuicdo
conjunta das variaveis alvo e evidéncia. A resolucdo de questBes parciais segue a aplicacdo do
principio basico de alterar a distribuicdo conjunta das varidveis representadas pelos vértices,
incorporando a nova informagdo recolhida, sendo essa incorporagdo obtida através do

condicionamento dessa distribuicdo aos valores das variaveis observadas.

A operagdo de cdlculo anterior é interpretada por alguns autores, como Jensen (1996)
e Kjaerulff e Madsen (2008), em termos da fun¢do verosimilhanga. Essa interpretagcdo advém
daigualdade
P(A,E =e) = P(E =e|A)P(A), (3.5)
em conjunto com a relagdo
P(E = e|A) = L(A|E = e), (3.6)
justificando-se, deste modo, a seguinte relagdo de proporcionalidade:

P(A|E = e) x L(A|E = e)P(A). (3.7)

Em termos praticos vamo-nos basear na expressdo (3.4), e na visdo de Scutari e Denis
(2014), resolvendo cada questdo parcial a partir da distribuicdo conjunta das variaveis alvo A e

evidéncia E = e, i.e., P(A,E = e). Esta pode obter-se da partir da distribui¢do conjunta de
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todas as variaveis X da rede bayesiana, i.e., P(X) = P(A,E, 0), cuja fatorizagdo é induzida

pela estrutura e pela regra de cadeia, marginalizando de seguida as variaveis O, ou seja:

P(AE=e)= z P(X) = Z P(AE,0) = Z | | P(X;|ant(X;)). (3.8)
o 0
E=e E=e E

0 XeX
=e

Uma vez calculada a probabilidade P(A, E = e), esta deve ser dividida por P(E = e).

A titulo de exemplo, considerando novamente a rede representada na Figura 2.5, se

desejamos calcular, por exemplo, P(0|S = s, P = s) seguem-se os seguintes passos:

P(O|S=s,P=5s)=

_P(0,S=5P=5)

~ P(S=sP=5)

_ ZemarPEOMT,AS=5P=5) (3.9)
ZE,O_M,A,TP(E,O,M, T,A,S=5s,P=5s)

_ Xemar P(E)P(OIE)P(M)P(T|0,M)P(AIM)P(S = s|T)P(P = s|A,T)

B Yeomar P(E)P(O|E)P(M)P(T|0, M)P(AIM)P(S = s|T)P(P = s|A, T)

Depois de alguns célculos obtemos P(0|S = s, P = s) (cf. secgdo 6.9).

3.2.2 Inferéncia pelo algoritmo da eliminac¢ao de variaveis

Koller e Friedman (2009) referem que se pode usar um modelo grafico para responder
a qualquer questdo parcial, simplesmente gerando a distribuicdo conjunta e eliminando
exaustivamente as varidveis necessarias eliminar, como aconteceu no exemplo da sec¢ao
anterior. Contudo, segundo os autores, esta abordagem ndo é satisfatdria no sentido em que a
enumeracdo da distribuigdo conjunta exige um nimero exponencial de cdlculos, invalidando o
objetivo de compactacdo da representacgdo grafica. Neste sentido, os autores apresentam um
algoritmo, em alternativa a abordagem anterior de enumeragdo, que permite a simplificagcdo
deste processo em muitos casos, que designam por algoritmo da eliminagdo de variaveis (ou

E.V.).

Koller e Friedman (2009) ressaltam que a questdo do crescimento exponencial de
calculos na inferéncia é combatido através da estrutura da rede bayesiana, que permite que as
probabilidades condicionais associadas a rede dependam apenas de um grupo restrito de
variaveis, e do armazenamento por etapas dos resultados parciais, evitando assim a repeticao
desnecessaria de cdlculos. Note-se que, ainda assim, existem alguns casos extremos em que a

exigéncia de um numero exponencial de calculos ndo é evitada com este algoritmo. Tal

36
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acontece, por exemplo, em modelos em que as varidveis em causa contém suportes com um

numero elevado de estados.

Assim, o algoritmo de eliminacdo de varidveis tem como operagdo chave a
marginalizacdo de variaveis, manipulando fatores. Considerando X um conjunto de variaveis
e Y uma variavel, tal que Y € X, Koller e Friedman (2009) definem a operagdo de eliminar Y de
um fator ¢(X,Y), denotada por Yy ¢, que resulta na criagdo de um novo fator 7, sobre X, da

seguinte forma:

X)) =Yy X,7). (3.10)

O algoritmo parte de um conjunto inicial de fatores @, composto pelo conjunto de
probabilidades condicionais que fatorizam a probabilidade conjunta da rede, ou seja,
D = {qin} onde ¢y, = P(Xi|ant(Xi)) e de uma ordem segundo a qual se vao eliminar as r
varidveis ocultas da questdo parcial, ou seja, 0 = {0y, ..., 0,-}. Seguindo essa ordem, elimina-se

uma variavel de cada vez, seguindo os seguintes passos:

1. Para eliminar uma varidvel O; selecionam-se todos os fatores ¢ do grupo ®
que a incluem como variavel condicionada ou condicionante;

2. Define-se entdo um novo grupo @  composto por esses fatores;

3. Retiram-se os fatores selecionados do conjunto inicial obtendo-se ®°, i.e.,
P =

4. Multiplicam-se todos os fatores de @', gerando outro, denominado Y, ie.,
H¢e¢’¢ =;

5. Depois, marginaliza-se a varidvel O0; de 1, gerando outro fator t, ie.,
Yo, ¥ =T

6. Este dltimo junta-se ao conjunto de fatores principal, i.e., ®" U {t}, passando

este conjunto a ser o novo conjunto de fatores ®.
Os passos 1-6 repetem-se r vezes, até se eliminarem todas as r variaveis pretendidas.

Podemos, a titulo de exemplo, aplicar este algoritmo a rede bayesiana representada na
Figura 2.5. Segundo a regra da cadeia a rede define a distribuicdo conjunta com os fatores

identificados da seguinte forma (ja apresentada em (2.42)):

P(E,0,M,T,A,S,P) = P(E)P(O|E)P(M)P(T|0,M)P(AIM)P(S|T)P(P|A,T). (3.11)
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No caso de querermos calcular P(P) através do método da enumeragio (3.8):

P(P) = Z P(E,O,M,T,A,S,P)

E,OMAT,S
P(E)P(O|E)P(M)P(T|0,M)P(A|IM)P(S|T)P(P|A,T).

E,OMAT,S

(3.12)

O algoritmo de E.V. elimina as varidveis uma de cada vez, por etapas, ao contrario do da
enumeracdo que funciona marginalizando as varidveis ocultas de uma vez. Seguindo por

exemplo a ordem de eliminacdo E, O,M, S, A, T, consideremos:

P(P)=Z z ZP(P|A,T)(ZP(S|T)ZP(M)P(A|M)O> . (3.13)
A S M

P T

onde,

0= P(T|0,M)< P(E)P(0|E)>. (3.14)
2o (),

Traduzindo as probabilidades condicionais apresentadas na expressdo (3.3) em termos de
fatores temos:
P(E,0,M,T,A,S,P) = P(E)P(O|E)P(M)P(T|0, M)P(A|M)P(S|T)P(P|A,T)

= ¢z (E)o(0,E)pyy(M)p1(0, M, T)p,(A, M)ps(S, T)$p(P, A, T). (3.15)

Utilizando os fatores identificados na expressado anterior (3.15) e a ordem de eliminagdo E,
0, M, S, A e T, apresentada nas expressdes (3.13) e (3.14), o algoritmo concretiza-se de

acordo com as seguintes operagdes:

1. Eliminar E:
Ui(E,0) = ¢ (E)po(0, E) = PEIP(OIE) = P(0,E); 3.16)
71(0) = Y (E,0) = ) P(0,E) = P(0) (3.17)
z z
2. Eliminar O:
Y,(0,M,T) =1,(0)¢p+(0,M,T) = P(O)P(T|0,M) = P(O,T|M); (3.18)
©2(M,T) = Zot2(0,M.T) = 5o P(O,TIM) = P(TIM); (319
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3. Eliminar M:
VoA ;2((TA|4MT)33¢211W\4()A;£?1\(4§' z 3’(14, TIMP(M) = P(T, M, 4); 20
t5(T, A) = Sy (M, T, A) = Xy P(T, M, A) = P(T, A); (3.21)

4. Eliminar S:
Yu(S,T) = ¢s(S,T) = P(SIT); (3.22)
74(T) = z PYa(S,T) = Z P(SIT) =1, (3.23)

5 3
5. Eliminar A:

Ys(T, A, P) =13(T,A)pp(P,AT) = P(T,A)P(P|A,T) = P(P,T, A); (3.24)

15(T,P) = Xas(T,A,P) = Y4 P(P,T,A) = P(P,T); (3.25)

6. Eliminar T:
Ye(T,P) = 14(T)75(T,P) = 1 X P(P,T) = P(P,T); (3.26)
76(P) = Xr Y6 (T, P) = Xr P(P,T) = P(P). (3.27)

Note-se também que esta eliminagdo das varidveis ocultas poderia ser feita segundo
uma ordem diferente. As Tabela 3.1 e Tabela 3.2 explicitam diferentes ordens de eliminagao
das varidveis ocultas para a estimacdo da questdo parcial P(P). Enquanto que a Tabela 3.1
segue a ordem de eliminagdo das varidveis descrita no exemplo anterior, a Tabela 3.2
apresenta uma ordem diferente. Consoante a ordem escolhida, os fatores intermédios gerados
podem ter dimensdes diferentes. Deste modo, em termos de armazenamento computacional
e de tarefas de calculo, é benéfico identificar a ordem de eliminagdo que gera fatores de
menor dimensdo. Koller e Friedman (2009) referem que uma possivel forma de contornar esta
dificuldade pode passar pelo uso de outras estruturas, nomeadamente das arvores jungao,

cujo algoritmo é apresentado na subsecgdo seguinte, 3.2.3.
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Tabela 3.1 — Aplicagdo do algoritmo de eliminagdo de varidveis para determinar P (7).

Passo V_arl:dvel Fatores usados Varidv_eis Fator
Eliminada Envolvidas | Novo
1 E ¢E(E)' ¢0(01E) E,O Tl(o)
2 0 7,(0),67(0,M,T) o,M,T 7,(M,T)
3 M TZ(M' T)' ¢M(M)' ¢A(A' M) M,T,A T3(T'A)
4 S ¢s(S,T) S, T 74(T)
5 A 3(T,A), pp(P,AT) T,A P (T, P)
6 T T4(T), t5(T, P) T,P 76 (P)

Tabela 3.2 — Aplicagdo do algoritmo de eliminagdo de varidveis para determinar P (P), com uma ordem diferente

de eliminagdo de variaveis.

Passo Varidvel Fatores usados Varidveis Fator
Eliminada Envolvidas Novo
1 M o (O,M,T), by (M), p0(A, M) | O,M,AT |7(0,AT)
2 E ¢E(E)' ¢O(0rE) E,O TZ(O)
3 S ¢s(S,T) S, T 3(T)
4 0 7,(0),71(0,A,T) 0,T A T4(T, A)
5 T T4(T,A), 73(T)pp(P,A,T) T, AP T5(4, P)
6 A 15(4,P) AP 74(P)

Introduc¢do de evidéncia

Note-se que o exemplo anterior ndo inclui varidveis cujo estado foi observado. Deste
modo Koller e Friedman (2009), referem que a introdugdo da evidéncia passa apenas pelo
calculo de P(A,E = e), aplicando o algoritmo de eliminagcdo de varidveis ao conjunto
O =X — A —E. O fator final obtido pelo algoritmo apresentado anteriormente, depois de
substituir E por e, ¢'(A), corresponde a P(A,E = e). Para se obter P(A|E = e) a partir
desse, seguindo a expressdo (3.3), basta normalizar o fator ¢'(A4), multiplicando-o por %, onde

a corresponde a soma das entradas da distribuicio P(A4,E = e) n3o normalizada, que
corresponde a probabilidade da evidéncia, i.e., P(E = e).

A titulo de exemplo, suponhamos que o objetivo é calcular P(P|O =s,A = n).
Comecamos por determinar a distribuicdo P(P,0 =s,A=mn), que normalizaremos
posteriormente. Uma forma possivel de resolu¢do deste problema é apresentada na Tabela
3.3 que segue a mesma ordem de elimina¢do de varidveis apresentada na Tabela 3.2, com a
exclusdo das variaveis O e A que foram observadas. . Note-se que ', é um nimero que deve
ser introduzido num dos passos subsequentes para que a evidéncia O = s esteja presente no

resultado final.
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Tabela 3.3 — Aplicagdo do algoritmo de eliminagdo de varidveis para a determinagao da questdo parcial

P (P, O=s, A=n).
p Varidvel Fator d Varidveis | Fator
asso Eliminada atores usaaos Envolvidas | Novo
¢T[0 = S](M'T)!(pM(M)J !
1 M M, T (T
palA = n](M) 1D
2 E e (E), $0l0 = s|(E) E 7

3 S ¢S(S' T) S,T T,3(T)
4 T T'1(T), 72, t'3(T), pP [A=n](P, T) T,P ', (P)

3.2.3 Algoritmo Hugin: arvores junc¢ao

A inferéncia sobre redes bayesianas pode também ser efetuada de forma eficiente
sobre uma estrutura secundaria, conhecida pela designagdo arvore de jungdo (junction tree ou

joint tree) ou arvore clique.

Fenton e Neil (2013) reforcam a ideia de que a formagdo de uma estrutura em arvore é
essencial no sentido em que facilita a inferéncia probabilistica, dando preferéncia aquelas que

minimizam o tempo computacional exigido para a realizacdo de inferéncia.

Antes de ser apresentado o algoritmo associado a inferéncia através de arvores juncgao,
importa compreender o processo de construgdo de uma arvore de jungdo a partir de uma rede
bayesiana. Neste processo de construgdo sao usados grafos ndo direcionados, onde todos os
vértices antecessores de cada vértice se encontram ligados por uma aresta. Estes sdo

habitualmente designados de grafos morais.

3.2.3.1 Algoritmo de criagdo de uma drvore de jung¢do

Fenton e Neil (2013) resumem o algoritmo de constru¢do de uma arvore de jungdo a

partir de uma rede bayesiana a trés etapas, nomeadamente:

1. Construcdo de um grafo moral a partir da rede bayesiana;
2. Triangulagdo do grafo moral (processo descrito de seguida);

3. Ligacgdo dos clusters;
gue passamos a apresentar.
Construg¢do de um grafo moral

A construgdo de um grafo moral G, a partir do grafo G, associado a uma rede bayesiana N,
passa pelos seguintes pontos:

1. Identificagdo em G de todos vértices antecessores de cada vértice V;
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2. Adicdo de uma aresta ndo direcionada que ligue cada par de antecessores de um
vértice V, caso esses ndo se encontrem ligados;

3. Substituicdo das arestas direcionadas por arestas nao direcionadas.

Consideremos, a titulo de exemplo uma rede bayesiana representada pelo grafo (a) da
Figura 3.1Erro! A origem da referéncia ndo foi encontrada.. Neste exemplo, existem dois
pares de vértices antecessores que ndo se encontram ligados, que sdo o par O e M,
antecessores do vértice T, e o par T e A, antecessores do vértice P. Se adicionarmos arestas
nao direcionadas entre os pares identificados, e se retiramos as dire¢cdes das restantes arestas,

obtemos o grafo moral (b) representado na Figura 3.1.

0{ 0.3
@ Ox0
ONO 6‘0

(a) (b)

Figura 3.1 — (a) Exemplo de rede bayesiana, com estrutura G; (b) Grafo moral Gnde G.

Triangulag¢do de um grafo moral

Uma vez construido o grafo moral a partir de uma rede bayesiana, deve passar-se a
triangulacdo do mesmo, etapa que tem por objetivo a identificacdo de subconjuntos de
vértices chamados cluster. Esta operagdo consiste nas tarefas de identificagdo e eliminagdo,
sucessivas, dos vértices com o menor peso, sendo o peso de um vértice, recordamos, o
nuimero de arestas que é necessario adicionar entre todos os pares de vértices seus vizinhos,

de modo a que o vértice e os seus vizinhos formem um subgrafo completo.

Exemplificando a identificagdo do peso de vértices a partir dos vértices o grafo (b) da
Figura 3.1, tem-se que os vértices com menor peso, nomeadamente nulo, sGo E, S e P uma
vez que, em conjunto com os seus vizinhos, estes formam ja subgrafos completos, compostos
respetivamente pelos conjuntos de vértices {E, 0}, {S,T} e {4, P,T}. De seguida os vértices

com menor peso sdo os vértices M e A, ambos com peso igual a um, uma vez que é necessaria
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a adicdo de uma Unica aresta entre os seus vizinhos, respetivamente entre O e A, e entre M e
P, de modo a formar os subgrafos completos {4, M,0,T} e {4, M, P,T}. Por fim o vértice com

maior peso é o T, com um peso igual a 7.

O processo de triangulacdo segue entdo os seguintes passos:

1. Determinacdo do vértice com o menor peso, identificando, se necessario, a
arestas tém de ser adicionadas para garantir a formacdo de um subgrafo
completo composto por esse vértice e os seus vizinhos;

2. Adicdo ao grafo das arestas identificadas no passo anterior;

3. Definicao do cluster composto pelo vértice selecionado no passo 1 e os seus
vizinhos;

4. Remocgao do vértice selecionado no passo 1, e das suas arestas adjacentes;

5. Repeticdo dos passos 1 a 4 até se eliminarem todos os vértices.

Note-se que no passo 1 podem existir varios vértices. Nesse caso deve-se escolher
arbitrariamente um desses. Note-se também que poderdo existir diferentes configura¢des de

arvores juncdo para uma mesma rede bayesiana.

Tomando como exemplo o grafo moral (b) da Figura 3.1, uma das concretizacGes

possiveis para o algoritmo da triangula¢do é a seguinte:

1. Os vértices com o menor peso no grafo sdo E, S e P, tendo um peso nulo. Escolhendo
E como o primeiro vértice a eliminar, dado que o seu peso é nulo, ndo é necessario
adicionar arestas. Eliminando E, identifica-se o cluster EQ. Desta eliminagao resulta o
grafo (b) da Figura;

2. No grafo resultante, os vértices com menor peso continuam a ser S e P. Seleciona-se,
por exemplo, S para eliminar, ndo sendo novamente necessario adicionar arestas. Ao
se eliminar S identifica-se o cluster ST. Desta eliminac¢do resulta o grafo (c) da Figura
3.2;

3. De seguida os vértices com menor peso, sendo este nulo, sdo O e P. Escolhendo
eliminar O e identifica-se o cluster MOT . Desta eliminagao resulta o grafo (d) da Figura
3.2

4. Nesta Ultima figura os vértices M e P tém o peso minimo, que é nulo. Eliminando M
identifica-se o cluster AMT e resulta o grafo (e) da Figura 3.2;

5. No grafo (e) todos os vértices tém peso nulo. Optando por eliminar, por exemplo, P,

identifica-se o cluster APT. Desta eliminagdo resulta o grafo (f) da Figura 3.2;
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6. Novamente, neste ponto todos os vértices tém peso nulo. Eliminando, por exemplo, o
vértice A, identifica-se o cluster AT. Desta eliminacdo resulta o grafo (g) da Figura 3.2;

7. Porfim, elimina-se T e identifica-se o cluster T.

(09— (09—
oS I Ce
» © » ©

(b)

(a)

()
0%3 ®

(f) (g)

@’2

(d)

Figura 3.2 — Etapas da operagdo de triangulagdo do grafo (b) da Erro! A origem da r

Ligagdo dos clusters

O ultimo passo do processo de construgdo de uma arvore de jungdo consiste na ligagdo

dos clusters obtidos na etapa da triangulagdo seguindo os seguintes passos:

1. Partindo do conjunto de clusters identificados na etapa de triangulacdo, eliminar
aqueles que ndo sdo maximais, ou seja, todos aqueles que se encontram contidos
noutro cluster maior;

2. Para os clusters restantes formar uma arvore de jungao, ligando pares de clusters
com separadores que contenham as varidveis em comum. Cada arvore com ¢

clusters, deve ter (c — 1) separadores.

Note-se que os vértices de uma arvore de juncdo sdo entdo os clusters identificados,

sendo cada aresta associada ao separador correspondente.

Note-se ainda que a sele¢do dos candidatos a separadores deve passar pela
identificagdo daqueles com o maior numero de membros. No caso de empate, entre dois ou
mais candidatos, deve optar-se por aquele com menor peso, ou seja, aquele em que a unido

dos suportes das variaveis aleatérias envolvidas tem um menor cardinal.
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Na etapa de triangulacdo exemplificada a partir do grafo moral da Figura 3.1 foram

identificados os seguintes clusters:

EO,ST,MOT,AMT, APT, AT, T. (3.28)

Descartam-se os dois ultimos clusters, nomeadamente AT e T, por ndo serem
maximais, uma vez que estdo contidos no cluster APT. Temos entdo que os clusters que vao

compor a arvore de juncdo construida a partir do grafo da Figura 3.1 sdo:

EO,ST,MOT, AMT, APT. (3.29)

Um possivel conjunto de separadores valido para este conjunto de clusters é composto
pelo separador O entre os clusters EO e MOT, o separador T entre os clusters ST e MOT, o
separador MT entre os clusters MOT e AMT, o separador AT entre os clusters AMT e APT.
Uma possivel apresentagdo para a arvore de jungdo resultante encontra-se na Figura 3.3 onde

se representam os separadores com retangulos e os clusters com elipses.

Figura 3.3 — Exemplo de arvore de jungdo associada a rede bayesiana da Figura 2.9.

3.2.3.2 Propagacgdo de informacao

Deste modo, uma arvore de jungdo T, construida a partir da rede bayesiana
N = (X, G, P), consiste num par T = (C, S), composto por um conjunto C, com c clusters C;, e

um conjunto S, com (¢ — 1) separadores S;;, que ligam pares de clusters C; e C;, i.e.,

J
Si,j = Ci n C]

No sentido de verificagdo da validade destas estruturas, Koller e Friedman (2009)
mostram que as arvores jungdo satisfazem a propriedade da interse¢dao corrente (running
intersection property). Segundo esta propriedade, dada uma arvore de jungdo T, sempre que
se verifica X; € C; e X; € (j, entdo também se verifica que X; pertence a todos os clusters no

Unico caminho existente entre C; e ;.
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O processo de inferéncia através de arvores juncdo passa pela propagagao de
informagdo entre clusters vizinhos, opera¢des a que Kjeerulff e Madsen (2008) se referem
como transmissdao de mensagens ou absor¢ao de informagdo. Note-se que estas designagdes
advém do facto da transmissdao de uma mensagem entre um par de clusters adjacentes, de C;
para Cj, pode também ser interpretada como a absorgdo da informacdo do cluster C; pelo
cluster C;. Estas operagbes sdo feitas por etapas, de vizinho para vizinho, através a
manipulagdo de fatores. Um algoritmo que define este processo, considerado por Kjeerulff e

Madsen (2008) é o algoritmo Hugin.

Antes iniciar o algoritmo, todas as distribuicdes condicionais da rede bayesiana base,
ou seja, as distribuigcdes P(Xl-lant(Xi)), devem ser associadas a um, a um so, cluster que
contenha a varidvel X; e as varidveis antecessoras de X;. Como cada distribui¢do é associada
apenas a um cluster, podem existir clusters sem distribuicdes associadas. Nestes casos, deve-se
atribuir a esses clusters vetores com 1’s. Depois de associadas todas as distribuicGes

condicionais, multiplicam-se as atribuidas ao mesmo cluster, formando os chamados

No algoritmo Hugin, um cluster é escolhido como cluster raiz e o processo de
passagem de mensagens da-se em duas fases: a recolha de mensagens, quando as mensagens
passam sucessivamente dos clusters folha para o cluster raiz, e a distribuicio de mensagens
guando as mensagens passam sucessivamente do cluster raiz para os clusters folha. Um vértice
apenas pode mandar uma mensagem para outro, quando ja recebeu mensagens de todos os
outros seus vizinhos, consoante o sentido de propagac¢do de informagdo. Por exemplo, na
arvore representada na Figura 3.3, no caso da propagac¢do de informagdo estar na fase de
recolha de mensagens e o cluster raiz ser APT, o cluster OMT ndo pode passar uma mensagem

ao seu vizinho AMT sem antes receber mensagens de EO e ST.

A passagem de uma mensagem entre cada par de clusters adjacentes, de C; para C;,

segue os seguintes passos, cf. Kjeerulff e Madsen (2008):

1. Calcular o fator do separador atualizado:

bs,; = Z bc; s (3.30)

Ci—Sij
2. Atualizar o fator do cluster C;:

*
¢Si,j .
¢Si,]‘ '

bc; = b, (3.31)
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Note-se que no passo inicial ¢>5ij =1,Vi,j

3.

Associar o fator atualizado com o separador:

bs,; = Ps, ;- (3.32)

Nas arvores jungdo a evidéncia ndo é introduzida como no algoritmo de eliminagdo de

variaveis, ou seja, como um vetor composto por uma sequéncia de varidveis observadas,

associadas aos respetivos estados observados (E; = ey, ..., Ex = e;). Segundo Jensen (1996),

neste caso, a evidéncia é introduzida, como um vetor e = (fi, ..., f;n), onde cada f; é um vetor

designado por vetor de descobertas (findings), composto por zeros, correspondentes a

estados impossiveis, e uns, correspondentes aos estados possiveis de cada varidvel alvo

A; € {Ay, ..., Ap).

De forma resumida, o processo de propagacdo de evidéncia definido pelo algoritmo

Hugin segue os seguintes passos:

1.

Associar a cada cluster distribuicdes condicionais dos vértices da rede
bayesiana que envolvem as variaveis que estdo incluidas no mesmo;

Calcular os potenciais iniciais ¢, de cada cluster C; € C, multiplicando as
distribui¢Oes associadas;

Iniciar com qSSiJ. =1,Vvi,j;

Incorporar a evidéncia na arvore de jungdo, multiplicando cada f;, do vetor
e = (f1, .-, fm), pelo fator inicial de um cluster, ¢Ci' que contenha a variavel
A; no seu suporte;

Escolher um cluster como cluster raiz;

Efetuar o processo de recolha de informagdo, passando as mensagens dos
clusters folha até o cluster raiz, através dos separadores, atualizando

sucessivamente os potenciais dos clusters (¢ci - ¢Zi)e dos separadores

(¢si,j - ¢si,j):'
Efetuar o processo de distribuigao de informagdo, passando as mensagens no

sentido oposto, do cluster raiz até os clusters folha, atualizando novamente os
. * *% * *%
potenciais dos clusters (¢ci - ¢ci) e dos separadores (¢’5U - ¢’sij)’

sucessivamente.

Ap0s a realizagdo de uma ronda de propagacdo de informagdo, composta pelas etapas

de recolha e distribuicdo de informacgdo, a arvore encontra-se em equilibrio, ou, segundo
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Koller e Friedman (2009), calibrada. Os potenciais finais associados a qualquer separador
( ;:‘1) e cluster (gbé’l‘) consistem na distribuicdo probabilistica conjunta das varidveis contidas

nos mesmos, a menos de uma constante de normalizagdo. Assim, a estimagdo da distribuicao
de uma varidvel X; pode ser feita através da selegdo de um cluster que a contenha e da

subsequente marginalizagdo das outras varidveis.

Koller e Friedman (2009) designam os potenciais finais dos clusters por crengas
(beliefs) dos clusters, e os potenciais finais dos separadores por crengas dos separadores.

Deste modo, dado um par de clusters adjacentes C; e (j, este encontra-se calibrado se:
k% gokk *%
z ¢Ci - ¢Si,j - z ¢C] (333)
Ci—Sij Cj—=Sij
Note-se que numa d4rvore calibrada todos os pares de clusters se encontram

calibrados.

As arvores juncdo definem a distribuicdo conjunta das varidveis da rede bayesiana da

seguinte forma:

[1; ¢c;
P(X)=——""—
X) Mey e (3.34)
Note-se que:
bc, = Z P(X). (3.35)
X-C;

A capacidade de responder a questdes parciais P(A|E = e) a partir de arvores jungdo
calibradas é simples no caso das varidveis ou varidveis alvo em A estarem contidas no mesmo
cluster. Neste caso, depois de calibrada a arvore, seleciona-se o cluster, ou um cluster (no caso
de haver mais do que um), que contenha essas variaveis e normaliza-se a distribuicdo
associada ao mesmo. No caso do cluster selecionado conter varidveis para além das que se
pretende, essas devem ser marginalizadas da distribuicdo. Quando as varidveis A de
P(A|E = e) estdo em clusters separados, Koller e Friedman (2009) referem uma abordagem
ingénua que passa pela estruturagdo de uma arvore de jungdo em que essas varidveis figuem
no mesmo cluster. Contudo, esta abordagem, ao forgar a alteragao da estrutura ja construida,
anula de certa forma a sua vantagem como ferramenta de inferéncia. Deste modo, os autores
apresentam uma abordagem alternativa que consiste na realizagdo de elimina¢do de varidveis

numa arvore de jungdo equilibrada T.
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Resumindo, este algoritmo permite o célculo da probabilidade conjunta P(A) para um
subconjunto arbitrario A, usando as distribuicdes de probabilidade de uma arvore calibrada na
definicdo de fatores correspondentes as probabilidades condicionais em P(X), e a eliminagdo
de varidveis 0, em que O = X — A — E, no conjunto de fatores resultante. Esta abordagem
permite poupanca de operacgdes relativamente a eliminacdo de varidveis simples pois incide

apenas sobre uma porg¢do da drvore que contém as varidveis A contidas na questdo parcial.

Uma possivel arvore de juncdo com as distribuicGes associadas a cada vértice da rede

aos clusters adequados encontra-se representada na Figura 3.4.

Um exemplo de aplicagdo do algoritmo Hugin encontra-se apresentado no Anexo A,

onde é introduzida a evidéncia M = s, A = n, na rede considerada na Figura 3.4.

Se a questdo parcial que se deseja responder é por exemplo, P(S,T|M = s,A = n),
essa corresponde a crenga no cluster C, resultante da propagac¢do de informagdao em ambos
os sentidos da arvore. Se a questdo parcial tiver apenas uma variavel alvo, por exemplo T, e a
mesma evidéncia, i.e., M = s,A = n, entdo para estimar P(T|M = s,A = n) basta escolher
um cluster ou separador que contenha T no seu suporte, e marginalizar as outras variaveis. Se

selecionamos por exemplo C3; ou S34, para obter P(T|M =s,A =n), basta realizar

*
34"

respetivamente Yo y Pc, ou Xy Ps

Figura 3.4 — Exemplo de arvore de jungdo associada a rede bayesiana da Figura 2.9, com as distribui¢Ges

associadas aos clusters.

No caso das variaveis alvo da questdo parcial estarem contidas em clusters separados,

identifica-se, em primeiro lugar, a subarvore que as contém. Por exemplo no caso da questdo
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parcial ser P(E, P|M = s,A = n) a subarvore necesséria para responder a mesma encontra-se

identificada na Figura 3.5.

G C2 Ca Cs
C oo o Comr D—pmp=Coma —rap—Crar
S13 S34 Sas

Figura 3.5 —Subdrvore da arvore de jungdo representada na Figura 3.4.

Segundo Koller e Friedman (2009) para obter a resposta a esta questdo parcial basta
eliminar as varidveis ndo necessarias da distribuicdo conjunta fatorizada pelas crencas dos
clusters e dos separadores das subdrvores, i.e.,

P(E,PIM =s,A=n) = ZO,M,T,A,M=

T
M=s,A=n ¢51,3 ¢53,4 ¢54,5

(3.36)

P(E,0|M =s,A=n)P(O,M,T|M =s,A =n)P(M,T,A|M =s,A=n)P(T,A,PI[M =s,A =n)

ol P(OIM =s,A=n)P(M,TIM =s,A=n)P(T,A|M =s,A =n)
M=s,A=n

3.3 Resolucao de questoes MAP e MPE
3.3.1 Algoritmo do produto maximo para a eliminac¢ao de variaveis

Koller e Friedman (2009) comegam por apresentar a forma mais basica de resolugdo de
questdes MAP através do algoritmo de eliminagdo de varidveis. Este difere no ponto 5 do

apresentado na pagina 37 aplicado as CPQ, onde se substitui a operacdo de multiplicagdo
(Zoiw) pela de maximizagdo (rr})a}xv,b). Difere também pela introdu¢do de um novo

procedimento, inserido antes do passo 6 desse mesmo algoritmo, chamado de traceback, da

seguinte forma: dados os fatores ¢, onde {qle.: i=1,.., k}:

1. Calcular a instanciagdo das varidveis Xj,q, .., Xk, U; = (Xi;q, ..., Xg), que
maximiza o produto dos fatores das variaveis eliminadas antes de X;;

2. Calcular x; = argmax ¢x, (x;, 4;), que corresponde a maximizagdo da entrada
Xi

correspondente no fator, relativa as anteriores escolhas u;;

3. Devolverx;.

Segundo os autores, os mesmos algoritmos usados no caso das CPQ podem ser

aplicados para a resolugdo das questées MAP. Como nas CPQ, diferentes ordens de

50



3 Inferéncia

eliminacdo das varidveis podem induzir diferentes graus de complexidade de aplicacdo do
algoritmo. O relaxamento da ordenacgdo das variaveis a eliminar pode ser benéfico no caso das
questées MAP no sentido em que, segundo os autores, mesmo o melhor resultado
consistente com a ordem imposta pode ter uma complexidade maior do que uma boa ordem
sem restricdo, ou seja, ndo imposta. Estes referem ainda que mesmo para estruturas mais
simples o algoritmo de eliminagdo de varidveis pode levar um tempo exponencial para resolver
uma questdo MAP. Dado que a complexidade de aplicagdo deste algoritmo depende da
estrutura da rede, e da escolha de maximizacdo das varidveis, a restricdo da ordem de

eliminagdo pode ser decisiva.

A titulo de exemplo, consideremos uma rede de pequena dimensdo, nomeadamente
A — B, a partir da qual se deseja encontrar a instanciacdo que maximiza a distribuicao

conjunta das variaveis, ou seja, (a*, b*) = argmaxP(4, B). Consideremos as distribui¢bes

)

apresentadas na Tabela 3.4 e na Tabela 3.5.

Tabela 3.4 - Distribuigdo P (A).
Tabela 3.5 - Distribui¢do P (B |A).

P(A) B | A | P(B|A)
s | 0,46 s|s 0,23
0,54 ni|s 0,77
s|n 0,61
nin 0,39

Na escolha da instanciagdo maximizadora, independentemente da escolha do valor de
A, o valor de B deve ser selecionado de acordo com a maximizagdo de P(B|A). Deste modo,
observando a Tabela 3.5, temos que méixP(B|A =s)=P(B=n|A=5)=0,77, e que
mésle(B|A =n)=P(B =s|A=n)=0,61. Assim:
n;%xP(A,B) =mAaxm§1xP(A)P(B|A)
= max{0,46 x 0,77;0,54 x 0,61}

max{0,3542; 0,3294}
= 0,3542.

(3.37)

A instanciagdo maximizadora é entdo A = s5,B = n.
Suponhamos que queremos determinar a instanciagdo mais provavel da rede sem

evidéncia. Os passos da eliminagdo de varidveis sdo apresentados na Tabela 3.6.
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No primeiro passo 71(0)=m§1x¢E(E)¢0(0,E), cujo resultado equivale a

(7,(0 = s) = 0.98 X 0.25 = 0.245; 7, (0 = n) = 0.85 x 0.75 = 0.6375).

Continuando o

processo, no ultimo passo, o fator 7, (@) corresponde ao valor de Jmax P(E,0,M,A,T,P).
E,0,MAT,P

Tabela 3.6 — Passos da eliminagdo de varidveis para a resolugdo de MAP sem evidéncia da rede da Figura 2.9.

Passo Varidvel Fatores usados Fator Fator
Eliminada Intermédio | Novo
1 E $E(E), $0(0,E) Y, (E,0) 7,(0)
2 0 Tl(O)' ¢T(01 M' T) 11’2(0, M! T) Tz(M, T)
3 M T,(M,T), (M), pa(A, M) | P3(AM,T) | 75(T,A)
4 N ¢s(S,T) Y, (S, T) 74(T)
5 A 3(T,A), pp(P,A,T) WY:(A,P,T) | ©(T,P)
6 T 74(T),75(T, P) Ye(P,T) 76(P)
7 p 76(P) Y, (P) 77(9)

Depois da eliminacdo segue-se a etapa de traceback, onde a ordem das varidveis é oposta

a da eliminagdo. Neste exemplo, esta etapa decorre da seguinte forma:

P
-
4
.

-

0*

Temos entdo que:

max

P(E,0,M,A,T,P)
E,0,M,AT,P

= argmaxy;(P) = (P =s);
P

= argmax4(P*,T) = (T = s);
T

= argmax (4, P*,T*) = (A = s);
A

=argmaxy,(S,T*) = (S = 5);
s

= argmaxy3(A", M, T*) = (M = s);
M

= argmaxy,(0,M*,T*) = (0 = n);
0

= argmaxy,(E,0") = (E = n).
E

= P(E =n)P(0 =n|E =n)P(M =s)
P(T =s|M =5,0 =n)P(S=s|T =5)
P(A=s|M =5s)P(P=s|A=sT =n)

=0,75%0.85% 0.6 X 0.6 X 0.82 % 0.9 x0.9

~ 0.152.

(3.38)

(3.39)

Nos passos intermédios da resolugdo de uma questdao MPE devem ser marginalizadas

as varidveis sobre as quais ndo se pretende inferir. Por exemplo, imaginemos que desejamos
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calcular a instanciacgdo mais provavel para as varidveis T, P e A, ou seja,

Enﬁ;,(ZE,o,M,s P(E,0,M,A,T,P). A eliminacdo e maximizagdo das variaveis sdo apresentadas

pelas operagdes:

1. EliminarS:
1/11(5, T) = ¢S(Si T);
0@ =) ST (3.40)
S
2. Eliminar M:
lpz(A, M' O' T) = ¢T(M: 01 T)¢M(M)¢A(Al M): 341
L(A,0,T) =) $2(4,M,0,T); (3.41)
M
3. Eliminar O:
Y3(A,E,0,T) = ¢o(E,0)12(4,0,T);
(A ET) = leg(A, E,0,T); (3.42)
0
4. EliminarE:
ll)4_(A, E' T) = T3(A' E' T)¢E(E):
WAT) = ) WAET) (3.43)
E
5. Maximizar A:
ll)s(A, P! T) = T4-(A' T)d)P(A! P: T)r (344)
T5(P,T) ijlelJS(A,P,T);
6. MaximizarT:
¢6(Pv T) =T5 (P, T): (345)
%6(P) = maxe(P,T);
7. Maximizar P:
Y;(P) =16(P); (3.46)

77(0) max Y7 (P).

Depois dos passos anteriores calcula-se P* = argmax,(P), T* = argmaxy(P*,T)
P T

e A" = argmaxys (4, P*,T").
A
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3.3.2 Algoritmo de arvores junc¢ao

De acordo com Koller e Friedman (2009), tal como as questdes parciais probabilisticas,
as questdes MAP podem ser resolvidas através de darvores jungdo com a aplicagdo do
algoritmo Hugin, mas com um tipo de propagac¢do de informagao diferente da anterior,
chamada propagacdo-maxima (cf., e.g., Jensen (1996)). A propaga¢dao-maxima consiste em
duas etapas - a recolha-mdaxima e a distribuigdo-maxima - que se procedem de forma andloga
as etapas de recolha e distribuicdao de informagdo nas arvores jungao relativas CPQ. Contudo,
a atualizagdo das crengas de cada cluster no processo de passagem de mensagens é chamada
de calibragdo-mdaxima e diferencia-se da anterior na operacdo de marginalizacdo, que é

substituida pela de maximizagdo na atualizagdo do fator de cada separador, da seguinte forma:

s,y = max be,- (3.47)

A atualizagdo dos clusters segue de igual modo apresentado na expressao (3.31).

Koller e Friedman (2009) referem, que tal como no anterior algoritmo Hugin, as
crencas atualizadas dos clusters e separadores apds a calibracdo-maxima definem a
distribuicdo conjunta das varidveis da rede, definida pela expressdo (3.34). Segundo Jensen
(1996) é esta caracteristica da calibragdo-maxima que permite o estabelecimento de um
método para determinar as configuracGes de probabilidade maxima. Deste modo, apds a
realizacdo da etapa calibragdo-maxima, se, no final, a tabela associada a cada cluster tiver
apenas uma configuracdo maximal, entdo essa configuracdo faz parte da uUnica solucdo da
questdo MAP. Contudo, se alguma tabela tiver varias configuracdes maximais entdo existem

varias solugbes para a questdo MAP.
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Chama-se aprendizagem a tarefa de estimacdo e selegdo de modelos. Esta tarefa pode
ser feita a partir de bases de dados, sendo neste caso designada de aprendizagem ndo
supervisionada, com base em testemunhos de especialistas na area do fendmeno a modelar,
sendo neste caso designada de aprendizagem supervisionada, ou ainda uma combinac¢do de
ambas as abordagens. Kjaerulff e Madsen (2008) consideram uma abordagem meramente
manual, para a qual apresentam técnicas especificas, e outra que combina os dados

observados com o conhecimento e experiéncia de peritos.

Geralmente a tarefa de inducdo de uma rede bayesiana a partir de uma base de dados
D divide-se em dois passos, nomeadamente o da construgdo da estrutura G em GAD, realizado
em primeiro lugar, seguido da estimagdo dos parametros ® do conjunto de distribui¢cdes

probabilisticas condicionais.

O processo de aprendizagem de redes bayesianas tem por base um conjunto de
suposicdes que suportam o seu funcionamento e a aplicagdo de algoritmos. Deste modo, dada
uma base de dados denotada por D, com N casos, é assumida a existéncia de uma distribuicao
associada ao processo subjacente, denotada por P,, chamada de distribuicdo probabilistica
subjacente do processo. Assume-se que a base de dados pode ser representada
adequadamente através de amostras de P,, sendo o objetivo da modelagdo a partir de dados a

estimacao dessa distribuigao.

Denota-se por D = {c,...,c”} uma base de dados D com N vetores aleatdrios
independentes e identicamente distribuidos, onde cada vetor ¢ = {x{ x,’l}] €{1,..,N}

especifica uma instanciacao xi] para cada varidvel X; € X. Assume-se que cada vetor que
compde D é uma observagdo da distribuicdo Py. O nimero de categorias distintas de uma

variavel X € X em D sera denotado por || X]|.

Note-se que Scutari e Denis (2014) referem que a construcdo de redes exclusivamente
a partir de conhecimento de especialistas codifica relacdes causais conhecidas e esperadas de
um determinado fendmeno, resultando na construcdo modelos causais. Por outro lado, a
aprendizagem de modelos causais a partir de dados é mais desafiante, exigindo trés
suposi¢oes adicionais nomeadamente: que cada variavel seja condicionalmente independente

das varidveis que ndo sao seu efeito, que exista um GAD fiel a distribuicdo conjunta de X, de
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modo a que as Unicas dependéncias na distribuicdo sejam as que provém do critério de
separagdo-d do GAD, e que ndo existam varidveis ndo observadas. Pearl e Verma (1991)
referem que a tarefa de aprendizagem se deve aplicar a lei de parciménia (ou navalha de
Occam), que sugere que de entre um conjunto de modelos igualmente Uteis, se deve preferir o
mais simples. Desta condicdo de minimalismo resultam redes que contemplam padrdes de

dependéncia suficientes para revelar as relages causais existentes.

4.1 Aprendizagem da estrutura

Relativamente a aprendizagem da estrutura de uma rede bayesiana a partir de uma
base de dados, existem trés categorias principais de algoritmos, nomeadamente os algoritmos
baseados em restrigées (constraint-based), os baseados numa fung¢do de pontuagdo (score-

based), e algoritmos hibridos que combinam processos dos anteriores.

Note-se que o numero de GAD possiveis cresce muito rapidamente com o nimero de
vértices no grafo, que pode ser calculado segundo a seguinte férmula fornecida por Robinson
(1977), onde f(n) corresponde ao nimero de GAD possiveis com n vértices, com condigdo
inicial £(0) = 1:

n

fay = ) 0 () 200 () (4.)

=1

Por exemplo, paran = 1,2, 3,4, 5, 6 obtemos f(n) = 1,3,21,315,9765,615195.

Pearl e Verma (1991) referem que a preferéncia por modelos mais simples passa pelo
facto de serem mais restritivos, evitando, em geral, o sobreajustamento, permitindo assim a
construgdo de modelos mais crediveis. Nas sec¢des 6.3 e 6.5 a 6.8 sdo apresentadas aplicagdes

praticas.

4.1.1 Algoritmos baseados em restri¢coes

Segundo Kjeerulff e Madsen (2008) a abordagem dos algoritmos baseados em
restricdes consideram cada GAD G, de uma rede bayesiana B = (X, G, P), como um conjunto
de relagdes de dependéncia e independéncia condicional denotadas por Mg, e que podem ser
lidas de acordo com o critério da separagdo-d, ja apresentado na secg¢ao 2.3. Deste modo, a
tarefa de aprendizagem da estrutura resume-se a identificagdo da estrutura que melhor
codifica M. Esta tarefa pode ser realizada através de testes estatisticos a partir dos quais se

espera conseguir identificar, na pior das hipdteses, classes de grafos equivalentes, ou seja,
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conjuntos de grafos que codifiquem as mesmas relagdes M;, em alternativa a uma Unica

estrutura.

Mais formalmente, dizemos que dois modelos sdo estatisticamente equivalentes se, e
sd se, contiverem o mesmo conjunto de varidveis, e se as amostras conjuntas sobre essas
variaveis ndo fornecerem nenhum fundamento estatistico que permita preferir um modelo em
relacdo ao outro. Dados quaisquer dois modelos equivalentes esses tém o mesmo grafo
esqueleto, ou seja, o mesmo grafo é obtido substituindo as arestas direcionadas por arestas
nao direcionadas e ambos contém as mesmas ligacGes convergentes ou estruturas em V. Uma
classe de equivaléncia é o conjunto maximal de grafos (do tipo GAD) com as mesmas relagdes
de separagdo-d. Estas classes podem ser representadas por grafos aciclicos parcialmente
direcionados ou GAPD que contém simultaneamente arestas direcionadas e nao

direcionadas.

A introducdo de conhecimento de peritos na aprendizagem da estrutura é feita
mediante a especificacdo da presenga ou auséncia de arestas entre vértices, pela identificacdo

da orientacdo de arestas, ou ainda uma combina¢do de ambos.

4.1.1.1 Testes de hipdteses estatisticas

Uma vez que os conjuntos M; podem ser identificados através de testes de hipdteses,
estes testes tomam um papel fulcral na aprendizagem baseada em restrigbes que se aplicam
sobre cada par de varidveis, por exemplo X e Y, onde é testada em primeiro lugar a hipdtese
de independéncia marginal, com as seguintes hipdteses:

Hy: P(X,Y) = P(X)P(Y),i.e., X LY,

vs.Hy: P(X,Y) # P(X)P(Y), (4.2)

seguida da hipdtese de independéncia condicionada a outros subconjuntos de varidveis Syy do

modelo:

Ho:P(X,Y| Sxy) = P(X| Sxy)P(Y|Sxy) i-e.,X L Y| Sxy,

43
vs.Hy:P(X,Y| Sxy) # P(X| Sxy)P(Y| Sxy). (4.3)

Note-se que de forma a evitar valores demasiados pequenos de N,.,, Kjerulff e

vz
Madsen (2008) referem que se deve realizar testes de independéncia condicional

considerando conjuntos Syy com, no maximo, trés varidveis.

Segundo os autores, para a realizacdo do primeiro teste pode ser usada a estatistica de

teste da razdo de verosimilhancas G definida por:
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N.
G=2 Z Ny, log (E_xy) (4.4)
xy
X,y

onde Ey, = (NxN,)/N e Ny, especifica o nimero de casosem D onde X =xeY =y. Paraa

realizagdo do segundo teste pode ser usada a mesma estatistica de teste, cuja forma de célculo

N
G=2 Z Ny, log <Exy Z>, (4.5)
X

VZz
XY,z
na qual z € uma configuragdo de Syy e Ey,, = (Ny;N,;)/N,.

é

Para além deste teste, Scutari e Denis (2014) referem ainda os testes de informagdo
mutua (MI), que servem de medida de distancia, que sdo equivalentes ao teste anterior, e os

testes X2 de Pearson, cujas estatisticas de teste sdo, respetivamente:

Niyz NyyzN,
MI = log——, 4.6
LN NN, (4.6)
e
2
x? = Z —(n"yZ]E_ Exyz) : (4.7)
X,z XYz

onde E,,, € ovalor esperado sob a hipétese nula.

Para realizagdo de qualquer um destes testes a hipdtese nula pode ser testada com
T e e 2 ~

base numa distribuicdo assintdtica X(x —1)(v|-1)z|- Note-se que estes sdo testes

assintéticos, na medida em que retornam valores-p aproximados, que no limite convergem

para o verdadeiro valor-p.

Segundo Tsamardinos e Bourbodakis (2010), é preferivel a utilizacdo de testes exatos.
Porém, a abordagem mais comum, chamada abordagem condicional exata, tem um custo
computacional demasiado elevado pois exige, para a estimacdo do valor-p, o célculo de
P(So > S|(X LY|Sxy )), onde Sj é a estatistica de teste sob a hipotese nula e S é o valor
observado da estatistica de teste. Este calculo implica a enumeracdo das entradas de todas as
tabelas de contingéncia com as mesmas distribuicdes marginais. Este obstaculo pode ser
contornado mediante a utilizagdo de testes de permutagdo. Estes assumem que, sobre a
hipdtese nula de que duas varidveis X e Y sdo independentes, dado um subconjunto de outras
varidveis, Syy, qualquer permutacdo destas varidveis tem a mesma probabilidade de ser
observada. Uma vez que o calculo de todas as permutagOes possiveis equivale a enumeragdo

de todas as tabelas possiveis com as mesmas distribuicGes, essa tarefa é substituida pela
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amostragem aleatéria do espaco das possiveis permutagdes para estimar
P(So >S|(x L YISXY)). Estes testes sdo conhecidos como testes de permutagdo de Monte

Carlo (cf., e.g., Edwards (2000)). Para a realizagdo destes testes consideremos uma base de
N
dados Dy = {(xf'yi'zj)}j=1' D; (i > 0, inteiro) a i-ésima permutagdo de D, resultante de,

fixando Z = z, permutar aleatoriamente dos possiveis valores de Y. Os valores das estatisticas
de teste da base de dados D;, calculados por X'? ou M1, sdo denotados por S(D;). O ponto de
partida do algoritmo de permutacdo é entdo o conjunto D,, uma estatistica de teste S e o

nuimero de permutagdes B, sendo este definido pelo seguinte ciclo:

1. Paracadai=1,..,B,
a. Permutar aleatoriamente os dados, referentes a variavel Y, obtendo D;;
b. Calcular S(D;).

2. Obter a estimativa para o valor-p dada por:

ﬁXY|5XY = #{S(Do) < S(Dl),l = 1, ,B}/B (48)

E proposta também a abordagem semiparamétrica como aproximacdo razoavel a
apresentada, que é usada como forma de diminuir o nimero de permutacdes necessarias. Esta
inicia com um conjunto igual ao da abordagem apresentada e é composta pelos mesmos
passos, diferindo apenas na definigdo do valor dos graus de liberdade, denotados por gl, igual
a S(D)), a média amostral de (S(Dl), ...,S(DB)), devolvendo Pyys,, =1 — F(S(Do)), onde F

corresponde a fungdo cumulativa de Jngl.

Tsamardinos e Bourbodakis (2010) referem a vantagem dos procedimentos de
permutacdo relativamente aos assintoticos, mostrando que nos primeiros o erro de tipo |
produzido corresponde ao nivel de significancia fixado. Mostram também que estes levam a
uma aprendizagem estrutural mais robusta, ou seja, apresentando menos erros estruturais
que sdo definidos em termos do numero de arestas a mais e arestas omitidas. Estes autores
referem ainda a regra de poder heuristico de alguns algoritmos, que define um limite minimo
da amostra que valide a execugdo de testes de independéncia, e a heuristica do ajustamento
de graus de liberdade aplicada em casos em que as amostras contém muitas observag¢des
nulas que correspondem a zeros estruturais, ou seja, identificadores de uma categoria de uma

variavel qualitativa e ndo da observagdo de um evento.
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4.1.1.2 Algoritmo PC

Scutari e Denis (2014) referem que os algoritmos baseados em restricGes provém
trabalho de Pearl aplicado a modelos causais, referindo especificamente o algoritmo IC (do
inglés, inductive causation) apresentado em Pearl e Verma (1991) como aquele que forneceu
as bases para a aprendizagem de estruturas GAD através de testes de independéncia
condicional. Contudo, a incapacidade de aplicacdo deste algoritmo na resolucdo de problemas
praticos motivou o desenvolvimento de outros, de entre os quais se encontra o algoritmo PC.
Segundo Le, et al. (2016), o nome deste algoritmo advém das iniciais dos seus autores, Peter

Sprites e Clark Glymour.

O algoritmo PC é referido como a primeira aplicacdo pratica do algoritmo IC. Spirtes
et al. (2000) mostram que para além das suposicOes ja referidas, se deve assumir que o
numero de casos da base de dados é infinitamente grande, que ndo existem varidveis que nao
tenham sido observadas, e que os testes estatisticos ndo tém erro. Este algoritmo de

aprendizagem da estrutura encontra o GAD equivalente a estrutura GAD de P,.
As etapas principais deste algoritmo passam ordenadamente pela:

1. Realizacdo de testes de independéncia e de independéncia condicional entre
cada par de varidveis, de modo a derivar M;

2. Identificagdo do grafo esqueleto induzido por M;

3. Identificagdo das estruturas em V;

4. Identificagdo das dire¢des decorrentes.

O teste de independéncia condicional X L Y| Syy pode ser realizado mediante uma
das hipdteses apresentadas anteriormente. Estas sdao testadas ordenadamente com a
cardinalidade de Syy, sequencialmente, igual a 0,1,2,3. Se a hipdtese nula ndo for rejeitada a
um nivel de significancia a € (0,1), entdo a pesquisa pela relagdo entre X e Y termina, e a
relagdo entre as varidveis é determinada. Depois de realizados todos os testes, é obtido

Para uma base de dados que tivesse como resultado o grafo da Figura 2.5, teriamos,

por exemplo:

My ={ELMELT|O,PLAIM,..}

My ={EL0,0LT,..}. (4.9)
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O algoritmo procede com a construgdo do grafo esqueleto Gz = (N, Ag), induzido
pelo conjunto de relagdes contidas no conjunto M, representado na Figura Figura 4.1. Note-
se que este grafo constitui uma representacdo mais intuitiva do que as expressdes

apresentadas em (4.9).

Figura 4.1- Grafo esqueleto do grafo da Figura 2.5.

Segue-se a pesquisa das estruturas em V. Esta pesquisa incide sobre todos os possiveis
subconjuntos triplos de varidveis {X,Y,Z} nos quais existem apenas dois pares de variaveis
vizinhas entre si. Suponhamos, por exemplo, que sdo vizinhas as variaveis X e Y e as varidveis
Y e Z, e que as varidveis X e Z ndo sdo vizinhas. Entdo sempre que X 1L Z|Sy; € M; e Y & Sy,
é formada uma estrutura-v da forma: X — Y «<— Z. No fim deste passo o grafo resultante

pode ja ter algumas arestas direcionadas e constitui um GAPD.

No exemplo considerado identificam-se as estrutura-v: 0 = T «— M e T — P <« A.
Estas estruturas resultam de termos respetivamente (0,T),(M,T) € Ag, (O,M) & Ag, e
0 L M|Sppquando T & Sop e (T,P), (A, P) € Ag, (A,T) € Ag,e A L T|Syr quando P & Syr.

O grafo resultante desta etapa encontra-se representado na Figura 4.2.

Por fim, a identificagdo das novas diregcdes decorrentes é feita através da aplicagdo de
duas regras necessdrias e suficientes para a obtencdo da orientacdo maximal do GAPD. A
aplicacdo repetida destas regras permite a obtencdo das arestas orientadas em comum na

classe de equivaléncia, garantido que ndo sdo gerados ciclos nem novas estruturas em V.
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Figura 4.1 — Grafo esqueleto do grafo da Figura 2.5 com as estrutura-v identificadas.

A primeira regra define que, dada uma parcela de um grafo X - Y — Z, deve-se
orientar a aresta em falta da forma X —» Y — Z, garantindo que ndo sdo formadas estruturas
em V para além das identificadas no passo anterior. A segunda regra define que se houver no
grafo um caminho direcionado de X para Y, e uma aresta entre ambas as varidveis, entdo deve

orientar-se a mesma no sentido X — Y, de modo a evitar a formagao de ciclos.

No nosso exemplo, aplicando a primeira regra, direciona-se a aresta entre as variaveis
T e §, resultando o grafo da Figura 4.3. Contudo, através da aplicacdo das regras ndo se
consegue orientar as arestas entre E e O e entre M e A. Deste modo deve recorrer-se ao
conhecimento de especialista. Por exemplo, podemos argumentar que a aresta entre E e O
deve seguir de E para O, pois, geralmente, em anos de elei¢Ges politicas existem mais obras.
Ja a aresta entre M e A deve seguir de M para A, por ser mais provavel em cenarios de mas

condig¢des climatéricas existirem acidentes rodovidrios.

Figura 4.2 — Grafo esqueleto do grafo da Figura 2.5 com as estrutura-v identificadas e aplicagdo
da primeira regra.
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4.1.2 Algoritmos baseados em funcgdes score

Os algoritmos baseados em fungdes score (pontuagdo) aplicam técnicas de otimizagdo
heuristica a problemas de aprendizagem de estruturas de redes bayesianas, que atuam sobre
um espago de pesquisa, com o objetivo de maximizar o score atribuido a cada rede candidata.
O objetivo do score é traduzir a adequac¢do de cada estrutura aos dados. Estes algoritmos
variam em termos do espaco de pesquisa, que podem ser estruturas, classes de estruturas
equivalentes e ordens das varidveis, e na forma de pesquisa, havendo trés categorias
principais: a dos algoritmos de pesquisa avida (greedy search), os algoritmos genéticos
(genetic) e os de témpera simulada (simulated annealing) (cf., e.g., Scutari e Denis (2014)). Os
referentes a primeira categoria exploram o espaco de estruturas de rede partindo geralmente
de um cendrio em que ndo existem arestas entre os vértices, e vao adicionando, removendo
ou invertendo e arestas a cada passo, até que o score ndo aumente mais. S3o exemplos destes
algoritmos os algoritmos de subida de colina (hill climbing) e pesquisa tabu (tabu search). Os
algoritmos referentes a segunda categoria simulam a evolugdo natural, realizando a sele¢do
dos modelos com o melhor score apds a realizagdo alternada de operagdes de mutagao, nas
quais sdo introduzidos alteragGes aleatdrias, e operagdes que combinam as estruturas de duas
redes. Por fim, os algoritmos referentes a terceira categoria efetuam uma pesquisa local
estocastica, aceitando simultaneamente altera¢cdes que aumentam o score da rede e que

diminuem com uma probabilidade inversamente proporcional a diminuigdo do score.

4.1.2.1 Algumas funcgdes score

Quanto as medidas de score, Carvalho (2009) refere que estas se repartem em duas
categorias: as fungoes de pontuagdo bayesiana (bayesian scoring functions) e as baseadas na

teoria da informagao.

A medida Dirichlet bayesiana BD (do inglés, Bayesian Dirichlet) proposta por
Heckerman et al. (1995) impGe a aceitacdo de quatro condi¢des. Uma delas é a condicdo de
amostra multinominal que supde que, dada uma rede B, tal como acontece nas distribui¢cdes
multinominais, a observagdo da t-ésima instanciagdio dos dados é condicionalmente
independente das anteriores observagdes. Note-se que dada uma base de dados D =
{c1,...,c"N}, concretizacdo do vetor aleatério D = {C1,...,C"}, uma rede B, uma variavel
aleatdria X; € X e um vetor CteDte {1, ..., N}, esta condicdo pode ser expressa, através da

definicao da distribuicdo associada a rede B, P, definida algebricamente da seguinte forma:
P(Cf = Xik| Canecxy) = wij, DY) = P(X; = xyelant(X;) = wy;) = 6y, (4.10)
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ondei € {1,..,n},k=1,..,1;, onde r; é o nimero de estados possiveis de X;, e j =1, ..., q;,

sendo g; 0 numero de estados possiveis de ant(X;), com D¢ = {C?, ...,Ct~1}.

A segunda condi¢do assume que os parametros ©;; = {Hijk,k = 1,...,ri} tém uma
distribuicao de Dirichlet dada uma rede G e uma base de dados D. Assim, a distribuicao O,
associada a rede G, a sua distribui¢cdo condicionada a uma base de dados multinominal D tem

uma fungdo densidade de probabilidade dada por:

Ti
f(@ulD‘G) = Cnegl'cijk—1+Nijk' (411)
k=1

onde N’l-jk > 0 sdo os parametros da distribuicdo de Dirichlet, ¢ é uma constante de
normalizagdo e N;j, € o numero de observagbes no conjunto de dados D onde a variavel X;

toma o valor x;.

A terceira hipdtese refere-se a independéncia dos parametros que imp&e que os
parametros associados a cada varidvel aleatdria da rede sdo independentes. A quarta refere-se
a modularidade dos parametros, que estabelece que a probabilidade é igual para conjuntos
de parametros associados a grafos para os quais o conjunto de vértices antecessores é comum

a todas as varidveis. Sobre estas condigdes os autores induziram a medida BD definida por:

n 4
I'(N/; ri T(N;; + Nj;
w060 =0 [ [ (o[ 1 ),
L1 F(N; + Nj) L L= T(N/)
onde I' é a fungdo gama, N;; = Z;":lNijk N = ey Njj. e P(B) ¢é a distribuigdo a priori da
rede B. Note-se que N; = ;li=1 Ni’j sdo dimensdes imaginarias da amostra que determinam o

peso associado a cada distribui¢do a priori de X;.

Diferentes valores de Nl-’jk produzem diferentes medidas de score da familia de BD.
Por exemplo,
e ParaNj; = 1 obtemos a medida de score K2;

e Para Njj; = N' X 6, sendo N; = N’ para todo o X;, obtemos a medida
Dirichlet bayesiana de equivaléncia verosimilhanga, BDe (do inglés,
likelihood-equivalence Bayesian Dirichlet).

e Para Nl-'j=N’/(riqi) obtemos a medida de score Dirichlet bayesiana

equivalente uniforme BDeu (do inglés, Bayesian Dirichlet equivalence

uniform) apresentada em Heckerman et al. (1995).
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Relativamente as fung¢des baseadas na teoria da informacgdo, estas tém por base a

qguantidade de informagdo sobre D, considerando B, que é dado por:

L(D|B) = —log(Ps(D))

n 4 Ti

= _ZZZ Niji 1og(6iji)- (4.13)

i=1j=1k=1
Note-se que o valor de L(D|B) é minimo quando a verosimilhanga Pg(D) é maxima.
Isto significa que a rede que induz um cédigo que mais comprime D é a rede que maximiza a
probabilidade de observar D. Aplicando o logaritmo a verosimilhanca Pg(D), temos que

log Pg(D) = —L(D|B), de onde resulta a medida de log-verosimilhanga LL (do inglés, log-

likelihood):
). (4.14)

Segundo Carvalho (2009) esta medida facilita a ocorréncia de sobreajustamento,

Ti

n 4qi
LL(D|B) = Z
=1j=1k

i=1

N :
Nijk log < 1\;]k
] ij

favorecendo estruturas completas que ndo fornecem uma representagdo correta das
suposicoes de independéncia. A adicdo de fatores de penalizagdo permite a definicdo de
melhores medidas cujas expressdes seguem mais perto a abordagem da navalha de Occam. As

expressoes dessas medidas podem ser generalizadas por:

$(DIB) = LLDIB) - F(N) ) (i = Da, (4.15)

onde Y',(r; — 1)q; traduz a complexidade da rede, ou seja, o numero de parametros

necessarios especificar.

Exemplos destas medidas sdo o critério de informagdao bayesiana, BIC (do inglés,

Bayesian information criterion) ou MDL (do inglés, minimum description lenght), que

consideram f(N) = %log(N). Estas sdo definidas por:

BIC(D|B) = MDL(D|B) = LL(D|B) — %log(N)Z(ri - 1)g;. (4.16)

=1

Outra medida é o critério de informacdo de Akaike, AIC (do inglés, Akaike information
criterion), que se obtém tomando f(N) = 1:

AIC(D|B) = LL(D|B) — Z(ri ~ g, (4.17)
i=1
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No capitulo 6 mostramos como podemos usar o programa R para aplicar as medidas

de pontuacao referidas.

4.1.3 Algoritmos hibridos

Estes algoritmos combinam procedimentos dos dois tipos anteriores com o objetivo de
atenuar os seus aspetos menos positivos. Scutari e Denis (2014) referem que os dois
algoritmos mais comuns desta categoria sdo o SC (do inglés, sparse candidate) (cf. Friedman et

al. (1999)) e o MMHC (do inglés, max-min hill-climbing) (cf. Tsamardinos et al. (2006)).

Partindo de uma estrutura candidata, estes algoritmos atuam em dois passos,
nomeadamente o passo da restri¢do, no qual, para cada vértice X;, de entre todas as restantes
varidveis seleciona-se um subconjunto de varidveis C;, candidatas a antecessoras. Este passo é
seguido pelo de maximizagdo, no qual se procura, entre as estruturas graficas que traduzem as
imposicdes definidas pelos conjuntos C;, aquela que maximiza o score, dada por uma certa
fungdo. Enquanto no algoritmo SC estes passos sdo iterados até ndo haver alteragdo na rede
ou ndo haver melhorias no score das redes testadas, no algoritmo MMHC cada passo é

realizado apenas uma vez.

4.2 Aprendizagem dos parametros

Depois de aprendida a estrutura da rede, a etapa de aprendizagem seguinte passa pela
estimacdo dos parametros da mesma. Scutari e Denis (2014) referem que a tarefa de estimar e
atualizar os pardmetros da distribuicdo global P(X), onde X corresponde ao conjunto de
variaveis que compde a rede, pode ser bastante simplificada se for dividida nas distribuicdes

locais P(Xi|ant(Xi)).

Existem varias hipdteses de algoritmos para estimagdo de parametros. Segundo Scutari
e Denis (2014) os mais usuais dividem-se em duas categorias, sendo essas a estimagdo de
maxima verosimilhanca e a estima¢do bayesiana. Estes autores salientam o facto de o
algoritmo utilizado para a aprendizagem da estrutura ndo restringir a escolha do algoritmo
utilizado na aprendizagem dos parametros. Note-se que apesar da utilizagcdo de distribui¢des
locais poder auxiliar na simplificagdo da estimagdo de parametros, esta tarefa pode ainda ser

de dificil execugao.

A estimacgdo bayesiana dos parametros considera uma distribuicdo uniforme a priori
para cada distribuicdo a ser estimada. Nesta estimagdo consideraremos também um

argumento opcional, chamado dimensdo da amostra imagindria ou iss (do inglés, imaginary
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sample size), que permite atribuir pesos a distribuicdo a priori, e a distribuicdo a posteriori,
estimada a partir dos dados disponiveis. Este peso que suporta a distribuicdo a priori, consiste
na dimensdo de uma amostra imagindria sendo dividida pelo nUmero de entradas na tabela de
probabilidade condicional e usado para calcular a estimativa posterior como uma média

ponderada com as frequéncias empiricas.

Tomemos por exemplo as varidveis E e O da rede da Figura 2.9, com os estados
respetivos sim (s) e ndo (n), e suponhamos que temos uma amostra de dimensdo N. As

estimativas das probabilidades, dadas pelas frequéncias empiricas, sdo:

n? de observagbes com0O =neE =s

p(0O=nE=5s)= : (4.18)
N
e
n? de observacoes com E = s
PE = s) = ¢ _ (4.19)
N
As respetivas probabilidades a priori sdo dadas por:
©=nE=5 -
=nE=5s)= — e
g n2 de possiveis estados de O X n2 de possiveis estados de E (4.20)
=1/4,
e
1 1

n2 de possiveis estados de E 2

Temos entdo que as probabilidades estimadas, ajustadas a dimensdao da amostra

imaginaria sdo dadas por:

(0 =n, s) N is (0 =n, S)+N+issp(0 n, s), (4.22)
e
P(E=s)=—" n(E=s)+—0 5 =5) (4.23)
=S _N+issn =S N+issp =5 '

A estimativa da probabilidade posterior P(0 = n|E = s), é dada por:

B0 = _ _13(0=n,E=s)
(0 = n|E = S) = W (424)

Segundo Scutari e Denis (2014) o valor de iss deve ser relativamente pequeno,
variando entre 1 e 15, de modo a que a distribuicdo a priori seja dominada pelos dados.
Note-se que valores maiores de iss resultam em distribuicdes mais proximas da distribuicdo

uniforme.
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Os autores referem que as probabilidades estimadas por este método estdo mais
afastadas dos valores extremos 0 e 1 do que as estimadas pelo método da maxima
verosimilhanga, e que esta particularidade é vantajosa em vdrios aspetos. Um desses aspetos é
o facto de assegurar as condicdes para a aplicabilidade dos métodos de estima¢do de modelos
e de inferéncia, nomeadamente por n3do gerar tabelas com muitos valores nulos. H3 ainda a
vantagem de as estimativas a posteriori serem mais robustas, resultando em redes com maior

poder preditivo.

Nas sec¢des 6.3 e 6.4 sdo mostradas formas préticas de estimacdo de pardmetros para

uma rede bayesiana no programa R.
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As redes bayesianas sdo meras aproximagdes dos fendmenos reais. Contudo, os
resultados da sua aplicagdo pratica devem ser consistentes com um conjunto de suposi¢oes
acerca do funcionamento da realidade modelada. Uma andlise de conflitos tem por objetivo a
avaliacdo do funcionamento dos modelos construidos, verificando a sua consisténcia e
garantindo a obtencdo de resultados fidveis. A evidéncia introduzida para inferéncia pode
estar em conflito com o modelo. Esta andlise pode ser feita com base na evidéncia ou em

hipoteses.

5.1 Analise de conflitos motivada pela evidéncia

A andlise com base na evidéncia é aplicada para identificar possiveis conflitos na
evidéncia ou entre a evidéncia e o modelo, cenario no qual se pode concluir que o modelo

pode ser fraco relativamente a evidéncia.

Considerando um vetor de evidéncia E = e, a medida de conflito considerada baseia-

se na veracidade da seguinte igualdade:
P(E; =e,E; = ¢;) = P(E; = ¢;|Ej = ¢;)P(Ej = ¢;), Vi, ], (5.1)

e na aceita¢do da suposi¢do de que, no caso da evidéncia ter um comportamento “normal”, se
verifica, para quaisquer pecas de evidéncia E; = e; e Ej = ¢;, que:
P(El = el-|E]- = ej) > P(El = el-)
(5.2)
C)P(El = ei,Ej = e]) > P(El = eL)P(E] = e])

A medida de conflito indica a existéncia de um possivel conflito quando a distribuigdo
conjunta da evidéncia é menor do que o produto das probabilidades individuais de cada pega,
i.e., neste sentido, existe conflito entre as pecas de evidéncia E; = e; e E; = ¢; quando estas

estao negativamente correlacionadas, no sentido em que

PUE=edP(B=¢) log PLEL = P(B=¢) (5.3)
P(Ei=ei,Ej=ej) P(Eizei!Ej=ej)
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A medida de conflito entre as duas pecas de evidéncia, E; = e; e E; = ¢;, é definida
por:
P(El = el)P(E] = e])
P(El = ei,Ej = ej)
Podemos generalizar a expressdo da medida de conflito parcial acima apresentada

conf(Ei, Ej) = log

(5.4)

para uma medida de conflito global, incluindo todas as k pecas de evidéncia de E = e:

P(E =e) (5:5)

conf(E = e) = conf({E; = ey, ..., E}, = e;}) = log

Um valor positivo de conf (E = e) é indicativo da existéncia de conflito.

Por exemplo, assumindo a rede bayesiana da Figura 2.9, e o conjunto de evidéncia

{P =s,5S =n,M = n}, arredondando os resultados a trés casas decimais, temos que*:

P(P=s)P(S=n)P(M =n)
P(P =s,S=nM =n)
0.769 x 0.367 x 0.400

~ log 0101 ~ 0.114 > 0.

conf{P =5,S=nM=n} =log
(5.6)

Logo a medida calculada é indicadora de conflito na evidéncia em causa. Note-se que
todos célculos apresentados nesta secgdo foram realizados com recurso ao programa R, sendo

o cédigo apresentado no Anexo B.

5.1.1 Localizagao de conflitos

No caso de ser detetada a existéncia de conflito pela medida de conflito global, i.e.,
conf(E = e), como no exemplo, pode ser determinada a origem do conflito. Esta
determinacdo ¢é facilitada pela propriedade de particdo do conflito global. Sendo
{E=e}= {E,- =e,Ej= e]-} (note-se que E; = e; e Ej = e; representam, cada um deles
conjuntos de evidéncia), esta propriedade define o conflito global através das soma dos
conflitos locais i.e., conf{E; = e;, E; = e;}, com os parciais, conf(E; = e;) e conf(E; = ¢;).

Temos entdo:

conf(E =e) = conf{Ei =e,Ej = e]-} + conf(E; = e;) + conf(E]- = e]-), (5.7)

4 Os célculos deste capitulo foram efetuados com recurso ao programa R, sendo os respetivos comandos
apresentados no Anexo B.
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onde, se convenciona que os conflitos locais valem zero, caso a dimensdo dos vetores
envolvidos seja um. Por exemplo, sendo E =e = (Eq,E;) e Eq = (E11,E12) e E; =E,

temos:

conf(E = e) = conf{E;s = e11,E1; = €13, E; = 5}
P(Eq1 = e11)P(E1z = e2)P(E; = e;)
P(E11 = eq1,E1; = e13,E; = €3)
P(Ej; = eq1,E1p = e13)P(E; = e;) P(Eqq = e11)P(Ej; = eqp)
P(E1; = eq1,E1p = e13,E; = e3) P(Ej; = eq1,E1p = eq3)

= conf(E4, E;) + conf(Eq).

= log

(5.8)

= log

Deste modo, a identificagdo da origem do conflito passa pela dete¢do de conflitos
parciais, feita através da aplicacdo da férmula da medida de conflito a todos os subconjuntos
evidéncia possiveis gerados a partir do conjunto original. Esta analise consiste em calcular
conf(E"),VE' € E. Todas as pecas de evidéncia contidas nos subconjuntos E’ cujos valores

conf(E' = e") sdo positivos correspondem a fontes de conflito.

No exemplo em questao temos os seguintes conflitos parciais:

P(P = s)P(S =n) 0.769 x 0.367
P(P=ssS=n) 8 0232

conf{P =5,5S =n} =log ~ 0.196, (5.9)

P(P = s)P(M =n) 0.769 * 0.400

fP: ,M= =1 ~
conf{P = s,M =n} =log—, 5 — =7y~ %8293

~ 0.048, (5.10)

P(S =n)P(M = n) 0.367 x 0.4

conf{S =n,M =n} =log— e Sy ~ 180167

~ —0.128. (5.11)

Conclui-se dos resultados anteriores que apenas o subconjunto de evidéncia
{S = n, M = n} ndo constitui um conflito local, dado o seu resultado negativo, ao contrario

dos outros dois, i.e., dos subconjuntos de evidéncia{P = s5,S =n}e{P =s,M = n}.
Calculando os conflitos locais temos:

P(P=s,S=n)P(M =n)

conf({P=s,S=n},M=n) =log PP =sS=nM=n

0.232 x 0.400 (5.12)
~ log———o7—— ~ —0.081,
P(P=s,M =n)P(S=n)
conf({P = 5,M =n},§ =n) =log—pm——c— =
0.293 x 0.367 (5.13)
e logW =~ 0.066,
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P(S=nM =n)P(P =5s)

conf{S=n,M =n},P=5) =log

P(P=s,S=nM=mn)
0.167 x 0.769 (5.14)
~ IOgW ~ 0.242.

Somando os valores dos conflitos locais aos parciais, como ja esperado, atendendo a
férmula (5.7) temos:

conf(E=e) =conf{P=s5,5S=n}+conf({P =s,S=n},M =n)

~ 0.196 — 0.081 = 0.114, (5.15)
conf(E=e) =conf{P=s,M=n}+conf({P =5s,M=n},S =n) (5.16)

=~ 0.048 + 0.066 = 0.114, .
conf(E=e) =conf{M =n,S=n}+conf({M =n,S =n},P =5) (5.17)

~ —0.128 + 0.242 = 0.114.

5.1.2 Resoluciao de conflitos

Um possivel indicador da existéncia de conflitos é a verificagdo de evidéncia em
conjuntos descoberta ou de evidéncia com probabilidade baixa, conhecidos por casos raros.
Sendo E =e um conjunto indicador de conflito, ou seja, sendo E =-e tal que
conf(E = e) > 0, pode haver uma hipétese H = h que pode explicar as descobertas, no
sentido em que conf(E = e U {H = h}) < 0. Nesse caso ¢ provavel que E = e seja um caso
raro e que H = h possa explicar o conflito. A medida de conflito conjunta da evidéncia E = e

com H = h pode ser calculada segundo a seguinte expressao:

fE = eU{H=h}) = conf(E = &) + log—bl =1 (5.18)
conf(E=e = =conf(E =e OgP(H —hE=¢) .
Pois,
P(H=h)[];=, P(E; = &)
conf(E=eU{H =h}) =log PE=eH=h
m P(E; =e;)P(H =h)P(E =
— lOg i=1 ( i el) ( ) ( e) (5.19)
P(E =e) P(E=e,H=nh)
B (E=e)+1 P(H =h)
=conf(E=e OgP(H=h|E=e)'
Tomando os estados das variaveis A e T como hipdteses, temos:
f(E=eU{d=s) fE = &) + log—t A=)
conf(E=e =s =conf(E =e og——————
~ 0.114 + 1o 0'744~ 0.114 4+ 0.062 = 0.176 > 0
=5 £0.699 = oee=" ’
P(A =
4=n) (5.21)

conf(E=eU{A=n}) =conf(E=e)+ logm
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6
~ 0.114 + log ~ 0.114 - 0.160 = —0.046 < 0,

0.301
f(E=eU{T =s}) fE = €) + log—t L =5
con =e =S = con =e 0g———
~ (0.114 + 10g0.208 ~ 0.114 + 1.195 = 1.309 > 0,
f(E = e U {T = n)) fE = €) + log—0 =)
conf(E = e =n =conf(E =e og— 7

0.114 +1 0514 0.114-0926 =-0.811<0
~ 0. 08579, ~ 0 . = —0. .

Conclui-se entdo que o conflito pode ser explicado por dois casos raros, um no qual ndo
ha nenhum acidente rodovidrio, i.e., conf(E = e U {A = n}), e outro no qual ndo ha transito
congestionado, i.e., conf(E = e U {T = n}), e mesmo assim ha policia na estrada e ndo ha

sinalizagdo de transito congestionado nem mds condigGes climatéricas.

5.2 Analise de conflitos motivada pelas hipoteses

Neste tipo de analise pretende-se investigar o impacto de um vetor de evidéncia na
probabilidade de uma hipdtese a estudar, ou seja, pretende-se identificar as pegas de
evidéncia que entram em conflito com o conjunto de evidéncia total. A medida utilizada nesta
andlise fornece um valor que especifica o custo de omitir uma Unica pega de evidéncia. O custo

de omissdo de E; = e; é definido pela seguinte expressdo:

c(P(X|E = e),P(X|E = e — {E; = ¢;}))
P(X =x|E=¢e) (5.24)
P(X = x|E = e\{E; = ¢;})’

= Z P(X = x|E = e)log
xesup(X)

(cf. Kjeerulff e Madsen (2008)).

Sendo H uma variavel hipétese com o suporte sup(H) = {h4, ..., h,,}, 0 impacto de uma
descoberta {E; = ¢;} € E = e numa hipotese h; € sup(H) é determinado pela comparagdo de
P(H = h;) com P(H = h;|E =e) e P(H = h;|E = e — {E; = ¢;}). Deste modo, conseguimos
identificar as descobertas que geram conflitos na probabilidade da hipétese comparado com o

impacto no conjunto de evidéncia completo.

Tabela 5.1 — Tabela que permite analisar o impacto de cada pecga de evidéncia nas hipdteses consideradas.

Hipbtese | P(H=h) | PH=hE=e) | PH=hlE=e—{P=s}) | P(H=hlE=e—{S=n}) | P =h[E=e—{M=n})
A=s 0.744000 | 0.6994635 0.630000 0.6872604 0.7906106
A=n | 0256000 | 0.3005365 0.370000 0.3127396 0.2093894
T=s 0.685975 | 0.2076201 0.1504783 0.7134013 0.2527331
T=n 0.314025 | 0.7923799 0.8495217 0.2865987 0.7472669
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Analisando os valores da tabela anterior, e comparando os valores das probabilidades
da varidvel A condicionada a evidéncia completa com aquelas em que sdo omitidas
descobertas, concluimos que as descobertas P = s e S = n agem a favor a hipdtese A = s,
uma vez que os valores das probabilidades condicionadas sdo superiores quando estas
descobertas sdo incluidas na evidéncia. Por outro lado, a descoberta M = n age contra desta
hipétese uma vez que a probabilidade condicionada é superior quando esta é excluida da
evidéncia. Uma vez que a variavel A é binaria, as mesmas descobertas tém o efeito oposto

sobre a hipdtese A = n.

Analogamente, quanto a varidvel T, constata-se que a descoberta P = s age a favor da
hipétese T = s e as descobertas S =n e M = n agem contra esta hipdtese. Igualmente por

ser binaria, os efeitos das descobertas sdo opostos relativamente a hipétese T = n.

Note-se que o calculo do custo de omissdo é mais Uutil quando estamos perante

variaveis com suportes maiores. Aplicando a formula ao exemplo temos:

c(P(AIE = e),P(A|E = e\{P = 5}))
0.699 0.301 (5.25)

~ 0699 X logo—=+ 0301 X log =~ 0.0107,
e
c(P(A|E = e),P(A|E = e\{S=n})) =~ 0.0003, (5.26)
c(P(A|E = e),P(A|E = e\{M =n})) ~ 0.0230, (5.27)
c(P(T|E = e),P(T|E = e\{P =s})) = 0.0120, (5.28)
c(P(T|E =e),P(T|E = e\{S =n})) = 0.5495, (5.29)
c(P(T|E = e),P(T|E = e\{M =n})) = 0.0056. (5.30)

Qualquer um destes valores é positivo, indicando custos de omissdo de evidéncia.
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6 Aplicagdes praticas no programa R

Existem varias ferramentas informaticas que permitem trabalhar com redes bayesianas.
Sdo exemplos destes os programas Hugin, BayesianLab, GeNle e R. Ao contrario dos primeiros
programas referidos, as funcionalidades do programa R ndo se resumem a estas redes. Este
programa trabalha com pacotes (do inglés, packages) que abrangem uma variedade de
funcionalidades. Esta dissertacdo dedica este Ultimo capitulo a apresentagdo sucinta de

algumas funcionalidades deste programa no que toca as redes bayesianas.

Scutari e Denis (2014) referem que o crescente uso da linguagem R no contexto
bayesiano advém da também crescente variedade de dreas que utilizam estas redes. Apesar da
desvantagem de esta funcionar através de comandos, com os quais utilizadores sem
conhecimentos de programagdo informdatica podem ndo estar habituados, este programa é
bastante versatil em termos de aplicagdes no contexto das redes bayesianas, tendo uma
elevada propensao a inclusdo de novos métodos estatisticos. Existem vdrios packages que
permitem o manuseamento de redes bayesianas entre os quais se encontram os seguintes:
bnlearn, deal, catnet, pcalg, gRain, grRbase e rbmn. Estes possuem diferentes
funcionalidades como a construcdo e a manipulacdo de estruturas de redes bayesianas
discretas, continuas e mistas, a insercdo dos parametros, a realizacdo de testes de
independéncia condicional, a aplicagdo de algoritmos de aprendizagem baseados em
restricdes, em fungdes score e hibridos, a estimagdo de parametros, a previsdo e a realizacdo
de inferéncia exata e aproximada. De seguida sdo apresentados alguns dos comandos basicos
mais relevantes do package bnlearn que permitem aplicar os conceitos apresentados das
sec¢Oes anteriores. As versdes do programa R e do package bnlearn usadas no presente

capitulo sdoa 3.6.1 e a4.4.1, respetivamente.
6.1 Construc¢ao de uma rede bayesiana conhecida
Depois de aberto o programa e instalado o package, este deve chamado:

> Tibrary(bnlearn)

Para, por exemplo, criar o GAD da Figura 2.9, definem-se primeiro os vértices
correspondentes as varidveis, criando um GAD “vazio”, uma vez que ndo contém de arestas,

com o seguinte comando:

> dag<-emp‘ty.gl"aph(n0des — C(llEll,IIOII,HMII,llTll,llSll,llAll,IIPII))
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Depois definem-se as arestas:

> dag<-set.arc(dag, from="E",to="0")
[..]

> dag<-set.arc(dag, from="T",to="P")

O comando modelstring apresenta as distribuicdes condicionais que devem ser

definidas ou estimadas para as variaveis da rede:

> modelstring(dag)
[1] "[El[mI[OlE]I[A[MI[T|O:M]I[SITI[P|T:AT"

Antes da associa¢do das distribuicdes a rede definem-se os suportes das variaveis, que

nestes casos se resumem aos estados sim e ndo:

> E.lv<-c("sim","ndo")

L]

> P.lv<-c("sim","nao")

De seguida associam-se as distribuicGes as varidveis, segundo as apresentadas na

Figura 2.9:

> E.prob<-array(c(0.25,0.75),dim=2,dimnames=1ist(E=E.Tv))

> 0.prob<-
array(c(0.98,0.02,0.15,0.85),dim=c(2,2),dimnames=1ist(0=0.1v,E=E.TV))

[..]

>P.prob<-
array(c(0.9,0.1,0.63,0.37,0.72,0.28,0.45,0.55),dim=c(2,2,2) ,dimnames=1
ist(P=P.1v,T=T.Tv,A=A.1V))

Note-se que para a visualizacdo da distribuicdo basta escrever o nome, por exemplo:
> 0.prob
E .
0 sim nao

sim 0.98 0.15
nao 0.02 0.85

Para facilitar a definicdo da rede bayesiana agrupam-se as distribuicdes num objeto,

chamado, neste caso, de cpt:

>Ccpt<-
Tist(E=E.prob,0=0.prob,M=M.prob,T=T.prob,S=S.prob,A=A.prob,P=P.prob)
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Por fim, as distribuicGes guardadas no objeto cpt juntam-se a estrutura GAD, guardada

no objeto chamado dag, de modo a definir a rede bayesiana num objeto da classe bn.fit,

chamado bn:
bn<-custom.fit(dag,cpt)

Para saber o numero de parametros da rede pode usar-se o comando nparams:

> nparams (bn)
[1] 16

Para visualizar a distribuicdo de uma variavel da rede, por exemplo a variavel M,

podemos correr o seguinte cédigo:

> bn$m ) ) _ _ _
Parameters of node M (multinomial distribution)

Conditional probability table:

6.2 Geracao de imagens

O programa permite a gera¢do de imagens, permitindo, por exemplo, a visualizacdo das
distribuicGes em tabelas:

> bn.fit.dotplot(bn$0, xlab = "Estados de E"

+ ylab = "Estados de 0", main = "Probabilidades
condicionais P(O|E)")

Probabilidades condicionais P(O|E)

1 1 1 1 1 1 1 1 1 l 1 1
sim néo

Estados de O

sim —®

T T T T T T T T T T T

00 02 04 06 08 10
Estados de E

Figura 6.1 — Tabela da distribui¢do condicional associada a variavel O gerada com a fungdo bn.fit.dotplot do
package bnlearn.

Para desenhar o GAD da Figura 2.9 pode executar-se a seguinte linha de cédigo:

> graphviz.plot(bn, Tayout = "dot")
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%@v@

T,/
& o

Figura 6.2 — Grafo gerado com a fungdo graphviz.plot do package bnlearn.

J4 o desenho da rede com as distribuicGes de cada varidvel pode ser obtido do seguinte

modo:

> graphviz.chart(bn, Tayout = "dot",type="barprob",draw.levels =
TRUE, grid=TRUE)

E
sim| 0.250
nso | 0.75
o] M
sim| 0J357 sim| 0.600
néo | 0.643 ndo | 0.A00
T A
sim 06§b sim _C 7441
ndo | 01314 nso | 0.256
S P
sim| 0.633 sim 0769
ndo | 0/367 ndo 231

Figura 6.3 — Grafo da rede da Figura 2.9 com as distribuigcdes de cada varidvel gerado com o programa R.

Nesta sec¢do assumiu-se que conheciamos a estrutura e os parametros da rede em
estudo. Contudo, em muitos casos de estudos se parte de uma base de dados inicial, a qual se
pretende ajustar uma estrutura em rede bayesiana adequada, através da aplicacdo de
algoritmos de aprendizagem de estrutura e dos parametros recorrendo a algoritmos, como os

apresentados no capitulo 4.

6.3 Geracao de uma base de dados aleatoéria

Uma vez que ndo possuimos uma base de dados referente a rede utilizada como
exemplo ao longo desta dissertagdo, de modo a se aplicarem os algoritmos de aprendizagem
da estrutura e estimacdo dos parametros, utiliza-se a funcdo rbn do package bnlearn, que
permite gerar uma base de dados aleatéria para um conjunto de varidveis de um GAD. Deste

modo procedemos a simulacdo de uma base de dados aleatdria de dimensdo 10 000 da rede
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bayesiana apresentada na Figura 6.2 e na Figura 6.3, fixando os dados gerados com o comando

set.seed:
> set.seed(123)

> survey<-rbn(bn, n = 10000, debug = TRUE )

* partial node ordering is: EM O AT S P.

* simulating node E, which doesn't have any parent.
* simulating node M, which doesn't have any parent.
* simulating node O with parents
* simulating node A with parents

—4—<40=Xm

* simulating node T with parents 0, M.
* simulating node S with parents
* simulating node P with parents T, A.

Escrevendo o nome da base de dados obtemos:

survey
E 0 M T S A P

nao sim sim sim sim sim sim

sim sim sim ndo ndo sim ndo

nao nao nao sim sim sim sim

sim sim sim sim sim sim sim

sim sim sim sim sim sim sim

nao nao sim sim ndao sim sim

nao nao nao sim sim ndao sim

[ reached 'max' / getoption("max.print") -- omitted 9993 rows ]

NOUVIhAWNRE \%

6.4 Estimacdo de parametros

Os parametros podem ser estimados com os métodos da maxima verosimilhanga ou

bayesiano (cf. a secgdo 4.2), respetivamente, pelas linhas de cédigo:

> bn.mle<-bn.fit(dag,data = survey,method = "mle")
> bn.bayes<-bn.fit(dag, data = survey, method = "bayes")

e as distribuicbes estimadas de cada varidvel podem ser visualizadas através dos seguintes

comandos:

> bn.mle$o o o
Parameters of node 0 (multinomial distribution)

conditional probability table:
E
0 sim nao

sim 0.98275154 0.14910773
ndao 0.01724846 0.8508922

> bn.bayes$o ) ] . ) )
Parameters of node 0 (multinomial distribution)

Conditional probability table:
E .
0 sim nao

sim 0.98265243 0.14913092
ndo 0.01734757 0.85086908

Note-se que no caso de estimac¢do Bayes podemos incluir um argumento relativo ao

iss, atribuindo um valor desejado ao mesmo.
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6.5 Teste de separacao-d

O comando dsep permite averiguar num GAD, se duas variaveis sdo separadas-d. Por
exemplo, verificamos que as varidveis E e T sdo independentes dada a varidvel O, e que as

variaveis O e M nao sdo independentes dada a varidvel T

> dsep(bn,"E","T","0")
[1] TRUE

> dsep(bn,"0","M","T")
[1] FALSE

6.6 Testes de independéncia condicional

Na estrutura guardada no objeto chamado dag as relagdes de independéncia
condicional definidas pelo critério da separagdo-d sdo E LT|0, SLO|T, ALT|M,
P 1 M|{A, T}. Considerando uma base dados, os testes de independéncia condicional
permitem verificar se estas relagGes sdo suportadas por essa mesma base de dados.

Nestes testes podem ser usados os critérios de informacdo mutua (mi) (cf. a expressdo
(4.6)) e qui-quadrado (x2) (cf. a expressdo (4.7)) e, em ambos os casos, podem ser usadas
permutacdes Monte Carlo normal (mc-mi/mc-x2) ou semiparamétrica (sp-mi/sp-x2).

O teste de hipdteses Ho: Hy:E L T|O vs Hi: Hi:EL T|O pode ser implementado

segundo o critério mi através da seguinte linha de codigo:

nosn

> ci.test("e", "T","0" , test = "mi", data = survey)
Mutual Information (disc.)

data: E~T | O
mi = 2.74, df = 2, p-value = 0.2541
alternative hypothesis: true value 1is greater than 0
Note-se que, uma vez ndo definido no cédigo, o nimero de graus de liberdade é por
defeito igual a 2, e 0 nimero de amostras usadas nas permutagdes Monte Carlo igual a 5000.

Os resultados de aplicagdo dos testes referidos aos conjuntos de varidveis em questdo, estao

resumidos nas seguintes tabelas:

Tabela 6.1 - Valores-p das relagdes entre as varidveis com os testes mi.

Teste . Valor —p . Valor Critico
mi mc— ml Sp_ mi
ELT|O 0.2541 0.2418 0.2049 2.74000
S10|T 0.8278 0.8296 0.8628 0.37791
ALT|M 0.4499 0.4514 0.4484 1.59750
P 1L M|{A T} 0.3199 0.3206 0.3330 4.69640
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Tabela 6.2 — Valores-p das relagGes entre as variaveis com os testes x2.

Teste Vaior —p Valor Critico
x2 mc— x2 sp- X2
ELT|O 0.2607 0.2636 0.2829 2.6887
S10|T 0.8330 0.8418 0.8890 0.3655
ALT|M 0.4487 0.4496 0.4398 1.6029
P LM|{AT} 0.3183 0.3348 0.2903 4.7109

Interpretando os resultados dos testes conclui-se que, ao nivel de significancia 0.05,

nenhum valor-p é significativo, ndo se rejeitando as hipdteses nulas de que as independéncias

condicionais referidas sejam validas.

Em alternativa a realizagdo dos testes referidos anteriores, pode ser utilizada a fungdo

arc.strenght,

que permite realizar automaticamente a medi¢cdo da “for¢a” de todas as

arestas presentes num GAD: se o critério desta medicdo for um teste de independéncia

condicional o resultado é um valor-p; caso seja uma medida de score, o resultado é o valor de

ganho ou de perda no score, resultante da eliminacdo de cada aresta do GAD. Os comandos de

aplicagdo desta fungdo a nossa estrutura sdo, usando as medidas de score BDE, BIC, AIC (cf.

a subsubsec¢do 4.1.2.1):

vV Vv

>

>

#Testes de independéncia que devolvem o valor-p
arc.strength(dag,data=survey,criterion="x2")
arc.strength(dag,data=survey,criterion="mi")

#Testes de score que mostram a alteracdo no score pela retirada de
cada aresta
> arc.strength(dag,data=survey,criterion="bde")
> arc.strength(dag,data=survey,criterion="bic")
> arc.strength(dag,data=survey,criterion="aic")

Os resultados da aplicagdo destes comandos estdao resumidos na seguinte tabela:

Tabela 6.3 — Resultados dos testes da forga da relagdo entre as varidveis.

Arestas Critério

De | Para x2 mi bde bic aic

E 0 0.000000e+00 0.000000e+00 -3084.98256 | -3084.5451 | -3088.15030
0 T 5.468526e-239 | 1.046975e-275 -623.07231 -623.9547 -631.16500
M T 7.056258e-38 3.164238e-37 -73.76184 -74.8334 -82.04374
T S 0.000000e+00 0.000000e+00 -3665.51750 | -3665.3479 | -3668.95310
M A 5.579666e-104 | 3.295410e-102 -225.39686 -225.7716 -229.37677
A P 1.853017e-81 2.995216e-74 -159.06497 -160.0839 -167.29428
T P 2.203775e-205 | 6.217557e-193 -432.30923 -433.3612 -440.57155

Dos testes de independéncia condicional qui-quadrado, x2, e de informagao

mutua,

mi, dados os valores aprendidos, concluem-se que relagGes entre os vértices ligados pelas

arestas sdo fortes. Dos testes de score bde, bic e aic conclui-se que a remocdo de qualquer
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das arestas resultaria na diminuicdo das pontuagbes da rede, provando a forca das relagées

entre as variaveis referidas.

Ao contrdrio da fung¢do anterior, a fungdo boot.strength avalia a forca das arestas

dada a sua frequéncia empirica sobre um conjunto de estruturas aprendidas a partir de um

algoritmo escolhido. Esta calcula a probabilidade de cada aresta, dada a sua direcdo,

apresentada na coluna strength, e a probabilidade de cada direcdo da aresta condicionada a

presenca da aresta no grafo em ambas as direcdes, apresentada na coluna direction. Para

aplicar esta fungdo com o algoritmo PC a rede em questdo basta correr o seguinte cédigo:

> boot<-boot.strength(survey, algorithm="pc.stable")

Os doze primeiros resultados sao os seguintes:

> boot

from to strength direction
1 E O 1.000 0.5500000
2 E M 0.010 0.5000000
3 E T 0.220 0.9886364
4 E S 0.030 0.6666667
5 E A 0.000 0.0000000
6 E P 0.000 0.0000000
7 0 E 1.000 0.4500000
8 0O M 0.040 0.2500000
9 o T 1.000 0.8550000
10 0 S 0.025 0.8000000
11 0 A 0.010 0.5000000
12 0O P 0.365 0.8904110

[ reached X'

/ getoption("max.print") -- omitted 30 rows ]

Uma vez que a lista de resultados é longa, podemos restringir estes, por exemplo, a

um conjunto de arestas significativas com forca superior a 0.85 e direcdo superior a 0.5:

> #Selecdo das arestas mais significativas
> boot[(boot$strength > 0.85) & (boot$direction >= 0.5), 1]

9

15
22
24
33
36

from to strength
0

>>-HH4=0m

v=E=ovTn—-4—40O

RRRPRRORR

direction
0.5500000
.8550000
.8112245
.6625000
.7875000
.6650000
.8875000

OOOOOO

No resultado anterior as ligacGes selecionadas ndo diferem muito das apresentadas na

estrutura definida originalmente na Figura 2.9, sendo apenas oposta a orientacdo da aresta

entre as variaveis A e M.
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A funcdo score permite medir as pontua¢cdes com as diferentes medidas

apresentadas, sendo que o cédigo Toglik se refere a verosimilhanga logaritmica.

> score(dag,data=survey, type="1loglik™)
[1] -34226.16

> score(dag,data=survey, type="bic")
[1] -34299.85

> score(dag,data=survey,type="aic")
[1] -34242.16

> score(dag,data=survey,type="bde")
[1] -34303.85

6.7 Geracdo de uma estrutura aleatoria

O package bnlearn contém uma fungdo random.graph, que gera um grafo aleatério
para um conjunto de variaveis. Aplicando essa fungdo as variaveis em questdo temos, por
exemplo:

> dagrdn<-random. graph(nodes =c("e","o0","m","1","P","A","S") )
> modelstring(dagrdn)
[1] "[e][o][mM][T] [PIE] [AlE:T][s|0:A]"

Se calculamos o score de ajustamento deste grafo a base de dados survey, constata-se

que é inferior, como esperado:

> score(dagrdn,data=survey, type="Toglik")
[1] -42100.71

6.8 Aplicacao dos algoritmos de aprendizagem da estrutura

A geragao de estruturas aleatérias e a aplicacdo de testes de independéncia condicional
individual podem ser atividades demoradas. Para contornar este problema sdo aplicados

algoritmos para aprender estruturas que se adequem a uma base de dados.

6.8.1 Algoritmo baseado em restri¢cdes: algoritmo PC

De entre os algoritmos baseados em restricbes, o package bnlearn contém o PC,
apresentado na subsubsec¢do 4.1.1.2. A aplicagdo deste a base de dados gerada acima é
concretizada pela seguinte linha de cédigo:

> dag.pc<-pc.stable(survey,debug = TRUE,alpha=0.05)
* dinvestigating E - O , d-separating sets of size 0 .
> neighbours of E: M TS AP
> node E is dependent on O (p-value: 0).
> neighbours of 0 : M TS AP

* investigating A - P , d-separating sets of size 0 .
> neighbours of A : EOMT S
> node A is dependent on P (p-value: 3.17789%e-72).
> neighbours of P : EOMT S

]
[ reached getoption("max.print") -- omitted 27 rows ]
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Note-se que a op¢do debug = TRUE faz com que todos os passos sejam mostrados. O grafo

resultante é um GAPD, como se pode observar quando se executa o comando:

> graphviz.plot(dag.pc)

®

\2 |
Figura 6.4 — Grafo resultante da aprendizagem com o algoritmo PC usando o programa R.

6.8.2 Algoritmos baseados em func¢des score: algoritmos HC e tabu

Os algoritmos baseados no score presentes no package bnlearn sdo os de pesquisa
avida, ou seja, o de subida de colina (hc) e tabu (tabu), referidos na subsec¢do 4.1.2. Quando

aplicados a base de dados em questdo devolvem a estrutura representada na Figura 2.9.

> #HC
> dag.hc<-hc(survey,debug = TRUE)

* starting from the following network:
Random/Generated Bayesian network

model :

[E][O][MILTILSI[AILP]
nodes:
arcs:

undirected arcs:

directed arcs:
average markov blanket size:
average neighbourhood size:
average branching factor: 0.00

OQOOOoOON
SO
[eXe)

generation algorithm: Empty

* current score: -42520.73

* whitelisted arcs are:

* blacklisted arcs are:

* caching score delta for arc
* caching score delta for arc
* caching score delta for arc
* caching score delta for arc

-> 0 (3084.545132).
-> M (-4.604948).

-> T (309.307765).
-> S (205.981501).

mmmm

; Méde]string(dag.hc)
(1] "[el[m][olE]I[AIM]I[T|O:M][SITI[P|T:AT"

> #TABU

> dag.tabu<-tabu(survey)

> modelstring(dag.tabu)

(1] "[e]l[m][O|EI[AIMI[T|O:MI[SITI[P|T:AT"
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6.8.3 Algoritmos hibridos MMHC e variante de SC

O package bnlearn contém duas fungGes de algoritmos hibridos, nomeadamente o de
subida da colina max-min (mmhc) e rsmax2 (rsmax2), sendo este Ultimo uma variante do
algoritmo SC, apresentado na subsec¢do 4.1.3 com uma Unica iteragdo, onde se podem
especificar os algoritmos a utilizar em cada passo.

> #MMHC
> dag.mmhc<-mmhc(survey)

> modelstring(dag.mmhc)
(1] "[e]l[m]l[olEI[AIMI[T|O:MI[SITIL[P|T:AT"

> #RSMAX?2

> dag.rsmax2<-rsmax2(survey)

> modelstring(dag.rsmax2)

(1] "[eEJ[MI[OlE]I[AIMI[T|O:M]I[S|ITI[P|T:A]"

Dado que a fungdo rsmax2 permite selecionar os algoritmos a combinar, podemos
selecionar o algoritmo com base em restrigdes para a parte restritiva do algoritmo, e um
algoritmo que selecione a estrutura que maximiza o score. Por exemplo, se combinarmos o

algoritmo PC com o da subida da colina, obtemos o grafo obtido com os trés algoritmos

anteriores:
> # RSMAX2_PC_HC
> dag.rsmax22<-rsmax2(survey, restrict = "pc.stable",
+ maximize = "hc", debug = FALSE
> modelstring(dag.rsmax22)
(1] "[e]l[m][O|E][AIMI[T|O:M]I[S|TIL[P|T:AT"

Note-se que no package bnlearn, qualquer algoritmo de aprendizagem permite
definir na sua fungdo uma whitelist e uma blacklist, que correspondem respetivamente a
listas de arestas orientadas entre certos vértices que serdo obrigatoriamente inseridas ou
excluidas do GAD final. Deste modo é possivel inserir o conhecimento do especialista

préviamente a aplicagdo de algoritmos de aprendizagem da estrutura.

6.9 Inferéncia pelo algoritmo de arvores juncao

Para a realizacdo de inferéncia o package bnlearn necessita do apoio de outro
chamado gRain, cuja Unica opg¢do para a inferéncia exata é dada pelo algoritmo de arvores
juncao, referido na subsecc¢do 3.2.3 (a versdo do package grain usada é a 1.3-0). Deste modo,
depois de chamar ambos os packages, e antes da realizagdo de inferéncia, a rede deve ser

convertida numa arvore. Estas operagdes realizam-se com as seguintes linhas de cddigo:

> library(grain)

> #Construcdo da arvore de juncao

> junction<-compile(as.grain(bn))

> junction

Independence network: Compiled: TRUE Propagated: FALSE
Nodes: chr [117] "™ "o" "M "T™ "s™ "aA" "P"
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Ainda antes da realizagdo da inferéncia exata, podemos usar a fun¢do setEvidence,
que permite introduzir evidéncia. Para calcular a distribuicdo de uma varidvel ou de um
conjunto de varidveis, tendo em conta a evidéncia introduzida na arvore, podemos usar a
funcdo querygrain.

De seguida sdo apresentadas as linhas de cddigo que permitem resolver as questdes
parciais apresentadas na subsec¢do 3.1.1.

> #Resolver CPQ P(S|A=s,T=s)

> jAT<—setEv1dence(junction,nodes = c("A","T"),states

c("sim","sim™))

> dist.probS<-querygrain(jAT,nodes="S",type="joint")
> dist.probs

S

sim nao

0.9 0.1

> #Resolver cPQ P(0|S=s,P=s)

> jSP<-setEvidence(junction,nodes = c("s","P"),states
cC"sim" "sim™)

> dist.probo<-querygrain(jsp,nodes="0", type="joint")
> dist.probo

(0]

sim nao
0.4619996 0.5380004

> #Resolver CPQ P(M|0=s,T=s)

> jAT<-setEvidence(junction,nodes = c("0","s"),states
c("sim" . "sim™))

> dist.probM<-querygrain(jAT,nodes="M", type="joint")
> dist.probm

M

sim nao
0.6326079 0.3673921
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7 Consideracgoes finais

As redes bayesianas sdo modelos probabilisticos que através de uma representagdo
grafica compacta, que suporta as diferentes relagdes entre as varidveis, permite uma
factorizacgao eficiente das distribuicdes probabilisticas associadas as mesmas, pelo uso da regra
de Bayes e da cadeia. Nos capitulos 3, 4 e 5 foram apresentados métodos para realizagdo de
inferéncia, de aprendizagem da estrutura e dos parametros, e ainda métodos de andlise

conflitos, que permitem avaliar o funcionamento dos modelos construidos.

A eficiéncia das redes bayesianas na resolucdo de problemas reais levou a sua aplicacao a
estudos de varias areas, desde a medicina, a agricultura, passado pela meteorologia, os

seguros.

O desenvolvimento de software informatico veio facilitar a implementagdo destas redes,
facilitando o trabalho dos especialistas nas andlises de dados, os processos de aprendizagem
das estruturas e dos parametros, a realizacdo de inferéncia e de analises de conflitos. Entre os

programas existentes salientam-se os sistemas Hugin e a linguagem R.

Esta dissertacdo constitui apenas uma possivel apresentacdo deste tema, focando-se em
apenas alguns dos possiveis tdpicos de andlise. Outros assuntos de interessante de analise sdo,
por exemplo, as redes bayesianas gaussianas e mistas (que consideram varidveis com suportes
continuos), a analise de sensibilidade (que permite responder a questdes relativas ao impacto
de um subconjunto de evidéncia numa varidvel hipdtese), as técnicas de construgdo manual
(que oferecem ferramentas que facilitam a construc¢do de redes sem recorrer a programas
informaticos, permitindo a construgdo de redes o menos complexas possivel) e os diagramas
de influéncia, que sdo uma extensdo das redes bayesianas que permitem a tomada de

decisdes sob incerteza, incorporando variaveis utilidade e decisao.
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Anexo A - Exemplo da aplicac¢ao do algoritmo Hugin
(Cf. Subsubsecgdo 3.2.3.2 Propagacao de informacgao)

De modo a exemplificar a aplicagdo do algoritmo Hugin, consideremos a arvore de
juncdo relativa a rede bayesiana representada pela Figura 2.9.

Uma vez associadas as distribuicGes de cada vértice aos clusters, podemos calcular os
potenciais iniciais de cada um:

¢c, = P(E)P(O|E) = P(E,0),

¢Cz = P(SlT);
bc; = P(M)P(T|M,0) = P(M,T|0), (A1)
¢C4 = P(AlM)r

bc; = P(P|AT).

Igualando o fator inicial de cada separador a 1 temos:

bs,, = s, =bs,, = b5, = 1. (A.2)

Considere-se a evidéncia (M = s,A = n) dada pelo vetor descobertas e = (f}, f>),
onde o vetor f; = (1,0) é relativo a varidvel M, com P(M) = (P(M =5s),P(M = n)), eo
vetor f, = (0,1) é relativo a varidvel 4, com P(A) = (P(A =5),P(A= n)). Introduzimos a

evidéncia calculando as multiplica¢des (feitas coordenada a coordenada):

fixde, =Pc,,

(A.3)
fa X e, =d'c,
encontrando assim os novos potenciais iniciais dos clusters:
¢>’C3 =P*(M,T|0) = P(M,T|0,M = s),
(A.4)

¢'c, = P*(AIM) = P(AIM,A = n).

Escolhendo o cluster C5 como raiz, inicia-se a etapa de recolha de informagdo,
passando ordenadamente as mensagens atualizadas dos clusters folha até o cluster raiz, de C;

e C, para (3, de C5 para C, , e de C, atualizado para Cs, segundo as seguintes operagdes.

1. Atualizar ¢, , e g, .:

Bi= ) ¥, = > P(E,0) = P(O); (A5)
E E

Bs = ) be, = ) PSIT) = 1. (A6)
S S
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2. Atualizar o fator de Cj:

¢§1,3 ¢;2,3 14 * *
=¢ C3 ¢51,3 ¢52,3
bs,, Ps,, (A.7)

be; = ¢’c3
=P(M,T|0,M =s)P(0) = P(M,0,T|M = s);
3. Atualizar ¢s_,:

Bho = Y $e,= ) P(M,0TIM =5) = P(M,TIM = 5); (AS)
0 0

4. Atualizar o fator de Cy:

s, ,
Ps;.,

= P(A|M,A =n)P(M,T|M = s) = P(A,M,T|M = s,A = n);

x — ! — 12 *
¢C4 =¢ Cy =¢ Cy ¢53,4

(A.9)

5. Atualizar ¢, ,

$3,, = z o, = z P(AM,TIM =s5,A=n) = PATIM = s,A=n); (a10)
M M

6. Atualizar o fator de Cs:

bc, = e, = P, ) == ¢, bs,
Sas (A.11)
=P(P|AT)P(ATIM =s,A=n) =P(A,P,TIM =5s,A =n);

Note-se que ¢¢, = ¢c,, b, = b, 0 Bs,5 = Ps,50 D5, = Ps,,-

Depois de realizada a etapa de recolha de informacdo, passamos a distribuicdo de
informagdo, passando as mensagens atualizadas desde o cluster raiz até os clusters folha,

segundo as seguintes operagdes:

1. Atualizar ¢, _ :

i, = Z . = ZP(A, PTIM=s5,A=n)=PATIM =s,A=n);  (a12)
P P
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2. Atualizar o fator de Cy:

b5, P(A,TIM =s,A=n)
= =PAMTIM=s,A=
oo =9y ( IM=sA=n T =s4=n
5 (A.13)
=P(A,M,T|M =s,A =n);
3. Atualizar ¢, :
bs,, = Z(j) ZP(A,M,T|M =5,A=n)=P(M,TIM =s,A =n); (A.14)
A
4. Atualizar o fator de C3:
bs,, P(M,T|M =s,A=n)
= =P(M,0,T|IM =
¢C3 ¢C3 ¢S34 ( | S) P(M,TlM — S)
(A.15)
= P(M,0,T|M = s,A = n);
5. Atualizar ¢, ,:
$il, = Z¢ ZP(MOT|M—sA—n)—P(0|M—sA—n) (A.16)
6. Atualizar o fator de C;:
s, , P(OIM =s,A=n)
o= ! = P(E,0) = P(E,0); A.17
¢C1 ¢C1 ¢513 P(O) ( )

7. Atualizar ¢, .:

93, = qu

ZP(M O.TIM=5A=n)=P(TIM =s,A=n); (p1g)

8. Atualizar o fator de C5:

*k
bc,

(p 2,3
22 ¢cz ¢sz3
bs, (A.19)

= ¢c2

= P(S|T)P(T|M =s,A=n) = P(S,T|M = 5,A = n).
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Anexo B - Calculos auxiliares a analise de conflitos

(Cf. Seccdo 5.1 Analise de conflitos motivada pela evidéncia)

Depois de chamados os packages bnlearn e gRain, e de definida a rede bayesiana da

Figura 2.9, conforme apresentado na subsec¢do 6.1, para os calculos da andlise de conflitos

exemplificada no capitulo 5, foi necessario correr o seguinte codigo no programa R.

Primeiro calcularam-se as distribuicdes conjuntas e marginais de cada varidvel

pertencente ao conjunto evidéncia:

- VVYV

#P(P=s,S=n,M=s)=0.1007128

dist.probPMS<-querygrain(junction,nodes=c("P","s","M"), type="joint")

dist.probPms
, S = sim

P
sim nao
sim 0.3446519 0.05516183
nao 0.1923902 0.04087480

sim nao
sim 0.1313783 0.06880792
nao 0.1007128 0.06602220

attr(,"class")

[1] "parray

O LV VYV O TVVYV

On =V VYV

im na
6 0.

nwomn

array"

#P(P=s)=0.7691332
dist.probP<-querygrain(junction,nodes=c("P"),type="joint")
dist.probP

sim ndo
.7691332 0.2308668

#P(S=n)=0.3669212
dist.probs<-querygrain(junction,nodes=c("s"),type="joint")
dist.probs

sim nao
.6330788 0.3669212

#P(M=n)=0.4
dist.probmMm<-querygrain(junction,nodes=c("M"),type="joint")
dist.probm

o)
4

Depois aplicou-se a férmula (5.5) para calcular o conflito da evidéncia:

>
>

confE<-10g((0.7691332%0.3669212*0.4)/0.1007128)
confE

[1] 0.1140924

De seguida calcularam-se as distribuicdes das varidveis evidéncia, duas a duas, e

calcularam-se os conflitos locais e parciais, confirmando-se que a soma iguala a medida de
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conflito global, conforme a expressdo (5.5). Por exemplo, para as variaveis P e S corremos o

seguinte cddigo:

#P(P=s,S=n)=0.2320911
dist.probPs<-querygrain(junction,nodes=c("P","s"),type="joint")

vV Vv

> dist.probPs
S

P sim nao
sim 0.53704212 0.2320911
ndao 0.09603663 0.1348301

attr(,"class")

[1] "parray" "array"

> #conf(Ep,Es)=0.195526
> 109((0.7691332%0.3669212)/0.2320911)
[1] 0.195526

> #confE=0.1140924=conf(Ep,Es)+conf({Ep,Es},Em)=0.195526-
0.08143367=0.1140923

> #conf({Ep,Es},Em)=(P(Ep,Es)P(Epm)/P(Es,Em,Ep))=-0.08143367
> 10g((0.2320911*%0.4)/0.1007128)
[1] -0.081433677

Note-se que estes cdlculos se realizam de forma andloga para os restantes
subconjuntos de evidéncia.
Para a etapa de resolugdo dos conflitos, usando a varidvel A como hipdétese analisando

a existéncia de casos raros, correu-se o seguinte cédigo:

> #P(A=s)=0.744;P(A=n)=0.256
> dist.probA<-querygrain(junction,nodes=c("A"),type="joint")
> dist.probA
A

sim ndo
0.744 0.256
> #P(H|E)=(P(h1|E),P(h2|E))=(0.6994635,0.3005365)
> jPSM<- setEv1dence(Junct1on nodes = c( p","s","M"),states =
C(lls_lmu nnaon |lnaoll))
> dist. probA< querygrain(jPsM,nodes="A", type="joint")
> dist.probA
A

nao

0. 6994635 0.3005365

> #conf(E+h1)=0.1140924+0.06172742=0.1758198
> normloglikl<-Tog(0.744/0.6994635)
> normloglikl
[1] 0.06172742

> confE+normloglikl
[1] 0.1758198

> #conf(E+h2)=0.1140924-0.1603918=-0.0462994
> normloglik2<-10g9(0.256/0.3005365)

> normloglik2

[1] -0.1603918

> confE+normloglik?2
[1] -0.0462994
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O cédigo seguinte refere-se a tarefa de medir o impacto da omissdo de evidéncia na

variavel hipdtese A:

> #P(H|E\Ep)=(0.63,0.37)
> ]MS< setEvidence(junction,nodes = c("s","M"),states
c("nao","nao"))
> dist. probA<—querygra1n(jMS,nodes="A",type="joint")
> dist.probA
A
sim nao
0.63 0.37

> #P(H|E\Es)=(0.6872604,0.3127396)

> jPM<- setEv1dence(junct1’on,nodes = c("P","M"),states
c("sim","nao"))
dist.probA<-querygrain(jpP™M,nodes="A",type="joint")
dist.probA

sim nao

>
>
A
0.6872604 0.3127396

#P(H|E\Em)=(0.7906106,0.2093894)

JPS<|'sgt§v]ldence(junct1on ,hodes = c("P","s"),states

>
>

c("sim","ndo™))

> dist. probA< querygrain(jPs,nodes="A",type="joint")
>

A

0.

dist.probA

nao
7906106 0.2093894

Os custos de omissdao de cada pec¢a de evidéncia para a variavel hipdtese A foram

calculados através dos seguintes comandos:

> #(X=A,Ei=P)=0.01066785

> CAP<-
(0.6994635%(109(0.6994635/0.63)))+(0.3005365*(10g(0.3005365/0.37)))
> CAP

[1] 0.01066785

> #(X=A,E1=5)=0.0003489455

> CAS<-

(0. 6???635 (10g(0.6994635/0.6872604)))+(0.3005365*(T0g(0.3005365/0.312
7396

> CAS

[1] 0.0003489455

> #(X=A,E1=M)=0.02292729

> CAM<-
(0.6???635*(109(0.6994635/0.7906106)))+(0.3005365*(109(0.3005365/0.209
3894

> CAM

[1] 0.02292729

Note-se que estes cdlculos se realizam de forma andloga para a varidvel hipétese T.
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