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Neste trabalho considera-se a equacao de Euler para um fluido
incompressivel num dominio limitado de l%z. Apresentam-se resultados
sobre as suas solucoes. No espirito da dinamica estatistica de fluidos
constroem-se medidas de tipo Gibbs, que se mostra serem solucoes da
equacao de Hopf estacionaria e invariantes para um fluxo Timite de
aproximacoes de tipo Galerkin,

0 trabalho esta dividido nos seguintes capitulos:

1, INTRODUCAO
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111, HIDRODINAMICA ESTATISTICA
I11,1, INTRODUCAO
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2.1, EQUAGCAO CLASSICA DE EULER BIDIMENSIONAL E SUAS QUANTIDADES
CONSERVADAS
2.2. EQUACAO CLASSICA DE EULER NUM QUADRADC COM CONDICOES FRONTEI-~
RA PERIODICAS E SUAS QUANTIDADES CONSERVADAS
2,3, 0 OPERADOR DE L.IOWILLE DA EQUACAO CLASSICA DE EULER
2.4, MEDIDAS DE GIBBS, PARA A EQUACAC DE EULER, DADA PARA A
ENSTROF 1A
2.5, 0 OPERADOR DE LIOUVILLE ASSOCIADO A MEDIDA DE GIBBS
2.6, INVARIANCIA INFINITESIMAL DA MEDIDA DE GIBBS
2.7. A ENERGIA RENORMALIZADA
2.8, MEDIDAS DE GIBBS PARA A EQUACAQ DE EULER DADAS PARA A
ENSTROFIA £ A ENERGIA RENORMALIZADA
2.9, EXISTENCIA DE UM FLUXO EM L2, RELATIVO A MEDIDA INVARIANTE
ASSOCIADA COM A EQUACAO DE EULER
2,10, A EQUACAO DE HOPF ,



I, INTRODUCAO

Consideremos um fluido em movimento, numa regido Q c R" de fron-
teira an de classe C1, descrito por um campo de velocidades, u(x,t} .
x€2 e teR, e por guaisquer dois outros campos termodinamicos tais co-
mo a densidade p(x,t), a temperatura T{x,t) ou a pressao p(x,t). O
fluido e ainda descrito por valores que determinam as suas propriedades
fisicas tais como o coeficiente de viscosidade u, a viscosidade cineti-~

ca v =-—L2—, o segundo coeficiente de viscosidade, o coeficiente de

P
condutividade termica, a condutividade termométirica, etc.

Algumas destas quantidades serao utilizadas no desenvolvimento da
tese e a sua descricao sera feita dentro do gquadro euleriano, isto e,
estudar-se-ao as suas variacoes ao longo do tempo t€R num ponto fixo
x € & do espagco onde evoluir o fluido.

Outra possibilidade para a descricao dinamica do fluido seria a
lagrangiana, & qual consiste em considerar todas as quantidades como fun-
¢oes do tempo e de elementos materiais referidos a sua posicao inicial.
Estas funcoes deverao descrever a historia dinamica do elemento de flui-
do. Neste caso, considerar-se-ia por exemplo a velocidade u = u(xo,t)
em que X, seria a posigao do centro de massa do elemento material no tem-
po t=t,. Este tipo de descricao conduz & uma analise de escrita elabora-
da, e embora Util em alguns casos, tem a desvantagem de ndc dar imedia-
tamente uma distribuicao espacial da velocidade em cada instante durante
0 movimento.

Para um maior detalhe sobre a obtencao das equacoes da hidrodina
mica ver por exemplo V. H. LAMB, "Hydrodynamics", 6th ed., Dover Publ.,
N.Y., (1932), ou G. K. BATCHELOR, "An introduction to Fluid Dynamics",

Cambridge, The University Press, (1967), e aqui vou apenas dar um breve



resumo das egquacOes da hidrodinamica e algumas consideracdes que me se-
rao mais necessarias para a compreensao e desenvolvimento da discussio.

Para deduzir a equacac de movimento do fluido supoe-se a conser-
vatao da massa, isto €, se V & um volume arbitrario de § e se vy e 0

volume de V ao fim do tempo t por efeito do movimento, entio

m{V) = '(V .p(x,ﬂ)d;(:': m(Vt)= f_VtD(X,‘t)dX

em que p(x,0} e o(x,t) sdo funcles densidade no instante 0 e no instan-
te t, respectivamente.
Supoe-se aqui, como sempre nesta introducdo, que todos os inte-
grais e diferenciais estao bem definidas. Por exemplo p(x,O)EI_1{V,dx).
Considerando  um dominio isolado, a massa que atravessa um seg-
mento (finito) dS da superficie que Timita &, durante uma unidade de

tempo € igual a variacdo da massa no interior 1imitado por 3% ou seja

J op(x,t) ulx,t)dS=- —S— [ o(x,t)dx
an at 9]

Por aplicacao da formula de Stokes, pode-se escrever o primeiro
membro desta igualdade sob a forma de um integral de volume. Obtem-se a

iguaidade

IQ div p(x,t) u(x,t)dx=- - Jgp(x,t)dx
at

donde

[ (2w div p(x,t) u(x,t))dx=0
ot



Sendo esta igualdade verdadeira para quatquer volume, conclui-se

que

%+ div p(x,t) u(x,t) = 0
at

a que se chama equacao de continuidade.
Introduzindo a hipdtese de incompressibilidade, isto &, p=const,

entao esta equacao reduz-se a

div u(x,t) = 0

Supondo ainda que as forcas internas do fluido sao conservativas ,
isto €, que 0 sistema de forcas verifica & igualdade forcas totais =-grad
(funcoes)+forcas exteriores, e aplicando a equacao fundamental da dinami-

ca (28 Tei de Newton) obtem-se que

3u
st

+ (u.vw) U=-Vp + Fe

em que (.} exprime um produto escalar, (V) = = » 1=1,...,n € 0 opera-

dor divergencia, Fe € a resultante das forcas exteriores que possam agir

sobre o elemento de fluido, p= p(x,t) € a pressdo exercida pelo fluido

no elemento de volume, e + (u.v) u= Du e a derivada material ou

at
convectiva de u que exprime a aceleracio do elemento de volume, sendo

L contribuicao devida a variacio do tempo e {u.v) u a contribuiclo
ot
devida ao transporte do elemento de volume para uma posicao diferente.
Se, alem disso, impusermos que o fluido ndo atravessa a fronteira

B, € necessario que u(x,t) seja tangente a aq para todo 0 x € an .



Daqui a seguinte

Definicao: g g + (w) u = - vp+Fy (em )
] (1)
div u=0

condicao inicial e condicao fronteira

€ a equacdo de Euler que descreve o, movimento de um fluido perfeito

(viscosidade nula) e Tncompressivel (div u = 0).

A eguacao

3u
8t

+ (U.V) u=- grad p + Fe

quando aplicada a um movimento unidimensional, ao longo de um tubc, ein-
tegrada, da a equacao atribuida a Bernoulli. No caso em que 2 & uma va-
riedade Riemaniana orientada, a n dimensoes, com fronteira regular 30

(por exemplo C” ) a equacdo de Euler escreve-se sob a forma

(3 +V u=-~vp+F_ (emg)
ot u e
divu=20

u tangente a 30

\ condicao inicial

em que v, u e & derivada covariante de u.

A sua coordenada em i e dada numa carta por

) i .
P, r
JooJ.k gk

(v, w)' =3 u
J

onde u' & a componente de ordem i do vector u .



No caso eucltidiano ?;k=0 e V_ u-= {u.v)uo que permite reen-
contrar a equacao {1).

No caso de um fluido viscoso, o facto de haver energia dissipada
durante o movimento, implica que as forcas internas ndo podem ser consi-
deradas como conservativas. Contudo, mantem-se a equacao de continuidade.

Supondc sempre que o fluido e imcompressivel e na auséncia de for-

cas exteriores, obtem-se no caso viscoso a equacao de movimento

. .

Yy (UV) u=- Vp +vu+ Fe (emo e R™M
at
divu-=20

condicoes iniciais e fronteira

(para a qual v=Const/p € a viscosidade cinetica).
Esta & a equacao fundamental de movimento de um fluido viscoso

incompressivel e chama-se equacdo de Navier-Stokes.

NOTA HISTORICA E BIBLIOGRAFICA

As primeiras equacoes diferenciais de movimento para um sistema
de mais de dois pontos de massa foram obtidas quase ao mesmo tempo por
Giovanni Bernoulli e d'Alembert em 1743.

D'Alembert foi ainda o primeiro a encontrar uma equacao em deri-
vadas parciais para reger o movimento de um sistema continuo.

Um fluido perfeito € um caso particular de um sistema continuo,

e a sua equacao de movimento foi publicada pela primeira vez por L.
EULER, "Memoires de 1'Academie des Sciences", Berlin, em 1755,

Devido a falta de bases matemdticas existentes na altura, a
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equacao de Euler levantou varios problemas cuja discussido detalhada se
encontra publicada em

Garret BIRKHOFF,"Hydrodynamics : a study in Logic, Fact and
Similitude" , ed. Dover (1950).

A equacao de movimento de um corpo continuo foi publicada por
volta de 1828 por Cauchy o qual pode construir a teoria gracas a defini-
¢ao precisa de tensor de forcas.

Para aprofundar estes aréumentos, pode-se consultar o livro de
C. TRUESDELL "Essays in the History of Mechanics" Springer Verlag,(1968)
e para a deducao das equacoes de movimento de um corpo continuo com um
desenvolvimento interessante sob o ponto de vista fisico, ver

L. SEDOV, Mecanique des Milieux Continus, Vol. I, ed. MIR,(1973).

Sobre a equacao de Euler de fluidos ideais ver L. D. LANDAU e
E. M. LIFSCHTTZ, "Mecanique des fluides", ed. MIR, (1971).

A chamada equacao de Navier-Stokes, foi introduzida a estudada
pela primeira vez pelo engenheiro frances Claude Louis Marie Henri Navier
(1785-1836).

A deducao foi baseada na construcdo de um modelo molecular para
a estrutura interna do fluido, modelo este abandonado como errado.

Um pouco mais tarde, Sir George Gabriel Stokes (1819-1903), pro-
fessor de Matematica na Universidade de Cambridge, apoiando-se em teo-
rias sobre a friccao interna de fluidos em movimento, e no equilibrio
e movimento de corpos elasticos, obteve a mesma equacao em 1845.

A deducao que se encontra em muitos manuais, por exemplo H.
LAMB, "Hydrodynamics", ed. Cambridge University Press, 62 ed. (1975)
coincide essencialmente com a de Stokes.

Para a teoria da equacao de Navier-Stokes contribuiu ainda

Maxwell



J. C. MAXWELL, Proc. Lond. Math. Soc., 3, pag. 224, (1871)

que mostrou a analogia desta equacdo com a equacao de difusao.



I - SOLUCOES CLASSICAS E FRACAS DAS EQUACCES DE EULER E
NAVIER-STOKES

A nao linearidade das equacbes de movimento de um fluido torna
muito dificil obter solucGes numa forma analitica explicita.

Foi apenas com o desenvolvimento da analise funciona) que se pode
estudar o problema geral da existéncia e unicidade de solucBes para es-
tas duas equacoes.

No gue se segue, serao dados alguns resultados sobre as solucdes

classicas, fazendo a seguinte divisdo (n sendo a dimensio do espaco):

1) - Solucoes estacionarias das equacdes de Fuler e de Navier-Stokes
1. a) para n =2

. b) para no>2

2) - Solucoes ndo-estacionarias da equacdo de Euler
2. a) para n = 2

2. b) para n> 2

3} - Solugbes ndo-estacionarias da equacio de Navier-Stokes
3. a) para n= 2

3. b) para n > 2

1. a) A existencia de solucles u da equacio de Navier-Stokes num domi-
nio @ que pode ser infinito, com condicdes iniciais continuas sobre 30
e tais que j|Vu!2 dx < =, foi estabelecida por Leray em [23] e [26].

Demonstracoes diferentes dos resultados de Leray foram propostas por



Fujita [18] e Ladyzhenskaya [22, ch 5]. Em geral, as solucdes no caso
bidimensional nao sao unicas [22, pp XI1 e ndo permitem um desenvolvi-
mento assimptotico no infinito em termos de funcdes elementares
(10, pp. 228] .

A existencia e unicidade de solucbes estritas com um dado compor-
tamento no infinito e condigcoes iniciais "pequenas" foi provada por
Finn e Smith em [12].

Sobre a estrutura do conjuﬁto das solucoes estacionarias da equa-
¢ao de Navier-Stokes pode-se consultar um trabalho de Foias e Prodi
[14, pp. 243 onde se mostra que para um dominio & 522, limitado e
de bordo regular, o conjunto das solucdes estacionarias & homeomorfo a
um subconjunto compacto de R,

Outros resultados sobre a unicidade, existencia e conjunto de
solucbes da equacdo de Navier-Stokes foram obtidos nos artigos [16],

[41] e [42] .

1. - b) Temam enunciou em [44] algumas propriedades do conjunto das so-
lucoes estacionarias da equacdo de Navier-Stokes para um fluido viscoso
incompressivel que se movimente numa regiao § c B13, sendo & um aberto
Timitado.

Uma simplificacao devida a Leray [23], [24] e [25] permite des-
dobrar a equacao de Navier-Stokes em duas partes, facilitando o calculo
do conjunto das solugoes. Resultados similares sao apresentados por
Temam no artigo {43] para o caso de solucoes periodicas no tempo. Para

outros resultados ver ainda [1], [91, [113, [173, [19] e [33].

2. - a) Um dos primeiros resultados de existéncia e unicidade global de
solucoes regulares da equacac de Euler foi dado por Wolibner [637 na
condicao de que a componente interna da circulacdo do fluxo sobre o bor-

do seja nula.
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Um resultado mais geral sobre a existencia e unicidade de solucoes
nao regulares foi proposto por Jodovich [46] estudando o caso limite de
viscosidade nula da equacao de Navier-Stokes.

Kato [20] serve-se do teorema de ponto fixo de Schauder para de-
monstrar a existencia de uma solucdo global. Uma prova semelhante foi
feita por MacGrath [30] e [31] para o caso de @ = Fg.

Outras referencias sobre a existéncia e unicidade de solucdes C*
para um tempo qualquer e os abertos de (2 = R" ou um dominio limita-
do com bordo suficientemente regular ou o compiementar desse dominio 1i-
mitado) assim como resultados sobre existéncia de solucoes em espacos de
funcoes Holderiennes sao [2], [22, pp 185-1887], [321, (401 e [47].

Por exemplo, em [40], Temam prova a existencia e unicidade de so-
lucao global para um intervalo de tempo arbitrario a 2 dimensdes, e para
um pequeno intervalo de tempo se a dimensao do espaco e maior ou igual a
3.

(4], [5] fornecem resultados sobre a analiticidade das solucdes.

Outros resultados sobre a existencia e unicidade de solucbes sao

dados em [6], [29] e [37].

2.b) [7], [8], [15] e [217 sdo artigos sobre a existéncia e unicidade
de solucoes regulares para as equacoes de Euler de fluido perfeito in-
compressiveis num dominio limitado o < RS,

Para d > 3 , Temam [40] prova a existencia, unicidade e regulari-
dade de solucao num dominio & < DQ3 ao fim de um certo tempo finito,
dependente das condicbes iniciais.

Em [27] considera-se rot u{0) com suporte compactc e a continui-
dade de Holder de rot u(t) & demonstrada para um tempo 77 tal que

_
rot u(r)
rot  u(0)

<<



Em [8] demonstra-se tambem a persistencia em [0, T*] das solucoes
-C” nas variaveis do espaco.

[15] e [40] dao uma outra expressao ao valor T (dependente de
uma norma de Sobolev de u(0) e com T 5 0 sempre que a energia de
u(l) + « ) .

Estes resultados s&o ainda validos para todas as dimensoes.

Em [3] mostra-se que para um dominio @, limitado ou n3o, se u(0)
e rot u(0) sdo funcoes HB]der, entao u{t) e rot u(t) também o sao em
[0, T*j, em gue ?* e 5ndepehdente da energia total. Este resultado per-
mite concluir a persistencia da reqularidade - C~ .

A analiticidade em [0, T*j e estudada por exemplo em [5] .

Em [21] e dado um resultado sobre a existdncia local de solucao

* -, .
3. T nao depende da viscosidade cinetica do fluido e

no caso de 9 = R
a solucao da equacao de Navier-Stokes tende, quando v - 0, para a solu-
cao da equacao de Euler, pondo a hipdtese de condicBes iniciais perten-
centes a H3(R3).

No entanto, o desenvolvimento efectivo da regularidade da solucdo

*4
para t > T e um problema ainda em aberto.

3. a) 0 estudo do comportamento global de solucdo nao estacionarias da
equacao de Navier-Stokes no caso de § < R2 foi comecado por Leray [24]
e, mais recentemente, feito nos trabalhos [22] e [34].

Ladyzhenskaya [22] e Lions-Prodi [28] sdo dois exemplos onde de-
monstracoes sobre existéncia e unicidade de solucdes fracas sio apresen-
tadas.

A existencia de solucbes estaveis periodicas & apresentada por
exemplo por Prodi em [35] e de solucoes guase-periodicas em [36].

Um resultado de existéncia e unicidade de solucdo fraca num domi-

nio limitado @ c:]R2 com bordo regular, assim como um estudc do compor-
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tamento assimptotico no tempo & feito por Foias e Prodi [14] (ver tam-
bem [13]).

A regularidade global num dominic ndo Iimitado € obtida a partir
da regularidade gTobal das solucGes da equacac de Euler (por causa das

propriedades regularizantes da difusao).

3. b) A existencia de "solucBes turbulentas" foi mostrada em 1934 por
l.eray [25] para condi¢oes iniciais de energia finita. Também demonstrou
um teorema de reguTar{dade‘para as solucoes de energia inicial finita,

Se o & um dominio aberto de R" e a condigao inicial pertencen-
te a Hé (R), a existencia de solucdo fraca {global) esta provada por
exemplo em [6] por Bardos; se a condi¢ac inicial e pequeno, esta solucao
e regular {analitica para t > 0).

Se g = D23

, existe solucao regular sobre [0, T*) X R3 , em que T*
nao depende da condi¢ac inicial. Além disso, a solu¢dao da equacio  de
Navier-Stokes converge quando a viscosidade tende para zero, para a solu-
¢ao correspondente da equacado de Euler. Ver os trabalhos de Leray [23] e
de Kato [21] .

A existéncia de solucOes pertencentes a espacos de Holder ou de
Sotolev foi demonstrada pela primeira vez por Lichtenstein em [27]. A
regularidade~-C” foi demonstrada para um dominio limitado ou para uma ener
gia finita por Leray em [24] e tambem Bardos-Frisch em [3] .

Para o caso n = 4, Scheffer mostrou em [39] a continuidade modulc
um fechado, de medida de Hausdorff tridimensional finita, e para ¢ ¢aso
n =3, a continuidade modulo um fechado, de dimensao de Hausdorff < 2,
no artigo [38]. Se n = 3, mostra ainda que se a solucao da equacdo de
Navier-Stokes tem singularidades, entdo a dimensio de Hausdorff do con-
Jjunto dos tempos singulares e < A e a dimensao de Hausdorff do suporte

2
espacial das singularidades num tempo singular e < 1
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Leray mostra em [25] a existéncia global de solucOes fracas.

A regularidade global para pequenas viscosidades cineticas & um

jprroblema em aberto.
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111 . HIDRODINAMICA ESTATISTICA

111, 1, INTRODUCAQ

A hidrodinamica estatTstica € motivada pela complexidade de feng-
menos associados ao fluxo “turbulento” de um 17quido. Com efeito, a com-
plexidade das trajectorias das particulas num fluxo assim como a insta-
bilidade provocada pelas mudancas das condicoes iniciais e Timite, le-
vam a pensar que'uma'descrjcao estatistica sera apropriada.

Consideram-se conjuntos de fluxos em vez de fluxos individuais e
€spera-se que para uma boa escolha desses conjuntos, se obtenha uma in-
sensibilidade aos detalhes das perturbacdes e comportamentos simples em
media.

Neste sentido, a finalidade da hidrodinamica & semelhante 3 fina-
Tidade da mecanica estatistica ou da teoria cingtica dos gases. A prin-
cipal diferenca reside no facto de que num fluido com viscosidade existe
uma dissipacac de energia, ac passo que na mecinica estatistica mantem-
-5¢ a energia.

Existe tambem uma relacdo entre as técnicas matematicas da hidro-
dinamica estatistica e a teoria quantica de campos, relacio baseada no
facto geral de que os dois descrevem sistemas ndo lineares contTnuos e
semelhancas na construcao de campos estatisticos (pelo menos para 0 caso
de viscosidade nula).

Pode-se considerar 0. Reynolds como um dos iniciadores da hidro-
dinamica estatistica com trabalhos apresentados em 1883 e 1894, introdu-
zindo “perturbacoes turbulentas" a equacao de Navier-Stokes e o famoso
"numero de Reynolds" .

Quando este numero e maior que um certo valor critico (dependente

da qualidade do fluxo), nenhum fluxo estacionario & estavel. 0 fluxo
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nao estacionario que aparece nestas condicoes pode ser estudado de uma
maneira natural com ajuda da analise estatistica.

Mais tarde, 1941, Kolmogoroff obteve previsoes sobre a modifica-
cao do espectro da energia para o caso da turbul@ncia generalizada, ba-
seadas apenas em consideracGes dimensionais, de acordo com experiencias
realizadas a 3 dimensbes, mas n3o aplicaveis a 2 dimensges.

As razoes mais importantes responsiveis pela turbuléncia no movi-

P

mento de fluidos parecem ser

. a existencia de termos ndo lineares nas equacoes de movimento;

. a existencia de termos de viscosidade de ordem superior aos

termos nao lineares; e

. @ tri-dimensionalidade do movimento.

Podem-se resumir as caracteristicas de um movimento turbuiento

notando que ha sempre

. uma especie de processo aleatdrio;
. uma natureza difusa;
. uma dissipacao de energia cinética em calor; e

. uma forte nao linearidade

Com a teoria da turbulencia pretende-se determinar as propriedades
estatisticas do movimento, isto &, os valores médios da velocidade, as
distribuicoes de probabilidades, etc.

Para alem destes problemas de calculo estatistico e apesar da

guantidade de publicacoes feitas sobre a turbulencia, este fenomeno ain-
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da @ pouco compreendido e ha poucos resultados que nos explicam a sua
natureza e caracteristicas qualitativas.

A turbulencia aparece nos fluxos em volta dos corpos rigidos, jun-
to as paredes em que o fluido esta contido, nos esvaziamentos e mesmo nos
fluxos aparentemente estacionarios.

A descricdo completa de todos os aspectos assim como o desenvolvi-
mento e interpretacao de todos os trabalhos sobre esta matéria, seria de-
masiado longa. Tentarei apenas apreséntar alguns problemas mais gerais
que ajudaram o desenvolvimento desta Teoria.

Assim, podera comecar-se por referenciar os trabalhos de Taylor que
em [1] ntroduziu a ideia de campo isotropico e homogénio. Para um tal
campo, podem-se estabelecer equacGes que relacionam entre elas valores
medios.

No caso de um campo solenoidal (divergéncia nula) ou potencial
(rotacional nulo) estabelecimento de equagOes a partir dos tensores de
correlacac e devido a von Karman e Howarth (27 .

O espectro (transformada de Fourier de funcoes de correlacac) foi
introduzido primeiro por Taylor [3] para o especiro de 1-dimensio.
Heisenberg [4) introduziu o espectro a 3-dimensoes e Kampe de Feriet [5]

e Batchelor [6] utilizaram um "tensor espectro" ¢..

i3 obtido por trans-

formada de Fourier da correlacio dupla da velocidade.

A turbulencia & um problema essencialmente estatTstico do mesmo ti-
po que se encontra em mecanica estatistica, pois & um problema de distri-
buicac de energia para um nimero infinito de graus de liberdade.

Como na Teoria de Maxwell, este problema pode ser interpretado por
consideracoes de similitude descritas por Heisenberg [4] .

As defini¢oes de espectro ou de funcio de correlacao que dependem

do tempo mas que nao mudam de forma s3o chamadas "self-preserving". Von
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Kayman e Lin em [7] e Stewart-e Townsend em [8] discutem este problema
em detalhe,

Corrsin [9] estudou o caso de flutuacoes de temperatura num cam-
PO turbulento isotropico e homogenio para um fluido incompressivel.

0 estudo de campos de pressdo & importante para fazer a relacao
entre as funcoes de correlacio de Euler e Lagrange e portanto para o pro-
biema da difusdo da turbuléncia. Algumas referencias sobre este problema
s30 [10], [11] e [12] .-

A definicao de isotropia local, importante para o desenvolvimento
da turbulencia, foi introduzida por Kolmogoroff [13], [14] e [15].

A hipotese de Kolmogoroff & a seguinte : para um nimero de
Reynolds grande, a turbulancia num dominio bastante pequeno de um movi-
mento turbulento arbitrario tem uma isotropia local.

Kolmogoroff tambem apresentou duas hipoteses de similitude e es-
tabeleceu uma lei : a Tei de Kolmogoroff cuja interpretacio mereceu mui-
tas publicacoes pois esperava-se poder concluir dal alguma coisa sobre a
regutaridade global das solucoes das equacdes de Euler e de Navier-Stokes,
Exemplos de referéncias que estudam estes problemas sao [16] e [17] e,
no que respeita a regularidade [187 - [293.

Resultados ligados aos obtidos por Kolmogoroff foram dados por
Onsager [30] e Batchelor [31] e [6].

Lin em [32] e [33] estuda a relacaoc entre a viscosidade , & con-
veccao e a instabilidade.

Uma outra forma de abordar os problemas da turbuléncia, fazendo
uma descripcao do campe de velocidades u(x,t) do fluxo turbulento usando
funcionais caracteristicas $L6(x,t)] da medida e s e descrita nos
trabalhos [347] - [36] . A equacao de Hopf € uma equacac linear em deriva-

das funcionais associada a uma equacio de evolucao nao linear. Ela des-
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creve a evolucao temporal dos campos estocasticos. A discussao matemati-
ca das solucoes desta equagdo no caso estacionario foi feita recentemen-
te para o caso bidimensional nao viscoso [37] - [39]. Estes resultados
mostram que existe uma possibilidade de construir em hidrodinamica medi-
das correspondentes as de Gibbs que estao na base da mecanica estatsti-
Ca.

Estas medidas foram introduzidas originalmente em [40] e [41].

0 estudo dé% propriedades ergodicas deste fluxc e um problema in-
teressante e ainda em aberto.

A partir de resultados sobre o modelo de vortex apresentados em
[3] e [42], obteve-se em [38] e [39] medidas invariantes do tipo de
Poisson para o fluxo de Euler, com aplicacées interessantes para o gaz
de Coulomb classico bidimensional e pars a téoria de campos de Sinus-
-Gordon. Ver [46].

No entanto, as propriedades matematicas sobre a interpolacao de
uma transicao de fase ainda estdo por estudar. Nos Ultimos anos, tem-se
desenvolvido o estudo de "solugGes classicas caoticas" de equacBes ndo
Tineares tais como a equacao de Navier-Stokes e, de uma maneira mais
geral o estudo sobre a origem de fenomenos de turbuléncia com uma estru-
tura de quasi-periodicidade (Landau e Hopf) ou francamente estocastico.

Sob este novo aspecto, o problema particular das equacoes de Navier-
-Stokes foi estudado apenas indirectamente: ou por um estudo detalhado
das equacoes truncadas (3 mddulos, modelo de Lorentz) ou como um pos-

sivel caso particular de teorias gerais sobre sistemas dinamicos.
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111, 2, HIDRODINAMICA ESTATISTICA DO FLUIDO DE EULER BIDIMENSIONAL.,

111, 2. 1, EQUACAO CLASSICA DE EULER BIDIMENSIONAL E SUAS QUANTIDADES
CONSERVADAS .

LEMA:  No caso bidimensional, {g = R%) a condicio de incompressibili-
dade {div u = 0, u regular) e localmente equivalente a existencia de
uma funcdo escalar ¢ tal que
— = ...i .—a =| - 4
u=v ¢ com ¥ = ( , ax1)_( 82,01) .
Prova: Seja u=(u?, u2) . u1(x1, XZ)’ uz{x1, xz), e u regular.

d
Se u tem a forma V¥ ¢ , entao

: 9 P 3 3P
div u = {- )+ (=) = 0.
BX, 3% 9%, ax

Se div u=0, vamos ver que se pode construir um escalar ¢ tal

(.3 3 : L 00 _ %Y
gue u = ( T T ) , ou seja, u,= e @ Ups e
pa 1 2 1
Defina-se

Entao,
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2 2

X
0 Xo) = Us(X, 5 Xp )-f 2y
o 1 2 VAN 0, X, 3%, (x1, yldy =
2
X
4 3u
= Uy(X, o Xp )+ 2 _
2 1 02 XD "gy“(x1 ] Y)dy -
2

= U2(X19 xz)s

- ‘ 8U, I
utilizando a igualdade o, + %, = 0 .

Alem disso, o

Xy xz) = - u1(x1, XZ) .

Introduzindo este esclar ¢ na equacac de Euler classica

U= -{uv)u -V em que 8y = . , Obtem-se que

at

o

L L L

Vs (V@V} Ve-Vp

oy

na qual se pode eliminar o termo em p por aplicacao do operador rota-
Ll
cional a ambos os membros da igualdade e atendendo a que Vv v=0. Obtem-

-Se
6o Lol 1
b,V Vs - v (V@) V)

L1
Sabendo que v vV = A e o operador Laplaciano em 322, vem que




L
= -~ VI(v.v ) vp]

ou ainda

L
8y &= V.V Ap

ER
pois (vap)(Vv wp) = 0

Esta Ultima equacdo ainda € equivalente a

il
8y p=V . VA \ (1)
e - — J.
Seja @ uma solucae classica da equacdo (1) e seja U =V @ .
A L
Entao 8y Vg =V 3y U
L oL
w ’(}t‘? Vv o =
1
¢ -V [(ue9)u]

L
isto e, feb, we(u.v)u satisfaz a equacao v f = 0,

Obtem-s5e entao o seguinte

Teorema:

u e uma selucio regular da equacao de Euler em H%z :

L
3y U= - (u.v) wvy , divu =20, sse u=vq, u=(u?,u2)=(~32m, a?w) em
4
que @ e uma solucao regular da equacao 3y M=V @. VAP
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NOTA

pe .. . 5 g 2
Se A e um dominio arbitrario bidimensional, A < R , com fron-

1

teira an de classe C por bocados, a equacao de Euler toma a forma

8y U=~ (uv)u-f
rot f =10
divu=0
em que f = (f1, f2) e uma forca e rot f = - 8, fy + 8, f,

e tambem e possivel utilizar a transformacio u = vlw, impondo que =0
sobre 34 sendo (1) a expressdo da equacdo de Euler, para a qual ¢ &

uma solugao regular.

Considerando as solucoes classicas que sao nulas no infinito,

isto e, u e ¢ tendem rapidamente para zero, pode-se definir uma

quantidade habitualmente chamada de "energia" e definida por

Eal fuz dx =
2
= ol vt )% dx -
1 2
" JT(a, @)% + (34 ©)°7 dx =
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fue se prova ser invariante, pois

g _ .2 [ 2oppdx - l—j A @ dx =

dt 2 at 2 3t

at

i

»jnpvlcpvmpdx

Fazendo uma integracac por partes, possivel porque o{x} - 0 quando

|x| » =, vem que

3E L fvp. vho se dx = 0 pois Vo Vi = 0
5t

Existem ainda outras quantidades invariantes para o fluxo de

Euler, dependentes de rot u e definidas por

S¢ =) f (rotu) dx , fe¢ 62(R )

entre as gquais

s - [{rot u)
2



# que se costuma chamar "enstrofia". Com efeito, utilizando (1),

dS
[ £ (). Vi vap dx =

dt

- JFU (sp) Ve vap dx

onde se realizou uma integracao por partes. Atendendo a que

vlaw. Vap = 0, obtem-se que

ds
X 0
dt
ds _
e ainda que —— = 0, pois & um caso particular em que se considera
dt

f uma funcao quadratica do rotacional da velocidade.

Temos assim o seguinte

TEOREMA:

Se u e uma solucdo regular da equacao de Euler em R? e

u=ve, as quantidades seguintes sao conservadas (ou seja, sdc inde-

pendentes do tempo):

1t

i) a energia E= l—j u? dx
2

L flvbel® ax
2

1t

- l-j © A @ dx
2
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ii) a enstrofia S = — [{rot u)

1
2 2

iii) as quantidades Sf = [ flap) dx, fecC

29
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111, 2, 2, EQUACAO CLASSICA DE EULER NUM QUADRADO COM CONDICOES

FRONTEIRA PERIODICAS E SUAS QUANTIDADES CONSERVADAS

Seja A=[0,2¢] x [0,2n].

Estudemos as solucoes regulares da equacdo de Euler em A :

5 L .
— HNp = V VA
ot ’

com as condigoes periodicas seguintes:
w(x1’0) = w(x1s 2“)
@(U’Xz) = W(Eﬂaxz)

para todos os tempos t, Togo o = @(x,t) , x = (x1,x2) €4, t€R

Temos que
faA udl = 0

e que

IA rot udx = 0, isto e IA Np dx = Q.

Como @ & regular, admite um desenvolvimento em série de Fourier:

sp(x,t) = ? L oo K (t) ¢ K.x
2o ke7l

em que k.x representa o produto escalar dos vectores k e x.
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A condicao Jybedk =0 da np(t) =0
Togo,

ik.x

A @ (xg5t) = A n (t) ¢

Se considerarmos o desenvolvimento de ¢ , obtem-se

o(x,t) = —— 3 W (t) kX
2n  kem?
e
8o(xgt) = —— x (k%) W (t) ¢k
2n ke7Z

Assim,  -K2 W (t) = n (t) , kA0 .

Podemos tomar wo(t) = 0 , porque nao altera o valor de ap e
assim nao varia as equacdes de Euler. Esta condicdo & equivalente a jA

rot u dx = 0.

Como a velocidade usvlw = rot @ e uma funcao real, devera veri-
ficar-se a condicao

rot ¢ = rot o
que se exprime em termos da serie de Fourier por

W = W-k
A equacao de Euler (I) toma entdo a forma

k” d_ wo=— = (hl.h")(h
2 h+h'=k

2 .2
-h %) Wy W




a2

em que hl = (-h2 " h1) e onde se fez intervir a anti-simetria em h e h'
.l. 1 ] I
de ™ h' = h1 h2 - h2 hj a

A energia E e a enstrofia S sao dadas respectivamente por

que sao finitas. Por exemplo se W > 0, |[k| = = , mais fortemente que
todo o inverso polinomial.

Estas formulas podem ser provadas utilizando a definicdo de E e
de S e o desenvolvimento de Fourier.

Assim, ficou demonstrado o seguinte

TEOREMA: Se u e uma solucdo regular da equacao de Euler em

A=[0,27] x [0,27] , no sentido de que u=V L @ e - p=V & VAP,

at
w(x1309t) = w(X1, 2“: t) s W(Osxzat) = w(zﬂs Xzs t) e IA rot u dx = Us

entao

1
>

2 k€722
k#£0

w(X,t) = wk(t)

e 0s coeficientes wk(t) sao solucoes da equacgao

2 d
k — Wk‘:

(') (h5h'2) w W
dt

1
—— z \
2 h+h'=k h

I
em que h =(-h,,h,).



A energia E e dada por,
E =-1_ E k2 Iwklz &
2 k
a enstrofia por,
2k

e estas quantidades sio conservadas e finitas se 5 K2 |wk|2 <o e

s K |wk|2 < = respectivamente.
k
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111, 2. 3, 0 OPERADOR DE LIOUWILLE DA EQUACAO CLASSICA DE EULER

Introduza-se o espaco ¢ das sucessoes

| Wy }  tal que
b= w= (W Y| w =W, . KEZS kA0
com w 22 + C e definam-se as

funcoes Bk E D(Bk) + C

! 1 2 .2
w =+ B (w)= 5 (h™ . h*Y(h"<h'")w, w_,
k 2k%  heh'=k h "h

em que D(B,) e um dominio contido em ¢ tal que B (W) <=, weD(B,),
por exemplo, 0 conjunto das sucessoes que convergem mais rapidamente pa-

ra zero que todo o inverso polinomial quando |k|+ « .

Com ht . h' =ht . k  (pois h+h'=k) e

hz-h'2 = ~k2+2(h.k), pode-se exprimir Bk por
_ 1 1 1 1
By (w) = £ [ —— (h™ . k)(h.k) = — (h~ . K)J w W _,
2k 2
onde se eliminou h' fazendo h' =k - h .
9B
Atendendo a que k (w)=0 (porque B, nao depende de wk), ob-
AW
k
tem-se que
oB
b k =0, k(—:7.z2
k Bwk

2 } tem divergencia nula. A

Logo, o vector infinito B={Bk, Ke7Z
partir da definicao de Bk, pode-se reescrever a equacao de Euler sob a

forma

d
— W = Bk(w) keZZ™, k#0.

dt




Defina-se Bezx 5 Bk(w) 9
ke 7Z awk
k#0

como operador.

Considere-se o espaco FC‘| de todas as fungoes f definidas para ¢

e tal que

f(w) = f (wk1""wkn )

para alguns kT"“’ kn’ neN , feté como funcao das variaveis reais

Re Wi oo Jm Wis s i=1,..., n .

B e bem definido em FC1, porque se f€ FC1, I Bk(w) Dt B
kEZ awk
k#0

finito de termos diferentes de zero.

A B chama-se operador de Liouville da equacao de Euler.

0 facto de que 3Bk 0 da

awk
divB=¢%x y =i'Z 0
keZZ awk

k#0

Logo, B tem divergencia nula.
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111, 2. 4, MEDIDA DE GIBBS PARA A EQUACAO DE EULER, DADA PARA
A ENSTROFIA .

Seja HS um espaco complexo de Hilbert de sucessoes WE{Wk}k>0 R

para o qual a forma sesquilinear

ke7Z
k>0, k#0

define um produto escalar sobre HS e onde a condigcao sobre o indice du-

plo k=(k,,k,) > 0 se interpreta como k, > 0 e k, >0, w=(w) e e=(¢}).

Sendo y> 0, notar-se-a HYs 0 mesmo espaco com o produto inter-

no definido por

(W,C) = ’Y(W,E)
HyS HS
Seja qu a distribuicao normal standard associada ao espaco de

Hilbert HYs e EY a esperanca matematica associada a dy

Entao,

. 1
Eyexp(1(w,W)HYs)) = exp(- e v(w,W)HS) » VW EH

n

exp(- 1 (wuw) )
2

Hys

uy interpreta-se como sendo uma medida de probabilidade sobre um espaco
compacto, Xs » que contenha HS como um conjunto denso de medida nula.

A construcao explicita de um processo aleatorio indexado por HYS



<

podera ser 0 seguinte:

Seja (Xs’“Y) um espaco de medida dado por

emque €= ¢ U{w} & o compatificado de ¢ e qu e uma medida de pro-

babilidade sobre € tal que

ke7Z

| k>0, w=lwl oW = x o+ iy

exp(- —~%—- Yk4|wk|2) dx, dy, .

Assim sendo, HS e um subespaco de %e (para a topologia produto de

xg Que faz de Xg um compacto), mensuravel e tal que N (HS) =0e

Com efeito,

du (w)= Iduy (w ) = il e e dw, .
Hg v Hg v oK He ko0 vk k

Seja Hy = {weH , ||w||Hst N3. Entdo HycHy , e Ho=y Hy . lTogo



IH qu(w)= Liﬂm IHN du, (w)

Fazendo z = V?'hz Wy

1 4 2
2 T -1 "TYk |wk] B
j I (_4_) e dwk—
HN k vk
_ 1 =Z|2 _ 1 N2
Ly T TR g 1 T
2n H 2m

Togo

u, (B = Timofy du (w)=0

De acordo com [43], pag.64, “y(xs)=1'

De notar que para k # k', We € W tem distribuicoes normais
independentes. Cada uma delas e de esperanca nula, EY(wk) = Ey(wk.)zo,
e a covariancia e nula, EY(wk wk.)=0 58 ki# k'

Ainda pela invariancia de'Wk e w, . se obtem que
Ey(wk wk.) =0 se k#k
enquanto que

Ey(wk W, ) =

|

~No
=

=
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0s resultados obtidos podem ser formulados no seguinte .

TEOREMA : Seja HYS 0 espaco complexo de Hilbert de sucessoes w=(w,),k>0,

k
I
com produto escalar (W, W)=y = Kk W, W
ek MR

k>0

Seja ny a distribuicao normal standard associada ao espaco HYS .

Entao uY pode ser realizada como a medida de Gauss

2n y=1 1 4 2
du (w)= I ( )7 exp(- = vk |w, |©) dRow, d I w
O e > k e¥ 4 In¥y

+

7%

para ( , com

N e a "medida de Gibbs para a equacao de Euler dada pela ens-

trofia", porque formalmente

em que N e uma constante de normalizacao, e S a enstrofia.
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ITE: 2 5s O OPERADOR DE LIOUVILLE ASSOCIADO A MEDIDA DE GIBBS.

Mostra-se que o operador Bk definido em I11.2.3. e um elemento
bem definido de LZ(HY).

Seja

BE(w) e um conjunto de funcoes py-mensuréveis sobre (xs, “y)'
Prova-se que convergem em LZ(XS, de) = Lz(d“y) para Bk(w) quando n ten-
de para infinito, logo, Bk(w) e uY—mensuréveT e esta contido em L2(qu).

Com efeito,

n2 &0
EY([Bk| ) = EY(Bk ’

= £ (;}z (k) (h.k)- L (hi.k))(fg(h'l.k)(h'.k)- L nt)).

he 2 2

<n

h!zfn

B W W W)

onde

E'Y(wh Wk_h whl wk_hl) =

-2 -4 -4 -2 . 4 -4
=4Gh,h' vy = h™ 7 (k=h) + 46h,k-h' vy © h'(k-h)

Togo
e 1819 e 8 T (hhP(hk)? v n (k)
hto K
h#k



ou seja,
E(IBI%) c8v2x  (ken)t,
Y h#k
h2>n

Do mesmo modo, se m < n , obtem-se que

E(I8) < BY|%) <8y %5 (k-n)
v B h#k

h2>m

Isto prova que BE converge em Lz(d“y) para Bk(w) quando n ten-
de para infinito. Logo, Bk(w) e uY-mensurével e pertence a L2(qu).

Pode-se entao formular o sequinte :

2

+

TEOREMA: Seja para k€7.° e w € supp N

1

n _ 1 i 1
Bk(W) = % [ ;2- (h .k)(h.k)" E (h .k)] Wh Wk_h .
h™<n
hez?
+
~ n z n 2
Entao, B €L (“Y) e B converge em L (“Y) para um elemento

B, de LZ(UY) quando n tende para infinito. D

Considere-se agora o campo vectorial

B=2% Bk(w)--— s W E supp u_.
k>0 aW, i
B esta definido em FC1 e chama-se operador de Liouville associado
a medida de Gibbs.
A definicao de B pode ser estendida a um dominio maior. Seja PO

fecho em Lz(uY) dos polinomios em w, de grau <m e seja P= U ﬁ . Para

41



todo p > 0 temos que P c Lp(uy). Alem disso, B € P, . Logo, pode-se

alargar o dominio de B ao dominio D(B) = P U FC'

Este resultado pode ser formulado no seguinte

TEOREMA: 0 operador de Liouville

B(w)= % (W) =— , we supp u
k€722 k awk %

associado & medida de Gibbs y_ & bem definido no dominio D(B)=P U Fc!,

denso em Lz( L ), onde P = H P, Pm representa o fecho em L2(uY) dos po-

Tinomios em w, de grau < me F¢! sio as funcoes cilindricas de base C;
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111, 2, 6, INVARIANCIA INFINITESIMAL DA MEDIDA DE GIBBS

Tendo B uma divergéncia nula (como se viu em 111, 2, 3,) e
sendo a enstrofia, S, um invariante para todas as solucoes classicas da
equacao de Euler, espera-se que a medida UY seja uma medida invariante
para o "fluxo de Euler" induzido por w,(0) - wk(t) em que wk(t) e a

solucao da equacao

——d—wk = Bk(w) ; k6722

dt
com a condicao inicial wk(O) pertencente ao suporte de N

Formalmente, tem-se que

du (w) = Const. e~ n o dwy
Y

n dw, =(Z 2, Bk) i dwk=0 (no sentido de que 9 ¥ 7 dwk= 0,

dt k>0 ¢k aw, k dt ~ k>0
para todas as funcoes f € FC1 independentes de t).

Se My for uma medida invariante, utilizando o metodo de
Koopman-von Neumann, conclui-se que a transformagao w(0) - w(t) induz
2

(

em L (xq» qu) um operador unitario fortemente continuo, uy, tal que

Seja H o gerador infinitesimal de Uy » de tal modo que

ut=exp(1tH).
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Entao, para toda a funcao f € FC1, obtem-se por um lado que

d .
. Fw(t)) [ g = 1 H F(W(0))

e por outro que

d ? d
— flwl(t)) ;g =2 == fW(0)) == w(t) =
dt " |t=0 koW, W dt "k :
2 e F(07) B, (w(0))=
k W
= B f(W(O)).

Logo, devera ser iH=B sobre FCT. Ou seja, podera considerar-se

B como sendo a expressao infinitesimal do fluxo dado por u, em LZ(duy).

t
&ponuouw’invariantelxra a transformacao w(0) - w(t) dada pelas

solucoes w(t) = (wk(t)) de equacao de Euler com a condicdo inicial

w(0) € supp u » entdo em particular (f, u;g) = (f,g) para todos

os f, g€ Lz(duy) , logo

d : 1
g (f, uy g)lt=0 = (f, 1Hg) =0 vgeFC

Entao, fazendo f= 1L € L2(qu), gEFC1,

i Bg de = 0
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0 problema de provar que efectivamente u e invariante, e muito
dificil. Esta discussao faz ver que e natural introduzir o conceito me-
nos forte de "invariancia" infinitésimal".

Se u e uma medida de probabilidade, dizemos que u tem uma "in-

variancia infinitesimal" (relativamente a equacdo de Euler) se

[Bfdu=0
para todas as funcoes f € FC1 ;

Tambem se pode exprimir esta propriedade utilizando o operador
adjunto B* de B em L2(qu). 0 dominio de B* e o conjunto das funcoes

g € L2(de) para as quais existe h € Lz(qu) que verifica a igualdade

(g, B f) , = (h, f) v f € D(B)
L2 12

A equacao

[Bfd =0 , v feD(B) = FC'

implica que 1 € D(B*) e
(B* 1, f) = (1,Bf) = [Bf du =0, v ferc.
Como FC' & um conjunto denso em LZ(uY), conclui-se que

B*1 =0

Vice-versa, se B* 1L = 0, entao



B*1L , f) =0 e

1]
(=}

fBfdu=(B*1L , ") , v feD(B)

ou seja
I &1 qu = v f € D(B)
e equivalente a
B* U =10.
Assim, fica demonstrado o

LEMA: A invariancia infinitesimal de Mo

[ Bf qu =0 vfe Fe! , e equivalente a B* 1L = 0 em que

1L e a funcao identidade de Lz(duy).

Agora ha que provar que by tem a propriedade que B* 1L = 0.

Para isso, temos que calcular B* , sendo necessario calcular

g : 3 *
primeiro (—?ﬁﬂ:)
Seja A =

~
o

awk

e Ek 0 vector unitario na direccao da coor-

denada k.

Se f, g e Fc! , entao

46
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—
-y
=
[{a}
(=8
=
1]

(f, Ag )

onde

Fazendo a mudanca de variaveis

w=w -t ek i obtem-se

(f, Ag) ==L [T (w'- te) glw') du_ (w'-te
dt
em que
du (w'-tek) = de  (w')
du_ (w')
ou seja
di " =te . Yk4t2 'yk4w' t ek
Y k 2
—_— e e
d 1
uy(w )

Obtem-se entao que

47



1 it

-7 vk 't Ykﬂ'w'tek

48

(f, Ag) = —— [ F(u'-te, )g(w') e e du, (') | g

dt

af( I) ] I 4 ] I I
= f - ;;Fi}—-g(w )qu(w ) + [ k'w K Fw )qu(W )

*

Pela definicio de (——) vem que

awk

9 e D £\ F
J ?.EW; g qu == ( awk) g qu

Entao, comparando estas duas Ultimas igualdades, conclui-se que

( 3 )* - . ] i 'quwk

Sendo g € FC‘I tal que gw_p € L2

(UY)

considere-se

af
Bwk

) =x ()7 B (W) g.f) -

L (g, B (w)
[klen

[k]<n

) 4
= - X ( g Bk(w)g,f) + ¥ (vyk Wy Bk(w)g, f)

[k[<n [k|<n

Logo, atendendo a que

lim r oy & W, B (w) = 0,
n - |kl<n



tim = (g8, 2y = vim = (2B (w) g, )

n>e [kj<n M e |k]<n Mk
Mas como
8 5 . 3B 3 n
aw Bk g = Bk w97 ( oW Bk)g
k k
e

Obtem-se que

lim ¥ (g, B —— f) = - Tim ¥ (B, -

K g, f)
oW, o [kien © oW

n+m|kffn

e logo

(g, Bf) = -(Bg, f) .

tste resultado pode-se entender, por continuidade, a todo
g€ FC1 . Logo B*> - B.

Mas, & € D(B)=FC' e B 1L - 28, (w)

Bwk

0 que permite concluir gue

u
L}

B L = B 1L

49
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Pode-se entdo enunciar O seguinte

TEOREMA: A medida de Gibbs u_ » associada a equacao de Euler e infini-

no sentido de que [ Bf qu =0, veftf FCl, em que

tesimal invariante,
B & o operador de Liouvitle.

De modo equivalente, B* L= 0, em gue B* & 0 adjunto de B em

Lz(qu)-

Verifica-se a inclusao B* = - B, tsto e, A=iB & um operador si-

metrico em Lz(duy).
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111, 2, 7. A ENERGIA RENORMALIZADA

A energia para o fluxo classico de Euler era definida como

E_(w) & uma sucessao positiva, crescente, de limite formal E
quando n tende para infinito

Tem-se que

£, () (w)= LY :
k™ <n

2 2
k |wk| duy(wk) =

51



Entao, pelo teorema da convergencia monotona temos que E=sup E ¢ L1(duy).

Logo,
Tim [ En(w) qu(w)=w .

N> c

Considere-se entao a expressao

:En:=l
2 szn

e calcule-se

Entao

f(:E,0)% du (W) =

£ (K w]? - L)
Ykz

. st 5 f(k2|wk|2 - _1_2)2 d”y(wk)
2 2, .
2
2|w, |
SR S (3 A ———
2 2 2 y
) 4 8 1 2
=~ (K =g+ -=. —
2|< vk vk Y vk
fn
cd 5 A Y<w
2 2
<n

r . @
.En. € L (qu)-

Temos tambem que | B qu =0 .

52
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Um calculo andlogo permite verificar que dado ¢>0 existe N(e)

tal que

d
uY<C
quando n, m > N(e).

Isto e, quando n tende para infinito, :En: € uma sucessao de
Cauchy em L2(duy) e converge para um elemento :E: € L2(qu).

De E ( :E_:
Y

o ) = 0 obtem-se que Ey( :E: ) = 0.

Pode-se escrever que
1 2 2 1

Er o= =3 (K |w, | - J

2 k k Y

no sentido da convergencia em Lz(uY) e :E: chama-se a energia renor-

malizada.

Estes resultados podem ser formulados no seguinte

TEOREMA: A energia renormalizada associada a medida de Gibbs N existe

. como um elemento E(w) de Lz(uY).

Ereselim 4oz (6w [P - ),

n>e 2 |k|<n vk

| em que s-1im significa 1imite forte em L2 (UY)'
:E: tem uY-medida zero, Ey(:E:) = 0.

A energia E(w) definida como o sup En(w) e pY-quase—seguramente

igual a +«=.




111, 2. 8. MEDIDAS DE GIBBS PARA A EQUACAO DE EULER DADAS

PARA A ENSTROFIA E A ENERGIA RENORMALIZADA

Considerando agora a funcao

tEr(w) =

.E:(w) & uma funcao quadratica do campo aleatorio w = {w.

WE(XS,UY) e

B ? 2 1
ofF - B s(kCw, |© - =)
BB gy (w) - Se 230 M T ()
em que
dy (w) =T du k(w )
Y 2 Y k
keTZ
+
1 4 2
" - vk w |
dy k(wk) = (21_) L Z k dw),
i 4
Yk
Como | e'B:E:(w) qu(w) <o se p>0 entao,

para >0 e v > 0

-p:E: 1
e €L (qu),
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e uma medida de probabilidade absoTutamente continua em relacio U

Seja Mg v a8 medida de Gibbs dada para a enstrofia e a energia.
FormaTmente, Mgy tem densidade e~ BE e Ys a "medida de
-]
Lebesgue" n dwk .
2
ke7Z
k£0

Inversamente, tambem N e absolutamente contTnua em relacao a By Togo,

e sao equivalentes |,
B,y iy q

Se vy A y' oy

e
BsY

X sao medidas disjuntas, sendo me -
L]

didas normais com covariancias proporcionais a y“1 e y"1 respectiva-

mente, com y # y°

Prova-se que a medida de Gibbs e um invariante infinitesimai

k]

para o fluxo de Euler, no sentido de gque

[Bfduy =0,

]

E preciso mostrar que

JBf eBE: du, = 0

ou seja que ( e"B:E:u , Bf} =0 para todo feFC!

Isto equivale ainda a provar gue
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Be BB _ s Bk-—i— e 2 jesn Yo Z
k Bwk
. -
pois ¥ B, k" w = 0.
2 k k
k <n

Entao tambem B* e'B:E: = 0.

sE

Atendendo a que (e-B:E "1, Bf) & o limite de (eP*Ent 1, BF)=0

quando n tende para infinito, conclui-se que

Temos assim o

TEOREMA: Para todos p >0 e vy > 0,

s3o medidas de probabilidade, absolutamente continuas relativamente a u .

Ly para y # v'

UB:Y BISYI
Mgy sao infinitesimal invariantes, no sentido de que
1
B f =0 , v feF P .
f dug efFc' U

Alem disso, B* e'B:E: =0 .
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111, 2, 9, EXISTENCIA DE UM FLUXO EM l_2.. RELATIVO A MEDIDA
INVARIANTE ASSOCIADA COM A EQUACAO DE EULER
Tendo construido a medida de tipo Gibbs u comc foi feito no

B,y
capitulo anterior & natural perguntar agora se serd possivel associar
um fluxo estocastico ligado @ equacdo de Euler isto & uma aplicacdo de-
finida no sup y

e com valores no mesmo dominio para o qual seja

By Byy

invariante.
Formalmente

-1 BrE(u): -y S{u) T d(rot u)
By XEA

que deveria ser invariante pois e construida com auxilic dos invarian-
tes £ e S para o fluxo classico da equacdo de fuler. Mas este argumen-
to formal poe de parte o facto de que a energia nio normalizada & in-

finita para quase todo u com respeito a medida u , isto e, os teo-

By
remas de existencia de solucac com base em condicBes iniciais de ener-
gia finita nao sao aplicaveis neste caso para a construcdo do fluxo.

0 operador de Liouville B & um candidato natural para gerador
de um fluxo estocastico pois, de acordo com o resultado do Ultimo capi-
tulo, a medida de Gibbs Mgy e infinitesimal invariante no sentido a7
especificado.

Em particular, pode-se perguntar se se pode passar desta inva-
riancia infinitésimal 3 invariancia de Mgy > OU seja se iB admite uma
extensao auto-adjunta tal que o grupo unitiric associado Ut e tal que

(U, £)(u) = Flo,(u))

para quase todo 0 u e em que Oy e uma aplicacdo no supp Mg,y que pre-
3

serva a medida.




Para este programa de construcado pode-se pelo menos realizar a
primeira parte, quer dizer pode-se estabelecer a existencia de uma ex-

tensdo auto-adjunta de iB do seguinte modo:

Defina-se para feLz(uB )

J f(w) = F (w)
em que (W)k = W—k e w=(wk)

Entio J% =1 . Como J @ antilinear, entdo J & uma conjugacio

em Lz(duB’Y) .

Consideremos agora o operador de Liouville B e o operador A=iB.

A & simetrico (111, 2. 5) e alem disso, JA = AJ, logo A & real
com respeito a J.
Entao, por um teorema de von-Neumann (ver por exemplo [44]

pag.143), A admite pelo menos uma extensao auto-adjunta X para a qual

Jk=%4.

tl

Utilizando B = -i X, pode-se gerar um grupo unitario, e~ ,
que e fortemente continuo em Lz(d“B,Y) .

Assim temos o
TEOREMA: 0 operador de Liouville B e tal que tem uma extensao B para a

* -
qual B- - %em L2( U ), K= ¥ & um operador auto-adjunto em

Bsy
) e et'g e um operador unitario fortemente continuo tambem em

b




Falta ver agora que este grupo unitario & induzido por um gru-

po de aplicacoes u, _- mensuraveis 941U = Uy Ou seja por um fluxo .

Bsy
Um resultado deste tipo pode ser obtido para uma equacao de

Euler truncada. Especificamente, omitem-se na equacao de Euler

B, (W)= — = (ht.h') (h2-h ) W

9, W
t ok ek’ heh'=k

todos os modos de energia maior que N ou seja considere-se

N 1 dos s xril 1 8
Bk(w) = E;? 22 (h=.h')(h“=h %) Wi W

h~<N
h+h'=k

e introduza-se uma aplicacao sobre FC1 definida por

N

Bk converge para Bk em L2( ) quando N tende para infinito de analo-

Y.y
gia com o que foi demonstrado em III, 2, 5.

Assim como §Nf tende para Bf quando N tende para infinito, em
que f e uma funcdo cilindrica arbitraria, pois a soma que define g
tem um numero finito de termos.

Note-se por wN as solucoes da equacao de Euler truncada, isto

e para k2 > N fixa-se

59
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Como BE(WN) ¢ dado por uma combinacao linear finita de produtos

de WE , wﬁ. de coeficientes finitos, pode-se invocar teoremas de exis-

téncia para sistemas de equacdes diferenciais ordinarias para estabe-
lecer a existéncia global de solucdes do problema com condicdes ini-
ctais.

Nt)

Defina-se N ta) que @ﬁ(wN(o)) = W

t
em que N o fluxo da equacao de Euler truncada, ou seja @2 g um

grupo de transformacoes gque deixa invariante Mg

3

Defina-se um operador

f € FC1UP e estendido por continuidade a todo o f

B,Y)'
[ facil ver que Uﬁ e um grupo unitario, gerado

mw su
co € pp UB,Y ’

pertencente a Lz(u

por EN e tal gue para todo o elemento f € FC1UP

d N =N N
(U f)(w) = (BT f)ley (wW)) =
it t W @t W
=N 3 N
k<N awk(t)

f(w) = e , € R, ke N.
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A algebra destas funcoes e densa, em FC1 para a norma do su-

2
premo, e em L (UB,Y).

2
Por um lado, se g € L (”B,Y)

[(a:foe)| < [lally Il foegll, = Ilsl

onde. se usou a invariancia de para o fluxo ¢¥ :

B.y”
Por outro lado, para todo t'> t

. N . N
jow, (t')  dow, (t)
N & k s k _

5

N
Ut'f -Uf

n
—
B
[}
(o
w
1

logo

o
[ g™
-+
]
e
&t =
-+
o

A

< U@ NN, as
t 3

onde
iawN(s)
k

(B ) (M) = 1 a By (W'(s)) e

Ent3o a norma desta expressao e evidentemente
=N N N N
1B o o |1, = lal 18 o el

em que se pode omitir a aplicacao ¢N no lado direito desta expressao

pela invariancia da medida, obtendo-se
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| Broshlip=lal Iley 1l

Pelo que foi dito, o lado direito desta expressao converge

em L,(u, ) para 18,11, e portanto em particular I\EEfo@EIiZ < ck|a|

BaY
com ¢, independente de s e N.

Ou seja, pode-se agora escrever

"

ol el £, < (et ol |

||_§_ e'iuwN(t

= W, < lalg

Isto implica que a familia {fo¢§ , feF) de aplicacoes

em L2(u8 Y) equicontinuas uniformemente limitadas (por 1).

Logo {{g, fo¢Nt), fer , g€1_2(u8 y)} g uma familia de aplica-

cGes de R em ¢ equicontTnuas uniformemente limitadas (por || g|l,).

Nestas condicOes se N - =, existe uma subsequencia (q,fo¢§)'que

tende para (g,f(t)) para tode t € Q (compacidade fraca}.
Ent3o, pode-se aplicar o teorema de Ascoli-Arzeie a familia

{(g, fo$¥), feF, ge Lz(u )] para t € [a,b] e -=<a<b< + = , que se

8.7
pode considerar como uma sequencia indexada por N para a qual existe
uma subsequéencia, cujo Tndice ainda se pode escrever como sendo N, e

tal que (g,fo¢§) converge uniformemente para (g o f(t)) para todo
t € [a,bl e g€ LZ(US,Y)'
Entdo, pode-se concluir, de acordo com 0S gltimos resultados

obtidos que

. -
| " (g, F(EN] < fal ¢ lall,
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e atendendo a que

N ;
Uyf - U f = fo BNs) N N (w) ds

vem que

(g, U§ F)=(g, ) + (g, [SEDI(og,(+)ds").

Quando N -» + « , obtem-se

f(s)= f + lim-fraco j N f) ( E. («))ds' .

| N o
i
’ Por construcao,
. 1GWE(t) _ N
— (g. e M og = 19, w (1)

| Utilizando argumentos semelhantes, conclui-se que (g, wE(t)) converge
em subseguencias para (g,wk(t)) para algum wk(t)ae Lz(p8 Y) e que (g,J“wk(U}
N Ny
Jow (1) 18w (t)

quando N » « & uniforme em a (pois|(g )| <

<llall Il , lo-al

N
<llsll, Il ls-l

| . N

N -Iawk(t) _
e (g, e ) e uma familia uniformemente limitada).
i
Entao
_ 5 1awE(t) _ )
20, e N <t oo
l -
= (g, F(t))|




Obtem-se entao o seguinte

TEOREMA

Seja BE a aproximacao de Galerkin de B,

0 fluxo ¢¥ associada a aproximacdo de Galerkin da equacao de
Fuler deixa invariante a medida de Gibbs Mg Y.Em Lz(u8 Y), existe um

N N

grupo unitario Ut com Ut f= fo¢t para todo feFC1UP cujo gerador e uma

extensao de iEN

N 2
B, converge para B, emL (uB Y) quando N - = ,

oW
Existe uma subsequencia de N tal que para f=e fo¢t converge

fracamente em Lz(u ), uniformemente para todo o t pertencente a cada

By
compacto de R, para ?(t)eLz(uB Y).

Alem disso,

-

LN (g, F(t))= 1im . (g, fo¢¥) para todo g € Lz(duB ). f(t) €
ot N+ « 3t s Y

solucdo da equacado de Euler, no sentido de que

£(t)=Flelim-fraco f& (BYF)(e) (L)) ds
0

N o> w

Seja Ut’ telR uma aplicacao tal que

Ut f(s) = f(s+t)

Entao Ut e um grupo abeliano a um parametro de transformacoes
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-

etB , teR e um grupo de contraccoes em L2(uS Y) :

As aplicacoes definidas por

@t(wk(s)) = wk(s+t)

formam um grupo fracamente continuo e diferenciavel de R em Lz(uB Y).

Por construcao (Ut , ¢.) e o 1imite do fluxo de Euler truncado

t)

(Uﬁ , @ﬁ). Contudo nao se provou que Uef = fo@t , € em particular que
Uy e unitario e Mg e invariante sob accao ¢, , como € 0 caso para
(U',i , ¢2 ).

Em particular, a condigcao de que iB seja essencialmente auto-adjunto
implicaria que Ut=eAt , com A fecho de iB, seria o unico grupo unita-
rio limite de UE para 0 qual eAtf=fo¢t com Mg,y e :E: invariantes
para ¢

o
Como foi dito anteriormente, a essencial auto-adjuncao de iB

ainda nao esta decidida.
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NOTA: No caso de se ter um sistema classico de um numero infinito de
particulas a uma dimensdao, pode-se provar que A g um operador

essencialmente auto adjunto [45] .

Mas, para todos os outros sistemas classicos, este problems

esta ainda em aberto.




111, 2, 10, A EQUACAO DE HOPF

Em [34] Hopf estabelece uma equacao que permite passar da
dinamica nio linear caracterizada pela equacao de Navier-Stokes a uma

dinamica estatTstica linear de um campo de velocidades.

Seja A uma regiao aberta de R", an a sua fronteira,

u=u(x,t) um campo de velocidades definido em Ax R

o(v) = f 'V gy ()

o valor medio da exponencial ew(v.u)

n) e

com v=v (x) € ¢ (o, R

(v.u) = jA v.u dx .

#(v,t) chama-se funcional caracteristica da medida u para uma

dada distribuicio do campo aleatorio u no tempo t e, derivando em

ordem a t vem que

8, ¢ (v,t) = if(v.ay u) ei(v.u) du(u)

T

Considere-se agora a funcional caracteristica da medida de

Gibbs definida no espaco de velocidade u tal que div u=0

uBsY

” (v) = J ei(v.u) &

Bsy Bsy

68




69

dependente de t pois wu=u(y,t) . Para estudar esta dependencia do tem-
po, usa-se o resultado obtido em 111, 2, 6,

B f (u) = fu)

4
dt

para £ € D(B) 5 F¢!

Sendo f = eT(V'U) € FC1 , obtem-se que

pois [ Bf duB g * 0 (obtido em 111, 2. 8.) .

Por outro lado

na qual se pode inserir o valor de 8y U dado pela equacao de Euler,

obtendo-se

& flu) = 2 (-(u.v) u- vP) dy .

dt Su

Sendo f = e1(v'u)

e utilizando o formalismo das derivadas funcionais

obtem-se que Bz o obedece a equagao
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9 62 d
340, (u)=iz fdx v(x){z — -i =P} o
oY k ko J axy ey (x)sv, (x) 8X,

P representa a pressao.

Para p = ! v(u.v)u

toma a forma de um operador linear

A esta chama-se equacao de Hopf ligada a equacao de Euler

e mostrou-se que

TEOREMA

As medidas s3ao solucoes da equacao de Hopf estaciona-

U
Byy
ria, no sentido de que as suas funcionais caracteristicas o Y(v) Sa0

L]

solucoes que satisfazem a equacao

iz [ dx v (x) {z =2 : L s P} o = O

k 3 axj ij(x) vk(x) 3X)
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Para o caso de um dominio quadrado A com condicoes 1imite
periodicas Boldrighini e Frigio construiram outras medidas invariantes
de tipo Poisson que tambem produzem solucbes de equacoes de Hopf

estacionaria [38] .
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