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Resumo

A matemadtica discreta é um dos ramos mais antigos da matemaética. Nos tempos mais
recentes sofreu grandes avangos em especial na teoria dos grafos, a qual tornou-se numa
poderosa ferramenta de andlise para entender e dar solugao a vérios tipos de problemas
complexos.

O objectivo deste trabalho é contribuir para a obtengao de possiveis relacoes entre
assuntos que a partida poderiamos pensar que sao dispares (quando na realidade néo
0 s30), como coloragao, planaridade e a existéncia de matching em grafos.

2

Esta dissertacao é um trabalho de natureza reflexiva, sobre a teoria dos grafos
onde a ideia principal passa por questionarmos e discutirmos alguns temas pertinentes,
defini¢oes e teoremas relacionando sempre com a planaridade dos grafos.

Desenvolveremos um raciocinio e criaremos argumentos que fundamentem a existén-
cia de uma relacao entre este tema e a coloracao de grafos e a existéncia de matching
em grafos, utilizando exemplos e estabelecendo relagoes de causa e consequéncia, de-
duzindo assim as respetivas conclusoes.

Por vezes, os grafos nao planares podem conter um aspeto visual um pouco com-
plexo, devido aos varios cruzamentos entre as suas arestas, originando assim um certo
desencorajamento em utiliza-los como ferramenta para a solucao de varios problemas,
quer sejam bdsicos do quotidiano, ou mais complexos das mais vastas dreas ligadas
a investigacao. Um dos propésitos deste trabalho passa por desmistificar esta ideia e
provar que existem muitas defini¢oes, propriedades, teoremas e algoritmos que podem
ser aplicados em qualquer tipo de grafos, independentement da sua planaridade.

Palavras chave: grafo planar; coloracao, polinémio cromético, arvores, matching,
grafo Euleriano, grafo Hamiltoniano, grafo mégico.
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Abstract

In recent times the discrete mathematics has undergone major advances especially
in graph theory, which has become a powerful analytical tool to understand and provide
solutions to various complex problems.

The aim of this work is to contribute to the achievement of possible relations be-
tween issues which initially might think that are dissimilar (when in reality they are
not), such as coloring, planarity and the existence of matching in graphs.

This dissertation is a work based on a reflective nature on graph theory where
the main idea involves questioning and discussing some relevant issues, definitions and
theorems, related to the planarity of graphs.

We will develop reasoning and create arguments that support the existence of a
relationship between this theme and graph coloring and the existence of matching in
graphs, using examples and establishing relations of cause and effect, thus deducting
the respective conclusions.

Sometimes the non-planar graphs may contain a complex aspect, due to the various
intersections between their edges, providing a certain discouragement to use them
as a tool for solving various problems, since the most basic daily ones, as well as
the more complex associated with themes related with research topics. One of the
main goals of this work involves demystifying this idea and prove that there are many
definitions, properties, theorems and algorithms that can be used in any type of graph,
independently of its planarity.

Keywords: planar graph, coloring, chromatic polynomial, tree, matching, Eulerian
graph, Hamiltonian graph, magic graph.
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Capitulo 1

Introducao

Em muitas dreas relacionadas com a investigacao, tais como a computagao,
a quimica, a biologia e muitas outras, e mais recentemente, a inteligéncia artificial,
existe a necessidade de, por exemplo, reconhecer objetos ou analisar cendrios. Os
grafos tornaram-se numa forma eficaz de representar objetos, onde normalmente os
vértices representam regioes de uma imagem ou de um objeto e as arestas representam
as relacoes existentes entre estas regioes.

Neste trabalho, pretendemos contextualizar a temadtica e apresentar, de forma
muito superficial, as pricipais caracteristica da planaridade de grafos, tentando nao a
tornar magadora com férmulas matematicas apresentando apenas aquelas que achamos
necessarias.

Iremos abordar algumas nocoes bésicas sobre a planaridade, onde destacaremos
algumas das suas propriedades mais pertinentes através de alguns exemplos.

Vamos rever algumas defini¢oes e teoremas sobre a coloracao de grafos, para de-
pois abordarmos alguns conceitos relacionados com este tema, tais como o nimero
cromético, o polinémio cromadtico e as arvores, averiguando a existéncia de alguma
relacao destes temas com a planaridade.

Iremos estudar as relacoes existentes entre a planaridade e a existéncia de matching
em grafos, abordando alguns temas como os grafos de Euler, os grafos de Hamilton e
os grafos mégicos.

Por fim, e como anexo deste trabalho (Anexo A), iremos rever alguns conceitos
importantes sobre grafos, exemplificando algumas defini¢coes, com a finalidade de o
leitor familiarizar-se com alguns termos utilizados nesta dissertagao.

Os primeiros trabalhos relacionados com a teoria dos grafos surgiram no século
XVIII. Neste periodo vdrios autores publicaram artigos, dos quais destacamos o prob-
lema descrito por Euler, publicado por volta de 1736, conhecido como “O problema
das pontes de Konigsberg”.

Este problema foi baseado em sete pontes que estabeleciam ligagoes entre as mar-
gens do rio Pregel e duas ilhas, na cidade de Konigsberg. Esta cidade foi fundada em
1255, e foi a capital e o centro cultural e econémico da Prissia, entre 1457 e 1945. Hoje
encontra-se situada na parte do sul da Lituénia, no distrito russo de Kaliningrado, a
nordeste da Polénia.

O problema das pontes de Konigsberg consistia em provar que era possivel passar



por todas as sete pontes sobre o rio, mas com a condicao de atravessar cada ponte uma
Unica vez.

A figura seguinte ilustra o problema das pontes de Konigsberg, onde podemos
observar as margens do rio, as duas ilhas e as sete pontes.

Figura 1.1 - Representacao das sete pontes de
Konigsberg.

O matemdtico e fisico suico Leonhard Paul Euler (1707-1783), que viveu muitos
anos na Russia e na Alemanha, realizou descobertas importantes em campos variados
nos cdlculos e grafos. Euler conseguiu resolver o problema das pontes de Konigsberg,
provando que nao era possivel passar uma sé vez em cada ponte e conseguir passar
por todas, uma vez que o nimero de pontes era impar. Para que este problema tivesse
uma resolucao, o mimero de pontes incidentes em cada ilha teria de ser par, o que nao
era o caso. Esta solucao de Euler, para além de resolver o problema das sete pontes
de Konigsberg, foi considerada o primeiro teorema de teoria dos grafos. Este problema
ficou também conhecido como o “Problema do caminho Euleriano”.

A figura seguinte ilustra o problema das pontes de Konigsberg, em termos de grafos,
onde os vértices A e B representam, respetivamente as margens norte e sul do rio e os
vértices X e Y, as duas ilhas. Quanto as arestas do grafo, estas representam as pontes
sobre o rio.

B

Figura 1.2 — Grafo G, ilustrando o problema das
pontes de Konigsberg.



Capitulo 2

Conceitos basicos sobre grafos
planares

2.1 Grafo planar

A ideia de grafo planar estd relacionada com uma representacao de um conjunto
de elementos dispostos sobre o plano.

Definicao 1 Um grafo planar é um grafo que admite uma representacao grdifica no
plano, em que as suas arestas so se poderao encontrar nos vértices a que SGo inci-
dentes, ou seja, um grafo é planar se existir uma representagdo grdfica no plano, sem
cruzamento de arestas.

Seguem-se alguns exemplos que ilustram como classificar um grafo de planar ou de
nao planar.

Exemplo 2 Seja G o grafo representado na figura sequinte. Vamos classificar G,
quanto & sua planaridade.

Figura 2.1 — Grafo G

Este grafo poderd ser classificado de grafo planar, se for possivel representd-lo no
plano, de tal forma que as suas arestas nao se cruzem.

Na figura seguinte podemos verificar que, apés modificarmos a posicao de uma das
suas arestas, G passou a ser um grafo planar.



Figura 2.2 — Grafo planar
G

Neste caso, alteramos a posicao da aresta que liga os vértices e e c. Como conse-
quéncia, deixou de haver cruzamento entre as arestas do grafo G.

Exemplo 3 Consideremos o sequinte grafo H. Vamos verificar se H é ou nao um grafo
planar.

Figura 2.3 — Grafo H

Como podemos observar na figura 2.3, existem cruzamentos entre as arestas de
H. Para que este grafo possa ser considerado um grafo planar, temos de conseguir
representé-lo no plano, de forma que as suas arestas nao se intercetem.

Apés algumas alteracOes nas suas arestas, conseguimos também obter um grafo
planar, como podemos observar na figura seguinte.

Figura 2.4 - Grafo planar H

Logo, H é um grafo planar.



Exemplo 4 Seja W o grafo ilustrado na figura sequinte, constituido por seis vértices
e nove arestas. Vamos estudar W, quanto a sua planaridade.

6 5 4

Figura 2.5 - Grafo W

Como podemos constatar, W possui vdrias arestas que se intercetam. Para ser
considerado um grafo planar, temos de conseguir representd-lo no plano, de forma

a eliminar as intercegoes entre as suas arestas, mas mantendo as ligagoes entre os
respetivos vértices.

Figura 2.6 - Grafo nao planar
W

Ap6s termos modificado as arestas de W, esgotamos todas as alternativas de o
tornar num grafo planar, pois “sobra” sempre uma aresta. A figura anterior ilustra que
nao é possivel classificar W como um grafo planar, pois existe sempre uma interse¢ao
de arestas. Concluimos geometricamente que W é um grafo nao planar.

Observacao 5 Os dois sequintes coroldrios podem ser considerados como as condi¢oes
mais simples para provar que um grafo nao é planar.

Coroléario 6 Seja G um grafo simples, conexo e planar com e arestas e v vértices.

Se v > 2 entao temos a seguinte condig¢ao

e < 3v — 6.



Se esta condicao nao se verificar, entao G é um grafo nao planar.

Apresentamos de seguida um exemplo de como verificar se um dado grafo é ou nao
um grafo planar, aplicando este coroldrio.

Exemplo 7 Seja K5 o grafo representado na figura sequinte. K5 é um grafo 4-reqular,

2

isto é, trata-se de um grafo completo em que todos os seus cinco vértices tém grau

quatro. Vamos determinar se este grafo poderd alguma vez ser considerado um grafo
planar.

Ks

d c
Figura 2.7 — Grafo Kj

Primeiro vamos demonstréd-lo geometricamente, para depois fazé-lo analiticamente,
utilizando o coroldrio anterior. Podemos observar na figura seguinte, que por con-
strucao, K5 é um grafo nao planar, pois nao é possivel modificar as suas arestas de

modo que nenhuma se intercete, ou seja, existe sempre uma aresta de K5 que interceta
as restantes.

Ks
a

N
1

c

Figura 2.8 - O grafo
completo K5 é um grafo nao
planar.

Logo, K5 é um grafo nao planar.

Provemos agora analiticamente, de que K5 é um grafo nao planar, utilizando o
coroldrio anterior. Como K5 tem cinco vértices e dez arestas, entao temos

v=>5 e e=10

aplicando a condicao do coroldrio anterior,

6



e<3v—56

verificamos que

10<(3x5)—6<«=10<09.

Concluimos entao que se trata de uma condicao falsa, o que implica que o grafo Kjx
nao é planar, confirmando assim o resultado anterior.

O seguinte coroldrio também prova que um dado grafo nunca poderé ser considerado
um grafo planar.

Coroldrio 8 Seja K, ; um grafo conexo, planar e bipartido, entao

e<2v-—-4

onde as varidveis e e v sao calculadas do seguinte modo

e=rxs e V=r-+s
Vamos exemplificar como aplicar este tltimo corolério.

Exemplo 9 Seja W o sequinte grafo nao planar

6 5 4

Figura 2.9 — Grafo nao
planar W

Vimos por construcao, através da figura 2.6 que W nao era planar. Vamos voltar a
provéa-lo analiticamente, mas desta vez utilizando o coroldrio anterior. O grafo W, para
além de ser conexo e completo, é também bipartido, portanto é possivel distribuirmos
os seus seis vértices em dois subconjuntos, com trés elementos cada. Logo W é um
grafo do tipo K3 3.

Aplicando as condigoes do coroldrio 8 neste exemplo, temos quer =3 e s=3,
entao como e =r X s temos



e=3x3=9

e como vV =r + s entao

v=3+3=6

substituindo em e < 2v — 4 temos

9<(2x6)—4«<=9<12—-4
+—9<8

Concluimos que se trata de uma condicao falsa, logo o grafo completo K33 ¢ um
grafo nao planar.

Vamos agora abordar algumas caracteristicas e defini¢oes relacionadas com grafos
planares, tais como as faces, o grau das faces e face regular de um grafo planar.

2.2 Faces de um grafo planar

Um grafo planar divide o plano em vérias regioes distintas. Consideremos, por
exemplo, o grafo completo K, da figura seguinte.

Ka

d c

Figura 2.10 — Grafo
completo Ky

Para transformarmos K, num grafo planar, basta modificarmos a posicao de uma
das suas arestas interiores, de tal modo que nenhuma se intercete. Neste caso alteramos
a posicao da aresta que liga os vértices a e c.

8



K4

d c

Figura 2.11 - O grafo K, tem
quatro regioes distintas

Ap6s isto, K, passou a ser um grafo planar com quatro regioes distintas, que tal
como podemos verificar na figura anterior, encontram-se numeradas de um a quatro.

Definicao 10 Se G é um grafo planar, entdo qualquer desenho de G divide o plano em
regioes chamadas faces. Uma dessas faces é ilimitada e designamos por face infinita.

Definicao 11 Se f é uma face de um grafo planar, entao o grau de uma face f,
designado por deg(f), é o nimero de arestas que rodeia a face f.

Definigao 12 Seja G um grafo planar em que todas as faces tém o mesmo grau r,
entao o grafo G é face-regular de grau r.

No exemplo seguinte, vamos demonstrar como calcular o grau de cada face, de um
grafo planar.

Exemplo 13 Seja G o grafo planar representado na figura sequinte. Como podemos
observar, G possui trés faces, aqui identificadas por fi, fo e fs3. Vamos determinar o
grau de cada uma destas faces de G.

Figura 2.12 - Grafo planar G

Como podemos ver na figura 2.13, a face f; do grafo G esta rodeada pelas arestas
numeradas de um a cinco, logo o grau desta face f; tem um valor de cinco unidades,
ou seja, deg(f1) = 5.



Figura 2.13 - A face f; do grafo G tem grau
cinco

Na figura 2.14, estd representada fs>, a segunda face do grafo G, que se encontra
rodeada pelas arestas numeradas de um a quinze. Logo o grau de f; é quinze, ou seja,

deg(f2) = 15.

Figura 2.14 - A face f> do grafo G tem grau
quinze

Sendo f3 a face infinita do grafo planar G, rodeada pelas arestas numeradas de um
a vinte, representadas na figura 2.15, entao o grau desta face infinita f3 serd designada

por deg(f3) = 20.

Figura 2.15 - A face infinita f3 do grafo G tem
grau 20

10



Vamos definir e exemplificar a Férmula da Euler, que servird de ferramenta para
provar a relagao entre alguns termos aqui ja mencionados, tais como as faces, o grau
das faces, os vértices e as arestas de um grafo planar.

2.3 Formula da Euler

Os graus das faces de um grafo planar e as suas arestas estao relacionadas entre
si, pois a soma dos graus de todas as faces de um grafo planar é igual ao dobro do
nimero das suas arestas. Esta relacao estd representada na seguinte expressao

Zdeg(fz‘) = 2e

No exemplo seguinte, iremos demonstar a utilidade desta expressao.

Exemplo 14 Consideremos o grafo planar G, utilizado no exemplo 13. Vamos deter-

minar o numero de arestas de G, utilizando a expressao Y deg(f;) = 2e.
i=1

No exemplo 13 calculamos o grau de cada uma das trés faces de G, que estao
representadas na figura seguinte por fi, fo e f3

Figura 2.16 — Grafo planar G

onde deg(f1) =5, deg(f2) =15 e deg({‘;g) = 20.

Aplicando estes valores na expressao » deg(f;) = 2e temos
i=1

3 3
> “deg(fi) = deg(f1) + deg(f2) + deg(fs) <= Y deg(f;) =5+ 15 +20

=1 =1

=) deg(f;) =40

=1

11



€ Como

Zdeg(fi) = 2e

entao

40 =2e <= e =20
Concluifmos que G tem vinte arestas, o que corresponde a figura 2.16.

Vamos definir mais uma correspondéncia, desta vez entre o nimero de vértices,
arestas e faces de um grafo planar, através de uma férmula, conhecida por Férmula de
FEuler.

Definicao 15 Seja G um grafo planar e conezo e sejam e, v, e f o nimero de arestas,
vértices e faces, respetivamente, do grafo G. Entdio, a Férmula de FEuler tem a
sequinte forma

v—e+f=2.

Por outras palavras, se G é um grafo planar, entao se somarmos o nimero dos seus
vértices com o nimero das suas faces, e subtrairmos pelo nimero das suas arestas, o
resultado s6 pode tomar um valor de duas unidades.

Nos préoximos dois exemplos, iremos demonstrar a utilidade da Férmula de Euler.

Exemplo 16 Seja G um grafo planar e conexo, constituido por dez vértices, todos de
grau trés. Queremos determinar o numero de regides, ou faces, de G.

Sendo G um grafo planar, podemos utilizar a expressao mencionada na introducao
deste tema, para determinarmos o nimero de arestas de G. Como a soma dos graus

n

de todas as faces de G ¢ igual ao dobro do nimero de arestas, isto é, > deg(fi) = 2e
i=1

e como G tem dez vértices, todos de grau trés, substituindo este valor no somatorio

anterior, temos

10 10
Zdeg(fi) =10 X 3 <= Zdeg(fi) =30

logo conseguimos determinar o nimero de arestas de G, pois

2e = 30 <= e = 15.

12



Concluimos que G tem quinze arestas.

Portanto, estamos agora em condicoes de utilizar a Férmula de Euler, pois para
além de G ser um grafo planar e conexo, sabemos que tem dez vértices e quinze arestas.
Podemos entao substituir na Férmula da Euler as respetivas varidveis ja determinadas.

Como e = 15 e v = 10, substituindo estes valores na expressao v—e+f = 2 temos

10-154+f=2«=f=7
Concluimos entao que o grafo G tem sete faces.
Exemplo 17 Seja H um grafo planar e conexo, reqular de grau quatro, com dez faces.
Vamos determinar o nimero de vértices de G.

Como H é planar, sabemos que a soma dos graus de todas as suas faces sera igual ao
n
dobro do mimero das suas arestas, isto é Y deg(fi) = 2e, e como H é regular de grau
~ i=1
quatro, entao todos os seus vértices contém quatro arestas, logo o grau de qualquer
das suas faces serd de quatro unidades, entao o somatoério anterior podera ser escrita
na seguinte forma

n
entdo como » 4 =n x 4 temos
i=1

4n = 2e <= e = 2n.

Aplicando a férmula de Euler, v — e + f = 2 e substituindo as respetivas varidveis
pelos seguintes valores v=mn, e=2n e f =10 temos

n—-2n+10=2<«—= —n= -8
<— n = 8.

Como consideramos v = n e como n = 8, entao v = 8. Voltando a substituir as
varidveis da Férmula de Euler, v — e + f = 2, pelos respetivos valores, temos

8—e+10=2<«= e =16.

13



Portanto, chegamos a conclusao de que o grafo H tem dez faces, oito vértices e
dezasseis arestas. Podemos representar H, graficamente

Figura 2.17 - Grafo planar H

Uma das caracteristicas dos grafos planares, é o facto de alguns poderem ser con-
siderados grafos poliédricos. Vamos de seguida defenir e identificar este tipo de grafos.

2.4 Grafo poliédrico

Na teoria dos grafos, os grafos poliédricos podem ser associados a objetos geomet-
ricos, pois este tipo de grafos sao constituidos pelos vértices e arestas de um poliedro
convexo.

Definigcao 18 Um grafo G simples e conexo é poliédrico se deg(v) > 3 para todo o
vértice v de G e se deg(f) > 3 para toda a face f de G.

Nos préximos trés exemplos vamos mostrar como determinar, identificar e construir
grafos poliédricos.

Exemplo 19 Seja G o sequinte grafo simples e conexo. Vamos determinar se G é um
grafo poliédrico.

Ve V7

Figura 2.18 - Exemplo de um grafo
poliédrico

14



Atendendo aos graus dos vértices do grafo G, representado na figura anterior, temos
as seguintes igualdades

deg(v1) = deg(vs) = deg(vs) = deg(vs) =3

deg(v2) = deg(va) = deg(vr) =4

entao deg(v) > 3, e se tivermos em consideracao o grau das faces de G, temos

deg(f1) = deg(f) = deg(fs) = deg(f7) = 3

deg(fy) = deg(f5) = deg(fs) = 4

logo deg(f) > 3.
Entao, pela definicao 18, como o grau de todos os vértices e de todas as faces é
maior ou igual a trés unidades, concluimos que o grafo G é um grafo poliédrico.

No exemplo seguinte, vamos exemplificar como construir um grafo planar, nao
poliédrico.

Exemplo 20 Queremos construir um grafo planar G, ndo poliédrico, com a sequinte
4

condi¢ao Y deg(fi) = 16.
i=1

4
Se tivermos em conta a expressao »  deg(fi) = 16, verificamos que, n = 4, ou seja,

i=1
o limite superior do somatdrio é de quatro unidades, o que nos leva a concluir que o
grafo G tem quatro faces. Se aplicarmos este valor ao somatério que nos diz que a

soma dos graus de todas as faces de um grafo planar é igual ao dobro do nimero das

n
sua arestas, isto & > deg(fi) = 2e, temos
i=1

4
> deg(fi) = 16
=1

logo

2e = 16 <— e = &.
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Portanto, G tem oito arestas. Substituindo as varidveis na Férmula de Euler v —
e + f = 2, pelos respetivos valores, temos

v—8+4=2<«=v=0.

Concluimos que o grafo G tem quatro faces, oito arestas e seis vértices. Grafica-
mente, o grafo G podera ter o seguinte aspeto

G
f,
A Vs Vs
'
V4 V5 VG

Figura 2.19 - Grafo planar nao
poliédrico

No préximo exemplo vamos mostrar como identificar um grafo poliédrico

Exemplo 21 Consideremos o grafo H, representado na figura sequinte. Queremos
averiguar se H é ou nao poliédrico.

Vi V3

\
Figura 2.20 - Grafo H

Para determinarmos se o grafo H é poliédrico, temos de inicialmente fazer uma
construcao planar de H, para depois calcularmos o niimero das suas faces. Uma possivel
construcao planar do grafo H, poderd ser o grafo representado na figura seguinte.
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fe

\%

Va

Figura 2.21 - Representagao planar do grafo H

Nesta representacao de H, temos um grafo planar com seis faces. Estamos agora
em condicoes de podermos averiguar se o grafo H é poliédrico. Teremos de calcular o
grau dos seus vértices e o grau das suas faces. Observando os vértices de H, verificamos
que sao todos de grau igual ou superior a trés, isto é

deg(v1) = deg(vs) =3 e deg(vz) = deg(vy) = deg(v;) =4

logo deg(v) > 3. Chegamos & mesma conclusao quanto ao grau das faces de H, pois

deg(f1) = deg(fz) = deg(fs) = deg(fy) = deg(fs) = deg(fs) = 3

entao deg(f) > 3.
Portanto, como o grau dos vértices e das faces de H sao maiores ou iguais a trés,
concluimos entao que o grafo H é poliédrico.

2.5 Grafo dual geométrico

Vamos definir o grafo dual geometrico, também conhecido por pseudografo. A
construcao deste tipo de grafos é semelhante ao processo muitas vezes utilizado na
coloracao de mapas, mais precisamente, quando associamos um mapa planar a um
grafo, como veremos no capitulo seguinte.

Definigao 22 Dado um grafo planar G, o seu grafo dual geométrico, representado por
G*, ¢ um grafo planar que pode ser construido colocando um vértice em cada uma da
regides (ou faces) de G (incluindo a face infinita), e unindo estes vértices por segmentos
que intercetam, uma unica vez, cada uma das arestas que unem duas regioes adjacentes.
O resultado é um grafo planar, que também pode ser designado por pseudografo (grafo
nao simples que pode incluir loops e/ou arestas mailtiplas).

Apresentamos, nas figuras seguintes, dois exemplos de como construir um grafo
dual geométrico (pseudografo), a partir dos seus respetivos grafos planares.
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Exemplo 23 Seja G o grafo planar representado na figura sequinte. Vamos construir
o seu respetivo grafo dual geométrico G*.

G Vs
f,
Vi V3
Figura 2.22 - Grafo
planar G

Como podemos verificar na figura 2.22, G tem duas faces, designadas por f; e f;.
O primeiro passo para construirmos o grafo dual geométrico de G, serd colocarmos um
vértice em cada regido (ou face) de G, por exemplo v4 e vp. O passo seguinte serd
identificar as arestas, que unem duas faces adjacentes de G.

Observando a figura 2.23, verificamos que cada uma das trés arestas do grafo tem
as duas faces de G em comum, logo unimos os respetivos vértices v4 e vp através de
trés segmentos, que intercetam cada uma das arestas de G.

Figura 2.23 - Construcao
do grafo dual geométrico

O resultado final é o seguinte grafo planar G*, designado por grafo dual geométrico,
ou por pseudografo de G

G*

Ve

Figura 2.24 - Exemplo
de um pseudografo G*
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Exemplo 24 A figura sequinte representa um grafo planar com trés faces. Seja H
esse grafo planar e fi, f5 e f3 as suas respetivas trés regices. Vamos representar o seu
respetivo grafo dual geométrico H*.

£

Vi Vy

Vs

Figura 2.25 - Grafo planar
H

Para obtermos uma construcao do grafo dual H*, basta repetir os passos descritos
no exemplo 23, tal como podemos observar na figura seguinte. Criamos um vértice
em cada das trés faces de H, por exemplo v4, vg e vo. Unimos estes vértices por
segmentos que intercetam cada uma das respetivas arestas de H

Figura 2.26 - Representagao do
grafo dual geométrico de H

obtendo assim o grafo dual geométrico H*, ilustrado na figura seguinte.
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H*

Va Ve

Ve

Figura 2.27 - Exemplo de
um pseudografo H*

Terminamos o primeiro capitulo, referente & definicao e caracteristicas de grafos
planares. Estes conceitos que foram aqui abordados, de um modo muito sucinto, vao
servir de base para os temas dos préximos capitulos.
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Capitulo 3

A planaridade e a coloracao de
grafos

Vamos definir alguns conceitos relacionados com a coloracao de grafos para depois
os relacionarmos com a planaridade. O objetivo da coloragao de um grafo é encontrar
o niimero minimo de cores diferentes, de modo que dois vértices adjacentes nao possam
ter a mesma cor. Podemos também substituir as cores por niimeros.

3.1 Coloracao de um grafo

A resolugao de muitos problemas reais, relacionados com o nosso quotidiano, estao asso-
ciados com o problema da coloracao de grafos. Esta relacao vem reforcar a importéancia
deste tema.

Definicao 25 Seja G um grafo sem loops. Uma k-coloragao de G é uma distribuicao
de k cores nos vértices de G de tal modo que vértices adjacentes tém cores distintas.
Se o grafo G tem uma k-coloragao, entio G é k-colorduvel.

Definicao 26 Seja G um grafo sem loops. O nimero cromatico de G designa-se
por X(G) e é o menor nimero k para o qual o grafo G é k-colordvel.

Seguem-se dois exemplos de grafos k-colordveis, onde o primeiro é um grafo planar
enquanto que o segundo é nao planar. O objetivo passa por descobrir se é possivel
determinar os seus respetivos niimeros cromaéticos.

Exemplo 27 Seja G o sequinte grafo planar com oito vértices e treze arestas. Vamos
determinar o nimero cromdtico de G.

Figura 3.1 — Grafo planar G
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Em primeiro lugar, colorimos os vértices de G, de modo que vértices adjacentes
tenham cores distintas, para assim obtermos um grafo k-colordvel. Como podemos
observar na figura seguinte, o grafo G é um grafo 4-coloravel, ou seja, um grafo com
um nimero cromdtico x(G) de quatro unidades.

1 3 2

Figura 3.2 — Grafo G com
X(G) =4

No entanto, como podemos verificar na figura seguinte, ao distribuirmos as cores
dos vértices de G de uma outra forma, obtemos um nimero cromético diferente, neste
caso conseguimos reduzir x(G) numa unidade.

1 2

Figura 3.3 — Grafo G, com
x(G) =3

Logo, trata-se de um grafo 3-coloravel, ou seja, um grafo com um nimero cromético
X(G) de trés unidades, isto é, na segunda tentativa obtivemos um nimero cromético
menor. Como sabemos que nao conseguimos obter um nimero cromatico menor que
trés? Para darmos resposta a esta questao existem algoritmos que veremos depois do
préximo exemplo.

Exemplo 28 Seja o sequinte grafo nao planar H. Vamos ver se é possivel calcular o
seu respetivo numero cromdtico.
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Figura 3.4 — Grafo nao
planar H

Ao colorirmos os vértices do grafo nao planar H, de um modo que vértices adja-
centes nao tenham a mesma cor, verificamos que se trata de um grafo com um nimero
cromdtico de cinco unidades, isto é, x(H) = 5. Podemos observar este facto na figura
seguinte.

2

Figura 3.5 - Grafo H,
5-colordvel

Logo podemos concluir que é possivel determinar o mimero cromético de grafos,
independentemente de serem grafos planares ou nao planares.

Vamos introduzir e exemplificar dois algoritmos que vao permitir obter o nimero
cromdtico de um dado grafo, algoritmo de Welsh - Powell e algoritmo de Marble -
Matula - Isaacson.

3.2 Algoritmo de Welsh - Powell

Algoritmo 29 Seja G um grafo.

1. Ordenar os vértices de G por ordem decrescente relativamente ao grau.

2. Atribuir uma cor C] ao vértice de maior grau, por exemplo, v; e atribuir essa cor
(' aos vértices nao adjacentes a v;, por ordem sequencial (comegar por selecionar
o vértice ndo adjacente com maior grau).

3. Repetir o passo 2) e atribuir a segunda cor Cy ao vértice de maior grau v; na
nova sequéncia e aos vértices nao adjacentes a v;.
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4. Repetir o processo até todos os vértices terem sido coloridos.

Nos dois exemplos seguintes vamos analisar a possibilidade de aplicar este algoritmo,
primeiro num grafo nao planar e depois num grafo planar.

Exemplo 30 Utilizando o algoritmo de Welsh - Powell, vamos calcular o nimero
cromdtico de um grafo nao planar. Seja H o sequinte grafo nao planar

H Vi Vi
Vio V2
Vo V3
Vg \

V7 Vs Vs

Figura 3.6 — Grafo planar H

Vamos determinar o nimero cromético de H. Para uma melhor visualizacao deste
algoritmo, optamos por construir a seguinte tabela.

Vértice | Grau | Ordenagdo | Grau Vértice Vértice Vértice | Corilo
do decrescente do nao selecionado | rejeitado | vértice
vértice vértice | adjacente
(deg) (deg)
Vi 3 vV 5 Vi, &s,A, | Vs5,Wo,B/15 AL o
Vo,/15
\' 5 V3 5 V1,86, | Vg, &1, A, Vo o
Vg, /19 Vio
Vs 5 vy 5 Vg, &5/, Vs Vs, &g, o
Vw,EVu Vlﬂlwll
\ 3 Vg 5 (FEHP) [FHRR) [HER) [HHR]
Vs 4 Vs 4 R ] ]
Vs 3 Vi 3 3] [P [P
V7 5 Vg, 3 [FHER) [HER) [HER)
Vg 5 Ve 3 [FHRR) [HER) [HER)
Vg 3 Vg 3 3] [P [P
V1o 3 V1o 3 i3] [P [P
Vi1 3 Vi1 3 [HHP) [FHER] [FHER] [HER)

Observando a tabela anterior, podemos verificar que ordenamos os onze vértices
do grafo nao planar H, por ordem decrescente relativamente ao grau, para depois
atribuirmos uma cor ao vértice de maior grau, assim como aos respetivos vértices nao
adjacentes, por ordem sequencial, comecando por selecionar o vértice nao adjacente
com maior grau. Repetimos estes passos até colorirmos todos os vértices de H. Assim,
atribuimos a cor vermelha aos vértices vsy, Vs, Vg € Vi1, a cor verde aos vértices vy, vz,
Vg, Vg € Vi, € para finalizar, atribuimos a cor azul aos vértices v4 e vi.

Obtemos o grafo nao planar H, com a seguinte coloracao dos seus vértices.
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Vi Vi
Vio V2
Vo V3
Vs V4

V7 Vs Vs

Figura 3.7 — Grafo H, com
X(H) =3

Apés efetuarmos todos os passos do algoritmo de Welsh - Powell e de colorir todos
os vértices do grafo nao planar H, concluimos que este grafo tem um nmimero cromético
de valor trés, isto é, x(H) = 3.

Logo, é possivel calcular o nimero cromético de um grafo nao planar através do
algoritmo de Welsh — Powell.

Exemplo 31 Vamos calcular o nimero cromdtico de um grafo planar, utilizando de
novo o algoritmo de Welsh-Powell. Seja G o sequinte grafo planar.

Figura 3.8 - Grafo planar G

Vamos determinar o niimero cromético de G. Ao utilizarmos este algoritmo, podemos
optar, mais uma vez, por construir a tabela seguinte, para uma melhor visualizacao
dos passos a efetuar.
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Vértice | Grau | Ordenagdo | Grau Vértice Vértice Vértice | Cori@lo
do decrescente do nao Selecionado | rejeitado | Vértice
vértice vértice | adjacente
(deg) (deg)
Vi 4 Vs 6 Vi Vi [HER) o
Vs 4 A 5 Va,Bg VW ez ()
V3 5 Vy 5 V,,H/g V,, g [HERI o
Vy 4 V, 4 [HER] [HERI [HRI [HER!
Vs 6 V, 4 [P R R (R
Ve 3 Vy 4 (R [HER) [HER) [HER)
\Z 5 Ve 3 (R R R (R
Vg 3 Vg 3 [HER] [HER] [HRR] [HER]

Observando a tabela anterior, podemos verificar que apds termos ordenado os oito
vértices do grafo planar G, por ordem decrescente relativamente ao grau, atribuirmos
uma cor ao vértice de maior grau, assim como aos respetivos vértices nao adjacentes,
por ordem sequencial, comecando por selecionar o vértice nao adjacente com maior
grau. Repetimos estes passos até colorirmos todos os vértices de G. Atribuimos a cor
vermelha aos vértices vy e vy, a cor azul aos vértices vs, v4 € Vg, e por fim, atribuimos
a cor verde aos vértices vy, vy € Vg.

Obtemos o mesmo grafo planar G, com a seguinte coloragao dos seus vértices

Figura 3.9 — Grafo G, com
X(G) =3

Apés concluir todos os passos do algoritmo de Welsh - Powell e de os vértices
do grafo planar estarem devidamente coloridos, neste caso com trés cores diferentes,
verificamos que G tem um nimero cromético de valor trés, isto é, x(G) = 3.

Podemos concluir que é possivel determinar o niimero cromatico de um grafo planar,
utilizando o algoritmo de Welsh — Powell.

3.3 Algoritmo de Marble — Matula — Isaacson

O algoritmo de Marble — Matula — Isaacson é idéntico ao algoritmo de Welsh -
Powell, apenas diferem em dois aspetos. Neste caso, no primeiro passo, a ordenagao
dos vértices, relativamente ao grau, é feita por ordem crescente. No segundo e terceiro
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passo, as respetivas cores sao atribuidas aos vértices de menor grau. Vamos descrever
este algoritmo, para depois analisar o seu comportamento, consoante a planaridade dos
grafos onde é aplicado.

Algoritmo 32 Seja G um grafo.

1. Ordenar os vértices de G por ordem crescente relativamente ao grau.

2. Atribuir uma cor C ao vértice de menor grau, por exemplo, v; e atribuir essa cor
C aos vértices nao adjacentes a v;, por ordem sequencial (comegar por selecionar
o vértice ndo adjacente com menor grau).

3. Repetir o passo 2) e atribuir a segunda cor Cy ao vértice de menor grau v; na
nova sequéncia e aos vértices nao adjacentes a v;.

4. Repetir o processo até todos os vértices terem sido coloridos.

Nos dois exemplos seguintes, vamos recorrer aos mesmos grafos utilizados nos dois
exemplos anteriores, de modo a comparar os valores dos niimeros crométicos obtidos.
Vamos analisar a aplicabilidade do algoritmo de Marble — Matula — Isaacson em grafos
planares e em grafos nao planares.

Exemplo 33 Utilizando o algoritmo de Marble — Matula — Isaacson, vamos calcular
o numero cromdtico do sequinte grafo H, ndo planar.

H Vi Vi
Vio \
Vo Vs
Vs V4

\% Vs Vs

Figura 3.10 — Grafo planar H

Para uma melhor visualizacao dos passos do algoritmo a efetuar, podemos construir
a tabela seguinte.
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Vértice | Grau | Ordenagdo | Grau Vértice Vértice Vértice | Cor@lo
do crescente do nao selecionado | rejeitado | vértice
vértice vértice | adjacente
(deg) (deg)
A 3 Vi 3 V3, Vg, Vs, | Va5, V3, Vs, o
Ve, Vs, V1o, Ve, Vi1
Vll
V, 5 Va 3 [ R i EEE]
V3 5 Vs 3 Vi, Va, V3, Vo,V11,V> Vi, Vs, o
Vg, Vs, Vg,@/10
VlO/ V11
Va 3 Vo 3 G ) ] i
Vs 4 V1o 3 [HHP] [FHER) (R (HER]
Ve 3 Vi 3 e iz [HHR izl
Vs 5 Vs 4 Vi, Vo, V3, Vs Vi, Va, Vs, o
Vs, V1o, Vio, Vi1
Vi
Vg 5 V, 5 E:L:] [FHER) [HERI
Vo 3 Vs 5 Vi, Ve, Vs, (EREI Vi, Vs, o
Vs, V1o Vg, Vg,
Vio
V1o 3 Vy 5 (EHP] [3EHR) (3R]
Vi1 3 Vg 5 (EHP) [FEHR) (3R]

Na tabela anterior, ordenamos os onze vértices do grafo nao planar H, por ordem
crescente relativamente ao grau. Depois, atribuirmos uma cor ao vértice de menor grau,
assim como aos respetivos vértices nao adjacentes, por ordem sequencial, comecando
por selecionar o vértice nao adjacente com menor grau. Repetimos estes passos até
colorirmos todos os vértices de H. Assim, atribuimos a cor azul aos vértices vy, vy, Vg
e vyp, a cor vermelha aos vértices vg, Vg, Vi1 € Vg, a cor verde aos vértices vy e vy e
por fim, atribuimos a cor preta ao vértice vs.

Obtemos a seguinte coloracao dos vértices de H

H
Vi Vi
Vio Vo
Vg V3
Vg V4

V7 Ve V5

Figura 3.11 - Grafo H com
X(H) = 4.

Apés terminar todos os passos do algoritmo de Marble — Matula — Isaacson e de
os vértices do grafo H estarem devidamente coloridos, neste caso com quatro cores
diferentes, concluimos que H tem um nimero cromédtico de quatro unidades, isto é,
X(H) = 4.
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Logo, é possivel determinar o niimero cromético de um grafo nao planar, utilizando
o algoritmo de Marble — Matula — Isaacson.

Exemplo 34 Seja G o sequinte grafo planar. Utilizando o algoritmo de Marble —
Matula — Isaacson, vamos calcular o nimero cromdtico do grafo planar G.

—

Figura 3.12 — Grafo planar G

Ao utilizarmos o algoritmo de Marble — Matula — Isaacson, para calcular o nimero
cromdtico do grafo planar G, voltamos a optar por construir a seguinte tabela, para
uma melhor visualizacao dos passos a efetuar.

Vértice | Grau | Ordenagdo | Grau Vértice Vértice Vértice | Cor@lo
do crescente do ndo selecionado | rejeitado | vértice
vértice vértice | adjacente
(deg) (deg)
V1 4 Vs 3 V1, Va, Vg, V, Vy, Vg, V7 o
Vs
Vv, 4 Vs 3 Vi, Vo, Vs, Vv, Vi, Vs Vg o
V4
Vs 5 Vi 4 [HHR [HHR R R
Vy 4 V, 4 [HER] [FEER) [EHHR] [HER]
Vs 6 A 4 V3, Ve, Vs A Vg Vg )
Ve 3 V3 5 Va,J/g [FEHR) Vay,A/g [HRR]
Vs, 5 v, 5 V,, Ve i V, Vg [-
Vs 3 Vs 6 A e A ()

Nesta tabela, ordenamos os oito vértices do grafo planar G, por ordem crescente
relativamente ao grau. Apds isto, atribuirmos uma cor ao vértice de menor grau,
assim como aos respetivos vértices nao adjacentes, por ordem sequencial, comecando
por selecionar o vértice nao adjacente com menor grau. Repetimos estes passos até
colorirmos todos os vértices de G. Assim, atribuimos a cor vermelha aos vértices vg
e vy, a cor verde aos vértices vg e vy, a cor azul aos vértices v4 e vz, a cor preta ao
vértice vy, e para finalizar, atribuimos a cor roxa ao vértice vs.

Obtemos a seguinte coloracao dos vértices de G
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W
S

V7

Figura 3.13 - Grafo G com
X(G) =5.

Apés concluir todos os passos do algoritmo de Marble — Matula — Isaacson e de os
vértices do grafo G estarem devidamente coloridos, neste caso com cinco cores difer-
entes, concluimos que G tem um nimero cromético de valor cinco, isto é, x(G) = 5.

Logo, é possivel aplicar este algoritmo em grafos planares, de modo a obter o seu
respetivo nimero cromatico.

Apés exemplificar a aplicacao dos algoritmos de Welsh — Powell e de Marble — Mat-
ula — Isaacson, vimos que é possivel calcular o niimero cromético de um grafo, através
de qualquer um destes dois algoritmos, independentemente da planaridade do grafo.
Vimos também que bastou alterar o método do cédlculo do niimero cromadtico, para
obtermos valores diferentes, tanto nos grafos planares como nos grafos nao planares.
Podemos entao concluir que nem sempre estes dois algoritmos apresentam o menor
nimero de cores, isto ¢, o menor nimero cromético. Logo nenhum destes dois algorit-
mos ¢é perfeito, ao ponto de nos dar um nimero cromatico ideal.

No entanto existem propostas de valores aproximados. Na definicao e no teorema
seguinte vamos apresentar uma dessas propostas.

Definicao 35 Seja G um grafo. O grau mdximo de G é o maior nimero de arestas
de qualquer um dos vértices deste grafo e representa-se por A(G).

Exemplo 36 Seja H o sequinte grafo. Vamos determinar o grau mdximo de H.

vy
V5 V3

V5 V4
Figura 3.14 — Grafo H

Como podemos verificar, o vértice de H que contém mais arestas, é o v;. Este vértice
possui seis arestas, logo o grau maximo de H é de seis unidades, ou seja A(H) = 6.
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Teorema 37 Se G é um grafo simples cujo grau mdximo do grafo é representado
por A(G), entdo o nimero cromdtico de G serd menor ou igual a A(G) + 1, isto é,

X(G) < A(G) +1

Nos exemplos que se seguem, vamos testar se este teorema é aplicdvel a grafos
planares e a grafos nao planares.

Exemplo 38 Utilizando o teorema anterior, vamos determinar o niumero cromdtico
do sequinte grafo G, nao planar e simples, constituido por dez vértices e dezassete
arestas.

Figura 3.15 — Grafo G, nao planar

Observando o grafo G, constatamos que os vértices vs, vg, V7 € Vg 820 08 que contém
o maior nimero de arestas. Neste caso, possuem quatro arestas cada. Portanto o grau
méximo de G é de quatro unidades, ou seja, A(G) = 4. Logo, pelo teorema anterior,
o numero cromdtico deste grafo terd de ser inferior ou igual a cinco unidades, isto é,

X(G) < A(G) +1 = x(G) <4+1
— x(G) < 5.

Para comprovar este resultado, vamos novamente utilizar o algoritmo de Powell —
Welsh, para determinar o niimero cromético do mesmo grafo nao planar G, representado
na figura anterior.

31



Vértice | Grau | Ordenagdo | Grau Vértice Vértice Vértice | Cor@lo
do decrescente do ndo selecionado | rejeitado | vértice
vértice vértice | adjacente
(deg) (deg)
Vi 3 V3 4 V1, Vs, Vg, Vg, Vo Vi, Vs, Vs o
V7, Vg
Vs, 3 Ve 4 Ecki) R e e
V3 4 V7 4 V1, V3 Vg Vs, V1o V1, V3 Vy o
Vs, Vio
A 3 Vg 4 [ i) E110] R
Vs 3 A 3 V3, Vg, Vs, Vs V3, Vs, Vs, [
V7,Vs, V1o Vs, V1o
Ve 4 vV, 3 Vs Vs [HHR o
va 4 A 3 () e )
Vg 4 Vs 3 [HER) [HER] [HER)
Vg 3 Vg 3 izl [HHER] e300
Vio 3 Vio 3 ) e EER ez

Observando a tabela, podemos verificar que apds termos ordenado os dez vértices
do grafo nao planar G por ordem decrescente, relativamente ao grau, atribuirmos uma
cor ao vértice de maior grau, assim como aos respetivos vértices nao adjacentes, por
ordem sequencial, comecando por selecionar o vértice nao adjacente com maior grau.
Repetimos estes passos até colorirmos todos os vértices de G. Portanto, atribuimos a
cor vermelha aos vértices vs, vg € vg, a cor verde aos vértices vy, Vg € Vig, a cor azul
aos vértices vi e v4 e para finalizar, atribuimos a cor preta aos vértices vy e vs.

Apés efetuarmos todos os passos do algoritmo de Welsh - Powell e de colorir
todos os vértices do grafo G, concluimos que este grafo tem um nimero cromatico de
quatro unidades, isto é, x(G) = 4, tal como podemos observar na figura seguinte.

4

V5 V4

Vs

Figura 3.16 — Grafo nao planar G

Este resultado ja era de esperar, pois pelo teorema anterior, o niimero cromético
de G teria de ser menor ou igual a cinco unidades.

Logo este resultado vem confirmar que este 1iltimo teorema, relativo ao grau méximo
de um grafo, pode ser aplicado em grafos nao planares.

O préximo exemplo tem como finalidade verificar se podemos aplicar este tltimo
teorema num grafo planar.
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Exemplo 39 Seja H o sequinte grafo planar e simples. Vamos determinar o nimero
cromdatico de H, baseando-nos no teorema anterior.

Vl V3

Vs

V7 Vg

Figura 3.17 — Grafo planar H

Ao vizualisar a figura anterior, constatamos que de todos os vértices de H, o vértice
Vg € 0 que possui o maior nimero de arestas, neste caso, tem seis arestas, ou seja, o
grau maximo de H é de seis unidades, isto é, A(G) = 6. Entao, pelo teorema anterior,
o nimero cromdtico deste grafo terd de ser igual ou inferior a sete, isto é

X(H) < A(H) +1 4= x(H) <6+1
— x(H)<T.

Voltamos a utilizar o algoritmo de Powell — Welsh para determinar o nimero
cromdtico do mesmo grafo planar H, representado na figura 3.17. Para uma melhor
vizualizacao dos passos deste algoritmo, vamos construir a tabela seguinte.

Vértice | Grau Ordenagdo | Grau Vértice Vértice Vértice | Corilo
do decrescente do ndo Selecionado | rejeitado | Vértice
vértice vértice | adjacente
(deg) (deg)
Vi 2 Vs 6 Vi V, [FEHR) o
V, 4 v, 4 Ve, V7, Vg Ve, &/, Vg )
V3 3 Va 4 V3, Vg V;,@/g [HER] o
A 4 V3 3 ez ) () )
Vs 6 Ve 3 E:ia) R ez R
Ve 3 Vy 3 E:ia) [HHHR [HHR] [HER)
V7 3 Vg 3 L] [EHR] [FHHR] [EHHR]
Vg 3 Vi 2 [EEER] [HER] [FEHE] [HER]
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Ao observarmos a tabela anterior, verificamos que apds termos ordenado os oito
vértices do grafo planar H, por ordem decrescente relativamente ao grau, atribuirmos
uma cor ao vértice de maior grau, assim como aos respetivos vértices nao adjacentes, por
ordem sequencial, comecando por selecionar o vértice nao adjacente com maior grau.
Repetimos estes passos até colorirmos todos os vértices de G. Portanto, atribuimos
a cor vermelha aos vértices vs e vy, a cor azul aos vértices vo, vg € vy, e por fim
atribuimos a cor verde aos vértices vy, V3 € Vvg.

Apés terminar todos os passos do algoritmo de Welsh — Powell, obtemos a seguinte
coloracao dos vértices do grafo planar H, com trés cores diferentes.

H v,
V1 V3
Va4
Ve
Vs Vs
Figura 3.18 — Grafo H, com
X(H) =3

Verificamos que H tem um nimero cromético de trés unidades, isto é, y(H) = 3.
Este resultado era previsivel, pois pelo teorema anterior, o nimero cromético esperado
teria de ser menor ou igual a sete unidades.

Podemos concluir que este iltimo teorema, relativamente ao grau méximo e ao
nimero cromdtico de um grafo, é aplicdvel a grafos planares e a grafos nao planares.

3.4 Grafos particulares, planares e nao planares e
0s seus respetivos nimeros cromaticos.
Vamos exemplificar grafos (particulares) simples, planares e nao planares, associando-

lhes o seu respetivo niimero cromdtico. Sao os casos dos grafos estrela, grafos completos,
grafos ciclicos e dos grafos roda.

3.4.1 Grafo Estrela

Os grafos do tipo S,, sao os grafos estrela. Este tipo de grafo tem sempre o mesmo
nimero cromdtico, de duas unidades, ou seja, x(S,) = 2.

Exemplo 40 Como podemos observar nas duas figuras sequintes, os grafos Sy e Sg
tém um numero cromdtico de duas unidades, isto é, x(Sy) = x(Ss) = 2.
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Sa

v Vv,
\'2
Vs
Figura 3.19 —
Grafo estrela
Sy.
Se
v Vv,
Ve,
V5 V3
\
Figura 3.20 — Grafo
estrela Sg.

3.4.2 Grafo Completo

Os grafos completo K,,, tém um nimero cromadtico igual ao nimero de vértices do
respetivo grafo, isto é x(K,,) = n.

Exemplo 41 Podemos observar que, nas duas figuras sequintes, o nimero cromdtico
de K3 ¢é de trés unidades e o de K5 é de cinco unidades, isto é, x(K3) =3 e x(K5) = 5.

V1 V2

Vs

Figura 3.21 —
Grafo completo
K3
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Ks

Vs V,

\2 Vs

Figura 3.22 — Grafo
completo K5

3.4.3 Grafo Ciclico

Quanto aos grafos ciclico C),, o seus nimeros cromaticos dependem da paridade
dos seus respetivos vértices, isto é, se o nimero de vértices do grafo for par, o nimero
cromético serd de duas unidades, caso o ntimero de vértices seja fmpar, entao o niimero
cromético sera de trés unidades, isto é, x(C,) = 3 se n é fmpar, ou x(C,) =2sen é
par.

Exemplo 42 Para exemplificar este facto, nas figuras sequintes estao representados
os grafos ciclico Cs, Cy, Cs e Cg.

Como (5 e C5 tém um ntmero impar de vértices, entao o nimero cromético corre-
spondente ¢ de trés unidades, isto é, x(C5) = x(C5) =3

G

Vs

Figura 3.23 —
Grafo ciclico Cs

Cs v,

Vs \

\Z V3

Figura 3.24 —
Grafo ciclico Cx
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Quanto aos grafos Cs e (4, tal como podemos observar nas duas figuras seguintes,
estes tém um nimero cromatico de duas unidades, pois tém um niimero par de vértices,
ou seja, X(C4) = x(Cs) = 2

V4 V3

Figura 3.25—
Grafo ciclico
Cy

Ce
ViV,

V5 V3

Vs \2

Figura 3.26 — Grafo
ciclico Cy

3.4.4 Grafo Roda

Por fim, o nimero cromético dos grafos roda, tém um comportamento semelhante
ao dos grafos ciclicos, pois vao também depender da paridade dos vértices do respetivo
grafo. Neste caso, se o niimero de vértices do grafo for par ou fmpar, o niimero cromético
terd o valor de quatro ou trés unidades, respetivamente, ou seja, x(W,) = 3 se n é
fmpar, ou x(W,,) = 4 se n é par.

Exemplo 43 Vamos utilizar os grafos roda Wy, W5 e Wy para exemplificar estes fac-
tos.

Como podemos observar na Figura 3.27 e na Figura 3.28, os grafos roda W, e
Wes tém um ntimero par de vértices, logo o nimero cromético correspondente sera de
quatro unidades, isto &, x(Wy) = x(Ws) = 4.
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Vs

Figura 3.27 —
Grafo roda W,

Figura 3.28- Grafo
roda Wy

Quanto ao grafo Wi, este possui um nimero impar de vértices, logo terd um nimero
cromdtico de trés unidades, ou seja, x(Ws) = 3.

W;s

V4 V2

Vs
Figura 3.29 — Grafo roda Wij

Vamos definir um outro termo importante, envolvendo ainda o nimero cromético
de um grafo. Trata-se de verificar se um grafo é critico ou k-critico.

3.5 Grafo critico

Definicao 44 Seja G um grafo e V o conjunto de todos os seus respetivos vértices.
Um grafo G é critico ou k-critico se x(G) =k e x(G — V) <k, para cada um dos
vértices de V' do grafo G.

Podemos resumir esta tltima definicao, relativamente ao processo de averiguar se
um determinado grafo G é critico, através dos seguintes quatro passos
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1. Calculamos o valor do nimero cromético x(G) do grafo em questao, representado
na definicao por k.

2. Retiramos um vértice, do grafo e voltamos a calcular o nimero cromético x (G —
V).

3. Comparamos este valor com k, calculado no primeiro passo. Se x(G — V) <k,
passamos para o passo seguinte, caso contrario o processo termina neste passo e
concluimos que o grafo em questao nao é critico.

4. Repomos o vértice que retiramos anteriormente e voltamos a retirar um outro
vértice. Voltamos a calcular o nimero cromdtico x(G — V). Repetimos o terceiro
passo o numero de vezes equivalente ao nimero de vértices existentes no grafo.
Se ja nao houver mais vértices a retirar, entao concluimos que o grafo é critico.

Os préximos exemplos consistem em verificar se é possivel classificar grafos planares
e nao planares como grafos criticos, utilizando o processo descrito anteriormente.

Exemplo 45 Seja H o sequinte grafo planar. Vamos verificar se H é critico.

V3 V4
Figura 3.30- Grafo H

O primeiro passo consiste em determinar o nimero cromético do grafo planar H.
Como podemos comprovar na figura seguinte, o nimero cromético de H é de trés
unidades, isto é, x(H) =3

H
V1 VZ
Vs A
Figura 3.31 — Grafo H, com
X(H) =3

O segundo passo deste processo determina que devemos retirar um vértice qualquer
de H. Vamos retirar o primeiro vértice, obtendo assim o grafo H —v; da figura seguinte.
Calculamos o valor do nimero cromético x(H — v1), que tal como podemos observar
na mesma figura, serd de duas unidades, ou seja, y(H — v;) = 2.
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HR, V>

Vs Vi
Figura 3.32 — Grafo
H — vy com
X(H—vy) =2

Seguimos para o terceiro passo, onde comparamos o valor calculado anteriormente
com o numero cromatico inicial de H. Como x(H — 1) = 2 e x(H) = 3, entdo x(H —
vi) < x(H), logo podemos passar para o quarto passo.

Neste passo repomos o vértice que retiramos anteriormente e vamos subtrair o
segundo vértice de H, obtendo o grafo H — v,. Ao aplicarmos este passo, tal como
podemos verificar na figura seguinte, calculamos o nimero cromético x(H — va), que
é de duas unidades, isto é, y(H — vq) = 2.

HE’Z Vi

Vs Vs
Figura 3.33 — Grafo
H — vy, com
X(H —vy) =2.

Como x(H —v2) =2 e x(H) = 3 entao x(H — v2) < x(H). Voltamos a repor
o vértice que retiramos anteriormente e subtraimos o terceiro vértice de H, obtendo
assim o grafo H — v3 da figura seguinte.

HR/;
V, A
o—©
o
V4

Figura 3.34 — Grafo
H — v3, com
X(H —v3) =2
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Voltando a comparar os niumero cromaticos do grafo, temos que x(H —v3) =2 e
X(H) = 3, logo x(H — v3) < x(H) entao repomos o terceiro vértice de H, subtraimos
o quarto e calculamos o respetivo nimero cromatico y(H — vy).

H&, v, v,

Vs
Figura 3.35 — Grafo
H — vy, com
X(H —vq) =3

A figura anterior mostra-nos que o nimero cromatico x(H — vy4) é de trés unidades.
Temos que x(H — v4) =3 e x(H) = 3, entdo x(H — v4) = x(H). Logo, este processo
termina aqui e podemos concluir que o grafo planar H nao é critico.

Exemplo 46 Seja X o sequinte grafo planar. Vamos verificar se X é critico, utilizando
o processo relativo a iltima definicao.

X
Vi
Vs Vs
Figura 3.36 — Grafo
planar X

No primeiro passo calculamos o niimero cromético do grafo planar X, que tal como
podemos comprovar na figura seguinte, é de trés unidades, isto é, y(X) =3

X
Vi

Vs V,

Figura 3.37 — Grafo
planar X, com y(X) =3
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O segundo passo consiste em retirar o primeiro vértice e calcular o nimero cromatico
X(X —v1). Neste caso x(X —v;) = 2, tal como podemos observar na ilustragao seguinte

X&r,

e————O
Vs
Figura 3.38 —
Grafo X — vy, com
X(X —vy) =2

No terceiro passo comparamos estes valores. Tal como podemos observar na figura
anterior, y(X —v;) =2 e como x(X) = 3 entdo (X —v;) < x(X) e passamos para o
quarto passo deste processo. Repomos o primeiro vértice de X, retiramos o segundo, e
obtemos assim o grafo X — vy, representado na figura seguinte. Calculamos o ntimero
cromdtico y(X — va) que, tal como podemos verificar, é de duas unidades.

X&,

Vs

Figura 3.39 -
Grafo X — vy,
com
X(X —vg) =2

Como x(X —vy) =2 e x(X) = 3 entdao x(X — v2) < x(X) o que implica que
voltamos a repor o segundo vértice e retiramos o terceiro e tltimo vértice de X. O
resultando é o grafo X — v3, que tal como podemos verificar na figura seguinte, tem
um nimero cromético x(X — v3) de duas unidades, isto &, x(X — v3) = 2.
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X&; v,

V,

Figura 3.40 -
Grafo X — vg,
com
X(X —v3) =2

Como x(X —v3) =2 e x(X) = 3 entao x(X — v3) < x(X). Como nao existem
mais vértices a retirar, concluimos que o grafo planar X é um grafo critico.

Exemplo 47 Seja G o seguinte grafo nao planar. Vamos verificar se G é critico,
utilizando os quatro passos descritos na ultima defini¢ao.

Vs Vs \

Figura 3.41 — Grafo nao planar G

O nimero cromdtico de G é de duas unidades, isto é, x(G) = 2, tal como podemos
ver na figura 3.42

G
V1 V2 V3
Ve Vs Va
Figura 3.42 — Grafo G, com
X(G) =2

Vamos retirar o primeiro vértice de G, obtendo assim o grafo G — v, da figura 3.43.
Calculamos o nimero cromdtico x(G — vy ) para depois comparar com o valor de x(G).
Como podemos observar na referida figura, o respetivo nimero cromético de G — vy é
de duas unidades, isto ¢, x(G — v1) = 2.
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G&, V, Vs

VG VS V4

Figura 3.43 — Grafo
G — vy, com
X(G —vi) =2

Como x(G — vy) = 2 e x(G) = 2 verificamos que os dois nimeros cromaticos tém
o mesmo valor, isto &, x(G — vi) = x(G). O processo termina aqui, e concluimos que
o grafo nao planar G nao é critico.

Exemplo 48 Seja Y o sequinte grafo nao planar. Vamos wverificar se X é critico,
utilizando a ultima defini¢do.

Figura 3.44 - Grafo nao planar Y

Como podemos comprovar na figura 3.45, o nimero cromdtico de Y é de seis
unidades, isto é, x(Y) =6

Figura 3.45 — Grafo Y, com
x(Y) =6

Retiramos o primeiro vértice de Y, obtendo assim o grafo Y — v;. Calculamos o
nimero cromatico x(Y — v1), que tal como podemos comprovar na figura 3.46, é de
cinco unidades, ou seja, y (Y —vy) = 5.
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Y&,

Vo V3

(VG Vs V4)

Figura 3.46 — Grafo Y — vy,
com x(Y —vy) =5

Como x(Y —vy) =5e x(Y) = 6 entdo x(Y — vy) < x(Y), logo podemos repor
o primeiro vértice de Y, retiramos o segundo e como consequéncia, obtemos o grafo

Y — vy. Calculamos o nimero cromdtico x(Y — vs) que, tal como podemos verificar
na figura seguinte, é de cinco unidades.

Y&/,

Figura 3.47 - Grafo Y — v,
com x(Y —vy) =5

Como x(Y —vy) =5 e x(Y) =6 entdo x(Y — vy) < x(Y), logo repomos o segundo
vértice de Y e retiramos o terceiro. Como podemos verificar na figura 3.48, obtemos o
grafo Y — v3 com um nimero cromético x(Y — v3) de cinco unidades.

Y&/3

Vs Vs \2

Figura 3.48 - Grafo Y — vg,
com x(Y —v3) =5

Comparando os valores calculados anteriormente, temos que x(Y —vs) =5e x(Y) =
6, logo x(Y — v3) < x(Y), entdo repomos o vértice que retiramos anteriormente e

subtraimos o quarto vértice de Y. A figura 3.49 ilustra o grafo Y — vy, resultante desta
iltima acao.
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Y&,

X

Vs Vs

Figura 3.49 - Grafo Y — vy,
com x(Y —vy) =5

Verificamos que o valor do niumero cromatico x(Y —vy) é de cinco unidades. Como
este valor continua a ser menor que o niimero cromético de Y, entao o processo continua.
Voltamos a repor o quarto vértice de Y e retiramos o quinto. Com o auxilio da figura
3.50, verificamos que o valor do respetivo nimero cromatico x(Y — vs) é de cinco

unidades.

=

VG V4

Figura 3.50 - Grafo Y — vs,
com x(Y —v5) =5

Como o valor de x(Y — vs5) continua a ser menor que x(Y), voltamos a repor o
quinto vértice de Y, e retiramos o sexto e ultimo vértice. Obtemos o grafo Y — vg,
representado na figura 3.51, com um niimero cromético de cinco unidades.

YR/,

K

V

Figura 3.51 - Grafo Y — vy,
com x(Y —vg) =5

Como x(Y —vg) =5 e x(Y) =6 entdo x(Y — vg) < x(Y). Por este facto voltamos
a repor o sexto vértice de Y e como nao existem mais vértices a retirar, chegamos a
conclusao que o grafo nao planar Y é um grafo critico.
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Concluimos entao que podemos aplicar esta tltima definicao, referente a determinar
se um grafo é ou nao critico, a grafos planares e a grafos nao panares.

De seguida vamos exemplificar um problema do quotidiano que nos monstra a
utilidade da coloragao de vértices de um grafo e o seu respetivo nimero cromético.

3.6 Exemplo pratico da coloracao de vértices de um
grafo

Exemplo 49 Suponhamos que numa dada universidade, num curso de matemdtica,
serd mecessdrio realizar exames de, por exemplo, sete cadeiras. Vamos também supor
que existe um determinado nimero de alunos, deste curso, com algumas cadeiras em
comum, mas nem todos frequentam todas as sete cadeiras em simultdneo. Se quisermos
saber qual o numero minimo de dias para a realizacao dos exames de todas as sete
cadeiras, sem haver sobreposicao, de tal modo que todos os alunos os possam realizar,

poderemos recorrer & coloragao de grafos e ao seu respetivo nimero cromdtico para
resolver esta questao.

Para simplificar a esquematizacao deste problema, podemos associar cada uma das
sete cadeiras, do referido curso de matemadtica, a um mimero natural, de um modo
aleatoério. Fizemos entao a seguinte associacao:

1 - Analise Matemética; 2 - Algebra Linear; 3 - Topologia; 4 - Geometria; 5 -
Estatistica; 6 - Histéria da Matemaética; 7 - Andlise Complexa.

A tabela seguinte representa a distribuicao das cadeiras do curso de matemética
que os alunos tém em comum.

1 2 3 4 5 6 7
1 X X X X
2 X X X X
3 X X X X X
4 X X X X X
5 X X X
6 X X X X
7 X X X X X

A tabela anterior, por ser simétrica em relagao a sua diagonal, pode ser interpretada
através das suas linhas ou através das suas colunas. Por exemplo, na primeira linha,
ou na primeira coluna, verificamos que existem alunos com quatro cadeiras em comum.
A interpretacao das restantes linhas ou colunas, é feita de um modo andlogo.

Vamos representar os dados da tabela anterior através de um grafo, onde cada vér-
tice representa uma das sete cadeiras do curso de matemaética e as arestas correspondem
as cadeiras que os alunos tém em comum.

Obtemos o seguinte grafo nao planar H, com sete vértices, representando as cadeiras
que os alunos tém em comum.
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4 5

Figura 3.52 — Grafo nao planar H

Colorindo os vértices do grafo G, com o menor nimero de cores possiveis, de modo
que dois vértices adjacentes nao tenham a mesma cor, obtemos o seguinte grafo.

4 5
Figura 3.53 — Grafo H, com x(H) =4

Ao observar o grafo nao planar da figura 3.53, verificamos que os seus respetivos
vértices estao coloridos com quatro cores diferentes, logo, o nimero cromético de H é
quatro. Os vértices coloridos com a mesma cor, significam que os exames das cadeiras
associadas a estes vértices podem ser realizados no mesmo dia, em simultaneo, sem que
haja qualquer aluno prejudicado.

Como x(H) = 4, concluimos que a universidade poders realizar todos os exames,
referentes as sete cadeiras do curso de matemadtica, sem haver sobreposicao de alunos,
num nimero minimo de quatro dias.

Por exemplo, independentemente do nimero de alunos inscritos no curso, uma das
alternativas do horério dos exames poderia ser:

1° Dia — Anélise Matematica e Historia da Matemética
2° Dia — Algebra Linear

3¢ Dia — Topologia e Estatistica

4° Dia — Geometria e Andlise Complexa
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3.7 Coloracao de arestas de um grafo

Vamos comegar por definir o termo k-coloracao de arestas de um grafo, para depois
explorar o conceito de nimero cromdtico de arestas.

Definicao 50 Seja G um grafo nao nulo. Uma k-coloragao de arestas de G é uma
distribuicao de k cores nas arestas deste grafo, de tal modo que, arestas adjacentes
tém cores distintas. O menor nimero de k cores é chamado nimero cromdtico de
arestas e representa-se por x*(G) ou por x1(G).

Para uma melhor percecao dos conceitos defenidos anteriormente, vamos exempli-
ficar.

Exemplo 51 Seja G o seguinte grafo ndao nulo. Vamos determinar x*(G), isto é, o
seu numero cromdtico de arestas.

Vg Vs

V7 V4

Vs Vs

Figura 3.54 — Grafo G, nao nulo.

O objetivo serd colorir as arestas de G com o menor nimero possivel de cores, de tal
modo que arestas adjacentes tenham cores distintas. Entao um dos resultados possiveis
serd o seguinte grafo

A Vv,

V7 V4
V6 V5

Figura 3.55 Coloracao das arestas de

G
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Como podemos observar na figura 3.55, o niimero cromdtico de arestas de G é de
duas unidades, ou seja, x*(G) = 2.

Nos dois exemplos que se seguem vamos determinar o niimero cromético de arestas
de um grafo. No primeiro exemplo vamos utilizar um grafo planar, e no segundo, um
grafo nao planar, de modo a verificarmos se a planaridade de um grafo interfere no
cédlculo deste niimero.

Exemplo 52 Vamos calcular o nimero cromdtico de arestas do sequinte grafo planar

H

Vs V3

Vs V,

Figura 3.56 — Grafo planar H

Como queremos colorir todas as arestas de H, com o menor nimero possivel de
cores, de tal modo que arestas adjacentes tém de ter cores distintas, entao um dos
resultados possiveis serd grafo representado na figura 3.57.

Vi V,

Ve V3

Vs Va4

Figura 3.57 — Coloragao das arestas
do grafo planar H

Neste caso, o niimero cromédtico de arestas de H é composto por seis unidades, ou
seja, x'(H) = 6.

Exemplo 53 Seja G o sequinte grafo nao planar. Vamos ver se é possivel calcular o
numero cromdtico de arestas de G.
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V6 VS V,

Figura 3.58 — Grafo nao
planar G

Ao colorirmos todas as arestas de G com o menor niimero possivel de cores, de tal
modo que arestas adjacentes tém de ter cores distintas, podemos obter varias possibil-
idades. Uma delas pode ser o grafo representado na figura 3.59.

Vs Vs \2

Figura 3.59 — Coloragao
das arestas do grafo nao
planar G

Como podemos observar, o nimero cromético das arestas do grafo nao planar G é
de trés unidades. Logo x!(G) = 3.

Pelos resultados dos dois exemplos anteriores, podemos concluir que é possivel cal-
cular o nimero cromético de arestas de um grafo, independentemente da planaridade
deste.

Os préximos dois teoremas relacionam o nimero cromético de arestas de um grafo
com o seu respetivo grau maximo. Vamos mostrar esta relacao, entre o grau méximo
de um grafo e o nimero cromédtico de arestas, através de alguns exemplos, tentando
averiguar a existéncia de alguma incompatibilidade na aplicacao destes teoremas em
grafos planares e em grafos nao planares.

Teorema 54 Dado um grafo simples G, verificam-se as sequintes desigualdades: A(G) <
XHG) < AG) +1

Nos préximos exemplos vamos representar os mesmos grafos utilizados anterior-
mente, pois os seus nimeros cromaticos de arestas ja foram calculados.

Exemplo 55 Seja H o grafo planar simples, utilizado no Exemplo 53. Vamos utilizar

a mesma coloragao de arestas, de modo a relacionar o grau mdrimo de H com o seu
respetivo niumero cromdtico de arestas.
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V6 VS

Vs 2

Figura 3.60 — Coloracao das arestas
do grafo H

Como podemos verificar, o maior nimero de arestas existentes num vértice de H,
isto €, o grau méximo de H, é de seis unidades, logo A(H) = 6. O nimero cromdtico de
arestas de H, ¢ também de seis unidades, isto é, x!(H) = 6. Entao, o teorema anterior
é verificado, pois as seguintes condicoes sao verdadeiras

A(H) < Y'(H) <AH)+1+=>5<6<6

Logo este teorema aplica-se a grafos planares simples.

Exemplo 56 Seja H o sequinte grafo nao planar simples, utilizado no Exemplo 54. Va-
mos relacionar o grau mdximo de H com o seu respetivo nimero cromdtico de arestas,
utilizando a mesma coloragao.

Ve Vs V4

Figura 3.61- Coloracao das
arestas do grafo G.

Observando a figura 3.61, verificamos que o maior nimero de arestas existentes
num vértice de G, isto é, o grau maximo de G, é de trés unidades, logo A(G) = 3.
O ntimero cromético de arestas de G, é também de trés unidades, isto ¢, x*(G) = 3.
Entao, o teorema anterior é verificado, pois as condigoes seguintes sao verdadeiras

A(G) <xX'(G)<AG)+1+=3<3<4
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Logo, este teorema também aplica-se a grafos nao planares simples.
Pelo que observamos nos dois tltimos exemplos, podemos concluir que nao existe
incompatibilidades entre este tltimo teorema e a planaridade de grafos.

Teorema 57 Se G é um grafo bipartido, entao o nimero cromdtico de arestas de G é
igual ao grau mdzimo do respetivo grafo, isto é, x'(G) = A(G).

Vamos aplicar o teorema anterior, utilizando dois tipos de grafos bipartidos, um
planar e o outro nao planar.

Exemplo 58 Seja F' o sequinte grafo planar e bipartido. Vamos comparar o nimero
cromdtico de arestas de F' com o seu grau mdximo.

\%

Figura 3.62 — Grafo F, planar e bipartido

Se colorirmos as arestas de F, com o menor nimero de cores possiveis, de tal modo
que, arestas adjacentes tenham cores distintas, o grafo pode tomar o seguinte aspeto.

\%

Figura 3.63 — Coloragao das arestas de F

Podemos entao observar que o niimero cromadtico das arestas deste grafo planar e
bipartido é de trés unidades e que o grau médximo de F também é de trés unidades.
Podemos entao concluir que x!(F) = A(F).

Este resultado vem mostrar que o teorema 57 pode ser aplicado em grafos bipartidos
planares.
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Exemplo 59 Seja G o sequinte grafo nao planar e bipartido. Vamos comparar o
numero cromdtico de arestas de G com o seu grau mdximo.

Ve Vs V4

Figura 3.64— Grafo
bipartido G

Ora, colorindo as arestas de G, com o menor niimero de cores possiveis, de tal modo

que, arestas adjacentes tenham cores distintas, o grafo pode tomar o aspeto da figura
3.65

Vs Vs \2

Figura 3.65 — Coloragao
das arestas do grafo
bipartido G

Podemos observar que o niimero cromético das arestas do grafo é de trés unidades
e que o grau maximo de G também ¢ de trés unidades, logo x'(G) = A(G).

Podemos entao concluir que o teorema anterior também aplica-se a grafos bipartidos
nao planares.

Vamos introduzir um tema relacionado com a coloragao de mapas e definir o teorema
das quatro cores.
3.8 Coloracao de mapas

A coloragao de mapas, consiste em determinar o niimero minimo de cores necessarias
para colorir um mapa, de modo que regioes vizinhas tém de ter cores diferentes.

Observagao 60 As regioes que sé se tocam num ponto nao sdo consideradas vizinhas.

Para que duas ou mais regioes possam ter esta nomeagao, tém de ter, pelo menos, uma
fronteira em comum.
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O teorema seguinte, intitulado teorema das quatro cores, foi demonstrado em 1976,
por dois matemaéticos, o americano Kenneth Apple e o alemao Wolfgang Haken. Uti-
lizaram um computador e demoraram aproximadamente, mil e duzentas horas para
realizar esta demonstragao.

Teorema 61 (Teorema das quatro cores) Dado um mapa planar, quatro cores sao
suficientes para o colorir, de forma a que regides vizinhas nao partilham a mesma cor.

Exemplo 62 Vamos calcular o mimero minimo de cores mecessdarias para colorir o
sequinte mapa, de modo que as regioes vizinhas tenham cores diferentes.

Vamos considerar o seguinte mapa planar, constituido por nove regioes.

T

Figura 3.66 — Mapa planar com nove regioes distintas

SN

Um dos processos que podemos utilizar para colorir este mapa, de modo a aplicar-
mos o teorema das quatro cores, poderd ser representd-lo em forma de um grafo planar,
onde cada vértice corresponde a uma das nove regioes do mapa e onde as arestas corre-
spondem as fronteiras em comum entre as respetivas regioes. Por exemplo, esse grafo
planar podera ser o grafo G representado na figura 3.67.

V
6 v,

Figura 3.67 — Grafo planar G, com nove vértices e
dezasseis arestas.

O problema da coloragao consiste em colorir os vértices do grafo planar G com o
menor nimero de cores possiveis, de modo que dois vértices adjacentes nao tenham a
mesma cor. Obtemos o seguinte grafo com um niimero cromético de quatro unidades.
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Figura 3.68 — Coloragao dos vértices do grafo G,
com x(G) = 4.

Através deste ultimo grafo, vamos colorir o mapa correspondente, respeitando as
respetivas cores dos vértices de G, de forma a confirmar o teorema das quatro cores

Figura 3.69 - Coloragao do mapa com apenas quatro
cores.

Concluimos que de facto sao necessdrias somente quatro cores diferentes, para col-
orir este mapa planar, de modo que regioes vizinhas nao partilnhem a mesma cor.

Este teorema nao pode ser utilizado em mapas nao planares ou em grafos nao
planares, pois o processo utilizado na coloracao de mapas, faz com que ao associarmos
um grafo a um mapa, este serd sempre um grafo planar.

3.9 Polinémios Cromaticos

O tema referente aos polinémios cromdticos foi desenvolvido pelo matemitico
americano George David Birkhoff, por volta do ano de 1912. Trata-se de um método
que permite contar o nimero das diferentes coloragdes de um grafo.

Definicao 63 O polindmio cromdtico de um grafo G, representado por Pg(k), é uma
fungao que determina o nimero de coloragao de G, ou seja, o nimero de possibilidades

de colorir um grafo G, com k cores diferentes.

A fungdo Pg(K), referente ao mimero de possibilidades de colorir um grafo G, com
k cores diferentes, vai depender do tipo de grafo que estamos a colorir.
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Nos exemplos seguintes, vamos comecar por determinar os polinémios cromaticos
de dois tipos de grafos que ja conhecemos, os grafos N,,, ou seja, grafos sem arestas
e com n vértices e pelos grafos completos K,,, para depois passarmos para casos mais
gerais. Para determinarmos a funcao referente ao polinémio cromético dos grafos do
tipo IV,,, vamos alternar progressivamente o niimero de cores, ou seja o valor de k, para
depois analisarmos o comportamento da funcao.

No exemplo seguinte vamos utilizar o grafo N, para representar os grafos do tipo
N,.

Exemplo 64 Seja Ny o grafo com quatro vértices e sem arestas, representado na figura
sequinte. Vamos determinar o niumero de possibilidades que existem para colorir Ny
com k cores distintas, ou seja, vamos calcular o polinémio cromdtico Py, (k).

N4

Figura 3.70 —
Grafo Ny

Se utilizarmos somente uma cor, isto é, se k = 1, entao o resultado da coloragao
terd o seguinte aspeto

Figura 3.71 — Grafo
Ny, com Py, (1) =1

S6 existe uma possibilidade de colorir o grafo NV;. Logo temos que Py, (1) =1

Se k = 2, isto é, se utilizarmos duas cores para colorir os vértices de N, entao, tal
como podemos comprovar na figura 3.72, vamos ter dezasseis possibilidades de colorir
este grafo.
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N4

Figura 3.72 — Representacao da coloragao de N4 com

duas cores.

Logo, o nimero de possibilidades de colorir Ny com duas cores serd

Se k = 3 entao, tal como podemos observar na figura 3.73, vamos ter oitenta e uma

possibilidades para colorir os vértices de Njy.

4

2

Figura 3.73 — Coloragao de N4 com trés cores
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Logo, o niimero de possibilidades que existem para colorir Ny com trés cores dis-
tintas sera

Py, (3) = 81.

Observando os resultados obtidos até aqui, verificamos que os valores dos polinémios
crométicos vao variando conforme o nimero de cores utilizados, para colorir os vértices
de Ny. Vimos entao que:

e Se k=1 entdo Py,(1) =1=1%
e Se k =2 entdo Py,(2) = 16 = 2*

e Se k = 3 entdo Py, (3) =81 =3*

Logo, seguindo esta légica, temos que, se k = n entdao Py,(n) = n?.

Podemos entao concluir que se pretendemos colorir um grafo do tipo NV,,, com k
cores diferentes, entao a fungao referente ao polinémio cromédtico de NN,, terd a seguinte
forma

Py, (k) = k™.

Passamos agora a estudar o comportamento do polinémio cromético dos grafos
completos, representados por K,. No préoximo exemplo vamos utilizar K4, um grafo
completo com quatro vértices e seis arestas, para representar os grafos completos e
assim calcular o seu respetivo polinémio cromético.

Exemplo 65 Seja K, o sequinte grafo completo. Vamos calcular quantas possibili-
dades existem para colorir os vérices de K.

Ka

V, Vs

Figura 3.74 — Grafo
completo K
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Para determinarmos a respetiva funcdo referente ao polinémio cromdtico Pk, (k),
vamos variar o valor de k e comparar os resultados obtidos. Comecamos por estudar
o comportamento do grafo, calculando o nimero de possibilidades que existem para
colorir K, com quatro cores, ou seja, k = 4.

Como podemos observar na figura 3.75, existem quatro possibilidades de colorir
o primeiro vértice, pois podemos escolher uma das quatro cores a atribuir a vi. Ao
escolhermos uma cor, passamos para o vértice seguinte e o niimero de opgoes, referentes
ao numero de cores disponiveis, fica reduzido a trés unidades. Repetimos os passos
anteriores até colorirmos o ultimo vértice.

Kq
_.: )
4“‘5. .:_
o = & Yo 8
@
1{e = e o = o 2

Figura 3.75 — Coloragao dos vértices de Ky
com quatro cores.

Logo, o nimero de possibilidades que existem para colorir K4, com quatro cores,
pode ser calculado da seguinte forma

Pr(4) =4 x 3 x2x 1< Pg,(4) =24

Portanto, existem vinte e quatro possibilidades de colorir K, com quatro cores.

Se aumentarmos em uma unidade o nimero de cores a colorir os vértices de grafo
Ky, isto é, se k = 5, o processo para determinarmos o respetivo valor do polinémio
cromético P, (5), serd o mesmo utilizado anteriormente. Apds termos colorido o
primeiro vértice com uma das cinco cores disponiveis, eliminamos esta cor das opcoes
que nos restam e passamos para o vértice seguinte, repetindo os mesmos passos, até
colorirmos o ultimo vértice.

A figura 3.76 ilustra os passos utilizados para determinarmos o valor do respetivo
polinémio cromatico.
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w

Figura 3.76 — Coloragao dos vértices de
K, com cinco cores.

Entao, o nimero de possibilidades que existem para colorir K4, com cinco cores,
pode ser calculadoda seguinte forma

Pk, (5) =5 x4 x3x2<= Pg,(5) =120
Portanto, existem cento e vinte possibilidades de colorir K, com cinco cores.

Logo, para k = 6, seguindo o mesmo critério, podemos calcular o polinémio
cromético da seguinte maneira

Py, (6) = 6 x 5 x 4 x 3 <= P, (6) = 360

Vamos agora ver o que acontece se o nimero de cores, disponiveis para colorir um
grafo completo Ky, for inferior ao nimero de vértices do grafo, isto é, quando k < 4.

Se usarmos, como exemplo, apenas trés cores, e utilizando o mesmo processo ante-
rior para colorir o grafo K, o nimero de possibilidades que existem sao

Pr,(3) =3x2x1x0<= Pg,(3)=0

Logo se k < 4 temos Pk, (k) = 0. Constatamos que se o valor de k for inferior a
quatro, ou seja, inferior ao nimero de vértices de K4, entao o polinémio cromético terd
valor nulo.

Resumindo os resultados obtidos até aqui, temos:

e Sek=3entdo Pg,(3) =0=3x2x1x0
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e Sek=4entdo Pk, (4) =24 =4x3x2x1
e Se k =5 entdo Py, (5) =120=5x4 x 3 x 2
e Se k =6 entdo Pk,(6) =360 =6 x5 x4 x 3

Podemos entao afirmar que, se pretendermos colorir um grafo completo K4, com k
cores diferentes, o valor do seu polinémio cromético Pk, (k) vai depender do valor de
k e que se o nimero de cores disponiveis for inferior ao nimero de vértices do grafo
completo a colorir, entao o polinémio cromético terd valor nulo.

No caso geral, podemos concluir que se pretendermos colorir um grafo do tipo K,
com k cores diferentes, entao a funcao referente ao respetivo polinémio cromético terd
a seguinte forma

- Se k < n entao Pk, (k) =

- Se k > n entao Py, (k) =kx(k-1)x(k—-2)x..x(k—(n—-1)) <= Pk, (k) =
kx(k—-1)x(k—-2)x..x(k —n+)

Vimos, até agora, como calcular o polinémio cromaético de alguns grafos ja conheci-
dos. Mas se G for um grafo qualquer, nao serd muito facil obter o respetivo valor do
polinémio cromadtico, utilizando este tltimo processo. Os préximos dois teoremas vém
nos ajudar a contornar este tipo de situagoes.

Teorema 66 Sejam G um grafo simples e € uma qualquer aresta de G. Entao, sendo k
o numero de cores disponiveis para colorir todos os vértices de G, o polindmio cromdatico
serd calculado, através das sequintes operagoes Pg(k) = Pa_o(k) — Paye(k).

Observacao 67 A expressio Pg_.(k) significa que retiramos uma aresta e do
grafo G e Pg(k) significa que contraimos uma aresta e de G. A ordem pela qual
retiramos ou contraimos as respetivas arestas nao é muito relevante.

Observagao 68 Ao utilizarmos a expressao do teorema anterior, com o fim de deter-
minar o polinémio cromatico de um grafo, se este tiver loops (ou lagarotes), que sao
arestas cujas extremidades sGo o mesmo vértice, ao contrair esta referida aresta, temos
de ter em conta que estamos perante dois vértices sobrepostos.

Teorema 69 Seja G um grafo de ordem n. Entao as seguintes condigoes sao
verificadas:

1) Pg(k) é um polinémio em k de grau n.

2) O termo constante de Pg(k) é zero.

3) Os coeficientes de Py (k) alteram-se nos sinais.

4) O valor absoluto do coeficiente k®~! é o nimero de arestas de G.

5) O coeficiente do termo k™ é um.

6) O valor do grau n do polinémio corresponde ao nimero de vértices de G.

Vamos abordar dois métodos para calcular o polinémio cromético de um determi-
nado grafo, utilizando a expressao Pg(k) = Ps_c(k) — Pg/c(k), onde e é uma aresta
qualquer de G e k o niimero de cores disponiveis para colorir todos os vértices de G.
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3.10 Polinémio cromatico de um grafo

Para o célculo do polinémio cromdtico de um grafo, utilizamos um método que
consiste em retirar e contrair arestas do respetivo grafo, de um modo sistemadtico,
utilizando a expressao do polinémio cromético P (k) = Pg_c(k) — Pg/e(k). Dado um
certo grafo G, o primeiro passo passa por aplicarmos esta expressao em G, retirando
e contraindo a sua primeira aresta. Por conseguinte, o grafo G sera dividido em dois
novos grafos. Voltamos a aplicar a expressao P (k) = Pg—_.(k) — Pg/.(k) a cada um dos
dois novos grafos, tendo em atencao aos sinais de cada termo do polinémio cromético e
como consequéncia desta segunda iteracao, os dois grafos anteriores serao subdivididos
em quatro novos grafos. Repetimos este processo as vezes necessdrias até obtermos
grafos do tipo IV, isto é, grafos sem arestas. Apds isto, o nimero cromético deste tipo
de grafos, é calculado da forma Py, (k) = k".

Tendo como objetivo simplificar os cdlculos, fazemos alteragoes ao método an-
terior, isto é, efetuarmos uma separacgao entre dois tipos de grafos, os que sao originados
apos retirarmos uma aresta e os que sao originados apos contrairmos essa mesma aresta.
O primeiro passo deste método consiste em criar dois grupos de sinais simétricos, onde
colocaremos os novos grafos, originados apds cada iteracao. No segundo passo, reti-
ramos uma primeira aresta do grafo original e desenhamos o grafo resultante na regiao
correspondente ao sinal positivo. No terceiro passo, contraimos esta mesma aresta e
colocamos o novo grafo na regiao de sinal negativo. A partir deste passo, sempre que
retiramos uma aresta, colocamos este novo grafo no mesmo grupo do grafo que o origi-
nou e sempre que contrairmos uma aresta, colocamos este novo grafo no grupo de sinal
contrario. Repetimos estes passos sucessivamente, até termos somente grafos do tipo
Ny, isto é, grafos sem arestas. Finalmente aplicamos a funcao Py, (k) = k", referente
ao polinémio cromético dos grafos do tipo NVy,.

Para proporcionar uma melhor compreensao, vamos calcular o polinémio cromético
de um grafo, utilizando os dois processos, baseando-nos nos resultados dos dois ltimos
teoremas.

Exemplo 70 Vamos calcular Pp, (k) , ou seja, o polinémio cromdtico do grafo caminho
Py, representado na figura 3.77, constituido por quatro vértices e trés arestas, utilizando
0 Primeiro pProcesso.

Ps

Vi Vo, Vi3 Vg
e1 e €3

Figura 3.77 — Grafo P,
Vamos entao utilizar o primeiro processo, para determinarmos o polinémio cromético
Pp, (k).

1° Passo) Aplicando a expressao Pg(k) = Pg_.(k) — Pg/.(k) ao grafo Py, vamos
ter o seguinte polinémio cromatico
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PP4 (k) - [PP4—61 (k)] - [PP4/€1 (k)]
onde:

e Pp, ., (k) significa que eliminamos a primeira aresta do grafo Py, originando num
novo grafo, ao qual chamaremos de grafo A.

® Pp, /e, (k) significa que contraimos essa mesma aresta, e como consequéncia, ter-
emos um outro grafo, ao qual chamaremos de grafo B.

Cada termo do polinémio cromético dara entao origem aos seguintes grafos A e B,
representados na figura seguinte

PP4(K)@ [ PP4@1(K) ] _[ PP4/e1(K) ]

/ N\

A B
o 60 ° o0 0
e, €3 €2 €3

Figura 3.78 — Grafos A e B

2° Passo) Vamos repetir o processo utilizado no primeiro passo, tendo em atencao
os sinais dos respetivos termos do polinémio cromé&tico. Aplicando a expressao
Pa(k) = Pg-c(k) — Pgje(k) aos grafos A e B, obtidos no passo anterior, vamos
ter o seguinte polinémio

PP4 (k) = [PA—ez (k)_PA/52 (k)] - [PB—ez (k>_PB/62 (k)] —

Pp, (k) =Pa—e,(k)—=Pase; (k)= Pp—e; (k) +Pp/e, (k)
onde

e Ps_.,(k) significa que eliminamos a aresta es do grafo A, originando num novo
grafo, ao qual chamaremos de grafo C.

® Py.,(k) significa que contraimos essa mesma aresta e;, e como consequéncia,
teremos um outro grafo, ao qual chamaremos de grafo D.

e Pp_.,(k) significa que eliminamos a aresta e; do grafo B, originando num novo
grafo, ao qual chamaremos de grafo E.

64



e Pp/.,(k) significa contraimos essa mesma aresta e, dando origem um outro grafo,
ao qual chamaremos de grafo F.

Ao retirar e contrair uma aresta dos grafos A e B, passamos a ter os seguintes
quatro novos grafos C, D, Ee F

Ppa(K)Z= Paz2(K) — Paje2(K) — Peza(K)E Pp/ea(K)
C D / X E F

o & oo o oo o oo o

€3 €3 €3 €3

Figura 3.79 - Grafos C, D, Ee F

3° Passo) Vamos repetir o processo utilizado anteriormente, aplicando os mesmos
passos nos grafos C, D, E e F.

Pp,(k) = [Po—es (k) =P yes (K)] = [Pp—e5 (&) = P ey (k)] = [P—e5 (k) = P e (k) |+ [ Pr—ey (k) = Pryes (K)] <

Pp, (k) = Pcfes (k)_PC/es <k>_[PD*63 (k)+PD/€3 (k)_PEfes (k)+PE/63 (k)—i_PF*es (k)_PF/es (k>

Passamos agora a ter oito grafos, todos do tipo N, ou seja, grafos sem arestas.

Pea(K)Z Pcza(K) — Peyea(K) — Poms(K)® Pojes(K) — Peza(K)B Pe/es(K)B Pras(K) — Peyes(K)
N4 N; Ns N N; N, N, N,

0000 000 000 00 000 o000 00 O
Figura 3.80 - Grafos do tipo N,.

Ap6s o este resultado, podemos concluir que

Pp4(k) = Ny — N3 — N3+ No— N3+ Ny+ Ny — Ny <:>Pp4(k) = Ny, —3N3+3N; — N

Aplicando a funcao Py, (k) = k,, referente ao polinémio cromatico dos grafos do
tipo N,,, passamos a ter a seguinte expressao final

Pp,(k) = k* — 3k® + 3k* — k
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Este polinémio cromético representa as possibilidades de colorir o grafo Py, com k
cores.

Pelas condicoes descritas no iltimo teorema, podemos interpretar o polinémio
cromético Pp,(k) = k* — 3k® + 3k? — k de vdrias maneiras, retirando vdrias infor-
macoes relevantes acerca do grafo P;. Por exemplo, como o grau do polinémio é quatro
e o valor absoluto do coeficiente k"1 é trés, entdo P, tem quatro vértices e trés arestas,
respetivamente.

Vamos calcular o polinémio cromdtico do mesmo grafo Pj, utilizando a versao
simplificada.

Exemplo 71 Vamos calcular Pp,(k) , ou seja, o polinémio cromatico do grafo cam-
wmho Py, representado na figura sequinte, constituido por quatro vértices e trés arestas,
utilizando o sequndo processo.

Ps

Vi Vo Vs oV,
| owm wm e

e e e3

Figura 3.81 — Grafo P;.

Comecgamos por criar dois grupos de sinafs simétricos. Do lado esquerdo colocare-
mos os grafos cujos respetivos termos do polinémio cromético sao positivos e do lado
direito os que tém sinal negativo.

® O

Figura 3.82 — Exemplo dos dois grupos
de sinais simétricos

Vamos entao exemplificar os passos, ao aplicar a expressao Pp,(k) = Pp, (k) —
Pp,,, (k) ao grafo P.

1° Passo) Retiramos a primeira aresta de P, e desenhamos este novo grafo no
grupo do lado esquerdo, referente aos termos da fungao com sinal positivo.
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®

o 060 °

e €3

O

Figura 3.83 — Eliminacao da primeira
aresta de Pj.

2° Passo) Contraimos a primeira aresta de P, e desenhamos o novo grafo, no
grupo do lado direito, referente aos termos da funcao com sinal negativo. Ao
efetuar este passo, resolvemos colorir de azul este novo grafo, assim como todos
aqueles que serao originados a partir deste, com o objetivo de nos fornecer uma
orientacao clara da posicao onde sao colocados cada um destes grafos, ao longo
de cada passo que vamos realizar.

© 0 0

€ €3

Figura 3.84 — Contracao da primeira
aresta de Pj.

3° Passo) A partir deste passo, sempre que retiramos uma aresta do respetivo
grafo, colocamos o novo grafo no mesmo grupo do grafo que o originou e sempre
que contraimos uma aresta colocamos o novo grafo no grupo de sinal contrario.
Este processo, de eliminar e contrair arestas, termina quando todos os grafos
forem do tipo N,,. Os grafos resultantes ficarao com o aspeto ilustrado na figura
3.85.

¢

o 0600

€ €3

0

| o o )

€, €3

o0 000

€3 l €3

0000 oo

3 | 3

Figura 3.85 — Aspecto dos grafos apds retirarmos e
contrairmos todas as arestas de P;.
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Passamos agora a ter oito grafos, todos do tipo V,, ou seja, grafos sem arestas,
separados em dois grupos de sinais simétricos, tal como podemos observar na figura
3.86.

®

O

Ny DN, N T, BNs Nyt o, !N
Figura 3.86 — Grafos do tipo N,

Logo, sendo k o nimero de cores a colorir os vértices do grafo P,, temos o seguinte
polinémio cromético

PP4(k> :N4+N2+N2+N2—N3—N1—N3—N3<:,>Pp4<k>:N4—3N3+3N2—N1

Aplicando a funcao Py, (k) = k", referente ao polinémio cromético dos grafos do
tipo N,,, passamos a ter a seguinte expressao final

Pp, (k) = k* — 3k® 4 3k? — k.

Podemos concluir que este polinémio cromético, que representa as possibilidades
de colorir o grafo P, com k cores, € o0 mesmo polinémio que determinamos através do
primeiro método.

Quanto ao valor de Pp,(k), este vai depender k, ou seja, do nimero de cores a
utilizar para colorir P,. Tal como podemos ver no exemplo seguinte, o cdlculo do valor
do polinémio cromético de P, torna-se mais simples, pois basta atribuir valores a k.

Exemplo 72 Sendo k o nimero de cores a colorir os vértices do grafo P,, vamos
calcular as diferentes possibilidades de colorir este grafo.

Sendo Pp,(k) = k* — 3k3 + 3k? — k o polinémio cromético do grafo P,, bastard
atribuirmos valores a k.

e Sek=1,entdo Pp,(1) =1 -3 x13+3x12-1=1-3+3-1=0
Haveria zero possibilidades de colorir P;.

e Sek=2 entdo Pp,(2) =21 —3x 22 +3x22-2=16—-24+12—-2=2
Haveria duas possibilidades de colorir o grafo.

o Sek =3, entao Pp,(3) =3 -3 x 3 +3x3-3=T4—-T4+27-3=24
Logo haveria vinte e quatro possibilidades de colorir Pj.

Depois desta exemplificagao, vamos averiguar se é possivel encontrar a fungao ref-
erente ao polinémio cromético de grafos planares e de grafos nao panares, utilizando
este 1ltimo método.
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3.10.1 Polinémio cromatico de um grafo planar

Exemplo 73 Seja G o sequinte grafo planar. Vamos ver se é possivel determinar o
polinémio cromdtico de G.

G
V, V,
€1
e
VARAVA

Figura 3.87 — Grafo planar G

Ao aplicarmos o processo referente ao segundo método e utilizando os dois teoremas
anteriores, de modo a encontrarmos o polinémio cromatico do grafo planar G, os grafos
resultantes ficarao com o seguinte aspeto

bd

1.8
AL SRR GNE

$3 00 :00:00 :00: oiniu:&i o:0:0:0:0:0:00

b
- - ——— - - - - - - - - - - - - -

CEERE SRR IR ELY SR HURY SRF S8

Figura 3.88 — Célculo do polinémio cromético do grafo
planar G

Como podemos observar na figura 3.89, apés o iltimo passo, passamos a ter trinta
e dois grafos, todos do tipo NV, separados em dois grupos de sinais simétricos.
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'
$3:00:00:00:00: 0 0000 Ri0:0:0:0: 0 0:0e
+N4 +N,; +N; +N, +N2 +N1 +Nz +N2||Z\I3 BN, BNy BEN; BN; BN; BN; BN,
|
ooi050303003osniu:“io;oﬁos&ns&s&
+N2 +N;3 +Nj +Ni +Np +N; +Np +Nz BN3 BNy BNp BN; BNs BNy BNs BN

Figura 3.89 — Grafos do tipo N,.

Logo, sendo k o nimero de cores a colorir os vértices do grafo planar G, temos o
seguinte polinémio cromaético:

Pg(k) = Ny+No+No+No+No+ Ny +No+No+No+Ni+ Ny + Ny + No+ Ny + No+ No— N3— Ny — Ny — Ny — N,

PG(k) - N4 -+ 10N2 + 5N1 - 5N3 - 2N2 - 9N1 <~ PG(k) - N4 - 5N3 + 8N2 - 4N1

Aplicando a funcao Py, (k) = k", referente ao polinémio cromético dos grafos do
tipo N,,, passamos a ter a seguinte expressao final

Pg(k) = k* — 5k3 + 8k2 — 4k.

Como podemos observar, as condigoes descritas no 1ltimo teorema sao verificadas.
O grau do polinémio Pg(k) é quatro e o valor absoluto do coeficiente k™! é cinco, o
que nos indica que o grafo planar G tem quatro vértices e cinco arestas, respetivamente.
O valor do coeficiente do termo k™ é um e o termo constante do polinémio é zero. Além
disso os coeficientes alteram-se nos sinais.

Podemos concluir que é possivel calcular o polinémio cromético de um grafo planar.

Vamos ver se, utilizando o mesmo processo, é possivel determinar esta funcao,
referente as possibilidades de colorir um grafo com k cores, sendo este grafo nao planar.

3.10.2 Polinédmio cromatico de um grafo nao planar

Exemplo 74 Seja H o sequinte grafo nao planar. Vamos ver se é possivel determinar
o polinémio cromdtico de H.

Figura 3.90 - Grafo
nao planar H
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Pelo facto do grafo nao planar H ser constituido por muitas arestas, optamos por
colori-las de modo a evitar qualquer tipo de confusao, tal como podemos observar na
figura 3.91.

Figura 3.91 — Grafo
nao planar H

Ao aplicarmos o segundo método, no céalculo do polinémio cromético deste grafo
nao planar, obtivemos em todas as iteracoes, mil e vinte e dois grafos. Por esta razao,
remetemos para anexo a resolucao grafica deste exercicio.

Tal como podemos verificar no Anexo B, apés o tltimo passo deste processo, ob-
tivemos quinhentos e doze grafos, todos do tipo N,,, separados em dois grupos de sinais
simétricos. Atribuindo os respetivos sinais a cada grafo N,, e somando os termos
do polinémio, obtemos o seguinte resultado, onde k é o nimero de cores a colorir os
vértices do grafo nao planar H.

Py (k) = Ng — 9N; + 36N, — T5N;3 + T8N, — 31N,

Aplicando a fungao Py, (k) = k", referente ao polinémio cromético dos grafos do
tipo IV,,, passamos a ter a seguinte expressao final

Py (k) = kb — 9k® + 36k* — 75k3 + 78k2 — 31k

Ao interpretarmos este polinémio cromético, e ao relacionarmos com o seu respetivo
grafo nao planar H, podemos afirmar que as condigoes descritas no ultimo teorema sao
verificadas. Como podemos observar, o grau do polinémio Py (k) é seis e o valor abso-
luto do coeficiente k"~! é nove, o que nos indica que H tem seis vértices e nove arestas,
respetivamente. O termo constante do polinémio é zero e os coeficientes alteram-se nos
sinais, sendo um o valor do coeficiente do termo k”.

Podemos concluir que independentemente do valor que atribuirmos a k, é possivel
calcular o polinémio cromético de grafos nao planares.

Como conseguimos determinar o polinémio cromético de dois grafos, um planar e
outro nao planar, podemos também concluir que a planaridade nao tem influéncia na
obtencao deste polinémio.

Se quisermos calcular o nimero de possibilidades de colorir o grafo nao planar H
com n cores, basta substituirmos, no seu respetivo polinémio cromaético, a varidvel k
por n.
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Exemplo 75 Vamos calcular o nimero de possibilidades de colorir o grafo nao planar
H com quatro e com cinco cores.

e Se k=4 em Py(k) =k — 9k® + 36k* — 75k> + 78k? — 31k, teremos

P(4) =45 -9 x4° + 36 x 4* — 75 x 4> + 78 x 4 — 31 x 4 <=

Py (4) = 4096 — 9216 + 9216 — 4800 + 1248 — 124 <= Py (4) = 420

Portanto, existem quatrocentos e vinte possibilidades de colorir H com quatro cores.

e Se k =5 em Py(k) = kb — 9k5 + 36k* — 75k> + 78k? — 31k, teremos

Pu(5) =5°—9 x5°+36 x5 — 75 x 5° + 78 x 5 — 31 x 5 <=

Py (5) = 15625 — 28125 + 22500 — 9375 + 1875 — 155 <= Py (5) = 2345

Logo, existem dois mil trezentos e quarenta e cinco possibilidades de colorir H com
cinco cores.

3.11 Arvores

Uma arvore é um grafo conexo sem ciclos, isto é, se G é uma drvore, entao G é
um grafo em que existe exactamente um tinico caminho entre quaisquer dois dos seus
vértices. Os primeiros estudos efectuados sobre drvores foram realizados em 1857, pelo
matemético britanico Arthur Cayley.

Vamos analisar algumas caracteristicas das arvores e relaciona-las com grafos planares
e grafos nao planares.

Observagao 76 Um grafo nem sempre é uma drvore, mas toda a drvore é um grafo,
bipartido e planar.

Definicao 77 Uma drvore possui folhas e ramos, que sao respetivamente os seus vér-
tices e as suas arestas.

Vamos representar na préxima figura, exemplos de duas drvores, 11 e T
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T LE!

Figura 3.92 — Arvores T} e Ts.

Como podemos verificar na figura 3.92, T} e T, sao duas drvores com estruturas
diferentes. Enquanto que T tem sete folhas e seis ramos, a arvore T5 possui nove folhas
e oito ramos.

Definicao 78 Uma floresta é uma colegao de mais do que uma drvore.

Definicao 79 A ordem de uma darvore corresponde ao nimero de folhas que esta
possui, ou seja, corresponde ao numero de vértices do respetivo grafo.

O exemplo 80 tem como objetivo, mostrar que duas drvores com a mesma ordem
nao sao necessariamente iguais.

Exemplo 80 Vamos construir algumas drvores, alterando o valor das suas ordens.

Na figura seguinte, 77 e T, representam duas drvores diferentes, embora sejam
ambas de ordem trés.

T T,

Figura 3.93 — Arvores de ordem trés
As proximas trés drvores sao distintas, mas todas de ordem quatro.
Ts Ts Ts
I I—H
Figura 3.94 — As arvores T3, T4 e T5 sao de ordem

quatro

Na figura seguinte estao representadas seis drvores diferentes, todas de ordem cinco.
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Ts Ts

To

Figura 3.95 — Arvores de ordem cinco

Os teoremas 81 e 82 sao importantes, pois permitem-nos identificar uma érvore, e
extrair alguma das suas caracteristicas, de um modo mais fluido.

Teorema 81 Um grafo conexo G com n vértices é uma drvore se e sé se tiver n — 1

arestas.

Teorema 82 Se G = (V, E) é um grafo simples com n vértices, entdo as sequintes
afirmagoes sao equivalentes:

1.

SRR AN ol R

O grafo G é uma arvore.

G nao contém ciclos e tem n — 1 arestas.

G é conexo e tem n — 1 arestas.

G é conexo e cada aresta é uma ponte.

Quaisquer dois vértices de G estao ligados por um tinico caminho.

G nao contém ciclos, mas acrescentando uma aresta obtém-se um ciclo.

Nos exemplos 83 e 84, vamos mostrar que é possivel identificar e construir arvores
a partir de grafos planares e de grafos nao planares.

Exemplo 83 Seja G o sequinte grafo planar, constituido por seis vértices e move
arestas. A partir de G, vamos identificar e construir vdrias drvores, independente-
mente do valor da sua ordem.

\

Ve V5
Figura 3.96 — Grafo G
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O objetivo passa por construir diferentes tipos de grafos, que contenham um tnico
caminho entre quaisquer dois vértices de G. A figura 3.94 representa quatro drvores
distintas, construidas a partir do grafo planar G.

Vs

Tz
Tl Vi V.
Vs
Vi A Vv,
*—o 0
Ve Vs
Ts Ta
vV, V, V, Vi Vs
Vs Vs Ve Vs

Figura 3.97 — Arvores construidas a partir do grafo
planar G.

Logo é possivel construir arvores de ordens diferentes, a partir de um grafo planar.

Exemplo 84 Seja H o sequinte grafo nao planar, constituido por seis vértices e nove
arestas. Vamos verificar se é possivel identificar e construir drvores distintas, a partir
de H, independentemente do valor das suas ordens.

Ve V5 V4

Figura 3.98 — Grafo nao
planar H

Tal como podemos verificar na figura 3.99, identificamos e construimos seis tipos
de grafos, que contém um tnico caminho entre dois quaisquer vértices de H.
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Tl T2 T3

Vi V> V3 Vi Ve Vs Vi V, V3
Ve Vs Va Vs Vs \ Vs
T, Ts Te
V, Vi Vs Vi Vs,
Vs Vs A Vs Va Vs Vs

Figura 3.99 — Arvores construidas a partir de H

Logo concluimos que é possivel construir drvores, de ordens distintas, a partir de
um grafo nao planar.

Defini¢ao 85 Dado um grafo conexo G, designa-se por drvore gerada (ou drvore
suporte, ou drvore abrangente) a todo o subgrafo de G que seja uma drvore e que
contenha todos os seus vértices.

2 s

Nos exemplos 86 e 87, vamos verificar se é possivel construir drvores geradas, a
partir de qualquer grafo, independentemente da sua planaridade.

Exemplo 86 Seja H o grafo planar sequinte, constituido por cinco vértices e sete
arestas.

Vs V.,

\2 V3

Figura 3.100 — Grafo H

A partir de H, vamos construir alguns tipos de arvores geradas.
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Tl T2 T3

V, V, Vi
Vs \A Vs V> Vs V2
Ve Vs v, Vs Vi Vs
T4 Ts
Vi Vi
Vs \"3 Vs V2
V, \A V, V3

Figura 3.101 — As drvores T, Ts, T3, Ty e T5 sao arvores
geradas a partir de G

Observando a figura 3.101, verificamos que as drvores representadas sao constituidas
pelos cinco vértices do grafo planar H. Logo é possivel construir arvores geradas a partir
de um grafo planar.

Vamos agora ver se tal é possivel em grafos nao planares.

Exemplo 87 Seja G o grafo nao planar, representado na figura sequinte.

G v,
V5 VZ
Vs Vs
Figura 3.102— Grafo G,
nao planar.

A partir de G, vamos ver se é possivel construir alguns tipos de drvores geradas.

Tl Vi T2 Vi T3 Vi

V, Vs, \2 V3 \ V3

Figura 3.103 — Arvores geradas T}, Tb e T
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Como podemos observar na figura 3.103, T, T, e T3 sao arvores geradas a partir
do grafo nao planar H, pois sao constituidas pelos seus cinco vértices.

Logo podemos concluir que é possivel criar arvores geradas, a partir de um grafo
nao planar.

O tema seguinte refere-se a férmula de Cayley que relaciona o nimero de vértices
de um grafo completo com o niimero de drvores geradas a partir deste.

3.12 Formula de Cayley

Esta férmula diz-nos que o nimero de drvores geradas a partir de um grafo com-
pleto K,, é dado por n" 2, onde n representa o nimero de vértices de K,,.

Vamos de seguida apresentar alguns exemplos referentes & aplicacao da Férmula de
Cayley. Primeiro vamos ver que é possivel definir arvores geradas a partir de um dado
grafo planar, para depois averiguar se o mesmo ¢é possivel a partir de um dado grafo
nao planar.

Exemplo 88 Seja K3 o sequinte grafo planar e completo. Vamos determinar, geomet-
ricamente, o maior numero possivel de drvores geradas, a partir deste grafo.

Ks

Vi

VAN

V3 V2

Figura 3.104 — Grafo
completo K3

Como podemos verificar na figura 3.105, os grafos 77, T e T3 sao as Unicas arvores
geradas a partir de K.

LERVA T v, T3,

VAN UV

V3 Vz V3 V2 V3 VZ

Figura 3.105 — Arvores geradas a partir de K

Logo o grafo completo K3 tem apenas trés casos possiveis, no que que diz respeito a
arvores geradas. Vamos aplicar a férmula de Cayley ao grafo K3 de modo a confirmar
este resultado. Esta férmula diz-nos que o nimero de arvores geradas, a partir de um
grafo completo, com n vértices, ¢ nos dado pela férmula n" 2.

Neste caso, como K3 é um grafo completo, constituido por trés vértices, temos que
n = 3, logo, ao aplicarmos a férmula de Cayley, obtemos
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Logo o resultado confirma-se, pois s6 serd possivel construir trés drvores geradas a
partir de K.

Exemplo 89 Vamos determinar o maior nimero possivel de drvores geradas, a partir
do grafo planar Ky, ilustrado na figura sequinte.

Ka
Va A

Vs vV,

Figura 3.106 — Grafo planar
e completo

Tal como podemos observar na figura 3.107, foi possivel construir geometricamente
dezasseis casos possiveis de drvores geradas, a partir do grafo completo K.

Vi, Vi Vs Vi Vs Vi Vi Vi V4 Vi
L ] 9 *—0 ®
[} [ ] *—0 ® @
V3 V> V3 V> V3 V, Vs Va2 Vs Vs
V4 Vi \ Vi Vs Vi Vs Vi V, Vi
® V
[ ] [ ] [ ]
Vs V, Vs \ Vs \ Vs V, Vs v,
Vs V1 Vs a V4>qvl Vs a a Vi
Vs Vs V3 Vo V3 V2 Vs Ve Vs V2
V4 Vi
V, V,

Figura 3.107 — Todas as possiveis drvores geradas a
partir de Kjy.

Aplicando de novo a férmula de Cayley, ao grafo completo Ky, temos n = 4, logo



Portanto o resultado confirma-se, pois serd possivel construir, no méximo, dezasseis
arvores geradas, a partir de Kjy.

Exemplo 90 Seja K5 o grafo completo, nao planar, representado na figura sequinte.
Vamos determinar o seu nimero mdximo de drvores geradas.

Ks

V5 VZ

\ Vs

Figura 3.108 — Grafo
completo, nao planar

Ao interpretarmos a férmula de Cayley, concluimos que o niimero maximo de drvores
geradas é calculado a partir do nimero de vértices, de um dado grafo completo. Como
um grafo completo do tipo K, é planar se e s6 se n < 4, entao o grafo Kj, para além
de ser completo, é também um grafo nao planar. Logo, por K5 ser completo, podemos
utilizar a férmula de Cayley para calcular o nimero de drvores geradas. Como este
grafo tem cinco vértices, temos n = 5. Portanto, substituindo o valor da varidvel n na
férmula n”~2, temos

572 =53 =125

logo é possivel criar cento e vinte e cinco drvores geradas, a partir de K.

Com base nos resultados obtidos nos exemplos anteriores, concluimos que tam-
bém é possivel determinar e construir drvores geradas, a partir de grafos completos,
independentemente da sua planaridade.

Vamos agora abordar alguns conceitos de termos, que nos vao servir de ferramenta,
para nos auxiliar a determinar uma drvore gerada minima ou drvore étima, a partir de
um dado grafo.

3.13 Arvore 6tima

Definicao 91 Um grafo pesado é um grafo G, que em cada aresta e estd associado
um nimero real W (e) chamado peso (ou comprimento) de e. Se H é um subgrafo de um
gafo pesado G, entao o peso W(T) de H é a soma dos pesos: W (ey)+W (e2)+...+W (ex)
onde {ey, ey, ...,ex} € o conjunto das arestas de H.

Vamos descrever e exemplificar um algoritmo, que nos vai permitir encontrar uma
arvore que tenha o menor peso possivel, ou seja, vamos determinar uma arvore 6tima,
a partir de um dado grafo. Trata-se do Algoritmo de Kruskal.
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3.13.1 Algoritmo de Kruskal

Para aplicarmos este algoritmo a um dado grafo G, escolhemos uma das suas
arestas, de tal modo que o seu peso seja 0 menor possivel e que nao seja um loop. Apds
este primeiro passo, voltamos a escolher uma outra aresta, utilizando o mesmo critério.
Repetimos este processo, de modo que as arestas escolhidas nao formem ciclos. Se G
tiver n vértices, entao o processo termina depois de escolhermos n — 1 arestas.

Como exemplo, vamos utilizar um grafo planar e outro nao planar, de modo a
averiguar se a determinacao das drvores otimas dependem da planaridade do respetivo
grafo.

Exemplo 92 Vamos utilizar o algoritmo de Kruskal para determinar a drvore dtima
do grafo planar G, representado na figura 3.109.

Figura 3.109 — Grafo planar G

Vamos escolher uma aresta de G, tal que o seu peso seja o menor possivel e que
nao seja um loop. Neste caso temos trés casos possiveis, pois G possui trés arestas
com o peso minimo de dez unidades. Escolhemos uma destas arestas e repetimos este
processo, de modo que as arestas escolhidas nao formem ciclos, nem sejam um loop.

Como o grafo planar G é constituido por nove vértices, o processo termina depois
de escolhermos oito das suas arestas. Para simplificar este processo, vamos definir, por
exemplo, a aresta que liga o primeiro vértice ao segundo, por(vy, vs).

Na tabela seguinte, representamos os passos referentes ao algoritmo de Kruskal,
que passa por ordenar, por ordem crescente, os pesos das arestas de G, para depois
escolhermos as respetivas arestas, de modo que estas nao formem ciclos.
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Numero@leGrestas@scolhidas | PesoRlas@restas Agdo

1 W(V,,V,)=10 Escolhemos estalresta.
2 W(V3,V,)=10 Escolhemos esta@resta.
3 W(Ve,V7)=10 Escolhemos estaresta.
4 W(V4,V,)=15 Escolhemos estaresta.
5 W(V;s,V;)=15 Escolhemos estafresta.
6 W(Vs,Vy)=15 Escolhemos estalresta.

[HERI W(V4,V,)=20 Nao@scolhemos,Forma um ciclo.
7 W(V,4,Vs)=20 Escolhemos esta@resta.

[HARI W(V;s,Ve)=20 N3o@scolhemos,HForma um ciclo.
8 W(V;s,Vg)=20 Escolhemos esta@resta.

Ao selecionarmos a oitava aresta do grafo planar G, o processo termina. Podemos
verificar na figura 3.110, as oito arestas de G que foram escolhidas e os seus respetivos
pesos.

Figura 3.110 — Grafo planar G

Para calcularmos o peso da arvore 6tima, somamos os pesos das arestas escolhidas.

W(T) =10 4 10 4 10 + 15 + 15 + 15 + 20 + 20 <>
W(T) = 115

Temos entao a seguinte arvore 6tima, constituida por nove vértices e oito arestas,
com um peso de cento e quinze unidades.
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20

Vs Vs O,

Figura 3.111 — Arvore
otima de G

Conclufmos que é possivel obter uma drvore 6tima a partir do grafo planar G.

Exemplo 93 Vamos utilizar o algoritmo de Kruskal para determinar a drvore dtima
do grafo nao planar H, representado na figura sequinte.

25 A

Vs

Figura 3.112 — Grafo H, nao planar

Vamos escolher uma aresta de H, tal que o seu peso seja o menor possivel e que
nao seja um loop. Neste caso temos dois casos possiveis, pois H possui duas arestas
com o peso minimo de cinco unidades. Escolhemos uma destas arestas e repetimos este
processo, de modo que as arestas escolhidas nao formem ciclos, nem sejam um loop.

Como o grafo nao planar H é constituido por dez vértices, o processo termina depois
de escolhermos nove das suas arestas.

Vamos utilizar o mesmo processo do exemplo anterior. Na tabela seguinte, represen-
tamos os passos referentes ao algoritmo de Kruskal, que passa por ordenar por ordem
crescente os pesos das arestas de H, para depois escolhermos as respetivas arestas.
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Numero@le@restas@scolhidas | PesoRlas@restas Agdo
1 W(V;,Vg)=5 Escolhemos estaresta.
2 W(Vg,Vo)=5 Escolhemos estalresta.
3 W(V,,Vg)=10 Escolhemos esta@resta.
4 W(Vg,V10)=10 Escolhemos esta@resta.
5 W(Ve,V10)=15 Escolhemos esta@resta.
6 W(V,,V;)=15 Escolhemos esta@resta.
7 W(V3,Vi10)=20 Escolhemos esta@resta.
8 W(V3,V,)=20 Escolhemos estaf@resta.
9 W(Vs,Ve)=20 Escolhemos estal@éresta.

Como o grafo nao planar H tem dez vértices, ao escolhermos a nona aresta, o
processo termina. Podemos verificar na figura 3.113, as oito arestas de H que foram
selecionadas, assim como os seus respetivos pesos.

Vi 20 Vs

25 25
v v
20 20
Vs 25 Vs

Figura 3.113 - Grafo nao planar H

Para calcularmos o peso da arvore 6tima, somamos os pesos das arestas escolhidas.

W(T) =5+5+ 10+ 10 + 15 4 15 + 20 + 20 + 20 <= W(T) = 120

Temos entao a seguinte arvore 6tima, constituida por dez vértices e nove arestas,
com um peso de cento e vinte unidades.
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Figura 3.114 — Arvore 6tima de H

Concluimos que é possivel obter uma arvore 6tima a partir do grafo nao planar H.

Logo ¢é possivel aplicar o algoritmo de Kruskal, para determinar uma arvore 6tima,
independentemente da planaridade dos respetivos grafos.
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Capitulo 4

A planaridade e a existéncia de
matching num grafo

Em muitas dreas relacionadas com a investigacao, os grafos tornaram-se numa
forma eficaz de representar objetos, onde normalmente os vértices representam regioes
de uma imagem ou de um objeto e as arestas representam as relagoes existentes entre
estas regioes. E também neste contexto que o matching vem demonstrar ser uma ferra-
menta importante em resolver problemas, como por exemplo na visao computacional.

Definicao 94 Um matching num grafo G é o conjunto de arestas independentes, isto
é, um conjunto de arestas no qual nenhum par partilha o mesmo vértice.

Definicao 95 Dado um matching M, num grafo G, os vértices que pertencem as
arestas de M dizem-se saturados por M, ou M-saturados. Se um matching M satura
todos os vértices de G, entao M é um matching perfeito. Um matching perfeito num
grafo G é um matching que tem o maior cardinal possivel.

Nos préximos quatro exemplos, vamos verificar se é possivel determinar a existéncia
de um matching e de um matching perfeito em dois tipos de grafos, um planar e um
outro nao planar. O objetivo serd provar que a existéncia de um matching e de um
matching perfeito num grafo, ndo depende da sua planaridade.

Exemplo 96 Consideremos o grafo planar G, representado na figura 4.1. Vamos de-
terminar se existe algum tipo de matching neste grafo.

G

\%

Figura 4.1 — Grafo planar G
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O objetivo é selecionar um conjunto de arestas de G, no qual nenhum par partilha
o mesmo vértice. Como podemos observar na figura 4.2, os vértices do grafo planar G
nao estao todos saturados, pois falta saturar o vértice V5.

G
V, V,
Vs
Vg Vs, V4 Vs
\%

Figura 4.2 — Grafo planar G

Concluimos que nao existe um matching perfeito no grafo planar G, embora exista
um matching “normal”.
Este matching pode ser representado pelo conjunto M = {v1vs, v4Vg, V5Vg, VgV7}.

Exemplo 97 Seja H o grafo planar, representado na figura 4.3. Vamos verificar se
existe algum tipo de matching neste grafo.

H
vV, V, V3
Vs
Vs
@
Vg V7 VG

Figura 4.3 — Grafo planar H

Selecionamos as arestas de H, de modo que nenhuma partilhe o mesmo vértice.

H
V, V, V3
Vs
\
@
Vg V7 VG

Figura 4.4 — Grafo planar H
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Como podemos observar na figura anterior, os vértices do grafo planar H estao todos
saturados. Logo estamos em presenca de um matching perfeito. Podemos representar
este matching perfeito pelo conjunto M = {v;vy4, vavs, v5ve, v7vg}.

Exemplo 98 Consideremos o grafo nao planar E, representado na figura 4.5. Vamos
determinar se existe algum tipo de matching neste grafo.

Figura 4.5 — Grafo E, nao
planar

Depois de selecionar um conjunto de arestas de E, no qual nenhum par partilha o
mesmo vértice, podemos observar na figura 4.6 que, os vértices do grafo nao planar E
nao estao todos saturados, pois falta saturar o vértice v;.

Vi V, V3

<

Figura 4.6 - Grafo E, nao
planar.

Logo, nao existe um matching perfeito no grafo nao planar E, embora exista
um matching “normal”. Podemos representar este matching pelo conjunto M =
{Vvavs, V3vy, vsVg, Ve V7).

Exemplo 99 Seja F o sequinte grafo nao planar. Vamos verificar se existe algum tipo
de matching em F.



V5 V4

Figura 4.7 — Grafo nao planar
F

Podemos observar na figura 4.8 que os vértices do grafo nao planar F estao todos
saturados. Logo estamos em presenca de um matching perfeito.

V5 V4

Figura 4.8 — Grafo nao planar

F

Podemos representar este matching perfeito através do conjunto M = {vvg, vovs, v4vs}.
Logo, pelos exemplos anteriores, podemos concluir que a existéncia de um matching
ou de um matching perfeito, vai depender da quantidade de arestas e de vértices que
possui e nao da sua planaridade.

4.1 Grafos de Euler

Vamos definir o grafo de Euler, assim como alguns conceitos importantes rela-
cionados com este tema, para depois verificarmos se a planaridade pode influenciar a
construcao deste tipo de grafos.

Definicao 100 Num grafo G, um caminho é uma sequéncia de vértices e arestas de
um grafo, tal que os vértices e as arestas sao adjacentes.

Exemplo 101 Seja H o grafo representado na figura 4.9. Vamos determinar um cam-
inho em H.

90



€s

€y d

Figura 4.9 — Grafo H

e

Um caminho em H, é uma sequéncia de vértices e arestas de H, tal que os seus
vértices e as suas arestas sejam adjacentes. Esta sequéncia poderd ser representada
de vérias maneiras, por exemplo, pelos conjuntos W = (aejbescesdesees) ou W =<
aey, bes, ces,dey,ces > ou W =< a,b,c,d,e > ou W =< ey, e, €3, €4, €5 >, que repre-
sentam um nico caminho em H.

Definigao 102 Se num grafo G existir um caminho em que os vértices iniciais e finais
sao diferentes, dizemos que o caminho é aberto, caso contrdrio é um caminho fechado.
O comprimento de um caminho é o nimero de arestas que o compoe.

Definicao 103 Um grafo é conexo se, para todos os pares de vértices X,Y existir um
caminho de X para Y, ou um caminho de Y para X.

Exemplo 104 Vamos considerar o grafo G, representado na figura 4.10.

e d

Figura 4.10 — Grafo G

O grafo G é conexo, pois é possivel estabelecer um caminho entre qualquer dos seus
vértices.

Exemplo 105 Seja H o grafo representado na figura 4.11. Vamos verificar se H é
conezro.
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Figura 4.11 — Grafo H

O grafo H nao é conexo, pois nao existe um caminho entre todos os seus vértices.
Definicao 106 Num grafo, um circuito é um caminho que ndo tem arestas repetidas.
Definicao 107 Um ciclo é um caminho fechado que nao tem vértices repetidos.

Definicao 108 Um circuito fechado que contenha todas as arestas, sem repeticoes, é
designado por circuito de FEuler.

Exemplo 109 Seja H o grafo representado na figura 4.12. Vamos determinar um
circuito de Euler.

w 4

Figura 4.12 — Grafo H

Se optarmos pelo caminho fechado, sem repeticoes de arestas, representado pelos
vértices wzuvzvuw de H, acabamos por obter um circuito de Euler.

Definigao 110 Um circuito aberto que contenha todas as arestas do grafo (sem repeti¢oes)
denominamos por Percurso de FEuler.

Exemplo 111 Seja G o grafo representado na figura 4.13.
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d c

Figura 4.13 — Grafo G
Se escolhermos o caminho aberto, sem repetir nenhuma aresta de G, representado
pelos vértices dcebaedbc, obtemos um percurso de Euler.

Observagao 112 Um grafo pode nao conter qualquer tipo de percurso ou circuito de
Euler.

Exemplo 113 Seja F o grafo representado na figura 4.14.

Figura 4.14 — Grafo
F

Este grafo nao contém nenhum percurso de Euler, nem nenhum circuito de Euler,
pois nao é possivel determinar um caminho em F, aberto ou fechado, que contenha
todas as arestas, sem as repetir.

Definicao 114 Um grafo que contenha um circuito de Euler é designado por grafo de
FEuler ou por grafo Euleriano.

Teorema 115 Um grafo conexo G é um grafo de Fuler se e s6 se o grau de todos os
vértices for par. Um grafo conexo G tem um percurso de Euler se e sé se apenas o

vértice inicial e o vértice final forem de grau impar.

Vamos verificar se é possivel obtermos um grafo de Euler a partir de grafos planares
e a partir de grafos nao planares.

Exemplo 116 Consideremos o grafo planar E representado na figura sequinte. Vamos
verificar se E é um grafo Fuleriano.
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1 2

4 5

Figura 4.15 — Grafo
planar E

O objetivo é encontrar um circuito de Euler em E, ou seja, um caminho fechado
que contenha todas as arestas, sem as repetir. Se escolhermos o caminho constituido
pelos vértices 5312345, temos um circuito de Euler.

Logo o grafo planar E é um grafo Euleriano.

Exemplo 117 Seja F o sequinte grafo nao planar, representado na figura 4.16. Vamos
verificar se é possivel classificar F de grafo eureliano.

Figura 4.16 — Grafo
nao planar F

Para que F possa ser um grafo de Euler, temos de encontrar um caminho fechado em
F que contenha todas as arestas, sem as repetir. Se escolhermos o caminho constituido
pelos vértices 1687635472341, temos um circuito de Euler.

Logo o grafo nao planar F é um grafo Euleriano.

Conclusao 118 Pelos exemplos anteriores, verificamos que a possibilidade de obter
um grafo euleriano nao depende da planaridade do respetivo grafo.

4.2 Grafos de Hamilton

Vamos definir o grafo de Hamilton, assim como algumas das suas caracteristicas,
para depois verificarmos se a planaridade pode influenciar este tipo de grafos.
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Definicao 119 Um ciclo de um grafo que contenha todos os vértices, sem repetigoes,
com exce¢ao dos vértices finais, chama-se Ciclo Hamaltoniano

Definicao 120 Um grafo que contenha um ciclo hamiltoniano chama-se Grafo de
Hamilton ou Grafo Hamiltoniano.

Exemplo 121 Seja G o sequinte grafo planar G, constituido por nove vértices.

8 7 6

Figura 4.17 — Grafo planar G

O caminho definido pelos vértices 8376542198 de G, representa um ciclo Hamil-
toniano, pois trata-se de um ciclo que contém todos os vértices de G, sem repeticoes,
com excegao do vértice final. Logo G é um grafo Hamiltoniano.

Exemplo 122 Seja H o grafo nao planar, representado na figura 4.18.

\2 V3

Figura 4.18 — Grafo
nao planar H

O caminho definido pelos vértices vivavivyvs de H, representa um ciclo Hamiltoni-
ano, pois trata-se de um ciclo que contém todos os vértices de H, sem repetir nenhum,
com exce¢ao do vértice final. Logo o grafo nao planar H é um grafo Hamiltoniano.

Conclusao 123 Como podemos verificar, pelos exemplos anteriores, é possivel classi-
ficar um grafo planar e um grafo nao planar de grafo hamiltoniano.
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4.3 Grafos Mdagicos

Vamos definir alguns conceitos e analisar algumas caracteristicas, relacionadas
com certos tipos de grafos, tais como o grafo magico, grafo aresta-mégica, grafo vértice-
magico e o grafo total-mégico. O objetivo sera verificarmos se a planaridade tem algum
tipo de influéncia na construgao de grafos deste tipo.

Pelo facto do tema relacionado com grafos magicos ser relativamente recente, en-
contramos algumas defini¢oes diferentes, dentro do mesmo contexto, por isso tentamos
manter uma linha de raciocinio o mais coerente possivel.

Observacao 124 Todos os grafos aqui mencionados nao possuem vértices isolados,
arestas mailtiplas nem loops.

Definicao 125 Seja G um grafo cujas arestas ou vértices estao rotulados por nimero
inteiros positivos. A esses valores damos o nome de pesos.

Definicao 126 Um grafo é denominado por grafo mdgico se a soma dos pesos, as-
sociados a todas as arestas incidentes num vértice qualquer do grafo, ou associados a
todos os vértices que intercetam arestas em linha recta, tiver como resultado um valor
constante, independentemente do vértice ou da aresta que escolhermos.

Vamos verificar se é possivel construir este tipo de grafo, a partir de um grafo planar
e de um grafo nao planar. Em cada exemplo que se segue, vamos primeiro atribuir
pesos as arestas para depois atribui-los aos vértices.

Exemplo 127 Seja G o grafo planar representado na figura 4.19, constituido por cinco
vértices e sete arestas. Vamos provar que se trata de um grafo mdgico.

Figura 4.19 — Grafo
planar G

Neste exemplo, a ideia passa por atribuir pesos as arestas de G, de tal forma que
a soma de todas as arestas incidentes num vértice qualquer, seja constante. Na figura
4.20 observamos que tal é possivel.
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Figura 4.20 - Grafo
planar G

Se somarmos os pesos de todas as arestas, incidentes em qualquer vértice de G, o
valor é sempre doze unidades. Logo G é um grafo mégico.

Exemplo 128 Seja E o grafo planar representado na figura 4.21, constituido por dez
vértices e quinze arestas. Vamos verificar que se trata de um grafo mdgico.

Figura 4.21 — Grafo
planar E

Neste caso, o objetivo serd atribuir pesos aos vértices do grafo planar E, de modo
que a soma dos pesos de todos os vértices, que intercetam as arestas de E em linha
reta, tenha sempre o mesmo valor.

Figura 4.22 — Grafo
planar E
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Observando a figura 4.22, verificamos que a soma dos pesos dos vértices, que inter-
cetam qualquer aresta em linha reta, é sempre um valor constante de vinte e quatro
unidades. Portanto o grafo planar E é um grafo mégico.

Exemplo 129 Seja H o sequinte grafo nao planar, constituido por seis vértices e nove
arestas. Vamos demonstrar que H é um grafo mdgico.

Figura 4.23 — Grafo nao
planar H

Neste exemplo, vamos atribuir pesos as arestas do grafo nao planar H, de tal
forma que a soma de todas as arestas incidentes num vértice qualquer, seja constante.
Podemos observar na figura 4.24 que esta soma é possivel.

Figura 4.24 — Grafo nao
planar H

Se somarmos os pesos de todas as arestas, incidentes em qualquer vértice do grafo
nao planar H, o valor é sempre constante, isto é, a soma d& sempre vinte e quatro
unidades. Logo o grafo nao planar H é um grafo maégico.

Exemplo 130 Seja H o mesmo grafo nao planar utilizado no exemplo anterior. Vamos
provar que H é um grafo mdgico, atribuindo valores aos seus respetivos vértices.

Observando a figura 4.25, verificamos que a soma dos pesos dos vértices, que inter-
cetam qualquer aresta em linha reta, é sempre um valor constante de sete unidades.

5 5 5

Figura 4.25 — Grafo nao
planar H
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Portanto o grafo nao planar H é um grafo mégico.

Conclusao 131 Concluimos que é possivel obtermos grafos magicos a partir de grafos
planares e de grafos nao planares. Logo a planaridade nao tem influéncia na construgao
deste tipo de grafos.

Vamos de seguida definir trés tipos de grafos magicos, o grafo aresta-magica, o grafo
vértice-médgico e o grafo total-magico.

Definicao 132 Um grafo G é denominado por grafo aresta-mdgica se a soma dos
pesos associados a dois vértices adjacentes com o peso da aresta que os une, for um
valor constante. A este valor constante chamamos constante magica.

Vamos exemplificar este tipo de grafos, relacionando-os com a planaridade.
Exemplo 133 O seguinte grafo planar G é um grafo aresta-mdgica, pois a soma dos

pesos assoctados a qualquer dois dos seus vértices adjacentes, com o peso da aresta que
0s une, € um valor constante.

Figura 4.26 — Grafo
aresta-mégica, G

Neste caso, o valor da constante mégica de G é de vinte e uma unidades.
Exemplo 134 O sequinte grafo nao planar H é um grafo aresta-mdgica, pois a soma

dos pesos associados a qualquer das suas arestas com o peso dos vértices das suas
respetivas extremidades, é um valor constante.

Figura 4.27 — Grafo
aresta-magica
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O valor da constante mégica de H é de doze unidades.

Conclusao 135 Concluimos que é possivel construir um grafo aresta-mdgica, inde-
pendentemente da sua planaridade.

Definicao 136 Um grafo G é denominado por grafo vértice-magico se a soma dos
pesos associados a todas as arestas incidentes num vértice, com o peso do respetivo
vértice, for um valor constante. A este valor constante chamamos soma mdgica.

Vamos construir este tipo de grafos, para depois relaciond-los com a planaridade.

Exemplo 137 O seguinte grafo planar H, representado na figura sequinte, é um grafo
vértice-mdgico, pois a soma dos pesos associados a todas as arestas incidentes num
vértice, com o peso do respetivo vértice, é um valor constante.

5

Figura 4.28 — Grafo
vértice-méagico, H

Neste caso, a soma mégica de H é de trinta e duas unidades.

Exemplo 138 O seguinte grafo nao planar F' é um grafo vértice-mdgico, pois a soma
dos pesos associados a todas as arestas incidentes num vértice, com o peso do respetivo
vértice, é um valor constante

Figura 4.29 — Grafo
Vértice-magico
Neste caso, a soma médgica de F é de dezasseis unidades.

Conclusao 139 Concluimos que é possivel construir um grafo vértice-mdgico, inde-
pendentemente da sua planaridade.
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A préxima defini¢ao é uma das mais rigorosas, dentro do contexto dos grafos m&gi-
cos. Por esta razao, ainda nao sao conhecidos muito grafos deste tipo.

Definigao 140 Um grafo tem a denomina¢ao de grafo total-mdgico se for em si-
multdneo um grafo aresta-mdgica e vértice-mdgico.

Vamos verificar se este tipo de grafo depende da planaridade.

Exemplo 141 Os quatro grdficos planares representados na figura 4.30, sao exemplos
de grafos mdgico-total, pois sao em simultdneo grafos aresta-mdgica e vértice-mdagico.

E a F 2 G 3 H 1
5 6 4 6 3 5 2 3
Figura 4.30 — Grafo mégico-total

Sejam k a soma maégica e h a constante mégica dos seus grafos respetivos grafos,
observando a figura anterior, concluimos que:

Grafo (E): h=9 ek = 12;

Grafo (F): h=10 e k = 11;

e Grafo (G): h=11 ek =10;

Grafo (H): h=12 ek =9;
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Capitulo 5

Conclusoes

Este trabalho teve como objetivo, dar uma visao global sobre a planaridade de
grafos e analisar as consequéncias e influéncia da sua existéncia, ou da sua inexisténcia,
em temas como a coloracao de grafos e a existéncia de matching em grafos.

E evidente que este assunto abrange muitos outros conceitos que nio foram aqui
citados. Tivemos o cuidado de abordar o tema de um modo sucinto, apresentando em
anexo mais alguma informacao de modo a torné-lo claro, usando conceitos basicos para
facilitar a compreensao por parte do leitor, de qualquer drea profissional.

Atualmente, devido a evolucao da tecnologia, ao facil acesso a todo o tipo de ferra-
mentas virtuais e a velocidade com que partilhamos enormes fluxos de textos cientificos,
a nivel global, é de salientar que estamos a trabalhar numa teoria relativamente recente,
que poderd originar alguns termos e conceitos diferentes, dentro do mesmo contexto,
provocando alguma confusao e dificuldade na organizacao e na geréncia desta infor-
macao. No entanto o interesse e a motivagao que a Teoria dos Grafos nos despertam,
serviram de impulso para reforcar e clarificar o conteido dos temas aqui mencionados
e contornar todo o tipo de obstaculos com vista a realizarmos este trabalho.

Foi possivel verificar neste trabalho que, dentro dos temas que destacamos, tais
como a coloragao de um grafo, o nimero cromatico, grafo critico, o polinémio cromético,
as arvores, arvores Otimas, a existécia de matching num grafo, os grafos mégicos, entre
outros, foi possivel aplicar as mesmas defini¢oes e propriedades, os mesmos teoremas
e algoritmos, tanto nos grafos planares como nos grafos nao planares. E por mais
complexo que a aparéncia de um grafo nao planar possa ter, muitas vezes é possivel
utilizd-lo como ferramenta para a resolugao de vérios tipos de problemas, desde os mais
simples do dia a dia, como os mais complexos que estao relacionados com as mais vastas
areas, ligadas com a investigacao.

O sucesso da Teoria dos Grafos estd relacionado com a sua versatilidade, no que
diz respeito as suas aplicagoes, quer sejam visuais ou analiticas. Este assunto, apesar
de ser complexo e de haver muita investigacao ainda a ser feita nesta drea, nao deixa
de ser algo fascinante e este fascinio aumenta, & medida que temos mais conhecimentos
sobre o assunto.
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Anexo A

Alguns conceitos bésicos sobre grafos

Neste anexo iremos abordar alguns conceitos bédsicos e alguns teoremas sobre
grafos, recorrendo a alguns exemplos e ilustragoes, com a finalidade de proporcionar
uma melhor compreensao dos temas abordados neste trabalho.

Definicao 142 Um grafo é uma estrutura composta por dois tipos de objectos. Um
conjunto finito V = a,b,c,... de elementos chamados vértices (ou nodos) e um con-
Junto E = x,y,... de pares de vértices distintos chamadas arestas (ou arcos). Des-
ignamos o grafo que tem o conjunto de vértices V e o conjunto de arestas E por:
G=(V,E).

Um grafo G = (V, E) é por defini¢do, uma entidade matemética abstracta. Mas
podemos representar esta entidade geométrica através de um diagrama no plano. Lig-
amos dois pontos distintos, utilizando uma curva simples, e estes determinam uma
aresta.

Exemplo 143 O segmento que liga os vértices a e b do grafo G, representado na
figura A.1, é uma aresta.

a b

¢ .

Figura A.1 - Exemplo de
uma aresta.

Num grafo, cada vértice pode representar um cédigo de letras, mimeros ou palavras
e cada aresta pode representar uma grandeza numeérica.

Exemplo 144 Podemos verificar que o sequinte grafo G possui quatro vértices e trés
arestas.
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20

Figura A.2 - Exemplo
de um grafo.

Definigao 145 Seja V = a,b,c,... o conjunto dos vértices (ou nodos) de um grafo
G. A ordem do grafo G, corresponde ao nimero n de vértices do conjunto V.

Definicao 146 Os vértices que sao unidos pela mesma aresta sao denominadas por
vértices adjacentes, ou seja, sio as extremidades de uma aresta.

Observacgao 147 Se u é uma aresta de um grafo G, que une um vértice X a um outro
vértice y, dizemos que X ey sao vértices adjacentes. Podemos representar esta aresta
poru=Xx,y=y,X.

Na figura A.3, o grafo G possui duas arestas adjacentes x e y, pois sao unidas pela
mesma aresta u.

X Y

e

u

Figura A.3 - Os vértices X e
Y sao adjacentes.

Definicao 148 Um vértice isolado nao é adjacente a nenhum outro vértice, ou seja,
nao possui nenhuma aresta a ligd-lo a outro vértice.

Exemplo 149 No sequinte grifico G, verificamos que z é um vértice isolado.

X Y

o o
Figura A.4 - O vértice Z é
um vértice isolado.
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Definicao 150 Se alterarmos a definicao de grafo e permitirmos que um par de vér-
tices forme mais do que uma aresta, entdo o resultado é uma estrutura chamada multi-
grafo, ou seja, é um grafo que possui, pelo menos, um par de vértices unidos por mais
do que uma aresta. Representamos um multigrafo por G = (V, E) onde V' é o conjunto
dos vértices, e o conjunto das arestas E é um multiconjunto.

Exemplo 151 A figura sequinte ilustra um exemplo de um grafo, onde os vértices a e
d possuem arestas paralelas. Logo trata-se de um multigrafo.

d

Figura A.5 - Exemplo de
um multigrafo.

Defini¢ao 152 Sejam G = (V, E) um multigrafo e u = {x,y} uma aresta de G. A
multiplicidade de u é o nimero de vezes m{x,y} que esta aresta ocorre no multi-
conjunto F.

Defini¢ao 153 Num grafo podem existir loops (ou lagarotes), que sdo arestas da
forma {x,x} que transforma um vértice adjacente a si préprio, ou seja, é uma aresta
cujas extremidades sao o mesmo vértice.

Exemplo 154 A figura A.6 ilustra um grafo com trés loops num dos seus vértices.

a b
Figura A.6 - O vértice
C tem trés loops.

Definicao 155 Um grafo que nao contenha loops nem arestas maiiltiplas ou arestas
paralelas, denominamos por grafo Simples.

Definicao 156 Um grafo de ordem n é completo se cada par de vértices distintos

forma uma tnica aresta e cada vértice é adjacente a todos os outros. Representamos
um grafo completo por K, .
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Exemplo 157 Na figura sequinte, podemos verificar que o grafo H nao é completo,
pois existem duas arestas "paralelas"entre os vértices a e b, e para além disso, as
arestas a e ¢ nao sao adjacentes.

a

Figura A.7 - O grafo H
nao é completo

Os grafos representados na figura A.8 sao exemplos de grafos completos, pois nao
contém arestas paralelas e todos os vértices sao adjacentes.

Ks

KZ
Ky
° / Ao
Figura A.8 - Os grafos Ky, Ko, K3 e K,
sao grafos completos.

nx(n—1)

3 arestas.

Observacao 158 Um grafo completo K,,, de ordem n, tem

Exemplo 159 Vamos considerar o grafo completo K4, de ordem quatro, representado
na imagem sequinte.

Kq

Figura A.9 -
Grafo completo
Ky

Entao, pela expressao anterior, o nimero de arestas de /K, pode ser calculado pela

~ A(4-1) .
expressao ——, logo K possui 6 arestas.
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Definicao 160 Um grafo é planar se a sua representacao no plano nao tiver arestas
que se interceptem.

Exemplo 161 Seja G o grafo representado na figura A.10.

Figura A.10 -
Grafo G

Este grafo poderd ser classificado de grafo planar, se for possivel representd-lo no
plano, de tal forma que as suas arestas nao se intercetem. Na figura A.11 verificamos
que tal é possivel, pois modificarmos a posicao de uma das arestas que se cruzam.

Figura A.11 - Grafo
planar G

Definigao 162 O grau de um vértice x de um grafo G, é o nimero deg(x) de arestas
mcidentes em X, ou seja, € o niumero de arestas que chegam a cada vértice.

Exemplo 163 Consideremos o sequinte grafo G com quatro vértices.

d
Figura A.12 - Grafo G

Os vértices a e b tém grau 3, o vértice ¢ tem grau 4 e o vértice d tem grau 2, ou
seja, deg(a) = deg(b) = 3, deg(c) = 4 e deg(d) = 2.
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Definicao 164 O grau de um vértice x de um grafo que contenha loops, é o niimero
deg(x) de arestas incidentes em x. Neste caso temos de ter em conta de que, para cada
loop existente no vértice x, este conta como duas arestas.

Exemplo 165 Na figura A.13 ilustramos o grafo H que contém dois vértices com loops.

C

Figura A.13 - Grafo H
com trés loops

Se calcularmos o grau de cada vértice, temos de ter em conta de que o grau de cada
loop "conta"a dobrar, ou seja, deg(a) = 2, deg(b) = 4 e deg(c) = 6.

Definicao 166 Se associarmos a um dado grafo, uma lista constituida pelos graus dos
seus vértices, por ordem nao crescente, podemos criar uma sequéncia de niimeros refer-
ente ao grau de cada um dos seus vértices. Se representarmos o grau de cada vértice, de
um dado grafo, por d;, comi=0,1,2,...,n, chamamos a sequéncia (di,da,...,d,),
comd; >dy > ... >d, >0, de grau-sequéncia do grafo.

Exemplo 167 Vamos considerar o grafo G representado na figura A.14.

d c

Figura A.14 - Grafo G

O grafo G é constituido por quatro vértices, onde deg(a) = 2, deg(b) = 3, deg(c) =
4 e deg(d) = 3. Logo podemos associar o seguinte grau-sequéncia a G : (4,3, 3,2)

Teorema 168 Sejam G um grafo e V o conjunto dos vértices de G. A soma do grau
de todos os vértices de G, é um nimero par e é igual ao dobro do mimero de arestas

existentes em G. Logo, a soma do grau-sequéncia de G, pode ser reduzida & sequinte
eTpressao

Zdeg(vi) = 2e
i=1
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onde e representa o nimero de arestas de G.

Exemplo 169 Seja G o grafo da figura A.15.

Figura A.15 - Grafo G,
constituido por seis vértices.

Analisando o grafo G, verificamos que o grau dos seus vértices tém os seguintes
valores

deg(a) = 2, deg(b) = 2, deg(c) = 5, deg(d) =5, deg(e) = 1, deg(f) = 1.

Se utilizarmos a expressao do teorema anterior, temos

D deg(vi) =2 <=2+2+5+5+1+1=16.
=1

Verificamos que a soma do grau de todos os vértices de G é realmente um nimero
par. Vamos averiguar se este valor corresponde ao dobro do niimero de arestas de G.
Aplicando este resultado ao somatério anterior, temos

16 =2e<—=e =28

logo concluimos que G tem oito arestas.

7

Definicao 170 Uma sequéncia grdifica é uma sequéncia de numeros inteiros nao
negativos & qual corresponde um grau-sequéncia de um grafo. FEsta sequéncia grifica
diz respeito apenas a grafos simples, isto é, a grafos sem arestas miltiplas e sem loops.

Definigao 171 Um grafo é regular se todos os seus vértices tiverem o mesmo grau.
Dizemos que um grafo é regqular de grau r quando todos os vértices do grafo tém grau

r.

Exemplo 172 O grafo completo K4, representado na figura A.16, é um grafo reqular
de grau trés.
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Ka

Figura A.16 - Grafo
completo K

Definicao 173 Denominamos um grafo simples de grau dois por grafo ciclico e des-
1gnamos este tipo de grafo por C,, com n > 3, onde n representa o nimero dos seus

vértices, ou seja, os grafos ciclicos Cy sao grafos requlares de grau dois, com pelo menos
trés vértices.

Exemplo 174 O grafo Cy ilustrado na figura A.17, representa um grafo ciclico.

C

Figura A.17 -
Grafo Ciclico Cy

Definicao 175 Consegquimos obter um grafo roda a partir dos grdficos ciclicos. Basta
adictonarmos um vértice no centro de um grafo ciclico e ligarmos este vértice a todos
os outros. Geralmente, designamos um grafo roda, com n vértices, por W,.

Exemplo 176 Na figura A.18, temos um exemplo de um grafo roda com cinco vértices,
designado por Wi.

Figura A.18 -
Grafo Roda Wj

Observagao 177 Um grafo roda Wy, possui n vértices e 2(n — 1) arestas, comn > 4.
O vértice do centro tem grau n — 1 e os restantes grau trés.
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Definicao 178 Um grafo nulo é um grafo sem arestas e designa-se por N,, em que
n representa o niumero de vértices.

Exemplo 179 Na figura A.19 encontram-se representados quatro grafos nulos.

[ o o o 00 o o 060
N, N, N3 N,

Figura A.19 - Exemplos de grafos nulos

Definicao 180 Um grafo caminho é um grafo simples, geralmente representado por

P,, onde n é o nimero de vértices. Tal como podemos verificar na figura A.20, este
tipo de grafo possui n — 1 arestas.

oo o090 o000
P, P3 P

Figura A.20 - Exemplos de grafos
caminho

Podemos também concluir que, sendo V' o nimero de vértices e £ o nimero de
arestas de um grafo caminho, entao a seguinte condigao |V| = |E| + 1 é sempre verifi-
cada.

Definigcao 181 Um grafo bipartido G é um grafo cujo conjunto dos vértices V(Q)
pode ser separado em dois subconjuntos U e W tal que cada aresta de G tem um vértice
em U e outro em W.

Exemplo 182 Vamos considerar o grafo G representado na figura A.21.

d e f g

Figura A.21 - Grafo G, Bipartido

Seja V(G) o conjunto dos vértices de G, entdo V(G) = a, b, c,d, e, f,g. O conjunto
V(G) pode ser separado em dois subconjuntos, por exemplo U e W, onde U = a, b, c
e W =d,e, f,g. Como cada aresta de G tem um vértice em U e outro em W, entao
G ¢é um grafo bipartido.

Observagao 183 Num grafo bipartido nao existem loops.
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Definicao 184 Um grafo bipartido completo é um grafo bipartido em que cada
vértice de um subconjunto estd ligado a todos os vértices de outro subconjunto.

Observacao 185 Um grafo bipartido completo que tenha m vértices num subconjunto
e n vértices no outro subconjunto, é designado por Kmn.

Observacao 186 Sendo Ky, um grafo bipartido completo, podemos determinar o
numero de vértices e de arestas do grafo, efectuando as duas sequintes operagoes:

e O nimero de vértices de Ky, , ¢ determinado por m +n

e O nimero de arestas de Ky, , ¢ determinado por m X n

Exemplo 187 Seja K34 o0 sequinte grafo bipartido.

K3,4 a b [4

d e f g

Figura A.22 - Grafo Bipartido K34

Para determinar o nimero de arestas de K3 4 basta multiplicarmos os digitos trés e
quatro, enquanto que o nimero de vértices é calculado somando os mesmos nimeros.
Concluimos entao que K3 4 possui doze arestas e sete vértices.

Definicao 188 Se num dado grafo, ao retirarmos um certo vértice, tivermos como
consequéncia um aumento do numero de componentes, entao chamamos ao vértice
removido de vértice corte.

Exemplo 189 Seja H o grafo ilustrado na préxima figura.

10

(%)

(-]

-]
07\.

11
7

Figura A.23 - Grafo H

Vamos remover um vértice de H, por exemplo o vértice nimero oito. Apds esta
agao, obtemos um novo grafo, definido por H — {8}, representado na figura A.24.
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H8} 2

Figura A.24 - Grafo H — {8}.
Como o numero de componentes de H aumentou, neste caso, de um para dois,
chamamos ao vértice nimero oito de Vértice Corte.
Definicao 190 Se num dado grafo, ao retirarmos uma certa aresta, e como conse-
quéncia obtivermos um novo grafo em que o numero de componentes aumenta, entao

chamamos a aresta removida de ponte.

Exemplo 191 Vamos considerar o mesmo grafo H utilizado no exemplo anterior.

Figura A.25 - Grafo H

Vamos remover uma aresta de H, por exemplo a aresta que liga o vértice oito ao

vértice nove. Como consequéncia, obtemos um nao grafo, representado na figura A.26,
por H — {8,9}.

Figura A.26 - Grafo H —{8,9}
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Ao retirarmos a referida aresta, o niimero de componentes aumentou, logo chamamos
a esta aresta de Ponte.

Definicao 192 Sejam G um grafo, a e b dois vértices quaisquer de G. Se contrairmos
estes dois vértices, entao a e b vao se sobrepor, transformando-se num sé vértice, ao
qual podemos denominar por vértice ab, originando um novo grafo.

Observacao 193 No caso de os vértices a e b sertem adjacentes, entao a aresta que
os une desaparece do grafo, caso contrdrio, as arestas mantém-se, ligando os mesmos

vértices.

Exemplo 194 Seja G o sequinte grafo, constituido por seis vértices e sete arestas.

Figura A.27 - Grafo G

Vamos contrair os vértices trés e quatro do grafo G. Podemos representar esta acao
por G/34. Como consequéncia desta contragao, os vértices trés e quatro vao se sobrepor,
formando assim um unico vértice. Como nao se tratam de vértices adjacentes, entao

nenhuma aresta de G desaparece. Obtemos entao o grafo GG/s4, representado na figura
A.28.

G/34 1

€6

Figura A.28 -
Grafo G/34

Vamos utilizar de novo o grafo G para contrairmos outros dois vértices, por exemplo,
os vértices dois e quatro. Ao contrairmos estes dois vértices, ambos vao se sobrepor, e
por serem dois vértices adjacentes, a aresta que os une desaparece. Podemos observar
este facto no grafo /a4, representado na figura A.29.
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Figura A.29 - Grafo
G /2

Podemos observar que a aresta e4 do grafo G, desapareceu.

Com este exemplo, terminamos este capitulo. Esperamos que esta pequena revisao
sobre alguns conceitos bdsicos de grafos proporcione uma melhor compreensao nos
temas abordados neste trabalho.
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Anexo B

Neste anexo apresentamos os grafos relativos a resolugao do problema descrito no
Exemplo 74, do segundo capitulo. Estas imagens sao referentes ao segunda versao na
determinacao do polinémio cromético, do grafo nao planar H, representado na Figura
B.1. Tlustramos nas figuras seguintes os grafos que sao originados apés cada iteracao
deste método.

Figura B.1 - Grafo
nao planar H

Pelo facto do grafo ser constituido por muitas arestas, optamos por colori-las de
modo a evitar qualquer tipo de confusao, tal como podemos observar na figura B.2.

Figura B.2 — Grafo
nao planar H

Os primeiros passos resumem-se a retirar uma aresta de H para depois contrair esta
mesma aresta. Representamos estes passos na ilustracao seguinte.
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Figura B.3 - Representacao da primeira itercao, deste segundo método

Como podemos verificar, ao contrairmos a primeira aresta, resolvemos colorir de
azul os vértices deste novo grafo, assim como todos aqueles grafos que serao originados
a partir deste, com o objetivo de nos fornecer uma orientacao clara da posicao onde
serao colocados, ao longo de cada passo. Com o mesmo intuito, decidimos colorir de
cor vermelha os vértices e as arestas que vao sofrer deslocacoes, referentes as respetivas
contragoes de arestas.

Apresentamos de seguida sessenta grafos, resultantes das quatro seguintes iteracoes,

do segundo método relativo a determinagao do polinémio cromético do grafo nao planar
H
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Figura B.4 - Representagao referente as quatro seguintes iter

A sexta iteracao deste processo é constituido por sessenta e quatro grafos e terd o
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Figura B.5 - Ilustracao referente a sexta iteragao

Na figura B.6 encontram-se representados cento e vinte e oito grafos, referentes a

sétima iteragao deste processo
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Figura B.6 - Grafos referentes a sétima iteracao

A figura B.7 ilustra duzentos e cinquenta e seis grafos, originados pela oitava iteracao
deste processo.
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Figura B.7 - Grafos referentes a oitava iteragao relativo ao segundo método

A nona e tdltima iteragao estd representada na figura B.8 e contém quinhentos e
doze grafos, do tipo N,,.
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Figura B.8 - Representacao da iltima iteragao do segundo método
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Apés ilustrarmos estes mil e vinte e dois grafos, concluimos as representagoes gra-
ficas, relativos a resolucao do problema descrito no exemplo 74.
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