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COMPARING PROGRAMMING SYSTEMS

Summary:

This work compares the solutions presented by the systems Derive5.0, Maple 6
and Mathematica 4.0 for mathematical problems found in undergraduate and graduate
studies. We tried to identify their differences as well as the points where everything
worksin asimilar way.

The subjects compared in this work are: the numeric and symbolic calculus, the
programming language and graphics capabilities.

We begin by presenting basic knowledge about every program. We handle
numeric calculus and in particular, some functions from Number Theory.

We analyse several ways to manipulate lists and their elements and some areas
of mathematical analysis such as equations, derivatives and integral calculus
comprehending numerical and symbolic calculus. We also examine matrix and
polynomial operations.

We anadyse recursive, imperative and functional programming as well as
rewriting rules. We give the user the most important constructions as well as the
information about the way each type of programming works so that each person
becomes able to solve the proposed problems.

The graphics studied in this work are those in one and two variables. These are
the most common in schools and universities. We show how easily and quickly graphics
are made. This is more evident when the graphics depend of two variables. We also
show that animation, when possible, is very useful.

In this work we conclude that the system Mathematica is better concerning
programming, Maple as a superior capacity to represent graphics and Derive alows us
to have asimpler first contact and learn more easily the language.



COMPARACAO DE SISTEMAS DE PROGRAMACAO

Resumo:

Este trabalho compara as solugdes disponibilizagéss sistema®erive 5.0,
Maple 6 e Mathematica 4.0 para problemas que encontramos no ensino securglario
também nos primeiros anos da universidade. Proaga@lestacar os aspectos distintos
entre cada um dos programas ao mesmo tempo gquadazeferéncia aos pontos em
que tudo se passa de forma semelhante.

Esta dissertacdo aborda o calculo numérico, o lcasimbdlico, a programacgéo
e os gréficos. Para cada um dos assuntos é estaidadaa como se podem resolver os
problemas através dos trés sistemas comparanddaseselucoes.

Inicialmente, é feita uma abordagem que permiteutitzador adquirir os
conhecimentos béasicos acerca dos diversos progrdm@amos de seguida de algumas
questdes relacionadas com o calculo numérico eatgumas funcbes nomeadamente
da Teoria dos Numeros.

Referimos listas e fungcbes e sédo analisadas ds/&ssaas de manipular listas e
0Ss seus elementos bem como algumas areas da Andasematica das quais
destacamos as equacdes, a derivacao e a integ@p@oeendendo calculo numérico e
calculo simbdlico. Examinamos um vasto conjunto apeeracdes definidas sobre
matrizes (representadas como listas de listas)ieoptios que abrangem as operacdes
mais comuns de cada um dos campos.

Analisamos também a programacao recursiva, a praga@o imperativa, a
programacao funcional e a programacdo por regraeegcrita. A abordagem aqui
adoptada foi a de fornecer ao utilizador as cop8as chave mais importantes que cada
paradigma de programacdo utiliza bem como as irHodes bésicas acerca do
funcionamento de cada uma delas de modo a peranitesolucdo dos problemas
propostos.

Por ultimo os gréaficos sobre os quais incidiu asaanalise foram os de uma e
de duas variaveis representados no referenciastanbo, graficos estes que sdo 0s mais
utilizados quer ao nivel do ensino superior quernael do ensino secundario. A
qualidade e a facilidade de obter rapidamente @esentacdes dao outra dimensao ao
estudo dos graficos principalmente quando estanf@srade graficos a trés dimensoes.
A ideia de animacao grafica € também aqui abordaddo evidente os beneficios da
utilizacdo da mesma nos programas em que € posédetlia-la.

Concluimos que na programacaoMathematica destaca-se em relacdo aos
demais o0 mesmo se passando Maple no respeitante a representacdo grafica. O
Derive permite que durante o contacto inicial seja madl firabalhar e aprender a
linguagem prépria.



COMPARACAO DE SISTEMAS DE PROGRAMACAO

Palavras Chave:

. Comparacao de Sistemas Computacionais

. Ensino de Matematica

. Calculo Numérico e Simbdlico

. Paradigmas de Programacao

- Representacéo Grafica de Funcdes
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INTRODUCAO

Desenvolvido no ambito da tese de mestrado em Mdiesmpara o ensino da
Universidade da Madeira (UMa), este trabalho tewena objectivo analisar o
comportamento de tréSoftwares de matematica Derive, Maple e Mathematica)
quando confrontados com situacOes que vao dessienptes calculos numéricos até a
manipulagéo simbolica de expressfes e programacao.

Optamos por analisar cada programa individualmentecada um dos assuntos
em estudo de modo a que fossem mais notérias eemliis ou semelhancgas entre os
diferentes sistemas em apreciacdo. Pensamos sea é®sna que mais vantagens traz
para o trabalho que desenvolvemos. Como ndo paixardde ser, no final de cada
capitulo apresentamos as conclusdes que achamessagas que se baseiam no
tratamento individual a que cada programa foi swjei

Ao longo deste trabalho foram feitas breves expiiea sobre cada um dos
assuntos abordados tendo o cuidado de exempldieaapre as situagOes referidas.
Pensamos que o0s exemplos apresentados permiterficaveras vantagens e
insuficiéncias de cada programa no tema em esf0doexemplos sdo apresentados
exactamente da mesma forma que o utilizador os waso estivesse em frente a um
computador com o programa a “correr”. Como é 6bvim é possivel, nem seria
desejavel referir todos os meios que cada progrpossui para nos ajudar no
tratamento de cada um dos temas uma vez que nari@io trabalho muito “pesado” e
de dificil leitura.

Esperamos que este trabalho, abordando alguns ediogs tsobre os quais
incidem os programas da area de Matematica ndossprineiros anos da licenciatura
mas, também do ensino secundario, contribua pamatroir na mente de muitos o
desejo e a ambicédo de conhecerem um pouco maks agbito que |hes € ensinado. Foi
nosso objectivo que os leitores ficassem mais @didas acerca dos meios que cada
programa dispde e qual o mais capaz de os ajudaomstrucdo do conhecimento
pretendido.

O objectivo principal deste trabalho ndo foi dacdes matematicas, apesar de
em algumas situacfes pontuais as mesmas seremif@nePartimos do principio que
as mesmas ja sdo conhecidas e explicamos comaareatiuito do trabalho que
aprendemos a fazer com lapis e papel, atravésddeura dos programas tentando dotar
cada leitor de argumentos suficientes para conglat dos trés programas esta melhor
equipado para realizar as tarefas pretendidas.sHAdo os exemplos ca apresentados
suficientes sugerimos a realizacdo de mais algomis, € muito mais eficaz quando
somos nés que tomamos as rédeas do nosso conhtxifdeste caso concreto, se tiver
oportunidade de os tornar a executar no computaeldr certamente que a motivacao
para ler e experimentar as capacidades que cageapra possui serdo aumentadas de
dia para dia.
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1. - O PRIMEIRO CONTACTO

Em qualquer um dos programas é relativamente ¢acilecar a trabalhar. As
potencialidades de qualquer um deles sdo grandew adiante veremos com mais
pormenor.

Neste primeiro capitulo debrucamo-nos sobre agedif@s visuais que cada
programa tem em relagdo aos restantes a0 mesm tqug fazemos referéncia a
alguns desses aspectos nomeadamente as diferamtes b

Iniciamos uma sessdo em cada programa e fornecasnpstas fundamentais
para que seja possivel aos poucos e poucos, e cjuda do proprio programa, ir
desenvolvendo o conhecimento acerca do mesmo,ilmantto para que o utilizador
seja capaz de encontrar o trilho que o conduzinda maior autonomia que certamente
pretende construir.

Num primeiro contacto deparamo-nos com algumasettitas ja na forma como
visualmente surge cada um dos programas no ecra.

llustra-se de seguida o primeiro contacto com ogwaistemas, comecando
peloDerive



1.1. — ASPECTO INICIAL

Derive:

Ao abrirmos dDeriveversao 5.0 surge-nos uma janela constituida parparte
superior em que aparece a identificacéo “Derivdfgdbral]’ que nos permite verificar
gue entramos com sucesso no programa referido.

A barra de menus d®erive € constituida pelos menusle, Edit, Author,
Simplify, Solve Calculus Declarg Options Windowe Help.

Imediatamente abaixo da barra de menus encontranfi@gra de ferramentas
que contém atalhos para operacées tais como: Auardar, Imprimir, Copiar e Colar.

De seguida ilustramos a forma como o programa swgera.

- Derive 5 - [Algebra 1] M=
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Na parte inferior da janela aberta p&lerive encontra-se uma barra de estado
qgue nos fornece informacgdes do sistema e uma éinba se introduzem as expressoes
que pretendemos avaliar. Se quisermos podemos namtiézar quer as letras gregas
quer os simbolos que nos sdo apresentados parafanidiisente podermos editar as
nossas expressoes.

A zona de trabalho do programa aparece-nos na @anteal da janela. E ai que
podemos efectuar todo o nosso trabalho.



Maple:

A forma como nos surge o programiaple 6no ecra é semelhante a anterior.
Aqui também, no topo da janela aberta surge umgdgdo do programa com que
iremos trabalhar.

A barra de menus ddaple é constituida pelos menusle, Edit, View, Insert
Format Options Window e Help. A barra de ferramentas encontra-se imediatamente
abaixo dispondo de atalhos para as operacoes dbmeidle Abrir, Guardar, Imprimir
entre outras.

Maple 6

File Edit “iew Insert Fomat Spresdshest Options Window  Help
DleREE] L EF B ETE EE 2] [©) BRI 1 [ |
@] 1]

-
< | »

|| Time: 1.8s |Bytes: 231M | Awvailable: 833M |

No Maple a zona de trabalho encontra-se na parte centedrdo sendo iniciada
pelo simbolo [>" que nos indica que a célula é uma céluléngert

De referir também que estdo disponiveipakettesque permitem uma maior
variedade de opcdes no que diz respeito a intredddinputs Na figura acima as
palettessdo apresentadas do lado direito do programaipmente dito. No entanto as
mesmas podem ser movidas para qualquer outra noser &l

Nem sempre apalettesestédo visiveis quando damos inicio a uma sessédo em
Maple Quando assim acontece recorrendo ao méerw e ao submentalettese
escolhendo a opcdo mais conveniente para a situEmaocausa ou entd®how All
Palettes passamos a poder beneficiar das vantagens daacditizdos atalhos la
presentes. Ao longo deste trabalho sempre queaititios apalettese as mesmas nao
estiverem visiveis o procedimento anterior fara cum as mesmas surjam no ecra.



Mathematica:

Quando iniciamos uma sesséo comathematicaversdo 4.0 surge-nos no ecra
uma janela que é constituida por uma barra de meonsgendo os menusile, Edit,
Cell, Format, Input, Kernel Find, Window e Help. Neste programa, a barra de
ferramentas ndo esta disponivel no inicio da sess&) podemos ter acesso a mesma
recorrendo ao menkdormat e seleccionando o subme8tow Toolbar Seguindo este
procedimento passamos a dispor também de uma 8arfarramentas que contém
atalhos para as operacdes de Guardar e Imprimir.

¥ Mathematica 4 - [Untitled-1 =]
File Edit Cell Format |nput Kemel Find ‘Window Help

3 Untitled-1 =

e Fl|@SE(E

2+3

| 4

20 °

oo
oo
L]
=
=

N

ol |E|E o= |2 ==+ 1+ |/
« ||

3

MR EDNE
w|olel=oeln|olale] o 2

L E = R G e

L N R

I 100z - 4] |

A zona em que podemos efectuar as operacdes pogsr@a zona central da
janela.

Através das palettes podemos utilizar o conjunto de simbolos que o
Mathematicadisponibiliza de modo que, mesmo m@gutsconseguimos empregar uma
notacdo mais proxima daquela que € habitual emrividiea. Quando as mesmas nao
se encontrarem visiveis, recorrendo ao mdsile e ao submenuPalettes e
seleccionando a opgdo conveniente passamos a teeios para utilizar os beneficios
que decorrem da utilizacdo dos atalhos la contidos.



1.2. - COMO COMECAR A TRABALHAR?

Em todos os programas existe ttalp que facilita o primeiro contacto com a
linguagem de qualquer um.

No que se segue faremos uma pequena analise dadigpodnibilizada por cada
um deles.

Derive:

No Derive consultando o mentielp temos acesso a todo um conjunto de
topicos de ajuda que depois de seleccionados moagi@formacdes pretendidas. Aqui
podemos procurar ajuda através de um indice ovéstde conteudos.

Se a titulo de exemplo quisermos saber algumanma#ofio sobre trigonometria,
nomeadamente como invocar fun¢des trigopnométrmademos optar por seleccionar
no menuHelp o submenudndexe assim mediante a escrita das leftragstemos acesso a
um conjunto de palavras com estas iniciais. SelaacidoTrigonometric Functions
temos acesso, numa pagina de ajuda, a todas asefutigonométricas que erive
disponibiliza.

& DERIVYE for Windows Help HEE
Ficheiro  Editar Marcador Opgdes  Ajuda

indice | Procurar |Eetroceder| | rprirnie | < I ) |
Trigonometric Functions :|

The trigonometric functions take an angle measured in the angular unit (degree or radian) specified by the Angular Unit field of
the Declare Algebra State Simplification command. The following discussion assurmes the angular unitis a radian.

pi is the area of a unit circle (3.14159..). pi displays as the Greek letter w and can be entered by selecting it on the Greek
toolbar. In exactmode pi remains symkbolic; atherwise it simplifies to an approximate walue accurate to the current precision.

deq is the number of radians per degree (i.e. 7/180). It displays using the standard symbol for degree. Multiply an angle
measured in degrees by deq to convertitto radians. Forexample, B0-deq simplifies to /3 radians.

SIN(z) is the sine of the angle z.

COS(z) is the cosine ofthe angle z.

TAN(z) is the tangent of the angle z. TAN(z) is equal to SIN(z){COS(z).
COT(z) is the cotangent of the angle z. COT(z) is equalto COS(2)/SIN(z).
SEC(z) is the secant of the angle z. SEC(z) simplifies to 1/COS(z).
CSCiz) is the cosecant ofthe angle z. CSC(z) simplifies to 1/SIN(z).

Use the Trigonometry field of the Declare Algebra State Simplification command to control the application of the angle-surm and
multiple-angle tigonometric transformations during subseguent simplifications.

Use the Trig Powers field of the Declare Algebra State Simplification comrmand to control the transformation of powers of sines
into cosines and wice versa.

Ifvou want cosecants and secants in simplified results, use the Simplify Substitute for Subexpression command to replace
reciprocals of sines and cosines by cosecants and secants.

Tendo como ponto de partida esta pagina podemaséatrdos comandos

- e _ ter acesso a outros possiveis topicos de ajud® £ mais
variados assuntos, bem como utilizar o facto ddaager um hipertexto para encontrar
um campo mais especifico que eventualmente nesesst

10



Maple:

Clicando no mentHelp, temos acesso a diferentes niveis de ajuda nas sgia
inclui um sobre a forma de utilizar a ajuda dispdiiada (UsingHelp), onde sdo dadas
as primeiras informacdes que tornam mais facil @deaa familiarizacdo com as
diferentes formas de auxilio que o sistema nos ipeaneder.

Suponhamos que pretendemos fazer algumas opemragaple mas que néo
sabemos exactamente como comecar. Seleccionand@na ltelp e o submenu
Introduction somos transportados para uma janela que nos &oase@rimeiras dicas
sobre a forma de iniciar o nosso trabalho.

Clicando emNewUser’s Touisdo fornecidas mais algumas indicacdes sobre as
caracteristicas ddMaple. Seleccionando a hiperligacdo da parte inferiofjaseela e
analisando os topicos entdo apresentados sdo-dos daais alguns esclarecimentos
acerca do sistema com que estamos a trabalharuads sp incluem algumas fungdes
predefinidas como sejantimit, solve, expand, plot3d, sum, evalf entre outras
constatando também que qualquer declaracdo ouss@ioremViaple que se pretenda
avaliar tem de terminar com um ponto e virgula Aproveitamos esta oportunidade
para referir que também podemos termina-la com ploigos *” situacdo em que o
outputn&o é imprimido.

Outra forma de obter ajuda é usar o ponto de ogagdo ?". Escrevendo numa
célula deinput ?plot e mandando avalia-la carregando no ENTER surgdiatanente
no ecrd uma janela com toda a informacgéo disposiveteplot bem como os quase
sempre elucidativos exemplos.

> ?plot

Maple & - Tral Yersion M=l E3

Fil= Edit Wiew ‘window Help
OlzE] [s[a]a] [«]=] E[1]=] 7] [<] |

IP Heading 1 ﬂ ITimes Mew Roman ﬂ |18 ﬂ |B 7 |g|

pl(]'t - create a two-dimensional plot of functions

Calling Sequence:
plot(f, h, v)

plot(f, b, w,..0
Parameters:

£ - function(s) to be plotted

h - horrontal range

v - vertical range (optional)

Description: e
* A typical call to the plot function 15 plot(fix),x=a..b), where f'is a real fonction in x and a..

-

4| | »

|[Time: 37s [Bytes: 231M | Available: 189G |
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O facto da ajuda ser um hipertexto facilita a ctiasde outras paginas de ajuda
relacionadas com aquela em que nos encontramos.

Mathematica:

No Mathematicaclicando no menwHelp surge-nos no ecra Help Browser
através do qual € possivel ter acesso as funcédsfpridas.

Suponhamos que pretendemos encontrar as solucdeuEgaox>+3x=0
escolhendo noHelp Browser sucessivamenteNumerical ComputatiorR>Equacion
Solving-> Solvesurge-nos no ecrad a sintaxe do comaadlvejuntamente com alguns
exemplos e algumas informagOes adicionais. Na paftrior da janela surgem
sugestdes e TFurther Examples”.

¥ Mathematica 4 H=1E3
File Edit Cell Fommat |nput Kernel Find Window Help

E Help Browser HE R
ISDIve Back | Hide Categories |

I Built-in Functions Add-ons The Mathematica Book

Getting Started/Demos | Other Information Master Index

Mumerical Computation
Algebraic Computation
Mathematical Functions
Listz and Matrices
Graphics and Sound
Frogramming

Input and Cutout

Drata Manipulstion
LI Matrix Operations LI

| v

Solve

m 3olve[egns, vars] atterpts to sobve an equation or set of equations for the varisbles vars.

m3olve[egns, vars, elims] atterapts to sobve the equations for vars, eliminating the variables elims.

m Ecuations are given in the fora lhs == rhs.

u Sirrmltaneons equations can be cordbined either in a list or with ss.

m & gingle varishle or a list of warishles can be specified.

m 3olve[egns] tries to solve for all varishles in egns.

mExample: Solwve[3x+9==0,x].

w Solve gives solutions in termns of rules of the formn x - sol.

u When there are several varighles, the solution is given in terras of lists of rules: {x > 55, p > 355, ... 1
u When there are several solutions, Solve gives a list of them.

m When a particular root has mulltip]icitv greater tlhan one, Solwe gives several copies of the corresponding solution. 'I
4 »

Clicando em O surgem-nos varias opcdes, opcdes essas que am sere
seleccionadas transformam a prépria Janela de Ajudalocal de trabalho, em tudo
semelhante a uNotebooke em que podemos mandar avaliar as expressoestidas
tal como se estivéssemos a trabalhar sobre exerpplosds elaborados. Podemos
alterar os exemplos contidos e assim sem grandecestonstruir um sem namero de
exemplos de modo a compreender rapidamente a Q{eguautilizada pelo
Mathematica A familiarizacdo com a linguagem fica mais faejl mesmo o mais
inexperiente dos utilizadores fica imediatament@& cona ideia das potencialidades do
softwareque esta a utilizar.

Como a ajuda dMathematicaé um hipertexto podemos directamente através de
um cligue com o rato passar de uma pagina de gpada outra sem qualquer
dificuldade.

12



Tal como noMaple, é possivel copiar os exemplos existentes naaagle
ajuda para uma nova pagina de trabalho e manddrétanai avalia-los bem como
utilizar o ponto de interrogagdo para obter infagdes sobre alguma funcéo
predefinida.

?S0l ve

Sol ve ,

equation or vari abl es
vars. Solve ¥ npts to sol ve the
equations for vars, elimnating the variables elins.
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1.3. - CONSTANTES

Derive:

Uma forma simples de nos referirmos as constamtese i que designam a

razao entre o perimetro e o diametro de uma ciecén€ia, o numero de Neppev/gl
é utilizarmos os atalhos que nos surgem na paiieinfarior da janela, nomeadamente

El, ﬂ eﬂ. O simboloxo é introduzido também através do atalho corresmiaohﬂ.

n

3]

oy

J{-13

(3

Maple:

No que diz respeito as constanteg i as mesmas representam-se poe |,
respectivamente. Nao existe uma constante pargrndesd nimero déleppere. Para
obter esta constante temos de utilizar a funcamrexqrial exp(1l). Para designar
infinito podemos escrevenfinity.

> Pi;
T
> sqrt(-1);
!
> infinitvy;
oo

> exp(l);

e

A razado para este ultimoutput € o Maple trabalhar com valores exactos. O
valor numérico é obtido fazendmvalf(exp(l)). Desta funcaoeyalf) falaremos mais
adiante.

Para inserir as constantes podemos ainda utdaalettes mais precisamente

oS atalho@, El, El e que estdo presentes palettedos simbolos. Refira-se
gue mesmo que utilizemos os atalhos, o0 que ¢é a€gista zona de trabalho, ndo sdo os

14



simbolos mas, as expressfes tal e qual acima stamasexcepcdo da unidade
imaginaria, que € representada por

Mathematica:

Ha semelhanca daquilo que ja vimos nos dois praggamnteriores, o
Mathematicatambém trabalha com os valoresmes, i e . A constantat pode ser
introduzida na form®i e Infinity designa o infinito.

A
p

Infinity
¥

-

P

No entanto, € mais simples e mais coémodo utilizar palettes Estas
disponibilizam-nos as constantes e simbolos jaidefe

Utilizando os atalho:ﬂ, ﬂ, | e Cl introduzimos as nossas expressoes na

forma que é usual em Matematica.Mathematica ao contrario ddMaple aceita os
simbolos e trabalha com eles na forma que foramdonzidos mesmo nasputs

©

an

n

15



1.4. - QUESTOES DE LINGUAGEM

Em cada um dos programas existem maneiras difer@at@ fazer um calculo
ou resolver um problema um pouco mais complicaddst&m regras que todos
devemos conhecer para que a iniciacdo com qualguedos programas seja mais
simples.

Derive:

O Derive € um programa que néo distingue as minusculamdassculas, isto é,
ao pretendermos por exemplo calculaos(m) podemos escrev&os(T), cos(T) ou até
mesmaocOs(). No Derive, podemos referirmo-nos a constamteescrevend®i oupi.

Repare-se contudo que ao escrevermos qualquexpliessdes acima Derive
imediatamente as transforma @@ S(1).

Cos(m

Passados alguns segundos ja ndo sabemos comwdduirida a fungaoos.

No entanto, é de salientar que existe a possildiddravés do meribeclaree
do submenudnput settingsseleccionar a opcd@ase Sensitivgpassando entdolderive
a distinguir as minusculas das maiusculas.

Input Settings

Input Mode Case Sensitivity
' Character *
 wiod £ |nsenzitive

Radix: IDecimaI vl
Ok, I Cancel | Reset |

Depois de efectuar esta alteracdo é imprinddse Mode := Sensitive na zona
de trabalho.

Maple:

O Maple tem a particularidade de colocar inputs e outputsde cor diferente.
Assim osinputs aparecem a vermelho, enquanto queowiputsaparecem a azul. E
importante também referir aqui que todos os amaos terminam forgcosamente
com “” ou com “” (ou seja terminam com um ponto e virgula ou cais ghontos),
usando-se este Ultimo quando pretendemos que ltarBsnéo seja imprimido. Quando
nao colocamos o0;* e carregamos no ENTER ou no RETURNVaple emite uma
mensagem avisando que o comando esta incomplefpeoialta o ;”(semicolo.

No Mapleas funcdes predefinidas comegcam com letra minascul

16



Mathematica:

No Mathematicatodas as funcfes predefinidas comecam por maaseulos
argumentos das fungbes sao colocados entre pagntestos [* ]|’ pelo que ao
escrevermos e mandarmos avatas{Pi] ndo obtemos o resultado esperado.

s |\
1

cos | Y
Cener al :spel | 1:
Possi bl espel | i ngerror. newsynbol nane"cos' is
simlarto existingsynbol "Cos'.

cos \l

Isto fica a dever-se ao facto dd/lathematican&o reconhecesos como sendo a
funcao trigonométrica co-seno. No entanto, comcepu$ ver acima, Mathematica
consegue detectar que a funcdo invocada € muitelisente a que é do seu
conhecimento e transmite essa mensagem ao utitipatla que este a possa corrigir se
for caso disso. Se introduzissemos novamente a anesao dviathematicadeixaria
de emitir o aviso, ndo que passasse a idmmtitos com a funcdo trigopnométrica
C0-seno, mas porgue admitiria que o utilizadosja eonsciente gums ndo € 0 mesmo
queCos.

Notar que, ao contrario dMaple ndo é necessario g”"“no fim de cada
expressao. Alias, nelathematicaa utilizacdo do ;” no final de um comando faz com
que ndo ocorra qualqueutput Mais a frente veremos que g tem também a fungéo
de separar diversos comandos escritos em sequéncia.

17



1.5. - CONCLUSAO

Os comandos que@erive coloca de forma visivel ao utilizador, nomeadament
na barra de ferramentas e principalmente na baredathos, facilitam muito o primeiro
contacto com o programa e tornam mais facil querestantes programas, a efectuacéo
de algumas operacfes ja que a forma de as fazeuité simples. Ndo ha aqui a
necessidade de procurar fungdes predefinidas @dcalar por exemplo um integral.
No caso concreto deste ultimo exemplo, se fornmddathematicaé também possivel
utilizar as palettes para introduzir alguns dos calculos pretendidosnga forma
matematica usual, como € o caso do célculo de tegral. Assim o utilizador n&o tem
a necessidade de procurar as funcdes que ja edtémlas para fazer todos os calculos.
As palettesque oMaple disponibiliza permitem o ultrapassar de algumasstiies
relacionadas com a linguagem mas, ndo séo taaeficamo ndathematicaja que
aqui as expressdes ndo sao inseridas na forma égakce, isso sim a estrutura da
expressado que pretendemos construir usando asefupgédefinidas que usariamos se
nao dispuséssemos dealettes

Inicialmente no Mathematica a utilizagdo dos[ ] para introducdo dos
argumentos das funcdes revela-se pouco comum, mayez que o procedimento tem
praticamente o0 mesmo grau de dificuldade que oéngeses curvos, facilmente se
ultrapassa esse inconveniente.

Por vezes o facto de, tantdMathematicacomo oMaple serem extremamente
sensiveis em relacdo ao uso de mailsculas e mlagdcaz alguns inconvenientes. As
mensagens de aviso enviadas pdiEthematicasdo muito Uteis, principalmente para
guem ainda ndo conhece bem a linguagem.

De realcar também que o uso do ponto de interrogagdiathematicapara
obtencdo de ajuda, d4-nos uma informacdo reduzid@raprio local de trabalho,
enquanto que o mesmo procedimentoMaple tem como consequéncia a abertura da
janela de ajuda relativa ao assunto pretendido.

Em resumo:

« O acesso a funcdes predefinidas é mais faciDewve ja que a barra de
menus tem opcdes para muitas das operacdoes que vulgasrmente
utilizamos.

- O Mathematicaatravés dapalettespermite que utilizemos a notacdo usada
em matematica com maior eficacia que nos outragranoas.

.« O acesso a informacdo Mathematicaé mais comodo que nos restantes
programas podendo utilizar-se o ponto de inter@gagara obter uma
informacé&o curta sobre o tépico desejado.

Portanto estes trés aspectos sao 0s mais impareméuenciam a forma como
encaramos cada um dos programas dando-nos umairprindeia dos meios
disponibilizados. Se Derive permite um mais simples contacto com as ferrarsaqia
dispde, oMathematicatambém dispbe de argumentos validos nomeadamente n
respeitante a ajuda.

18



2. - CALCULO NUMERICO

Apesar de ndo ser essa a principal funcdo de cerattps programas que aqui
analisamos, em qualquer um deles se podem efecdl@rios numéricos, quer estes
sejam exactos, quer sejam aproximacdes. Analisareagai como tirar partido das
potencialidades desseftware para atingir os fins para os quais normalmentatifea
uma calculadora convencional.

Tendo em conta que o0s erros produzidos pelas apagles vao
progressivamente aumentando, trabalhar comsoitware que consegue escapar a
aproximacdes é muito vantajoso.

Para além destas capacidades vemos aqui comautlizerive, o Maple ou o
Mathematica para calcular o maximo divisor comum ou o minimatiplo comum de
nameros inteiros e uma série de fungbes entre @s goderemos destacar a fun¢éo
de Euler, o numero de divisores e a funcdo Mod, egtéo tal como as anteriores
intrinsecamente ligadas a Teoria dos NUmeros.

Podemos observar ao longo deste capitulo a utdidk qualquer um destes
programas tem, ndo sé pelo calculo exacto que dem é possivel efectuar mas,
também pelas fun¢des predefinidas que cada umempaes quem trabalha nestas areas
e necessita de fazer experimentacao e calculosayitdez e eficiéncia.
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2.1. - OPERACOES ARITMETICAS

Derive:

Através doDerive podem ser feitos todos os céalculos que uma calorda
normal efectua. Trabalhando com valores exactogomn aproximacdes, é possivel
chegar aos valores pretendidos sem grande esforco.

Vejamos alguns exemplos onde se ilustram algumasa@zacidades doerive
ao nivel do célculo numérico.

Para introduzir a expressao basta simplesmentevesca operagdo pretendida
no teclado e carregar em ENTER. Contudo, existdaraal, nomeadamente quando
seleccionamos com o rato uma expressao ja antendenavaliada ou introduzida, em
que nao é suficiente introduzir a expressdo e mknd@&aliar, uma vez que nada
acontece. Assim, a semelhanca do que acontecieeesties anteriores doerive em
que era necessario recorrer a um atalho para ést® eambém nderive versdo 5

podemos usar o ataltEd | paracontornar essa dificuldade. E de referir que também
pode ser introduzida uma nova expressdo atravadildacdo do rato, colocando o
cursor na linha de introducdo das expressdes, ggoceste mais intuitivo que o
anterior.

Seguindo um dos meétodos anteriores para introduzexpressa@+2*3 e
carregando no ENTER, Derive copia a expressao para a zona de trabalho, e#ipress

essa que pode ser avaliada através do ¢~ lexistente na barra de ferramentas.

3 +2-3
9

A forma de efectuar as operacoes aritméticas grmatopodendo usar-se o
(espaco em branco) para nos referirmos a multgdicaNo decorrer deste trabalho né&o
usaremos tal notacdo, uma vez que a mesma podearirduerro.

i
2+ —
2

5 3
2 ?

29
14

De seguida tentamos fazer 2/3*8/5 e surgiu-nos aré a expressao que se
segue.
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16

15

Para que a nossa expressao figue numa forma maisntobasta que se
introduzam parénteses nas divisfes e ai ja tenpretendido. Note-se contudo que o
Derive interpretou correctamente o que Ihe foi pedidenap ndo o escreveu da forma
usual.

2 8
3 5

16
15

E possivel proceder a introducdo de uma expresséilizada anteriormente
sem que para isso seja necessario escrevé-la de Para tal temos de seleccionar a
expressao que queremos introduzir e carregar efda3os ainda a hipétese de utilizar

o F4 quando pretendemos que a expressdo seleais®d inserida dentro de
parénteses curvos.

No que diz respeito as precedéncias elas sdo asromanais, podendo usar-se
0S parénteses curvos para ultrapassa-las.

2 +3-2

19

2 +3-(4 -1.5)
19

Neste ultimo exemplo podemos verificar que, ao réoist do que acontece em
outros programas, Derive, ainda que na expressao ocorra 1,5, apresentsutiac
exacto (usando 1,5 = 3/2).

Maple:

Os célculos mais simples que se podem fazeMepie sdo os numéricos. O
Maple pode trabalhar da mesma forma que uma calculadonaal. Para tal introduz-se
a expressado usando a sintaxe normal, tendo o cudkatermina-la com;”.
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> 243 ;

= 1+1/2;

B2 |

> 243*%(h-G6/2);

> 2.87h4/2;
1.437700000

Dos exemplos transcritos facilmente nos apercebeaquesoMaple efectua
calculos exactos com numeros racionais, 0 que gepta desde jA uma vantagem em
relacdo a uma calculadora normal que ndo possca@dimbolico.

No que diz respeito as operacdes aritméticas, stam-se da forma usual:

> 245
> o4-1;
= A4%*2;

> 472

Podemos utilizar o simbolh para nos referirmos ao ultimo valor calculado e
% % para nos referirmos ao penultimo valor calculads®m sucessivamente.

= 243

5
> 3+5;

3
F E;

3
> B

Ao escrevermo$o o Maple diz-nos que o ultimo valor que calculou foi 0 8
enquanto quéo % % transmite adMlaple que queremos saber qual foi o resultado da
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antepenultima avaliacdo (o ultimo foi o 8, o penmuit foi o resultante de 3+5, e
portanto o valor pretendido € 0 2+3 que € 5).

Mathematica:

Veremos aqui alguns exemplos sobre como fazer slgéibculos com o
Mathematica.

O Mathematica € capaz de trabalhar com aproximacdes bem comovatores
exactos. Depois de escrever uma expressao quentpsei@valiar, basta carregar em
ENTER ou em SHIFT+RETURN para que imediatamenteaetos o resultado. Esta
rapidez nao se verifica quando mandamos avaliamaepa expressdo de uma sesséo
de Mathematica em que a operacao leva alguns segundos. Tal fiaet@ dever-se a
activacdo do programa que efectua os calculos epge dlguns segundos. Ao mandar
avaliar uma segunda expressamtput surgira muito mais rapidamente.

2+3
5

4+3 b
23

5

2+3 k-6l
80

2.5 b
1.25

% 2

2.5

Usamos% para referirmo-nos ao ultimo valor calculad6% ou %2 para o
penultimo valor calculado e assim sucessivamente.

A notacdo que dMathematica utiliza para as operacdes aritméticas é a usual,
salvaguardando a multiplicacdo para a qual se psaeo “ ” (espago em branco).
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2 B

2

5

llustremos a utilizagdo do espago em branco eloisenimeros:

34
12

Aqui a utilizacdo do ;" inibe a impressdo do resultado, isto apesar do

Mathematica efectuar o calculo normalmente.
2x5+2;

%
12
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2.2. - CALCULO EXACTO COM REAIS -
APROXIMACOES

Derive:

E possivel efectuar todas as operacfes aritmétmasracionais e irracionais,
sem recorrer a aproximacgoes. llustremos aquiloeangs referimos.

?
—
3

I'J'I‘I-L

38
15

? 8
5 1?7
56

85

h.'l|l'.n.1

H‘
| =3

33
14

2o+ 2-43
2-43 + J2

Se pretendermos uma aproximacdo podemos usar fw ¥ da barra de
ferramentas. Se nada for dito em sentido cont@rproximacao que sera obtida tera
dez digitos significativos. A utilizacdo de SHIFTERJRN também produz o mesmo
efeito, com a vantagem de ser mais comodo, ficaadistado na zona de trabalho o
input e ooutput resultante da aproximacao.

n

3.141592653

No entanto podemos precisar de trabalhar com maioero de casas decimais.

O Derive oferece-nos a possibilidade de trabalharmos cdanesaproximados,
exactos ou mistos. Para seleccionarmos um deptes fiizemodrecision := Mode
ondeMode podera seApproximate, Exact ou Mixed. Inicialmente dDerive trabalha
no modo exacto.

Precision := Approximate

Approximate
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Se mandarmos avaliaﬁ através do atalh= contido na barra de ferramentas
o Derive fornece-nos um valor aproximado para a expressi@éa.

J2
1.414213562

Podemos também conseguir o mesmo fim se utilizamnp®enuDeclare e o
submenuSmplification Settings e alterarmos a zona relativa ldode.

Simplification Settings

Transformation Direction

Exponential:lhuto 'l Irigonometr}l:lhuto 'l
I:ogarithm:IAuto vl TfiQE0W9f81|Aut0 vl

Angular unit: I Fadian & l

Precizsion
’7 Mode:lApproximate j Qigits:|1d ﬁ
Eranch:lPrincipal 'l
ak. I Cancel | Feget |

De maneira semelhante procedemos quando pretendaemntar ou diminuir
O numero de casas decimais com que iremos trabalRara tal fazemos
PrecisionDigits : = niumeroondenimero € um namero inteiro positivo.

PrecizionDigits := 5@

58

3.1415926535897932384626433832795028841971693993751

De modo analogo ao que acontece no caso antesterpugput s6 € obtido se
mandarmos avaliar a expressao pretendida atravéisada de ferramentas e dos

respectivos atalho = e # . Também se poderia alterar o nimero de algarismos
significativos através do mereclare e do submen@utput Settings (CTRL+ALT+0O).

—Mumber display

Matation:

Digits: |50 3:
Badix: IDecimaI VI

S cientific

— Expression dizplay

i Nomal Yariable Order: IH,_I,I,z
" Compressed  Multiplication Operator: IDot 'l

ok I Cancel | Feset |
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Logo que carregamos em OK, aparece na zona dahed¥otationDigits:=50

que nos indica que a partir dai as aproximacoedostgitas com 50 algarismos
significativos.

Maple:

O Maple trabalha com numeros racionais e d4-nos o resuk@ecto, mesmo
quando este ndo seja um inteiro ou uma dizimafinit

> 1/5+1/3;
3

15

O Maple permite que operemos com fraccbes com muita dacié sem termos
de nos preocupar com a reducdo ao mesmo denomigaaiodo tal € necessério, com a
vantagem de ndo cometer erros de calculo.

No que diz respeito as restantes operacoes (nicdigdlo, subtraccdo e divisdo)
tudo se passa com normalidade sem se perder adéxagdos resultados finais.

> 3/h%2/7;

> 3fT-2/5;

Caso seja pretendida uma aproximacidaple esta apto a fornecé-la. Para isso
basta-nos usar a funcéwalf.

> evalf(Pi,6h0);
3141592653589 79323846264 3382279002884 1971692953751

O primeiro argumento € o valor do qual queremos apr@ximacdo e o 50
significa que oMaple devera dar-nos uma aproximagdo com 50 casas decima
Podemos mandar avaliar a fungéo anterior sem dqagersha um segundo argumento,

nesse caso laple da-nos um valor aproximado com dez algarismosfgigtivos.
> evalf{pPi);

3.141592654
Note-se que ao fazermos:

> 1.5%5;
7.5

o resultado obtido é um numero decimal e ndo 182 porque para blaple 1.5 ndo é
0 mesmo que 3/2. ®aple considera que uma dizima é sempre um valor apemom
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Desde que numa determinada expresséo exista umaad®@Maple apresentara
também o resultado final em forma de dizima. Ist@inos a ter de usar sempre valores
exactos, se é exactidao que pretendemos da paptegiama.

Mathematica:

O Mathematica tem a capacidade de operar de forma exacta conern@m
racionais e irracionais.

Desta forma podemos utilizar Mathematica para fazermos as operacoes
aritméticas normais, mesmo que nao estejamos allieabapenas com inteiros, sem
corrermos o risco de estarmos a cometer errosoeBinS com as aproximacoes.

No Mathematica existe a funcdo predefinidd[m,n], que torna possivel obter
uma aproximacao para um dado valorcom uma precisdo de digitos. Quando néo
existe indicacdo acerca da precisdo pretendimtbematica assume que a mesma €
com 6 algarismos significativos.

NRY

3. 14159

N

3. 1415926535897932384626433832795028841971693993751

Repare-se que o valBr pode também ser introduzido na forma usaad que o
Mathematica trabalha com o seu valor exacto.
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2.3. - OPERACOES COM INTEIROS

2.3.1. - MINIMO MULTIPLO COMUM E MAXIMO DIVISOR
COMUM

Derive:

O maximo divisor comum e o minimo multiplo comuno s@btidos pelas
funcdesGCD eLCM respectivamente.

GCD{24,. 36}
12

LCM¢24, 36)
72

Mesmo quando o numero de argumentos destas furdmgoerior a dois
continua a ser possivel a sua aplicacao.

GCD{42,. 24, 15)

LCM{4,. 7. 8)
56

Para escrever o maximo divisor comumadeb como combinacao linear dee
b aplicamos a funcABXTENDED_GCD que nos fornecera uma lista constituida pelo
maximo divisor comunad e uma lista contendo os coeficientesm tais qued = nx a
+mxDb.

EXRTENDED_GCD{168. 875}
[?. [99. 1711

Portanto7 = 99x% 168 - 19x 875

N&o é possivel prolongar as capacidades destadyaga trés ou mais inteiros.
Se o tentarmos a fungdo simplesmente ignora aantestargumentos como se pode ver
de seguida.

EXTENDED_GCD{168, 875, 5}
[?. [99. -192]1

GCD{168,. 875, 5)
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Maple:

As funcbedgcd(a,b) eilcm(a,b) permitem calcular o maximo divisor comum e
0 minimo multiplo comum de dois ou mais inteiros.

> iged(18,27) ;

> ilem{18,27) ;
o4

Da mesma forma calculamos o minimo multiplo comum méaximo divisor
comum de trés ou mais inteiros.

> ilem(-10,6,-8);
120

> iged(-10,6,-8) ;
2

E também possivel encontrar a forma de escrewedxdmo divisor comum de
dois inteiros como combinacéo linear desses mesimigsnumeros inteiros. Na forma
seguinte os coeficientes sdo armazenados nas eias@®t, respectivamente.

> igodex(45,12, s, "t ") ;

> s8; t;

Portanto neste cago=-1x 45 + 4x 12
Esta fungéo tal como a equivalente Berive ndo pode ser invocada para 0s
casos em que temos trés ou mais inteiros.

> igoedex{45,12 35, 'a','b",'c"});

Error, (in igcdex) Illegal use of a formal parameter

Mathematica:

As funcbesGCD e ExtendedGCD referem-se ao maximo divisor comum de
dois ou mais inteiros sendo que a Ultima ainda @&eparticularidade de nos dar a
informac&o de como obter o maximo divisor comum e@wmbinacao linear dos dois
Oou mais numeros que constituem o argumento.

oD QN
12
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Ext endedGD M
QAN

O ultimooutput significa quel2 = -1x 72 + 1x 84.

O minimo multiplo comum de dois numeros inteirasbédo através do uso da
funcao predefinidaCM .

Lo\

504

Se estivermos a trabalhar com trés ou mais inteioydinua a ser possivel
calcular o maximo divisor comum e 0 minimo multipmmum.

oD\ A |
6

Lo\ |

1260

Ao contrario do que acontecia comDerive e com oMaple, o Mathematica

permite que apliguemos a funcBetendedGCD ainda que tenhamos mais do que dois
inteiros.

Ext endedGD \AE4, 45|
S AL, 4, -1

Ext endedGD (A4 |
WIS 0
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2.3.2. - FUNCOES DE E COM PRIMOS

Derive:

Quanto as funcdeBRIME e NEXT_PRIME, a primeira € um predicado que
nos diz se um determinado nimero € ou nao primseganda da-nos o primo seguinte
ao numero que introduzimos.

HEXT_PRIME{15}
17

PRIME{17}

true

Carregando o pacofdumber.MTH, usando para tal o merkile e o submenu
Load e escolhendo as opcdésath e Number podemos ainda dispor das funcdes
NTH_PRIME que nos diz qual o n-ésimo primoEeler_PHI. Esta dltima diz-nos
guantos dos numeros inteiros positivos inferiorasradado nimero sdo primos com

ele.

NTH_PRIME{3)}
5
EULER_FPHI {7}
&
EULER_PHI{18}
4
Maple:

No Maple também existem algumas func¢des que incidem sobrpriosos.
Podemos determinar se um ndimero é ou nao primalogera tal a funcasprime.

> isprime(143) ;
false

> isprime({l19) ;

trisg

Sendo dado um inteiro podemos descobrir qual ognmediatamente superior
e qual o primo anterior.

> nextprime(143)
149
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> prevprime(143) ;
135

E ainda possivel utilizar uma funcéo predefinideapextrair um dado primo
atraves da introducéo da posicdo em que este satemoa lista dos primos.

> ithprime(5);
11

A funcd@ophi disponivel através do pacatamtheory fornece-nos o niumero de
inteiros positivos que ndo excedem o argumentaigigib e que Sao primos com este.

> with({(numtheorvy):
Warning, hnew definition for order

> phi¢l11);
10
> phif{15) ;
2
Mathematica:

No Mathematica esta definido o predicaderimeQ que nos diz se um dado
namero inteiro € ou N&o namero primo.

Pri neQ \d™

True

Pri neQ \XW1

Fal se

Se quisermos saber, por exemplo, qual é o 6° ppotemos usar a fungéo
predefinidaPrime. Imediatamente ficamos a saber que o 6° prima® o

?Prine

Prime \ &M the nth prine nunber.
Prine I

13

Tal como vimos para os dois programas anterioreSlathematica também
possui uma funcdo predefinida que permite descqgbentos sdo 0s numeros menores
guen que sdo primos com onden € o argumento da funcdo. Essa func&uolérPhi.

Eul er Phi \JM

16

Eul er Phi RN

8
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2.3.3. - DIVISORES

Derive:

Os divisores de um dado numero podem ser calculatlizando a funcao
DIVISORS.

DIUVISORS {24}
[1. 2, 3. 4, 6. 8B, 12, 24]

O numero de divisores de um dado numero é-nos dmmepela funcdo
DIVISOR_TAU.

DIUVISOR_TAU{24)
8

Uma funcdo da qual a anterior € um caso particuRiVISOR_SIGMA(k,n)
gue da-nos a soma das poténcias dos divisonegjdando o expoenteke

DIVISOR_SIGMA{2. 24)
858
2 2
1 +4 + 9% + 16 + 36 + 64 + 12 + 24
858

Repare-se que se fizermds=0 obtemos o mesmo resultado que em
DIVISOR_TAU ja que nesse caso estamos a somar a unidade veats quantas
vezes os divisores daesao.

DIVISOR_SIGHMAL{B. 24}

Fazenddk=1 obtemos a soma dos divisoresnde

DIVISOR_SIGMA{1. 24)
6a

Maple:

Carregando o pacote relativo a Teoria dos Numeagsgmos a dispor de um
conjunto de funcdes que nos permitem trabalhardigisores. Se ja o carregou durante
a sessao em que se encontra, e é provavel queha feito uma vez que precisamos
dele aquando da utilizacdo da fung#it do tOpico anterigrndo precisa de tornar a
carrega-lo.

Para obtermos os divisores positivos de um nanmeeird aplicamos a fungéo
divisors.
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> with(numtheorv):
Warning, new definition for order

> divisors{(20);
{1, 2, 4,5, 10,203}

Utilizando a funcadau € possivel ficarmos a conhecer quantos sdo ogis
de um dado inteiro.

> tau20) ;

A soma dos divisores obtém-se pela utilizacdo degdasigma(n) podendo
também utilizar-se esta funcao para calcular a stamgoténcias de expoektguando

as bases sdo os divisoresnde

> sigmaf{20} ;

42
> sigma[0]{20}) ;
&
> sigmal[2](20) ;
546

Mathematica:

Relativamente as situagfes ilustradas nos programtasiores, dMathematica
dispde de duas funcdddivisors e DivisorSigmalk,n].

O visors \2¥
W 3, 4, 6, 12

Para obter o numero de divisores utilizamos o fgctatras referido de que, por
cada divisor ha que adicionar uma unidade. Sensimasonsiderando que a funcao
DivisorSigmalk,n] nos d4 a soma das poténcias de expdenigando as bases sédo os
divisores, fazendk = 0 obtemos o numero de divisores.

O vi sor S gna 21
6

A soma dos divisores obtém-se fazekdo1l.

D vi sor S gna \ 7Y
28
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Se ainda for necessario podemos somar os quaddmoglivisores del2
fazendoDivisorSigma[2,12]

O vi sor S gna { Y
210

Mais a frente veremos outras funcbes que nos peamito acesso indirecto a
algumas destas func¢des. Por exemplo, o nimero vigoidis poderia ser dado pelo
comprimento da lista dos divisores. Nesta alturelaindo nos referimos a forma de
determinar o comprimento de uma lista faremo-la@correr do capitulo 3.
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2.3.4. - AFUNCAO MOD

Derive:
Podemos encontrar rM2erive a fungdoMOD(m,n) que nos fornece o resto ndo

negativo da divisdo inteira do primeiro argumergmsegundo. A funca®lODS faz o
mesmo, sé que da-nos um valor compreendido emit2e n/2 onden é o segundo

argumento da funcéao.

MODS(?,. 33

MODS{17. B)

MOD{17,. 6}

Maple:

A funcdomod no Maple esta representada através das fungded, modp e
mods Enquanto que a primeira pode utilizar-se na fousal em que a funcaonod
fica situada entre os argumentos, as restantesléeser usadas na forma mais comum

sendo os parametros indicados entre paréntesesscurv

> 12 mod T,

> modp(l2,7);
> mods {12, 7)
-2
A funcaoiquo(d,q,x) da-nos o quociente da divisdo digpor q e da ax o valor

do resto da referida divisdo. O mesmo se pass&legéo a funcdwem(d,q,y) que da-
-nos o resto da divisdo deporq, dando g o valor do quociente da divisao.

> irem(23,4, 'qT);
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> iquo(23,4,'r");

> irem({-23,4);

Mathematica:

Através da aplicacao das func@gsotient e Mod ficamos a saber o quociente e
o0 resto da divisdo inteira do primeiro argumentio gegundo.

o \Y

1

Quoti ent \f1
4

Qualguer uma das funcdes anteriores pode ser idaocam trés argumentos
guando assim acontece o valor que obtemos sera awvo pdiferente do obtido
anteriormente. Vejamos alguns exemplos para paesarposteriormente a sua
explicagéo.

o N1
2
o N0 |
12

Enquanto que a funcddod[m,n] da-nos um valor compreendido enfre n-1
a mesma funcdo com um terceiro argumeahtwd dar um valor que estara entte
inclusive ed+n exclusive.

Quot i ent X1
5

Quotient XS0 I
3

Deste feita a funcadQuotient[m,n,d] define-se a custa da anterior como sendo o
valor x tal qued < m-n x < d+n. Dito de uma forma mais intuitiva sera o valor do
divisor que feita a divisdo permitira encontrar igsto definido poMod[m,n,d].
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2.3.5. - APROXIMACOES A INTEIROS

Qualguer um dos trés programas pde ao nosso disparonjunto de funcdes
que nos permitem obter aproximacdes inteiras patarrdinados valores quer estes
sejam dizimas, o resultado de uma divisdo, de aypexracdo ou de uma funcéo
qualguer. Analisamos j& de seguida algumas dessg8ds. As fun¢des aqui analisadas
tém de comum o facto de o seu resultado ser seimpraimero inteiro.

Derive:

Trabalhando com divisdes e pretendendo aproximagdeerive permite-nos
que escolhamos o modo como essa aproximacao S&a As funcdes que aqui
analisamos estao definidas no paddueber.MTH pelo que necessitamos de carrega-lo
usando para tal o mekile, 0 submenuLoad e escolher as op¢cObtath e Number.

Optando por trabalhar com valores aproximados poesso interessa conhecer
a funcaoCEILING que efectua aproximacdes para o menor inteirorsue fraccao

, . 7 . o
introduzida. Por exempI% =14. Para aproximar este valor para o menor inteirmma

que ele utilizamos a fung&ZEILING .

CEILING{?. 5}
2

Se pelo contréario pretendermos que a aproximagadesta para o maior inteiro
menor que uma dada fraccdo podemos utilizar a (URCOOR .

FLOOR(?. 5)
1

Quando o que nos interessa € o inteiro que maxsnpodesta da nossa fracgao, a
funcAoROUND serve perfeitamente. Esta aproxima a nossa frquag@oo inteiro que
Ihe esta mais proximo. Quando existem dois intalessas condicdes a aproximacao é
feita para o nUmero par mais préximo.

ROUND{?. 5)

1
Se nao for com frac¢cBes que estivermos a trabalharcdo € invocada com um
dnico argumento como se segue.

ROUND{?7.5%

FLOOR(Z.3)
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Maple:

As aproximacdes a inteiros podem ser feitas dergufarmas diferentes.
Pretendendo uma aproximagéao por excesso podenfinarwi funcacaceil que retornara
um inteiro nas mesmas condi¢des que a fu@EihING no Derive.

> celil(7.2);

> ceil{-9/2);
-4

As aproximacdes por defeito podem ser feitas patgdofloor que também
actua da mesma forma que a sua congénere do prgrdaerior.

> floor(-7.h);

> flooxr(3/5);
1]

A funcaotrunc permite obter também valores aproximados por exces caso
do argumento representar um numero negativo ou alor aproximado por defeito
caso se trate de um numero positivo. Esta fungéplesmente “esquece” as casas
decimais.

> trunc{?.h)

> trunc(-9/2) ;
-4

Por dltimo a funcaaound(x) produz comooutput o inteiro que esta mais
proximo dex. Quando a igual distancia a aproximacao faz-sa parimero par mais
préximo o que também aconteciaDerive.

> round(3.2) ;

> round(3.7) ;

> round{(3.5);
4

As raizes quadradas aproximadas por um numeradnpeidem ser obtidas
através do uso das funcdegrt(n) eiroot(n, 2), podendo também usar-se esta ultima
funcéo para fazer raizes de outro indice, bastpadmtal indicar o tipo de raiz que se
pretende calcular através da modificacdo do segargionento da funcéo para 3,4,...
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> isqrt(25);

> readlib{(iroot) ;

prociz, 71 . end

> iroot (65h,3);

> iroot (16,4} ;

Observe-se que o resultado obtido através da fuagéén), na maior parte das
vezes, nao corresponde ao valor que obteriamosligdasemos a funcasqrt(n). Tal
s6 acontece quando o argumenté um quadrado perfeito. O mesmo se passa com a
funcaoiroot(m,3) que s6 dara o valor da raiz cubica reains®r um cubo perfeito, nos
casos em que isso ndo acontece a funcao da oiniimo mais proximo dessa mesma
raiz.

Mathematica:

Quando estamos a trabalhar com aproximacoédatbematica pde ao nosso
dispor um conjunto de funcdes que nos permite nodanipos resultados mais
facilmente.

Através da funca®ound podemos obter o inteiro que esta mais proximonde u
dado valor. Esta fungéo actua do mesmo modo glines8es anteriores com 0 mesmo
nome ja analisadas.

Round } 1
3

R)undL;-I

2
Também séo possiveis as aproximacdes a inteiroexgesso e por defeito. A

func@oFloor d4-nos o0 maior inteiro menor ou igual ao argumentofuncadCeiling
fornece-nos o menor inteiro maior ou igual a umodaalor.

A oorLé-I

1

il ngl%-l

2

A parte inteira de um numero pode ser dada pelgafuimtegerPart e a sua
parte decimal € fornecida pela funcBractionalPart. Naturalmente autput desta

41



altima funcéo nunca € um inteiro, de qualquer magia fica também uma referéncia a
esta funcdo uma vez que esta intrinsecamente lig&dacao anterior.

Integer Part {3
7

Fractional Part {3
0.3

IntegerPart‘§|

-1

F act i onal Partl§ I
2

3

Como se pode ver os resultados obtidos pela fuimiégerPart sdo os mesmos
que obteriamos se utilizassemos a furigdiac emMaple.
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2.4. - FUNCOES MATEMATICAS PREDEFINIDAS

Derive:

No Derive estdo predefinidas as fungdes mais vulgarmentasdais como as
fungBes trigonométricasS{n, Cos, Tan, Cotg, Sinh, Cosh, Tanh, ..., Arcsin, Arccos,
Arctan, ...), a funcdo exponencidtxp), o logaritmo natural ou de Neppé&n() e o de
base 10l{og[10]) e a raiz quadrad&{rt).

Vejamos entdo como calcular o co-senordépesar de no ecréd surgy a
expressao introduzida faCOS(Pi)). Se quisermos podemos usar as letras gregas

existentes na parte inferior e em partici™aparaintroduzirmosrtna forma usual.

COS{m}
-1

Calculemos por exemplo o valor do cubo da funcgmeencial.

3

L3
A funcéo do logaritmo natural é obtida atravésutaolLn(n), enquanto que o
logaritmo de uma base diferente é obtido atravéd.@&(n,b) ondeb é a base
pretendida.

LN(E)

LOG{1868, 1@}

A fungé@o ABS fornece-nos o valor absoluto ou médulo de um dealor.
Introduzindo a express&BS(3.5) o Derive transforma-a imediatamente, surgindo no
ecra oinput e o correspondentaitput depois de avaliado.

13.5]

| E |
5

11
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Maple:

No Maple estédo definidas as fungcbes matematicas mais ysaolmeadamente
as funcdes trigonométricas, a funcdo exponeneiqd)( a funcéo logaritmdrf) e a raiz
quadradagqqrt).

> cos(Pi) ;

> In(exp(3));
3

Ao pretendermos utilizar a funcdo logaritmo de hH3etemos de previamente
mandar oMaple ler essa funcdo através do comaneladlib(log10), como se ilustra
abaixo. A impresséo no ecra pi®c(x) ... endpoderia ser evitada se usassembdgrh
vez de " (isto é, se substituissemos o ponto e virgulagebis pontos).

> readlib{logl0} ;

procix) ... end

> log[10](10000) ;
Inf 100007
Inf 1)

Mandemos simplificar a expresséo anterior paraigoaf o resultado obtido.

> simplify(In{10000)/1n{10)) ;
4

A funcdosqgrt da-nos a raiz quadrada de um dado namero.

> sqri{lda);
12

> sqrt{l12h);

545

Neste Ultimo caso, uma vez que ndo pedimos um ‘egdmyximado, dMaple
apresenta o resultado mais simples que consegteardear que corresponde a raiz
quadrada exacta de 125.

O valor absoluto ou médulo é dado pela furglas

> abs(2.5h);
2.5

> abs(-3/11);
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Mathematica:

No Mathematica estédo definidas as fun¢cdes matematicas de usoaoaiam,
como as fung¢des trigonométricas, a funcdoritmga (Log), a funcdo exponencial
(E), a raiz quadrad&qrt),...

Apresentamos de seguida alguns exemplos sobre¢@efsique tornam possivel
trabalhar com os conceitos mais frequentementgadibs quando trabalhamos com
funcdes matematicas.

s N

-1

Como atras vimos, a funcdo exponencial de bage =2.71828...) no
Mathematica € definida pela funcdlk, enquanto que o logaritmo Natural € dado pela
funcdoLog. Caso pretendamos calcular o logaritmo de uma tideseente basta fazer
Log[b,n] ondeb indica a base.

?E
Eis the exponential const antt: |
base of natural |ogarithns il h nunerical

val ue approxi nately equal to 2.71828.

?Log

Log t at ogarithmof z Mogaflthmto
base e s the logarithmto base b.

Log \I10eth |

4

Quanto a funcéo da raiz quadrada ela € dada petadeqrt[n] .

sart R\l
v

Outra forma de referirmo-nos a raiz quadrada ézatihos aspalettes e

introduzirmos a raiz na notacdo matematica ustiizando para tal os atalh¢ += |
Tu
ou :

I_g_
I§_

Para raizes de indice diferente de dois proceddmasodo semelhante.

s

514_

45



O valor absoluto de um dado valor pode ser obtitavéas da utilizacdo da
func&oADbs.

s 1A
3

8

s \O1

2.7
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2.5. — CONCLUSAO

No tratamento numérico de dados, todos os prograoraportam-se de maneira
muito semelhante ndo existindo grandes diferencas.

Qualquer dos programas esta apto a efectuar ogsrag@m numeros reais
manipulando-os de forma exacta.

Ao pretender obter aproximacfes Maple e no Mathematica € necessario

utilizar uma funcéio predefinida enquanto queD®ive basta utilizar o atalh ®  ou
mandar avaliar as expressoes introduzidas carregandSHIFT+ENTER.

O comportamento dderive difere dos demais programas quando num
determinado calculo surgem dizimas. ParBenive uma dizima é tratada como um
valor exacto enquanto que nos restantes € conda@@mo uma aproximacdo. Tal
facto tem consequéncias ao nivel dmsputs obtidos quando pelo menos um dos
nameros com que estamos a operar € uma dizimaemee obtemos um valor exacto
no Maple e noMathematica uma aproximacao.

Quando as aproximacoes pretendidas sdo para gjtéadns os programas tém
funcdes predefinidas para as fazerMaple nesse campo disponibiliza funcbes que
permitem aproximar directamente raizes de qualiqiéce para um inteiro.

Apenas oMathematica consegue encontrar uma combinacdo linear para o
maximo divisor comum de trés ou mais inteiros fimse os restantes programas pelos
dois inteiros.

Em todos os programas € possivel encontrar umgaalique permite verificar
se um dado numero é primo bem com saber qual copgue ocupa uma posicao
conhecida na lista dos primos. Niaple é ainda possivel saber qual o primo anterior e
0 primo seguinte a um dado numero.

A funcdo¢ de Euler esta definida em todos os programas pastodos eles
funcdes para nos fornecer os divisores de um dadeero. Ainda sobre divisores
conseguimos, utilizando funcdes predefinidas, ¢atau nimero de divisores e a soma
de qualquer poténcia dos divisores de um dado rinteRefira-se aqui que o
Mathematica para efectuar estas operacdoes tem menos funcddsfipidas mas,
consegue alcangar 0s mesmos objectivos que osqubgramas.

A utilizacdo da funcdonod é permitida em todos os programas havendo a
hipotese de optar por outras funcées com ela cgladas por exemplmods (Derive
ou Maple) ou acrescentar um terceiro argumento a fuldd (Mathematica) de modo
a que esta fornecga um inteiro mais apropriado @aruacao concreta em estudo.

Em resumo:

- O Derive considera as dizimas como valores exactos enqqastoMaple e 0
Mathematica tratam-nas como aproximacgoes.

- O Maple ao nivel das aproximacdes para inteiros dispOenale funcdes que
0S outros programas.

- Mesmo com menos funcdes predefinidas para trabalhaéarea por nos
escolhida dos divisores, Mathematica consegue realizar as mesmas tarefas
que os restantes programas.
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Parece-nos importante realcar que o tratamento eeive faz das dizimas nédo
coincide com o dos demais o que influénciautput obtido quando pelo menos uma
das expressfes a calcular envolve uma dizima. &santes areas aqui abordadas o
comportamento é semelhante.
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3. - LISTAS E FUNCOES

Comecaremos nesta fase a aprofundar um pouco rmasnmecimentos que
temos de cada um dos programas. Neste capitul@arameos a manipulacdo de
expressdes e exemplificaremos mais algumas vargagen temos em trabalhar com
qualquer um dos programas.

N&o deixaremos para tras os célculos numéricos, passaremos a trabalhar
com diferentes tipos de expressfes em cada um rdgsamas sem que tenham as
expressbes forcosamente de ser numeros. Exploraresiderramentas que quer o
Derive, quer oMaple, quer oMathematica pdem ao dispor do utilizador para que este
possa mais facil e rapidamente atingir os seustivges.

Este capitulo € muito importante pois iniciamos iagumanipulacdo de
expressdes e de estruturas mais complexas quer@agique, até este momento, tém
sido o objecto do nosso estudo.

Abordamos nesta altura a sintaxe propria que cadgrgma possui para
criarmos as nossas funcbes e/ou programas. Nediallho resolveremos algumas
situacdes ou problemas utilizando estruturas distide simples niameros, dai tratarmos
de por em evidéncia as bases que se utilizardoanecsnposicdo bem como os diversos
meios que temos para intervir nessas mesmas easutbnfim, estudamos aqui
algumas das funcdes que cada sistema disponibpgiza permitir que através das suas
caracteristicas seja mais facil resolver de forfitédeate os problemas com os quais nos
deparamos no nosso trabalho.
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3.1. - ATRIBUICAO DE NOMES A EXPRESSOES

Derive:

Considerando que no decorrer da resolucdo de um pladblema surgem-nos
por vezes valores que importa guardar é de ineressipreender como tal se pode
fazer utilizando as capacidades derive. Um dos métodos possiveis é usar a sintaxe
variavel:=expressao

N&o podemos fazer atribuicdes a todo o tipo deéveis, uma vez que algumas
delas estdo reservadas para o préprio sistemanAasitentarmos fazer uma atribuicdo
aPi, obtemos um erro de sintanena vez que, a expresséiorepresenta a constarre

Podemos também utilizar Derive para construirmos nés mesmos as funcdes
com gue queremos trabalhar.

Podemos definir uma funcéo através do mBedare e do submenurunction
Definition. Depois temos de introduzir o nome da funcdo juetste com o0s
argumentos e a expressao que a define como delaeguexemplifica.

Declare Function Definition

Function Mame and Arguments:

|funcau()c,y} =

Function D efinition:

|x"2 +y

ak I Cancel |

Outra forma seria usar a sintak@cao(x,y):=expressao
Definamos por exemplo uma fung¢do que recebendondmigeros fornece-nos o
produto dos dois. Aqui ndo necessitamos de avakxipressao que define a funcao.

multiplicacao{a, h) = a-h

multiplicacao{5. 7}
1

Apesar da simplicidade do exemplo anterior, podersesipre utilizar a
definicdo de funcbes em situagdes mais complexas.
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RQMULT {a. b} == J{a-bh}

ROQMULT (2, 18}

RQMULT (3. 27}

Maple:

O Maple permite que sejam dados nomes a expressodes & fiatititar o nosso
trabalho. Para tal usa-se a seguinte sintaciete := expressaoPodemos dar um nome
a qualquer expressataple.

=2

A partir deste momento e se nada for dito em édptra expressao guarda o
valor 2.

> x+3;

Tentemos fazer nova atribuicao:

> equacac:=y=y-5h;

equacan =y=y—13

Os nomes enMaple podem conter qualquer caracter e “underscoress, maa
podem comecar por um namero.

> equagdo:=y=x+2;

Jvntax error, control character unexpected

O erro surgido deve-se ao uso indevido do “¢”.

No entanto, nem todos 0s nomes estao disponivesvpaaveis. Maple tem
predefinidos alguns nomes que por esse facto ess@&ovados. Tentando atribuir a um
nome que ja esta reservado ou predefiniddjaple emite uma mensagem de erro,
informando que o nome esté protegido.

> Pi:=3.1415b;

Error, attemwpting to assign to "Pi’ which is protected

N&o ficam por aqui as possibilidades abertas pte psograma. Podemos
também tirar partido da possibilidade de sermospméprios a definir as funcbes que
pretendemos utilizar.

Definamos uma funcéo que recebendo um numero eabcuhlor do seu cubo.
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> fi=x->x"3;

f:x—éxE

Passamos assim a dispor de mais uma funcdo coral pageremos trabalhar
como se a mesma estivesse predefinida. Assim, givebgpor exemplo calcular a
imagem de um dado nimero por meio desta fungao.

> £(2);

> £(2.5h);
15,625

O procedimento anterior podera parecer pouco Ois 0 mesmo ganha
relevancia quanto maior for o trabalho a realizarags complexa for a fungao.
Vejamos ainda um exemplo que nos mostra o meicetieiduma funcédo que

possua mais do que uma variavel.

> quadif:={x,y)-{x-y)"2;

quadif = (x,y) = (x - )

> gquadif{d b)),

> quadif(h,-2);
49

Mathematica:

No Mathematica, podemos atribuir valores a variaveis. A atribaigibde ser
feita através de uma atribuicdo imediata ou atralesima atribuicdo diferida. Na
primeira, usamos o sinal de igualdaderfie = expressdp enquanto que na segunda
usamos:= (nome := expressao)Vejamos em primeiro lugar como se processa a
atribuicao imediata.

Portanto o valor da passou a set enquanto que erh ficou armazenado o

valor 3.
Na atribuicdo diferida, aparentemente tudo se pdssaaneira semelhante. A

avaliacdo da atribuicdo ndo é feita no momento. &sma sO é efectuada quando a
variavel ocorrer numa expressao que se pretendiarava
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c:=b+1

c
4

?cC
Global'c
c:=b+1

?a
Global'a
a=4

Portanto a variavet fica associado o valor det1. Repare-se que a variael
ficou associado o valer.

Apesar do que atras foi dito ainda ficamos comegaidlue ambos 0s tipos de
atribuicdo produzem o mesmo efeito nas variaveis@ama. Ora, na realidade tal ndo é
assim.

Continuemos ainda com o exemplo anterior e facam@snova atribuicéo la

b=7
7

Vejamos agora os valores guardadosaest respectivamente.

a
4

c
8

Detectamos aqui a diferenca entre os dois tipoatmleuicdo. Enquanto que a
variavela nao foi alterada, a variave] pelo facto de ter sido definida através de uma
atribuicao diferida, foi modificada, isto porque asta associado o valor det+1. Por
consequéncia ao alterar o valortdestamos também a fazer o mesmo na var@vel

Consoante a situagcdo em que nos encontramos, argmg utilizar a atribuicéo
gue mais vantagens nos da. Refira-se ainda quealmeante é preferivel utilizar a
atribuicdo imediata quando se trata apenas de amaezalores em variaveis. A
atribuicdo diferida € particularmente util quandeetendemos definir fungcbes por
atribuicdo paramétrica da qual falaremos no cap8ul

Apesar do grande numero de nomes que podemos daridageis ou funcdes
por nos definidas, existem alguns nomes qudathematica reserva para si, como
sejam as funcgdes predefinidas e as constantes.t@asmos fazer uma atribuicdo que
nao seja permitida, imediatamente surge-nos umgaereonos indica que o simbolo ou
expressao em causa esta protegido.

A =3.1415
Set:wrsym : Symbol p is Protected.
3.1415

Veremos agora como definir fungdes por abstraogacidnal. A definicao de

uma funcédo envViathematica obedece a construcao:
Function[w,corpo]
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ondew é um nome ou uma lista de nomes que representarémetros da funcao e
corpo é uma expressaddathematica que traduz os calculos que a funcao deve efectuar.

quadcub= Functi on \ Se’2x~3 1
Functon X\ A I

Definida a funcdo que soma o quadrado de um nuroeno 0 seu cubo,
podemos utiliza-la para calcular as imagens denalgbjectos.

quadcub \l
2

quadcub R
12

Definamos ainda mais uma funcéo que dados dois nodnealcula o produto da
soma dos dois com a sua diferenca, trata-se paimdduncao de dois argumentos.

prod= Functi on QeI y Budla-y H
Functon O y Blaay l

prod } N
4

prod {1
-5

Repare-se que neste caso, os argumentos da funge&@®iinimos sao colocados
entre chavetas constituindo uma estrutura a qaé senome de lista da qual falaremos
ainda neste capitulo.
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3.2. - APAGAR VARIAVEIS

Derive:

Como vimos, fazendo uma atribuicdo a uma variast passa a denotar um
determinado valor como de seguida se mostra.

x == 3

Mandando avaliax automaticamente obtemos o valor la guardado.

X

3

Para guardar um novo valor basta usar a mesnaxsirDesta forma a anterior
atribuicao é substituida pela nova.

x == 8

Ao pretender voltar ao estado inicial em que aavatix ndo guarda nenhum
valor em particular, temos de atribuix @ valor dex como de seguida se exemplifica.

X == X

x

Mandando avaliax podemos verificar que na realidade, a esta vdridde esta
associado qualquer valor.

x

Maple:

E possivel alterar o valor previamente guardadoanuaniavel através de uma
nova atribuicéo.

> xi=4;
xr=4
> X
4
> xi:=h;
x=5
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Se pretendermos fazer com que a exprezsamte ao seu estado original em
gue ndo possuia qualquer valor associado, podexnesdomo se segue.

Outra forma de consegui-lo é utilizar o comaneistart. Desta forma todas as
variaveis sao apagadas. Estamos a colocar-nosam@tie na situacdo em que nos
encontravamos quando iniciAmos a sessablaphe.

> restart;

Mathematica:

ApOs executar a atribuicao

X=2
2

a variavelx, se nada for dito em contrario, ficara até ad filmasessdo com o valdr

Suponhamos que utilizando a variaxepretendemos guardar o valér Tal
pode obviamente ser feito através de uma novaua@id que automaticamente
substitui todas as atribuicdes anteriores.

X=7
7

Mas se o procedimento anterior resolve o caso emgaremos alterar o valor
guardado, ndo resolve o problema de fazer com quaiavelx ndo guarde qualquer
valor. Quando pretendemos que assim seja temosatl@ fluncaclear.

dear \l

X

X
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3.3. - TIPOS

Derive:

Uma lista é uma sequéncia ordenada de elementos.ddmaplicacées para as
listas € a definicdo de vectores. Para introdunia lista utilizamos o menfuthor e o
submenu Vector command no qual é pedida a dimensdo da lista em questéo,
procedendo-se depois a introducdo dos seus elesndfdoa 0 mesmo fim, podemos
utilizar o atalhc®?, existente na barra de ferramentas.

Alternativamente podemos simplesmente escrever lsta utilizando os
parénteses rectos e introduzir os elementos seysapad virgulas.

[4. 5. 2. -1. 2]
[4. 5. 2. -1, 2]

A aplicacdo das listas para definir vectores esta bincada na definicao de
listas através de uma expressao geradora. Orasempre sendo pratico definir uma
lista elemento a elementdderive através da func@dECTOR, permite que definamos
uma lista utilizando uma expressao para gerarspeodivos elementos.

2
UECTOR(x . x. 3}
1, 4. 7]

O comandoVECTOR pode ser invocado com quatro e até com cinco
argumentos. Nos casos em que usamos quatro argen@atra além da expressao
geradora dos elementos da lista e da varidvelgsiambém o valor inicial e o valor
final da variavel. O quinto argumento quando usddfine a forma de progredir, 0
comprimento do passo a dar.

UECTOR(2 -n, n. 2. 4)
[4. 6. 8]

UECTOR{Yn. n, 3. 7. 2)
[V3. 45, 7]

Ha ainda a possibilidade de utilizarmos a fung@CTOR apenas com trés
argumentos, mas em que o terceiro argumento éreéf@ip uma lista. Nesse caso
VECTOR da-nos o valor que a expressao introduzida no pnagumento assume
quando a variavel percorre os elementos expresshsta.

UECTOR{n, n, [1, 4. 9, 16, 25, 36])
[1. 2, 3. 4. 5. 6]

Para nos referirmos a um conjuntoDerive colocamos os elementos separados
por virgulas dentro de chavetas.

Tratando-se de conjuntos, a ordem pela qual oseele® séo introduzidos nem
sempre é respeitada quando mandamos avaliar sse&prmtroduzida.
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{11- 21- 31- 4; 5; _2}
{-2.1, 2. 3, 4. 5}

Quando séo introduzidos elementos repetidos nunummno Derive apenas
considera uma cOpia desse elemento, desprezantnfooas restantes. Apesar da
ordem ndo ser relevante, @erive organiza sistematicamente 0s conjuntos por noés
definidos. Neste caso concreto os elementos focntados por ordem crescente.

{8, 1, 1. 2, -2, 3, 4, 5, 2, 2, 5}
{-2, -1, 8. 1, 2. 3, 4. 5}

Podem usar-se as reticéncias para abreviar a fderdafinir um conjunto.

{1, .... 9%
{1. 2, 3, 4. 5. 6. 7. 8. 9}

Pode ainda definir-se a diferenca entre dois quaisgalores consecutivos de
um conjunto pela colocacéo de dois valores antesati@éncias.

1. 3. ... 9
{1, 3. 5, 7. 93

., -2, ... 18}
{-8, -5, -2, 1}

Maple:
A estrutura de dados baseMaple s&o as sequéncias de expressdes que nao sao

mais do que um grupo de expressfieple separadas por virgulas.

> 1,2,3,4;
1,2,3,4

} xFY!’sz;

Ko V. =

Como se pode constatar este método de introduza sequéncia é pouco
pratico quando pretendemos trabalhar com sequénmaEases. Nesses casos podemos
utilizar a funcacseq que dada uma expresséo gera os elementos padiéndm valor
inicial até um valor final.

> seq(i,i=1..15);
1,2, 34,5, 6,7, 8, 2,10, 11, 12, 15, 14, 15

> seq(3*i,i=4..9);
12,15, 18, 21, 24, 27
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As sequéncias de expressfes ndo sdo nem listascogomtos. Sao uma
estrutura de dados distinta Baple e tém as suas proprias propriedades.

Por exemplo, elas preservam a ordem e a repetagsisalis elementos. Os itens
introduzidos permanecem na ordem introduzida e saf introduzido um elemento
duas vezes, ambas as coOpias permanecerdo na saqiEmexpressdes. As sequéncias
prolongam as capacidades de muitas das operacéieashddVaple.

No Maple criamos uma lista colocando, um nimero qualquerbjiectosMaple
separados por virgulas, dentro de parénteses rectos

O Maple, tal como acontece com as sequéncias de exprepségstva a ordem
e a repeticao numa lista.

> [a,b,c,d, e]l:;
[a@ b o, d ]

Um conjunto ¢et) € uma sequéncia de expressdes dentro de chavetas.

> conjunto:={1,0,-1,1,3,3};
conjunio ={0,-1,1,3}

N&o sdo preservadas nem a ordem nem a repeticaorgumtos.

Tal como vimos para as sequéncias, podemos gerdreta uma lista ou um
conjunto tirando partido da funcé&eq. Para isso basta-nos introduzir essa mesma
funcdo dentro de chavetas ou dentro de paréntestssrquer pretendamos obter um
conjunto quer pretendamos uma lista.

> {seq(i®2+3,i=0..3)};
{3,4,7, 12}

> [seq{i™2,i=-3..3)]:
[9,4,1,0,1,4,5]

Os arrays sdo uma extensdo da estrutura de dados listamAssiideia
subjacente é que uanray € uma lista em que, a cada item se associa um alnteiro
(que até pode ser zero) — o seu indice — que \BIiEea sua posicao na lista.

Podemos definir ou alterar os elementos de atnay sem ter de defini-lo
completamente.

» wvect:=arrav(l..3);
veet =array( 1. 3, [ )

> wect[1]:=5;vect[2] =T vect [3]:=9;

vecty = 5]
veciz =7
vec£3 =4
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Ou, fazendo tudo de uma s6 vez.

> dobro:=array(l..3,[2,4,6]);
dobra =[2,4, 6]
Para ver o contetdo de warray é necessario usar o comarnmuiant.

> print{vect);
[5,7,9]

Definamos agora urarray com dois indices (uma matriz).

> soma:=array(l..2,1..2);
soma =array(1 2,1 .2 [ |}

Comecemos por atribuir valores a primeira e depaisgunda linha darray.
> somal[l,1]:=2;soma[l,2]:=2;soma[2,1]:=3;soma[2,2]:=4;
SOy | = 2
somay o = 2
somay | = 3

somdy o = 4

B
304
E possivel gerar os elementos de mmay através de uma expressdo. Em

primeiro lugar vejamos um exemplo para depois osralgumas consideracdes sobre
0 mesmo.

> print{soma);

> wr=array(l..6):
> for 1 from 1 to 6 do w[i]:=3%*i od:

> printi{wv);
[3, 6,9 12, 15, 18]

O que foi pedido adMaple para fazer foi que percorresse os indicesrday
desde a sua primeira entrada até a ultima e godas elas fizesse corresponder o seu
triplo. Para consegui-lo utilizdmos a constru¢éo da qual falaremos no capitulo 5
relativo a programacao.

Uma table é uma extensdo do conceito deay. Enquanto que nunarray
tinhamos forcosamente um inteiro como indice, gooéo tem de o ser.
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> num de alunos:=table( [s&étimo=20,0itavo=30,nono=25k]) ;
nume_de alunos = table(]

mowno = 25

aitava = 30

sdtimea = 20

D

Mathematica:

No Mathematica as expressdes sdo formadas a partir das expressiss
simples, como sejam as constantes e as variaveis.

Uma sequéncia de expressdesNiathematica € um conjunto de expressodes
separadas por virgulas. Por si s0 as sequénciasénéi@plicacbes (se mandarmos
avaliar um conjunto de expressdes separadas gulagrsurgira um erro), mas sao elas
a base para todas as estruturas mais complexaeni@®s neste programa,
nomeadamente no tipo lista.

Uma lista emMathematica pode ser definida pela enumeragéao de todos 0s seus
elementos, dentro de chavetas e separados poragirgeiode também optar-se por
definir uma lista usando a funcdo predefinldat e colocando os elementos como
sendo os argumentos desta funcéo.

List \¥7™
) O

Torna-se evidente que a forma atras referida pefraiduma lista nem sempre é
a mais indicada, principalmente quando a listaren& € maior. Quando assim é,
podemos tirar partido de fungdes predefinidas cBiammge, Table ouArray.

A funcdo Rang€limin,imax,di] gera uma lista comecando emmin e
terminando emmax, progredindali unidades de cada vez.

Range { Y1
S 6, 8, 10, 12, 14

A diferenca fundamental entre usar utable e umarray é que a primeira usa
para gerar os elementos uma expressdo enquant@ gegunda usa uma funcao
(function). Vejamos como construir uma lista com o0s cincanpinios quadrados
perfeitos usando alternativamente ufable e umArray.

Tabl e \"%d 5 1
W 9, 16, 25

Tabl e \'7%&H |
W 9, 16, 25

ray \efheh \

79, 16, 25
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Neste Ultimo caso poderiamos ainda definir a fangéra do Array,
procedimento que torna mais claro a definicaduday.

f = Fungt ffol
Array
S 9, 16, 25

Neste caso nao seria tdo simples se pretendés$areo® mesmo utilizando a
funcdo Range, uma vez que ndo é constante a diferenca entre elementos
consecutivos da lista.

Uma possivel solucdo seria fazétange[5]*Range[5] e obteriamos o
pretendido. Quando a funcdRange é invocada com um Unico argumento, 0O
Mathematica assume que o valor minimd.é que o progresso se faz unidade a unidade
até atingir o valor do Unico argumento que € caradbo como sendo o valonax.
Quando invocada com dois argumentos, o primeirovalar deimin e o segundo o
valor deimax, fazendo o progresso também de unidade a unidade.

Se quiséssemos construir a lista dos niameros rsajoel0 e menores qué9
que se iniciasse eril e que progredisse de trés em trés, facilmenteaaf@dimos a
funcdoRange para obter o pretendido.

Range \(23 |
NS4, 17, 20, 23, 26, 29, 32, 35, 38, 41, 44, 47
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3.4. - ACESSO AOS ELEMENTOS DE UMA
ESTRUTURA

Derive:

Na base de uma lista estdo naturalmente os elesngnea compdem. Dada a
funcionalidade de nos referirmos a cada um delBsrove oferece a possibilidade de

utilizarmos algumas funcdes para obtermos os vaslementos de uma lista ou
conjunto.

A funcdoFIRST, como o proprio nome indica, da-nos o primeirongeto de
uma lista. Nos conjuntos esta funcdo ndo se agkctorma satisfatéria uma vez que
nao obtemos o elemento pretendido, isto é, natoeneelo qualquer elemento. Ao invés
disso oDerive apenas nos diz que pretendemos o primeiro elenegnbo ai se fica.

FIRST{[7. 4. —11}

FIRST{{?. —3. B, —1})
{_3; _11- BJ .?}
1

Pretendendo obter outro elemento que n&o o prinpeidemos utilizar a funcéo
sub. Introduzindo da maneira usual a expre$4@dl9,23,29]sub2conseguimos aceder
ao segundo elemento da lista.

[7?. 8. 1. ?]

2

No Derive, as matrizes sao representadas como listas ds, ligbr esse facto
podemos penetrar na estrutura “matriz” utilizaddas vezes o comangab (ou seja,
fazendo[[1,2,3],[4,5,6],[7,8,9]] sub3 subl partindo do principio que queremos o
elemento situado na terceira linha e na primeihane).

i 2 3
4 5 6
7?7 8 9
3.1

7

Introduzindo [[1,2,3],[4,5,6],[7,8,9]] sub [3,1] iremos obter uma matriz
composta pela terceira e pela primeira linha ptar eslem.
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=] A e
== B ¥ B &
Lo = B = T T

[3. 1]
[ 7 8 9 ]
i 2 3
Com a mesma finalidade podemos ainda utilizar gdaBELEMENT que dado
uma lista e uma posicao fornece-nos o element@quea essa posicao.

ELEMENT{ [7. 14, 21, 28]. 3)
21

Se estivermos no campo das matrizes continuamossporddesta fungao

havendo que referir a linha e a coluna onde o elee pretendemos se encontra.

1 3 5

ELEHENTII A 2 -1 |, 2,3
Y4 3

-1

Se pretendermos obter uma submatriz temos de @speas linhas pretendidas.

i 3 L
ELEMENT a 2 -1 |, [2. 2]
7?04 3

24 5]

Maple:

A preservagdo da ordem numa lista torna possiestraccdo de um elemento
particular de uma lista.

> lista:=[a,b,c,d,e];
fGsta =[a, b, c,d, e

> [a,b,c,d,e][4];

Podemos aceder aos elementos de um conjunto da fmmelhante a anterior.
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> conjunto:={1,0,-1,1,3,3};
conjunte = {0,-1, 1,3}

> conjunto[2];
-1

Podemos seleccionar um Unico elemento deatnay ou de um conjuntosgét)
usando a mesma notacao aplicada as listas.

> wegt:=array(1l..3,[5,7,9]1);
vect =[5,7, 9]

= vect[2];
7

Podemos seleccionar um elemento especificandta éira coluna pretendida.

> soma:=array(l..2.,1..2);

soma =array(1 2,1 2, [
> somal[l,1]:=2;soma[l,2]:=2;soma[2,1]:=3;soma[2,2]:=4;

scma], 1= &
soMdy o = 2
somdy | = 3

SOy o = 4

> somal[2,1];

» alfab:=array(l..3,1..2,[ [a,b]l,[c,d],[e, £f11):

a b
alfab =| e o
g f

Nas tables tendo em conta que os indices ndo sdo necessat@meiros, o
modo de seleccionarmos um elemento é anélogo.

> num_de_alunos i:=table({[sétimo=20,0itavo=30,nono=25k]1}:
nup_de_afunos = table(]

mano = 25

oiiave = 30

sétima = 20

)
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> num de alunos[oitavo];

30

Se em vez de um uUnico elemento quisermos seleccp®ia posicdo que o0s
elementos se encontram na lista um conjunto deesler® podemos fazeéi..j] ou
opli..j,S] onde estamos a obter os elementos da lista ountorffuque vao desde a
posicaoi até a posicag inclusive. Se utilizarmos numeros inteiros negetipara nos
referirmos as posicfes estamos a referir-nos amallguando escrevemos —1 e ao
escrevermos —2 estamos a dirigir-nos ao penultiernento e assim por ai adiante.

> lista:=[a,b,c,d,e, f,qg,h,i]:
> listal[3..6];

> listal[-2..-1];

> op(2..4,1ista);
boe,d

Mathematica:

O Mathematica permite-nos ainda ter acesso aos diferentes eleséelet uma
lista quer através das funcdes predefinidast, First, quer através d¢]] (seleccao de
um elemento).

S 5 7, 11, 13, 17 \§W
7

W7, Q& 17, RS 1 A

17

Podemos também utilizar a seleccdo de um elememto definir uma lista ou
alterar uma ja existente.

nones = aaf beatriz, carla

Waatbeatriz, carla
rores \QUEM

joana

?nones

Global'nomes
nomes = Moana, carla —
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3.5. - INSERCAO DE ELEMENTOS

Derive:

A insercdo de elementos faz-se Derive através da funcadNSERT e
indicando o elemento que pretendemos introduzir é@mo a posicdo em que 0 mesmo
deve ser inserido. Vejamos como introduzir o eldm&h na quinta posicao.

IMSERT{11, [2, 3, 5. 7. 13]. 5}
2. 3. 5. 7. 11, 13]

Nos conjuntos, uma vez que a ordem nado é relevaoemos inserir um
elemento construindo um outro conjunto em que oalelemento € o0 que pretendemos
inserir e depois utilizar a func&dNION.

{1, 8. 43} v {3}
{1. 3. 4. 8}

Maple:

No Maple, existindo algumas diferencas as quais ja nos mefsrino que diz
respeito a listas e conjuntos, também a forma skerimum elemento difere conforme
estejamos a trabalhar com umas ou com outros.

A insercdo de um elemento numa lista € feita [ppfL),x]. Note-se que o
elemento é colocado no fim da ligta

> [op([1,2,3,4,5]),13];
[1,2.3,4.5,13]

Por seu lado se estivermos a trabalhar com corguatoperadounion resolve
o problema ja referido. De modo analogo ao quéns noDerive.

> {1,1,2,3,5,8,13}union{21};
(1,2,3,5,8,13,21}

Mathematica:

Pelo emprego das funcé@ppend e Prepend acrescentamos um elemento no
fim e no inicio de uma lista respectivamente. Estaas funcdes permitem que
construamos passo a passo uma lista partindo d¢auemestente.

popend WY, 71
Wabs 4
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Prepend G, a1
a3

Se tal for conveniente podemos chamar a lista geternqemodistaex fazendo
para tal uma atribuigcéo imediata.

li staex = Append Gl , 71
ol 4

Também tem toda a utilidade existir uma funcéoigaga numa lista um dado
elemento sem que a posi¢cdo seja forcosamente &igiou a Ultima. Tal é possivel
recorrendo a funcado predefinitfasert que coloca o segundo argumento da funcdo na
posicdo definida pelo terceiro argumento na listastante no primeiro argumento.

listaex=Insert \\ 348 bb, 21
b2 34
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3.6. - ELIMINACAO DE ELEMENTOS

Derive:

A eliminacédo de um elemento faz-se recorrendo ¢aODELETE .

DELETE{[2. 3, 5. 7. 9. 13]. 5}
[2. 3. 5. 7. 13]

Nos casos em que o elemento a apagar consta dainariposicdo podemos
sempre usar a fung&EST.

REST([2. 3. 5. 7. 9. 13])
3. 5. 7. 9. 13]

Para eliminar elementos de um conjunto utiIizama!amo.

{1. 8. 43 ~ {83}
{1. 43

Maple:

Uma forma de conseguir extrair um elemento de unjuoto ou de uma lista é
atraves da utilizacdo da funcéamove Esta funcao retira da lista ou conjunto todos os
objectos que verificam uma dada condigéo.

> removel{isprime, [1,2,3,4,5,6,7,8]);
[1,4,6 8]

> remove(has,[1,2,3,4,5,6],4);
[1,2,3,56]

A funcéo has(f,x) € um predicado de comparacao sintactica quéwanos
casos em quiecontém a subexpressio

Temos ainda a possibilidade de apagar o elemergoegtA numa posicao
conhecida de uma lista.

Fazendossubop(i=NULL,L) estamos a apagar o elemento da listpue esta na
posicaa.

> subsop(3=HULL, [7,-8,7,4,-11]);
[7,-8,4,-11]
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De forma semelhante usando a funcdo predefimioaus podemos retirar um
dado elemento de um conjunto.

> {3,2,-4,0}minus{-4};
10,2, 3}

Mathematica:

Ha sempre a possibilidade de apagar ou retirar ado dou um conjunto de)
elemento(s) de uma lista.

A funcdoDelete]lista,n] apaga o elemento que esta na positéalista. Se o
nameron for negativo a posicao é contada a partir do fim.

?1i staex
Global'listaex
listaex = a2 3 4 —

Del ete N\ 348 31
Wb 3 4

A funcdoRestfornece-nos a lista retirando o seu primeiro elgme a funcéo
Drop permite retirar da lista um certo nimero de eldéogen

Rest N\ M42¢1
Yl 3 4

Drop \348¢ 11
Yl 3 4

Drop \348¢ 21
S

Também nesta ultima fungdo se o segundo argumentoefgativo, entdo a
ordem é contada do fim pelo que os valores retg&do os ultimos. Deste comentario

conclui-se que a funcé@est pode ser substituida pela fungdmp desde que nesta
altima o segundo argumento sefa
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3.7. - SUBSTITUICAO DE ELEMENTOS

Derive:

Ao definir uma lista corremos o0 risco, como acoatetn quase tudo o que
fazemos, de nos enganarmos nomeadamente na irdoodeq@m dado elemento.

Quando tal acontece é possivel substituir unicaen@elemento em questao.

A funcdo REPLACE permite que substituamos o elemento que esta numa
determinada posicgao.

primos = [2, 3. 5. 7. 9. 13]
[2. 3. 5. 7. 9. 13]

REPLACE(11, primos, 5)
[2. 3. 5. 7. 11, 13]

Se nao fosse indicada a posicdo do elemento (no a@erior 5) oDerive
assumia que o elemento a substituir era o primeiro.

Maple:

Apés definir uma lista podemos ainda alterar oss selementos sem ter de
definir novamente a lista. Para tal, basta conneagrqual a posicdo do elemento a
substituir bem como o novo elemento. Sendo estes diw nosso conhecimento a
utilizacdo da funcasubsopresolve com facilidade o problema da substitudd® dois
elementos.

Vejamos como alterar o terceiro elemento da [B&-2,5,4]por7.

> subsop(3=7,[3,5,-2,5,41);
[3,5,7, 5,4]

Mathematica:

Pretendendo modificar um elemento de uma lista mpodeutilizar a funcao
ReplacePart Esta funcéao recebendo uma lista, um elemento epasigado, substitui o
elemento que esta na posicéo referida pelo elenmetendido. No exemplo que se
segue substituiremos o0 nome “beatriz” que se ereord segunda posicdo pelo nome
“joana”.

Repl acePart \aw#P%&atriz, carla , jomna, 21
‘naﬂoana, carla
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3.8. - SELECCAO DE ELEMENTOS

Derive:

Uma funcdo que também é importante € a fur®@BbECT que selecciona os
elementos que verificam um determinado predicado.

SELECT(k > 7. k. [2. 7. 8. 11, B, -?])

[8. 11]
SELECT {PRIME{k}. k. 1. 35}

2, 3. 5%, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31]

Em ambos os casos a funcdo deu-nos os elementlistadgue estavam em
conformidade com os predicados.

Maple:

A seleccdo de um elemento de uma lgtde ser efectuada através da fungéo

select Assim sendo conhecida a lista, basta-nos red@enas o tipo de objectos que
pretendemos seleccionar.

> select{isprime,[1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13]};
(2,357 11,13]

Mathematica:

A funcaoTake possibilita que retiremos da lista um certo nunter@lementos.

Tal como acontece com algumas das funcbes anaisaskantes atras, se o segundo
argumento for negativo, entdo a ordem é contaduata go fim.

Take QN 7, 11, 13, 17, 31
ok

Take N 7, 11, 13, 17, -
s, 17

Usando uma funcéo predefinida podemos também sa@haccos elementos de
uma dada lista que verificam um determinado preldicEnquanto que as fungdes
anteriores seleccionavam os elementos pela positdgque estes se encontravam na
lista, a funcadbelectselecciona-os de acordo com as propriedades deskamentos.

Slect QI 4, 5,6, 7, 8 9, 10, 11, E®nQl
Sifs, 8, 10

Sl ect \EKNGSE KD

Wb, 7, 11, 13, 17, 19, 23
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3.9. - COMPRIMENTO DE UMA ESTRUTURA

Derive:

Quando trabalhamos com listas é (til conhecermastqa elementos tem essa
estrutura. Através do uso da funcBdM ficamos a saber com quantos elementos
estamos a trabalhar.

DIM{[Z2, 3. 7. 11. 4]}

Se estivermos na area das matrizes podemos utdizaesma funcdo para
indagar acerca das dimensfes da matriz. Vejamos citer o nimero de linhas da
matriz[[a,b,c],[d,e,f]].

a b ¢
DIM
d e f

Para saber o numero de colunas basta aplicar a anBsmao ao primeiro
elemento da matriz.

o5 2 511

Portanto o nimero de colunas neste caso concoetdrés.

2

3

Maple:

No Maple a determinacdo do niumero de elementos de um ¢orgunlista faz-
-se recorrendo a funcéops

> gonjunto:={1,0,-1,1,3,3};
conjunto = {0,-1, 1,3}

> nops(conjunto) ;

> nops([a,b,c,d,e]l);
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Refira-se que ndVaple existe ainda a funcatength. Esta fungdo, caso o
argumento seja um inteiro, fornece-nos o numerdigigos do mesmo. Nos casos em
estamos a trabalhar costrings da-nos o nimero de caracteres utilizados. No®®utr
casos olength de cada expressdo € calculado recursivamenteceratio com o
namero de palavras usado para representar a eXpress

> length(4h7);

:} length({marcia} ;

Mathematica:

Quando estamos a trabalhar com listas é Uutil camhexss o numero de
elementos que as mesmas contém. Tal necessidadteste quando, na elaboracao de
um programa se pretende comecar a partir do Ulgétemento. Ora, conhecendo o
comprimento da lista é possivel utilizarmos esswaarg, que tem forcosamente de ser
um inteiro, para através do uso da seleccédo deauenpe, nos referirmos a esse ultimo
elemento.

No Mathematica a funcdo que nos da o comprimento de uma listdub@io
Length.

Lengt h Gl |

3

Length el 7, i 7 |
4

O ultimoinput significa que a nossa lista tem 4 elementos ondecsabemos
dois deles séo ainda listas. E claro que se fassessario, poderiamos ainda saber qual
o comprimento de cada um dos elementos da listainutilizando para tal uma outra
funcdo —Map. Desta funcéo falaremos em mais pormenor um pmais a frente. No
entanto, podemos desde ja dizer que este funcfamatom que uma determinada
funcao seja aplicada a cada um dos elementos delaiadista.

Mp \N O, Ty, 7 |
S, 3
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3.10. - JUNCAO DE DUAS ESTRUTURAS

Derive:

Podemos juntar duas ou mais listas recorrendoGa@APPEND.

APPEND{ [1. 2]. [5. —1]. [@. 1]}
[1. 2. 5. -1, 8. 1]

APPEND

| B ¥ B - T o
Ad e @

won] e e

1, 2. 8. 3. 2. 4, 7. 5, 6. 4. 1. 5]

Temos a mesma possibilidade se estivermos a teabalbm conjuntos

utilizando a funcdoUNION ou o atalhoﬂ presente na parte inferior dderive.
Introduzimos a expressb, 2} UNION {1, 3} e mandamo-la avaliar.

{1, 23 v {1, 33}
{1, 2. 33}

{1, 2. 8, -1} v {@, 2, 3}
(-1, 8. 1, 2, 3}

Maple:

A reunido de dois conjuntos definidos &faple pode fazer-se através da funcao
predefinidaunion. Esta funcdo pode utilizar-se colocando a fungéiceeos conjuntos
que pretendemos reunir (que nao tém de ser apergsod entdo utilizando a notacéo
usual de uma fungao, onde os conjuntos sao indicaolmo os argumentos da fungao
union. No ultimo caso a funcéo deve ser invocada emtieatentos gravesnion .

> {2,-3,7,11}union{4,-5,0};
(0,2,-3,4,-57, 11}

> "union’ ({a,b,c),{a,d});

{a b e, dl

Mathematica:

As estruturas representadas ®&fathematica como listas podem ser reunidas
numa so lista pelo uso da funcdmn. Esta funcdo que pode ser invocada com mais do
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que dois argumentos cria uma nova lista constitpéda juncédo de duas ou mais listas.
Ainda que ocorram elementos repetidos, estes sdpregepresentados na nova lista.

Join i BF 7 |
a3 2,47

Join QY QA CI |
b7, AT

E possivel ainda retirar as chavetas interioregikzarmos a funca&latten.

Aatten \gd
ks 7,41, 8

Embora dMathematica ndo disponibilize directamente conjuntos, que térset
representados por listas, existem diversas opesa@@specificas de conjuntos
(representados por listas) nomeadamente a unigeseéccao, complemento, ...

thion Gl QI 5 -2 |
KL 235

Intersection QI Q. 5 -2 |
) &7

Gonpl enent QI d e [, G, B |
\ €7 4
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3.11. - FUNCAO PERTENCE

Derive:

Conhecido um elemento e uma lista ou conjunto podedescobrir se esse
elemento faz parte da lista ou conjunto se utiiwer a funcGoOMEMBER? . Esta
funcao retorndrue nos casos em que o elemento faz parte da listemurto efalse
no caso contrario. Vejamos alguns exemplos ondeaapbs a referida funcao.

MEMBERZ{2. [8. 2. 3. 41}

true
MEMBER?{5%, [1. 4. 3. 4])

false
MEMBER? (7. {7. 4. 3. 43>

true
MEMBER?¢{5,. {11. 7, 4. 3, —43}}

false

Maple:

Por meio do comandmember é possivel saber se um dado elemento faz ou ndo
parte de um conjunto ou de uma lista.

> member(d, [4,5,7]1);
frie

> member{a, [3,5,92,7]1):
Jalse

A funcédo pode ainda ser invocada com um tercegamento (uma expressao)
no qual fica guardado a primeira posicdo em queraento ocorre.

> member(w, [x, v, w,u]l, k"),

irue
= k;

3

Nos conjuntos tudo se passa de maneira semelhante.

> member(3,{1,3,4,5});
trie
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> member(l,{2,-3,-5,-11});
Jalse

Mathematica:

A funcéo correspondente eltathematica € a funcddvlemberQ. Esta funcéo
aplica-se com uma lista e um elemento como argwsentpor esta ordem. Assim o
predicadoMemberQ dar-nos-a4True nos casos em que o0 elemento pertenca a lista

constante no primeiro argumento.

Nenber Q WYY , 31

True

Nenber Q WYY, 71

False
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3.12. — ANALISE MATEMATICA

3.12.1. - EQUACOES

Derive:

A resolucdo de equactes Derive pode ser feita recorrendo ao mesulve e

ao submenuAlgebraically. Podemos tirar partido do atalt® se introduzirmos a
expressdo em primeiro lugar e o utilizarmos de igagiNessa situagcdo surge uma
janela na qual podemos especificar o tipo de redolgue pretendemos para cada caso.

2
x +9-x+18 =@

Solve Exprezzion i#1 E
Solution Y ariables Solution Method Solution Domain Solution Bounds
& Comples Upper: Ij_a—
™ Numerically " Real
™ Either ) Bounds Lawer I_]-B

ok Solve Cancel
| | |

Carregando em OK e usando o ata =) obtemos as solu¢des para a nossa
equacgao.

2
SOLUE{x + 7-x + 18 = B, x}

-5 v x = -2

=
]

3 2
SOLVE{x + 2-x - 29-x + 42 =8, x)
¥ =-Fvx=3wvx =2
Mas, nédo ficamos por aqui no que respeita a redolde equacdes algébricas, 0

Derive também é capaz de resolver simbolicamente uma &guabitraria. Neste caso
pedimos para resolver a equacéo de segundo grau.

2
SOLUE{a-x + h-x + ¢ B, x)

2 2
Jth - 4-a-c)} - b Jfh - 4-a-c) + h
2-a 2-a
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Agora, mediante este Ultimrautput, que ndo é mais do que a férmula resolvente
das equacdes de segundo grau, e sem usar a fB@CACE, podemos resolver qualquer
equacdo da formax? + bx + ¢ = 0. Para tal basta que substituamos os valores lole

. . . g . : .
¢ na solucao geral. Tal pode ser feito utilizandatalho " . A temos de referir quais
0s valores para as incogni@gd ec.

Substitute for variables in #4 |

Yariables: [x Mew Yalue: ||

c

ok | Simplty | Cancel |

Imediatamente o sistema substitui nas express@esvos valores que depois de

mandado avaliar dard as solu¢cbes da nossa equdeste. caso concret=1, b=-8 e
c=15.

2 2
J{{-8) - 4-1-15) - -8 JOC-8y -
2-1

-1-15) + -8

B2 | W

Mesmo quando as raizes sdo complexBsrove € capaz de nos dar as solugdes
pretendidas.

2
SOLVE{x + 2 = B, x}

Para resolver um sistema de equacdes lineares psdditizar o menwsolve e
0 submenuSystem. Neste primeiro exemplo procuramos a solugdo de istensa
possivel e determinado.

3 5 i
SOLUE[[X + —-y+3z =08, I x+4-y-2 =080, —x+2-x-—= =4], [%, v. z]]
4 2 2
204 164 28
¥ = y = - z = —
233 233 233

Portanto a solucao do sistema é a obtida.
Tratando-se de sistemas indeterminados ndo comseguwhegar a uma unica
solugdo mas a um conjunto delas. Vejamos aquileeangs referimos.
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SOLVE([x + 2-y =4, 3-x + 6-y = 12]. [x. yl)
[x + 2.9 = 4]

SOLVE{[x + 2-y 121, [x]12

[x =4 - 2-y]

4, I-x + 6y

Neste caso as solucdes sdo todos os pares de sioadarma4-2y,y).
Se o sistema for impossivel, ndo existem quaisgokeicoes e portanto a lista
das solucdes é vazia.
SOLVE{[x + 2-y =4, 3-x + b-y = 11]. [x. y]}
[1

Vamos agora analisar qual a resposta gDerove da quando confrontado com
equacdes que envolvem outras funcdes como por éxempuncdes trigopnoméetricas.

SOLUE{SIN{x) = B, x)
¥ =-nmvx=mvx=8
Esta equacédo tem uma infinidade de solugcbes qudos@s aquelas que se
podem escrever na fornxa= k1, comk[JZ. Assim as solucdes obtidas estdo correctas

mas, o0 programa ndo consegue determina-las todas.
Analisemos ainda mais um caso.

SOLUE{COS{x) = SIN{ERP{x}). x}

» LY x I-n » n b4 LR ¢
" " " "
E - x = v B — X = - w B —x=—w@g +x =
2 2 2 2
» In x n
" -
w B O+ ¥ = — v B ot x = —
2 2

Aqui também néo obtivemos uma solugéo satisfatoria.

Maple:

A resolucdo de equacdes algébricas é possivéllapbe recorrendo a funcao
predefinidasolve. Através do uso desta funcdo conseguimos ultrapass muitos
casos o trabalho monétono dos célculos.

A funcdosolve recebe como argumentos um conjunto de uma oueqgas;oes
e tenta resolvé-las em ordem a um conjunto de nitasyespecificadas pelo segundo
argumento da funcéao.

> solve({x"2-9%x+14=0},{x});
(x=2), (x=T)
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Vejamos agora como Maple lida simbolicamente com equacdes. Para isso
vamos procurar a solucédo para uma equacao de segrandarbitraria.
> solve({a*x"2+b*x+c=0},{x});

halbiodae boalbE_dae
boix }
i )

Como se pode ver, Maple retorna cada uma das possiveis solu¢des dentro de
chavetas, 0 mesmo sera dizer que cada solugéo tormtanjunto.

Como se pode constatar conseguimos encontrar as0ssl para uma equacao
mesmo que as mesmas sejam complexas.

(x=

1 1-
i T2

> solvel(x"2+5=0,{x});

(x=145), (x=-14/5)

Podemos também usar o comasdee para resolver sistemas de equagdes.

> solve({x+2%y=3, yv+1/x=1} {x,v}):

1
{x=-1y=2}, {x=2,y=5}

Nem sempre sdo necessdarias as chavetas envolvendmuacdes ou as
variaveis, mas usando-as obrigdaple a fornecer a solu¢do como um conjunto o que
traz por vezes algumas vantagens.

> eqns:={x+2%y=3,y+1/x=1};

1
egns = {x+2y=3yv+—=1}
x

> soln:=solvelfeqns,{x,v}):
1
soln ={x=-1,y=2},{x= 2,y=5}
Obtivemos portanto duas solu¢des. Podemos verdeas solugdes realmente
sao estas, substituindo na equacéao original.

> subs(scln[l],eqns);
11=1,3=3}

> subs(soln[2],eqns);
(1=1,3=3}

Portanto as solucgdes verificam as condi¢Oes exdgoddo sistema. Estes dois
pares de solucbes encontrados sdo as Unicas solpgfe o sistema. Trata-se de um
sistema possivel e determinado. Quando o sisteresobver € indeterminado,Maple
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fornece uma expresséo algébrica que nos permigx abta das incégnitas a custa da
outra.
> solve({1/2%x+3%y=T, 4*x+24%*y=56}, {x,v}):
y=y,x=-by+14}

Sendo o sistema a resolver impossivelMaple simplesmente nédo retorna
qualquerutput o que da a ideia que ndo conseguiu concluir drgutoi pedido.

> solve({3%x+y=0,3/2%x+1/2%y=T7}, {x,v});
No caso anterior ndo obtivemos qualgowput.

Vamos analisar agora o comportamentoMigple quando confrontado com
equac0des envolvendo fungbes trigonométricas.

> solve(sin(x)=1,{x}):

!
(x=om)

Tal como acontecia com@erive obtivemos uma solu¢gdo mas, como é do nosso
conhecimento as solugcbes sao todas aquelas queodsmmpescrever na forma

x=%n+2kn, kOZ.

Vejamos ainda uma dltima situacgao.

> solwve({cos{x)=sin({exp{x)), {x}):

{x= Root@{_z - ]n(%ﬂ - _ZD}

Sem ter obtido uma solu¢do concreta podemos sepgiti# para o calculo
numerico e pedir ao programa que faca uma aprogodg valor surgido.

> evalfi{solvel{cos{x)=sin(exp{x)), {x}));

(x = 2660265834}

Mathematica:

Utilizando oMathematica é possivel encontrar de forma eficiente as sokigée
muitas das equacdes que nos surgem.

Assim, encontrar uma solugdo para uma equacdo dande grau nao
representa qualquer dificuldade parfslathematica.

Antes de entrarmos num exemplo concreto, convénbrimgue ao fazermos
x=3 estamos a efectuar uma atribuicdo imediata, aj ssfamos a fazer com que a
variavelx passe a guardar o valdrAssim para designar o teste de igualdade temos de

usar “==",
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SolveW*x"Z 3*x-250, x|
At TRl ¢

SolveWHb*x+csO x 1
ac/ b+ PP Hac ¢
2a

e

2a

Mesmo quando as solu¢des sdo complexas consegeimostra-las.

Sol vekk?+ Re=0, x |
a¥: TN T

De forma muito semelhante procedemos ao pretermsetver um sistema de
equacgoes lineares.

Sol ve WS‘,S -2x+5y==17 , G |
67 oo

N ® -

Quando o sistema a resolver é indeterminado o @mugr ndo conseguindo
determinar uma Unica solucdo, emite uma mensagearrdeonde diz que nao lhe é
possivel dar uma solugcdo em funcao de todas asve@ipretendidas.

ol ve 6y S5 15x+36y5 30, S |

Sol ve::svars : Equations nmay not
give solutions for all "sol ve" variabl es.

-®2-%‘

Tendo em conta o erro podemos entdo mandar resolggtema apenas em
ordem a uma das variaveis. No entanto este proeatimndo acrescenta muito ao que
ja sabiamos.

ol veI?Gyé 5, 15x+36y 5 30, S

ll®-§ I5+Jyh

Quando o sistema € impossivel a solucao apreseitadiata vazia o que indica
de forma clara que nao existem quaisquer solucoes.

Sl ve WL 7, 3x+6y5 3, WS |
\

E claro que nem sempre conseguimos obter todagdesigue pretendemos. No
caso que se segueMathematica fornece-nos apenas duas solugcbes quando sabemos
que existem uma infinidade delas.

ol ve KIS |
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Solve::ifun: Inverse functions are being used
by Sol ve, so sone sol utions may not be found

ll®-£’, mo » #
2 2

Analisemos mais um caso em que Mathematica se vé impossibilitado de
dar-nos uma solucéo.

Sol ve \OSKIEMY -

Sol ve: :tdep :
The equations appear to involve the variables to be
solved for in an essentially non-al gebraic way.

Sol ve \QXIMMT \ WMl

Quando tal acontece podemos ainda recorrer a fuRgé@dRoot que tenta
encontrar uma solucdo aproximada para a equactemgida. Para aplicar esta funcao e
necessario introduzir o valor do qual se pretensl@dwscao mais aproximada.

FindFoot. \AKIMEMY O |
Yad. 90762

Desta forma obtivemos a solucdo aproximada parquacéo introduzida que
mais proximo dd esta.
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3.12.2. - DERIVACAO

Derive:

A derivada de uma funcao pode obter-se rapidameitigando o operadddIF.
Neste, 0 primeiro argumento representa a expresss&gundo argumento a variavel e
o0 terceiro argumento que pode ser omitido, reptasenrdem da derivada pretendida.

Nos casos que apresentamos de seguida introduziasosexpressoes
DIF(SIN(x),x) e DIF(LOG(x),x,2) ja que queriamos calcular a derivada da funcao
seno e a segunda derivada da funcéo logaritmoe@armnos em ENTER e mandamos

avaliar as derivadas carregando| =

d
— STMN{x)
dx
COS{x)

&
— LOG{x)
dx

i

2

Com a mesma finalidade podemos recorrer ao noalawlus e ao submenu

differentiate ou de forma mais abreviada utilizando o at: a .

Nestes casos temos de introduzir a expressao dasguaretende calcular a
derivada e depois utilizar o atalho referido. Naazae trabalho surge uma janela a
partir de onde podemos especificar qual a varideebrdem da derivada pretendida.

Calculuz Differentiate #7 E
Wariable: Iﬂ vl Order: |1 _I?

o | Simpliy | [

Depois tudo se processa como na situacao anterior.
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TAM{)

d
— TAN{x)
dx
1
2
COS ()
Maple:

Dada uma funcabde um argumentd®(f) determina a sua derivada. O resultado
da aplicacao do operadbré uma fungdo com um Unico argumento.

= Di{cos);

—sit

A composicao de duas funcdes f e g € denotadagpgr f

> Di{cosag);
(—=m)@g Dig)

A utilizacdo do operaddd continua a ser possivel quando as funcdes tém mais
do que um argumento. Nesses casos surge a nedesgaleeferir qual dos argumentos
deve ser tratado como variavel. Ai o que a furigdaz € calcular a derivada parcial em
ordem ao argumento que foi considerado como vdriave

Comecemos por definir a funcéo

> fi=(x,¥)-rsin({x)* sinfvy);

J=(x,y) —»anix) smly)

Consideremos em primeiro lugar que a nossa varéwal (primeiro argumento
da funcad).

> D[1](f);

(x,3) —rcos(x) smiy)
O resultado da aplicacédo do operaboa f € uma funcéo definida pelo ultimo

output. Se a variavel fosse o segundo argumento da fungésultado ja ndo seria o
mesmo. Vejamos:

> D[2]¢E);
(x,3) = anix) cosiy)

A derivacao de expressfes em ordem a uma vari@xsief pela funcadiff .
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> diff{cot{x), x);

-1- cot[x)2

1 1
2x sin(—J - cos(—J
X X
O operadordiff pode ser invocado com mais do que dois argumemos.

introduzirmos por exempldiff(f(x),x,y) estamos numa situacao inteiramente analoga a
que teriamos fazendbff(diff(f(x),x),y) .

> diff(x"2%sin(1/x),x);

> diff((1+2%y"3)*x"2 x,v);

12y x
o diff(fi{x,v),x,v¥);

82

% o f{x,»)

Existe ainda o operad®iff com “D” maiusculo que nos fornece umatput
semelhante ao que é usual para designar as devigadaais.

> Diff{x"3,x);

Repare-se que o operadaiff mantém a expressao introduzida sem efectuar o

calculo da derivada especificada. Trata-se de umgédb que se destina na grande
maioria dos casos a uma melhor apresentacao.

A utilizacdo de implicitdiff(f,y,x)

fornece-nos a derivada de uma funcéo
definida por uma equagao.

> fr=exp(y)+y=x+h*z

f:ey+y=x+52

> oimplicitdiff(f, v, x}):

e’ + 1

F oimplicitdiff(f, v, =);

e +1
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Mathematica:

O operadoDerivative determina a funcao derivada de uma funcao.
Vejamos como obter a primeira derivada da funcéo.se

Dorele U \ NGy

O numerol inserido no primeiro parénteses recto quer diaex gstamos
interessados em calcular a primeira derivada. ©asosso objectivo fosse a segunda
derivada bastaria colocar o nUm@rmnde no caso anterior colocamaok o

Podemos também representar a derivada de uma foagaoma usual.

Log' '\l
1

X2

Podemos obter a expressdo da derivada de uma dadaof utilizando o
operadoD.

D\ MBS |

-4x? Qos Mn E‘

Realce-se aqui que o resultado de aplicar o opeRelivative é uma funcéo e
que o operaddd d4-nos a expressao da funcéo derivada. Dai quéaaécderivada de
uma funcdo num ponto tera que ter em conta ess$e. fanquanto que utilizando o
operadomDerivative ou‘ basta aplicar a fungéo obtida no ponto trés, usanaperador
D temos que substituk pelo valor3. No fim comooutput obtemos 0 mesmo resultado.

Log \l
1
3

RIS 5

w0

As derivadas parciais em ordemxapodem ser obtidas através dg A
utilizacdo deste simbolo faz-se recorrend@alsttes, mais concretamente ao atalho

dp |

1xx°* Cos K4
3x%Qos \\H
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3.12.3. - INTEGRACAO

Derive:

A determinagdo de um integral de uma dada fung@esdarecorrendo ao
operadorINT . INT(u,x) permite a obtencédo do integral indefinido da exgies na
variavelx.

IEIH{:{} dx
- COS{x}

Nos casos em pretendemos calcular o integral defitemos de adicionar aos
argumentos do operador outros dois que represemianite inferior e limite superior.
Para calcular o integral da fungdo exponencial mtervalo [0,10], introduzimos a
expressadNT(EXP(x), x, 0, 10) Tal como no caso anterior, [@erive ao passar a
expressao para a zona de trabalho modifica-a parana usual.

14
‘I‘ EZP{x} dx
a

18

g -1

Podemos também optar por calcular um integral sejerdefinido ou indefinido

através do atalh ¥ existente na barra de ferramentas. Para tal telma@sm primeiro
lugar introduzir a expresséo a integrar e depdigarto atalho.
Introduzindo anput seguinte, e usando o referido atalho

LN{x}

surge uma janela na qual especificamos as carsttasi do integral a calcular.

Calculus Integrate - DERIVADAS e dfw #16 |
Yariable: m Integral — Diefinite integral
" Definite | pEen it |1
& |ndefinite [Laten imit: |

— Indefinite integral

Constant: IE]

o | Simpify | Cancel |

Depois carregamos em OK e mandamos avaliar a esgwrestroduzida como
nos casos anteriores.
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I LN{x} dx

W-LN{x)Y — x

I 2
EZP{— x } dx
Jm-ERF{x)
2

Consultando dHelp ficamos a saber qUERF(X) é o integral da distribuicdo
gaussiana enti@e x.

> Derive 5 Help

=13

Ficheiro  Editar  Marcador  QOpgles  Ajuda

Indice | Indice lemissivnl Srterion | | mprimie |

Error and Zeta Functions

s

s
e
b

The error and Riemann zeta functions frequenthy occur in probability and statistics problems.

ERF(z] is the integral of the Gaussian distribution from 0 1o z.

ERF(z. w) is the generalized errar function. ERF(z, w) is defined as the integral of the Gaussian
distribution fram z tow. ERFI(z. w) simplifies to ERF(w) - ERF(z).

Podemos obter valores aproximados para um dadgrahtguando ndo €
possivel aderive dar-nos um valor exacto.

Recordamos aqui que para obter uma aproximacao ymasadada expressao

utilizamos o menueclare, o submendmplification Settings e alteramos o campo da
precisao paraApproximate.

Simplification Settings E t

Tranzformation Direction

EHponential:lAutD 'l Irigu:unometr_l,l:l.f-\utn 'I
I__u:ugarithm:l.&utu "l TrigEnwers:IAutn "I

Angular unit: IFlal:Iian "I

Precizion
|7 tode: [ Digits: Im

Branch: I Principal ~ I
0k I Cancel | Fezet |

Na zona de trabalho surge a indicacéo da altefagao
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Preciszion := Approximate

Mandando avaliar o integral pretendido obteremoa aproximagéo.

I 2
EiP{— x } dx

1.772453854@

Voltemos a trabalhar com valores exactos.

Precision == Exact

Exact

Podemos calcular integrais duplos recorrendo adodupo dos meétodos ja
analisados um dos quais podera B¢F( INT(f,x), y). No exemplo que se segue
mandamos calcular o integral duplo em ordemda funcdox. E evidente que neste
caso podemos mandar integrar em funcdo de varidigtistas.

I I * dx dx

I I w»-SIN{w) dx dy

2
¥ -COS{uy)
2

Outro método paréazer o mesmo trabalho é usar a funcéo ja analiBfeiam
que a ordem do integral pretendido é o simétricordam da derivada.

o
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Maple:

Da mesma forma que o operaddiff permitia uma visualizacdo semelhante a
que é habitual, também o operatidrtem essa funcamt(f,x) e Int(f,x=a..b) sdo duas

possibilidades para representar com o simbolotdgri j respectivamente o integral

indefinido e o integral definido enteeeb.

Para utilizarmos o operador anterior na forma a&mtasla temos de carregar o
pacote correspondentetydent) sem o que ndo sera possivel visualizar os irigegra
definidos anteriormente. Podemos também optar pitizan o operador na forma
student[Int] .

> with({student):
WMarning, new definition for D

> Int{x"2,x=0..5);
J xzdx
0

Podemos obrigar blaple a avaliar a expressdo mediante a utilizacdo dgatun
value.

> value{Int (x™2,x=0..h));

A aplicacdo do operadant(f,x) revela-se de maior utilidade j& que é de mais
facil aplicacdo quando pretendemos calcular o ratete uma dada funcéo.

> int{sin{x) ,x});

—cos(x)

> int{sin{x) ,x=0..Pi});

> intf{exp(-x"2),x);
1
Eﬁﬂ etz

Consultando a ajuda disponibilizada p®laple tomamos conhecimento do que
representa a funcéo anterior.

> %erf
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P Heading 1 ﬂ ITimes Mew Fioman ﬂ |18 ﬂ E EEE
Advanced Features... Algebra... & || Continuity Testing... S
Basic Features. .. | |Basic Mathematics... Differential Caloulus. .. Tripleint
Example Worksheets Index Implicitdiff changewvar
Getting Started. .. Differential Egquations. .. —||Inteqgral Transfarms. .. dawszoh
Graphics... Dizerete Mathematics... dilog
How Ta... Ewaluation... Limnits... dizzont
Introduction Financial Functions... ellipsoid
[l -E|H'|EI'|'|-E|t|:::E:... Finding Roats, F.;clorization -
Description:
® The error function is defined for all complex x by
erfix) = Z/sqrt(Pi) * intiexp(-t*2), t=0..x)
® The complementary error function is defined by
erfo(x) = 1 - erfix) = 1 - Z/Pi*(1/2) * int{exp(-t*2), t=0..x)

A nivel da visualizacéo ®Maple disponibiliza-nos a integracao por partes através
do pacotestudent e do operadantparts.

> intparts(Int{(x"3*1n{x) ,x),In{x))
1 1
—hﬁx)x4— '—xgdx
4 4
Este operador € invocado na formmgparts(f,u) ondef € uma expressédo da
formalnt(u*dv,x) eu é o factor do integral que se pretende que sejzadier.

Nos casos em que um integral definido ndo € avalmdilemos optar por fazer
uma integracdo numerica.

> evalf(int{exp(-x"2),x=0..1));
468241330

Podemos utilizanfinity e - infinity para definir o intervalo de integracao.

» evalf{int (exp(-x"2) ,x=-infinity..infinity));
1772453851

Existe um segundo argumento da func¢éo anterioirgliea o nimero de digitos
com que pretendemos a aproximacao.

> evalfi{int (exp(-x"2) ,x=—infinity..infinity),k5);
177725
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Mathematica:

O operador da integracdo mdathematica é representado na forma usual ou
entdo através dimtegrate. Usando agpalettes podemos utilizar a notacdo usual quer
estejamos a falar de integrais definidos ou indtbs

CR:x
2500

Utilizando o operadorintegrate especificamos no segundo argumento,
constituido por uma lista, a varidvel juntamentencos limites inferior e superior.
Optando por colocar no segundo argumento apenasiavel estamos a definir um
integral indefinido.

A

negrate 43, W20 |
2500

AP\ |, A
23 2
CA
ert
2 -y
2Ef

Erf @ the error function erf W
the generalized error function erf R1 f RO
Consultando dHelp Browser podemos obter mais algumas informacgbes sobre
esta funcao.
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l 3 Help Browser M=] E3

oo | [ T
I Built-in Functions Add-onz The kM athematica Book

Getting Started/Demos | Other |nformation M aster Index
Mumerical Computation & | |Elemertary Functions 3 ;I Bessely’ ;l
Algebraic Computation + Factorial Related b StruveH
Mathematical Functions ~ » Combinatarial v Struvel —
Listz and Matrices 4 Mumber Theory 3 HypergeometricOF1
Graphics and Sound 4 Feta Related HypergeometricOF 1Regulariz
Programming b Hypergeometric Related

Orthooonal Pokvnomials

Input and Outout v T LI IErfc: LI

wErf[a] gives the error fanction erf(z). ;I

mErf[zg, &1 ] gives the generalized ervor function exf(z;) —erf'(zg).

u Ilathematical function (see Section £.3.10).
'z
wErf[z] is the integral of the Graussian distribution, grven by exfi(z) = % J; e"2 df.
ks

wErflzy, 21]is grenby j_— fxle"g df
n g

| mErf[z] is an entire function of 2 with no branch cut discontinmities. fron

Podemos obter uma aproximagéo para um integraléstigeNintegrate.

Niegrate Q-6 /1. 1 |

1. 49365

Ninegrate QRN Tl « |

1. 77245

Podemos ainda determinar o resultado de um intedpalo utilizando o
operador Integrate na forma Integrate[f,{x, xmin,xmax},{y,ymin,ymax}] que nos

, FXmax ymax
daraj‘Xmin dx Jmin f dy.

X3y2

6
negrate WALy |
X3y2

6
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3.12.4. - SOMATORIOS E SERIES

Derive:

A determinacg&o de um somatorio pode ser feita @rda funcasum.

No caso seguinte introduzimos a expresSam(i,i,1,100). Automaticamente o
Derive “transforma” o nossaonput e regista no local de trabalho o que de seguida se
mostra.

108
E i
i=1

£a58
Se invocarmos a funcd8UM com um sO argumento, ou seja, com uma lista,

esta retorna a soma dos elementos da mesma. Xeenpldicar o que nos referimos
introduzimos a express&JM ([7,2,-3]).

EC[?. 2. 31>

Podemos ainda calcular um somatoério recorrenddadiooaexistente na barra de
ferramentas. Nesse caso surge no ecrd uma janetpalatemos de especificar o
somatorio que pretendemos calcular.

Calculus Sum - 22?2 MTH
c| By (& e|6nle|L|ex nv|Elolm plo|w|v|e|x|plaE o]0 ]
A|B|\I|A|E|ZHO| LKA M(N| S0P (| T| Y| b || ¥|02 2w z=| 0]~ LS

|i"3

ariable: LI Sum — Diefiriite sum
O Ll Upper Limit: In—
" Indefinite .
Lower Limit: |1

oK | Simplfy | Cancel |

I 13
M

i=1

n {n + 13
4

O calculo de uma série pode ser feita nos mesmteso

w 1

i=A it

oy
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N&o se tratando de uma série convergenierdve da comooutput © ou - o
conforme o caso, isto nos casos em que a sérigéoge’ para infinito.

o
i
i=fA

J| [
|
=}

i=A

—o

Analisando o comportamento @erive quando confrontado com uma série que
depende da paridade do limite superior ndo noseseptado unoutput satisfatorio.

i
{1}
1

B

i
SIN{w) 1
2 2

Considerando alguns casos concretos podemos werifie a série na realidade
é divergente.

128 i
{13
i=1
a
123 i
E {1}
i=1
-1
Maple:

A determinacdo de uma soma de um conjunto de n@nfamse noMaple
recorrendo a funcaadd.

> add{i,i=1..7);
2n

> add(i,i=[10,7,3,1,4]);
25
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Existe ainda a fungcdeum que é utilizada para a soma simbolica. Devemos
utilizar esta funcdo quando pretendemos obter unmauia para o somatorio definido
ou indefinido. Os argumentos da funcdo devem satassentre dois apostrofes ().

> sum('k*27, 'kr'=0..4);

a0
> sum( k™21, k),
1 1 1
—kB——k2+—k
3 2 &

O output anterior forneceu-nos uma expressao valida pdcallaaa soma de
guadrados perfeitos. Assim, para obtermos a somsacthwo primeiros quadrados
perfeitos (considerando que o zero também é umrgdadperfeito) e utilizando o
resultado que obtivemos basta-nos substituipor cinco.

> subs(k=5h,1/3*%k"3-1/2*k"2+1/6%k) ;
30

> 0+1+4+9+16;
30

O Maple consegue ainda calcular a soma de séries que sejarargentes.

> sum{"1/kl ", "'k '=0..infinity);

Nos casos em que a série “converge” para o infamitesultado é ou - .

> sumf '3I*k", 'k'=0..infinitvy);

> sumf "-3*k ", "k'=0..infinitv)

—C0

No caso seguinte o resultado obtido € incorreatta wez que a série
considerada é da forma-1, 1, -1, 1, -1, ...

> sum('¢(-1)"k ", 'k'=1. .infinity) ;

Como podemos verificar de seguida, quando o lisufgerior € par 0 somatorio
€ zero e quando este é impar o seu valor é —1. @esmwnhecemos a paridadecge
seria mais correcto se o utilizador fosse informddoque ndo é possivel conhecer o
valor que a referida série assume.
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> sum("(-1)"k",'k'=1..337);

> sum("(-1)"k", "k'=1..4000);

Mathematica:

O somatorio de um numero finito ou infinito de tesmé obtido através da
funcdoSum. Esta funcéo € invocada com dois argumentos. I@emo é a expressao a
avaliar enquanto que o segundo é uma lista quéends a variavel e os valores que a
mesma deve assumin(in, imax edi).

Alternativamente podemos utilizar a notacao useiaesorrermos gsalettes. Ai

usando o atalhs="1 podemos introduzir mput na forma mais comum.

am{~N? s |
66
&

i=3
135

sum\ NS 10, 2 |

28

No ultimo input mandamos adicionar os valores compreendidos én&€lo,
mas avangando de dois em dois valores. Neste aagpub é a soma de 4, 6, 8 e 10.

Tratando-se de uma série convergente, é aindavpbgsilcular o valor da
mesma.

a

i=3
135

izl

a

Caso a série ndo seja convergentbjathematica vé-se impossibilitado de nos
dar um valor.

e

i=0
Sum :div : Sumdoes not converge.

CA

i=0
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Obtemos a mesma informacdo no seguinte exemplo @en aq série ndo
“converge” para o infinito.

smfli AP v |

Sum :div : Sumdoes not converge.

Cal

Portanto existe aqui uma diferenca em relacdo aogrgmas anteriores.
Enquanto estes forneciam wutput que nao era correctoMathematica tem o merito
de transmitir ao utilizador que a série que est@nsiderar ndo converge.

Aqui também se mandarmos avaliar esta série conlirmite superior par ou
impar obtemos os resultados correctos, tal comat@cia nos programas anteriores.

amfl1 NP 125 |
1

amfls MAP 132 |
0

Para obter a soma dos valores constantes de utaadimos de utilizar duas
funcdes predefinidas, neste caso conchgiply e Plus sendo que a aplicagcao conjunta
destas duas funcdes o que fara sera dizdtatloematica que deve proceder como se a
lista fosse uma soma e portanto, tem de somarspseatvas entradas. Mais a frente e
mais especificamente quando abordarmos a progranfag&ional tornar-se-a mais
explicita 0 modo como actua o funciodgiply.

Aoply RS, -3, 4 |
18
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3.12.5. — EXPANSAO EM SERIE

Derive:

Introduzindo a expressdo da fungéo da qual quer@mi@s uma expansao em
série podemos utilizar o mer@alculus e o submenraylor Series. Surge na zona de
trabalho uma janela em que indicamos qual a vdri@vponto em torno do qual sera
feita a expansédo e a ordem.

Calculus Taylor Series #1 E
Yariable: Iﬂ vl Expansion Point: Iﬂ

Order: |5 _Ij
Ok Simplify Cancel
| | |

SIN{x)
TAYLOR{SIN{x},. x. @, 5)

128 6

A expansao em Série de Taylor pode ser obtida gietiautilizacdo da funcéo
predefinidaTAYLOR(u,x,a,n), constatacao facilmente verificavel pela forma cam
Derive transcreve para a zona de trabalho a série pedidaamente. Aqui na nossa
expressdo m representa a ordem da aproximacdo que nao é mei® gqumero de
derivadas parciais usadas para truncar a Séri@agerique aproxima a expansao. Uma
vez que algumas destas derivadas podem ser zenanero de termos e o grau do
polindbmio resultante podera ser menor que a orceapdoximacao.

EXP{x)
TAYLOR{ERP{x}. x. 8. 5}
) 4 2 2
x x x x
+ + + + x + 1
12A 24 [ 2
TAYLOR{ERP{x)», »x. 2, 5)
2 5 4 3 2
8 {(x - L-x +28-x —-28-x + 48-x + 8)
128

Quando néao € possivel obter um desenvolvimentoédnie 8e Taylor o sistema
vé-se impossibilitado de dar uma resposta que atesega.
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1 3
TAYLOR|— + » + x . x, 8. 5§
X

Maple:

A funcédo predefinidaeries determina uma expansédo em série em torno de um
ponto para uma expressdo numa variavel. Esta fungde ser invocada com dois ou
trés argumentos sendo o primeiro a expressdo d& spiapretende obter o
desenvolvimento em série. O segundo argumento éeqoecdo do tipg=a ou x, caso
em que dViaple tomax=0.

Quando utilizado, o terceiro argumento representardem até a qual
pretendemos que o desenvolvimento seja efectuado.

> series(f(x),x=0):

1o (2) 2,1
O+ DO 2 +2 (D N0 x"+2(D

REPRE) 5 6
oo (P N0 xT+ 00

(3) (4)

1
)m(mx3+§m A2 +

> series(f(x),x=a,3);

(2]

1
fla)+ D(f)@) (x =)+ (D YF)a) (x-a)’ + O((x - a)°)

> series (sin(x),x=0):

1 1
x——x3+—x5+0(x6}
£ 120

A funcgdo taylor € um caso particular da funcéies e como tal aplica-se da
mesma forma.

> taylorf{exp(x),x,4);

1 1
1+x+5x2+gx3+0(x4)

> taylor(l/x,x=1,3);

1—(x—1)+(x—1)2+0((x—1)3)

> taylor(1l/x+v+x"3,x,3);

Error, does not have a taylor expansion, Lry series|)
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> series(1/x+y+x"3,x,3);

x_l +y+ O(x3)

Mathematica:

Mediante a utilizagcdo da funcao predefinggaies obtemos o desenvolvimento

em série de uma funcaserieg[f,{x,Xo,n}] gera uma expansdo em serie em torngyae
até o termo de ordem

Series )5 |
[\ = PR RN
Series ) 3 1

Series \ ¥ x"3, S 5 |
1

— +y +x3+0
X
Series w 4 1

2
1- X +Ok

2 24

A determinacdo dos coeficientes de uma série éiyabsse conhecermos a

ordem do termo e utilizarmos a fungéo predefirBdaesCoefficient.

Seri esQoefficient \gW
Y .

24

Podemos converter uma série num polindmio utilipaxor mal[Series|.

Series ) 4 |
2 3 4
1+x+—+—+7+0k‘
24
Nornal  \gl
x2 x3 x4
1+X+ —+ — + —
2 6 24
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3.12.6. - PRODUTORIOS

Derive:

O calculo de um produtério também pode ser feitaove através do atalho

I oy entdo utilizando a funcdRODUCT. Se quisermos calcular o produto de um
conjunto de numeros podemos optar por aplicar gafurreferida com um Unico
argumento — a lista constituida por esse conjueton@imeros. Se introduzirmos a
expressa®RODUCT([2,3,5,7]) e mandarmos avalia-la teremos coontput o produto
dos quatro niumeros que constituem a lista.

N{[2. 3. 5. 7?1}
218
De forma em tudo semelhante a aplicada para ostéonasapodemos calcular o

produto de uma expressdao quando uma determinadtvelavaria entre dois dados
valores.

5
n 2-k
k=1
3848
n
n k
k=1
nt

Ha também a possibilidade de impor que a varigpehas assuma os valores
constantes de um determinada lista.

2
Ik . k. [1. 2, 4. ?1)

3136

Maple:
O produto de um conjunto de numeros pode ser falogeelo uso da funcéo
mul.
Fmual{i,i=1..4);
24
> mul({i,i=[2,4,8,161);
1024

Ao pretendermos obter a formula para um produtmidief ou indefinido temos
de recorrer a funcgaroduct.
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> product(k, k=1..5);
120

> product{k,k=1..n);
[n+1)

A funcdo Tl (funcdo gama) representa uma extensdo da funchoriéd aos
complexos, sendo definida como o integral da fafg#)=e"t ** quandot varia entre
0 einfinito. No caso concreto dos inteiros ndao negativos eousl (n+1)=n!.

Mathematica:

O produtério, tal como acontece com 0s somatopose ser introduzido na
forma usual havendo para isso que recorrguabsttes mais concretamente ao atalho

1—[.

Também se pode calcular um produtério através daafuProduct cuja
aplicacdo se faz de forma anéloga a furi#u.

Product \ W3 n |
nt

&

i=1

nt 2

Se pretendermos podemos também calcular o prodieitema expressao
quando a variavel assume valores que ndo sao civesc Para o conseguir torna-se
necessario invocar a fun¢c@dvoduct com o segundo argumento constituido por uma
lista de comprimentd onde o ultimo elemento representa 0 comprimensopdssos a
dar. Vejamos um exemplo em que mandamos calcuteoautorio quando a variavel
assume valores separados ponidades neste caso concri®bs,7 e 9.

Product \ N3¢ 10, 2 |

945

106



3.12.7. - LIMITES

Derive:

O célculo de limites n@erive pode fazer-se recorrendo ao mealculus e ao
submenuLimit. Ai especificamos as caracteristicas do limite gpe¢endemos calcular.

Outra forma sera recorrer ao ata.“ﬂl da barra de ferramentas.

I-x +2-x - 16

lim
w32 2

14

O calculo dos limites laterais a esquerda e atdifazem-se da mesma forma
havendo apenas de alterar o campo que nos indadoopelo qual pretendemos que
sejam feitas as aproximacoes.

q
lim —
wA+  x
o

q
lim —
w- o«
—

9
lim —
w3

Caso queiramos calcular um limite utilizando a &mpredefinida, tal é possivel
através da funcdo LIM. A titulo de exemplo parecal@r o Gltimo limite quanda
tende para zero por valores a direita introduziase expressablM(9/x, x, 0, 1). Aqui
o 1 significa que nos estamos a aproximar por galod direita do zero. Se
pretendéssemos o limite a esquerda em vdzteigamos de colocail.

Maple:

Podemos determinar o valor do limite de uma fume&orrendo a funcaamit .

> limit ({x"2-3%x+2) /(3% "3+h*x"2-6*x-2) , x=1) ;
-1
13

= limit ({x-1) /sqrt(x"2-1) ,x=1);
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Pode ainda calcular-se o limite de uma dada fudcawdida que se aproxima
de um dado valor por valores a direita ou a esqudrdl € feito utilizando um terceiro
argumento na funcdonit .

> limit{cos(x)/(x"2-4) ,x=-2,1left)

—oo
> limit{(cos{x) /(x"2-4) ,x=-2 ,right);
oo
N&o existe portanto limite.
> limit{(cos(x)/{x"2-4) ,x=-2);
undefined

Mathematica:

O calculo de limites de funcdes faz-se recorrenflméaoLimit .

Li mit x+3 oyl
x3+4

0

Limtd- N a2, X® ¥ |

0

No que diz respeito a determinacdo do limite aitdire a esquerda este faz-se
colocando um terceiro argumentd (Ou +1) que no caso de sefl indica que nos
estamos a aproximar do ponto por valores a esquerdacaso de sefl indica que
vamos nos aproximando do ponto por valores a direit

Limnt%ﬁeo, D'rection®-1|

¥

Li rﬁnt%ﬁeo, D'rection®+1|

-¥

Querem estes resultados dizer que o limite da tuggandax tende pard® por
valores a direita & o e que o limite da funcdo quandaende pard por valores a
esquerda € . Nao existe portanto limite nestas condi¢fes. Qoanuito poderemos

dizer que a funcéo tende para infinito sem sinapdRemos ainda como é facil
confundir infinito sem sinak¢) com +co.

Limt AT N 0 |
X2

¥
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3.13. —- CONCLUSAO

Qualguer que seja o0 programa com que estejamabahar é possivel utilizar
variaveis para armazenar valores, sendo tambémivpbsguardar em variaveis
expressfes que ndo tém de ser numéricas. Quanddis@mmos de uma funcao
predefinida que realize aquilo que pretendemosemod recorrer a definicdo de
funcdes e, utilizando a sintaxe correcta, definifuagcdo desejada. Neste campo o
Mathematica possui mais argumentos que 0s restantes progrppiasa atribuicdo
paramétrica diferida € um poderoso meio de defumicdes como serd visto mais
adiante.

Em relacdo as estruturas disponibilizadas, todgsr@gramas dispdem do tipo
lista. Para além desteDerive e oMaple ainda possuem conjuntos.

Depois de definida uma lista é possivel aceder#gar um dos seus elementos
utilizando as funcdes predefinidas em cada progr@maesmo se passa em relacéo aos
conjuntos nos programas em que estes estao definido

A insercao de elementos é mais eficient®edve e noMathematica ja que ai o
elemento pode ser inserido em qualquer posicagstdadnquanto que ndaple essa
posicdo tem de ser a ultima. Néaple ndo nos foi possivel encontrar uma forma de
juntar duas listas apesar de 0 mesmo se efecttibméate quando estamos a trabalhar
com conjuntos. De referir que apesarMathematica ndo disponibilizar directamente
conjuntos € possivel fazer a reunido de duas ligt&s eventualmente representem
conjuntos. NdMiathematica, para além dos meios quéderive e oMaple possuem que
incidem fundamentalmente na capacidade de selescalamentos que verificam um
determinado predicado, podem escolher-se elemestiesés da posicdo que 0s
elementos ocupam na lista.

Em todos os sistemas é possivel verificar se uno @éé@mento esta presente
numa lista (ou conjunto tratando-sederive ou doMaple).

Quer estejamos a trabalhar com equac¢fes algélonoasetas ou arbitrarias, os
programas que aqui analisamos simplificam o nosabalho permitindo obter as
solugbes exactas de maneira muito similar. Em &elagos sistemas de equacbes
poderemos afirmar o mesmo quando estes sdo paessi@eianto aos sistemas
impossiveis dVlaple simplesmente omite output o que, quanto a nés, da a ideia que
este foi incapaz de concluir que ndo havia solucéo.

Quando confrontados com equac¢fes ndo algébricagatamente envolvendo
funcdes trigopnométricas, nenhum dos programas gaesdar a totalidade das solucgdes.

Existem também alguns casos nomeadamente quandquasdes envolvem
funcdes trigonométricas e a funcdo exponencial amsp € possivel obter solucdes
para as mesmas através de métodos numéricos (apgbes).

Utilizando oDerive, o Maple ou oMathematica conseguimos obter valores para
somatorios e séries. Merece aqui especial refer@néacto de apenasMathematica

conseguir detectar que a séE(— 1)i é divergente. Perante a mesma série obtivemos
i=1
seno 1

uma resposta incorrecta por parteMaple enquanto que Derive deu-nos >

Passando para somatérios em todos 0s programasasbwalores correctos.
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Refira-se ainda que nos casos em que uma série pamet- © no Derive e no
Maple obtivemose ou - 0 que ndo acontece Mdathematica. Este apenas informa
que a série é divergente.

Na expansdo em série todos os programas, medigmeificacdo da ordem e
do ponto em torno do qual se pretende o0 desenvehton conseguem obter o
desenvolvimento em Série de Taylor. Para os casis gerais, em que ndo existe
desenvolvimento em Série de Taylor, temos de recaoMaple ou aoMathematica.

Nos produtérios os trés programas equivalem-se osqrabsivel encontrar
valores para os produtérios considerados mesmodquarimite superior € um valor
arbitrario.

O modo de calcular os limites € muito parecido aepograma para o outro.
No Derive e no Mathematica a forma de indicar cada um dos limites laterais é
semelhante mas oposta. Por exemplo ao indicarmose Elerive estamos a calcular o
limite a esquerda enquanto que a mesma indicacfatiematica impde o calculo do
limite a direita. Nestes casosMaple € mais explicito pois basta escrevernaisou
right.

Em resumo:

.« Em qualquer dos programas € possivel utilizar vei$i para guardar
expressdes bem como definir funcdes. Mathematica podem fazer-se
atribuicdes e definir funcdes através da atribudiferida.

« O Derive e o0 Maple disponibilizam mais estruturas queMathematica
nomeadamente conjuntos.

- Alinsercao de elementos é mais facilDeive e noMathematica.

- No Maple ndo nos foi possivel encontrar um meio directguihar duas
listas.

.« O Mathematica consegue determinar em mais casos que 0S outros
programas em andlise quando uma série é diverg@ui@do uma série
tende parat o 0 Mathematica da uma mensagem de erro enquanto que o
Derive e oMaple déo e ouc conforme o caso.

. Aforma de indicar os limites laterais é mais itiiai noMaple.

Neste capitulo temos que focar qudlathematica possui mais meios para se

efectuarem atribuicdes e definir funcbes sendoipelsdetectar em mais casos que nos
restantes programas, quando estamos na presengeaderie divergente.
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4. - VECTORES MATRIZES E POLINOMIOS

O tipo lista esta presente em todos os programmasilizado na grande parte
das situacdes que ultrapassam a mera manipulag@uEssoes.

Assim as listas utilizam-se para representar agugtaacdes mais complexas
como sejam vectores e matrizes, podendo utilizéistss dentro de outras listas, o que
da a este tipo uma grande versatilidade.

Atras ja vimos todo um conjunto de funcdes queocesfitas a receber como
argumentos as listas, facilitando a representag&onais diversas situacoes.

Este capitulo pode dividir-se em duas partes. Nagira fazemos um pequeno
estudo de como podemos utilizar o tipo lista patnd as operagdes elementares do
calculo vectorial e matricial e na segunda abomaos polindmios.

Comecamos por definir as operagcdes usuais de sanalots vectores
(representados por listas), produto de um escalaum vector e produto interno de
dois vectores até atingirmos o caso mais gerahttmlo matricial no qual recorremos a
representacdo de listas de listas para representarenientemente o tipo matriz.
Avancando vamos tornar mais explicito a forma derapcom matrizes e aplicar o
calculo matricial a resolucdo de um sistema de @ips possivel e determinado.
Teremos também oportunidade de calcular deternéadrgm como valores e vectores
proprios.

Nos polindmios veremos algumas func¢des que sobseasitdo definidas, umas
mais elementares que outras procurando mostraardaagens da utilizacdo destes trés
programas. Entre outras falaremos aqui de maximisaiticomum e minimo multiplo
comum de dois polindmios, resto e quociente das#@ovide dois polindmios e
interpolacdo polinomial sem nos esquecermos daorfaatdo e expansdo de
polinébmios.

No decorrer deste capitulo daremos continuidadedémulo simbdlico ja que
nao serdo apenas 0S numeros que serdo objecto sdo estudo, consideraremos
também situacdes arbitrarias, situacdes em que EEssivel verificar o poder de
qualquer um dosoftwares em analise.
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4.1. - CALCULO VECTORIAL

Derive:

Os vectores enberive representam-se através de listas. Assim utilizeaslo
listas, conseguimos efectuar a multiplicagcdo deventor por um escalar, calcular a
soma e subtraccdo de dois vectores, bem como a&alouproduto interno de dois
vectores.

1. 2. 4] + [1. 1. 5]
2. 1. 1]

E claro que ndo é possivel calcular a soma devdoi®res que ndo tenham a
mesma dimensdo. Ao mandarmos avaliar uma situagé@se vectores nao tém o
mesmo comprimento a expressao fica por avaliar.

[14- 24- 4] + [1, _14- _5, 21]
[1. 2. 4] + [1. 1. -5, 21]

A multiplicacéo por um escalar faz-se da maneswal) ou seja, multiplicando
o escalar por cada um dos elementos do vector.

5-[1. 2, 4]
[5. 18. 28]

E ainda possivel calcular o produto interno de gectores.

1. 5, -11-[1. 2. 3]

[a- b, c] - [d. e. F]

ad+ he +c-f

Maple:

Do mesmo modo, também evtaple os vectores sdo representados por listas.

A soma e subtraccdo de dois vectores consegue-daz&acilmente. Para
efectuar uma soma ou subtraccéo procede-se de seotelhante ao que utilizariamos
para trabalhar com numeros inteiros.

> [3,7,-11+[1,2,0];
(4,9, -1]

A soma ou subtraccao de dois vectores que naortealmmesma dimensao nao e
permitida.
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> [1,2,3]1+[1,3,5,7,8]1;
Error, adding lists of different length

A multiplicacdo de um vector por um escalar é fdagforma comum. Assim, 0
resultado da multiplicacdo de um escalar por untovez um vector em que cada um
dos seus elementos vem multiplicado pelo refersdalar.

> 4%[3,7,-1];
[12, 28, -4]

O produto interno de dois vectores pode ser caloulatravés da funcgéo
multiply .

> multiply([?,2,0,1],[1,2,3,4]);
15

> multiply([a,b,c],[d,e f]);
ad+betef

Mathematica:

No Mathematica, tal como nos dois casos anteriores, um vectepeesentado
por uma lista de elementos.

E possivel multiplicar um vector por um escalamapou subtrair dois vectores
e fazer o produto interno de dois vectores.

A multiplicacdo de um escalar faz-se como € usudtiplicando o escalar por
cada um dos elementos do vector.

2« Qud 5, - 1
S 10, -2

O valor da soma ou subtraccdo de dois vectoreuua @ um vector cujas
entradas sdo as somas ou subtracc¢des dos eledantesma posi¢cao em cada um dos
vectores.

W5 -1+ 46
W 9, 5

Caso as listas que representam o0s vectores n&aneammesma dimensao nao é
possivel efectuar a sua soma.

W3+ QL2 8 7

Thread: :tdlen : 6 % g
(bj ects of unequal length in , 3+ -2, 8, 7 calnot be conbi ned.

W 3 +QF2 8 7
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O produto interno define-se como a soma do prodatprimeiro elemento do
primeiro vector pelo primeiro elemento do segundoter com o produto do segundo
elemento do primeiro vector pelo segundo elemeatsegundo vector, ...

W3 4. Q3 5

34
e QIf
ad+be+cf
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4.2. - CALCULO MATRICIAL

4.2.1. - CONSTRUCAO DE UMA MATRIZ

Derive:

Para editar uma matriz existem varias possibilidatlena delas é recorrer ao

atalho [ existente na barra de ferramentas. Imediatansemggee no ecra uma janela
gue nos pede as dimensdes da matriz.

Matnix Setup..

M atrix dimenzsions

Bows: £ =
=

LColurins:

Ok I Cancel |

Posteriormente € so introduzir os elementos guenmtiemos.

Author 3 x 3 matrnix
1 2 3
1 (@ e @ |
2| |2 e |
3@ @ @ |
ok | Simplity | Cancel |

Outra forma sera recorrer ao mefuthor e ao submeniatrix ou ao submenu
Expression havendo neste Ultimo caso que introduzir a mataiZorma de uma lista
constituida por listas (lista de listas).

[ uther Simplity Solve Caleu
E Exprezssion... F2

- e Wector .
[552] M atris...

Neste caso a nossa matriz[{di2,3],[4,5,6],[7,8,9]]

i 2 3
4 §5 6
?7 8 92
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Maple:

Uma matriz é representada como anmmay com dois argumentos
Ao escrevermosarray(1..3,1..4) estamos a criar uma matriz arbitréria 3le
linhas por4 colunas.

> array(l..3,1..4);
1 712 P13 714
o1 Pa2 Ta3 o4
731 732 733 734

Recorrendo ao pacotBnalg podemos utilizar outras funcbes para definir
matrizes.

A funcdo matrix permite que vejamos a matriz na forma que é udNal.
entanto, ndo é esta a forma mais simples de obtarrepresentacdo de uma matriz. A
grande vantagem € a visualizacdo imediata da mamgpanto tal. Vejamos alguns
aspectos desta funcdo, comecando por definir unvézrda dimenséo 3 por 2.

> with{linalqg):
> matrix(3,2,[3,2,4,-1,3,0]);

3
4 -1
300

A lista anterior representa os elementos que fgzete da matriz, enquanto que
0 primeiro e 0 segundo argumento referem-se a dieda matriz. Existem outras
formas de introduzir matrizes, utilizando aindaacgio anterior.

> matrix([[3,2],[4,-11,[3,011);

302
4 -1
30

O que aqui pedimos é que apresente sob a formaathiz m lista de listas

introduzida.
Se pretendermos introduzir uma matriz cujos eleasesfio gerados através de

uma funcéo temos de a criar e s6 depois definimamsao da matriz.

> Fi=i->i"2;

f:i—ﬂz

> Ar=matrix(2,2,f);
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>ogi=(i,3)->i-3;
g=iE)—=>i—]

o1 -2
1 0 -1
2 1 0

Uma outra forma de definir uma matriz € tirar phortidas palettes, mais
precisamente de

> matrix(3,3,q9);

em que especificamos a dimensédo da matriz com trtengemos trabalhar. Neste
caso, a dimensdao introduzida foi 3 por 4. Na zomdrdbalho surge uma expressao
utilizando a funcaonatrix em que as entradas nao estdo definidas.

> Matrix([[%?, %?, %?, %71, [%?, %7, %7, %?], [%?, %?,
27, ®?11);

Utilizando a tecla - (TAB) facilmente conseguimos definir a matriz
pretendida. Mandando avaliar tudo se passa coras fatrreferido.

> Matrix([[1, 2, 3, 41, [5, &, 7, 81, [9, 10, 11, 1211);

1 2 3 4
5 &6 7 B
8 10 11 12

Mathematica:

Uma matriz é representada como uma lista de listas.

'3, Q6 representa uma matriz que tem duas linhas e thésa
Para uma facil visualizacdo daquilo a que nos iretex podemos representar a
matriz na forma matricial, recorrendo para issor&ggioMatrixForm .

Mt ri xFor m 3, Q¥ 6 |

1p 3
Yo

Se estivermos a trabalhar com matrizes de dimehg@o 2 podemos ainda usar
as palettes para efectuar todo o trabalho de edicdo de majriganhando-se assim
clareza uma vez que podemos introduzir as matj&zem forma com que é comum
trabalharmos.

&

Para tal recorremos palettes, mais concretamente ao ata *
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Estando a trabalhar com matrizes que nem sempredaddimensdo atras
referida, continuamos a dispor desta oportunidadepara tal recorrermos ao menu
Input e ao submenwCreate Table/Matrix/Palette especificando posteriormente o
namero de linhas e de colunas da matriz que preteosl

¥ Mathematica 4 - [calculo vectorial e matricial.nb =]
Eile Edt Cel Fomat Kemel Find ‘Window Help

Get Graphics Coordinates...
3D ViewPoint Selector...
LColor Selector...
Becord Sound...
Get File Path...

Shift+Chrl+

Create T able/M atriv/Palette. .

Create Button
Edit Button...

Shift+Ctrl+C

Create Hyperlink....

Create Automatic Mumbering Object...

Create Yalue Dizplay Object...

Convert Automatic Objects to Literal

Create Placeholder

Copy Input from Above
Copy Qutput from Above
Start Mew Cell B elow

Chrl+L
Shift+Clrl+L
Al+Enter

Complete Selection
Make Template

Chrl+
Shift+Chrl+F.

No que se segue resolvemos definir uma matriz césrinhas e trés colunas.

£3 Create Table/Matrix/Palette

Make:

£ Table [plain GridBox]
& hatrix

 Palette

=l

Cancel |

Help |

MHurnber of rawes:

Mumber of columns:

—
a—

[~ Draw lines between rows
[~ Draw lines between columns
™ Diraws frame

I™ Fillwitk: [0

I™ Fill diagonal: [1

4
-51
0

W1 B 1 VIO

118



4.2.2. - OPERACOES COM MATRIZES

Derive:

Facilmente podemos determinar a soma, a subtrace@admultiplicacdo de duas
matrizes desde que estas operacdes sejam pernpiglimsdimensdes das matrizes em

FHEEH
R
FHEEH

=J

e

4y

[ 1
4
[ 13 18 ]
6 26
Recorde-se que para somar e subtrair matrizesess@ que estas tenham o

mesmo numero de linhas e de colunas, e que patglcal duas matrizes basta que o
namero de colunas da primeira matriz seja iguallanero de linhas da segunda matriz.

i 4
541
]21
?ZE

[12 a3 ]
11 38

Maple:

Definidas as matrizes, podemos efectuar as opeyaefi@nentares com as
mesmas.
> matrizl:=[[1,4,3]1,12,3,11,[3,2,-111:

> matriz?:=[[-1,4,1],[3,3,21,[4,2,111:
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> matrix{matri=zl);

1 4 3
2 3 1
1= 2 -1]
> matrix{matri=z2) ;
-1 4 1]
i3 2
L4 2 1]

> matrizl+matriz?;

[[0,8,4],[5 6, 3],[7.4,0]]

> matrizl-matriz?;

([z025,[0-1,0-11,[-1,0,-2]]

Se quisermos podemos obter o resultado na formaathiz recorrendo a funcéo
matrix .

= matrix(®);

Poderiamos também ter optado por fazer todos cslodlutilizando a fungéo
matrix 0 que nos traria algumas vantagens ao nivel dahdacdo. Contudo, para
obtermos a avaliacdo das expressdes pretendid@mosrde recorrer a funcaéwealm.

> matrix(matrizl)-matrix{(matri=z2);

32 - 4 2 1

> evalmiXk)

2 0 2
-1 0 A1
-0 -2

Para a multiplicagdo de matrizes temos de usar fumgéo particular, essa
funcao emultiply .

> multiply{matrizl matri=z2?) ;

23 22 12
11 1% 9

-1 16 6
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Mathematica:

Podemos efectuar as operacdes usuais sobre matmizesomo a soma, a
subtraccéo e a multiplicacdo de matrizes bem commultiplicacdo de um escalar por
uma matriz.

As matrizes enMathematica sdo representadas por listas de listas. Assim, a
soma e subtraccdo de duas matrizes pode serdeii@a apresentamos de seguida.

W QI3 Q¥ -1, QI
O 4+, QA1 4

7

Outra forma que € equivalente a anterior € utilgspalettes e introduzir a
matriz ja na forma usual. Reparemos guetput € exactamente igual ao anterior.

J: 1 |

, Q1 4
Podemos mandarMathematica escrever @utput em forma de matriz.

Mat ri xFor m \gl
5P 8 4 I
11 4

V‘\?’é
G s,

. 5

% 51

G, 15, QP4 9

Mais uma vez aqui lembramos o cuidado a ter quameiendemos efectuar a

multiplicacdo de duas matrizes. E necessario gargne o nimero de colunas da
primeira matriz seja igual ao niumero de linhasetpsda matriz.

142 3
K -
W 1 Qs VI

Mat ri xFor m \gl

-1
\ 5 -5*
-1
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4.2.3. - POTENCIAS DE MATRIZES

Derive:

O célculo da poténcia de uma matriz é efectuadondesa notagcdo normalmente
usada quando pretendemos calcular a poténcia diguguaimero. No exemplo que se

segue pretendendo calcular o quadrado da matriz gelestdo bastou fazer
[[1,2],[3.4]]"2.

[ 7 i@ ]
15 22
A mesma notacéo utilizamos ao pretender calculareasa de uma matriz.

5 L]

-2 1
3 1
2 2

Maple:

O calculo de uma poténcia de uma matriz faz-seateeira usual.
> [[1,-3,3],[0,1,-2], [Trlr‘i]]Az;
[[1,—3,3],[0,],—2],[?,1,4]]2
Também aqui € necessario recorrer a fure&dm para obtermos o resultado
pretendido.

> evalmi{X)

22 -3 21
-4 -1 -10
35 16 35

A inversa de uma matriz quadrada pode ser obtrdaéd da funcamverse
Em primeiro lugar temos de carregar o patiatdg.

> with(linalg):
Warning, new definition for norm

Warning, hew definiticn for trace
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> [[1,-3,31,[0,1,-21,[7,1,411:

> inwverse(%) ;

2 5 1
s 99
4 17 2
27 2727
7 22
27 27 27

> multiplyv({%®, &%) ;

R
o1 0
o o 1

Mathematica:

Para calcular a poténcia de uma matriz torna-sessado recorrer a funcéo
predefinidaMatrixPower . Para ndo estarmos posteriormente a pedir quépot seja
apresentado em forma de matriz, pedimos ja direnttanaoMathematica que o faca

colocandd/MatrixForm no fim doinput.

0 2
MatrixPowarﬁ -3 ELUxForm
2N5 0
54 10 2
K:
10 -11

Repare-se que se tentarmos utilizar’d para calculo da poténcia de uma
matriz ndo obtemos o pretendido. Ao invés dissMathematica aplica a funcéo
potenciagdo a cada um dos elementos da matriznAssifazermoa”2 ondeA é uma
matriz, estamos a pedir ddathematica que nos forneca uma matriz em que cada
entrada € o quadrado da entrada inicial.

& | Ndlsrorm
250 4
‘é’lGI

Utilizando a funcadnverse podemos obter a matriz inversa de uma dada matriz
quadrada (namero de linhas igual ao niumero de asjun
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-1
2

1

1 1 1
20 4 10
74 1 3
4 10
11
4 2
Podemos obter a matriz identidade multiplicando atrimn original pela sua
inversa.
11 1
20 4 10 -1
7 1 3 ;
"4 10 01 xForm
S11 2
4 2

Outra forma de obter a matriz identidade é utilzéuncaddentityMatrix .
IdentityMatrix ' T | xFor m

0
104
1

124



4.2.4. - RESOLUCAO MATRICIAL DE SISTEMAS

Um dos problemas que pode ser solucionado atrawvetilizacdo do calculo
matricial é a resolucdo de um sistema de equagesés.

O sistema:
2x-3y+5z=7
IX+y+7z=5
-X+y-z=-4

pode ser traduzido na forma matricial pela iguaddad

2 -3 5)x) (7
7 1 7]|yl=|5].
-1 1 -1)z) |4

Logo, multiplicando a esquerda pela inversa daimdts coeficientes ambos os
membros da igualdade anterior, chegamos a solucéo.

Vejamos entdo como resolveriamos o0 sistema antemor cada um dos
programas.

Derive:

Com o objectivo de resolver o sistema anterior, e@m@mos por determinar a
inversa da matriz dos coeficientes.

2 -3 5711

? 1 ?
-1 i 1
1 1 13
B 3 12 B 12
1 ?
a - -
8
1 1 23
3 24 24

Determinemos entédo a solugéo para 0 nosso sistema.
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1 1 13
3 12 12
7
1 7
5 — — | -]s
8 8
4
1 1 23
3 24 24
25
4
33
8
51
8

O método anterior tem a limitacdo de poder apkearapenas quando as
equacdes sao linearmente independentes. Uma condicaéssaria e suficiente para que
o sistema de equacdes seja linearmente indepenéleqie a matriz dos coeficientes
tenha determinante diferente de zero. Do calculaeterminantes falaremos ja de
seguida.

Maple:

Resolvamos também o sistema anterior através dolgahatricial.
Recorde-se que para multiplicar e calcular a irvels uma matriz temos de

carregar 0 pacotelinalg ou entdo aplicar os comanddsmalg[multiply] e
linalg[inverse].

Optamos por definir a matriz dos coeficientes depaara uma maior clareza.

> with({linalg}):
> B:=[[2,-3,5],[7%,21,7],[-1,1,-111]:

> matrix{n);

Calculemos entdo a solugéao para 0 nosso sistema.
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> multiply(inverse(f), [[7]1,[5],[411);
[ -25
r
33
8
51
B

Mathematica:

Vamos resolver ndathematica ainda o0 mesmo sistema de trés equacdes com
trés incégnitas usando as matrizes.

Para resolver o sistema basta determinar a ingarsaatriz dos coeficientes e
multiplicar & esquerda ambos os membros da igualdatkrior. Dai que a solugdo do
sistema anterior é:

-3 5
| nver se 7
1 -1

Podemos confirmar o resultado através da utilizagémn¢cadsolve

Sol ve +5z28 7, 7X+y+7zé5,-x+y-zé4,wz |
33 51 g
me- -, ye —, z@ —
4 8 8

Quer oMaple quer oDerive disponibilizam funcdes equivalentes 8olve
nomeadamentsolvee SOLVE respectivamente.
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4.2.5. - DETERMINANTES

Derive:

O calculo de um determinante pode fazer-se tirgadtido da funca®ET.

2 -3 5
DET ? 1 ?
-1 i -1

24

Podemos aplicar a func&ET a uma matriz arbitraria e assim aceder a forma
de calcular um determinante de uma matriz comlitrBas e trés colunas.

DET d e f

a{e-i — fF-h) + h-{f-g—-—d-iy + ¢-{d-h — e-g}

a b c d

e £ g h
DET

i j k 1

m n o p
a-(f-(k-p - 10} +g-(I-n—- j-p) +h-(j-o - k-n}) —h-{e-(k-p - 10}
+g-{1l'm— ip} + h-{io—km}) tc-{e-{jp—1n) + F-{1-m - i-p)

+ h-{dim—-—Jm}) ~d-{e-{jo—kn) *+f-{km— i0) +g-{i-n - j-m}))

Maple:
O calculo do determinante de uma matriz é feitavéis da funcadet.

=det{[[1,-3,3],[0,1,-2],[7,1,4]1]1):
27

Simbolicamente podemos também calcular o deternénale uma matriz
arbitraria de dimenséao 3 ou 4.

> A:=[[a,b,c],[d,e, f]l,[g,h,il];
A=[[a. b cl[def][g ki]]

> det (R);
agei—ajfh-dbitdeh+eghbf-goe
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> B := [[a,b,c,d],[e,f,g,h],[1,]7,k,1],[m,n,0,pl];
E=[la be.d].[e.f g ][50 0. [ n o0 p]]

> det(B) ;

afkp—afie—ajegptajhotangl—-anhk—ebkpteblotejcp—eajide
—encltendb+ibgp—ibho-ifept+ifdotinch-indg—mbgl
+mbhk+mfcl-mfdkb-mich+midg

Mathematica:

O determinante de uma matriz pode obter-se atdwésmanddet.
-1
2

-20

Facilmente podemos ter acesso a forma com se @adcdeterminante de uma
matriz de trés linhas por trés colunas ou até mesmoquatro linhas e quatro colunas.

o
Det f
i
-ceg+bfg+cdh-af h- bdi +aei

cd
g h
op

dgjmchjm- df kmerbhkm+cfl m-bgl m dgi n+chi n+
dekn- ahkn-cel n+agl n+dfi o-bhi o-dej o+ahj o+
bel o-aflo-cfip+bgi p+cejp-agjp-bekp+afkp
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4.2.6. - TRACO DE UMA MATRIZ

Derive:

O trago de uma matriz quadrada sendo definido cerm@ma dos elementos da
diagonal principal, também pode ser calculado threente recorrendo a uma funcgéo
predefinida.

1 2 3
TRACE 4 5 &6
7 8 92
15
Maple:

Para calcularmos o traco de uma matriz quadradasteta carregar o pacote
linalg.

> with(linalqg):

Warning, new definition for norm

Warning, new definition for trace

O calculo do traco de uma matriz faz-se recorrénfimcaarace.

> trace({ arrav([[1,2]1,[1,411) ):
> 4 = [[1.«2(3]([4f5fE]F[TFBf9]]’.
A=[[1,23.[456L[7 8,%]]

> trace(n)
15

Mathematica:

O traco de uma matriz quadrada pode ser obtiddathematica através da
funcaoTr.

T, d, @& gh, QI k|, Rl op 1

a+f +k+p

3
9
15
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4.2.7. - TRANSPOSTA DE UMA MATRIZ
Derive:

A transposta de uma matriz pode ser obtida atrdeégacento grave).

i 2 3

4 5 &6

Y 8 9
i 4 ?
2 5 8
3 6 2

Maple:

O calculo da transposta de uma matriz ou de umordaz-se pela funcao
transpose

> A := matrix(3,3, [1,2,3,4,5,6,7,8,91);

1
A=4
7

o Lh D
WO, L)
1

> transpose(d) ;

1
) 0 =
WIooa -l
| |

O h Ie

Mathematica:

Podemos obter a transposta de uma matriz utilizandancdo predefinida
Transpose

3
Tr anspose% 6 ilxForm
9
7
s 8
9

Note-se quea transposta de uma matriz estd definida, em gemllgm dos
programas mesmo que as matrizes ndo sejam quadradas
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4.2.8. - VECTORES E VALORES PROPRIOS DE UMA MATRIZ

Derive:

Pretendendo obter os valores e vectores propriagést daDerive podemos em
primeiro lugar obter o polinébmio caracteristiccaa@s do uso da func&ZHARPOLY .

1 2
CHARPOLY 2 -2 8|, x
a a 3

2
{3 — x}-{x + x — b6

Os valores proprios, que sédo os zeros do polinararacteristico, podem ser
obtidos directamente pela fundBEGENVALUES .

1 2 8
EIGENUALUES 2 -2 8 |, x
5] A 3

Carregando o ficheir®/ector.MTH atravésdo menuFile e do submeniLoad,
seleccionand®lath e o ficheiroVector € possivel dispor de mais algumas func¢des para
trabalhar com vectores e com matrizes. Entre edsagbes estd a funcao
EXACT_EIGENVECTOR que nos permite calcular os vectores proprioscissdos a
um determinado valor proprio.

1 2 8
EHHCT_EIGENUECTORII 2 -2 8|, 3

a a 3

[[B. B, B1]]

1 2 8
EXACT_EIGEMUECTOR 2 -2 8 ‘, —3]

5] A 3

[eE2, - 2-02. 8]1

1 2
EXACT_EIGEMUECTOR 2 -2 - 2

A A

132



Nos resultados anterior@l, @2 e @3 representam valores arbitrarios.

Maple:

Carregando o pacoténalg, a que ja nos referimos anteriormente, podemos
calcular a expressao do polinémio caracteristicorda matriz quadrada.

> with({(linalg):
Warning, new definition for norm

Warning, new definition for trace

> A:=[[0,4,0],[2,-2,0],[0,0,3]]):
A=[[0,4,0][2-2,0],[0,0,3]]

> matrix{a);

> charmat (A, lambda) ;

> charpoly(A,lambda) ;

13—l2—14l+24

Os valores proprios podem ser obtidos utilizanflngéoeigenvals

> eigenwvals({A);
40203

2 =

A funcéo eigenvectorsda-nos os vectores proprios associados a cada am do
valores proprios.

> eigenvectors (A) ;

3, 4000, 0,13 L[4 1. {[-1. 1, 0]} . [2, 1, {[2, 1, 0]} ]

O output anterior diz-nos que o valor préprio 3 tem muitiplade 1 e o vector
proprio a si associado é (0, 0, 1), o valor propdidem multiplicidade 1 e o vector
préprio a si associado é (-1, 1, 0) e por ultime guvalor proprio 2, também com
multiplicidade 1 tem como vector proprio associad@, 1, 0).

Refira-se que as fungbes anteriores podem serad#ds sem carregar todo o
pacotelinalg se usarmos, em vez da forma abreviada a que estaabisiados, as
funcdedinalg[eigenvals], linalg[eigenvectors], linalg[chgpoly] e linalg[charmat]. O
procedimento anterior carrega apenas a funcéoiéspéda.
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Mathematica:

N&o dispondo de uma funcédo predefinida para obf@liaOmio caracteristico,
0 Mathematica consegue fornecé-lo se utilizarmos a prépria o de polinémio
caracteristico.

KL o

Det \thtyl\atrlx\-

12- 20X + 9 x°-

A obtencdo dos valores proprios é feita pela aiiiio da funcdo predefinida
Eigenvalues

B genval ues \l
u 6

Da mesma forma se obtém os vectores préprios.

B genvectors |\l
CWHo Q11 QFs

O primeiro vector € o que esta associado ao primilor proprio, 0 segundo
vector € 0 que esta associado ao segundo valoti@epssim sucessivamente.

Se for do nosso interesse obter simultaneament@loses proprios e vectores
proprios, tal pode ser conseguido através da fuRgEnsystemque nos dara uma lista
de listas em que a primeira é constituida pelozrgalproprios e a segunda € constituida
pelos vectores proprios associados a cada um ttweyg@roprios da primeira lista .

B gensystem\J
W OWNo, Q4 1, QFs5
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4.3. - POLINOMIOS

4.3.1. - COEFICIENTES DE UM POLINOMIO
Derive:

Podemos aceder aos coeficientes de um dado pobirggmecorrermos ao menu
File e ao submenuoad, escolhenddath e optando poMisc. Desta forma estamos a
tornar possivel a utilizacdo da fungg@OLY_COEFF.

A funcdo POLY_COEFF diz-nos qual o coeficiente do termo do polinébnmeo d
grau igual ao seu terceiro argumento.

2
POLY_COEFF{x — 4-x — 1, x. 2}

2
POLY_COEFF{x - 4-x — 1. %=, 1}
-4

Ou seja, o termo de grautem coeficiente igual & e o termo de grali tem
coeficiente igual & 4. Vejamos ainda um ultimo exemplo um pouco maisseado.

2 2
POLY_COEFF{{x + 2)-x — x -{1 + n), x. 23}
1 -n

Maple:

A funcéo correspondente eviaple é coeff.

Para que possamos determinar os coeficientes dgadm polindbmio temos de
utilizar a fungaacollect Esta funcao simplesmente junta os coeficienteselonos que
tém o mesmo grau no polinémio.

> collect (3*x+v*x,x) ;

(34+ix
> collect ({x"4-3*x+1)*{x"2+5%*x)+1+2%x, x) ;

x6+5x5—3x3—14x2+?x+1

Se ndo usarmos a funcé&mllect a funcédo coeff podera ndo funcionar
correctamente como se pode ver no ultimo dos exanple de seguida apresentamos.

> coeff(3*x"2+2%x+5%x+1,x"2);
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> coeff(3*x"2+2%x+6%x+1,x);

> polino:=(x+2)*x"2-x"2*%{1+n) ;
pabxr=(x+2jx2—x2(]+m)

> coeff{polino,x"?2);

-1-=n

> coeffi{collect(polino,x) ,x"2);

Mathematica:

No Mathematica temos a possibilidade de conhecer os coeficiedeesim
determinado polindmio numa dada variavel. No exempkguinte a variavel
considerada .

QefficientList X 3+y+5x+ yr2+13y~4, x|
WA 54% 0 2y, 1

O dltimo output indica-nos que o coeficiente do termo de grau 2et8 Y, o
coeficiente do termo de grau un2é¢, que o coeficiente do termo de grau doi® &
assim sucessivamente.

Ainda a este proposito refira-se que dfathematica também esta definida a
funcao Collect, mas ndo sentimos qualquer necessidade de aautdiguando da
determinacao do coeficiente de um dado grau.

Vejamos aqui o exemplo atras apresentado pardigasta utilizacdo da funcao
collectnoMaple.

B2 haetd- x*2 L+nl
B B B x|

QefficientList \g%l
S 1-n 1

Conseguimos aqui obter o resultado correcto sendeerecorrer a fungéo
anterior.
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4.3.2. - GRAU DE UM POLINOMIO

Derive:

De forma analoga a utilizada quando determinamosoedicientes, também
para determinar o grau de um polinébmio temos derrecao menurile e aosubmenu
Load, escolhenddath e optando poMisc.

O grau de um polindbmio numa variavel pode ser detexdo através da
utilizacdo da funca®OLY_DEGREE.

2
POLY_DEGREE{x - 4-x — 1. x}

2 3 4
POLY_DEGREE(S -x -y — 4-x-»y - 1, %)

2 3 4
POLY_DEGREE{S5-x -y - 4-x-y — 1. y}

Maple:

O grau de um polindbmio pode ser determinado pe&ledo predefinidadegree

> degree(3*x"3+2%x"h -2.5%x) ;

5
> deqgree(3*x"2%y+2%x 2%y 3-x) ;

3
> degree(x"h+3*x"3-x"h+y"4) ;

4

Mathematica:

N&o conseguimos encontrar uma funcao predefinigangs calculasse o grau
de um polinbmio mas, através de algumas das furgpfeg analisamos podemos obter
o grau de um polindbmio se considerarmos que radiss coeficientes aparecem todos
os coeficientes incluido o de grau zero. Isto naogne o comprimento desta lista
excede sempre em uma unidade o grau do polindbrsginAsendo basta-nos calcular o
comprimento da referida lista se dela retirarmosda® elementos. Neste caso e por
guestbes de simplicidade optdmos por retirar o giranelemento da referida lista.
Obtivemos desta forma uma expressao compostagmfuncdes predefinidas que nos
fornece o grau de um polinébmio.
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Lengt h S0 Al ent Li st \(7%x%, x Il

3

Lengt h S0l ent Li st \(So™™ x~3+1, x Il
15

Contudo é de salientar que caso o0 polindmio tena@ oo que uma variavel
esta composicdo de fungdes nem sempre nos dagucagrecto para o polinomio ja
que o grau de um monomio é definido como a somaedpsentes das suas partes
literais. No exemplo que se segue o0 grau do polim@ml7 que ndo corresponde ao
resultado obtido pela funcdo. Repare-se que aoataesta definicdo e, em particular,
ao utilizarmos a fungca€oefficientList estamos a dizer que o polinbmio deve ser
considerado na variavele ndo enx ey simultaneamente.

Lengt h /@Al ent Li st WM yr2+2-x73+1, x Il
15
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4.3.3. - ORDENACAO DE UM POLINOMIO

Derive:

Conseguir que um polinémio fique ordenado de acomin os graus dos seus
termos € um problema de facil resolucdo nem havenatdizador de preocupar-se em
utilizar uma funcéo predefinida para ultrapassaa elficuldade.

Assim sendo, o objectivo de conseguir um polindnas condicoes ja referidas,
pode ser atingido bastando para tal introduzir pressédo do referido polindmio e

depois simplesmente carregar no ateé=10

2 5 11
2w +4-x +3J-x+4d-x

Maple:

Podemos obter um polindmio ordenado por ordem deerde dos expoentes
dos seus termos através da fungdid. Antes porém, vejamos que quando introduzimos
um polindmio sem utilizar o0 comando anterior osssewondMios permanecem pela
ordem introduzida.

> FExNh+4FtP2 T+
3x5+4x2—x?+1

Pela utilizacdo da fun¢&mrt conseguimos que o polindbmio fique ordenado por
ordem decrescente dos graus de cada um dos monguea@scompdem.

> sort (I*x HB+4*xx"2-x"T+1) ;
—x?+3x5+4x2+1

Reparemos contudo que, nomeadamente nos casos enprecisamos de
recorrer a uma atribuicdo para melhor e mais fasibm efectuarmos o nosso trabalho, o
comandosort automaticamente faz com que o polinémio iniciglé também alterado,
nao havendo nestes casos a necessidade de fazeovanatribuicao.

> pol inicial:=3*x"5+4%x"7-3.5%x"F+4*x"6+2;

pof_inicial =3 xS +4 x? - 35 x3 +4 x6 +2
> sort(pol inicial);

4x?+4x6+3x5—3.5x3+2
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> pol inicial;
4x?+4x6+3x5—3.5x3+2

A ordem do polinédmio que tinhamos inicialmente foodificada, passando
também ele a ter os seus termos ordenados de fl@tnascente pelo grau dos mesmos.

De referir também que, quando um polindémio apreserdis que uma variavel a
questdo da ordenacdo é feita através da soma goerggs da parte literal de cada
termo. OMaple da-nos também a possibilidade de quando o polméenia mais do que
uma variavel, ordenarmos os termos usando comgriorile ordenagao primeiro uma
variavel e s6 considerando a(s) outra(s) depoiksé fassivel introduzindo na funcéo
um 2° argumento constituido por uma lista ondendeeam as variaveis pela ordem
pretendida e um 3°plex’) que indica que a ordem pela qual os termos des&m
ordenados devera ser em primeiro lugar os graysich@iro elemento da lista.

> pol segundo:=2%y"4+3*x"3I*y"3+x"2;

pol_segunds = 2_}»‘4 +3 x3y3 + Jr:2

> sort(pol sequndo)
3x3y3+2y4+x2
> sort(pol sequndo, [x,¥], 'plexT):
3x3y3+x2+2y4
> sort(pol sequndo, [v,x], 'plexT);

2y4+3y3x3+x2

Mathematica:

No Mathematica ao contrario do que acontece Maple, a utilizacdo da funcéo
predefinidaSort ndo provoca qualquer efeito no que diz respeitordenacdo de
polindmios. OMathematica simplifica e ordena qualquer expressao introdueidam
particular os polindmios como se pode veoatput do proximo exemplo.

3*XNT+3*XN8+4* X+ 2* X 2
Ax+2x%+3x" +3x8

Desta forma sempre que introduzimos um polindméimlediatamente surge
ordenado pela ordem crescente dos graus dos sewsste
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4.3.4. - EXPANSAO

Derive:

Quando estamos a trabalhar com polindbmios h& casogque é Util obtermos
uma expressao para o polinbmio que temos sem tgri¢e@ba por exemplo parénteses.
Através da funcd&XPAND podemos resolver esse problema.

Esta funcdo desenvolve o mais possivel o polindagpticando nomeadamente a
propriedade distributiva e reduzindo os termos #eanges. Nem sempre é necessario
utilizar a funcdoEXPAND, como de seguida se mostra, mas casos ha em lgée ta
necessario. Um desses casos € o segundo exempse. o utilizarmos esta funcéo,
nada se altera.

2
{x +2-x—1){x + 1) +3 - 13-x

3 2
» + 3F3-m —12-x + 2

2
EXPAND({x + 2-x — 1)-{x + 1) + 3 — 13 -3}

3 2
» + 3-x —12-x + 2

2
EXPAND{ (3 + 13 -{x — 23

x —GLH-x + 3w+ 9

Maple:

De modo semelhante ao anterior também se pode wdgen um dado
polindmio noMaple se recorrermos também a funcéo predefieijaand

> expand( (x-1)*{(x+3F)*{x+2)) ;
x3+4x2+x—6

A func@oexpand pode ser invocada com dois ou mais argumentosé Teito
guando ndo queremos que determinadas subexpresg@esdesenvolvidas.

> expand{{(x+1)*{y+z) ,x+1);
ix+1v+iz+1)z

> expand{({x+1)*{y+z) ,x+2);
xyv+rz+y+z
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Mathematica:

Podemos mandar desenvolver um polindbmio atravésng@oExpand.

Expand \ENZ '3 1.

3+x2+3x3+x°

Expand \E= W I + x B B+ x W

2+%-4x°- 23+ 2x%+ x°

Utilizando a funcadxpand com dois argumentos fica o segundo reservado para
a expressao que se pretende desenvolvida. Todastoses que séo iguais ao segundo
argumento sdo desenvolvidos enquanto que os restgermanecem tal e qual no

inicio.
Expand/ 1 + Numll + X Hnsll + X Rl + 3 P x |
1+3x+3x%+x5+ B+ X il + x Ellm? B+ %2 1

Portanto dMlathematica desenvolveu o mais possivel a expressdo semgimfen
regra atras referida de simplificar apenas aquglasontinham a subexpresdae.
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4.3.5. - FACTORIZACAO

Derive:

Podemos também recorrer a funggd®CTOR quando pretendemos obter um
polindbmio factorizado.

4 11 -x 2 29 -x
FACTOR|x + —— - 3-x - —— + 11, x
2 2
2
{x + 2)-{x — 1) -{2-x + 11}
2

E evidente que nem sempre obtemos o resultadondigte uma vez que o

Derive nem sempre consegue obter uma factorizacéo. Dikdsetgntamos factorizar o
polinémiox*+3x%-12x+2a que j& nos referimos anteriormente.

3 2
FACTOR{x + 3-x - 12-x + 2, %)

3 2
» + F-x — 12-x + 2

O Derive ndo conseguiu encontrar uma factorizacao paralindpgo. Como

veremos adiante nenhum dos programas aqui anaisa@tseguiu encontrar uma
factorizacao para este polinbmio.

Maple:

Utilizando a fung¢adactor podemos factorizar um dado polinémio:

> factor(x"3+4x"2+x-6) ;

Syntax error, missing operator or G

r

O erro ocorrido deve-se ao facto délaple ndo consideraix como sendo o

produto de4 por x. Corrijamos 0 erro para prosseguirmos colocandperacao de
multiplicacéo entre o nimero e a variavel.

> factor(x*3+4*x"2+x-6);

(x— 1) (x+3)(x+2)

No entanto, repare-se que a funt@or nem sempre factoriza o polinémio que
nos introduzimos.

> factor (x"3+3*x"2-12%x+2) ;

x3+3x2—]2x+2
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Neste caso obtivemos comautput um polinbmio exactamente igual ao
introduzido no argumento da funcdactor, uma vez que dMaple ndo conseguiu
encontrar uma factorizacao

Mathematica:

A utilizacdo da funcioFactor para encontrar uma factorizagdo para um
polindbmio constitui uma boa escolha se estivermalalhar com dlathematica.

Factor BB+ xR 3x3+x° |
B+ x e Wl 142

A funcédo Factor nem sempre consegue obter uma factorizacdo para um
polindbmio, como no seguinte exemplo:

Fact or \W’\Z 12+ x+ 21

2-12x+3x%+x3
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4.3.6. - RESTO E QUOCIENTE

Derive:

Podemos utilizar @erive para calcular o resto e o quociente da divisadaoie
polinomios, através das funcO&REMAINDER e QUOCIENT respectivamente,
funcdes estas a que ja nos referimos anteriormgoendo analisamos as operacdes
sobre inteiros.

3 2 2
QUOTIENT{x + 3-x - 12-x + 2, x + 2-x — 1}

w + 1

3 2 2
REMAINDER{x + 3-x —12-x + 2, = + 2-x — 1)

3 - 13 -x

Maple:

Conseguimos facilmente determinar o quociente estorda divisdo de dois
polindbmios utilizando as funcoesio erem.

> polino:=x"6+h*x"h-3*x"3I-14*x"2+T*x+1;
dea:x6+5x5—3x3—]4x2+?x+1
> quo(polino,x™2+5%x x);
x4—3x+1
> rem({polino, x"2+5%x,x) ;

1+2=x

Verifiqguemos que(x*-3x+1)*(x*+5x)+2x+1 da realmente o polinémio que
anteriormente designamos pwlino.

> expand{{x"4-F*x+1)*{(x"2+h*x)+1+2%x) ;

x6+5x5—3x3—14x2+?x+1

Mathematica:

Tal como a factorizagéo, a divisdo de polinomieskti@m esta contemplada no
que a funcdes predefinidas diz respeito. Existemydas que fornecem o quociente e o
resto da divisado de dois polinébmios.

Pol ynomi al Quoti ent \"M2x, x 1
1 x

4 2
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Pol ynoni al Renai nder \(M2x, x 1
1

4

Podemos efectuar a multiplicagdo do quociente gieisor e somar com o resto
para assim verificarmos os resultados obtidos.

Expand \ENAC | Bl 2 3 Bl |
2

X
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4.3.7. - MAXIMO DIVISOR COMUM DE DOIS POLINOMIOS

Derive:

Calcular o maximo divisor comum de dois polindmésma tarefa bastante
simplificada requerendo a utilizacdo da funB&LY_GCD.

2 3 2
POLY GCD{x - S5-x + 6, x —5-x + 3-x + %)

Maple:

A utilizacdo da funcagcd permite-nos obter o maximo divisor comum de dois
polinébmios.

>ogod(x+2, x"2+4%x+4) ;

r+2

A funcéo ainda pode ser invocada com mais doisnagtos nos quais Sao
guardados os polinomios tais que o0 seu produto pelmomio que representa o
méaximo divisor comum da os polinémios iniciais.

> ogod{x™2+3%*x+2 , x"2+4*%*x+3, 's", 't ") ;

r+1
> s,t;
T+2,x+3
> expand((x+2)*{x+1)) ;
x2+3x+2

Para concluir refira-se que a obtencdo do maximwsali comum de dois
polinbmios como combinacdo linear dos respectivadingmios pode fazer-se
recorrendo a funcagcdex

> godex{x"2+3%x+2,x"2+4%x+3 ,x,'s", "t ") ;

x+1

> =, t;
-1, 1

> —1*(x"2+3Fx+2 )+ {x"2+4%x+3) ;
x+1
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Mathematica:

Usando apenas fun¢des predefinidas podemos catcotaximo divisor comum
de dois polinbmios exactamente da mesma forma cateterminariamos se
estivéssemos a trabalhar com inteiros aplicandenedbPolynomialGCD. Refira-se
que esta funcdo pode utilizar-se para determinardgimo divisor comum de dois
nameros, mas ai estamos implicitamente a calculaaximo divisor comum de dois
polinémios de grau zero. Tanto Maple como noDerive podemos fazer o0 mesmo, isto
e, utilizar as respectivas funcdes predefinidaa patalculo do maximo divisor comum
de polinémios no tratamento de inteiros.

Pol ynoni al GlP+ x W4 x?- 2x3+2x%+x°, 6-x- 4x%- x° |

S24X+X°
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4.3.8. - MINIMO MULTIPLO COMUM DE DOIS POLINOMIOS

Derive:

N&o nos foi possivel encontrar uma fungcdo predidingue calculasse
directamente o minimo multiplo comum de dois patis. Uma forma de utilizar o
Derive para obté-lo é recordar que o produto do maxim@sai comum pelo minimo
multiplo comum de dois polindmios € igual ao praddbs dois polindbmios. Assim,
para conseguirmos obter o minimo mdultiplo comumoemde multiplicar os dois

polindbmios e depois dividir pelo maximo divisor aom.

2 3 2
{x —5-x+6){x —-GH-x +3J-xx+ 9
2 3 2
POLY_GCD{x - 5-%x + b, ¥ — G5-x + 3-m + 9)

2 2
{x —2-x—3y-{x - 5-%x + 6}

2 2
EAPAND{{x — 2-x — 3}-{x - 5-x + b6}}

4 3 2
¥ — F-x +13-x + 3-x — 18

Maple:

A determinacdo do minimo mdultiplo comum de doisirgwhios, tal como
acontece com o maximo divisor comum, é muito seam¢ha forma que ja ilustramos
atrds quando nos referimos ao calculo do minimdiphglcomum e maximo divisor

comum de inteiros.
> lem{x"243%x+2, x"2+4%x+3) ;

x3+6x2+11x+6

Mathematica:

Tal como acontecia para 0 maximo divisor comum dis golinémios, aqui
também ha a necessidade de colocar a desigRabdwmial antes dé.CM .

Pol ynoni al LOVIP+ x W4 x?- 233+ 2x%+x°, 6-x- 4x%- x° |
B- x04x% x° Blhim B x2+53 |

Apesar do resultado ser apresentado de forma ifzat@; se assim o
desejassemos, poderiamos utilizar a funE&pand e assim obter um polinémio

desenvolvido.

Expand \gl

-6- 5x+11x%2+10x3- 4x%-5x2. x5
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4.3.9. - INTERPOLACAO POLINOMIAL

Derive:

O Derive possibilita-nos ainda que encontremos um polinémierpolador,
utilizando para tal a funcaBOLY_INTERPOLATE , onde o primeiro argumento €
uma matriz onde constam os pontos (cada linha septa um ponto) e o segundo a
variavel. Note-se que para podermos tirar partigstad funcdo como em casos
anteriores temos de recorrer ao mene e ao submenbuoad, escolhenddlath e optar

por Misc.

8 @
POLY_INTERPOLATE|| 1 1 |, =
2 2

2 4
POLY_INTERPOLATE 1 - X
5 25
2
b
1 -4
POLY_INTERPOLATE 3 4], x
4 -1

Maple:

A construcdo de um polindbmio interpolador pode rf&ze pela utilizacdo da
funcaointerp em que tém de ser fornecidas duas listas corrdsptes respectivamente
aos valores da variavel independente e aos vallaresriavel dependente bem como a
variavel em que queremos 0 nosso polinémio defini@amos no primeiro caso um
possivel polindmio que passa nos pontos de cooddsr{a,4) e (3,12).

> interp([1.3],14,12],x);
4 x

Vejamos ainda mais alguns exemplos.

> interp([2,3,5],[8,25,119],x) ;

10x2—33x+34
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> interp([2,3,5,11,[8,25,119,3]1,x);

x3—2x+4

Mathematica:

No Mathematica podemos, conhecidos os pontos, definir um poliodmi
interpolador para os mesmos. A fungaterpolatingPolynomial é invocada com dois
argumentos, onde o primeiro é uma lista e 0 segéndovariavel em que gqueremos

definir o nosso polindémio.
A lista que constitui o primeiro argumento podedailser constituida por outras

listas que nesse caso representam os pEntpéx)).
Se a lista for uma lista de inteiros ou reais, @ot@rimeiro elemento da mesma

€ aimagem de 1, o segundo elemento € a imagehe ¢or ai adiante.
Neste primeiro exemplo, pretendemos um polinébmie passa pelos pontos

(1,2)e(2,4). Para obtermos o pretendido, basta fazermos:

I nt er pol at i ngPol ynoni al QP41

2+2 110
smlify \d
2X

Deste primeiro exemplo retiramos também a utilidape tem a funcéo
Simplify, que procura simplificar as expressdes que caestito seu argumento.
Suponhamos agora que pretendemos interpolar o99(hd), (3,9) e (7,49)

entao fariamos:

Interpol ati ngPol ynon &l i W, @b |, 1
4+ 12+ lhasx 1

smlify \d
X2

Apesar de nos casos anteriores termos obtido oseua de prever, tal nem
sempre acontece, pois 0 polinomio interpoladoréénico.

Interpol ati ngPol ynoni al el Q7 , Q3 X1
11+ B3+ A 14+ AlREa Al

smlify \d
11 B- 30+ %21

Interpol ati ngPol ynonal e, Q7 , QB3 , WH7 XV
11+ 12+ ihiee B4+ ikEaax M

smlify \d

S7+5x+x°

151



4.3.10. - PREDICADOS DE E PARA POLINOMIOS

Maple:

Embora, através da funcamem facilmente consigamos verificar se um
polinbmio € divisivel por outro, tal constataca@igda possivel usando o predicado
divide que dardrue nos casos em que o primeiro argumento € divigelel segundo e
false caso tal ndo aconteca. Este predicado, tal conimsowganhara particular
relevancia quando passarmos ao campo da programagao

> divide(x"2+5%x+6 ,x+2) ;

friie

> divide(x"2+h*x+6,x-3) ;
false

Mathematica:

A fungc@oPolynomialQ permite-nos saber se uma dada expressdo € oumao u
polindbmio na variavel que surge no segundo argument

Pol ynom al Q Q%A% + 3, x I

True

Pol ynom al Q \ %2, x |

Fal se
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4.3.11. - VARIAVEIS DE UM POLINOMIO

Derive:

No Derive podemos através da func@RIABLES saber quais as expressdes
que séo consideradas variaveis. Repare-se guariaseis nem sempre correspondem
as diferentes partes literais que surgem numa@gul@ssédo. Um desses casos é quando
alguma das expressoes foi alvo de uma atribuicao.

2
UARIABLES{2 -x + 3-x + y}

[x. vl
x 1= 3
3
2
UARIABLESC2 -x + 3-x + y)
[v]

Mathematica:

Embora tal seja quase sempre evidente, se quisgratEnos saber quais as
variaveis com que estamos a trabalhar como se ditiempe seguida.

Variables \('¥% 142z |
“J - -

Vari abl es X9 ¥2. y~2 |
|

Tendo alguma letra sido alvo de uma atribuicad@éuma variavel.

X=3; I
Vari abl es X(3F¥2+2y"2

Y~

No caso anterior, ® ndo € uma variavel. Para que volte a sé-lo bagter f
Clear[x] ouRemove[x]
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4.4. - CONCLUSAO

O calculo vectorial que desenvolvemos em cada anagmermitiu concluir que
as operacdes processam-se da mesma forma equipaead capacidades de cada um
deles.

Em relacdo ao tratamento das matrizes existem oatallisponiveis para as
introduzir em qualquer dos programas em analisesrif@anto, os atalhos quéDerive e
o Mathematica possuem sdo mais eficientes uma vez que nestesadmatriz é
introduzida na forma usual enquanto que Maple ainda que utilizemos o atalho
presente napalettes aparece-nos na zona de trabalho uma lista de hstajual temos
de preencher as entradas, procedimento este qué t&#meficaz se considerarmos o
aspecto visual. Ndlaple existe uma funcado predefinida que permite que usta de
listas seja mostrada na forma de matriz (desdexcpue representacado seja uma matriz)
o0 mesmo acontecendo comMathematica. No Derive desde que a lista de listas
represente uma matriz € com essa forma que é masteazona de trabalho.

As operacdes aritméticas de soma e subtraccadaiafecie da forma comum
desde que as dimensfes das respectivas matrizesndgm. Quanto & multiplicacédo
existem funcdes predefinidas destinadas a essagémer

No célculo de poténcias de uma matriz a notacaal @sutilizada enDerive e
em Maple havendo neste ultimo que utilizar uma funcdo eappara conseguir obter o
resultado final. NaViathematica é necessario utilizar uma funcédo predefinida tenes
casoM atrixPower .

Nos trés programas € possivel resolver um sistéraaéa do calculo matricial e
calcular o determinante de uma matriz quadradaateita semelhante.

Tanto noMaple como noDerive existem funcdes predefinidas que permitem
obter directamente o polinbmio caracteristico dea umatriz o que ndo acontece no
Mathematica. Para conseguir obté-lo temos de aplicar a déndp mesmo. ®aple é
0 Unico no qual é possivel visualizar a matriz ciardstica.

Existem também funcdes predefinidas que calculamvaleres e vectores
préprios de uma matriz.

Na determinacdo dos coeficientes de um determirgrdo o0 Maple nédo
consegue, através do uso exclusivo da furop@ff, dar uma resposta satisfatoria em
todos os casos sendo necessario recorrer aindaaoftollect. Nos outros programas
nao sentimos necessidade de fazer o mesmo umaigeag|funcéeBOLY_COEFF e
CoefficientList equivalentes a ja referida funcémeff resolveram bem as situacdes por
nés introduzidas.

Ao contrario do que acontece nos outros programdfathematica ndo dispde
de uma funcéo predefinida que calcule o grau dealimomio.

O Derive e o Mathematica ordenam automaticamente os polinémios por ordem
decrescente e crescente dos graus dos seus teespesstivamente. Niglaple o mesmo
€ conseguido utilizando a funcémt.

No que concerne a expansao e a factorizacdo, oprivgramas comportam-se
da mesma forma o mesmo acontecendo em relacéstacerao quociente da divisdo de
dois polinémios.

O maximo divisor comum de dois polinbmios pode sterminado
directamente em qualquer programa sendo quédMage temos a possibilidade de
escrevé-lo como combinacao linear dos polindbmiogjaestdo. Nderive ndo nos foi
possivel encontrar uma funcdo predefinida que woseEesse o minimo mdultiplo
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comum de dois polinédmios. Para solucionar este lpnud definimo-lo & custa do
maximo divisor comum dos polindmios e do seu produt

No que diz respeito a predicados relacionados calingmios eles diferem de
programa para programa nao tendo sido possivehgac@algum definido erDerive.

No Maple também ndo nos foi possivel encontrar uma formaobeer
directamente as variaveis de um polinémio.

Por dltimo a interpolacéo polinomial faz-se de ni@nmuito igual em todos os
programas diferindo apenas no nome que cada fuam@&senta consoante 0 programa
em que estamos.

Em suma, existem alguns aspectos em que algumrdgeamas se evidencia
mas, essa mais valia ndo é significativa se amals0 programa de uma forma mais
geral em relacdo ao tratamento ao qual foram egje# polindmios.

Em resumo:

- A introducdo de matrizes na forma usual & possivelDerive e no
Mathematica.

- No Maple a determinacdo dos coeficientes de um polinOmigeexem
algumas situacgdes, o recurso a duas funcoes prietesi

« O Mathematica ndo dispde de uma funcéo predefinida para calcuau
de um polinémio.

- No Derive ndo encontramos forma de calcular directamenteimnm
multiplo comum de dois polinémios.

- No Maple é possivel escrever o maximo divisor comum de plolisiomios
como combinacéo linear dos mesmos.

N&o existem diferencas significativas entre os prégramas sendo aquelas que

aqui apresentamos apenas diferencas pontuais qusamasuficientes para destacar
qualquer dos programas em relacao aos outros.
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5. - PROGRAMACAO

Apesar de serem muitas as fungdes predefinidaguplquer um dos programas
nos apresenta, permitindo que resolvamos com gréauikkdade alguns dos nossos
problemas, existem sempre casos em que nos sitier iitma fungdo mais especifica
ou mais particular para efectuar determinado tgopmkracao.

Por mais fungdes que existam nunca serd possieeliguprogramador defina
funcdes que sejam auto-suficientes para todosilaadores do programa. Deste modo,
estessoftwaresficariam sempre incompletos se ndo fosse dadasaihilidade ao
utilizador de construir ele préprio as funcdes oquas Ihe convém.

A programac¢do surge como um meio de cada utilizadaelar o programa as
suas necessidades criando aquelas funcfes queadsuka especificidade nao fazem
parte da linguagem original do programa.

Todos os programas pdem ao nosso dispor uma liegugge permite a criagao
de novas funcdes através de uma correcta utilizégdimguagem propria. Desta forma
é possivel “modelar” o proprio programa, dandodleinho pessoal de quem o utiliza e
sobretudo permitindo o desenvolvimento de novasagiles.

A programacao assume nestes casos uma importaieramte pois permite que
o utilizador se envolva de forma mais profunda eolimguagem utilizada pelo proprio
programa e fiqgue a conhecer melhor as suas polieiacies.

Iremos neste capitulo ilustrar a forma de elabalguns programas quer no
Derive, quer noMaple, quer noMathematica Os exemplos aqui apresentados sao do
conhecimento geral, existindo em muitos dos caswmgdkes predefinidas que ja
efectuam as operacfes descritas. No entanto, sexgtgB como uma ilustracdo de
técnicas e potencialidades que permitem constimyos programas para 0s que de
futuro se podem construir. Nao se pretende tamhgémsg ponha de lado a utilizagéo
das fun¢des predefinidas quando elas existem,qoeltvario, a programacao destina-se
a aumentar as potencialidades das funcdes ja mbeste

Refira-se ainda que ao construirmos um programafagegeo mesmo que uma
funcao predefinida ja existente estamos a criar fumgao que certamente ndo sera tao
eficiente como aquela que ja existe e a eficié@aian objectivo que devemos alcancar.
Contudo néo é nem sera esse 0 objectivo destellcapit
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5.1. - EXPRESSOES BOOLEANAS

Derive:

As expressodes de valor verdadeiro ou falso a qo@d 0 nome de expressdes
booleanas sédo bastante importantes para conseguiea@ar algumas tarefas.

Assim a este respeito comegcamos por afirmar qummrstantes booleanas séo
denotadas pdrue e false(verdadeiro e falso, respectivamente).

Para além das constantes existem também algunstiemsecom os quais
podemos construir expressdes booleanas mais coasplex

Assim a negacao de € obtida poNOT(p) que € inscrita ha zona de trabalho

como-p.

= true

false

- false

true

Como se pode verificar o operador 16g®T € um operador unario, isto é,
utiliza apenas um argumento. O mesmo ja ndo sea gass 0S que analisaremos ja de
seguida.

A conjuncao de duas condi¢cdes ou expressdes baslgmude ser introduzida

através da funcddND. A forma que surge nimput € pldq que nos darfrue sep eq
forem ambas verdadeiragatse nos restantes casos.

true ~ false

false

243 A~B<{n

true

A disjuncédo de duas condi¢fes cuja funcadDarive € dada po©OR darafalse
apenas nos casos em que ambas as condi¢des fdsas faDerive define ainda a
disjuncao exclusiva pela fun¢X®R que nos forneckalse nos casos em que ambas as
condicOes sdo verdadeiras ou falsas e ndsudadguando apenas uma das condicdes é
verdadeira.

false + true

true
2.1 > 3.1 + false

false
false HOR false

false
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true H0R true

false

A implicagdo p-q emDerive é definida com base na disjuncdo e negacéo de
condicdes. Assinp IMP g € o mesmo qullOT p OR g. Sep for true e g for false, p
IMP g éfalse p IMP g étrue emtodos 0s outros casos.

true + false

false

false + true

true

Por ultimo a equivaléncia de duas condi¢cpesqg € dada pop IFF g iniciais
das palavrag and only if (se e s6 se) que tféie nos casos em quee g tém 0 mesmo
valor légico efalse nos outros casos.

false IFF true

false

false IFF false

true

A ordem de avaliagdo dos conectivos booleanos épemeiro lugar as
negacoes, seguido das conjuncdes, disjungdes unghgs exclusivas, implicagbes e
equivaléncias por esta ordem.

Podemos utilizar os parénteses para ultrapassapresedéncias referidas
anteriormente.

De qualquer formaJOT p OR q AND r é equivalente &NOT p) OR (g AND
r.

Vejamos um pequeno resumo daquilo que acabamoszele alravés de uma
outra funcéo que Derive nos disponibiliza.

TRUTH_TABLE{p. g. p ~ g- p v g. p XOR g. p * g. p IFF g}

P q p~q pvag pRORg p*q p IFF q ]
true true true true false true true
true false false true true false false
false true false true true true false
false false false false false true true
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Maple:

Os valores logicos erMaple sdo fornecidos pelos nomésie e false Para
aguelas expressodes cuja veracidade é desconhetmdzard-AlL .

Na base de todas as expressfes booleanas estaeradoves l0gicoand, or e
not. Assim, a implicacdo, por exemplo € definida &ads negacao e da disjuncao.

Avaliemos algumas expressdes envolvendo operatimiess.

> not false:;

frig

> not {(true);

Jailse
> true and true;

frue
> true and false;

false
> true or false;

frue
> 223 or 0x1;

Jalse

Existem algumas expressbes que por vezes pretesdamrssformar numa
expressdo booleana mas, que a partidslaple ndo avalia. Fazendo uso da funcéo

evalb(x) podemos “obrigar” o sistema a fornecer-nos um rvédgico para o seu
argumento.

X=X

x=x
> evalb{x=x)

friie
> evalb{x=v)

Jalse

Para simplificar uma expressdo booleana podempsjside carregar o pacote
logic fazendowith(logic); usar a fungabsimp(b).

> with(logic) ;

[ Begual, baimp, canon, convert/MODZ | convertffrominert, convertfioinert, distrib, dual,

enviran, randhool, satisiv, tautology ]
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> bsimp(not (not{b))):

Mathematica:

Aquilo a que ja nos referimos no que diz respede eonectivos booleanos
continua a ser valido. Assim nado voltaremos a eaplo comportamento de cada uma
das funcdes aqui analisadas uma vez que isso faitmianteriormente n®erive No
Mathematicaalteram-se apenas 0s nomes, nomeadamente que nesgl#o as iniciais
gque aqui sdo maiusculas, pelos quais as funcOatefaalas.

Assim a negacdo, a conjuncdo, a disjuncdo e angiu exclusiva estao
definidas enMathematicanos mesmos moldes que Derive

A negacédo é definida pela funclimt que também pode ser substituida pelo
simbolo que é comum utilizarmos para representeagacaonp representa a negacao
dep.

Nt \ A

Fal se

@True
Fal se

@2>3
True

A conjuncéo aplica-se através da fungdud enquanto que a disjuncédo e a
disjuncao exclusiva séo obtidas pelas fun¢des Xor, respectivamente.

nd \W/"ie |
True

And \(W ¥ se |
Fal se

o \(MW¥isel
True

Q Al sel
Fal se

xor \(/¥e |
Fal se

2<3 IRed

True

True IRl se
True
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5.2. - PRELIMINARES

Vamos recordar aqui a definicdo de funcoes e redeexpressdo condicioniél
condicdothen explelseexp2 construcdo basica que convém ter presente qussdo
programa. Esta poderia em portugués enunciar-sdomaa “se... entdo... caso
contrario... ”

Na expressédo condicional cada um dos programas georper analisar a
condicdo. Se esta for verdadeira passa parpa Caso isso hdo aconteca salta para a
exp2 Pode ainda definir-se a expressao condicionalcgesrse defina a acgéo a realizar
caso a condicdo nao seja verdadeira. Nesse casdajaacondicdo nao é verdadeira
nada é feito.

Aproveitamos a oportunidade para referir queMathematicae noDerive, ao
contrario do que acontece conMaple, ndo se utilizam as palavrd®ene elseem vez
disso condicdq expl e exp2 sdo apresentadas separadas por virgulasvidfme ao
construirmos unif dentro de outraf pode utilizar-se a expressabf que traz algumas
vantagens nomeadamente em termos de visualizac@osequente compreensao de
cada um dos programas por nés elaborados.

Adiante abordaremos a sintaxe que cada progranmgautha expressao
condicional.

Derive;

Para que se possa dar inicio a construcdo de ugrapma € necessario conhecer
algumas regras fundamentais sem 0 que nao seré&/glossmprir com SUCessoO 0S
objectivos previstos.

Antes de mais podemos dizer que a base para mizgaa programacao ja foi
introduzida quando ilustramos o modo de definiccties.

E exactamente com base nesse método que vamosaelabmossos primeiros
programas enDerive

Para iniciarmos vamos verificar como construir urogpama que dado o raio
calcula o perimetro dessa circunferéncia.

perimetrod{r) 1= 2 - m-r

Aqui ndo temos necessidade da mandar avaliar @&sdw introduzida. A partir
do momento em que carregamos em ENTER para qu@rassfo seja registada na
zona de trabalho, Deriveja reconhece a fungao.

Para determinar o valor do perimetro de uma cieréntia de raio 7 temos de

mandar avaliar a expressaerimetro(7) por meio do atalh = .

perimetrol?)

14-m

Mandando avaliar a mesma expresséo carregando #RT SENTER obtemos
um valor aproximado para o perimetro pretendido.
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perimetro{?)
43 98229715

A funcado perimetro passa a desfrutar das mesmastedsticas que as funcdes
disponibilizadas pelo proprio sistema.

Como nem todas as situacdes sao tao lineares ocoocaso anterior surge a
necessidade de utilizar algumas constru¢cdes maiplegas que permitem ultrapassar
mais algumas barreiras.

Nesta altura ilustramos apenas uma dessas coresgrug®e normalmente se
designa por expressao condicional. Introduzimos a xpressao
condicional(x):=IF(x>2,x+7,x-1) que surge no local de trabalho como de seguida
apresentamos.

condicional{x} ==
If = > 2
x + 7
» — 1

Passamos a dispor com a expressao condicional deraresso que permite
fazer uma escolha das operacfes a efectuar mediaet&#icacdo ou ndo de uma dada
condicéo.

condicional{5}

12

condicional{@>

-1

Quando as situacdes que estamos a abordar requprensejam avaliadas
sequéncias de expressdeRarive utiliza a sintaxd®ROG(corpg). As regras de calculo
traduzidas emcorpo, e que la séo introduzidas separadas por virguias,
sequencialmente avaliadas retornando a fuR§EOG o ultimo valor avaliado.

No exemplo seguinte definimos o programa da seguirfbrma:
exp(n):=PROG(n"2, IF(n=2, n+2, 3*n), n"3)

expi{n) ==
Prng
n"2

If n

B B

=
3+

n*3

exp{2}

exp{h)
125

Mais adiante e a medida que tal se revelar nedessdastraremos outras
construcdes que sdo em muitas situacdes bastarge Gt
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Maple:

llustramos aqui a forma de definir uma nova funga@rocedimento.
Um procedimento enMaple é dado pela sintaxgroc(arg) (corpg end onde
COrposerao as regras que pretendemos que 0 programieearg os argumentos do

mesmo.

Assim a definicdo de um programa a que chamaxesiploque dado um
inteiro calcula a sua raiz quadrada podera ser:

>
s
s

exemplo: =proc{x)

sqrt(x) ;
and ;
exempic = proc(x) sqri{x ) end proc
exemplo{d) ;
2
exemplo(h) ;

55

Podemos suprimir @utput surgido quando mandamos avaliarpmcedure
terminando o mesmo com dois pontos’)(“ E ainda possivel criar e invocar um
procedimento sem que este tenha argumentos.

A expressdo condicional € dada pela sinifoeendicaothen explelseexp2fi.

A aplicacdo da expressao condicional foi feitaex@mplo2 Neste caso definimos um
if dentro de outrdaf. Apesar de néo o termos feito querDerive quer noMathematica
tal também pode ser feito como alias veremos maienée e em particular na definicdo
de fungdes recursivamente (sucesséao de Fibonacci).

WOWOWONON Y N N W NN

A

exemplo?:=procin)
if n<? then
n

else

if n=2 then
-3

else

-n

fi

fi

end:

exemploZ (2} ;

-3
exemplo?2{-2.5);

-25
exemplo? (6) ;

-6
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Mathematica:

Recordemos que definimos uma funcdo Erathematicaatravés da palavra
Function. Mais precisamente define-se uma funcao fazéndwtion[w, corpg onde
w € um nome ou uma lista de nomes (0s parametrasgad) ecorpo € uma expressao
(ou sequéncia de expressdelsithematicaque traduz a regra do céalculo da funcao.

Uma fungdo que dado um numero real calcula o sbo poderia definir-se
assim:

cubo = Functi on \ '3
Functi on \V' .

Poderiamos omitir outputsurgido colocando ponto e virgulg"§‘no final da
definicdo da funcéo.
Trabalhamos agora com a funcéo criada como sesda predefinida.

cubo \l

1
cubo Yl
27

A expressdo condicional eMathematicaé dada pela sintaxd] condicaol
expl expq querendo transmitir que caso se verifigumadicdoldevera ser efectuada
a explenquanto que sea@ndicdondo for verdadeira devera ser efectuadx@E2 E
uma forma um pouco diferente da ja analisadMaple ja que omite as palavrésene
elseapesar das mesmas se adequarem perfeitamentecasst

Z,sex>0
Para definir a funcad (x) = {X X fariamos:

x® ,sex<0

f = Functi onkk, | f¥k> 0NX?, x° ll.
N\
9

A Y
-8
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5.3. - PROGRAMACAO RECURSIVA

A programacao recursiva consiste em definir umgdaorma custa dela propria.
Tal pode fazer-se através da invocagéo da fung&oodda funcéo.

A construcdo de uma funcao recursiva utiliza a @gio condicional na qual
tém, obrigatoriamente, de estar bem definidas gu@se quer o passo de recursao.

Enquanto que o passo garante que a funcéao progridamido da concluséo da
tarefa pedida, a base representa o culminar deamurto de etapas que a funcao
percorreu.

Derive:

Ja de seguida exemplificaremos a construcao depragrama recursivo em
Derive

Definamos um procedimento que calcule o factogalich dado inteiro positivo.

Como é do nosso conhecimento podemos definir orfatde um dado inteiro
na forma seguinte: n! = n * (n-1)! onde 0! é igadl. Estamos claramente a construir a
funcéo factorial a custa dela propria. Por essalefaimos da seguinte forma a nossa
funcao:factorial(n) := PROG(IF(n = 0, 1, n*factorial(n - 1))) .

factorial{n} ==
Prog
If n =8
1

n-factoriali{n — 1)

factorial{l}

factoriald{L)
128

Outra situacdo muito conhecida e tipicamente re@re a sucessao de
Fibonacci onde cada termo, a excepcao dos doiepads) é definido como a soma dos
dois termos imediatamente anteriores. Uma vez dgoerive modifica a expressao por
nés introduzida, aqui fica a forma como a obtivemos

fibonacci(n) :=PROG(IF(n=0,0,IF(n=1, 1, fibonacci(n-1)+fibonacci(n-2)))).

fibonaccif{n) ==
Prog
If n =8

A
If n =1

i
fibonacci{n — 1) + fibonacci{n — 2)
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fibhonacci{@)

a
fibonacci{1l)
1
fibonacci{8)
21

Nem s6 sobre numeros inteiros se faz recurséo.pesdtafazer-se também sobre
listas. Vamos construir uma funcdo que nostrd&@ nos casos em que um dado
elemento pertence a uma listtakse nos outros casos.

Nesta situacao utilizamos o facto de que um dagloneito so esta numa lista se
esta na primeira posicdo ou se esta na lista qudgldaretiramos o primeiro elemento.
A expressao introduzida foi:

Pertence(w, x) := PROG(IF(DIM(w) = O, false, IF(ELEMENT(w, 1) = X,
true, pertence(DELETE_ELEMENT(w, 1), X)))) .

pertence{w, x} ==
Prog

If DIM{wY = @
false
If ELEMENT{w, 1} = x

true
pertence {DELETE_ELEMENT {u,. 1), x)

rertence{[2. 3. 4. §5]. @)

false
pertence{[2. 3. 4. 5]. 2}

true
pertencel []. 5)

false
pertence([2, 3, 4, 5]. 3}

true

Tivemos de usar a funcddIM uma vez que derive ndo disponibiliza a
comparacao de duas listas. Assim ndo foi possirsse a lista era igual a lista vazia.
Para contornar essa dificuldade optamos por utiizéacto do comprimento de uma
lista vazia ser zero.

Maple:

Ao construirmos uma fungéo de forma recursiva,nes¢aa criar uma fungao
cuja definicdo depende dela prépria, isto é, aZar&invocada dentro da funcéo. E este
o paradigma de programacdo que € mais simplesqué&@ndo de modo algum isto
dizer que seja o mais eficaz.

Vamos definir a funcdo factorial de uma forma rsm@a utilizando um
raciocinio em tudo semelhante ao ja exposto pérerve
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Chamemos a funcdo que iremos definir “fatorial”. pRe-se que nao
poderiamos utilizar a palavra “factorial” uma veaegesse € o nome da funcdo

predefinida para o préprio factorial e como tahgsbtegida.

fatorial:=procin)
if n=0 then

1

else
n*fatoriali{n-1)}
fi

end:

WMWY

llustremos agora a aplicacéo da funcéo anterior.

> fatorial(0);
> fatorial(3)

> fatorial(7);
2040

Por agora ndo nos preocupamos com o factn tbx forcosamente de ser um
inteiro ndo negativo. Estamos a partir do princ@uie o utilizador apenas fornece como

argumentos da fungdo elementos dos quais faz eergtidular o factorial.

A sucessdao de Fibonacci € definida por f(0) X1,£ 1 e f) =f (n-1) + f(n-2)

paran =>2.

fibonacci:=proc(n)
if n=0 then

0

else

if n=1 then

1

else
fibonacci{n-1)+fibonaccii{n-2)
fi

fi

end:

R T

> fibonacci(3) ;

> fibonacci(i);

13

Vejamos agora como definir de forma recursiva gdopertenceque nos dara

true caso um dado elemento esteja numa determinada lista

167



pertence: =proc{w,x)
if w=[] then

false

else

if w[l]=x then
true

else
pertence(subsop{(1=HULL,w}) ,x) ;
fi

fi

end:

WONONON N NN NN NN

> pertence([1,2,3,4,5,6],3);

frie
> pertence([1,2,3,4,5,06],7);

Jilse
> pertence([],2);

false
> pertence([1,2,3],1});

irie

Mathematica:

A programacao recursiva pode fazer-se utilizantathematicairando partido
de algumas das muitas fun¢des predefinidas quajndam a programar.

Como ja dissemos anteriormente ao programar defommea recursiva estamos
a definir uma determinada funcédo a custa dela @opr

Definamos de forma recursiva a fungéo factorial.

factorial = Function N\ "N n«factoria \ Nl

Ceneral ::spelll:

Possi bl e spelling error: new synbol nanme "factorial" is
simlar to existing synbol "Factorial".

factorial ]

2

factorial \J

720

Note-se que a utilizacdo de £” emn = = Orefere-se ao teste de igualdade.

A sucesséao de Fibonacci pode também ser definifaraha recursiva.
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onacci

fibonacci {
1

fibonacci {J
21

Na anterior funcéo tivemos de recorrer a composigadoisif’s, ou seja, unif
dentro de outr¢f & semelhanca do que ja haviamos feito atras.

Sendo o dominio das duas funcfes anteriores aEOBIEAO negativos podemos
passar a uma situacéo envolvendo o tipo lista.

Definamos entdo mais uma vez a funp@&daenceque recebendo uma lista e um
elemento nos dira se esse elemento consta da lista.

pertence &I 4, 5 6, 21

True

pertence I 4, 5 6, 71

Fal se
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5.4. - PROGRAMACAO IMPERATIVA

Sem duvida que é a programacao imperativa a foraig comum de programar.
Esta caracteriza-se por efectuar-se através de ltenacdo de um estado inicial até um
estado final através da passagem por um conjunteesdados intermédios que
possibilitam a aproximacao ao objectivo final.

Ciclos:

Neste tipo de programacéo utilizam-se as atribsicd®e expressdes condicionais
e 0s ciclos para o que se recorre as constridéds, For e Loop.

Em poucas palavras podemos dizer que os ciclos fgenngue se efectuem um
determinado numero de vezes um conjunto de opeyagdéchave” de um ciclo é
repetir, repetir, repetir, ...

Vamos neste momento analisar algumas das diferexisientes entre os trés
programas no que diz respeito aos ciclos existepéga depois passarmos a sua
aplicacao concreta.

Um Loop é constituido poum conjunto de comandos que constituem a acc¢ao
que pretendemos realizada. Para que este ternmmestde completad-lo com uma
expressdo do tipdReturn(n) ou Exit. Nos casos que vamos analisar sentimos
necessidade de introduzir a funcRETURN num IF. Assim a condicdao ddF
funciona com o0 mesmo papel que desempenha a gdardamWhile. Aqui, enquanto
que essa condicdo for falsa a sequéncia de coma@ndtectuada sucessivamente até
que a condicdo passe a ser verdadeira, altura ené gplicado o comand®eturn o
gue conclui o programa.

Quanto adWhile este é constituido por duas partes, a guardacernandos a
executar. Enquanto que a condicdo que define a guardverdadeira o programa
devera efectuar os comandos. Quando a guardal$ar éatdo dNhile terminara. A
diferenca fundamental entre WWhile e umLoop é que este Ultimo tem necessidade de
recorrer a uma outra construcao auxiliar —ltim para efectuar o seu trabalho enquanto
que umWhile é “independente” de qualquer outra construcao.

No respeitante ad-or, 0 que acontece é a existéncia de uma variavel que
percorre um determinado conjunto de valore$:adD tem inicio no primeiro elemento
desse conjunto de valores e termina quando é ddingialtimo valor desse conjunto
referido. Veremos j4 de seguida as diferencas c$icéds que cada uma destas
construcdes apresenta.

Temos de garantir que ao definirmos um programa riatipe este tera que
terminar principalmente quando estamos a constigios. Se isso ndo acontecer o
programa nao chegara ao fim.
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Variaveis Locais e Globais:

As variaveis que se encontram num programa podemesdois tipos: globais
ou locais.

As variaveis globais sdo aquelas que estdo dispgniguer dentro dos
programas quer fora destes.

As variaveis locais sdo nomes ou expressdes qlirantos dentro de uma
funcdo ou programa. A grande vantagem é que aagd#terdo valor de uma variavel
local ndo tem consequéncias fora da funcao ou anugyonde esta definida.

Em Mathematicausamos a expressdtodule[{a, b},corpo] para definirmos as
variaveis locais, neste caa® b. Em Maple utilizamoslocal a bpara tornar explicita a
mesma situacdo. De referir ainda que no casoMdmple se ndo for indicado
explicitamente se uma variavel € local ou globaprograma decide se uma dada
variavel é local ou global emitindo uma mensageforinando da decisdo. SeMaple
informar quec € local podemos impor que a mesma seja globatwsadoglobal ctal
como fariamos para as variaveis locais.NN\athematicatodas as variaveis que nao sédo
declaradas dentro de uvipduleséao globais.

Derive;

A programacao imperativa faz-se dderive recorrendo a constru¢caddOOP.
Nesta funcdo as expressdes que constituem o0s arpsTsdo repetidas continuamente
até que surja um comandoEXIT ouRETURN, comandos estes que terminam com o
LOOP. Quando surge a func®ETURN(n) imediatamente a execucdo do programa
em questao termina, retornando o programa nesseocagumenta. A funcaoEXIT ,
quando surge nurhOOP ou PROG, faz com que a execugdo do mesmo termine e a
avaliacdo continue com a execucdo da proxima esgoesOu seja, a diferenca
fundamental é quUERETURN faz com que a fungdo por nds definida termine
imediatamente, enquanto geXIT faz com que acabe apenaPROG ou LOOP no
qual se encontra inserida a fungdo passando ag&alda expressao seguinte.

Vejamos como definimos a funcdactorial de um dado inteiro ndo negativo
recorrendo a um programa de tipo imperativo. Emmeirio lugar fica aqui registado a
forma com a funcéo foi introduzida:

fact(n) :=PROG(i:=1,r:=1, LOOP(IF(i>n, RETURNY), r:=r*i,i:=i+1)) .
fact{n) ==
Prog
i:=1
r =1
Loop
If i > n
RETURN »
roi=pr-i
i:=1i+1
fact{@>
1
fact{3)}
6
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A funcao pertence também pode ser definida usando U@OP. Para isso
iremos utilizar a fungcadIM que fornece-nos o comprimento da lista e a funcéo
ELEMENT que da-nos o elemento que se encontra numa @sigip de uma lista. A
funcgéo foi introduzida como se segue:

pertence(w, x) := PROG(b := false, i := 1, LOOP(IR§ = true Oi > DIM(w),
RETURN b, IF(ELEMENT(w, i) = x, b := true, i := i + 1)))).

pertencel{w, ) ==
Prog

h == false
i=1
Loop
If b = true v i > DIM{u)}
RETURN b
If ELEMENT (v, i) = x
h == true
i::=1i+1

pertence{[3,. 7. 1. 6]. 3}

true
pertencel []. 23

false
pertence [3. Y- —-1. 6]. 53

false
pertence{[3,. 7. -1. 6]. -1}

true

Maple:

No Maple veremos dois tipos de ciclos umhile e um for. A primeira
construcdo faz-se recorrendo a sintaegle guardado exprod; . Enquanto que a
guarda for verdadeira as expressfesedpr sdo sempre avaliadas.

O outro tipo de ciclo corresponde a construigia from nto mdo expressées
od;.

Iniciando-se emm, o conjunto de expressdes é avaliado, até queiavehi
atinja o valom. Vejamos como definir a funcao factorial usandownmiie.

fact :=proci{n)
local i, r;
r:=1;

i:=1;

while i<=n do
ITi=r%i;’
ir=i+1

od ;

r

WM ON NN N N Y

end:
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= fact{0);

> fact{h);
120

Da mesma forma poderiamos definir a funcdo fadtansando umfor,
ganhando-se simplicidade.

factl:=procin)
local i, r;
r:=1;

WONON N

for i from 1 to n
do

r:=r*i

od;

r

WONONN

end:

> factl1{3);

A funcdo pertence pode definir-se recorrendo a programacao impexraiara
tal basta criar uma variavietjue percorra todas as posicoes da lista.

pertence: =proc{w,x)
local i, n, b ;
i:=1;

n:=nops{w)
b:=false;

while i<=n and b=false do
if w[i]l=x then
b:=true

fi;

ir=i+1

od ;

b

end:

RV RV N Y Y Y Y Y VYY)

> pertence([1,2,3,4,5],1);

fride

> pertence([1,2,3,4,5]1,7);
Jalse
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> pertence([1,2,3,4,51,3);

irae

Este tipo de progresso que é feito de elementogbam@ento de uma lista é tao
comum que oMapledispde de um ciclo especial para tratar destescas

pertencel :=proci{w,x)
local i

for i in w do

if x=i then BETUEH{(true)
fi;

od;

false;

end:

WOWOW NN N WY

i

pertencel([1,2,3,4,5],7);
Jalse

> pertencel{[1,2,3,4,5],1);

friie

Se nada for dito em contrario upnocedureretorna o ultimo valor calculado.
Usando a funcAdARETURN deixa de ser assim. O que surge camiputdo programa
é 0 argumento desta funcao.

Mathematica:

Em Mathematicatal como acontece nblaple definimos ciclos recorrendo as
funcdes While e For que diferem entre si pela forma como s&o escritaais
precisamente pelo facto de étathematicaa primeira letra ser maiuscula.

Tratando-se de uniVhile a sintaxe @Vhile[condicdgexpressaoll Enquanto
que acondigdo for verdadeira o programa executara a expressadcoajunto de
expressdes que designamos g@qressaol

Uma outra forma de definir um ciclo podera senaitsada funcaéor.

? For

For \ ™ est, incr, body M
executes start, then repeatedly eval uates
body and incr until test fails to give True.

Portanto, iniciando no valor correspondente ao @rionargumento enquanto
que a condicdo presente no seu segundo argumenteerdadeira oMathematica
executara a accgéao indicada pelo ultimo argumeraagando a variavel de acordo com
a forma definida pelo terceiro argumento.
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For N\M%£ 4, i=i+1 pint \M
1
2
3

Usamos propositadamente o comaRdiat pois se nao o fizéssemos apenas nos
seria possivel constatar o resultado final.

fact = Function Wew
i =1;
r=1,
Wi | e g

i;

fact |l
1
act \J

f

24

Usando untor a funcadact surge um pouco mais condensada, contendo todos
0s elementos presentes While anterior. Neste caso ndo nos parece que ganhemos

muito optando por esta fungéo ao invés da anterior.

ni=i+1 r=r*i

fact1 |
24

fact1 {l
2

A construcdoFor € mais versétil que nMaple uma vez que permite que
definamos através de uma condi¢do a regra de pard@eer isto dizer que a condigéo
nao tem necessariamente de ser doitipa. Podera ser por exempbo= = Falseo que
faz com que cresca imenso 0 nosso leque de esqudinasa condicdo tornando mais

simples o nosso trabalho.
Por ultimo vejamos novamente a ja nossa conhedcidgdbpertence definida

agora de forma imperativa.

175



pertence= Fun iwmul e w -
n= Length

pertence I 4, 5 6, T1

True

pertence I 4, 5 6, 61

True

pertence I 4, 5 6, 81

Fal se

pertence &l

Fal se
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5.5. - PROGRAMACAO FUNCIONAL

Na programacao funcional a funcdo desejada € defirécorrendo a eventual
definicdo de outras func¢des por abstraccdo funce@aaplicacdo dessas funcdes e de
outras fungdes predefinidas, eventualmente sadteslou mesmo outras fungoes.

Ao programarmos funcionalmente néo utilizaremosomposicdo sequencial,
comandos iterativodVhile e a memorizacdo de valores em varidveis através de
atribuicdes. As funcdes sao utilizadas como argtongs outras funcdes (funcionais ou
operadores). Para o conseguirmos recorremosino®haisApply e Map.

Nesta seccdo optamos por nos referirmos em prinheg@a aoMathematica
uma vez que consideramos que este apresenta nelli@ementos para abordar a
programacao funcional.

Mathematica:

O funcional Apply substitui a cabeca da expressdo apresentada nadseg
argumento pela funcdo que consta no primeiro. Esbstituicdo € feita desde que a
expressao seja ndo atbmica.

Vejamos um exemplo da aplicacéo do funcigkaply.

Recorde-se que a list§1,2,3,4} é representada enMathematica por
List[1,2,3,4].

Ful | Form Gl 4 |
List \ 7% 1

Ao pretender obter a soma dos elementos que compdbksta bastar-nos-ia
substituir a cabedaist por Plus. Conseguimos fazé-lo facilmente aplicando o fumaio

Apply.
Aoply RSP 3, 4 |
10

Ao pretender obter a definicdo de uma funcdo q@ed@oo factorial de um dado
namero inteiro ndo negativo teremos de utilizar naciocinio semelhante ao anterior
utilizando a multiplicacdo que eltathematica se designa pdrimes.

Para calculan! temos de construir uma lista com os nameros 3, 2,, n. Ora
podemos consegui-la utilizando a fundaable.

Tabl e \NSF |
W 3 4

Assim somos levados a seguinte definicabede
fact = Functi on \ g \(Me€™abl ¢ \ NNSF R
fact |l

1
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fact \l

120

Quanto ao funcionaMap este faz com que uma dada funcéo seja aplicada a
todos os elementos de uma lista.

Myp WS 11 |
s s A

Posto isto podemos passar a defini¢cdo funcionalrigiiopertence.

A ideia subjacente a esta funcdo é percorreradistomparar um a um todos 0s
elementos da lista com o elemento que queremosigacolemos portanto de definir
uma funcdo que compare cada elemento da lista coaternento que queremos
pesquisar.

Depois obteremos uma lista composta por elemen®seyad rue ou False. A
func@opertence deverd daff rue nos casos em que existe pelo menosTaoe na lista
anterior. Daqui surge como imediata a aplicacamagaoOr .

Assim a definicdo para a funcpertence poderé ser a seguinte.

pert ence WM
A{)pl y J >y
pertence Gl 4, 31

True

pertence &l 4, 01

Fal se

pertence &N 4, 11

True

pertence N 4, 71

Fal se

Derive;:

No Derive podemos utilizar a funcad AP_LIST para distribuir a aplicacdo de
uma funcgéo pelos elementos de listas e conjuntos.

Nos casos em queé uma expressao envolvendo a variavek € um conjunto
ou uma listaMAP_LIST (u,x,c) avaliau(x) quandox é igual a cada um dos elementos
dec e retorna um conjunto ou uma lista.

Podemos ainda aplicar a fungélcAP_L1ST com mais do que trés argumentos.
Nesses casos € possivel indicar onde deve comegaicacdo da funcdo, onde deve
terminar e qual o tamanho dos passos a dar.

Na nossa definicdo de factorial basta-nos aplickefmicdo den! como sendo o
produto dos numeros inteiros positivos menores guais aon. Como ja vimos
anteriormente podemos obter o produto de um camjdatnimeros através da fungao
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PRODUCT. Tendo em conta esse facto podemos definir a €urigétorial como
fact(n) :=PRODUCT (X, X, 1, n). Carregando em ENTER a nossa funcéo fica registada
na nossa zona de trabalho como se segue.

n
fact{n) = M x
w=1
fact{@>
i
fact{2)
2
fact{4)
24

Na definicdo da funcdo pertence ja sentimos a Belzte de utilizar a fungéo
MAP_LIST a qual ja fizemos referéncia. Neste caso partialfuncdo anterior tem
por objectivo verificar se alguma das entradas igta Icoincide com o elemento
introduzido. Na definicdo da funcgmertence criamos uma funcdo auxiliar de nome
ou_lista que permite o célculo da disjuncdo dos elementagsmielista composta pelas
constantes booleantiaie oufalse. Tal foi feito mediante a utilizacdo de uma expées
condicional em gue nos casos em gque o elemenistdaefatrue era transformado em
1 e0 nos restantes casos. Depois, somando os valdesj@em conta que a disjuncao
de condi¢cbes é verdadeira desde que exista pelosmena das condi¢cdes que seja
verdadeira, bastou impor que caso a soma fosse paé® a funcdoou_lista desse
true. A definicdo para a funcéo encontrada foi a seéguin

ou_lista(w) :=IF(Z (1F (y, 1,0),y, w) >0, true, false).

ou_listafw) ==
If E{IF{y, 1, B, uy,. u) > 08
true
false

ou_lista{[false, true, false])

true
ou_listaf [false, false, false])

false
ou_listaf [true, true, true])

true

Para concluirmos a definicdo da nossa funcéo tel@smrantir que o argumento
que é fornecido a fung&o anterior 14 chega nasicoesl pretendidas. Conseguimos isso
pela comparacao de cada entrada da lista origimalacelemento do qual pretendemos
saber se esta ou ndo na lista para o que utilizarhwscionaMAP_LIST.
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pertence{w,. x} = ou_lista{MAP_LIST{y = x,. vy. w})

pertence{ [2, 7. -5, 4]. 2}

true
pertencef [2, 7, -5. 4]. 3}

false
pertence{ [2, 7, -5, 4], 43

true
pertencef{ [2, 7. -5. 4]. -5}

true
pertence{[2. 7. -5. 4], -3}

false
pertence{ []. -5}

false

Maple:

Para conseguir definir funcionalmente a funcadoféa sentimos necessidade
de definir localmente uma funcdo a que chamaseqaencia cuja finalidade € a de
simplesmente nos gerar 0 conjunto vazio quandgunaento da nossa funcao for zero.
Isto fica a dever-se ao facto skg|( j, ) =1 .. 0) ndo ser avaliado.

Caso nao nos interessasse 0 caso do factorial rdeazaossa definicdo nao
necessitaria da fun¢c&equencia.

mul{i, i=sequenciain))

> fact:=proci(n)

> local sequencia,i;
F sequencia:=proc({m)
> local j;

> if m>=0 then

> {seq(j,j=1..m)}

> else

= {1

> fi

> end;

e

-

end:

Vejamos que realmente nestas condi¢des a funcadodesacordo com o que
pretendiamos.
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>

>

>

fact{(0)

fact{(3);

fact({h);
120

Para conseguir definir funcionalmente a fungi@tence seguimos aqui um
raciocinio semelhante ao utilizado Derive. Tal como 14, utilizamos uma funcégue
permite a comparagcao de cada elemento da listaacqou@le que pretendemos saber se
faz parte desta. Ao invocarmos a fungé@atence(w,x) ondew € a lista ex é o
elemento, caso a fung¢docencontre enw algum elemento que coincida comeste é
transformado eni e nos restantes casos € alterado PaRosteriormente esses uns e
zeros sao adicionados permitindo que se obtemlganos casos em que existia um (ou
mais) elemento(s) iguaisxa Este € um método muito parecido com aquele qa®os
para oDerive.

WOWOWON N Y NN N YN

pertence: =proc(w, x)
local f£,i;

f:=i{n,x)->if n=x then 1
else

0

£fi;

if add{i,i=map(f,w,x))=0 then false
else

true

fi

end:

pertence([1,2,3,4],3});

irue
pertence([1,2,3,4],1);
trug
pertence([1,2,3,4],4);
frue
pertence([1,2,3,4],5);
False
pertence([],2);
Jalse
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5.6. - PROGRAMACAO POR REGRAS DE REESCRITA

A ideia subjacente a programacédo por regras derieegé a de substituir uma
expressao por outra. Quer Kiaple quer noDerive ndo nos foi possivel encontrar uma
forma de definir programas atravées deste paradilodlaple esta disponivel a funcéo
type que nos permite controlar o tipo de argumentosuugorocedimento ai definido
pode receber. Uma vez que esse assunto, no gudathematica diz respeito, se
encontra inserido nesta sec¢cdo achamos oportueor rafjui esse aspecto haple,
chamando a atencao para o facto de que isso m@dg@macao por regras de reescrita.

Mathematica:

A definicdo de funcbes por atribuicdo paramétricierida € uma forma
alternativa a definicdo de funcdes por abstracgéoidnal.

O paradigma da reescrita baseia-se na existéncimdm®njunto de expressoes e
numa interpretacdo que é feita destas sendo edasritas por aplicacdo das regras de
reescrita. Mathematica dispde de uma base de regras de reescrita digi@nawqual é
formada pelas regras predefinidas que estabelecenodn como sdo avaliadas as
funcdes predefinidas nMathematica, e pelas regras de reescrita introduzidas pelo
utilizador na sessdo em causa (e ainda ndo apagadas

Ao criarmos uma regraubstituir[le,Id] iremos substituir as ocorréncias da
expressade pela expressdd. A avaliagcdo de uma expressao consiste em ajiear-
conjunto de regras de reescrita que a ela dizepeites

Antes de continuarmos convém esclarecer o concetonolde universalO
molde universal € uma “estrutura” a que todas asessdedMathematica se adequam.
Assim ao escrevermdf _ ] := 4 estamos a definir uma funcii@ue, seja qual for o
argumento, nos fornecera 4.

A\
f \l
4
f ™
4

Os moldes sao utilizados ndo s6 para nos referirandésdas as expressoes
Mathematica mas também de um modo mais restrito a algumasedate expressoes,
aquilo a que se da o nome de forma de expressao.

Exemplificando aquilo a que nos referimos podenfosnar que a forma de
expressdo N se ajustardo todas as expressdes que sejam eswit® poténcia de
duas expressoddathematica. A forma de expressao ajusta-sgg e ax"3. Note-se
no entanto, que a forma anterior ndo se ajus®&5aem virtude de dViathematica
simplificar em primeiro lugar a expresséao ficart#t8 que ndo é a poténcia de duas
expressdes mas apenas lumeger (inteiro).
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O predicadoMatchQ podera ajudar-nos a compreender o funcionamergo da
formas de expressao.

MechQ XY |

True

MaichQ X" |

True

MaichQ " |
False

Aquilo que conhecemos neste momento ndo € aindziesué para podermos
utilizar as regras de reescrita para definirmosssa funcéo factorial.
Uma primeira ideia seria definir a funcéet do seguinte modo:

o \ I
No entanto vejamos 0 que acontece se tentarmadardhrct[3].

at \l

O Mathematica até ao momento ndo sabe, porque nada lhe fond#se sentido,
que o_ € on. Para conseguir essa identificacdo é necessdizauas etiquetas.

Para tal usamos a construgmueta moldeou etiqueta: formaExpressao Ao
escrevermod[x_]:=x"2 estamos a dizer que o argumento da funtadeve ser
substituido pelo valor do seu quadrado.

Utilizando a funcacClear[f], anulam-se todas as regras de reescrita existentes
associadas fa

Cer N1

Portanto uma possivel solucdo para a definicdo abtorial poderda ser a
seguinte.

bt NI AMYR e\
at Al
6

Podemos definir varias regras de reescrita paramesna funcdo sendo essas
regras aplicadas de acordo com algumas priorid&deselas:

1° Sao aplicadas as regras definidas pelo utilizadd depois as predefinidas.

2° Uma regra mais especifica (isto €, se se apsta&enos expressdes) tem
prioridade sobre uma regra mais geral.

3° Em caso de igual “especificidade” as regrasegiicadas pela ordem com
gue foram introduzidas.
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Ao utilizarmos?f o sistema da-nos toda a informacao que dispde sohimcéo
f e pela sua ordem de especificidade.

Introduzimos as seguintes regras:
f \In®

A\l
AN £
e mandamos avaliar uma expressao. Vejamos conmgoapna se comportou.

FAl
8

Como pudemos verificar Mathematica aplicou a segunda regra ja que € a regra
menos especifica que encontra em primeiro luggraiRese que o facto de o sistema
nao ter aplicado a primeira das regras introduZzidasa dever-se ao facto aenéo se
ajustar & que foi a expressao introduzida.

MaichQ {1
False

True

MechQ R

True

?f
Global'f

—

Utilizando os critérios de aplicacdo das regragesscrita associadas a uma
dada funcdo podemos definir ainda a funcéo fadtooimo se segue.

iy

o N\
b I

1

b\l

120
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Uma das vantagens que a definicdo de uma funcaatpbuicdo paramétrica
diferida tem em relacao a definicdo por abstraégacional € o facto desta permitir que
definamos o tipo de argumentos que uma determifuagdo devera receber.

No caso da funcéo factorial quando a definimosnessaobviamente a pensar
que o utilizador ira fornecer-lhe como argumentcergs numeros inteiros nao
negativos. No entanto, neste momento nada impegléegtemos calcular o factorial de
um numero negativo. ®lathematica nesse caso ira dar um erro

o\

$RecursionLimit::reclim . Recursion depth of 256 exceeded.

- 61381343923656558255088108743661 72877050571 71844406 564133221284852668
505630673002161103499723626566332335478102450963157 5854710487579525
737339335755352323118836222724997168027188257408365 7000783026154640
697489001639866390386630330008845458686293469152882 8384953035307583
981039794644809642100694673674233451659151811673510 7375418958758787
4762922705754969201232382426718282161867441 75975288 0SS 15
616921380057774862107263900828672890288839065600000 c ! | :' 00
(000000000000000000000000000000000000000000 Hold *

Assim, para evitar estas situagfes é possiveladstay a partida que a funcéo
factorial sO devera ser avaliada quando o argumfentom inteiro ndo negativo. Para
consegui-lo precisamos de moldes mais restritoscqueolde universal. Os moldes
_Real _Integer e_List sdo alguns exemplos desses moldes.

MachQ Yl |

True

MaichQ et
False

O Mathematica nao se fica por aqui no que diz respeito ao camuenento das
formas dos argumentos. Assim é possivel acrescanmapredicado a uma forma a
construcdes do tiplmrmaExpressao?predicado

Nestes casos esta construcdo sO se ajusta a umessdgexp se a forma se
ajustar a ela e o resultado de aplicar o predieagkp retornarTrue.

Podemos complementar uma condi¢cdo com uma forraséstrde construcdes
do tipo:formaExpresséao/;condicéo

A condicdo normalmente envolve as etiquetas e tgedsatisfeita pelas partes
as quais se referem as etiquetas.

Usando este processo podemos definir em primegar lum predicado a que
chamamoaturalQ0 que nos dardirue nos casos em que o0 argumento seja um inteiro
positivo ou o zero.

naturalQo [n s 0 Mematflic
naturalQo

Portanto a express&otem de ser um inteiro e ser maior ou igual a zero.
Exemplifiguemos o comportamento desta fungao.
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nawraiQ0 |

True

nawraiQ0 Y1
True
w0 \M
False
o [
False

Entdo a funcadact pode ser definida utilizando o predicado anterior.

factl Bt octt
o\ = =
fot \J
720

ol \M
fact  \¥

wn AN
fact XY

Uma vez que os moldes que usamos para definir@ddactl ndo se ajustam
aos argumentos introduzidodathematica deixa a expressao por avaliar.
Poderiamos definir factorial como se segue.

02 0 Rt A
v & 8
\!

az \]

fact2 ‘;!
bz Nl

Quanto a funcdopertence pode aplicar-se um raciocinio inteiramente
semelhante.

o s LIALDD... ... (UM

perence Q8P

False
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perence (Y
| OF ]

pertence 1

pererce Q0P 2™
True

pertence AL 6 2N
True

perierce WA, 2™
False

petence  XBerAA

pertence  XcBer2A

Se alista em questao tivesse de ser de intearos seria?

Para nos referirmos a sequéncias de expressfes tmmooldes , _hque
representam os moldes que sao satisfeitos por eqeescia ou mais de expressoes,
sendo que no segundo caso estas tém de ter dab&samoldes = e~ hséo
agqueles que sao satisfeitos por sequéncias deomensais expressdoes sendo que no
altimo caso as expressoes tém de ter cabeca

Vamos aplicar os moldes de sequéncias de expregaéesiefinirmos a funcao
pertencelque recebendo uma lista de reais e um real nassdiro elemento esta na

lista.
pertencel
pertencel i G rue, pertencel
pertencel @ elemento nao é '
pertencel ista ndo é lista de reais"
perercel WY
False
perencel QWY
O elemento ndo é real
perercel W™
A lista ndo é lista de reais
perencel  \QIYZ4, 5. A |
True
pertencel N, 5. 5
True
pertencel N, 5. |
True
pertencel N, 5. 7
False

187



perencel {3
pertencel \H

Maple:

Os procedimentos que temos vindo a construir pasEmmodificados de modo
a que o seu dominio seja alterado. Modificando réepaicial dos procedimentos é
possivel fazer com que estes apenas possam reoebemargumentos 0s objectos que o
construtor do programa pensou. Evitam-se assimnalgussiveis erros que surgem
com alguma naturalidade e frequéncia quando, pemplo, o utilizador introduz um
nome onde era suposto introduzir um namero inteiro.

O Maple disponibiliza-nos alguns tipos aos quais podemasat®sso se
fizermostype?.

Salientamos aqui alguns desses tipgs?, array, list, positive, set table,
boolean integer, nonnegint, negint, NONNEGATIVE , posint, negative prime,
matrix eanything.

> typelat+bh, "+7);

frue
> type(-3,nonnegint) ;

Jalse
> type([l,2,3,4,4],1list);

trug
> type(2+2,integer);

irue

A funcdao factorial pode ser modificada por formgua receba como argumento
apenas numeros inteiros nao negativos. Ja acimas\goe ndviaple existe o predicado
nonnegint que nos permite identificar imediatamente se araento esta nas condi¢cfes
em que ao elaborarmos a funcdo estavamos a pdose. outra forma de nos
referirmos ao tipo das expressdes € escreveexustipo. Utilizamos essa forma para
definirmos a funcadact.

fact:=proc(n: :nonnegint)
if n=0 then

1 else

n*facti{n-1)

fi

end:

WONOWON N Y
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fact{(3):;
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> fact{3.5h):
Error, fasct expects its 1lst arguineht, h, to ke of type

nonnegint, but receiwved 3.5

> fact{-h);
Error, fact expects its lst argument, n, to he of type

nonnegint, but received -5

Como podemos constatar, o programa nao efectuonossos dois Ultimos
pedidos ja que conseguiu detectar que o argumerdoirgroduzimos nao é do tipo
pretendido.

Na funcao pertence podemos fazer algo de semelhante admitindo que o
elemento que procuramos € um inteiro. Aqui o geenfios foi seguir o programa que ja
tinhamos elaborado na programacéo imperativa aidefitipo dos argumentos que a
funcao deve receber.

pertence:=proci{w: :list , x::integer)
local i, n, b ;

i:=1;

n:=nops{w) ;

b:=false:

while i<=n and b=false do
if w[i]l=x then

b:=true

fi:

i:=i+1

od;

b

end:

WOOWOW NN NN N N WV N Y

K

pertence([1,2,3,4],5);
Jalse

> pertence({[1,2,3,4],2);

frie

> pertence([1,2,3,4]1,5.3);
Error, pertence expects its 2nd argument, X, to he of tCype
integer, but receiwved 5.3

> pertence({l1,2,3,4},5);

Error, pertence expects its 1st argument, w, to he of type

list, but received {1, 2, 3, 4}

Como se pode verificar a nossa funcéo é agorasehastiva em relacéo ao tipo
de argumento que recebe.
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5.7. — CONCLUSAO

As constantes booleanasie e false estédo presentes em todos os programas bem
como 0s conectivos booleanos sendo quklage ndo se encontra definida a disjuncéo
exclusiva. De referir também que rerive através da funcdd RUTH_TABLE
podemos construir as tabelas de verdade com nagitadade.

A programacao recursiva faz-se de forma muito deamée nos programas em
analise uma vez que todos possuem a expressaciomadi Nao existem aqui grandes
diferencas a realcar.

Na programacao imperativa comecamos a notar algumidsrencas,
nomeadamente em relagdo as construgdes dispomilaiizpara efectuar ciclos. O
Derive possui a funcad.oop enquanto que ®Maple e o Mathematica permitem a
utilizacdo das funcde&/hile e For. Aqui parece-nos que tanto Wvhile como umFor
apresentam vantagem em relagdo a constriugép, isto porque a mesma precisa para
se poder efectuar de outras construcdes auxilianesjeadamente a expressao
condicional. A construcdeor emMathematica € mais versatil ja que, enquanto que em
Maple a constru¢cdo se resume a percorrer através devaridvel de progresso um
conjunto de valores desde um valor inicial até @ov/final, aqui (emMVathematica)
podemos directamente definir o comprimento do passo como definir uma guarda
que nao tem forcosamente que ser o atingir de dor fiaal para uma variavel do
progresso.

De notar também que a constru¢@m emMaple apresenta uma variante que se
revela util quando estamos a trabalhar com listasipindo atravessar a lista de forma
mais simples.

Na programacgao funcional deparamo-nos com algumfsuldades para
conseguir definir a funcdo pertence Derive e noMaple devido ao facto de 14 ndo
podermos aplicar a disjuncéo as entradas de utaa lis

Para além da func@d ap, que esta definida em todos os programaD@ove
MAP_List), no Mathematica a funcaoApply revela-se de grande utilidade pois
possibilita que se apliquem operacdes a listagrdefarma eficiente e original.

Por ultimo na programacao por regras de reesdibahd muito para comparar
em virtude de apenas Mathematica podermos falar deste tipo de programacao.

Podemos afirmar que a mesma abre novos horizontgermite que se
seleccionem os argumentos que as nossas func@dsenecEste Gltimo aspecto esta
disponivel noMaple. Também aqui € possivel impor que um procedimep&Enas
receba determinado tipo de parametros.

Em resumo:

- NoDerive a obtencao de tabelas de verdade é bastante simple

- A programacdao recursiva € idéntica em todos osranogs.

« A programacgdo imperativa é mais eficazMaple e noMathematica. No
Derive a funcdoLoop ndo tem argumentos suficientes para igualar as
correspondentes fungdes dos restantes programas.

- A programacao funcional é mais imaginativa e efiidenoMathematica
podendo utilizar-se a funcadApply de modo a que certas fungbes se
apliguem directamente a listas.

- A programacéo por regras de reescrita s6 € possiwehthematica.
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Ao nivel da programacdo as diferencas fundamengg@isontram-se na
programacao imperativa, na programacao funcionah gorogramacgao por regras de
reescrita. QMathematica apresenta-se mais bem equipado que 0s restangrsupas.
Isto é evidente sobretudo nos dois Ultimos paraasgym
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6. - GRAFICOS

A representacdo grafica de uma funcdo permite quepeucos segundos
tenhamos uma ideia geral sobre o comportament@a dasgdo. Sem mais esforco é
possivel descortinar imediatamente muita informag@qelo simples facto de olhar
para a representacdo grafica de uma funcéo.

De facto, muito cedo aprendemos a representar émis ke papel algumas
funcBes o que nos permitia descobrir algumas péatidades de certas familias de
funcdes. O que veremos nesta abordagem comecactameate por uma passagem
rapida pelos aspectos basicos da elaboracdo deepresentacdo gréfica. Depois, a
medida que formos avancando vamos exemplificar & waia que cada um dos
programas acarreta.

SO por si, a rapidez com que conseguimos uma mpeEso grafica permite
que estudemos um grande numero de fun¢cdes em poulgows, ultrapassando dessa
forma os calculos indispensaveis para um estuda daesureza realizado “a mao”.

Ao passarmos para graficos a trés dimensdes podsreisualizar superficies
gue doutra forma seriam quase impossiveis.

Enfim a representacdo gréfica vem permitir que ls@am novas portas cujo
conteudo normalmente é fértil em ideias.
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6.1. — FUNCOES DE UMA VARIAVEL

Derive:

Para obter uma representacao grafica de uma detanfuncao, utilizando o
Derive temos de introduzir a expressao da fungdo quermemos representar e depois,

estando a referida expressao seleccionada, utliatalhc * .

Neste caso vamos representar graficamente a futeféida pela express&d.

Em consequéncia do procedimento descrito anterider®omos transportados
para uma janela diferente. Ai passamos a dispandenova barra de ferramentas com
atalhos distintos dos habituais.

H File Edit Inzert Set Options Window Help

Dﬁﬂ§||$xm|mj+_—|—‘$|+¢+ : +-}‘+:<- : 3£

Para obter o grafico temos de utilizar o atJ,ﬁU, .
Surge-nos entdo no ecrd a representacdo graficlurd@io definida pela

expressas.

Utilizando os diferentes atalhos podemos modif@caspecto com que a nossa

funcdo surge no ecrd. Assim, por exen * daz com que a escala do eixo vertical se
altere passando o utilizador a conseguir alcangkres das ordenadas mais distantes
da origem.
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Facilmente compreendemos o efeito que cada um tdisos tem sobre a
representacdo grafica de uma funcdo. Para competaformacédo visual que cada
atalho nos da basta experimenta-lo algumas vezesimA com grande facilidade
compreendemos o papel que cada um deles tem.

Para regressar a janela de algebra onde introdezinexpressag® basta-nos

utilizar o atalho mais a direi’=* .
Introduzindo uma nova express2xf e seguindo o caminho ja efectuado pdra
somos conduzidos a janela do gréfico anterior quiaacontém o grafico anterior.

H

Para obtermos o gréfico da nossa nova funcaaartilos mais uma vez o atalho

* e imediatamente a nossa fungao é representadamoagtesiano.

Podemos também optar por seleccionar diversas ssd@e a0 mesmo tempo
qgue oDerive representa-as imediatamente sobre 0 mesmo ref@renc
Antes de representarmos duas func¢des simultaneanwamvém limpar as

representacdes ja existentes. Para tal utilizamatslbo x duas vezes, uma vez que
sao duas as representacdes graficas que de moestddaepresentados.

Introduzimos agora as duas expressdes das funcoeepresentar e
seleccionamos ambas ao mesmo tempo.
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Se pretendermos inserir o grafico 2D na nossa zdrabalho temos de
seleccionar as fungdes cujo grafico queremos viara ir através do menuosert e do
submenu2D Plot object. Seguindo este caminho, temos de representar gedsl
pretendidas na janela aberta por esse modo. Desta fe, apos ter colocado o gréfico
com o aspecto desejado, para o0 que sao muitoagesalhos que controlam a escala
nos dois eixos, basta fechar a janela entdo crididando em X e responder
afirmativamente a pergunta qu®erive formula.

Denve &

I & Do you want to update the embedded plat with changes made in thiz plat window?

Mao | Cancelar |

Isto faz com que passemos a ter o grafico, queiamtente estava representado
numa janela de grafico de duas dimensdes, na moasade trabalho.
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Seleccionando a imagem que representa as nossaesunodemos modificar o
seu tamanho e clicando duas vezes, como é usudmos alterar o aspecto das
funcdes representadas. Para que as alteracoes aygjaatas basta que ao fechar essa
janela digamos que as alteracBes sdo para serflizadiasa como anteriormente ja
exemplificamos.

Tal como ja tivemos oportunidade de verificaD@ive representa as diferentes
funcdes com cores distintas sendo possivel agadibr alterar a cor que o programa
automaticamente selecciona. Caso a cor nao seggrddo do utilizador carregando em

as cores sao alteradas.
Uma forma de sermos nos a escolher a cor da repaede grafica € usarmos o
menuOptions, 0 submenwisplay e optarmos paPlot color.

Plot color

ok | Cancel |

Depois basta carregar eéxext Color e seleccionar a cor desejada para a proxima

fungéo a ser representada.
Cor 2] x]

Cores base:

Definir cores personalizadas »» |

Cancelar |

Neste caso optamos por representar a nossa func@mulae a vermelho
sucessivamente.

08 |—
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que por sua iniciativa tem de escolher a janela mator representa a funcdo que
eeeeeeeeeeeeeeee




Maple:

Podemos obter uma representacdo grafica para umgaduwlefinida por uma
expresséo se utilizarmos a fungiot.

A representacao grafica permite obter um conhedimerais profundo acerca
da funcdo com que estamos a trabalhar e um avargarapido do trabalho ou estudo
que pretendemos realizar.

Vejamos entéo como obter uma representacdo gddi2a’-10 para valores de
X entre—6 eo6.

> plot(2*x"2-10,x=—6..6) ;

B0+

S0

304
204

104

-G JE -z 0 z

\\3mmff// )

O Maple automaticamente dimensiona as ordenadas de modosya a
representacao grafica dos pontos correspondent@@ioio especificado. Nem sempre
sera assim. Se o0 desejarmos podemos também daefiltiance do eixo dgs

> plot(2*x"2-10,x=-6..6,v=—30..30) ;

30
20l

10+
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Isto é particularmente util quando estamos a trabalom certo tipo de gréficos,
designadamente aqueles que tém assimptotas \&rticai

> plot(x/¢x-1),x=-5..5);

200+

Y
-4 -2 L 2 4

-2004

-G00A

5004

-10004

Evidentemente ndo € esta a melhor informacdo gdenpos extrair do grafico.
Analisemos a diferenga quando impomos uma escedaopaixo doy.

> plot{x/¢{x-1) ,x=-5..5h,y=-20..20) ;

20

1104

=104

204

Parece evidente que ganhamos clareza.
Seleccionando o grafico, a barra de ferramentagianfé alterada surgindo as
seguintes opcoes.

File Edit “iew Fommat Stle Legend Axes Projection Animation Export Window  Help
DlzRREE [ 2] ZIT] EE [==] @] [2[=]a] [1] [$]
334,31 48 | [ EE] B [1]
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Com estes atalhos e através da nova barra de medamos trabalhar sobre as
representacdes gréficas obtidas escolhendo a melhmlizacdo para cada uma das

situagbes com que estamos a trabalhar. Por exemmia:lh quando utilizado faz
com a funcéo fique representada por pontos consegigda mostramos.

204

E @
@ &
157

@ @

& i

¥ 10 B

£

-10-
Os atalhoclﬁl, IEI |¥[ e permitem um enquadramento diferente do

habitual para a funcéo. O primeiro insere a furdgetro de um rectangulo no qual os
eixos séo representados no lado esquerdo e em deifkmcdo, o segundo representa a
funcdo com os eixos totalmente a esquerda e alsEixiuncdo. Quanto ao terceiro,
representa 0s eixos na posicdo habitual e o Ultietica os eixos. Aplicando estes
atalhos obtivemos as seguintes representacfesg@ojige reduzimos as imagens):

Por ultimo o atalhtlﬁl, impbe a mesma escala no eixo vertical e horizonta
Aplicamos este atalho partindo da penultima reptegéo (a que tem 0s eixos).

-10-
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Podemos representar mais do que uma expressdoadséunez. Para tal temos
de construir uma lista onde incluimos as expresddsggraficos a construir. Maple
representa cada gréafico por uma cor diferente,otemditilizador a possibilidade de

decidir qual a cor a utilizar para cada grafico.
> plot{[cos(x),x"2],x=-3..5);

254

201

> plot([cos(x),x"2] ,x=—2..2,y=-1..4,color=[blue,black])

w2y

1

Para além das cores referidas acima estdo ainglanéi®is mais algumas cores.
Consultando a ajuda ddaple podemos verificar que existem as cores que de
seguida se mostram.

> ?color
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agquamarine black kblue nawvy coral cyan

brown gold green gray grey khaki
magenta mMarookh orange pink plum red
Zienna tan curgquoise wiolet wheat white
vellow

Podemos ser nés préprios a criar as nossas coiganao a sintaxe:
macro(cor=COLOR(RGB,0.5,0.7,0.2)) Nesta definicddr, G e B sdo as iniciais de
vermelho (ed), verde @reen) e azul blue). A frente noMathematica refere-se outra
vez esta convengao para as cores.

> macro(cor=COLOR{(RGE ,0.5,0.7,0.2));

> plot{x"2,x=-2..2,color=cor);

Temos também a possibilidade de representar pantagrafico cartesiano.
A representacao faz-se através da mesma funcdo sepdmeiro argumento
constituido por uma lista de listas denotando diatlkaos pontos a serem representados.

> plot([[2,4],[0,7]1,[-3,-51,[-3,2]1]1,x=-7..7,yv=-8..8,
style=point) ;

A juncao dos pontos pode obter-se se alterarmesilo paraline.
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> plot([[2,4]1,[0,71,[-3,-51,[-3,2]11,x=-7..7,v=-8..8,
style=1line) ;

Mathematica:

No Mathematica a representacdo grafica de uma funcdo obtém-aeéatida
funcaoPlot.

Para representar uma funcaoMathematica temos de introduzir a expressao da
funcdo e especificar qual o dominio em que querempesenta-la. Vejamos alguns
exemplos.

Pot 2x°>-Bx*+x S22 |

0.4t

0.2t

-0/a |

.G aphics ..
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Pot \N"SI 4 |

-4 -2 2 4

..Graphics ..
Pot WMXOAEL): |

1
0.5

0.5 1 15 2 2/5 3

-0.5

-1
.G aphics ..

Utilizando as listas, podemos representar num mesfieoencial mais do que
uma funcédo. Para isso temos de colocar como ponaggumento da funcdeot uma
lista constituida pelas expressfes das duas fugg@egueremos considerar.

Plot Iﬂz,sm @8,8 1

4,

.75/ -5 \</ 2.5 5 7.5
.1 L

..Graphics ..

Como podemos observar, as funcdes sao representadassma cor, neste caso
a negro. Se quisermos é possivel representa-lasuomancor diferente. Para obter tal
resultado final temos de definir nés préprios aatimlade pretendida mediante a
inclusdo de um terceiro argumento.
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-7.5 -5 -2.5 2.5 5 7.5

.G aphics ..

Aqui RGB séo as iniciais d®ed, Green e Blue (vermelho, verde e azul) e
[1,0,0] significa que a unica cor a considerar évesmelho. Qualquer um dos
argumentos da funcd@GBColor sera um namero compreendido entre zero e um e
serdo estes que definirdo a tonalidade da cor agmsgrgira a funcédo que a ele se

refere.
Piot A% x + ) 9 , H
PoiSyle ® ¢ Re#Colo =03, 088

20¢
10 |

-10 -5 5 10
10t

.G aphics ..

O Mathematica disponibiliza-nos um vasto conjunto de cores agpaemos ter
acesso usando a funcB&BColor. Aqui ficam algumas delas:

LliceBlue AlizarinCrirson
Luntigue Lpricot

L guarnarine & urenline¥ellowr
Lzure Banana

Beige Bisgue

Black Blanched i mond
Blue BlueViolet

Brick Brown

Podera consultar as restantes através do p@capics Colors'.
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E Help Browser

IGlaphics‘Colors‘

Built-in Functions

Back | Hide Cateqories |

Getting Started/Demoz

Add-onz

Other Information

The Mathematica Boaok

I I azter Index

Wiorking with Add-ons

Intraduction

-

L3 L3

Standard Packages d |Algebra 4

IathLink Library b |Calculus L
Extras v |Discretentath e

GEOmetry +

[EEI—  |ceierpeico
Linesr sloebrs »LI FillzdPlat LI

Carregando o pacote referido, Blathematica informa-nos acerca dos
parametros a usar na fung@@BColor para obter cada uma das cores.
Comecemos por carregar o pacote.

<< Graphics Caors'

Para sabermos como obter a cor castanha baststrevexBrown e mandar
avaliar esta expressao e assim obtemos os pardmet@retendiamos.

Brown
RBol or \ MM64693, 0. 164693 |

Verifiquemos que com os parametros indicados, restenobtemos um grafico
representado com a cor referida.

Pot YKBMES 1  P®ye © Ra¥coor \eWBo3, 0164693 LJ
N 1 /N a
// \‘\ /‘/ \\\ //
/ \ / \ /
/ \ F/ \ /
‘f‘/ \\ 0.5 / \ /
/ \ \
-4 2 | 2 [ 4
/
/ \ / \\ /
/ \ / \
\ \
,/ \/_ 1L \_,/
..Graphics ..

Para representar um conjunto de pontos utilizamdang&o ListPlot cujo
argumento pode ser uma lista ou uma lista de listagrimeiro caso os elementos da
lista sdo as imagens de 1, 2, 3, ... enquanto gqueegundo cada uma das listas mais
pequenas constitui um par ordenado constituido sty da abcissa e da ordenada de
cada ponto.
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ListPlot 241 1

' '

.G aphics ..

Lsrot aalt CJ QI W |

.G aphics ..
A juncao dos pontos é conseguida do seguinte modo:

Lspot  \Galt € B, W PWoned o Tue |

..Gaphics..

Indo um pouco mais além podemos referir que é ypelssdpresentar mais que
um conjunto de valores num mesmo referencial mas fal, € necessario carregar o
pacoteMultipleListPlot .

<< Graphics MultipleListPlot
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Vamos em primeiro lugar construir duas listas canvalores que pretendemos
representar para o que usaremos a fuigdde. Optamos por terminar cada uma das
expressdedMathematica que definimos com ;" para que nao sejam imprimidas as
coordenadas dos pontos que representamos ja ddaegu

el =Tobe WA MRCRDA 01 K
a2 =Tabe Q@R MRERLA 01 K
MulipleListPlot 12 I
1 S . *
. .
0.5
* *
O.‘2 O.‘4 ' O.‘6 O.‘8 3.
-0.5 . .
-1 - * ’
..Graphics ..

Observando com atencao conseguimos distinguir qsapntos pertencentes a
cada uma das listas dado que os pontos sdo refadsempor simbolos diferentes. No
entanto, mais facil € dizermos Rtathematica para juntar os dois conjuntos de pontos
da mesma forma que fizemos no caso anterior.

MulipleListPlot 21&L, Piotoined ® True |
14 *
0.5
02 04
»*
-0.5
-1 7
.G aphics ..

Quando elaboramos um grafico ndo temos que esgEcgara que valores das
ordenadas queremos a nossa representacdo. Nesie masyrama automaticamente se
encarrega de definir o valor maximo e o valor mmipara o eixo vertical. Contudo,
essa € uma facilidade que, sendo pratica em gneade dos casos, dos quais sao
exemplo os que até aqui analisamos, torna mai® lentescortinar de algumas
propriedades ou caracteristicas que em alguns dagpusta realcar. Para ultrapassar
esta por vezes inconveniente caracteristica, posiespecificar a op¢c&lotRangeque
nos permite controlar a porcao de grafico que pdenos visualizar quer no eixo das
abcissas quer no eixo das ordenadas.
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Pot Y-XKOAELS: |

1
0.5
0.5 1 15 2 2[5 3
-0.5
-1
..Graphics ..

ot \MKOARELS: FRane o \ad2 |

0.5

0.5 1 15 2 5 3
-0.5

-1.5

.G aphics ..

Para voltar a desenhar um grafico podemos uti$ramw.

row \d

0.5

0.5 1 15 2 5 3
-0.5

-1.5

.G aphics ..
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Ao efectuar este procedimento podemos efectuamalgalteracoes.

Show \eehge © \ad |

2

15
1
0.5
0.5 1 15 2 /5 3
-0.5
-1
.G aphics ..
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6.2. - FUNCOES DE DUAS VARIAVEIS

Derive:

Para representar uma funcdo que depende de du@seimrseguimos um
trajecto em tudo semelhante ao que vimos paragéds de uma variavel.

Em primeiro lugar ilustramos como se pode passaregeesentacdo de um
gréfico a duas dimensdes para um grafico a tréertides.

Usaremos a funcad.

Utilizando o atalhc‘*‘ somos levados para uma janela 3D. Ai encontramos
representado um cubo no qual sera representadssa fm¢do. Também neste caso, a
semelhanca do que acontecia nos graficos de duensdes, as nossas barras de menus
e de ferramentas sédo alteradas.

* Derive 5 - [3D-plot 1:1]

Hl}_l File Edit Inzert Set Options: ‘Window Help
D28 (B |xB ~8bds|ac—11

EA uw
A

0
H=

Usando o atalh ,ﬁ obtemos o gréafico da nossa funcéo.
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3 5

Podemos modificar a posicdo de onde estamos astgreaficie de tal modo que

o eixo dosy fique mesmo a nossa frente. Usando o atai})e alterando as
coordenadas como de seguida mostra a janela

Set 3D Eye Position E3
Eye Coordinate:
Fectangular Spherical Cylindrical
x [0 v [31. 240935704 v [26.844410204
y [24 e [0.98279372325 e [0.98279372325
z |u 0 |1.1?5551951? z |12
QK I Cancel | Feget |

obtemos uma imagem que se assemelha muito a umogd# duas dimensdes, isto
porgue, deste ponto de vista, ndo nos é possivel variacdo das ordenadas.

z

|

Koy
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Vemos que podemos imaginar que as representacOdsindées de duas
variaveis podem ser entendidas como uma generatizigs de uma variavel.

. . - — = T l . , -
Mediante a utilizacdo dos atalh. ", , e € possivel ao utilizador

colocar a figura na posicao que considera maisueatgsem qualquer dificuldade.

Representemos mais uma fungao.

(=T

Para voltarmos a nossa zona de trabalho temoslidarub atalh(J .

Seleccionando a expressao e voltando a janelaafic@BD encontramos ainda
o grafico anterior la representado.

Sendo possivel representar mais que uma funcdo wes daridveis
simultaneamente achamos que sera mais Util repaesma funcao individualmente.

Apagando a representacao grafica utiliza ) podemos representa-la como
anteriormente.

Embora tenhamos alterado a cor da imagem seguémandos esse topico um
pouco mais para a frente, uma vez que 0 mesmo réevénte para o que se segue.
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Refira-se ainda que, caso exista mais que uma dumefresentada, para

conseguir que as mesmas sejam apagadas, € naecessarrer ao menidit e ao
submenwDéd ete All Plots.

Podemos ainda complementar as nossas alterac@sléaas de uma forma

sistematica usand ,@ 0 que faz com a que figura passe a efectuar uninmeoto
continuo de rotacdo. Enquanto a figura roda enotdmeixo dog é possivel inclina-la

usando 0s atalho,T e l anteriormente referidos. Na ilustracdo seguinigge q

representa uma sequéncia de imagens tirada dessmento de rotacdo, procedeu-se a
uma reducdo das imagens.

Por outro lado também é possivel aumentar e dimmuamanho do gréfico
usando <= e ** respectivamente, efeito que também é conseguidegamdo em

PgDn ou PgUp. Utilizamos o atalk*® vérias vezes para passar da imagem da
esquerda para a imagem da direita.
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Para voltarmos a imagem com tamanho inicial bassa-smediante a utilizacéo

de b, seleccionar RESET e carregar em OK.

i
el

-}*{- . . pn .
Os atalhos e T destinam-se a modificar simultaneamente a escaa da

. -}*{- . . .
ordenas e das abcissas. Usamos o0 a " gara obter a imagem seguinte a partir da
anterior.
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Também aqui para voltar a figura inicial utilizamas atalho, desta ve® e
fazemos RESET e OK.
Vamos agora representar um cone.
x . X y* Z
A expressao geral de um cone é dadaﬁfg—F
0 cone temos de resolver a equacao anterior ermaade
Utilizando oDerive essa resolucéo é bastante facil.

=0. Para representarmos

2 2 2
u 2
SOLUE + - =08, =
2 2 2
a b c
2 2 2 2 2 2 2 2
c-Jth -x +a -y} c-Jth -x +a -y}
2 = — w oz =
a-hb a-hb

Vamos representar um cone em @ed=c=2. Assim obtemos que o valor da
cota de cada ponto do gréfico é dado pela segexpessao.

2 2 2 2 2 2 2 2
2-4{2 % +2 -y ) 2-4{2 % +2 -y )

2-2 2-2

Na obtencéo doutput anterior utilizamos a capacidade quB@&ive tem para

I S . - 5y
substituir variaveis por valores concretos. Parafaito foi utilizado o atalhc ™8 .

Mandando simplificar a expressao anterior obtemos ue q

2 2 2 2
. | €S v 2 o dix + . Representando graficamente esta disjuncéo

de condi¢gBes obtemos a seguinte representacao.
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Seleccionando a opg¢&change Colors através do men@ptions conseguimos
que sempre que mandamos representar uma expresad@eja apresentada de uma cor
distinta da anterior. Mandamos representar grakcaena expressao do cone algumas

vezes e obtivemos estes resultados.

74
27,
7

7

ey
0“:""

P

Clicando uma vez em cima do grafico para que é&gte seleccionado e depois
clicando mais duas vezes somos transportados pargamela onde, seleccionardot
Color, podemos escolher outros tipos de coloracdo. Nasteoptamos pdray Scale.

Repare-se que apenas se alterou a parte superiorageam mas, recordemos
também a forma como obtivemos a representacdo. fBstabtida através de um
disjuncdo de duas expressodes pelo que, ao seleotios a parte superior, erive
subentende que é apenas essa a parte que desejadifisar. Para alterar a parte
inferior da imagem teriamos de a ter seleccionado.
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Para inserir um grafico na zona de trabalho seleechos a expressao da funcao
e através do menusert e do submenB8D-Plot Object elaboramos o grafico seguindo o
percurso ja exemplificado e depois fechamos a gacairegando er x| respondendo
afirmativamente a questao formulada. Neste casergiemos inserir a representacao

gréfica da funcaa = Sin(wlx2 +y? )

\u“'

g "w‘-v.""“

iR
A0

l ‘-‘-

10 " qp

& Do you want to update the embedded plot with changes made in thiz plot window?

Mo | Cancelar |

Em resultado do procedimento anterior obtemos ficgrfpretendido na nossa
zona de trabalho.

2 2
S IM{ J{x

A terminar esta parte relativa as funcdes de daséveis, apresentamos aqui a
representacdo simultdnea de duas func¢des de dtiaseis obtida pela seleccdo das
respectivas expressoes introduzidas no nossodedabalho.
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Maple:

A funcéo que é utilizada na representacdo grakctudcoes de duas variaveis €
plot3d.

Para que consigamos obter uma representacdo desujpeaficie temos de
especificar quais os valores que devem ser comsidempara o dominio da fungéo. Por
essa razao temos de especificar os intervalosugis queremos a hossa representacao
feita. Comecemos esta seccdo com alguns exemphpesi para depois passarmos a
situagcdes um pouco mais complicadas algumas das (fuanalisadas através do
Derive.

> plot3d(5%*x"3+5%y"2+3,x=-15..15,y=-15..15) ;
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> plot3d(sin{x)*y"2,x=-5. .5, yv=-5..5);

> plot3d(sin{sqrt(x"2+yv"2)) ,x=-7..7,v—-7..7);

¥

"-a}\\\‘é‘ﬁ

WALy
S
W

t‘.ﬁ.&!ﬁ J

Se seleccionarmos o grafico de qualquer uma dassemacdes graficas
teremos oportunidade de verificar que a barra darfeentas bem como a barra de
menus modificam-se para que estejam mais aptaballtar com estas representacoes.

Eile Edit “iew Fommat Style Color Asxes  Projection  Agimation Ezport Window  Help
DzREE] L E=lE =] ZITlE] EE [=2] @] [c][=[&] [1] [£]
s B v= B lelolsleqEe)E] Eele]e] 11]

Recorrendo aos atalhos disponibilizados pdbple conseguimos visualizar a
nossa superficie de varias formas.
Comecemos por ilustrar uma delas que consiste paciclde de rodar a

= =
imagem. Fazendo uso (E' em ’6’ ou tp ou entdo simplesmente

escrevendo os valores correspondentes a rotacaiectuag nos eixos vertical e
horizontal conseguimos observar a imagem de difesgyontos de vista.
Exemplifiguemos essa situacdo com uma outra funcéo.
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> plot3di{cos{y)*exp(0.25%x) ,x=-10. .10 ,yv=-10. .10} ;

o B en E

\i‘\-:.. - §
e soies

a2 B e= B

Outra forma de conseguirmos alterar o nosso poatasia € utilizando o rato.
Desta forma, s6 temos de clicar com o rato mantgmdmido o botdo e arrastar a
superficie para a posicao desejada. Este € umgsmtastante facil de pér em pratica
uma vez que a liberdade de movimentos que nos é&dma é quase total. Podemos
rodar a nossa representacao grafica em qualquidiserpartindo de qualquer posicao.
E um processo bastante pratico e muito eficaz.
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> plot3di{cos{x)*sin{(y) ,x=-5..5,v=-5..5);

Para regressar a imagem inicial basta voltar aaavalexpressdo que lhe deu
origem. Neste caso a simplicidade também se mantém.

No respeitante ao aspecto com que a representagiexistem alguns atalhos,

nomeadamentela, |@| |@| Iﬁl |@| |@| e cuja aplicacao foi feita
sequencialmente a mesma funcdo e em que o restitedl@@ mostrado de seguida.

Estes modos de representacdo de funcdes também pedeobtidos através do menu
Syle.

Seguindo o menolor estdo disponiveis alguns submenus cuja utilizagdo
traduz por uma mudanca no colorido da represent@gseguida apresentamos alguns
desses aspectos.
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Também é possivel inserir eixos nas diferenteseseptacdes. Até ao momento
todas as representacdes graficas tem sido elalsosada eixos mas tal ndo tem de ser

sempre assim. Recorrendo a0 mémes ou aos atalho, , e € possivel

alterar esta situacéo. O ultimo atalho destina+speesentacdo sem eixos enquanto os
restantes produzem o seguinte efeito:

A expressao Maple utilizada para gerar a superficie anterior foi
plot3d(-x"2+y" 2,x=-10..10,y=-10..10);.

Ao pretender representar mais que uma funcdo desdrmaz ha que carregar o

pacoteplots e depois utilizar a funcadisplay3d. Para uma mais eficiente compreensao
recorremos a duas atribuicdes. O mesmo poderia$azgem a elas recorrer.

> with{plots):

Warning, the name changecoords has been redefined

> p:=plot3d(x"2, x=-5..5,y=-5..56):

> q:=plot3d(3*x"2+y"2,x=-5..5,yv=-5..58):
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> display3d({[p,ql);

Mathematica:

A representacdo grafica de funcdes de duas vasideriMathematica, faz-se
atraves da funcéelot3D.

Mediante a especificacdo da expressao da func@&@prasentar e dos valores
para o dominio das duas variaveis em questdo padebter uma imagem para a nossa
expressao.

P ot 3D {21 2- 8+ ros \ g, 5, B 5 |

...aur f aceQ aphi cs ..
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..Surface@ aphi cs ..

P ot 30 LY. MBS0, 10, VS0, 10 |

..Sur f ace@ aphi cs ..

Aot 30 QKB HAES, 3, I 2 |

ww«f\f«'
-/

0.5 \\’\Q\.\.ti..“\ \ \‘\
\

2 \\ \
9\5\\&\\4

0
5
-1

..Sur face@ aphi cs ..
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Para nos ajudar no estudo deste tipo de funcOkktbematica oferece-nos
algumas funcbes que nos permitem um conhecimenis ommpleto acerca das
mesmas. Através da opc8oewPoint podemos especificar o ponto do espaco a partir
do qual os objectos representados serao vistos.

Deste modo, aqui ficam algumas coordenadas Waea/Point consoante a
posicao pretendida:

{0, -2, 0} - directamente a frente

{0, -2, 2} - de frente e de cima

{0, -2, -2} - de frente e de baixo

{-2, -2, 0} - do canto do lado esquerdo

{2, -2, 0} » do canto do lado direito

{0, 0, 2} — directamente de cima

{1.3, -2.4, 2} ponto predefinido.

Representaremos a partir deste momento os graficagormato mais pequeno,
uma vez que O espago que 0S mesmos ocupam com dimeasdo normal é
consideravel. Sem qualquer indicacdo obtivemogaiise representacao.

A ot 30 \KSW3 LD, 2 B 1 |

AR
»‘.‘«':'##s\\ /

STREEEE
Y,
WU

My

AW\W%
y/

-1

..Sur f ace@ aphi cs ..

Vejamos agora a mesma representacéo de outrosspntosta.

Show \ W Byfoi nt © Sl 1.2, 1.2 |

...aur f aceQ aphi cs ..

Show \Q&foi nt @ Sed?2, 0 |

Ve T —
7 N

210 g -1

...aur f aceQ aphi cs ..

=
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...aur f aceQ aphi cs ..

Show \3foint @ &bl 2, -2 |

..Sur f ace@ aphi cs ..

Show \QBefoi it © Nl 2 |

o

Q 1 2

..Sur f ace@ aphi cs ..

Considerando a seguinte fungéo:

Aot3D Y Xl 2, I 4 &k

> QY
Q\\\‘.f,::

podemos, nos proprios definir o nivel de luminodedaom que queremos ver a imagem
se procedermos do seguinte modo:
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Aot3D Kl 2, I, 4, AientLight ->Gaylevel R 3M

-4

..Sur f ace@ aphi cs ..

Aot3D Kl 2, I, 4, AMientLight ->Gaylevel \ M

5
o \W@\\)‘:s"ﬁ’llm VA
g \‘,av",:,fa

AN
B, \\.
...SurfaceG’aphi%s.. ]

O argumento dé&raylLevel tem de ser um namero compreendido entre 0 e 1
inclusivé, sendo que o valor predefinido € o p@ero. Assim, a medida que vamos
subindo o argumento da funcéo, esta vai tornandad® vez mais clara.

Para aléem da forma anterior é-nos ainda possiwdt pe programa que nao
ilumine a nossa imagem para 0 que juntamos a furlR@3D e a opcao
Lighting- False que especifica que neste caso ndo deve ser usaddador de
lluminacdo na imagem.

Aot3D Kl 2, I, 4, OYting® Fal se l

4

...aur f aceQ aphi cs ..

Temos ainda a possibilidade de alterar a forma camimagem é colorida
usando a opcadColorOutput —tipo_de cor onde tipo de cor podera serHue,
CMYKColor, RGBColor ouGrayL evel.

Aot 3D \KMED,, 2, VI, 4, DrorFunction® Hie |
g
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...aur f aceQ aphi cs ..

Aot3D \KMMES,, 2, VI, 4, BrorQit put ® AWKl or |

4

..Sur f ace@ aphi cs ..

Aot 30 KRS, 2, VI, 4, OYhting ® True, Gl or Qut put ® RBD! or |

-4

..Sur face@ aphi cs ..

M ot BDWZ, 2Iy4, 4 , Oyhting ® Fal se,
Gl or Qut put ® G ayLevel

4

...aur f aceQ aphi cs ..

Tal como acontecia com 0s programas anterior®fathematica permite que

introduzamos mais algumas opg¢des no respeitarer@afna qual a nossa imagem fica
contextualizada. Até aqui a nossa imagem tem v&edopre inserida numa “caixa” com
a forma de um paralelepipedo em perspectiva. Quassivel retirar essa caixa fazendo

Boxed - False.

A ot 30 \ KM \ Bl 2, B3 3 |

229



...aur f aceQ aphi cs ..

A ot 30 \ KM \ Bl 2, W3 3, Dedo Falsel

..Sur face@ aphi cs ..

Como podemos verificar 0s eixos permaneceram repi@sos. OS mesmos
podem contudo ser retirados fazerddas - False.

Aot 30 KM\ ¥ 2 RI3 3, BXed® Fal se, Axes ® Fal se

>

..Sur face@ aphi cs ..

Passamos a dispor de uma representacdo grafiealasosto €, sem qualquer
entrave a observacao directa da funcdo. Perdemgomalinformacdo e ganhamos um
pouco mais de visibilidade.

Também é possivel retirar 0os eixos sem retirarx@aa@mo se pode ver ja de
seguida.

Aot 30 \P KM \ ¥ 2 W3 3 s orasel

...aur f aceQ aphi cs ..

Para representar simultaneamente mais do que umgadule duas variaveis
temos de utilizar a funcé8how. Aqui por questbes de simplicidade fizemos duas
atribuicoes.
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5 5 1

A ot 30 X" 2, Wb, 5,

p:

..Surface@ aphi cs ..

45 5 1

Ll

Aot 3D X% 10, Ydb, 5,

q:

..Sur f ace@ aphi cs ..

Show \ W

.G aphi cs3D..
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6.3. - ANIMACAO DE GRAFICOS

Podemos tirar partido das capacidades sdftware com que aqui temos
trabalhado para apresentar graficos que ndo estatices, ou seja, graficos em que €
possivel dar a no¢cdo de movimento a medida quikesa am dos parametros da fungéo
representada. J4 aqui demos a nocdo de movimeatw@ualamos de graficos de
funcbes de duas variaveis mas, nessa altura o Umimamento que era feito
relacionava-se com o ponto do espaco de onde est&va observar a imagem.
Tratava-se pois sempre da mesma figura que, vestaodtos diferentes nos mostrava
novos pormenores da figura e escondia outros paecem alguns aspectos diferente.
Neste caso ndo é isso que se passa. A figura qums teai efectivamente mudando
estando o observador sempre colocado na mesma&aposal é feito através da geracao
de um conjunto de representacdes graficas que slsfioimostradas rapidamente tal e
qual acontece num filme. Assim o0 nosso grafico egas claramente dar a ideia que se
esta a movimentar.

Naturalmente dada a limitacdo do papel ndo é palssansmitir aqui a nocao de
movimento, no entanto tal como ja vimos para o cksograficos de funcdes de duas
variaveis, vamos apresentar aqui sequéncias deeimggrocurando transmitir aquilo
gue efectivamente presenciariamos caso executassesnoputs aqui apresentados.
Sugerimos a experimentacdo dos mesmos para compamaeideia que aqui tentamos
deixar.

Maple:

Vejamos como gerar um grafico animado de uma fudeaama variavel.

Este processo acarreta algumas vantagens pois tpeque rapidamente
consigamos analisar o efeito que a variacdo deadun darametro produz no grafico da
funcao.

Em primeiro lugar temos de carregar o pacote cooregente.

> withi(plots):

WMarning, the name changecoords has been redefined

Depois temos de utilizar uma das funcbes ai defmisceste casanimated.
Vejamos como poderiamos estudar o efeito que sagitle do pardmetra tem na
funcdoa x°. Mandando avaliar a préxima expressdo surge réb @seguinte imagem,
gue corresponde a primeira das imagens dueapbe elaborou.

232



> animatef{a*x"2 ,x=-h..5,a=1..2);

5|:|'_
40
30

201

Para ver o movimento que a alteracdo do valoradprovoca, temos de
seleccionar o grafico o que faz com que a barrandeus se altere e que surja um
conjunto de atalhos que sera muito Gtil para osgugretende fazer.

Eile Edit ¥iew Faommat Stle Legend Axes Projection  Animation Erzporf Window  Help
DzRREE] [ ] ETE] EE [==] [©] [2][a] [1] &
[0.42, 2668 |E|E| 1 [=[=] [«]n]

De seguida temos de utilizar o ataEl e imediatamente Maple mostra-nos a
sequéncia de dezasseis imagens que gerou dan@oangdo de movimento.

50- 50 50 50
w0 w0 @ w0
30 30 30 \ 30
N\ /
/ A\ / \ / \ /
N\ pil \ 0 / \ P / Pl /
AN N\ / N\ /
/ AN / AN / AN 0
10 10 0
AN P - N\ S N\ / RN /
T~ — S~ - ~_ e ~_ -
) ) U 3 1 ] ) U 3 1 ¥ B T 7 7 ¥ ) T 7 7
5 E EY EY
40 40 40 40
\ \ Y, \ /
\ / El / 0 el /
= / \ / \ /
N\ / AN / N\ / \
N\ 2 / AN 2 / \ 0 S/ N\ P /
N / \ / \ / AN /
/ N \ /
AN s / 0 / \ 0 ©
AN S AN / N / . /
s ~ " ~ I e ™~ e
) 3 T 3 T 3 2 U 3 1 3 2 U 3 1 3 2 U 3 1
EY EY 5 o
40 o y \ 0 / \ © /
\ / A 0 / A / \ /
30 30- 30
N\ . / \ / \ / \ . /
\ /
\ il / \ Pl / N\ ) / 2
/ N\ / N\ / N\ /
N\ / N\ / N\ ya \ /
10 10 yd 10- N\ 10
/ N \
AN / h e AN S/ N
. - S~ = S — S /
i 2 T Fl I 4 2 T 7 7 B E] T 7, 7 T 5 T 7 T
50 50- 50 50
/ A\ \ /
\ 40 / \\ 40 /’ \ 10 / ‘\ 10 /
A \ / \ / \ /
/ \ / \ /
\ » \ » / \ B \ B /
A / / \ \\ / AN /
\\ 20 / \\ 201 / \ 20 / 20
N\ \ / AN / \ /
/ \ / AN / N\ /
\ 10 / \ 10 10 / 10
N\ / / /
> - - o - ™~ - - S = ~
4 2 v ] I 4 2 U ] q P 2 U ] i a ) v i
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Se pretendermos queMaple elabore mais representacdes podemos acrescentar
frames=numero_de_representacbes _pretendidas

‘> animatef{sin{x+t) ,x=-10..10,t=0. .3, frames=5h0)

1_
05/\ /\
' 2 14 g 8 ho

Claro que aqui ndo nos € possivel verificar a m@hda animagdo mas,
comparando com a situacdo em que apenas tinhanzassdes imagens existem
melhorias substanciais ndo existindo tantos saltrglo a ideia que 0 movimento é
mais continuo.

Utilizando o atalho@ as imagens que foram entretanto construidas sao
passadas de forma continua “saltando” da ultimayé@mapara a primeira e repetindo

sucessivamente as imagens. Podemos para-las mm)raeE’, situacdo em que
estamos a dizer que a sequéncia de imagens sésdeymssada uma vez ou entao

através deE[ onde efectivamente paramos mesmo a sequénciatdaas atalhos
e destinam-se a controlar a direcgdo na qual satraies as imagens. E ainda
possivel controlar a velocidade da animacéao rewdoreaos atalhoIEl e e até

mesmo passar uma imagem de cada vez atravd@ odo um conjunto de atalhos
que sao muito intuitivos quer pela imagem que raastquer pelo conhecimento que
temos dos mesmos da nossa vida quotidiana.

Nas representacfes de funcdes de duas variaveiseéyshssa de forma analoga,
utilizando-se desta forma a func@mmate3d
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> animate3d{cos(y)*exp(t*x) ,x=-10..10,y=-10..10,t=0..0.3);

Também nesta situacéo é possivel dizeMaple quantas imagens pretendemos
acrescentando por exempt@ames=16 supondo que queremos o dobro das imagens.

> animate3dd{cos(vy)*exp(t*x) x=-10..10,v=-10..10,t=0..0.3,
frames=16);

A representacdo que entdo surge no ecrd, que difoi colocada, é
exactamente igual a que obteriamos sem colocaraaibpcéo e que ja foi mostrada
anteriormente. A qualidade do movimento é que Saparior.

De realcar ainda aqui o facto de que, enquantorgeacanimacao, € possivel ao
utilizador modificar, com o auxilio do rato, a pg& da imagem tal e qual fizemos
quando abordamos a representacao grafica de fudedegas variaveis. Este processo
permite que com muita facilidade possamos ver apahte e de diversos pontos do
espaco a sequéncia de imagens gerada.
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Mathematica:

Estudar o comportamento de certas familias de &s¢drna-se mais facil e
mais rapido se pudermos utilizar ferramentas qumipem uma melhor visualizagéo
das mudancas operadas em cada uma das funcdes peamitera um determinado
parametro. Tal como vimos atras, também atravédabiematica podemos aceder
facilmente a um conjunto de representacfes quasiegmograma ira passar em rapida
sequéncia dando a ideia que o nosso grafico temprndbria como se de um filme se
tratasse. Para conseguir fazer tudo isto carregarpasoteGraphics Animation'.

<< Graphics Animation’

Convém aqui recordar a funcBiotRange que limita os valores das ordenadas,
impedindo que seja Mathematica a decidir directamente a janela mais conveniente
para apresentar o grafico. Assim ao pretendernzes fana animacao devemos utilizar
esta funcéo pois é do nosso interesse que 0s satGERMOS € minimos das abcissas e
ordenadas se mantenham constantes ao longo dea®dasgens representadas. Caso
assim nao seja, serao visiveis distor¢cdes queutldim e por vezes impossibilitam o
estudo correcto de alguns aspectos das funcOasamtas. Nao quer isto dizer que seja
sempre assim, o exemplo que apresentamos de segaalanecessita da funcéo
PlotRange isso fica a dever-se ao facto de neste caso &onos valores maximos e
minimos das funcdes representadas durante estespooser sempree —1, dai que a
janela que Mathematica nos déa serve perfeitamente.

Animate R"CKSHELE) P AR o Fase Tl 1 |

Note-se que as representacfes graficas ndo surgelocal de trabalho do
Mathematica como apresentamos em cima mas na vertical corde @lusual. Aqui o
que fizemos foi dar-lhes outra disposicao e rethi-

S&o os graficos anteriores que sao passados siaresesie dando a ideia de que
estamos perante uma movimentacdo do grafico. Amuas de continuar com a
explicagdo da forma como se pode efectivamenteavanimacado, ja que até agora
apenas foi mostrado como gerar o conjunto de g@sficonvém esclarecer que ao
escrevermog¢n,1,6,1} estamos a dizer ao programa que 0s valoregleve assumir
sdo 0s que vao desde um até seis e avancando udaleurde cada vez. Se nao

especificassemos o comprimento do passo a damseepresentadas vinte e quatro
imagens o que resultaria numa animacgao mais eficaz.
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Para animar o conjunto de imagens que obtivemasésrda funcadénimate
temos de seleccionar o conjunto dos graficos. Telté facilmente usando as marcas
azuis a direita que separam 0s vangmeits e outputs. Estando os gréaficos seleccionados
recorremos ao mer@ell e ao submenAnimate Selected Graphics.

File Edit | Cell Format lnput Eemel Find  indow  Help
sonvert 19 0

Digplay As
Default [nput FormatT ype xes - False], {n, 1, 6, 11]

In[3]:= Ay

* v v v v

Default Qutput FormatT ype

Default Inline FormatType L~
Cell Properties 3

Cell Grouping 3
[dE el ShifeHEED

Merge Cells Shift+Clrl+t

Animate Selected Graphics

Play Sound
Rerender Graphic:
Rerender and S ave Graphics

Make Standard Size

Align Selected Graphics... /

Cell Size Statistics...
T T T T

Seguindo o processo exemplificado, numa das imageasnormalmente é a
primeira do topo comeca a passar a sequéncia dgeimmaeleccionadas. As imagens
vao repetindo-se sucessivamente até que o utilizafdatue qualquer movimento na
sessdo em causa. Como podemos ver na figura évglodsipensar a utilizacdo do
menu e submenu respectivo, bastando para issa@iselac as imagens e depois fazer
uso do atalh&trl+Y .

Para as funcdes de duas variaveis tudo se passmode inteiramente
semelhante.

Axes ® False 7, 05

i’
N

, A;:.;;‘\ . AN \‘0 ‘1‘2’4‘\\
. Al AR
T

S N N ‘\Xg{;
sy, }:i&%i ()
SRR
P
M '0‘:\! P
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P

SODSH
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A
)
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6.4. - CONCLUSAO

N&o estudamos as diversas possibilidades de prodtéficos usando outras
possibilidades (sistemas de coordenadas, por erg¢mpelo que a comparacdo que foi
feita é apenas sobre a qualidade grafica de gsadicaples que, de qualquer forma, sédo
0S que nos interessam nesta tese.

A representacdo de fun¢des quer de uma quer devduaseis nderive faz-se
de um modo diferente que nos restantes programasDexive existe uma janela
especial para fazer as representagfes das funé@edicando as mesmas a priori
representadas na zona de trabalho, embora tal tarsé@ossa fazer. Ndaple e no
Mathematica as representacées sdo apresentadas imediatarpéste avaliacdo das
respectivas funcdes predefinidaglet ouplot3d conforme o caso.

Relativamente aos gréficos das funcdes de umavehtiéd que referir que os
atalhos que @erive e 0 Maple apresentam facilitam a representacdo das funcbes na
forma pretendida sendo o primeiro 0 que mais vamsgpresenta neste aspecto.

Quanto aos graficos de funcdes de duas variaveiBemve e o Maple
apresentam-se melhor equipados qudabthematica. Isto € particularmente evidente
quando depois de representada uma dada funcaarmpegere-la de um outro ponto de
vista. Ai noMathematica € necessario mandar avaliar novamente a expresisaicar
0 ponto do espaco de onde a superficie deve dar We Derive e noMaple € muito
mais facil pois existem atalhos que permitem quealifiguemos a imagem como
desejamos sendo possivel fazer a imagem rodar aehlqugu sentido. Ndviaple ha
ainda a possibilidade de utilizar o rato para o mmeefeito, procedimento este que
consideramos muito eficaz.

A animacao de gréficos pode ser feitaMaple e noMathematica sendo que no
primeiro as imagens que sao geradas pelo programacsiitadas do utilizador até que
seja feita uma utilizacdo das mesmas. Mathematica as imagens sao todas
apresentadas em sequéncia. Para facilitar o tratamda animacdo dViaple
disponibiliza alguns atalhos que permitem contrderuma forma mais eficaz que no
Mathematica a animacao produzida.

Em resumo:

- As representacOes graficasDerive sdo feitas numa janela a parte.

- Os atalhos disponibilizados pelaple e em especial pelDerive tornam
mais facil a representacao grafica de funcbes devamavel.

- Nas representacdes graficas de duas variavéerive e o0 Maple estdo
melhor apetrechados quévathematica.

- A animacdo de graficos € possivelMaple e noMathematica sendo que no
primeiro existem atalhos que permitem controlanimacéo de forma mais
eficaz que no segundo.

Salientamos que os trés ultimos aspectos sdo os nelavantes. O primeiro
ponto apresenta-se como uma diferengca que naadaliproduz os mesmos efeitos. O
Maple € o programa em que é mais facil obter e maniputa representacao gréafica
seguindo-se Derive. Neste ultimo ndo é possivel obter uma animacapafeos.
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CONCLUSAO

Ao longo deste trabalho foram feitas conclusbes qlestacaram o
comportamento dos programas em cada um dos temags&rmdo. As mesmas
permitem-nos concluir gue em muitos casos nadoemigfrandes diferencas. Existe um
programa que tem mais uma ou outra funcdo predafimim determinado assunto mas,
0 mesmo programa tem noutro aspecto menos umaasufulcdes que os restantes.

Analisando com cuidado as conclusdes facilmenteosstrdi a ideia que os
programas equivalem-se em muitas situacdes. Deugraforma faremos ainda aqui
mais algumas consideragfes salientando aquelasc®®#s em que cada um dos
programas se destaca.

No ambito do contacto inicial parece-nos qubepive apresenta vantagem em
relacdo aos restantes pois a sua barra de menathesaé mais completa que nos dois
outros programas. Tendo em conta que da primezague utilizamos qualquer dos
programas ndo conhecemos a linguagem propria da oad este € um aspecto
importante.

Em relacdo a programacadviathematica destaca-se claramente Derive e do
Maple. Esta diferenca € mais acentuada sobretudo egéoefaprogramacéao funcional
e programacao por regras de reescrita. Os argumeni® oMathematica apresenta
neste dominio permitem-lhe olhar de cima para s&mnges programas. Comparando o
Maple e o Derive podemos dizer que ao nivel da programacdo imparas funcdes
gue o primeiro apresenta sdo mais eficientes quelasjque sao disponibilizadas pelo
segundo.

A representacdo grafica de funcdes esta mais dels@ter no Maple e no
Derive que noMathematica. O Derive destaca-se nas funcbes de uma variavel enquanto
que oMaple evidencia-se nas fun¢des de duas variaveis. Adgukd das representacdes
€ superior nd/aple e noDerive.

Na animacdo de graficosMaple continua a superiorizar-se em relacao ao
Mathematica pois neste (naple) é mais facil manipular a animacéo. Nerive ndo €
possivel fazer animagédo de graficos.

Existem ainda outras diferencas de pormenor qeemads ja de seguida.

No Derive as dizimas sdo valores exactos enquanto quéMame e no
Mathematica estas sédo sempre aproximacoes.

No Mathematica a atribuicdo paramétrica diferida permite guaredgrressoes
em variaveis de uma forma distinta da dos restgrtgramas. A definicdo de funcdes
bem como guardar expressdes em variaveis é possivglialquer programa.

No Mathematica ndo esta disponivel a estrutura conjunto masp es@oniveis
muitas das operagdes que incidem sobre conjuntol® sstes representados por listas.

Quer oDerive, quer oMaple, quer oMathematica possuem diversos meios para
trabalhar com polinbmios nédo se destacando qualfguedeles, 0 mesmo acontecendo
em relacdo a area do calculo vectorial e matricial.
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Em suma:

As diferencas mais acentuadas relacionam-se compassentacfes graficas e
com a programacado. No primeiro caso sdo melhomdsgbe e o Derive, no segundo
destaca-se Mathematica.

A escolha de qualquer um destes programas em @etontos outros passara
fundamentalmente por saber de antemao o objectigcsg pretende alcancar com este
software.

Certamente foi possivel notar ao longo deste thabaqlie existem areas em que
um dos programas € mais eficaz que os outros. @#ddutilizador devera analisar
cuidadosamente as capacidades de cada programadamue dos campos em que
trabalha e s6 depois decidir.

Pensamos ter conseguido atingir o objectivo funddahegue era comparar estes
trés programas. A forma como o trabalho foi orgamiz quanto a nés permitiu que o
leitor decidisse por si s6 0 programa que esta n@paz de satisfazer aquilo que cada
um procurava.

Esperamos que de algum modo tenhamos contribuidotpear mais real o
desejo de que a Matematica esteja cada vez maisatce de todos.
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APENDICE

Por ndo ser esse 0 objectivo da tese, ndo se eeseenhum capitulo especial
para tratarmos a edicdo de texto. Sobre este aspodemos referir que Derive, o
Maple e o Mathematica permitem intercalar texto com células dgut e output.
Embora em matéria de edicdo de texto qualquer wrsdtemas fique muito atras de
programas que foram especialmente criados e dds&os para esse efeito, temos
que, dentro de alguns dos sistemas em analise pos8ivel realizar algumas
formatagdes e alteragbes no respeitante ao tratardertextos. Vamos entdo analisar
separadamente alguns aspectos relacionados coigéa dé texto em cada um dos trés
sistemas em analise.

Derive:

No Derive a situagdo ndo € tdo vantajosa como nos restsistesnas pois as
“ferramentas” disponibilizadas ndo séo tdo versatemeadamente no respeitante as
opcbes para formatacdo do tipo de letra. Quer ate tde um titulo ou do
desenvolvimento de um determinado assunto, a éeipresentada sempre do mesmo
modo ficando o titulo ou as frases sempre alinhadesquerda. Para a introducdo de
uma “célula” de texto é necessario recorrer ao unhegert e ao submentiext Object
ou ao atalho equivalente (F5) e depois introduzitexto pretendido. De seguida
mostramos 0 aspecto do ambiente de trabalho quatiitamos simultaneamente
células denput e output e células de texto.

Resclugaoc da equagidc guadratica

Utilizando ¢ Derive & possivel cobter imediatamente as sclugdes
de uma equagac de segundo grau gualgquer.

Ja de seguida iremcs analisar um desses exemplos tendo nesse
caso oportunidade de neotar a economia de tempo e de calcules
que esse método permite. Analisemcs pois as solugdes da
equagac XT245x+6=0.

2
#i: SOLUE{x + 5-x +6 =8, x)
#2: ¥ = -3 v x = -2

Contude os cascos numéricos nac se ficam per agui. Mesme guando
estamos perante uma eguagdc gue apenas possuil raizes nac reais
o Deriwve da-nos as scolugdes rapidamente.
Utilizande o Derive & possivel obter imediatamente as sclugdes
de uma eguagdc de segundoe grau gualguer.

2
#3: SOLUE{x + 3-x + 17 = @, x}

3
#4: x =-— -
2
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E ainda possivel descobrirmos qual a férmula resolwvente para
as equagdes do segundo grau. Para isso temos de pedir ac
Derive gue resclva uma eguagidoc arbitraria.

2
#5h: SOLUE{a-x + h-x + ¢c = B, x)

2 2
b — 4-a-c} — b b — 4-a-c} + b
b : x = v X = —
2-a 2-a

2
w7: SOLUE{a-x + b-x = B, x}

He: ¥ =- —wvx=0

Maple:

No Maple também é possivel editar texto. Para isso recosemo atalhdTI
presente na barra de ferramentas ou deslocamossor quara o lado esquerdo do
simbolo > que surge ap6s mandarmos avaliar cadassgo. Ao fazermos isto, no topo
da janela surgem opg¢des que nos permitem defirda@steristicas do texto a criar. Se
inicialmente esta seleccionada a opbiomal podemos sempre altera-la por exemplo
paraText Output ou Title entre muitas outras. Para além do aspecto antgwigmos
ainda definir o tipo e o tamanho da letra bem cal®stacar parte ou a totalidade do
texto colocando-o a negro, a sublinhado ou a @éakodemos formatar a forma como o
texto € colocado na zona de trabalho seleccionasdatalhos correspondentes ao
alinhamento a direita, ao centro, a esquerda di¢asko tal e qual procederiamos se
estivéssemos nd/ord. Ao intercalar “células” denput com células deutput o Maple
apresenta a vantagem da cor distinguir claramexitguots e outputs do texto.

O exemplo anterior nMaple ficaria como se segue. Na imagem mantivemos o
topo da janela de modo a que o leitor possa mailsninte visualizar as opgoes de que
dispde para formatacéo do texto.

IP Harmal j ITimes Mew Boman j |12 j Bl flul

™y Untitled (1) =]

Resolucio da equacio quadratica

Ttihizando o Maple 6 & possivel obter imediatamente  as solucfes de uma equacio de segundo
grau qualquer. Ja de seguida remos analisar um desses exemplos tendo nesse caso
opottu-idade de notar a econormia de tempo e de caloulos que esse méetodo permite. analisemes
pois as solugdes da equacio z™2 +oxtH6=0.
> solve(x"2+5h*x+6=0,x) ;

-2, -3
Ceontude o3 cases numéricos nfio se ficam por aqui. mestmo quands estamos perante uma

equagio que apenas possul raizes nfo reas o Maple da-nos as solupfes rapidamente.
> solve(x"2+3%*x+17=0) ;

—§+%JJ5_,—E—%;J§
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E ainda possivel descobrirmos qual a férmula resolvente para  as equagdes do segundo grau.
Para izsso temeos de pedr ao Maple que resolva uma equacfio do segundo grau arbitrana.
> solve(a*x"2+b*x+c=0,x) ;

l—b+a.'f:12—4c;tc l—b—a.lbz—dlac

2 c T2 c
> solve(a*x"2+b*x=0,x) ;

A
0, -—
[

Mathematica:

O Mathematica também dispfe da possibilidade de escolher a aorque as
letras sdo apresentadas quer sejaminput quer sejam um texto. Através do menu
Format e do submenushow Toolbar surge-nos no topo da janela uma barra de
ferramentas, a qual ja fizemos referéncia no ind@ete trabalho, e que permite que
definamos a célula que estamos a criar como semtkextb Text), um titulo {itle), um
subtitulo @Qubtitle) entre outras. Para além disso também na barréerd@mentas
surgem o0s usuais atalhos para alinhar o texto éitalira esquerda, ao centro e
justificado. Ainda dentro do merftormat, o Mathematica pde ao nosso dispor outros
argumentos como sejam a régua que surge medias¢éteecdo do submertshow
Ruler, o tipo de letra (submeritont), o tamanho da letra (subme8uze) e a formatacao
da letra para negrito, italico ou sublinhado (sulurfeace). Para além destes aspectos e
que aqui salientamos existem ainda outros dentrondsmo menu que fazem com
tenhamos uma grande liberdade de accédo quandmgbeetes escrever artigos sem
abandonar &Mathematica.

Vejamos também aqui o exemplo j& atras referido.
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Resolugio da equagéio quadratica

Uti]izem,l:lu o Mathemahica é possivel obter irmediatarnente as solugdes de wrma equagio de segundo
gran qualguer. J4 de seguida ivernos avalisar nin desses exeraplos tendo nesse caso oporturidade de
notar a econornda de ternpo e de cdloulos que essa forma perrdte. Analisenos pois as solugdes da
erjagio P+Sa+a=0.

solve[x’ +5x+6==0, x]

Hx—= -3, x—=-21}
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Contudo og casos rnméricos néo se ficam por agu. Mestoo quando estarnos perante uma equagio

e apetas possul rafzes ndo reais o Mefhemafion di-nos as solugdes rapidarente.
Solve[x*2+3x+17=-0, x]
1 ) 1 .
{{x—; E (—3—1@]}, {x—s»E |I—3+1m]|}}

E ainda possivel descobriros qual a forroula resobente para as equagdes do segundo grau. Para isso
teros de pedir ao Mafhemafica que resoba wna equagio arbitrivia.

Solve[ax"2+bx+c==0, x]

-h-+bif_-dac -b++bhi_-dac
o o —— i

Solve[ax"2+bx-=-0, x]

{oson, frs-2})

a
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