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Resumo

Esta dissertacao visa o estudo de modelos probabilisticos de sobrevivencia
para populagoes nas quais se admite a presenca de individuos curados.

Hoje em dia, a medida que a cura de varias doencas se vai tornando cada
vez mais uma realidade, o interesse por este tipo de modelos aumenta.

Assim, vamos estudar modelos adequados para situagdes nas quais se
admite que para alguns individuos o acontecimento de interesse nunca ocorre,
ainda que o tempo em observacao pudesse ser prolongado indefinidamente.
Tais individuos sao considerados individuos curados (ou imunes ou nao sus-
ceptiveis) e, como consequéncia, a fun¢ao de sobrevivéncia que lhes ird cor-
responder tomara sempre o valor um em qualquer instante. Deste modo, as
nossas populagoes alvo vao ser constituidas por uma mistura de individuos
imunes e de individuos susceptiveis.

Os modelos que vamos considerar, habitualmente designados por mode-
los de cura, sao essencialmente paramétricos, embora facamos referéncia a
alguns nao paramétricos. Neste ambito, introduzimos uma nova distribuicao
imprépria para um modelo de cura de nao-mistura e, num modelo de cu-
ra de mistura, sugerimos o uso de uma distribuicao ainda nao usada neste
contexto. Além disso, também dedicamos grande parte do nosso trabalho a
questao da estimacao dos parametros dos modelos, pois neste caso reveste-se
de caracteristicas especificas.

Por outro lado, vamos abordar os modelos de cura do ponto de vista dos
riscos competitivos, ou seja, admitindo que existe mais do que uma causa de
interesse.

Por fim, vamos estudar modelos com fragilidade no contexto dos modelos
de cura. Para tal, definimos uma variavel fragilidade, que sera nula para os
individuos imunes e estritamente positiva para os individuos susceptiveis.
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Abstract

This dissertation focus on the study of survival probabilistic models for
populations where one admits the presence of cured individuals.

Nowadays, as cure becomes more and more a reality in medicine, the
interest for survival models which allow for a proportion of cured individuals,
naturally grows.

Therefore, we are going to study models in which we allow that for some
individuals, the event of interest is never observed, although the follow-up
time could be prolonged indefinitely. Those individuals are considered cured
(or immune or non susceptible) and, as a consequence, the corresponding
survival function will always be one, whatever the instant considered. Then,
our target populations will be formed by a mixture of immune individuals
and susceptible ones.

The models that we are going to use are essentially parametric models,
although we make some references to non parametric ones. In this ambit,
we introduce a new improper distribution for a non-mixture cure model and,
in a cure mixture model, we suggest the use of a distribution that has not
been used yet in this context. We also dedicate a great part of our work to
the parameter estimation issue, because in this case there are some specific
characteristics.

On the other hand, we will consider survival cure models with competing
risks, that is, admitting that there is more than one cause of interest.

Lastly, we are going to study models with frailty in the cure models
context. With that purpose, we define a frailty variable, which will be zero
for immune individuals and strictly positive for susceptible individuals.
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Nota Introdutoria

O objectivo desta dissertacao é o estudo de modelos de sobrevivéncia para
populagoes com individuos imunes. Estes modelos surgem em contex-
tos variados e pressupoem varios conceitos, dai a variedade de temas que
abordamos.

No capitulo 1 fizemos uma pequena introducdo a Analise de Sobre-
vivéncia, apresentando alguns conceitos preliminares. A variavel em estudo é
o tempo decorrido desde um instante inicial até a ocorréncia de determinado
acontecimento. O que caracteriza esta drea da Estatistica é a existéncia de
censura, isto é, a impossibilidade de observar o acontecimento de interesse
para todos os individuos durante o periodo de observacao, devido a certas
restrigoes na recolha de dados.

No entanto, ha situagoes em que, de facto, para certos individuos o acon-
tecimento de interesse nunca ocorrerd. E neste tltimo contexto que nés nos
colocaremos ao longo desta tese.

Uma vez que os modelos com fragilidade se encontram relacionados com
os modelos de cura, como veremos no decorrer deste trabalho, introduzimos
a Anélise de Sobrevivéncia com fragilidade no capitulo 2. Apresentamos o
modelo multiplicativo com fragilidade e uma sua aplicacao através da escolha
da distribuicao Gaussiana inversa para a fragilidade, referimos o modelo de
tempo de vida acelerado com fragilidade bem como o modelo aditivo com
fragilidade. A variavel fragilidade é uma variavel nao negativa que toma em
consideracao a heterogeneidade populacional nao observavel, quer por nao
existirem covariaveis observaveis no modelo, quer por as consideradas serem
insuficientes para explicar a heterogeneidade.

S6 no capitulo 3 é que comecamos verdadeiramente a abordar o tema
desta dissertagao. Assim, embora os modelos de cura sejam um tema
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relativamente recente, a diversidade de artigos sobre o assunto ou com ele
relacionado, levou-nos a fazer uma revisao da bibliografia existente. Sem a
pretensao de sermos exaustivos, tendo em conta a acessibilidade dos artigos,
0 nosso objectivo foi o de dar uma nocao das varias formas de abordar este
tema.

O capitulo 4 é aquele que melhor revela o propdsito do nosso trabalho.
Em primeiro lugar apresentamos os dois tipos de modelos de cura (de mistura
e de ndo-mistura), bem como a relagao entre eles e os pontos em comum. O
que caracteriza qualquer tipo de modelo de cura é o facto de a correspondente
fungao de sobrevivéncia ser imprépria, isto é, S(co) > 0. Uma outra forma
de caracterizar esta propriedade é observar que a funcao hazard cumulativa é
limitada. De uma forma geral, podemos dizer que a primeira caracterizacao
conduz aos modelos de cura de mistura e a segunda aos modelos de cura de
nao-mistura.

No ambito dos modelos de nao-mistura, propusemos uma nova dis-
tribuigdo imprépria, a que chamamos distribui¢do de Gompertz/Weibull
modificada, por ser baseada na distribuigao de Gompertz modificada (fungao
imprépria) e na distribuigdo de Weibull (fungao prépria). A func¢ao hazard
desta distribuicao revelou-se bastante flexivel pois tanto pode ser decrescente
como unimodal. Além disso, é perfeitamente consentanea com situagoes
em que existem individuos curados uma vez que, para certos valores dos
parametros, a partir de determinado instante, quase estabiliza num valor
préoximo de zero.

Nos modelos de cura, importa saber a propor¢ao de individuos curados e
a distribuigao do tempo de vida dos individuos nao curados (habitualmente
designados por susceptiveis). Em geral, a cura é um acontecimento que nao
é observavel; o que acontece é que suspeitamos que um individuo que tenha
um tempo de vida censurado com valor elevado seja um individuo curado.
Significa pois que tivemos que trabalhar com dados omissos e, como tal,
usar o algoritmo EM no processo de estimagao dos parametros. Esta foi
uma area em que procuramos expor com detalhe, uma vez que a bibliografia
existente estd bastante dispersa e algo incompleta. Além disso, para tornar
a exposicao mais clara, exemplificAmos com o modelo de cura baseado na
distribuicao log-logistica, aplicando ainda a um exemplo real, de dados ja
conhecidos da literatura.

No contexto dos modelos de cura de mistura, também propusemos
um novo modelo, baseado na distribuicao de Chen. Seguimos o mesmo
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procedimento que o adoptado para o modelo anterior, inclusivamente no
que diz respeito aos dados. O ajustamento efectuado revelou-se significativa-
mente melhor. Ao ajustarmos ainda este modelo a outros dados, os do Kersey
et al., também notamos um ajustamento melhor do que o com o modelo de

cura baseado na distribuicao de Weibull e na distribuicao de Burr de tipo
XII.

Os riscos competitivos, por si sO, constituem uma area recente da Analise
de Sobrevivéncia e, aliados aos modelos de cura, ainda mais recente. Na
verdade, a primeira referéncia que encontramos data de 1998 e, de entao para
ca, apenas alguns artigos tém surgido. O nosso contributo no capitulo 5 foi
essencialmente mostrar o trabalho ja feito, alertar para eventuais problemas
relativamente a definicao de cura neste contexto e revelar uma relagao entre
os riscos competitivos, os modelos de cura e um caso particular do modelo
aditivo com fragilidade. Além disso, também propusemos um modelo de cura
de nao-mistura com censura parcialmente informativa.

Por fim, no capitulo 6, come¢admos por desenvolver um modelo de cu-
ra de mistura com pseudo-fragilidade, baseados em Sy e Taylor (2000). Em
seguida, generalizamos o modelo, considerando que os individuos susceptiveis
nao o eram em igual grau. Deste modo, como para cada individuo nao é
possivel quantificar o seu grau de susceptibilidade, definimos uma variavel
fragilidade que é nula para os individuos curados e é estritamente positiva
para os individuos susceptiveis, ou seja, trata-se de uma varidvel aleatoria
mista. Assim, para a parte continua da variavel, isto é, para os individuos
susceptiveis, consideramos o modelo multiplicativo com fragilidade em que a
distribuicao da fragilidade é a distribuicao Gaussiana inversa. Em seguida,
procedemos a estimacao dos parametros, uma vez mais, através da aplicacao
do algoritmo EM. Paralelamente ao nosso trabalho, surgiram alguns resulta-
dos comuns, embora com bastante menos desenvolvimento.

Na sequeéncia do que ja tinhamos feito para os modelos com fragilidade,
consideramos ainda o modelo de cura em que, para os individuos susceptiveis,
adoptamos um modelo de tempo de vida acelerado com fragilidade.
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Capitulo 1

Conceitos preliminares

1.1 Introducao

Anadlise de Sobrevivéncia é o termo utilizado para descrever a andlise es-
tatistica de dados referentes a medicoes do tempo decorrido desde um
instante inicial até a ocorréncia de determinado acontecimento, numa popu-
lagao. Assim, as observagoes sao tempos de vida (que podem ser medidos em
horas, semanas, meses, ou outros), onde tempo de vida tem um sentido muito
vasto pois pode representar nomeadamente, o tempo decorrido até a morte,
a falha de componentes mecanicas ou electronicas, a manifestacao de certos
sintomas e ao aparecimento de metastases. Este tipo de andlise estatistica
merece uma atencao particular devido a alguns factores, nomeadamente:

1. os dados exibem, em geral, uma assimetria positiva tornando inade-
quado supor-se que tém distribuicao normal;

2. os dados sao frequentemente censurados tornando inviavel uma analise
classica dos mesmos.

Esta ultima caracteristica é preponderante na escolha deste tipo de analise
e corresponde a impossibilidade de observar o acontecimento de interesse
durante o periodo em que o individuo estd em observacao. No entanto,
habitualmente supoe-se que o acontecimento de interesse ocorre sempre para
todos os individuos; pode é ser observado ou nao.

Mais recentemente, admite-se que, para alguns dos individuos com tem-
po de vida censurado, o acontecimento de interesse nunca ocorrera. Tais
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individuos sao designados por individuos curados ou imunes. Este tipo de
abordagem sera o cerne do nosso trabalho.

Para caracterizar o tempo de vida existem duas fungoes que merecem
destaque especial: a funcao de sobrevivencia e a funcao hazard.

Neste capitulo, comegaremos por introduzir alguns conceitos basicos rela-
cionados com as fungdes mais usadas nesta area. Em seguida, abordamos o
tema da censura, com vista a esclarecer algumas nogoes que sao pouco referi-
das ou pouco claras na maior parte da bibliografia existente. Os modelos de
regressao mais usuais também integram este capitulo, bem como os modelos
de mistura finita. Por fim, fazemos referéncia a construcao da funcao de
verosimilhanca num modelo paramétrico, em que os tempos de vida estao
sujeitos a censura a direita.

1.2 Alguns conceitos basicos

O tempo de vida (ou tempo de sobrevivéncia) de um individuo de uma da-
da populacao homogénea pode ser encarado como o valor que uma variavel
aleatéria (v.a.) 7T toma, sendo essa varidvel ndo negativa. A varidavel T
pode ser discreta ou continua. No entanto, os resultados apresentados nos
capitulos seguintes referem-se apenas a variaveis continuas.

Define-se a funcao de sobrevivéncia (f.s.), S(t), da v.a. T por

St =P(T>t)=1—-F(t), t>0, (1.1)

a qual representa a probabilidade de um individuo sobreviver pelo menos
até ao instante ¢, onde F'(t) é a fungao de distribuigao correspondente. Das
propriedades da funcao de distribuigao, resulta que S(t) = 1 parat = 0 e
S(t) = 0 quando t — +4o00; além disso, S(t) é uma fungdo mondtona nao
crescente e continua a esquerda.

Comecemos por considerar 7', uma v.a. absolutamente continua com
funcdo densidade de probabilidade (f.d.p.) f(¢). Uma questao frequente
na Analise de Sobrevivéncia é, sabendo que um individuo estd vivo num
determinado instante qual a probabilidade de morrer no instante seguinte,
isto é, qual a sua taxa instantanea de morte ou taxa instantanea de falha. A
resposta é-nos dada pela funcao hazard, que no caso continuo é definida do
seguinte modo



1.2. Alguns conceitos basicos

Pit<T T >
h(t) = }tm% (t<T< ;; ST > t)
.

e que verifica as seguintes propriedades:
o h(t) >0, Vt>0;
o [h(t)dt = +oo.

De (1.1) e (1.2) podemos deduzir vérias relagoes entre f(t), S(t) e h(t);
em particular,

nity = 24 (1.3)

S(t) = exp (_ /0 th(u)du) , (1.4)

£(t) = h(t) exp (- /0 th(u)du) . (1.5)

Define-se ainda a fun¢ao hazard cumulativa ou hazard integrada por

donde, temos ainda H(t) = —log S(t).

Das relacoes apresentadas podemos concluir que a distribuicao de T fica
univocamente determinada a partir de qualquer uma das seguintes funcoes:
funcao de sobrevivéncia, funcao densidade ou funcao hazard.

Se, quando t — oo, S(t) > 0, dizemos que a fungao de sobre-
vivéncia é imprépria. Sendo esta uma situagao pouco habitual, ela ocorre
quando a populacao em estudo inclui individuos nos quais nunca vai ser
observado o acontecimento de interesse. Esta alteracao na funcao de so-
brevivéncia da origem a modificagoes nas propriedades das fungoes com ela

7
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relacionadas, nomeadamente, na funcao hazard cumulativa. Assim, enquanto
que anteriormente tinhamos que H(0co) = oo, agora esta fungao serd limita-
da, isto é, H(oc0) = 6, com 6 < co. Deste modo, embora nesta situagdo nao
tenhamos funcgoes densidade e hazard no sentido habitual, faremos o abuso
de linguagem de as designar pelo mesmo nome.

Vejamos como se definem as funcoes anteriores quando temos uma
variavel discreta. Seja entao 7T uma v.a. discreta, a tomar valores
to, t1,t9, ..., tx, tg = 0, onde k pode ser finito ou infinito, assim como t.
A fungao massa de probabilidade (f.m.p.) de T é definida por

ft)=P(T=t), i=1,2 ..k

e a funcao de sobrevivéncia é dada por

sty =3 ).

ity >t
A funcgao hazard no instante t; define-se como
f(E) — S{t:) — S(tiva)
h;=P(T =T >t) = =
e ()

logo, a f.s. também pode ser escrita na forma

sty = T] (=),

Bt <t
Note-se que 0 < h(t) < 1,Vt, onde h(t) = 0 excepto nos instantes t1, t, ..., tx,
h(0) =0 e h(t) sé é igual a 1 em .
Para que a relacao S(t) = exp[—H (t)] se mantenha verdadeira também
para o caso discreto, a funcao hazard cumulativa é definida por

H(t)=— > log(l— h;).

ity <t

No entanto, uma definicao alternativa é dada por

Bt <t
a qual fornece uma boa aproximacao para a funcao hazard cumulativa se os
h; forem pequenos, pois nesse caso log(1l — h;) ~ —h;.
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Por 1ltimo, vejamos o caso em que T é uma v.a. mista. Admita-se que T’
tem massa de probabilidade nao nula em ¢y, t, ..., tx. Designe-se por f. e por
h. a funcao densidade e a funcao hazard, respectivamente, correspondente a
parte continua da distribuicao. A funcao de sobrevivéncia de T é definida
por

S(t) = [H (1— hi)] exp {— /0 t hc(u)du}

it <t

ou, alternativamente, por

S0 = PT=t)+ [ fls)is

ti>t

A fungao hazard escreve-se na forma

h(t)dt =Y " hid(t — t;)dt + he(t)dt,
i>1
onde 0(.) designa a fungdo delta de Dirac, e a fungao hazard cumulativa
correspondente ¢ dada por

H(t)= ) hi+ / t he(u)du.

ity <t

1.3 Funcao hazard

Quando estamos a lidar com tempos de vida, a fun¢ao hazard é extremamente
util pois fornece-nos uma interpretagao directa da realidade. De facto, por
traduzir a evolucao ao longo do tempo da probabilidade instantanea de morte
de um individuo, pode levar-nos a conclusoes sobre a evolucao do padrao de
mortalidade. Além disso, informacao qualitativa sobre a funcao hazard, pode
ser-nos tutil na escolha de uma familia de modelos pois, em particular, esta
funcao pode ser:

e mondtona crescente - mais comum; surge quando os individuos sao
observados num periodo da sua vida em que ocorre um envelhecimento
gradual, pois traduz o facto de a proporg¢ao de individuos que morrem
num dado instante, de entre os sobreviventes nesse instante, ir aumen-
tando com o decorrer do tempo;
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e mondtona decrescente - menos comum; ocorre, por exemplo, apds um
transplante de 6rgaos ou um enfarte cardiaco, em que o risco de morte
vai diminuindo com o decorrer do tempo; também é adequada se a
populagao em estudo for uma mistura de individuos susceptiveis e nao
susceptiveis ao acontecimento de interesse;

e constante - mais adequada para o tempo de vida de componentes elec-
trénicas; no entanto, os individuos cujos unicos riscos de morte se-
jam acidentes ou doencas raras também podem apresentar este tipo de
funcao hazard;

e bathtub-shaped - adequada quando os individuos de uma populacao sao
observados desde o nascimento até a morte reais;

e unimodal - caracteristica de situagoes em que o risco de morte aumen-
ta durante um certo periodo de tempo e depois decresce. Quando a
populacao é constituida por individuos susceptiveis e nao susceptiveis
ao acontecimento de interesse, é frequente que, a partir de determinado
instante, a fungao hazard se torne praticamente constante.

1.4 Censura

Uma caracteristica muito particular dos dados de sobrevivéncia é a possibi-
lidade de serem censurados. A censura ocorre quando nao é possivel observar
o acontecimento de interesse durante o periodo em que o individuo esta em
observacao. Por exemplo, alguns pacientes podem ainda estar vivos no fim do
estudo; o tempo de sobrevivencia de tais individuos é desconhecido, sabemos
apenas que excede determinado valor. Temos entao observacoes censuradas.
Um outro exemplo de observagoes censuradas ocorre quando para alguns
dos individuos em estudo, nao é possivel saber se estao vivos ou mortos,
isto é, os individuos consideram-se perdidos para o follow-up e é registada
apenas a data do ultimo contacto. Por fim, temos ainda uma outra situacao:
suponhamos que um individuo participa num estudo com vista a analisar o
tempo de sobrevivéncia de individuos com cancro do pulmao; se o individuo
morrer antes do fim do estudo mas devido a uma outra causa, também temos
uma observacao censurada.

Em qualquer dos casos anteriores, um individuo entra no estudo no ins-
tante ty e morre no instante ¢y + t, onde ¢ é desconhecido. Sabe-se apenas
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que o individuo estava vivo em ¢y + ¢ (¢ < t) onde ¢ representa um tempo de
sobrevivencia censurado. Temos entao o que se designa por censura a direita.

Uma outra forma de censura é a censura a esquerda, que se traduz por
o tempo de sobrevivencia de um individuo ser menor que o tempo observa-
do, ou seja, significa que o acontecimento de interesse ja ocorreu quando o
individuo é observado no instante de censura c,. Consideremos a situacao
de mulheres sujeitas a mastectomia devido a cancro da mama e suponhamos
que a variavel em estudo é o tempo decorrido desde a intervencao cirirgica
até ao aparecimento de metéstases; se ao fim de 3 meses essas mulheres forem
sujeitas a um rastreio, relativamente as pacientes que apresentam metastases,
tudo o que podemos dizer é que o tempo até a ocorréncia de metastases é
menor que 3 meses.

Temos ainda a censura intervalar, que se caracteriza por se saber apenas
que o acontecimento de interesse ocorreu num determinado intervalo. Este
tipo de censura é frequente em situacoes de ensaios clinicos em que os doentes
efectuam visitas regulares ao médico.

Note-se que quer a censura a direita quer a censura a esquerda sao casos
particulares da censura intervalar.

Na Analise de Sobrevivéncia, a censura a direita é a mais comum; de aqui
em diante utilizaremos o termo censura para designar censura a direita, pois
¢ 0 Unico caso que iremos considerar.

A maior parte dos estudos em Analise de Sobrevivéncia com censura a
direita, pressupoe a designada censura aleatéria classica ou simples. Neste
tipo de censura admite-se que as varidaveis que representam os tempos de
vida censurados, Uy, ...,U,, sao independentes e idénticamente distribuidas
e independentes das variaveis Xi,..., X,,, correspondentes aos verdadeiros
tempos de vida. A censura aleatéria geral é uma generalizacao deste conceito.
Neste caso, U = (Uy,...,U,) é independente de X = (X1,..., X,,) e, além
disso, U pode ter uma distribuicao arbitraria.

Uma questao crucial que é preciso ter em conta quando existe censura
a direita é o facto de a censura poder vir a alterar o risco de ocorréncia do
acontecimento de interesse. Se, por exemplo, num ensaio clinico os pacientes
que se encontram muito doentes ou ja bastante saudaveis sao retirados do
estudo, entao os pacientes que permanecem em risco ja nao sao representa-
tivos da amostra dos pacientes que teriamos se nao tivesse havido censura.
Os mecanismos de censura a direita que evitam este tipo de problemas e que,
de certa forma, mantém o conjunto de risco representativo do que seria se
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nao tivesse havido censura sao designados por independentes. Assim, para
que os métodos habituais em Anélise de Sobrevivéncia sejam vélidos temos
que ter um mecanismo de censura independente, ou seja, tem que ser obser-
vada a seguinte condicao: o tempo de sobrevivéncia de um individuo, ¢, é
independente de qualquer mecanismo que cause a sua censura no instante c,
onde ¢ < t. Por outras palavras, se considerarmos um grupo homogéneo de
individuos, um individuo que seja censurado no instante ¢ deve ser represen-
tativo (relativamente ao risco de morte) de todos os individuos do grupo que
sobreviveram até esse instante.

Suponhamos que estamos a estudar o tempo de vida de doentes com
leucemia sujeitos a um tratamento. Definindo o tempo de vida como o tem-
po desde o tratamento até a morte por leucemia, as mortes que se verificarem
devido a outra causa mas relacionada com a leucemia pode ser considerado
um exemplo de censura informativa. Dito de outra forma, o tempo de vida
dos doentes que morrem devido a outra causa relacionada com a leucemia
sera considerado um tempo de vida censurado mas que engloba alguma in-
formagcao acerca da prépria doenca. Deste modo, a distribuicao do tempo de
censura também dependera do parametro da distribuicao do verdadeiro tem-
po de vida. Um exemplo desta situagao é o modelo de Koziol-Green, proposto
por Koziol e Green (1976), no qual as fungdes hazard das duas distribuicoes
sao proporcionais. Embora habitualmente a censura seja nao-informativa,
existem situacoes em que nao é possivel evitar a censura informativa. Nesses
casos, é necessario adoptar métodos especificos.

1.5 Modelos de regressao

De um modo geral, os individuos em estudo constituem um grupo hete-
rogéneo, pois diferem entre si relativamente a factores passiveis de influen-
ciar o seu tempo de vida. Define-se entao para cada individuo um vector
z de varidveis chamadas explanatdrias, concomitantes ou covariaveis, repre-
sentando esses factores, ou seja, as componentes de z representam véarias
caracteristicas capazes de influenciar o tempo de vida do individuo, nomeada-
mente:

e tratamentos (comparagao dos efeitos de dois ou mais tratamentos, es-
tudo do efeito de um novo medicamento);
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e propriedades intrinsecas dos individuos (varidveis demograficas tais co-
mo idade ou sexo, ou varidveis que descrevem a histéria clinica do
individuo antes da entrada no estudo);

e variaveis exdgenas.

Tais variaveis explanatorias podem ser constantes ou dependentes do tem-
po. Se estivermos interessados em estudar o efeito de um medicamento, a
covariavel é apenas uma variavel indicatriz do grupo de tratamento e é cons-
tante. Mas, se a situacao anterior acrescentarmos o facto de o medicamento
s ser administrado ao fim de um certo periodo de tempo apds o inicio do
estudo, ja teremos que definir duas componentes para o vector de covaridveis:
a primeira, a variavel indicatriz do grupo de tratamento, e a segunda, de-
pendente do tempo, a variavel indicatriz do momento de administracao do
medicamento.

As covaridveis podem ser observadas (idade, sexo, ...) ou nao observadas,
caso em que se considera a variavel fragilidade, de que falaremos mais a
frente.

Uma forma de estudar a relacao entre as varidveis explanatorias e o tem-
po de vida é através de um modelo de regressao, no qual a distribuicao do
tempo de vida depende das covariaveis. Isto implica especificar um mode-
lo para a distribuicao de T, dado z, onde T representa o tempo de vida e
z = (21, 22, ..., 2;) € um vector 1xk de varidveis explanatérias associadas a
um individuo. Aparecem assim os modelos de regressao, em que o tempo de
vida é a variavel dependente e as covariaveis sao as variaveis independentes.
Os modelos de regressao podem ser classificados como modelos paramétricos,
nao paramétricos ou semi-paramétricos. Os modelos paramétricos sao cons-
truidos a partir de distribuigoes especificas, habitualmente continuas uni-
variadas, nomeadamente as distribuigoes exponencial, Weibull, log-normal,
log-logistica, Gompertz, gama e Gaussiana inversa, entre outras. Os mode-
los nao paramétricos, nao se baseiam em qualquer tipo de distribuicao
paramétrica. Os modelos semi-paramétricos, dos quais se destaca o modelo
de regressao de Cox (1972), nado supéem uma distribuigdo paramétrica para
o tempo de vida da populagao subjacente; no entanto, sao admitidas conjec-
turas do tipo paramétrico para caracterizar o efeito das covariaveis no tempo
de vida.

Os modelos de regressao mais utilizados em Analise de Sobrevivéncia sao
os modelos com fungoes hazard proporcionais, os modelos de tempo de vida
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acelerado e os modelos de possibilidades proporcionais.

1.5.1 Modelos com funcoes hazard proporcionais

Sejam z; e zo 0s vectores de covariaveis associadas a dois individuos. Dize-
mos que estamos perante um modelo de hazards proporcionais se a razao
h(t; z1)/h(t; z2) nao depende de t, isto é, se dados dois individuos as suas
fungoes hazard no mesmo instante, sao proporcionais. Seja z = 0 o vector
de covaridveis correspondente a situacdo padrao e designemos por ho(t) a
funcao hazard subjacente, ou seja, a funcao hazard de um individuo cujo
vector de covariaveis corresponde a situacao padrao. Entao a funcao hazard
de T', dado z, pode escrever-se na forma

h(t; 2) = ho(t)g(2),
onde ¢g(.) é tal que g(0) = 1. Como a funcao hazard toma sempre valores nao
negativos, g(z) pode, por exemplo, ser parametrizada por g(z) = exp(z03)
onde z3 = 2101 + 2902 + ... + 2Bk, e os coeficientes S,,, m = 1,2,...)k,
designam-se por coeficientes de regressao. Notemos que as covariaveis tém
um efeito multiplicativo na fungao hazard.
Se o modelo for caracterizado pelas fungoes de sobrevivéncia, temos

S(t:z) = So(1)",

onde Sy(t) = exp < fo du) é a f.s. de um individuo para o qual z = 0.

O modelo de regressao de Cox é um modelo de hazards proporcionais em
que ho(t) nao é especificada.

1.5.2 Modelos de tempo de vida acelerado

Neste modelo, também designado por modelo de localizacao-escala para log T
ou modelo log-linear para 7', as variaveis explanatorias tém um efeito multi-
plicativo em T', logo influenciam a razao a qual um individuo avanca ao longo
do tempo. Isto significa que o modelo pode ser interpretado em termos da
velocidade de progressao da doenca, ou seja, tem uma interpretacao directa
em termos clinicos.

Considerando Y = logT', dado z, Y tem uma distribuicao com parametro
de localizagdo p(z) e parametro de escala o > 0. O modelo pode entao ser
escrito na forma
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Y = p(z) + oe,

onde £ tem uma distribuicao que é independente de z.
A fungao de sobrevivéncia de T' = exp(Y'), verifica a relagao

S(t; z) = Solta(z)],

onde a(z) = exp[—u(z)]. Assim, a razao entre o tempo de sobrevivéncia de
um individuo com vectores de covariaveis z e o tempo de sobrevivencia de
um individuo com vectores de covaridveis z = 0 é 1/a(z). O factor a(z) é
designado por factor de aceleragao e, consoante 0 < a(z) < 1 ou a(z) > 1,
o efeito das covariaveis é travar ou acelerar, respectivamente, o tempo até a
ocorréncia do acontecimento de interesse.

A funcao hazard e a f.d.p. sdo dadas, respectivamente, por

h(t; z) = a(z)ho(ta(2))

f(t; 2) = a(z) fo(ta(2)).

O modelo de regressao Weibull e o modelo de regressao baseado na dis-
tribuicao log-logistica constituem exemplos deste tipo de modelos, sendo o
primeiro simultaneamente o Unico exemplo que é também um modelo de
hazards proporcionais.

1.5.3 Modelos de possibilidades proporcionais

Define-se possibilidade (odds) de sobrevivéncia para além do instante ¢, como
sendo a razao

S(t)
1-5(t)

Nesta classe de modelos, as funcoes de sobrevivéncia relacionam-se da
seguinte forma

S(t; z)
1—-S5(t;2)

So(t)

= GXp(zﬁ)m,
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onde z3 = piz1 + ... + Brzr € uma combinacao linear das k covaridveis
21, ey 2k, € Sp(t) é a fungdo de sobrevivéncia subjacente, correspondente a
um individuo para o qual z = 0. Vemos assim que as covariaveis actuam de
forma multiplicativa na possibilidade de um individuo sobreviver para além
do instante ¢.

Uma propriedade importante do modelo de possibilidades proporcionais
diz respeito a razao h(t; z)/ho(t). Como esta razao se pode escrever na forma

h}ﬁt—@) 1+ (exp(z8) — 1) Solt)]

verificamos que a razao das fungoes hazard converge para exp(—z3) quan-
do t — 0 e para a unidade quando t — oo. Isto significa que as funcgoes
hazard correspondentes a individuos com diferentes valores das covariaveis
convergem ao fim de um certo tempo. Esta é uma situacao que ocorre quan-
do o efeito de uma covariavel na sobrevivéncia dos individuos decresce com
o tempo.

O modelo de regressao baseado na distribuicao log-logistica, além de per-
tencer a esta familia de modelos, tem a particularidade tnica de pertencer
simultaneamente a familia dos modelos de tempo de vida acelerado.

1.6 Modelos de mistura

Uma outra forma de modelar o tempo de vida em populagoes heterogéneas
¢é através de modelos de mistura. Neste caso, hd uma caracteristica que vai
permitir a identificacao dos varios subgrupos da populacao, caracteristica
essa que pode ser directamente observavel ou nao.

Teremos uma mistura finita de distribuicoes quando a funcao densidade
f(t) de uma varidvel aleatéria T' puder ser escrita na forma

fO =3 pfit)  (0=p 1) pi=1), (1.6)

j=1

As fungoes f;(t) sao as densidades componentes da mistura e as quantidades
p; sao designadas por proporcoes ou pesos de mistura. O nimero de com-
ponentes g pode ser um valor fixo, isto é, conhecido a partida, ou mais um
parametro a ser estimado a partir da amostra. A funcao de sobrevivéncia
correspondente a (1.6) é dada por
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S(t) = ijSj(t).

Uma situacao em que este tipo de modelo é directamente aplicavel surge
quando a populagao em estudo é formada por g grupos, Gi,...,G,4, nas
proporgoes pi, ..., pg. Se a densidade de 7' no grupo G, é dada por f;(t) para
j=1,...,g, entdo a densidade de T na populacao tem a forma (1.6). Neste
caso, as g componentes da mistura podem ser identificadas fisicamente com
os g grupos da populacao, Gy, ..., Gy.

Em muitas aplicacoes as densidades componentes da mistura f;(¢) per-
tencem a alguma familia paramétrica. Assim, a sua representacao passa a ser
fi(t;0;), onde 0, designa o vector dos parametros desconhecidos da j-ésima
distribui¢ao. Deste modo, o modelo (1.6) representa-se por

ft;®) = ijfj(t; 0;), (1.7)

onde W é o vector que contém todos os parametros desconhecidos do modelo
de mistura e que pode ser definido como ¥ = (py, ...,pg_1,€T)T, sendo & o
vector que contém os parametros 64, ..., 0,.

Seja T uma v.a. que representa o tempo de vida de um individuo numa
dada populacao, na qual se admite existirem individuos imunes e individuos
susceptiveis. Seja Sy(t) a fungao de sobrevivéncia do tempo de vida dos
individuos susceptiveis e p a proporcao de individuos imunes na populacao.
A funcao de sobrevivéncia de T' (populacional) é

S(t) = p+ (1 - p)Sa(t). (1.8)

Este caso particular dos modelos de mistura ¢ designado por modelo de mistu-
ra nao padrao, ou seja, refere-se ao caso g = 2 em que uma das componentes
¢ degenerada. No contexto da andlise de sobrevivéncia, o modelo (1.8) é
designado abreviadamente por modelo de cura, embora mais rigorosamente
seja um modelo de cura de mistura, pois existe outro tipo de modelos de
cura, como veremos mais adiante. O estudo dos modelos de cura de mistura
constituem o objectivo principal deste trabalho.
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1.7 A funcao de verosimilhanca

Seja T uma v.a. para a qual admitimos um modelo paramétrico, ou seja,
consideramos que a distribuicao do tempo de vida de T" é conhecida a menos
de um vector de parametros, digamos 8. Como tal, a construcao da funcao de
verosimilhanca tem por objectivo a realizacao de inferéncia estatistica sobre
o vector de parametros.

Ao escrever a funcao de verosimilhanca para observacoes sujeitas a cen-
sura, admite-se habitualmente que os tempos de vida e os tempos de cen-
sura sao independentes e que a censura é nao informativa. Além disso, é
necessario ter em conta qual o tipo de censura a que os individuos estao su-
jeitos (censura a direita, a esquerda, intervalar) pois para cada caso a fungao
de verosimilhanga escrever-se-a de forma diferente. Vamos apresentar apenas
a situagao de censura a direita por ser aquela que vamos considerar ao longo
deste trabalho.

Comecamos por notar que uma observagao correspondente a um tempo de
vida exacto, fornece informacao sobre a probabilidade de ocorrer o aconteci-
mento de interesse nesse instante, a qual é aproximadamente igual a fungao
densidade da variavel tempo de vida, nesse instante. Para uma observacao
censurada a direita, tudo o que sabemos é que o verdadeiro tempo de vida
é superior ao tempo de vida observado, donde a informacao é transmitida
através da fungao de sobrevivéncia nesse instante.

Formalmente, esta situacao pode ser caracterizada através de quatro
variaveis. A varidvel correspondente ao verdadeiro tempo de vida, X, a
correspondente ao tempo de censura, C', a correspondente ao tempo de vida
observado, T', e a variavel indicatriz, §, que toma o valor um se X é observado
e o valor zero se C é observado. Dito de outra forma, d = 1se X < C e
§=0se X >CeT=min(X,C). Sejam ainda g(c) e G(c) a f.d.p. e a fs.,
respectivamente, de C, e f(z) e S(z) a f.d.p. e a f.s., respectivamente, de X.

Consideremos entao uma amostra aleatoria (t1,01), ..., (tn, 0,). A funcado
densidade do par (¢, d) pode ser obtida através da fungao densidade conjunta
de X e C, sendo dada por

P(T=t,6=0)=P(C=tX>C)

e por
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e
P(T'=t,6=1)= f(t)G(t)
Assim, a funcao de verosimilhanga é
n o 5, s,
L= H [f(ti)G(ti)} lg(t:)S(t:)]" i
i=1
ou ainda,

L= [H g(t:) Gt

[H f(ti)éis(ti)l(gi]

Se a distribui¢ao do tempo de censura nao depende do vector de parametros
de interesse, ou seja, se a censura ¢ nao informativa, a funcao de verosi-
milhanca tem uma expressao mais simples:

ou, alternativamente,

Em geral, os métodos de inferéncia estatistica usados na Andlise de So-
brevivencia sao baseados na teoria assintotica da maxima verosimilhanca,
apresentando resultados validos sob condigoes de regularidade bastante gerais
nos processos de morte e de censura. Deste modo, o estimador de maxima
verosimilhanca 6 tem distribuicao assintética normal multivariada com valor
médio O e matriz de covariancia I1(6)~!, onde I(0) representa a matriz de
informagao de Fisher.
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Capitulo 2

Modelos com fragilidade

2.1 Introducao

A heterogeneidade existente entre os individuos de uma populacao, é con-
siderada através da introducao de covariaveis observaveis no modelo. No
entanto, em qualquer estudo da natureza humana (e nao sé), estd sempre
presente uma certa heterogeneidade, nao observavel. Este facto constituiu
uma forte motivagao para o aparecimento dos modelos com fragilidade.

Vaupel et al. (1979) introduziram o termo fragilidade para designar uma
variavel nao observada que descreve factores de risco, desconhecidos ou nao
mensuraveis, nao incluidos no modelo. De acordo com Hougaard (1995), a
ideia dos modelos com fragilidade para dados de tempos de vida consiste em
considerar que a variabilidade observada nos tempos de vida é proveniente
de duas fontes distintas. Uma, que é simples aleatoriedade, é descrita pela
funcao hazard. A outra, é descrita por uma variavel aleatoria, designada
por fragilidade, e que pode representar ou uma variavel individual, ou uma
variavel comum a um certo grupo de individuos. No primeiro caso, temos a
situagao univariada, onde a fragilidade descreve a heterogeneidade existente
entre os individuos, ou seja, a influéncia dos factores de risco nao observaveis
num modelo de sobrevivéncia. No caso da variavel ser comum a um grupo
de individuos (como, por exemplo, gémeos), temos a situagdo multivariada, e
a fragilidade reflecte a dependéncia entre os individuos do grupo. O modelo
multivariado também pode ser utilizado quando existem varias observacoes
para um mesmo individuo.

Neste capitulo, vamos referir o modelo multiplicativo com fragilidade, o
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modelo de tempo de vida acelerado com fragilidade e o modelo aditivo com
fragilidade, visto que serao utilizados posteriormente no ambito dos modelos
de cura.

2.2 Modelo multiplicativo com fragilidade

Seja T uma variavel aleatéria nao negativa que representa o tempo de vida
dos individuos. O modelo multiplicativo proposto por Vaupel et al. (1979),
escrito a custa da funcao hazard no instante ¢ para um individuo com fragi-
lidade W = w, é da forma

pltlw) = wA(t), (2.1)

onde W ¢é uma variavel aleatéria nao negativa (nao observada) e A(¢) é uma
fungao do tempo comum a todos os individuos e independente de W. Note-
-se que A(t) é a fungao hazard correspondente aos individuos com fragilidade
w = 1. A funcao de sobrevivéncia condicional de T' dado W = w é

S(thw) = exp [~wA(t)] = [So(£)]" (2.2)
onde A(t) = fot AMu)du é a fungao hazard cumulativa para um individuo
com fragilidade w = 1, que designaremos por funcao hazard cumulativa

subjacente. Assim, Sy(t) = exp [—A(t)] é a correspondente func¢ao de sobre-
vivéncia subjacente, associada a esse mesmo individuo padrao. Embora (2.2)
seja equivalente na forma ao modelo de hazards proporcionais proposto por
Cox (1972), os métodos convencionais da Andlise de Sobrevivéncia deixam
de ser validos se o valor w nao for observado, conforme refere Oakes (1989).

De acordo com Hougaard (1984), a fungdo de sobrevivéncia e a funcao
hazard populacionais sao, respectivamente,

S(t) = /OOO S(tlw)dF(w) = /OOO exp [—wA(t)] dF (w) = L[A(t)], (2.3)

_LTA@)]

ht) = ~5; Dow S(0)) =~

= A(t), (2.4)
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2.2. Modelo multiplicativo com fragilidade

onde L(s) é a transformada de Laplace da distribuigao da fragilidade W,
F(w) é a correspondente fungao de distribuicao e L'(s) = dL(s)/ds.

Dado que podemos estimar S(t) a partir das observagoes ti,to, ..., t,, €
relevante perguntar se também poderemos obter estimativas tnicas de F'(w)
e de S(t|w) usando (2.3). A resposta a esta questdo, no caso geral, é negativa.
Na verdade, se nao dispomos de informacao prévia sobre a distribuicao de
W e sendo S(t) a fungao de sobrevivéncia observada, por (2.3), a verdadeira
fungao A(t) pode ser qualquer funcao da forma A(t) = L7'[S(¢)], onde L(.)
é qualquer fun¢do completamente mondtona, com L(0) = 1.

A defini¢ao de fragilidade dada por Vaupel et al. (1979) pressupoe que
cada individuo nasce com uma determinada fragilidade, a qual se mantém
constante ao longo da sua vida. Adoptando esta definicao e admitindo que
W é uma variavel aleatoria continua que segue uma determinada distribuicao
com f.d.p. f(t), Hougaard (1984) obteve a distribuicao de fragilidade entre
os sobreviventes no instante ¢, ou seja, a distribuicao condicional de W dado
T>t

Ji flulw)f(w)du _ exp [~wA(#)] f(w)
P(r'>t) LIA®)

g(w|T > 1) = (2.5)

onde f(t|w) representa a funcao densidade de T condicional a fragilidade
W. De facto, para t = 0, g(w|T" > 0) = f(w), ou seja, a distribui¢do da
fragilidade a nascenca coincide com a distribuicao da fragilidade.

A distribuicao da fragilidade entre os individuos que morrem no instante

t, que pode ser expressa pela funcao densidade de W dado T = t, foi obtida
pelo mesmo autor e tem a expressao

_ wiep [CeAt] f(w) _ wep [fwABlfw@) ) o
t

g(wlt) = = :
— L' [A()] A(t) —L'[A(®)]
a qual, por confronto com (2.5), evidencia a diferenca existente entre a dis-

tribuigao da fragilidade entre os mortos e entre os sobreviventes num deter-
minado instante tisto é, temos

g(wlt) = g(w|T = 1)
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Capitulo 2. Modelos com fragilidade

A fragilidade média entre os sobreviventes no instante ¢, ou seja, o valor
médio de W dado T' > ¢, é dado por

JoZ wexp [~wA®)f (w)dw L' [A(t)]
FiT == LIA(t)] T LA (2.7)

donde (2.4) pode ser escrito na forma

h(t) = E(W|T > HA(). (2.8)

Assim, a fungao hazard populacional h(t) ndo é mais do que o valor esperado,
entre os sobreviventes no instante ¢, da verdadeira fungao hazard p(t|w).

Virias distribuigoes tém sido propostas para a fragilidade, sendo a fa-
cilidade de tratamento matematico, em particular a facilidade na obtencao
da transformada de Laplace da distribuicao, um factor importante de de-
cisao. Por este motivo, a distribuicao gama ¢ a mais usada, seguindo-se
a distribuicao Gaussiana inversa, as distribuicoes estaveis positivas e a dis-
tribuicao de Poisson composta, entre as mais usuais.

Numa perspectiva de inferéncia, para uma amostra de dimensao n, a
funcao de verosimilhanca conjunta para T e W é

n
L= H f(tl, ’wl)élS(tz, U}i>liéi,

i=1
onde tq,...,t, representam os tempos de vida, 41, ...,d, sao tais que §; = 1
se t; corresponde a um tempo de vida observado e d; = 0 se t; corresponde
a um tempo de vida censurado, ¢ = 1,...,n. Para efeitos de estimacao dos
parametros da distribuicao da fragilidade e da distribui¢ao do tempo de vida
através do algoritmo EM, utiliza-se a funcao de verosimilhanca completa
(assim designada pelo facto de encararmos os valores da fragilidade como
observados), deduzida a partir da fungao de verosimilhanca anterior, e que
se escreve na forma

n

Lo = [T kil S tafos) ()] (St £ (wi))' =

=1
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2.2. Modelo multiplicativo com fragilidade

ou ainda,

n

Lo = H f(w;) H pu(ti|wi)” S (ti]w;). (2.9)

i=1

Para obtermos um modelo de fragilidade com covariaveis observadas,
podemos generalizar o modelo de Cox (1972), bastando para tal substituir
A(t) por A\o(t) exp(zB) em (2.1), onde B8 = (B4, B2, ..., Bx) designa o vec-
tor de coeficientes de regressao e z = (z1, 2, ..., 2x) 0 vector de covaridveis
observadas associado ao individuo.

2.2.1 Um caso particular

Com o objectivo de ilustrar a aplicacao do algoritmo EM na estimagao dos
parametros do modelo, vamos abordar um caso particular do modelo mul-
tiplicativo com fragilidade, obtido ao admitirmos a distribuicao exponencial
de parametro A para o tempo de vida e a distribuicao Gaussiana inversa de
parametros u e 6 para a fragilidade.

Distribuicao Gaussiana inversa como distribuicao da fragilidade

De acordo com Hougaard (1984), consideremos a familia de distribuigoes
cujos elementos tém f.d.p. dada por

w? exp(—0w)m(w)

¢(9,0) ’

onde 6 toma valores em (a,00) e o suporte é independente de quaisquer
parametros desconhecidos. A distribui¢ao correspondente a (6.29) é repre-
sentada por D(4,0) e pertence a familia exponencial, com suporte em [0, c0).
Note-se que, pelo facto de f(w) ser uma f.d.p., temos

fw) = w > 0, (2.10)

(9,0) = / w® exp(—0w)m(w)dw,
0
donde, para ¢ fixo,
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Capitulo 2. Modelos com fragilidade

d¢(9,0)
g

Novamente por Hougaard (1984), a transformada de Laplace da dis-
tribuicao D(6,0) é

o(0+1,0)=—

L(s) = qb(él, ) /000 w® exp[—(0 + s)wm(w)dw = % (2.11)
e a correspondente derivada é
(5) = ——2 OOwélex - s)w]m(w w:—¢<5+1’9+8)
L'(s) = Mg)/o H exp[— (8 + 5)wlm(w)d o

Como a distribuicao Gaussiana inversa ¢ um elemento da familia de dis-
tribuicoes acima considerada, as expressoes (6.30) e (2.12) tornarao mais sim-
ples o calculo posterior da sua transformada de Laplace e respectiva derivada.

Seja W uma v.a. com distribuicao Gaussiana inversa de parametros pu e
0, isto é, W —~ GI(u,0). Entao, a correspondente f.d.p. é dada por

fw) = (/)" expl(4p0)*Jw™*2 exp(—fw — p/w),  w >0,

em que > 0e u > 0. Se considerarmos m(w) = (/7)Y exp(—p/w)w™1,
d=-1/2¢

¢(~1/2,0) = exp[—(4p0)"?],

constatamos que se trata da distribuicao D(—1/2,0) e verificamos facilmente
a estrutura de familia exponencial desta distribuigao.

A distribuicdo Gaussiana inversa é um caso particular da distribuicao
Gaussiana inversa generalizada, designada por GIG(A, i, 0), A € R, estudada
por Jorgensen (1982). A sua f.d.p. é dada por

(6/p)*? .
WMA exp(—0w — p/w), w >0,
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2.2. Modelo multiplicativo com fragilidade

onde K, designa a fungao de Bessel modificada de terceira espécie com indice
A, que é representada por

1 o0
Kmoz—/ P expl—uly + y)/2dy, w0,
0

2
De facto, W —~ GI(u,6) quando W —~ GIG(—1/2,,0). Se A = 1/2, obtém-
-se outro caso particular importante da distribuicao Gaussiana inversa gene-
ralizada, a distribuicao Gaussiana inversa reciproca.

Seja Y1 ~ GIG(—1/2,p,60). Entao, de acordo com Jgrgensen (1982),
Y '~ GIG(1/2,0,p), logo a v.a. com distribuicio Gaussiana inversa

reciproca Yo —~ GIG(1/2,p,0) designa-se por reciproca complementar de
Y.

O valor médio da distribuicio Gaussiana inversa é (/)" para § > 0 e
ndo existe para @ = 0; a variancia é (1/2)u'/26073/2 para 6 > 0.

Por razoes de identificabilidade do modelo, admitimos que E(W) = 1,
logo consideramos que p = 6, para € > 0, ou seja, a distribuicao Gaussiana
inversa com apenas um parametro, §. Entao var(W) = (20)~! e o coeficiente
de variagao é (26)~1/2.

Note-se que usando o resultado E(W)=1 prova-se que % =1, donde

¢(_1/27 9) = ¢<1/27 9)
Por (6.30),
( ) o(—1/2,0 + A(t))
¢(—1/2,0)

S(t) = LA =
e, por (6.30) e (2.12),

DAL e(12.0 4 A(L)
O =T ™ = sz ap)

Entéo, ainda de acordo com Hougaard (1984), dado que estamos a considerar
1 =0, a fungao de sobrevivéncia e a fungao hazard populacionais sao dadas,
respectivamente, por

S(t) = exp[—2[0(6 + A(t))]"? + 26,
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Capitulo 2. Modelos com fragilidade

h(t) = [0/[0 + AD]2A().

Por (2.6) e (2.12), a distribui¢ao da fragilidade entre os mortos, no ins-
tante t, é dada por

w!/2 exp[—(6 + A())wlm(w)
o(1/2,0 + A(t)) ’

g(wlt) =

ou seja, substituindo m(w) e ¢(1/2,6 + A(t)) pelas suas expressoes

w20 + A1) /7]'2 exp[—(0 + A(t))w — 0/w]
exp[—2[0(0 + A(t))]'/?] ’

glwlt) = (2.13)

que ¢é a fd.p. da distribuicao Gaussiana inversa reciproca
GIG(1/2,0,0 + A(t)).

A distribuicao da fragilidade entre os sobreviventes, no instante ¢, é
D(—=1/2,0 4+ A(t)), isto é,

g(w|T > 1) = (/7)"" exp[2[6(8 + A(t))]/*Jw =2 exp[—(0 + A(t))w — 0/w],
(2.14)

que também é Gaussiana inversa, mas com parametros 6 e 6 + A(t). Entao,
Wl rst ~ GIG(—1/2,0,0+A(t)). Logo W|r—; designa-se por reciproca com-
plementar de W|r>;.

A fragilidade média entre os sobreviventes, no instante t, é

Emwrzw:{—il—rﬂ.

ESNG) (2.15)

Estimacao dos parametros com recurso ao algoritmo EM

Cox e Oakes (1984, p. 169) referem um estudo do tempo de vida de pacientes
com cancro do canal biliar, tratados com uma combinacao de medicamentos e
terapia por radiagoes. Os autores ajustam a distribuicao gama a estes dados
e usam o algoritmo EM para estimar os parametros. O nosso objectivo é
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2.2. Modelo multiplicativo com fragilidade

outro: ajustar a distribuicao exponencial ao tempo de vida e considerar o
modelo multiplicativo com fragilidade em que a fragilidade tem distribuicao
Gaussiana inversa. O ponto comum é a utilizacao do algoritmo EM para
estimar os parametros.

Admitamos que a distribuicado do tempo de vida é exponencial de
parametro A. Entao,

S(t|w) = exp(—wAt) e u(tlw) =w(t) = wA

logo, por (2.9), a funcao de verosimilhanca completa é

n

Le = [J(0/7)"% exp(20)w; > exp(—0w; — 0 /w:) [ [ (wid)™ exp(—wit).

i=1 i=1

O respectivo logaritmo escreve-se na forma

log Le = 37 [4log0 —log )+ 26+ (6 — ) log s — b, — £] +
i=1 1

i [0; log A — w; At;]

=1
= 10g LCl + log LCQ.

O objectivo agora é maximizar log Lo para encontrar os estimadores de
0 e de A. No entanto, nenhum dos w;’s, (logw;)’s ou (1/w;)’s é observado,
dai que tenham de ser substituidos pelo seu valor esperado, condicional aos
dados, isto é, condicional a se tratar de um tempo de vida observado ou
censurado. Todavia, uma vez que cada valor esperado é encarado como uma
constante no processo de derivacao, essa substituicao sé deve ser efectuada
no fim deste processo ou, o que é equivalente, na expressao dos estimadores.
Assim, temos

dlog Ler " /1 1
a6 _2(2_9”_“’2_5)

(2

i=1
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Capitulo 2. Modelos com fragilidade

dlogLes <~ (6
—@r——imj—wﬂ-

=1

Igualando as derivadas parciais a zero, obtemos a expressao dos estimadores

éz[Q(%iwi+%i%—2>] (2.16)

A== (2.17)

Para proceder a substituigao dos w;’s e (1/w;)’s pelo respectivos valores
esperados condicionais, precisamos de obter E(W|T = t), E(w|T > t) e
E(7|T =t), além de E(W|T > t) ja calculado em (2.15).

Por Jgrgensen (1982), dada uma varidvel aleatéria X tal que
X ~GIG(\, p1,0), entao X! ~GIG(=)0,u). No mosso caso,
Wrse ~ GIG(—=1/2,0,0 + A(t)) logo W |rsy ~ GIG(1/2,0 + A(t),0) e
Wr=s —~ GIG(1/2,0,0 + A(t)) donde W' r—y ~ GIG(—1/2,0+ A(t),0).
De acordo com Jgrgensen (1982), temos

N R R 1 1[0 + A
ﬂw“”””‘b+Am} P+ww+A@W”]_ o+Am
1 B 1 0+ A@0)]*_ 100+ A0
E(W|T2t)_ 1+[0(0+A(t))]1/2 { 9 } a 0 ’
1/2
E(%|T:t):{9+9/\<t)} .
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2.3. Modelo de tempo de vida acelerado com fragilidade

Sem perda de generalidade suponhamos que os tempos de vida estao
indexados de modo a que os primeiros m correspondem a tempos censurados e
os restantes n—m a tempos observados. Ao substituirmos os w;’s e os (1/w;)’s
pelos respectivos valores esperados, condicionais aos dados, em (2.16) e em
(2.17), obtemos

0

2 |m =02 072N, "L (100 F M)V 0+ M\ 1/2
[E[§+; S Z( EY (=) )

i=m+1

S — (n—m - t; L (000 + M) |
A=l )[; (1+(1/0))\ti)1/2+ 2 0 + M; tl]

i=m+1

A partir de agora estamos em condicoes de poder implementar o algori-
tmo EM. Para determinar a estimativa inicial do parametro da distribuicao
do tempo de Vlda con51deramos a estimativa para o modelo sem fragilidade,
ou seja, A = Z 3i/ Z t;, do qual resultou \(¥) = 0.003388621. Em relacdo a

i=1 i=1
estimativa inicial do parametro da distribuicao da fragilidade, é pratica cor-

rente considerar #(¥) = 1 e também foi isso que fizemos. No entanto, optdmos
por considerar ainda outros valores para # de modo a verificar se isso con-
duzia a estimativas substancialmente diferentes. Tal nao aconteceu, como se
pode verificar através da tabela 2.1. Os dados e o algoritmo utilizado usando
a linguagem R (Thaka e Gentleman, 1996) encontram-se no anexo B.

2.3 Modelo de tempo de vida acelerado com
fragilidade

O modelo de tempo de vida acelerado com fragilidade pode ser encarado
como um modelo em que a fragilidade actua como um factor de aceleragao
(ou desaceleracao) no tempo. Este modelo foi proposto por Anderson e Louis
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Capitulo 2. Modelos com fragilidade

Valor inicial de 6 A 0
0.5 0.00225985 | 0.16793943
1 0.002259851 | 0.167939506
0.002259851 | 0.167939536
10 0.002259850 | 0.167939421

Tabela 2.1: Estimativas dos parametros.

(1995), na versao univariada e na versao bivariada. Tanto quanto é do nosso
conhecimento, nao teve até a data qualquer desenvolvimento posterior.

A funcao hazard no instante ¢ para um individuo com fragilidade W = w,
¢é dada por

p(tlw) = wA(wt), (2.18)

onde W ¢é uma variavel aleatéria nao negativa (nao observada) e A(¢) é uma
fungao do tempo comum a todos os individuos e independente de W. Note-
-se que, a semelhanga do que acontece com o modelo multiplicativo, \(¢) é
a funcao hazard correspondente aos individuos com fragilidade w = 1. A
funcao de sobrevivéncia condicional de 7" dado W = w ¢é

S(t|w) = exp [-A(wt)] = Sp(wt), (2.19)
onde A(t) = f(f Au)du é a fungdo hazard cumulativa para um individuo
com fragilidade w = 1, que designaremos por funcao hazard cumulativa

subjacente. Entao, Sy(t) = exp [-A(t)] é a correspondente fun¢ao de sobre-
vivéncia subjacente, associada a esse mesmo individuo padrao. Quanto a
funcao densidade condicional de T dado W = w é dada por

f(tlw) = wA(wt) exp [—A(wt)] .

Seja F'(w) a fungao de distribuicao da fragilidade W. A fungao de sobre-
vivéencia e a funcao hazard populacionais sao, respectivamente,
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2.3. Modelo de tempo de vida acelerado com fragilidade

S(t) = /000 S(tlw)dF(w) = /000 exp [—A(wt)] dF (w), (2.20)

Jo7 wA(wt) exp [-A(wt)] dF (w) .

fooo exp [—A(wt)] dF (w)

h(t) = (2.21)

Analogamente ao que foi apresentado no modelo multiplicativo, vamos
agora obter a distribuicao da fragilidade entre os sobreviventes no instante ¢
e a distribuicao da fragilidade entre os mortos nesse mesmo instante. Admi-
tamos que W é uma varidvel aleatéria continua, com fungao densidade f(w).
Assim, a funcdo densidade de W |rs; é

S F(ulw) f(w)du  exp [~A(wt)] f(w)
P(T > t) S() ’

g(wlT > t) =

ou ainda,

exp [A(wt)] f(w)
57 exp [—A(wt)] f(w)dw’

Note-se que, para t = 0, g(w|T > 0) = f(w), ou seja, a distribuigao da
fragilidade a nascenca coincide com a distribuicao da fragilidade.

A distribuicao da fragilidade entre os individuos que morrem no instante
t pode ser expressa pela funcao densidade de W dado T' = ¢, a qual é dada
por

g(w|T > t) = (2.22)

g(wlt) = wA(wt) exp [—A(wt)] f(w) _ w(wt) exp [—A(wt)] f(w)
h(t)S(t) [ wA(wt) exp [~A(wt)] f(w)dw’

(2.23)

A semelhanca do que se verifica no modelo multiplicativo com fragilidade,
também neste caso é valida a relacao

g(wlt) = g(w|T = 1)

33



Capitulo 2. Modelos com fragilidade

A fragilidade média entre os sobreviventes no instante ¢, ou seja, o valor
médio de W dado T' > ¢, é dado por

B fooo wexp [—A(wt)] f(w)dw
BT 2 0) = e T Awh)] f (w)dw 224

Entao, tendo em conta (2.21), conclui-se que h(t) = E(WA(W?t)|T > t), o
que esta de acordo com o que Anderson e Louis (1995) observaram. Assim,
também neste caso continua a ser valida a interpretacao de que a funcao
hazard populacional seja o valor esperado, entre os sobreviventes no instante
t, da verdadeira funcao hazard u(t|w).

Um pormenor evidente que diferencia este modelo do modelo multiplica-
tivo é o facto de, em geral, nao ser possivel escrever a funcao de sobrevivéncia
populacional a custa da transformada de Laplace da distribuicao da fragili-
dade. Na verdade, em muitos casos o calculo da fungao de sobrevivéncia
sO é possivel com recurso a integracao numérica. Talvez seja este um dos
principais motivos por este modelo ter tido tao pouco desenvolvimento.

No entanto, quando a distribuicao para o tempo de vida é a distribuicao
exponencial, esse problema nao ocorre. Basta observar que

A(wt) = Mwt) = wA(t),

S(t) = / exp [~ A(wt)] f(w)dw = / exp [—wA(t)] f(w)dw = Ly [A(£)].
0 0
Mais geralmente, quando temos a distribuicao de Weibull,
A(wt) = Mwt)? = wTA(t).
Fazendo a mudanca de variavel x = w” e notando que a fungao densidade de
, 11 11
X ég(z) = f(z7)527 ", temos
5= [ expl-Aw)] flw)dw = [ explsA(©)] gla)do = Ly[A(),
0 0
onde Lx[A(t)] é a transformada de Laplace da v.a. X = W7,
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2.4. Modelo aditivo com fragilidade

2.4 Modelo aditivo com fragilidade

Este modelo, proposto por Rocha (1995), deve o seu nome ao facto de a
fragilidade actuar de modo aditivo na funcao hazard individual. Assim, seja
T uma v.a. nao negativa e absolutamente continua, que representa o tempo
de vida dos individuos. A funcado hazard, no instante ¢, para um individuo
com fragilidade W = w ¢é dada por

p(tlw) = w+ A(t), (2.25)

onde W é uma v.a. nao negativa e A(t) ¢ independente de W e comum a
todos os individuos. A semelhanca do que acontece no modelo multiplicativo,
A(t) também se designa por func¢ao hazard subjacente, mas corresponde aos
individuos com fragilidade zero (e nao 1).

A fungao de sobrevivencia condicional de T"dado W = w é

S(tlw) = exp(—wt)Sy(t), (2.26)

onde Sy(t) é a fungao de sobrevivéncia subjacente.

As fungbes anteriores, (2.25) e (2.26), correspondem a fungdes individu-
ais, logo nao observaveis. Vejamos entao quais as correspondentes fungoes
populacionais, ou seja, observaveis. A funcao de sobrevivéncia é

S(t) = L(t)So(t) (2.27)

e a fungao hazard é

h(t) = A(t) — L'()/L(t), (2.28)

onde L(t) representa a transformada de Laplace da distribuigao de W.
Uma vez que o valor médio de W dado 1" > t ¢ dado por

L'(t)
L(1),

a funcao hazard populacional também pode ser escrita na forma

EWI|T >t) = —
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Capitulo 2. Modelos com fragilidade

h(t) = A(¢) + E(W|T > t).

Uma caracteristica muito interessante deste modelo é a possibilidade de
ser caracterizado como modelo de riscos competitivos e, dada a relacao entre
estes tltimos e os modelos de cura, o modelo aditivo também pode ser inter-
pretado a luz dos modelos de cura. Retomaremos este tema mais adiante.

2.4.1 A distribuicao xZ(7)

Quando a heterogeneidade nao observada ¢é devida a existéncia de in-
dividuos com susceptibilidade nula a determinado acontecimento, a dis-
tribuicao X/oz(W)a designada por Qui-quadrado nao central com zero graus
de liberdade e com parametro de nao centralidade 7, pode ser usada co-
mo distribuicao para a fragilidade, quer se trate do modelo multiplicativo
ou do modelo aditivo, como foi proposto por Rocha (1995). Deste modo, a
variavel W terd massa de probabilidade nao nula em zero (caracterizando os
individuos nao susceptiveis) e distribui¢do continua na semi-recta positiva.
Assim sendo, o uso desta distribuicao nos modelos com fragilidade é uma pos-
sibilidade de inserir este tipo de modelos nos modelos com individuos imunes,
tema principal do nosso trabalho. Vejamos algumas das suas caracteristicas
e como pode ser aplicada no modelo aditivo.

Seja W a variavel fragilidade com distribuicao X;f(y), ou seja, com dis-
tribuicao dada por

G(w) = i {%67/2} Fyj(w),

=0

onde F(z) representa a funcao de distribui¢ao de uma variavel aleatéria com
distribuicao Qui-quadrado central com £ graus de liberdade. Uma represen-
tagao alternativa é

6w =3 [ T2 ] (w,

=L

onde Fy representa a j-ésima convolugao de Fj, logo é a distribui¢ao da
soma aleatoéria
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2.4. Modelo aditivo com fragilidade

X1++XN se N>0
S =
0 se N=0

em que N —~ Po(v/2) e X1, Xo, ... sdo varidveis aleatérias independentes com
distribuigao x3.
Por outro lado,

Gloo) = [ dG(w) = POV =0)+ [ w)du.

onde

fyw) = %W/w)l/2 exp[—(y + w) /21 [(yw) /7]

o0 w 2 2k+1

¢ a funcao de Bessel modificada de primeira espécie e indice 1. Como
P(W =0) = exp(—v/2) > 0, W é uma varidvel aleatéria mista que ndo pos-
sui densidade no sentido usual.

A transformada de Laplace da distribuicdo xZ(7) pode ser expressa por

L(s) = exp —%[1 —(1+2s)7Y].

Esta representacao tem interesse, entre outros motivos, pelo facto de
1 — (14 2s)7! poder ser interpretada como uma fungao de distribuicao, logo
(1+ 2s)™! como uma fungao de sobrevivéncia, como veremos adiante.

Por (2.27), a funcao de sobrevivéncia populacional é

S(t) = exp | =21 = (1+20)71]] So(t) (2.29)
e por (2.28) a fungao hazard escreve-se na forma

y
h(O) =M + 55
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Capitulo 3

Analise de Sobrevivéncia com
individuos imunes: estado da
arte

3.1 Introducao

Tradicionalmente, a Andlise de Sobrevivéncia ocupa-se do tempo até a
ocorréncia de um determinado acontecimento. Mas ha muito que esta area da
estatistica deixou de se restringir ao estudo do tempo de vida dos individuos
para entrar num campo mais vasto em que se pretende saber se alguns dos
individuos em estudo podem ser considerados curados ou imunes a deter-
minado acontecimento. A existéncia destes individuos numa populagao, os
quais teoricamente tém um tempo de vida infinito, faz com que a funcao de
sobrevivéncia populacional seja imprépria. Os dois tipos de modelos desen-
volvidos até a data, que permitem incorporar uma proporcao de individuos
imunes, sao os seguintes:

1. modelos de mistura (mistura finita de distribuigoes) em que a subpopu-
lacao dos individuos imunes corresponde uma distribuicao do tempo de
vida degenerada e a subpopulagao dos individuos ndo imunes (ou sus-
ceptiveis) corresponde uma distribui¢ao prépria (paramétrica ou nao);

2. modelos de nao-mistura, baseados numa unica distribuicao a qual é
modificada de forma a que a fungdo de sobrevivéncia seja imprépria
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(ou, o que é equivalente, de forma a que a fungao hazard cumulativa
seja limitada).

Os modelos que incorporam uma proporcao de individuos imunes
comecaram por ser estudados na sua forma mais simples, sem a inclusao
de covaridveis. O grande impulso surge com Boag (1949), que ja utiliza o
método da maxima verosimilhanca para estimar os parametros do modelo de
mistura.

Mas ¢é a partir de 1990 que os modelos de cura tém tido um grande desen-
volvimento, como é facil inferir pela proliferacao de artigos sobre o assunto.
O tempo de vida dos individuos susceptiveis, na abordagem paramétrica,
tem sido modelado por varias distribuicoes, sendo as mais frequentes, a dis-
tribuicao log-normal (Boag (1949), Gamel et al. (1990), Peng et al. (2001)),
a distribuigao exponencial (Farewell (1977), Goldman (1984), Maller e Zhou
(1992), Cantor e Shuster (1992), Sposto et al. (1992)), a distribuicao de
Weibull (Farewell (1982), Peng et al. (2001)), a distribuicao de Gompertz
(Gordon (1990)) e a distribuigao gama (Peng et al. (2001)).

Tendo por base modelos de regressao de hazards proporcionais ou mode-
los de tempo de vida acelerado, foram propostos recentemente modelos
semi-paramétricos (generalizagao do modelo de regressao de Cox (Kuk e
Chen (1992), Sy e Taylor (2000), Peng e Dear (2000)), bem como modelos
paramétricos: exponencial (Larson e Dinse (1985), De Angelis et al. (1999)),
Weibull (De Angelis et al. (1999)), gama generalizada (Yamaguchi (1992)) e
F generalizada (Peng et al. (1998)).

A drea da satde é a area de eleicao de aplicacao desta teoria, em especial,
a oncologia. Nos cancros de evolucao réapida, o mais importante é determinar
a taxa de cura, ou seja, a proporcao de individuos curados, pois o objectivo
em termos médicos é o aumento desta taxa. Nos cancros de evolucao lenta,
acaba por ser mais importante conhecer o tempo médio (ou mediano) de
vida. Neste ultimo caso, deixa de ser tao relevante o individuo atingir a cura
pois, em termos tedricos, acaba por viver o mesmo tempo do que se estivesse
curado ou mesmo do que se nao tivesse tido a doenga.

Neste capitulo, procuramos fazer uma compilacao do que tem sido feito
nesta area, embora nao de forma exaustiva, de modo a transmitir o mérito
e a importancia deste novo ramo da Anélise de Sobrevivéncia. O critério de
escolha foi essencialmente a acessibilidade dos artigos.
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3.2 Descricao historica: até 1990

A primeira referéncia encontrada data de 1926, onde Greenwood tenta definir
o conceito de curado para os doentes oncoldgicos como sendo aqueles que,
tendo em conta a sua esperanca de vida, podiam ser incluidos na populacao
em geral, na respectiva categoria quanto ao sexo, idade e ocupacao. Assim,
ja é admitido que alguns dos doentes com cancro (com varias localizagdes)
possam vir a estar curados, sendo essa classificacao baseada essencialmente
na esperanca de vida apods o tratamento. Note-se que nao se trata aqui de
cura propriamente dita, pois raramente os doentes conseguem ter a mesma
esperanca de vida que os individuos ditos saudaveis. Na verdade, a cura é
encarada mais em termos de vantagem, no sentido em que os doentes con-
seguem ter uma esperanca de vida maior se forem sujeitos ao tratamento.
Aliés, a dificuldade em definir de modo rigoroso o termo cura é referida neste
artigo, em especial para doencas cronicas ou de desenvolvimento lento. Um
outro aspecto focado por Greenwood (1926) é a dura¢do natural do cancro,
que o préprio define como sendo o tempo decorrido desde o instante em que o
doente se recorda de ter tido os primeiros sintomas até a sua morte pelo can-
cro. Como o préprio autor reconhece, esta é uma definicao muito subjectiva
e pouco precisa, nao s6 porque o instante inicial é determinado pelo préprio
doente como por haver uma grande variedade e intensidade de sintomas nos
varios tipos de cancro.

Vérios anos mais tarde, facto a que nao é concerteza alheia a ocorréncia
da 22 Guerra Mundial, surge Boag (1949) com um artigo inovador pois, para
além de considerar a possibilidade de alguns individuos sujeitos a tratamen-
to para o cancro poderem vir a estar curados, apresenta um novo modo de
estimar a proporcao de individuos curados. De facto, considera um modelo
de mistura com distribui¢ao log-normal de parametros i e o para o tempo
de vida dos individuos susceptiveis, e estima a proporc¢ao de individuos cura-
dos, ¢, conjuntamente com os dois parametros da distribuicao, pelo método
da méxima verosimilhanca. Até entao as estimativas dos parametros da dis-
tribuicao baseavam-se no método actuarial, apesar de neste caso o calculo do
desvio padrao também poder ser algo complicado para a época. De realgar a
genialidade deste artigo, tendo em conta a auséncia de auxiliares de calculo
eficazes, além de que o método da maxima verosimilhanca era dominado por
poucos como é admitido pelo proprio Greenwood nos comentarios que faz
ao artigo. Além disso, Boag (1949) também define com precisao o tempo de
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vida (tem inicio no momento em que é administrado o tratamento e nao no
momento em que o doente se lembra de ter tido os primeiros sintomas como
definiu Greenwood (1926), e terminus no instante de morte) e o tempo de
follow-up (definido apenas para os doentes que permanecem vivos até ao fim
do estudo).

Por norma, a data do artigo, a estimativa da esperanca de vida aos 5 anos
é o valor de referéncia para avaliar a eficicia de um tratamento. Boag (1949)
afirma que a eficacia de um tratamento na completa erradicacao da doenca
¢ mais bem avaliada através da taxa de cura do que através da esperanca de
vida aos 5 anos e refere algumas razoes para isso. Este valor da esperanca
de vida é muitas vezes interpretado como uma eventual estimativa da taxa
de cura mas nao tem em conta que, para alguns tipos de cancro, é usual
ocorrer recaida mesmo apds 5 anos. Além disso, dada a idade avancada da
maioria dos doentes com cancro (novamente a data do artigo), ainda que
estejam curados a sua esperanca de vida é pequena, donde podem morrer de
outra causa que nao o cancro em estudo. Outra objeccao para o uso desta
estatistica tem a ver com o tempo que é necessario esperar (5 anos) até se
poder obter algumas conclusoes. O exemplo que este autor estuda, apresenta
uma estimativa da esperanca de vida aos 5 anos de 43.4%, enquanto que a
estimativa da taxa de cura, ¢, é de apenas 25.7%, o que provavelmente reflecte
a existénca de recaidas apos 5 anos.

Em seguida, encontrdmos Berkson e Gage (1952) que, com base nas taxas
de sobrevivéncia de doentes com cancro calculadas pelo método actuarial,
comparam a mortalidade de dois grupos diferentes em relagao ao tratamento,
ao tipo de cancro, ou a outra caracteristica. A comparacao é feita tendo
em conta dois parametros: o parametro ¢, que representa a proporc¢ao de
individuos curados na populacao, isto é, com taxa de morte igual a da popu-
lacao dita saudavel, e o parametro 3, que designa a taxa instantanea de morte
devida ao cancro da restante populacao, isto é, dos individuos nao curados.
O modelo que propoem é definido por

lp =clp+ (1 — c)loe’ﬁ,

onde [ representa a probabilidade de sobreviver até ao instante ¢ para a
populagao em geral (curados e ndo curados) e [y representa a probabilidade
de sobrevivéncia até ao instante ¢ para os individuos curados, obtida a partir
das tabelas de mortalidade padrao. Os autores apresentam dois métodos
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de estimacao dos parametros: um método grafico e o método dos minimos
quadrados.

Estes autores corroboram a opinidao de Boag (1949) no sentido em que
também afirmam que o parametro ¢ traduz melhor a eficicia de um trata-
mento do que a taxa de sobrevivéncia aos 5 anos.

Novamente se passa algum tempo até que o assunto seja retomado com
Haybittle (1965), que também estuda o tempo de vida de doentes com can-
cro. Para este autor, o tempo de vida tem inicio no momento do primeiro
tratamento. O modelo proposto para representar a funcao de sobrevivéncia
também inclui dois parametros, ¢ e § (com o mesmo significado que em
Berkson e Gage, 1952), e é da forma

Pr
Pr

_ —BT
:ce( Inc)e ’

com Pr a representar a proporcao de doentes que sobrevivem até ao in-
stante T e Pr a proporcao de individuos ditos normais que sobrevivem
até ao instante T. O método de estimacao utilizado ja é o método da
maxima verosimilhanca. O modelo resulta de observar que a probabilidade
condicional de morrer de cancro num determinado intervalo, calculada pelo
método actuarial, tende a decrescer exponencialmente com o tempo. Assim,
o modelo foi designado por modelo actuarial extrapolado, para distingui-lo
do modelo log-normal de Boag (1949) e do modelo exponencial de Berkson
e Gage (1952). O conceito de curado continua a ser préximo do definido por
Greenwood (1926), pois um individuo curado é aquele que tem uma esperanca
de vida dita normal quando comparada com os individuos da mesma idade
e do mesmo sexo. Uma observacao relevante neste artigo e que se mantém
perfeitamente actual, é o cuidado a ter no uso da estimativa da proporcao
de curados para inferéncias futuras, dada a constante evolucao da medicina.

Alguns anos mais tarde, Farewell (1977) propoe um modelo de mistura,
no qual a probabilidade de ocorréncia da doenca (muitas vezes designada
por incidéncia) é estimada através de um modelo de regressao logistica, e o
tempo até a ocorréncia da doenga é modelado pela distribuicao exponencial.

Note-se que esta situacao é diferente das anteriores no sentido em que
agora temos individuos saudaveis e se estuda o tempo decorrido até adoe-
cerem, enquanto que anteriormente os individuos ja estavam doentes e se
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estudava o tempo até a morte pela doenca. Embora muitas vezes se use in-
discriminadamente os termos imune e curado, a verdade é que neste caso faz
mais sentido designar os individuos por imunes e anteriormente por curados.

Assim, Farewell (1977) comeca por considerar uma varidvel bindria as-
sociada ao i-ésimo individuo, que toma o valor um se a doenga ocorre (o
individuo é susceptivel) e zero caso contrario (o individuo é imune ou nao
susceptivel). A variavel Y; é caracterizada por

PV = tle] = b(B.2) = 22O E)

onde x; é o vector de covariaveis associado ao i-ésimo individuo e 3 o vector
de coeficientes de regressao. Designando por T' o tempo até a ocorréncia da
doenca, a funcao densidade de T' para os individuos susceptiveis é dada por

fRY =1)=xe™ t>0.

A estimacao dos parametros também é realizada através do método da
maxima verosimilhanga. Se para o i-ésimo individuo a doencga for observada
no instante t;, entao a sua contribuicao para a funcao de verosimilhanca é

bi(B, ) f(t:|Yi = 1).

Se o0 i-ésimo individuo for seguido até ao instante t; sem que a doenca se tenha
manifestado, entao a sua contribuicao para a funcao de verosimilhanca é

oo
L= b(B.z) +b(Bw) [ £ = Vi
t;
pois nesta situacao é preciso ter em conta que ou a doenca nao ocorrera, ou

ocorrerd apos o instante t;.

Ainda Farewell (1982), na sequéncia do estudo efectuado por Pierce et
al. (1979), analisa dados provenientes de um estudo de toxicologia, onde
uma populacao de peixes é dividida em trés grupos e cada um é exposto a
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um certo nivel de concentragdo de uma substancia téxica (zinco). Como se
observou que, para determinadas concentragoes, uma proporcao substancial
de peixes sobrevive até ao final do estudo, surge a motivacao para utilizar um
modelo de mistura. O modelo é muito semelhante ao ja utilizado por Farewell
(1977), diferindo essencialmente na distribui¢ao utilizada para o tempo de
vida dos individuos susceptiveis; é usada a distribuicao de Weibull em vez da
distribuicao exponencial:

fY =1,2) = dA(\) Lexp [-(A)°], ¢ >0.

Neste caso, € = (xg = 1,1, ..., 2x) é 0 vector de covaridveis, A = exp(—~'x)
e v é o vector de parametros de regressao.

Haybittle (1983), consciente da controvérsia existente em torno da possi-
bilidade de cura dos doentes oncoldgicos, apresenta trés interpretagoes para
o conceito de cura.

1. Para um individuo cujo cancro foi completamente erradicado, é de es-
perar que o seu risco de morte devido a esse cancro nao seja maior que
o risco de morte da restante populacao do mesmo sexo e com a mesma
idade. Temos assim a cura clinica.

2. Quanto a cura pessoal, um doente considerar-se-a curado se nao voltar
a apresentar sintomas do cancro até o fim da sua vida, quer esta seja
longa ou curta. Claro que isto nao corresponde obrigatoriamente a
completa erradicacao da doenca, mas para o doente ja é considerada
uma cura satisfatéria. Além disso, o doente ird morrer de uma causa
que nao o cancro, nao apresentando quaisquer manifestagoes da doenca
na morte.

3. Relativamente a cura estatistica, pode ser interpretada da seguinte for-
ma: se um grupo de doentes passa a exibir uma taxa de morte anual
devida a qualquer causa semelhante a restante populacao do mesmo
sexo e com a mesma idade, entao o grupo pode ser considerado curado.
Note-se que neste 1ltimo caso, os doentes podem apresentar uma maior
taxa de morte devido ao cancro, mas que serd de certa forma compen-
sada pelo facto de entao morrerem menos devido a outras causas.
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Pouco depois surge Goldman (1984) que admite que, apds os pacientes
entrarem no estudo, para uma propor¢ao desconhecida (1 — 7) dessa popu-
lacao, é observado o acontecimento de interesse com uma taxa de falha .
Assim, o modelo que esta autora considera, escrito em termos da funcao de
sobrevivéencia, €

St)=n+(1—m)e ™, t>0,

ou seja, ¢ um modelo de mistura baseado na distribuicao exponencial, sem
covariaveis.

O logaritmo da funcao de verosimilhanca para uma amostra de n in-
dividuos é dada por

L\, 7)) =d[In(l —7) +1In A\ — M, + zn:u — &) In[(1—m)e 4+ 7],

onde ¢; é o tempo de censura de um individuo para o qual nao foi observado
o acontecimento de interesse, §; é a variavel indicatriz que toma o valor 1
se para o i-ésimo individuo o acontecimento de interesse ocorreu no instante

t; < ¢; e o valor zero se para o i-ésimo individuo o acontecimento de interesse
n

nao ocorreu até ao instante ¢;, d = > ¢; é o numero de individuos para os
i=1

n
quais o acontecimento de interesse foi observado e t; = Y 0;t; é o tempo

=1

total em observagao desses individuos. Goldman (1984) obtém estimativas
de maxima verosimilhanca para a taxa de cura e para A de forma andloga
a Farewell (1977). Através do método de Monte Carlo, efectua um estudo
sobre varias caracteristicas dos estimadores de maxima verosimilhanca de 7
e de A. O estimador para a taxa de cura é centrado e o estimador para o
parametro da fun¢ao hazard apresenta algum enviesamento quando a taxa
de cura é elevada mas, no contexto do modelo, isso nao é grave uma vez que
esse parametro é um parametro perturbador de pouco interesse.

Larson e Dinse (1985) efectuaram um estudo com dados relativos ao tem-
po de vida apds o transplante de coracao. Aplicaram um modelo de mis-
tura paramétrico, no ambito dos riscos competitivos, pois admitiram que
os individuos susceptiveis podiam estar sujeitos a varios tipos de falha.
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Os parametros de mistura correspondem as probabilidades marginais de
ocorréncia dos varios tipos de falha (que se supde terem distribuigado multi-
nomial) e s@o estimados através de modelos de regressao logistica. Assim,
denotando por z o vector coluna das K covariaveis, a probabilidade de morte
devido & causa j (j = 1,...,J) dado o vector de covaridveis z é dada pelo
modelo de regressao logistica

exp(p; + m;2)

Py(z) = Pr(D = jlz) =
S exp(u +m12)

Y

com p; constante e 7; vector dos coeficientes de regressao (j = 1,...,J). Por
questoes de unicidade, iy = 0 e w; = 0. Quanto a fungao de sobrevivéncia
condicional a falha devido a causa j, é dada por

S;(t|z) = Pr(T > t|z,D = j) = exp —/hj(:c) exp(B8;z)dxr | ,
0

onde h;(z) é a func@o hazard subjacente (z = 0) para a falha do tipo j e
B; ¢ o vector dos coeficientes de regressao. Por simplicidade, foi adoptado o
modelo que se segue para a funcao hazard

hi(z) = exp(ajm) se € Iy,

onde I,15,..., 1, sao M intervalos previamente especificados, que cons-
tituem uma particao da semi-recta real nao negativa, ou seja, foi adopta-
da a distribuicao exponencial com o parametro a variar em cada um dos
intervalos referidos. Sob este modelo, hj(x) é constante em cada inter-
valo e «,, é um parametro que representa o logaritmo da fun¢ao hazard
subjacente correspondente aos individuos sujeitos a falha do tipo j no in-
tervalo I, (j = 1,...,J;m = 1,...,M). Quanto ao método de estimagao
dos parametros de regressao, é usado o método da maxima verosimilhanca
(com recurso ao algoritmo EM), tendo em conta que a contribuigdo para
a verosimilhanga de uma observacao nao censurada do tipo j no instante
t é h;(t)exp(B;2)P;(2)9;(t|z), e de uma observagao censurada no mesmo

J
instante é > F(2)S(t|z).
=1
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Embora o modelo descrito nao leve em consideracao a existéncia de in-
dividuos imunes, a metodologia aplicada é muito semelhante a aplicada nos
modelos de mistura com individuos imunes e, como os proprios autores re-
ferem, o modelo pode ser visto como uma generalizagao do proposto por
Farewell (1982). Assim, além de este artigo ter dado um impulso determi-
nante na teoria dos riscos competitivos, a estrutura do modelo considerado e
o método de estimagao dos parametros sem divida que constituem uma boa
referéncia para os modelos com individuos curados.

Em Farewell (1986), o autor chama a aten¢ao para os perigos que po-
dem advir do uso indiscriminado dos modelos de mistura, salientando que sé
os aconselha quando houver forte evidéncia cientifica da existéncia de duas
subpopulagoes: susceptiveis e curados (ou imunes). Do ponto de vista es-
tatistico, esta nao é uma decisao facil, até porque se trata de um problema de
inferéncia nao padrao pois a hipétese nula encontra-se na fronteira do espaco
de parametros. Além disso, em termos clinicos, é necessario ter em conta
que s6 faz sentido falar em taxas de cura se os dados forem referentes a um
follow-up suficientemente longo.

Numa perspectiva de comparar tratamentos através dum possivel aumen-
to do valor da mediana do tempo de vida dos individuos, Halpern e Brown
(1987) compararam a poténcia do teste log-rank e do teste de Wilcoxon gene-
ralizado para o modelo de cura de Goldman (1984)

_tln2

1—E<t>:7TZ—|—<1—7TZ)€ Ao ’iIO,l,

onde F; representa a funcao de distribuicao do tempo de vida correspondente
a cada grupo de tratamento, m; a taxa de cura em cada grupo e \; é a
mediana da distribuicao exponencial para cada grupo. A comparacao foi
efectuada através de um estudo de simulacao, considerando A\g = 1 e fazendo
variar Ay, my e m, assim como o tempo de follow-up. Concluiram que o
teste log-rank é o mais potente, excepto se as taxas de cura forem elevadas e
aproximadamente iguais nos dois grupos.

Se num estudo de andlise de sobrevivéncia houver indicios de existéncia
de uma probabilidade positiva de cura, havendo dois grupos de tratamento,
o maior interesse recai na diferenca entre as taxas de cura dos dois grupos
e nao nas diferencas iniciais entre as distribuicoes dos tempos de vida. A
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partir deste pressuposto, Gray e Tsiatis (1989) desenvolveram um teste para
detectar diferencas entre as funcoes de sobrevivéncia, com realce para as
diferencas tardias, mas em que a hipdtese nula continua a ser a igualdade
das funcoes de sobrevivéncia e nao apenas a igualdade das taxas de cura.
Assim, o teste desenvolvido (pertencente a classe dos testes de ordem linea-
res) difere do teste log-rank pelo facto de atribuir um peso maior as diferengas
tardias entre as funcoes de sobrevivéncia. Além disso, a hipdtese alternati-
va € a proporcionalidade das fungoes de distribuicao do tempo de vida de
cada grupo de tratamento. No entanto, mesmo nas situagoes em que esta
ultima hipdtese nao seja valida, se o objectivo for detectar diferencas entre
as taxas de cura e nao diferencas entre as funcoes de sobrevivéncia, o teste
desenvolvido pelos autores continua a ser preferivel ao teste log-rank devido a
atribuir maior peso as diferencas tardias. Se a taxa de cura for inferior a 50%
é aconselhado o uso do teste proposto; se a taxa de cura for pelo menos 50%
entao nao havera grande diferenga entre o teste proposto e o teste log-rank,
pelo que pode ser usado qualquer um deles.

3.3 Descricao historica: a partir de 1990

No entanto, é a partir de 1990 que este tema comeca a merecer maior atencao
por parte dos investigadores, com o aparecimento de varios artigos, talvez um
pouco motivados nao sé pelos progressos clinicos a nivel da cura do cancro,
como também pelos fundamentos tedricos entretanto estudados e pelo recente
aparecimento de novas ferramentas de trabalho, de que se destaca o algoritmo

EM.

Gordon (1990) tenta estimar a propor¢ao de curados usando o conceito de
cura pessoal definido por Haybittle (1983). Para tal, emprega a distribuigao
de Gompertz num modelo de mistura, pois é uma distribuicao que se ajusta
bem aos tempos de vida da populagao em geral, ou seja, aos obtidos a partir
dos censos. Assim, num grupo de doentes oncoldgicos sujeitos a tratamento,
admite que uma parte é formada pelos individuos que morrem duma causa
que nao o cancro e cuja fungao de sobrevivéncia é Sy, e a outra é formada
pelos individuos que morrem devido ao cancro e cuja funcao de sobrevivéncia
é Sy. Os tempos de vida de ambas as subpopulacoes sao modelados pela
distribuicao de Gompertz, condicional a idade do doente ou no momento
da cirurgia, ou no momento do tratamento inicial (no exemplo apresentado,
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coincidem). Designando por ¢ o tempo decorrido desde a cirurgia e por a
a idade do doente no momento da cirurgia, Gordon (1990) considerou as
fungoes de sobrevivéncia nos instantes t4a e a dadas, respectivamente, por

So(t + a) = exp {— exp(Ao + (t + @) — exp()\o)} ’

Yo

Su(a) = exp [_exp()\o + 70a) — exp()\o)} |

7o
onde Ay e vy sao os parametros da distribuicao de Gompertz. Entao, as

funcoes de sobrevivéncia e de densidade condicionais a idade do doente no
momento da cirurgia sao, respectivamente,

So(t]a) = exp {_exp(ko + Yo(t + a)) — exp(Ao + %a)] |

Yo

fo(tla) = exp [Ao + Yo(t + a)] So(t|a).

As fungoes de sobrevivéncia e de densidade, condicionais a idade do doente
no momento da cirurgia, da subpopulacao que morre do cancro sao, respec-
tivamente:

A t _ A
Sa(tla) = exp _exp(Aa + +‘2) exp(Ag + vq0) ’
d

fa(tla) = exp [(1990) 4+ v4(t + a)] Su(t]a).

O modelo de mistura é entao caracterizado por

S(tla) = cSo(t|a) + (1 — ¢)Sa(t|a),

onde S(t|a) representa a fungao de sobrevivéncia para um qualquer doente
com idade a no momento da cirurgia e ¢ (0 < ¢ < 1) representa a proporgao
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de curados, ou seja, dos individuos que morrem de outras causas. Gordon
(1990) supde que a propor¢ao de individuos curados nao depende da idade no
momento da cirurgia e que, em cada instante ¢, a proporgao c¢(t) de individuos
curados € estimada por

. :cSo(t\a*)
=509

onde a* é a mediana ou a média de idades no momento da cirurgia. As
estimativas de A\ e de 7y sao obtidas através das tabelas de mortalidade
da populacao em geral, com a mesma idade e o mesmo sexo. Quanto as
estimativas de maxima verosimilhanca de ¢, Ay e 74, sao obtidas por um
processo iterativo, mais concretamente, pelo método de Newton-Raphson.

Por outro lado, Gamel et al. (1990) caracterizam a gravidade de um
cancro através de dois parametros, m. (proporgao de curados) e p; (valor
médio do logaritmo do tempo de vida dos individuos nao curados), os quais,
no exemplo apresentado, estao inversamente correlacionados com o tamanho
do tumor. A distribuicao utilizada para o tempo de vida dos individuos nao
curados ap0s o tratamento € a distribuigao log-normal pois, para muitos tipos
de cancro, parece ser uma distribuicao apropriada. Assim, se X representar
o tempo decorrido desde o tratamento até a morte pelo cancro e C' designar
o acontecimento “o doente estar curado do cancro em estudo®, a funcao de
distribuicao do tempo de vida é

F(t)=P[X <t|C] (1 —m),

onde P [X < t@] ¢ uma funcao de distribuicao correspondente aos in-
dividuos que nao estao curados. Supondo que P [X < t|€] tem distribuicao
log-normal e tendo em conta que S(t) = 1 — F(t), a funcdo de sobrevivéncia
dos doentes sujeitos a tratamento (curados e nao curados) é dada por
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onde t é o logaritmo do tempo de vida e o; é o desvio padrao do logaritmo
do tempo de vida dos individuos nao curados. Trata-se novamente de um
modelo de mistura.

Para estimar os parametros m., s e oy, Gamel et al. (1990) comegam
por estratificar a amostra de acordo com o tamanho do tumor e depois usam
o método da méxima verosimilhanga, tal como descrito em Boag (1949),
para cada estrato. Em seguida, representam graficamente as estimativas dos
parametros versus o tamanho do tumor, com o objectivo de encontrar fungoes
continuas que descrevam adequadamente a relacao entre 7. e o tamanho do
tumor e entre u; e o tamanho do tumor. Note-se que este processo pode ser
adaptado para uma qualquer varidvel de prognostico, pelo que este modelo
é uma generalizacao do utilizado por Boag (1949) pois permite a inclusao
de covaridveis. Gamel et al. (1990) salientam as limitacoes da distribuigao
log-normal no exemplo que estudaram (melanoma da tvea), possivelmente
devido ao numero de potenciais factores de prognédstico para este tipo de
tumor que nao foram considerados, nomeadamente o grau de diferenciagao
histologica.

Em 1992 (um dos anos em que encontramos mais artigos), Kuk e Chen
estudaram um modelo de mistura que combinava a regressao logistica (para a
probabilidade de ocorréncia de um acontecimento) com o modelo de regressao
de hazards proporcionais (para o tempo até a ocorréncia do acontecimen-
to). Este modelo pode ser considerado uma generalizagdo semi-paramétrica
do modelo proposto por Farewell (1982), pois nao é especificada uma dis-
tribuicao para o tempo de vida dos individuos susceptiveis. As estimativas
dos parametros de regressao foram obtidas maximizando uma aproximagao
da funcao de verosimilhanca marginal obtida por métodos de Monte Carlo.
Foi escolhida esta verosimilhanca e nao a verosimilhanca parcial pois apre-
sentava a vantagem de permitir eliminar o parametro perturbador, ou se-
ja, a funcao de sobrevivéncia subjacente dos individuos susceptiveis. Es-
ta ultima funcao foi estimada apds terem sido obtidas as estimativas dos
parametros de regressao. Para tal, foi usada a fungao de verosimilhanca
completa e a sua maximizacao fez-se com recurso ao algoritmo EM. Este
modelo semi-paramétrico apresentou-se vantajoso em relacao aos modelos
paramétricos, em especial, quando eram violadas algumas das condicoes dos
modelos paramétricos.

No mesmo ano, Maller e Zhou (1992) propuseram um estimador nao
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paramétrico para a proporc¢ao de individuos susceptiveis na populacao. Com
base numa amostra com observagoes censuradas, a estimativa é dada pe-
lo valor da estimativa de Kaplan-Meier da funcao de distribuicao empirica
calculada na maior observacao. Os autores provaram que este era um bom es-
timador (consistente, assintoticamente normal) desde que fossem verificadas
algumas condicoes, nomeadamente que a proporcao de individuos imunes nao
fosse muito proxima de zero e que o follow-up fosse considerado suficiente.
Para verificar a suficiéncia do follow-up, desenvolveram um teste baseado
na magnitude da diferenca entre a maior observacao e a maior observacao
nao censurada. Em geral, se a maior observacao for nao censurada, nao faz
sentido tentar ajustar um modelo de cura pois a probabilidade de existirem
individuos curados sera nula. No entanto, salientaram que este estimador
nao era necessariamente preferivel ao estimador de maxima verosimilhanca
obtido a partir de um modelo paramétrico, mas que podia ser um bom ponto
de partida para técnicas mais sofisticadas.

Também em 1992, Cantor e Shuster fizeram um confronto entre a abor-
dagem paramétrica e a nao-paramétrica na estimacao da taxa de cura.
Comecaram por advertir dos perigos de considerar a proporcao de cura-
dos (7) igual ao valor da estimativa de Kaplan-Meier na maior observagao,
pois podia originar resultados contraditérios ao senso comum. Este facto
deve-se, em grande parte, a uma caracteristica muitas vezes ignorada e algo
andémala do estimador de Kaplan-Meier da funcao de sobrevivéncia: quando
substituimos uma observagao t; ndo censurada por outra t; > ¢; também nao
censurada, onde t; é escolhida por forma a que exista pelo menos uma obser-
vagao censurada no intervalo (t;,¢}), a sobrevivéncia global do grupo melhora
e, no entanto, para t > t, S (t) diminui, conforme referido em Oakes (1993).
Por outro lado, como nos instantes iniciais temos um ntumero elevado de in-
dividuos em risco comparativamente ao nimero de mortes em cada instante,
os decréscimos da curva de sobrevivéncia estimada sao pequenos, ao contrario
do que acontece com as falhas tardias, onde os decréscimos sao grandes.

Em seguida, os autores fizeram uma abordagem paramétrica ao problema
com o estudo de dois modelos. O primeiro, que é um modelo de mistura,
usa a distribuicao exponencial para os tempos de vida dos individuos cujo
acontecimento de interesse foi observado, a semelhanca de Goldman (1984):

Si(t) =7+ (1 —m)exp(=At), O0<m<1, A>0.
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O segundo, que nao é um modelo de mistura, é o modelo de Gompertz
modificado,

Sy(t) =exp [B (1l —exp(Bt))], a>0,8<0.

A razao da modificacao apresentada (8 < 0 em vez de f > 0) é para
que tliglo So(t) = Sa(00) = exp(a/B) > 0, ou seja, para que a fungao de
distribuicao seja imprépria, como é caracteristico nos modelos para popu-
lacoes com individuos curados. Deste modo, a taxa de cura é estimada por
exp(@/f3). Recorde-se que a distribuicdo de Gompertz j& tinha sido usada
por Gordon (1990), mas nao com a modificagao referida e num modelo de
mistura.

Os autores verificaram que, para dados que indiciavam uma taxa de cura
nao nula, qualquer um dos dois modelos estudados fornecia curvas de so-
brevivéncia muito similares e taxas de cura que diferiam por menos de 3%.
No entanto, preferiram o modelo de Gompertz modificado, nao sé por ser
mais geral, como também por apresentar melhor desempenho em relacao a
convergéncia do algoritmo empregue na maximizacao da funcao de verosimi-
lhanca. De facto, o processo de convergéncia do método de Newton-Raphson
na maximizacao da funcao de verosimilhanca baseada na distribuicao de
Gompertz é bastante rapido, ao contrario do que acontece com S;(t), onde
frequentemente ou é necessario um grande ntmero de iteracoes ou o préprio
método de Newton-Raphson falha.

Para concluir, consideraram dados referentes a leucemia e, por substi-
tuicao de uma observacao igual a dois anos por outra igual a doze anos,
tornou-se evidente a anomalia referida anteriormente, pois o valor da estima-
tiva de Kaplan-Meier na maior observacao passa de 45.5% para 39.2%. Ja
com o modelo de Gompertz modificado esse decréscimo é de apenas 0.6%,
pelo que concluem ser preferivel usar esta distribuicao para estimar a taxa
de cura em vez da estimativa de Kaplan-Meier.

Sposto et al. (1992) publicaram um artigo onde, através de um estudo de
simulacao, comparam um teste nao paramétrico simples, baseado na estima-
tiva de Kaplan-Meier da funcao de sobrevivéncia, e trés testes paramétricos
(teste da razao de verosimilhangas, teste de Wald e teste score) para a dife-
renga das proporgoes de individuos curados em dois grupos. O objectivo foi
determinar qual o melhor teste com base na respectiva poténcia. Além disso,
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também lhes interessou saber se algum dos testes anteriores tinha algumas
boas propriedades para pequenos valores de t, ou seja, quando ainda nao
tinham ocorrido muitas falhas. O principal modelo que consideraram foi o
modelo de mistura usual

Si(t) = m; + (1 — m) Hi(t),

onde 7; é a propor¢ao de individuos curados no grupo i e H;(t) é a funcao de
sobrevivéncia dos individuos susceptiveis (nao curados). ; foi parametrizado
por

__expla+ fi)
1 +expla+ Bi)’

,~ (3.1)
com « e f € R (modelo de regressao logistica). Para H;(t) foi usada a
distribuicao exponencial de parametro \;, embora algumas das amostras fos-
sem geradas a partir da distribuicao de Weibull. Esta situagao é um caso
particular do modelo usado por Farewell (1982).

A hipétese nula de interesse é Hy : mg = w1, ou seja, Hy : = 0. A fungao
de verosimilhanca é dada por

L=]] H [(1 = m)As exp(—Aitiy)]™ [m; + (1 — ;) exp(—Aiti;)] %, (3.2)

i=0 j=1
onde n; é o nimero de individuos no grupo i, t;; (j =1,...,n;,,i=0,1) é o
tempo até a morte ou até a censura e 9;; € o indicador de morte (¢;; = 1) ou

de censura (9;; = 0).

Os trés testes paramétricos basearam-se na verosimilhanca (3.2). As cor-
respondentes estatisticas de teste, sob Hy, tém distribuicao assintética Qui-
-quadrado nao central com um grau de liberdade e parametro de nao centra-
lidade 6% = nf?%/oss, onde ogs é 0 elemento apropriado da inversa da matriz
de informacao esperada.

A estatistica de teste do teste nao paramétrico é

1) — 5y(0) i

2
= 3.3
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onde u e v representam o instante imediatamente apds o maior instante de

morte em cada grupo, S(t) = ]I ( — C:—l’:) ¢ o estimador de Kaplan-Meier
k;:t(t)<t

da fungao de sobrevivéncia em cada grupo e &

variancia de S(t) dada pela féormula de Greenwood:

2 ¢ a estimativa usual da

o =5t Y o

2 il — )

Sob Hy, a estatistica de teste x%; tem distribuicaio Qui-quadrado com um
grau de liberdade, condicional a u e a v.

Para contemplar a possibilidade de haver um tempo de cura fixo, os au-
tores propuseram ainda o modelo

exp(—Art), t<T"
Si(t) =
exp(—NT*)=m;, t>T*

onde T™ é o tempo de cura e A} é a taxa de falha que actua até que seja
atingido T™.

Sposto et al. (1992) concluiram que os trés testes paramétricos tinham
propriedades semelhantes mesmo para pequenas amostras, desde que a maio-
ria das possiveis falhas tivessem sido observadas, ou seja, desde que o follow-
-up fosse suficientemente longo. No entanto, a preferéncia recaiu sobre o
teste de Wald por ser aquele que apresentou maior poténcia em situacoes
mais frequentes na pratica (por exemplo, quando as fungdes de sobrevivéncia
sao paralelas nos dois grupos) e porque o teste score nao estava definido em
muitas situagoes, devido a matriz das covariancias nao ser definida positiva,
mas com a ressalva de isso ser verdadeiro apenas para o caso em estudo, isto
é, usando a parametrizacao (3.1). Quanto ao teste ndo paramétrico, teve
um desempenho comparavel aos testes paramétricos, em especial quando as
taxas de falha iniciais nos dois grupos eram as mesmas. Por isso, é referido
como uma alternativa razoavel, em especial quando as amostras sao pequenas
e algumas falhas ainda nao foram observadas.

Laska e Meisner (1992) abordaram o problema cldssico de testar a igual-

dade de duas fungdes de sobrevivéncia, ou seja, Hy(t) = Hs(t), na situagao
em que é definido um tempo de cura. Assim, a variavel resposta pode ser de
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trés tipos: morte pela doenca, censura ou cura. Consideraram o modelo de
cura

donde a igualdade das fungoes de sobrevivéncia é verdadeira se e s6 se 1 = 1y
e S1(t) = Ss(t), ou seja, se a proporgao de curados for igual nos dois grupos
e se 0 mesmo acontecer relativamente as fungoes de sobrevivéncia dos sus-
ceptiveis. Note-se que se soubermos que S7 e Sy sdo iguais entao um teste
para Hi(t) = Hy(t) é um teste para r; = 7s.

Estes autores testaram a igualdade das taxas de cura (para dois e mais
grupos), quer as fungoes de sobrevivéncia dos susceptiveis fossem iguais ou
nao. Este ultimo caso foi possivel devido ao teste nao ser sensivel as dife-
rencas nos instantes de morte dos susceptiveis. Se as fungoes de sobrevivéncia
dos susceptiveis nao forem iguais nos dois grupos, os testes de ordem (rank
tests) podem ser enganadores, pois ndo testam a igualdade das taxas de cura
mas sim a igualdade das fungoes de sobrevivéncia. O teste nao paramétrico
proposto por Sposto et al. (1992), cuja estatistica de teste é dada por (3.3),
é outro candidato a testar a igualdade das taxas de cura quando as funcgoes
de sobrevivéncia dos susceptiveis nao sao iguais. No entanto, tem como
grande limitacao o facto de nao poder ser generalizado para mais do que
dois grupos, ao contrario do que acontece com o teste proposto por Laska
e Meisner (1992). Relativamente a estimac@o das taxas de cura, os autores
notaram que a existéncia de censura pesada ou de follow-up insuficiente podia
levar a conclusoes erradas, nomeadamente, a produzir estimativas das taxas
de cura demasiado optimistas.

Ainda em 1992, Yamaguchi apresenta uma abordagem diferente das ante-
riores, pois baseia-se num modelo de tempo de vida acelerado com covaridveis
em vez de num modelo com fun¢oes hazard proporcionais. Para estimar a
proporcao p de individuos curados é usada, como habitualmente, a regressao
logistica (com vector de covaridveis & e vector de parametros )

p(cd) exp(x’a)
mas para modelar o tempo de vida dos individuos susceptiveis é utilizada uma
extensao da familia de distribui¢oes Gama generalizadas. Assim, designa por
T e por Y =log(T) as varidveis aleatérias que representam o tempo de vida
e o logaritmo do tempo de vida, respectivamente. Yamaguchi considera o
modelo de mistura usual

1+ exp(@’a)’
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S(y) = (1 —p)Sa(y) + p. (3.4)

Quanto ao modelo de tempo de vida acelerado, pode ser escrito na forma

Y=2'8+0z,

onde & é o vector de covariaveis, B3 o respectivo vector de parametros de
regressao, o o parametro de escala e z tem distribuicao log-gama padrao
com parametro de forma k, tal que,

%exp VEz — kexp(z/vVk)| se0<k < oo
f(zk) = (3.5)
Wexp (—22/2) se k= oo
Para obter a extensao da familia Gama generalizada basta substituir o
parametro k pelo parametro A = k~/2 e permitir que \ tanto possa assumir

valores positivos como negativos. A funcao densidade passa a ser

Co\A— _
% A2 2 exp N2 (Az — exp(Az))] se A # 0
f(zA) =
Wexp (—22/2) seA=0
A contribuicao da i-ésima observacao de Y, para o logaritmo da funcao de
verosimilhanca no caso do modelo log-gama generalizado modificado devido

a inclusao da proporc¢ao de curados é

log Li(ax, B,0,k) = 0; [log(1 — p(er)) +log f(zi; k) — log o] +

(1= 6)1og [ (1= p(e)Q (. kexp(z/VE)) +p(er)]
0 < k < o0, onde z; = [log(t;) — x.B] /o, §; = 1 se t; corresponde a um tempo
de vida observado, §; = 0 se t; corresponde a um tempo de vida censurado,

f(z; k) é dado pela expressao (3.5) e Q(k, a) é a funcao gama incompleta
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Q(k,a) = / ?(k:) exp(—z)dx.

O modelo é aplicado na area da sociologia, mais precisamente ao “emprego
permanente” no Japao, um dos poucos exemplos fora da area da medicina.
Generalizar o modelo de tempo de vida acelerado através da introducgao de
uma proporc¢ao de curados tem vantagens e desvantagens quando comparado
com o correspondente modelo de hazards proporcionais. A principal van-
tagem reside no facto de permitir separar o efeito das covariaveis no tempo
até a ocorréncia do acontecimento e na probabilidade de ocorréncia do acon-
tecimento. Quanto as desvantagens, existem algumas, tal como o modelo
nao admitir covariaveis dependentes do tempo.

Maller e Zhou (1994) voltaram a abordar a questao do teste para a sufi-
ciencia do follow-up, desta vez de um modo mais formal do que em Maller e
Zhou (1992). Motivados pelas caracteristicas especiais do exemplo que apre-
sentam (na area da criminologia), incluiram ainda um teste para a possivel
existéncia de outliers, mais concretamente, para a possibilidade de a maior
observagao nao censurada ser um outlier. Este teste é baseado na comparacao
entre as duas maiores observacoes nao censuradas. Estudar a presenca de
outliers é sobremaneira importante pois dela pode depender a existéncia ou
nao de individuos curados numa populacao.

Novamente Maller e Zhou (1995) desenvolveram um teste para detectar a
presenca de individuos imunes, baseado na razao de verosimilhancas. Note-
-se que, sendo p a proporcao de individuos susceptiveis e devido a hipdtese
a testar, Hy : p = 1, se encontrar na fronteira do espaco de parametros
(0, 1], a distribuicao assintética da estatistica de teste é nao padrao, ou seja,
nao é uma distribuicao Qui-quadrado mas sim uma mistura de uma variavel
com distribuicao Qui-quadrado com um grau de liberdade e uma distribuicao
degenerada em zero, em que as proporgoes de mistura sao ambas iguais a 1/2.

Com base no exemplo que estudaram, os autores propuseram um teste
de ajustamento quando a distribuicao dos individuos susceptiveis é a dis-
tribuicao exponencial. Além disso, como existiam dois grupos em estudo,
consideraram um teste nao paramétrico para a diferenca entre a proporcao
de individuos imunes nos dois grupos, que podemos interpretar como uma
outra versao de (3.3), pois a estatistica de teste é
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D1 — P2
52 | 52
\ O]+ 05

e tem distribuicao assintética Gaussiana padrao.

Paralelamente, Ghitany et al. (1995) analisaram dois tipos de esti-
mador para a proporc¢ao de individuos curados numa populacao, paramétrico
(obtido através do método da méaxima verosimilhanga) e nao paramétrico
(pn = ﬁ’n(Tn), sendo p a proporcao de individuos susceptiveis e T, tal que
F,(T},) é maximo), com base em estudos de simulagao.

Assim, examinaram as vantagens e desvantagens do estimador nao
paramétrico quando comparado com o estimador paramétrico. Utilizaram
a distribuicdo exponencial para o tempo de vida (com valor médio ;' = 1)
e para o tempo de censura (com valor médio u~! = 1,2,3,5). Para a pro-
porcao de curados, geraram uma amostra proveniente de uma distribuicao
de Bernoulli de parametro pg; a variavel associada toma o valor zero se o
individuo pertence ao grupo dos imunes. Adicionalmente, Ghitany et al.
fizeram variar a dimensdo das amostras (n = 50,100,200) assim como a
propor¢ao de susceptiveis (pg = 0.1,0.5,0.9,1) com vista a explorar o efeito
destes factores nas propriedades assintoticas dos estimadores. A simulacao foi
efectuada com 1000 réplicas de cada caso para posterior calculo das médias
e dos desvios padrao de p (a estimativa obtido pelo método da méaxima
verosimilhanga) e de p (a estimativa obtido pelo método nao paramétrico).

Das simulacoes efectuadas, os autores concluiram que, quando a pro-
porgao de susceptiveis era muito pequena (0.1 < py < 0.3) e \g = p, 0
estimador paramétrico era um mau estimador de p, mesmo para grandes
amostras (n = 200), enquanto que o estimador ndo paramétrico era muito
mais rigoroso e preciso. Além disso, as simulagoes mostraram que a precisao
de ambos os estimadores aumenta a medida que a dimensao da amostra au-
menta e também a medida que o valor médio do tempo de censura aumenta
em relacao ao valor médio do tempo de vida. O estimador nao paramétrico
de p, além de ser muito mais simples de calcular, pode ainda ser tomado para
valor inicial do processo iterativo para obtencao do estimador paramétrico
de p ou de X\. Podem surgir alguns problemas de convergéncia que obriguem
a um grande numero de iteracoes, mas isto acontece em situagoes pouco fre-
quentes na pratica, como é o caso de amostras relativamente pequenas com
uma grande proporc¢ao de curados.
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Habitualmente, num modelo de cura, pretende-se estimar a taxa de cu-
ra, a funcao de sobrevivencia dos individuos susceptiveis e o efeito das co-
variaveis, se tiverem sido incluidas no modelo. Assim, interessa saber se o
acontecimento ocorreu (que se designa por incidéncia) e quando ocorreu, da-
do que ocorreu (que se designa por laténcia). Para cada covaridvel existem
dois parametros: um que descreve como a covariavel afecta a incidéncia a
longo prazo e outro que descreve como afecta a laténcia. Uma covaridvel que
seja importante para a incidéncia pode nao ser importante para a laténcia e
vice-versa. A importancia relativa da incidéncia e da laténcia difere consoante
as aplicagoes. No entanto, em geral, a incidéncia é a parte que costuma ter
maior interesse cientifico, caso em que sera apropriado utilizar um pequeno
nimero de covaridveis (ou mesmo nenhuma) na parte da laténcia, para evitar
demasiadas covariaveis no modelo.

Taylor (1995) estudou um modelo semi-paramétrico de mistura caracteri-
zado pela regressao logistica para a parte da incidéncia e por uma abordagem
nao paramétrica para a parte da laténcia. Difere do modelo apresentado por
Kuk e Chen (1992) por permitir que as covaridveis afectem apenas a parte
da incidéncia, por admitir ser possivel saber que, para alguns individuos, o
acontecimento de interesse nunca ocorre, e pelo método de estimacgao usado:
os coeficientes de regressao e a fungao hazard foram estimados em conjunto
utilizando o algoritmo EM para maximizar a verosimilhanca completa. O
estimador encontrado apresenta algumas semelhancas com o estimador de
Kaplan-Meier, dai que tenha sido designado por estimador logistico/Kaplan-
Meier. Todavia, por forma a minimizar a eventualidade da ocorréncia de
coeficientes de regressao infinitos (em especial com amostras pequenas), foi
necessario fazer a restricao de que a funcao de sobrevivéncia dos susceptiveis
seja zero a partir da ultima observacao nao censurada. Saliente-se que esta
restricao faz sentido quando estamos a trabalhar com modelos de mistura,
uma vez que admitimos haver evidéncia da existéncia de dois grupos (sus-
ceptiveis e ndo susceptiveis) e também que o follow-up é suficientemente longo
de forma a que a maioria dos acontecimentos ja tenha ocorrido.

Em 1996, Maller e Zhou publicaram um livro que, além de conter o mate-
rial dos seus artigos (que nao se esgotam nos que aqui mencionamos), natural-
mente é mais minucioso e mais vasto. Constitui uma boa referéncia para um
primeiro contacto com esta area da Analise de Sobrevivéncia e, tanto quan-
to sabemos, é o unico livro existente até a data exclusivamente sobre este
assunto. No entanto, a sua abordagem baseia-se na funcao de distribuicao e
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nao na funcao de sobrevivéncia, ao contrario do que é habitual nesta area.

Como temos vindo a constatar até agora, os modelos de cura pressupoem
a existéncia de uma subpopulagao de sobreviventes a longo prazo (habitual-
mente com tempos de vida censurados), designados por individuos curados
ou imunes. Tsodikov et al. (1998) referiram que uma outra forma de abor-
dar estes modelos é considerar que a existéncia de um factor de prognéstico
nao observado determinaria quais os individuos imunes. Surge entao uma
primeira referéncia a inclusao de uma variavel fragilidade no contexto dos
modelos de cura.

A doenga de Hodgkin é um tipo especial de linfoma (cancro), identificada
pelo aparecimento de uma célula tipica chamada célula de Reed-Sterberg no
exame microscopico. O seu tratamento, por norma agressivo, parece poder
induzir o aparecimento de outros tipos de cancro, entre os quais a leucemia
mieléide aguda. No entanto, nao deixa de ser pertinente tentar saber se, de
facto, a leucemia é induzida pelo tratamento ou se os doentes com doenca de
Hodgkin ja tém uma maior propensao para o desenvolvimento de cancros.

Seja T' o tempo de vida, que neste caso corresponde ao tempo desde o
primeiro tratamento da doenca de Hodgkin até ao aparecimento da leucemia.
Como uma funcdo de sobrevivéncia G, ( G = 1 — G) se pode escrever & custa
da correspondente funcao hazard cumulativa, H, e como a funcao de sobre-
vivéencia de uma populacao em que existem individuos curados e individuos
susceptiveis é improépria, resulta que a fungao hazard cumulativa é limitada.
Entao, se H(t) < 0, temos H(t) = 0F(t), onde F(t) é a fungao de distribuicao
de uma varidvel aleatéria nao negativa que representa o tempo de progressao
do tumor, e a funcao de sobrevivéncia escreve-se na forma

G(t) = exp[—0F(t)]. (3.6)

O modelo anterior pode ser generalizado de forma a incluir covariaveis, que
tanto podem ser incluidas na funcao F' como no parametro 6. No entanto, se
F' nao incluir covariaveis, o modelo resultante é um caso especial de modelo
de hazards proporcionais.

Esta formulacao permite que a estimacao da taxa de cura seja feita sem
ter que estimar o parametro perturbador (F') em conjunto, uma vez que é
dada por exp(—0).

Infelizmente as conclusoes do estudo ficaram um pouco aquém do espe-
rado, mais pela complexidade da situagao do que pelo modelo adoptado.
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Sobre o mesmo assunto e seguindo o mesmo argumento em relacao
a funcdo hazard cumulativa, Tsodikov (1998) considerou um modelo de
hazards proporcionais modificado para permitir a existéncia de sobreviventes
a longo prazo, ou seja, novamente (3.6) mas com 6 = 6(z). De fac-
to, como a funcdo hazard cumulativa correspondente a G(t) é dada por
—log G(t) = 0(2)F(t), verifica-se que dados dois vectores de covaridveis z; e
z9, arazdo 0(z1)F(t)/0(z2)F(t) ndo depende de t.

Quanto ao método de estimacao dos parametros, encarou varias possibi-
lidades, nomeadamente a verosimilhanga parcial (a qual produz estimadores
consistentes), a verosimilhanga marginal (que permite a estimagao de 0(z)
sendo a funcao F encarada como um parametro perturbador) e a verosimi-
lhanca profile, que é a verosimilhanca completa maximizada com respeito
a F, sendo esta a forma mais eficiente de estimar 6 se F' é completamente
desconhecida. Em relacao ao ultimo caso, o habitual é recorrer ao método
de Newton-Raphson, apesar de poder apresentar alguns problemas de con-
vergéncia. Por isso, foi sugerida uma outra abordagem, assente na resolucao
de equagoes algébricas aninhadas.

Num outro estudo sobre linfomas, mas desta vez linfoma nao-Hodgkin,
Peng et al. (1998) propuseram um modelo que usa a distribuicao F' gene-
ralizada, que designaram por modelo de mistura F' generalizado. O modelo
referido é uma extensao de modelos ja anteriormente abordados, nomeada-
mente por Boag (1949), Gamel (1990), Farewell (1982), Ghitany et al. (1995)
e muitos outros, uma vez que a distribuicao F generalizada, dependendo
do nimero de parametros e dos valores que tomam, apresenta como casos
particulares a distribuicdo log-normal, Weibull, exponencial (entre outras).
Visto por outro prisma, o modelo também pode ser considerado uma gene-
ralizacao de um modelo de tempo de vida acelerado, pois é constituido por
duas partes: um modelo de tempo de vida acelerado (para os tempos de vida
dos individuos susceptiveis) e um modelo de regressao logistica (para a taxa
de cura). Esta abordagem é semelhante a de Yamaguchi (1992), ja referida
anteriormente, residindo a diferenca essencialmente na distribuicao utilizada.

As vantagens encontradas devem-se em grande parte a flexibilidade da
distribuicao F' generalizada, permitindo descobrir a estrutura dos dados sem
impor restrigoes a partida. Neste sentido, quase pode ser interpretado como
um modelo semi-paramétrico. A principal desvantagem sao as dificuldades
computacionais na maximizag¢ao da fungao de verosimilhanca, em grande
parte devido a funcao beta. Apesar de ser necessario algum cuidado ao
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analisar os resultados deste modelo, essa precaucao deve-se essencialmente
a natureza mais complexa do problema em si e nao ao demérito do modelo
de mistura F' generalizado. Alids, o facto de poder ser usado em problemas
mais complexos é outra das suas vantagens.

Gieser et al. (1998), interessados na estimacao da taxa de cura, genera-
lizaram o modelo descrito por Cantor e Shuster (1992), através da introdugao
de covariaveis. Consideraram a existéncia de I tratamentos, p covariaveis,
21, %2, ..., %p € a funcao de sobrevivéncia correspondente a um individuo no
i-ésimo tratamento com vector de covaridveis z = (21, 22, ..., 2p), S(t;4, 2).
O modelo proposto ¢ tal que

S(t:4, 2) = [Soa (1] = exp [exp(v'2) 870 (1 — exp(Bt))] i = 1.1,

(3.7)
onde v = (71,72, ...,7p) sdo os coeficientes de regressao associados a
(21,22, ..., 2p), respectivamente, e Sp;(t) é a funcdo de sobrevivéncia es-

pecifica do i-ésimo tratamento com parametros (af, 5;), af > 0, 5; < 0.
Para z fixo e para o tratamento ¢, a funcao hazard correspondente é

Aty i, z) = exp(a; + Bit +v'2),

onde oy = logag e A\g;(t) = exp(ay; + fit). Através desta representacao, é
imediato observar que o logaritmo da funcao hazard é linear nos parametros
donde, em cada grupo de tratamento, o modelo (3.7) é um modelo de hazards
proporcionais. Determinando o limite em (3.7) quando ¢ — oo, os autores
obtiveram a expressao para a taxa de cura:

m(i,z) = S(o0;i,2) = exp [B;  exp(v'z + oy)] - (3.8)
A funcao de verosimilhanca é
I n;
L(c, B,7) = [T [ Stisi 1, zi) (Mt . 2i7)]% (3.9)
1=1 j=1

Gieser et al. (1998) mostraram que o logaritmo da fungao de verosimilhanca
é uma fungao convexa e, consequentemente, é garantida a existéncia, uni-
cidade e normalidade assintética do estimador de méxima verosimilhanca.
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A estimacao dos parametros nao apresentou problemas, tendo sido usado o
método de Newton-Raphson na maximizacao de (3.9).

Os coeficientes de regressao ; medem o efeito das covariaveis z; na taxa
de cura. Para testar Hy : v; = 0, os autores usaram a estatistica de teste
Z = 4,/s.e.(%;) a qual, sob Hp, tem uma distribuicdo assintética N(0, 1). Por
(3.8), uma medida da diferenca entre as taxas de cura correspondentes aos
tratamentos ¢ e j é expressa por

_logm(i,z) PBjexpay
logm(j,z)  Biexpay’

Assim, para testar a igualdade da taxa de cura nos grupos de tratamento 7
e j, Hy:logb;; =0, Gieser et al. (1998) utilizaram a estatistica de teste

&; +log(—p;) —log(—f;) — &,
s.e. [ézl- + log(—B]’) - log(—Bz) —Q;

7 =

que, sob Hy, também tem uma distribuicdo assintética N(0, 1).

Quanto ao exemplo que abordaram, além de ajustarem aos dados o mode-
lo proposto, para efeitos de comparacao também ajustaram o modelo de
regressdo de Cox, bem como o utilizado por Farewell (1982). O modelo
(3.7), baseado na distribuicdo de Gompertz, apresentou estimativas dos coe-
ficientes de regressao com valores semelhantes as estimativas obtidas com
o modelo de regressao de Cox, mas tem a vantagem de fornecer adicional-
mente estimativas das taxas de cura. As estimativas da taxa de cura obtidas
através do modelo (3.7) ou através do modelo de Farewell (1982), apesar de
terem valores préximos dos obtidos através do valor maximo da estimativa
de Kaplan-Meier da funcao de sobrevivéncia, apresentaram desvios padrao
substancialmente mais pequenos.

O modelo (3.7) pode ser generalizado um pouco mais com a introdugao
de covaridveis na fungao hazard subjacente, ou seja, em A ;(t). Na prética,
esta generalizacao é 1til quando o modelo de hazards proporcionais (3.7)
nao se ajusta aos dados dentro de cada grupo de tratamento mas ha um
bom ajustamento para certas combinacoes apropriadas das covariaveis e dos
tratamentos.

Uma outra alternativa proposta para a inclusao das covariaveis é o modelo
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S(t;z) = [r+ (1 — ) exp(A)]"P=) X <0,

ou uma sua generalizacao em que a funcao hazard subjacente é especifica para
cada grupo de tratamento, apesar de poder apresentar algumas dificuldades
computacionais.

Também em 1998, no ambito da Analise Bayesiana, Chao desenvolveu um
modelo de cura de riscos competitivos, onde nao é assumida a independéncia
das causas de morte. O exemplo que estudou refere-se a individuos com
leucemia (crénica ou aguda), mielodisplasia ou linfoma sujeitos a transplante
da medula dssea, em que a situacao apds tratamento (transplante de medula
6ssea) pode ser: curado pelo tratamento, recaida da doenca ou morte sem
ocorréncia de recaida (mas relacionada com o tratamento). Neste caso, s
os dois ultimos acontecimentos sao observaveis, dando origem a observagoes
nao censuradas, visto que o tempo em estudo é o tempo decorrido até a falha
do transplante. Note-se que embora a morte possa ocorrer apds a recaida,
nesta situacao o tempo de vida é o tempo até a recaida e nao o tempo até a
morte. Uma observacao censurada corresponde a um individuo vivo e livre
de recaida no fim do seu follow-up e é apenas nesta situacao que a cura
pode ocorrer. Assim, sem considerar que a cura é observavel, o modelo de
mistura desenvolvido providencia nao sé uma estimativa da probabilidade
de cura, condicional ao tempo de censura, como também uma estimativa da
probabilidade de recaida, condicional a nao estar curado.

Considere-se a variavel C' que toma o valor zero (quando o individuo esta
curado) com probabilidade p e o valor um com probabilidade ¢ = 1 — p,
X a variavel que representa o tempo que decorre desde o tratamento até
a morte e = o respectivo tempo de vida observado (censurado ou nao). A
probabilidade de sobreviver para além do instante x, condicional a estar
curado, é representada por S(x), enquanto que G(z;6) designa a fungao de
sobrevivéencia dos individuos nao curados. O modelo de mistura inicialmente
considerado foi

P(X > aln) = pS(x) + gS(@)V (z:6),
onde n = (p, @) é o vector de parametros do modelo e V' (z;0) = G(z;0)/S(x)

¢ uma funcado de sobrevivéncia relativa tal que 0 < V(2;60) < 1. Em termos
da funcao hazard, o modelo pode ser escrito na forma
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qV(z;0) v(z;0)
p+qV(z;0) V(z;0)
onde p(x) designa a func¢do hazard para os individuos curados e v(z;60) =
—(d/dx)V (z;6), ou mais simplesmente,

h(z;m) = p(x) +

oy qu(; 6)
h(a;m) = p(z) + P+ qV(5:0)

A probabilidade a posteriori de um individuo nao estar curado, dado que o
seu tempo de vida é maior do que x, é dada por

qV (z;0)

P(C|X > =
(© 1) p+qV(x;0)

Note-se a analogia com a maioria dos modelos referidos até agora, onde para
os individuos curados se considerou S(z) = 1,Vx < oo, do que resultaria
neste caso V(z;0) = G(z;0).

No entanto, atendendo a que o exemplo considera dois tipos de falha de
transplante (recaida ou morte sem recaida), houve necessidade de construir
um modelo que tivesse em conta qual a causa de falha. Entao, Chao (1998)
considerou a variavel R, que tem o valor 1 para os individuos que sofreram
recaida, e zero para os que morreram sem terem tido recaida e v = P(R|C)
a probabilidade de um individuo ter recaida dado que nao estd curado. O
indice r foi associado aos individuos nao curados que sofreram recaida e o
indice d aos nao curados que morreram sem recaida. Note-se que o tempo de
vida observado, x, nao é mais do que o minimo entre o tempo até a recaida,
o tempo até a morte sem ocorréncia de recaida e o tempo de censura. A
funcao de sobrevivéncia é entao dada por

P(X > zln) =p+qyVi(z:;0,) + (1 —7)Valz; 04)]

com V,(x;8,) a fungao de sobrevivéncia relativa para os individuos que tive-
ram recaida e Vy(x; 8,) a funcdo de sobrevivéncia relativa para os individuos
que morreram sem terem tido recaida. Quando V,(x;0,) e Vy(z;84) sao
funcoes correspondentes a distribuicao exponencial, a probabilidade a poste-
riori de cura, dado que o tempo de vida é superior ao tempo de censura =,
é
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p
p+qlyexp(=0,2) + (1 — 7) exp(—0ax)]’

P<C|x;p777er70d) =

enquanto que a probabilidade a posteriori de recaida, dado que o individuo
¢é nao curado e dado o tempo de censura x é

v exp(—06,1)

P R ,67 9 707'70 = ’
(Rla, C;p,7, 6. 64) vexp(—60,7) + (1 — 7) exp(—0,z)

As estimativas do modelo foram determinadas através do método de
amostragem Gibbs. Quando os parametros sao substituidos pelas suas esti-
mativas, estas duas tltimas probabilidades podem ser utilizadas para atribuir
o estatuto de cura ou de recaida, respectivamente, aos individuos com obser-
vagoes censuradas.

Ja em 1999, De Angelis et al. debrugaram-se sobre modelos de mistura
logistico/exponencial e logistico/Weibull com inclusao de covaridveis, com o
objectivo de estudar a sobrevivéncia de individuos com cancro do célon, com
base no Registo Nacional de Cancro da Finlandia. Assim, consideraram que
os individuos em estudo podiam ser divididos em dois grupos distintos: (i)
uma proporcao P de individuos curados para a doenca em causa, que tém a
mesma funcao hazard (hy), funcdo densidade (fy) e funcdo de sobrevivéncia
(Sp) do que a populacdo em geral que seja comparavel; e (ii) uma proporgao
(1 — P) de individuos susceptiveis que vao morrer da doenga em causa, com
fungao hazard (hy), funcdo de sobrevivéncia (S7) e fungao densidade (f;)
dadas, respectivamente, por

h1<t, .’,U) = ho(t, IE) + hD(t, .’,U),

t

Si(t,x) = exp —/hl(u,w)du = So(t,x)Sp(t,x),

0

filt,x) = hi(t,x)S:(t, x),
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onde t representa o tempo de vida de um individuo, & o respectivo vector
de covariaveis, hp o acréscimo do risco de morte devido a doenca e Sp a
correspondente funcao de sobrevivéncia relativa. A proporcao de individuos
curados é modelada por

1
1+ mexp(mz)’

P(z)

onde 7y e 7 sao os parametros de regressao (w = my,..., 1) € a funcao de
sobrevivencia relativa para os dois grupos em conjunto é dada por

S(t,x) = P(x)+ (1 — P(x)) Sp(t, x).

Para a funcao de sobrevivéncia relativa Sp, foram considerados o modelo
exponencial,

Sp(t. @) = exp [-A(@)f]

e o modelo Weibull,

Sp(t, &) = exp [— (A(;c)t)ﬂ .

Para o parametro de escala A(x) que coincide com a fun¢ao hp no modelo
exponencial, é adoptado um modelo de hazards proporcionais

Ax) = o exp(yx),

onde 7y e 7 sdo os parametros de regressao (Y = 71, ..., Vk1)-

Relativamente ao efeito das covariaveis, os dois tipos de modelos apresen-
taram resultados semelhantes; quanto a estimacao da proporcao de curados,
o modelo de regressao logistica/exponencial revelou uma estimativa dema-
siado optimista, pelo que o modelo de regressao logistica/Weibull foi o mais
adequado. Os autores salientaram as vantagens dos modelos de mistura para
este tipo de estudo, dado permitirem a avaliacao simultanea dos factores as-
sociados a probabilidade de cura e dos factores que afectam o tempo de vida
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dos casos fatais. Afirmam mesmo que a consideracao de que as populacoes sao
homogéneas pode camuflar caracteristicas importantes para a sobreviveéncia.
Porém, a validade dos resultados deste tipo de modelos depende fortemente
da escolha adequada das fungoes de distribuicao envolvidas.

No mesmo ano, também no ambito da Anélise Bayesiana, Chen et al.
(1999) propuseram um modelo um pouco diferente dos anteriores, sobretudo
na sua formulacao, mais adequada a uma interpretacao clinica directa, em-
bora parega ser algo semelhante ao modelo ja referido por Tsodikov (1998).
A funcao de sobrevivéncia da populacao é dada por

S(t) = exp (—OF(t)), (3.10)

onde # esta relacionado com o nimero inicial de células carcinogénicas e
F(t) com a sua taxa de progressao, visto que F'(t) representa a fungao de
distribuicao do tempo necessario para a i-ésima célula originar uma massa
tumoral. Note-se que S,(c0) = exp(—€) > 0, donde S,(f) é uma funcdo
de sobrevivéncia imprépria. As correspondentes funcoes densidade e hazard
sao, respectivamente,

fo(t) = 0f () exp (=OF (1)) e hy(t) = 0f(1),

com f(t) = (d/dt)F(t). Em relagdo aos individuos susceptiveis, Chen et al.
(1999) deduziram as seguintes fungoes:

exp (—0F (1)) — exp(—6)

() = 1 —exp(—0)

- ()

) 10

o ep(—0F)
¢ WiH)= <exp (0F () - exp<—0>) O1(e).

A funcao hazard pode também ser escrita na forma

e 1
hi(E) = (P(T < o0o|T > t)) (t)

para evidenciar que h*(t) > h,(t).
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Uma das grandes vantagens desta abordagem é o facto de o modelo de
hazards proporcionais ser valido para toda a populagdo se h,(t; z) = 0(z) f(¢),
mas entao tem como desvantagem ja nao ser um modelo de hazards propor-
cionais para os individuos susceptiveis. Do ponto de vista bayesiano, conduz a
distribuicoes a priori e a posteriori com caracteristicas desejaveis, para além
de ser um modelo computacionalmente atractivo. Sao propostas algumas
possiveis extensoes (em estudo), nomeadamente, uma ligeira modificagdo no
modelo de forma a permitir uma maior heterogeneidade entre os individuos,
e uma versao multivariada de (3.10).

Sy e Taylor (2000), voltaram a abordar o modelo descrito por Kuk e Chen
(1992), apresentando um método de estimacao diferente para os parametros
de regressao: usaram o algoritmo EM em vez do método de Monte Carlo.
Este trabalho vem na sequéncia do descrito em Taylor (1995), que considerou
que as covariaveis influenciavam apenas a incidéncia. Agora os autores con-
sideram também a sua influéncia na funcao de sobrevivéncia dos susceptiveis.

O exemplo que estudaram refere-se ao carcinoma das células escamosas
das amigdalas. Algumas covariaveis presentes no modelo revelaram-se im-
portantes para a laténcia e para a incidéncia, outras apenas para a incidéncia
(dose e duragao do tratamento) ou vice-versa (caso da idade) e outras nem
para a laténcia nem para a incidéncia.

Uma observacao relevante neste artigo é o facto de o modelo de cura
de hazards proporcionais, ou seja, o modelo de cura de mistura em que as
funcoes hazard dos individuos susceptiveis sao proporcionais, constituir um
caso particular do modelo multiplicativo com fragilidade (do qual fazemos
referéncia no capitulo 6). No entanto, foi feita a ressalva de que neste caso a
varidvel fragilidade ndo era inteiramente nao observéavel (quando era obser-
vado o acontecimento de interesse), logo nao era uma fragilidade no sentido
literal.

Paralelamente, Peng e Dear (2000) também usaram o algoritmo EM na es-
timac@o dos parametros de regressao do modelo de Kuk e Chen (1992). Mais
precisamente, o seu método de estimagao nao paramétrico é uma combinacao
da verosimilhanga marginal usada para o modelo de regressao de Cox e do
algoritmo EM. Na auséncia de covariaveis para os individuos susceptiveis, o
modelo e o modo de estimagao reduz-se ao ja abordado por Taylor (1995).
Por outro lado, quando nao existe uma proporcao de curados, o modelo e o
método de estimacao resume-se ao modelo de regressao de Cox, logo pode
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ser considerado uma generalizagao ao caso de existéncia de uma proporcao
de curados.

Bernardo e Ibrahim (2000) tornaram a abordar a questdo de testar a
igualdade das funcoes de sobrevivéncia de dois grupos de tratamento, dando
sequéncia a um trabalho ja desenvolvido pelo segundo autor. Fizeram uma
abordagem bayesiana, mas os seus resultados sao uma generalizacao dos obti-
dos por Gray e Tsiatis (1989), por também se basearem no teste log-rank e
por admitirem que quer a taxa de cura quer a fungao de sobrevivéncia dos
individuos susceptiveis pode diferir nos dois grupos.

Como habitualmente, consideraram a funcao de sobrevivéncia descrita
por

Q) =0+ (1-0)H(),

onde T' é a variavel aleatéria que representa o tempo de vida, 6 é a proporcao
de individuos curados e H (t) é a fungao de sobrevivéncia dos individuos sus-
ceptiveis. Testaram a hipdtese Hy : Q1(t) = Q2(t) versus Hy : Q1(t) # Q2(t),
onde Q;(t) é a fungao de sobrevivéncia dos individuos submetidos ao trata-
mento j, com j = 1,2.

O trabalho desenvolvido, na nossa opiniao, tem uma importancia pratica
bastante acentuada, uma vez que permite que os ensaios clinicos tenham uma
duragao mais curta. Para além das vantagens econdémicas que dai advém,
importa realcar as vantagens para os doentes pois, ou recebem o melhor
tratamento mais cedo, ou nao estao tanto tempo sujeitos ao tratamento ex-
perimental, se este nao se revelar melhor que o tratamento padrao ou mesmo
se apresentar efeitos secundérios mais nefastos.

Em Tamura et al. (2000) encontramos um exemplo relacionado com
o tempo até a resposta a um tratamento com anti-depressivos, sendo dos
poucos que nao se referem a doentes com cancro. Talvez por isso, o modelo
estudado apresentou alguns pormenores um pouco diferentes. Os autores
usaram um modelo de cura, que tem em linha de conta a existéncia de in-
dividuos que nao respondem ao tratamento e, para os que respondem, mode-
laram o tempo que decorre até a resposta. Como consideraram dois grupos de
tratamento, para o i-ésimo (i = 1,2) grupo, H;(t) representa a probabilidade
de que a resposta ocorra apds o instante ¢, e p; a proporc¢ao de individuos que
respondem ao tratamento. Além disso, 7j; representa o tempo de resposta do
Jj-ésimo individuo no i-ésimo grupo de tratamento e toma valores em (0, u)
para os individuos que respondem, uma vez que é assumido que a resposta
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sé ocorre nesse intervalo (todos os individuos que tenham tempo superior a u
sao considerados nao respondentes, ou seja, ndo susceptiveis ao tratamento).
Entao,

Hi(t) = piSi(t) + (1 —p;), 0<t<u,

onde S;(t) = P(T;; > t|T;; < u) é a probabilidade de a resposta ocorrer apds o
instante ¢, dado que ocorre. Claro que u varia de exemplo para exemplo, mas
em estudos de depressao é pratica corrente considerar u igual a 6 semanas.
Em qualquer dos casos, u tem que ser suficientemente grande de forma a que
a identificacao dos individuos que respondem seja inequivoca. A resposta ao
tratamento nao deve ser confundida com a auséncia de sintomas da doenca,
situacao que pode ocorrer para além do instante u. Note-se que neste caso, e
ao contrario do que costuma acontecer com os estudos do foro oncoldgico, é
muito facil identificar quais os individuos susceptiveis (s@o os que respondem
ao tratamento no prazo de 6 semanas) e quais os nao susceptiveis (sao os que
nao respondem nesse prazo).

Dado que muitas vezes os pacientes podem estar em risco de cometer
suicidio, o “melhor” anti-depressivo serd aquele que nao s6 produza efeito
na maioria dos pacientes, como sobretudo que o faca no mais curto espaco
de tempo possivel. Neste tltimo factor residiu a motivacao para preferir
comparar a eficiencia de dois anti-depressivos com base nas fungoes de so-
brevivencia dos individuos e nao nas correspondentes proporcoes de respon-
dentes, como jd tinham feito Gray e Tsiatis (1989) e Laska e Meisner (1992).
Assim, a hipdtese testada foi Hy : Si(t) = Sa(t), com recurso ao teste de
Cramer-von Mises e também a metodologia bootstrap. Como o p-value obti-
do foi 0.30, Tamura et al. (2000) concluiram que nao existia evidéncia de
que um anti-depressivo fosse melhor do que o outro.

Voltando ao problema de testar a presenca de individuos curados, Peng et
al. (2001) realizaram um estudo de simulagao, no qual pretendiam analisar
a distribuicao da estatistica de teste do teste de razao de verosimilhancas,
d,, quando a distribuicao do tempo de vida dos individuos susceptiveis é
a distribuicao de Weibull ou a distribuicao log-normal. Este estudo ¢ uma
generalizacao do ja desenvolvido por Maller e Zhou (1995), que utilizaram a
distribuicao exponencial. Além disso, também pretendiam saber qual a di-
mensao da amostra necessaria para que d,, tivesse aproximadamente a mesma
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distribuicao, quer fosse utilizada a distribuicao exponencial, Weibull ou log-
-normal para o tempo de vida dos individuos susceptiveis.

Nalgumas situacoes, a presenca de individuos curados pode ser inferida
através da experiéncia clinica da doenca ou através de evidéncia bioldgica.
No entanto, quando tal nao é possivel, interessa desenvolver um teste para a
sua presenca, baseado no aparecimento de um numero relativamente grande
de observagoes censuradas apés a maior observagao nao censurada. Seja
7 a proporcao de individuos susceptiveis. A hipdtese de nao existéncia de
individuos curados é dada por Hy : m = 1 (hipdtese na fronteira do espago
de parametros: (0, 1]), que pode ser testada através do teste de razao de
verosimilhancas, baseado na estatistica

dn = =2[lo(0) — &:(0, )],

onde ¢,(0, ) é o logaritmo da fungao de verosimilhan¢a maximizada sob o
modelo de mistura habitual e £5(#) é o logaritmo da funcao de verosimilhanga
maximizada sob a hipdtese Hy. Como Maller e Zhou (1995) observaram
para a distribuicao exponencial, a distribuicao de d,, é uma mistura de uma
distribuicao Qui-quadrado com um grau de liberdade e uma distribuicao
degenerada em zero, em que as proporgoes de mistura sao ambas iguais a
1/2, ou seja,

Pldy <) = 5+ 5P (3 <1). (3.11)
Quando, em vez da distribuicao exponencial é utilizada a distribuicao log-
-normal ou Weibull, a distribuigao (3.11) é apenas uma aproximacao da dis-
tribuicao assintotica de d,. Se a amostra for pequena, essa aproximagao é
tanto pior quanto menor for a censura (10% ou menos) e quanto maior for
o valor da funcao hazard para valores elevados de t. Qualquer uma destas
situagoes origina uma aproximagcao considerada inaceitavel, ainda que a di-
mensao da amostra seja moderada. De facto, nestes casos, a verdadeira
distribuicao atribui um peso maior a distribuicao degenerada em zero. Os
autores remetem para um artigo posterior a questao da poténcia do teste e
da determinacao da dimensao da amostra.

Yau e Ng (2001) generalizaram o uso de modelos de mistura a andlise
multivariada do tempo de vida, com uma abordagem através dos modelos de
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mistura lineares generalizados. Este tipo de modelos surge para dar resposta
a situagoes em que ou a populacao se encontra agrupada em clusters ou para
cada individuo podem ser contabilizadas vérias falhas do mesmo tipo (por
exemplo, vérias recaidas de uma mesma doenca). Em qualquer dos casos,
existe algum tipo de correlacao entre alguns dos tempos de vida. No exemplo
que os autores consideraram, os objectivos foram identificar os factores de
risco, avaliar o seu efeito no tempo de vida e comparar os dois tratamentos
com base na sobrevivéncia dos pacientes. O tempo de vida foi definido como
o tempo desde o diagnostico até a morte pela doenca; para os individuos em
que a morte foi observada mas sem que estivesse relacionada com a doenca
em causa, o tempo de vida foi considerado censurado.

Para um individuo com vector de covariaveis x;, : = 1, ..., N, o habitual
é que a proporc¢ao 7 seja especificada pela funcao logistica

1

m(x;) = P(Y = 1|z;) = T+ op(E)

(3.12)
onde Y é a varidvel indicatriz de susceptibilidade, &, = wivy, w; = [1 )], e

~ ¢é o vector de parametros de regressao. Relativamente a fungao de sobre-
vivéncia, é usual adoptar o modelo

S(tyx) =1—m(x) + n(x)S(t;x), (3.13)

onde Sy(t; ) designa a fungao de sobrevivéncia dos individuos susceptiveis,
ou seja, daqueles que nao respondem favoravelmente ao tratamento. Se para
os individuos susceptiveis for considerado o modelo de regressao de Cox, isto

s

€, se

ho(t; ) = hao(t) exp(n), (3.14)

tal que m = a’B, B é o vector de parametros de regressao e hy(t) é a fungao
hazard subjacente dos individuos susceptiveis, a fungao hazard populacional
escreve-se na forma

Sao(t)=P()

h(t;x) = m(x)hao(t) exp(n) S(t;z)
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Os pacientes provieram de seis instituicoes distintas. Este facto fez com
que a eventual variabilidade (ndo observada) existente entre as instituigoes
fosse modelada por um efeito aleatorio, ou seja, através de uma fragilidade.

Na andlise multivariada, a expressao (3.12) escreve-se na forma

1

- = wAtVii=1,., M j=1,..m,
1 +exp(§;;) i a7 /

(i)
onde V; representa o efeito aleatorio nao observado da i-ésima instituicao na

proporcao de individuos curados, M designa o ntmero de instituicoes, n;
M

indica o ntimero de observagoes na i-ésima instituicdo e N = > n;. Yau
i=1

e Ng (2001) admitiram que V'~ N(0,6,). Note-se que, de acordo com

a definicao do efeito aleatério, valores elevados de V' correspondem a uma

maior probabilidade de cura.

Quanto a expressao (3.14), passa a escrever-se na forma
ho(tij; i) = hao(tiy) exp(ny;), my; = x;8 + Ui,

com U; a representar o efeito aleatorio nao observado da i-ésima instituicao
no risco de formagao de tumor para os individuos susceptiveis. Os autores
admitem que U —~ N(0,6). Um valor elevado de U; indica que os pacientes
da i-ésima instituicao tém um maior risco de terem um tumor, se pertencem
ao grupo dos individuos susceptiveis.

Yau e Ng (2001) salientam que, a semelhanga do que acontece quando
o modelo (3.13) é adoptado, também no caso da andlise multivariada po-
dem surgir problemas de nao identificabilidade do modelo e estimativas dos
parametros de regressao infinitas, em especial quando nao é clara a existéncia
de individuos curados.

Broét et al. (2001) desenvolveram testes para detectar diferencas entre
as fungoes de sobrevivencia de dois grupos, admitindo em qualquer um deles
a presenca de individuos imunes. Diferem dos testes propostos até a data,
entre outras coisas, por partirem de um modelo de cura de nao-mistura e nao
do modelo de mistura habitual.

Seja n; o numero de individuos em cada grupo (i = 0,1, n = ng + nq).
Para o j-ésimo paciente no i-ésimo grupo, sejam T;; e C;; as varidveis
aleatérias que representam o tempo de vida e o tempo de censura, respec-
tivamente, X;; = min(7;;, C;;) o tempo de follow-up observado com fungao
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de sobrevivéncia H;(t), 0 = 1(x,,—1,;) a varidvel de morte, Yj; = ly<x,;) a
variavel indicatriz de o individuo estar em risco no instante ¢ e Z; a varidvel
indicatriz do grupo 1. A funcao hazard de T;; é denotada por A;(t) e a
correspondente fungao hazard cumulativa por A;(t).

Para o i-ésimo grupo, a funcao de sobrevivéncia foi definida por

Si(t) = exp [—0 exp(p17)[1 — exp(—K (t) exp(521))]], (3.15)

onde K (t) representa uma fungdo continua positiva crescente (de zero a
infinito) ndo especificada e 6 é um parametro positivo. Este modelo é
uma generalizagdo do modelo descrito em Cantor e Shuster (1992), em
que K(t) = (a/0)t, com « parametro positivo. Por (3.15), verifica-se que
limy oo Aj(t) = Oexp(fii), logo a hipétese de f; = 0 significa auséncia de
efeito a longo prazo. A outra hipdtese de interesse, 5, = 0, é a hipdtese de
proporcionalidade das fungoes hazard.

A nossa revisao bibliogréafica, primeira etapa crucial neste trabalho, ter-
minou neste ano (2001), embora a actualizacdo fosse uma preocupacao cons-
tante. Assim, ao longo do trabalho podem ser encontradas algumas re-
feréncias posteriores, mas ja inseridas no contexto proprio, nomeadamente
Choi e Zhou (2002), Maller e Zhou (2002), Phillips et al. (2002), Sposto
(2002), Ng e McLachlan (2003), Steele (2003), Tsodikov (2003), Tsodikov et
al. (2003), Shao e Zhou (2004) e Yu et al. (2004).

A continuacao da proliferacao de artigos sobre modelos de cura é um
forte indicador do interesse que esta area da estatistica desperta, bem como
da necessidade do seu desenvolvimento.
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Capitulo 4

Modelos de Cura

4.1 Introducao

Tipicamente, a Analise de Sobrevivéncia consiste na andlise de dados refe-
rentes a medicoes do tempo decorrido desde um instante inicial até a
ocorréncia de um determinado acontecimento, numa populacao. No entanto,
nem sempre € possivel observar o acontecimento de interesse, situagao em que
surgem as chamadas observacoes censuradas. Geralmente, tais observagoes
devem-se a existéncia de certas restricoes no processo de recolha dos dados.

Contudo, se a maioria das observacoes censuradas corresponder as
maiores observacoes, podemos suspeitar da existéncia de individuos que nun-
ca vao experimentar o acontecimento de interesse, ainda que o tempo em
observacao pudesse ser prolongado indefinidamente. Tais individuos sao con-
siderados individuos imunes ao acontecimento de interesse e, nesta perspec-
tiva, a funcao de sobrevivéncia que lhes ira corresponder tomard sempre o
valor um em qualquer instante (fun¢ao de sobrevivéncia degenerada). As-
sim, numa popula¢ao poderemos ter uma mistura de individuos imunes (ou
nao susceptiveis, ou curados) e de individuos nao imunes (ou susceptiveis, ou
doentes); a estes tltimos ird corresponder uma func¢ao de sobrevivéncia nao
degenerada.

A observacao do acontecimento de interesse permite que os individuos
sejam classificados como susceptiveis. Quando esse acontecimento nao é
observado, em geral nao é possivel identificar os individuos imunes, apesar de
a sua presenca ser admitida. Apenas no caso em que é definido algum critério
de classificacao para os individuos curados é possivel identificar inequivoca-
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mente esses individuos. Laska e Meisner (1992), Taylor (1995), Tamura et
al. (2000) e Betensky e Schoenfeld (2001), fornecem dos poucos exemplos
desta situa¢do. Em Laska e Meisner (1992), em Taylor (1995) e em Tamura
et al. (2000) é definido um valor a priori e os individuos que tenham um
tempo de vida superior a esse valor sao considerados curados. Em Betensky e
Schoenfeld (2001), a ocorréncia de um certo acontecimento (alta hospitalar)
distinto do acontecimento de interesse (morte pela doenca) vai possibilitar a
identificacao dos individuos curados.

Sem duvida que a situacdo mais usual é aquela em que os individuos
curados podem ser encontrados entre aqueles a que correspondem os maiores
tempos de vida censurados. Neste caso, entre os individuos com tempos de
vida censurados, também poderao estar alguns individuos susceptiveis.

Neste capitulo, vamos comecar por definir formalmente os modelos de
cura de mistura e os modelos de cura de nao-mistura, bem como estabele-
cer a relacao entre ambos. No ambito dos modelos de cura de nao-mistura,
propomos uma nova distribuicao imprépria, a qual pode ser considerada uma
generalizagdo da distribuicdo de Gompertz modificada. A questdao da esti-
macao dos parametros nos modelos de cura é algo que nao se encontra com
facilidade na literatura, pelo menos, nao com grande detalhe. Por isso, enten-
demos dar o nosso contributo neste aspecto, ilustrando a metodologia com
um exemplo de aplicacao a dados reais da distribuicao log-logistica para o
tempo de vida dos individuos susceptiveis. Em seguida, propomos também
um novo modelo de cura de mistura paramétrico, uma vez que se baseia
numa distribuicao ainda nao usada neste contexto.

4.2 Modelos de cura

Os modelos de cura sao modelos desenvolvidos para contemplar situacoes
em que é admissivel a existéncia de alguns individuos curados na populacao.
Embora todos estes modelos tenham como caracteristica comum o facto de a
funcao de sobrevivéncia populacional ser uma funcao imprépria, sao divididos
em dois grupos: os modelos de cura de mistura e os modelos de cura de nao-
mistura. No entanto, é usual designar abreviadamente qualquer um destes
modelos por modelo de cura, sempre que seja claro no contexto qual o tipo
que esta a ser considerado.

Apesar de a esmagadora maioria das aplicagoes destes modelos ser na
area da saude, algumas distribuicoes impréprias ja se tém revelado mais

80



4.2. Modelos de cura

adequadas do que distribuicoes proprias para representar dados relativos a
casamentos, divorcios e mobilidade profissional, conforme refere Yamaguchi
(1992).

4.2.1 Modelo de cura de mistura

Seja T" uma v.a. que representa o tempo de vida de um individuo numa
dada populacao, na qual se admite existirem individuos imunes e individuos
susceptiveis. Seja Sy(t) a fungao de sobrevivéncia do tempo de vida dos
individuos susceptiveis e p a proporcao de individuos imunes na populacao.
A funcéo de sobrevivéncia de T' (populacional) é

S(t) = p+ (1 — p)Su(t). (4.1)

Este caso particular dos modelos de mistura é designado por modelo de mis-
tura nao padrao, ou seja, refere-se ao caso de uma mistura de duas dis-
tribuicoes, uma das quais degenerada. Note-se que S(t) é uma f.s. imprépria
pois S(00) = p, enquanto que Sy(t) é uma f.s. propria.

Um outro modo de formular o modelo de cura, de acordo com Farewell
(1977, 1982), Ng e McLachlan (1998), entre muitos outros, consiste em definir
uma v.a. binaria Y, onde Y = 1 se para um determinado individuo o acon-
tecimento ocorrera, isto é, se o individuo for susceptivel, e Y = 0 se o acon-
tecimento nunca ocorrer. A funcao de sobrevivéncia condicional a Y = 0
é sempre 1, para qualquer valor finito de ¢. Admite-se que um individuo
tem probabilidade (1 — p) de ser susceptivel e probabilidade p de ser imune.
Assim, a funcao de sobrevivéncia de T' é

S(t) =p+ (1—p)SEY = 1). (4.2)

Tendo em conta a igualdade h(t) = —*dloif (*)

de cura em termos da funcao hazard do seguinte modo:

, podemos definir o modelo

L p)f(Y = 1)
so

ht) = & (4.3)
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Importa realgar que a func¢ao hazard definida por (4.3) tem integral finito
em (0,00), logo nao se trata de uma fungao hazard no sentido usual visto
corresponder a uma distribuicao imprépria, conforme referimos no capitulo
1.

Note-se que (4.2) é equivalente a

S(t) =pSEY =0)+ (1 —p)SEY =1),

ou seja, a funcao de sobrevivéncia populacional é escrita a custa das fungoes
de sobrevivéncia das respectivas subpopulagoes, sendo S(t|Y = 0) = 1, V¢.
Também a correspondente funcao hazard pode ser escrita como uma mistura
das fungoes hazard correspondentes. De facto, temos

h(t) = w.(t)h(t]Y = 0) + wq(t)R(tY = 1),

onde

_ _ (1—p)SEY =1) _A=pSy =1)
walt) =1 —welt) = e Oy 1= p)SuY = 1) S(0)

Repare-se que h(t|Y = 0) é sempre zero, qualquer que seja o valor de ¢, uma
vez que € a derivada de uma constante, o que alias estd de acordo com o de
facto representar o risco de morte dos individuos curados. Assim sendo,

1—p)SEHY = Dh(t]Y = 1)
S(t)

h(t) = ( . (4.4)
Neste tipo de modelos de cura interessa estimar nao s6 os parametros da
funcao de distribuicao dos individuos susceptiveis, como também a proporcao
de individuos curados. Maller e Zhou (1992) propuseram uma estimativa nao
paramétrica desta proporc¢ao, que é obtida através do valor da estimativa de
Kaplan-Meier da funcao de sobrevivéncia na maior observacao.

Para ter em conta a heterogeneidade existente entre os individuos relati-
vamente a eventuais factores de risco, podem ser incorporadas covaridveis
no modelo (4.1) e assim obter um modelo de regressao. Habitualmente
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pretende-se estimar a taxa de cura, a funcao de sobrevivéncia dos individuos
susceptiveis e o efeito das covariaveis na taxa de cura, ou na funcao de so-
brevivéncia ou em ambas. Assim, interessa saber se o acontecimento de
interesse pode ocorrer (que se designa por incidéncia) e quando ocorrera,
dado que pode ocorrer (que se designa por laténcia).

Deste modo, cada covariavel z;, ¢« = 1,...,k estao associados dois
parametros, digamos [3; e v;: um que descreve como a covariavel afecta a
incidéncia a longo prazo (ou a taxa de cura) e outro que descreve como afec-
ta a laténcia (ou o tempo de vida). Uma covaridvel que seja importante para
a incidencia pode nao ser importante para a laténcia e vice-versa. Note-se
que alguns f; (ou mesmo todos) podem coincidir com os respectivos ~; (isto
é, o efeito da covaridvel no tempo de vida é o mesmo do que na taxa de cura)
ou alguns ; ou ~; podem ser nulos (ou seja, a covaridvel nao influencia o
tempo de vida ou a taxa de cura, respectivamente).

O modelo (4.1) com covaridveis escreve-se na forma

5(t;z) = p(z) + (1 = p(2))Sa(t; 2) (4.5)

ou, alternativamente,

S(t;2) = p(z) + (1 = p(2))SEY = 1; 2),

onde z representa o vector de covariaveis associado a um determinado in-
dividuo e Sy(t; z) pode ter uma formulagao paramétrica ou semi-paramétrica.
Relativamente a taxa de cura, fazendo uso da regressao logistica, a variavel
Y é caracterizada por

exp(yo0 + 27)
P[Y - 1|Z] =1 —p(Z) - 1+eXp<70+27)’

onde v = (V1,%2, s V&) € Y0, V1, - Yk SA0 0s coeficientes de regressao.

Como referem Kuk e Chen (1992) e Sy e Taylor (2000), um modelo de
mistura em que as funcoes hazard dos individuos susceptiveis sejam propor-
cionais (que estes autores designam por modelo de cura de hazards propor-
cionais), nao é de facto um modelo de hazards proporcionais. Na verdade,
sejam z e z* os vectores de covariaveis de dois individuos susceptiveis e
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suponhamos entao que a razao das respectivas funcoes hazard nao depende
de t, isto é, que

hq(t; z) _ hao(t)a(2) _ a(z)
ha(t; z*)  hao(H)a(z*)  a(z*)’

onde hyy representa a funcao hazard subjacente dos individuos susceptiveis.
Admitindo que p(z) = p, a fungao hazard relativa ao modelo (4.5) é repre-
sentada na forma

1 —p)Sa(t; 2)ha(t; 2) _ (1 = p)Salt; 2)ha(t; 2)
S(t; z) p+ (1 —p)Sa(t; 2)

h(t;z) = (

Entao, dados z e z*, os vectores de covariaveis associados aos dois individuos,
temos

h(t;z) _ (1—=p)Sa(t; 2)ha(t; 2)
h(t;z*)  p+(1—p)Sa(t; 2)

(1= p)Salt; 2 hat; 2)]
p+ (1 —p)Sa(t; z*) ’

o que é equivalente a

h(t;z) [ p(Salt; 2z) — Sa(t; 27))
ht;z*)  L(p+ (1 —p)Sa(t; 2)) Salt; )

a(z)
a(z*)

+ 1} (4.6)

Claramente, (4.6) é dependente do tempo, o que estd de acordo com a afir-
magao de Kuk e Chen (1992) e de Sy e Taylor (2000). Sy e Taylor (2000)
referem ainda que, para uma covariavel binaria, pode mesmo acontecer que
as fungoes hazard populacionais se cruzem. No entanto, nao deixa de ser
verdade que o modelo de hazards proporcionais usual é um caso particu-
lar do modelo de cura de hazards proporcionais, bastando para tal fazer
p(z) =0,Vz.

4.2.2 Modelo de cura de nao-mistura

Seja qual for o tipo de modelo de cura, a funcao de sobrevivéncia popu-
lacional que lhe estd associada é uma funcao improépria. Este facto, em
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conjunto com a relacao existente entre uma fungao de sobrevivéncia e a cor-
respondente funcao hazard cumulativa, tem como consequéncia que a funcao
hazard cumulativa é limitada superiormente. Assim, seja S(t) a funcdo de
sobrevivéncia de T' e H(t) é tal que S(t) = exp[—H (t)]. Se S(o0) > 0 entao
existe 6 < oo, tal que H(oo) = 6. De acordo com Yakovlev et al. (1993), uma
forma possivel de caracterizar esta propriedade é considerar H(t) = 0F(t),
onde F'(t) designa a fungao de distribuicao (prépria) de uma variavel aleatéria
nao negativa. Entao, o modelo de cura de nao-mistura pode ser escrito na
forma

S(t) = exp|—0F(¢)]. (4.7)

A correspondente funcao hazard é

h(t) = 0f(),
onde f(t) é a fungao densidade correspondente a F(t).
Neste caso, a probabilidade de cura é P(Cura) = e~?, que corresponde a
S(c0). Importa observar que é possivel determinar a probabilidade de cura
em cada instante, pois ela é dada por

P(Cura|T > t) = exp[—0(1 — F(t))].

Notemos que, neste contexto, existem duas hipdteses para obter uma
funcao de sobrevivéncia impropria. Ou se modifica o espaco de parametros de
alguma distribuicao prépria como acontece, por exemplo, com a distribuicao
de Gompertz modificada, ou se considera uma variavel fragilidade para ca-
racterizar a susceptibilidade de cada individuo ao acontecimento de inte-
resse. Nesta situagao, é a escolha da distribuicao da fragilidade e nao da
distribuicao do tempo de vida que vai dar origem a uma funcao de sobre-
vivencia imprépria. Um exemplo deste caso é a distribuicao Qui-quadrado
nao central com zero graus de liberdade (Rocha, 1995), que se representa por
XBQ(V)a onde v > 0 designa o parametro de nao centralidade.

Vejamos entao estas duas situagoes com maior detalhe.

e Quando se opta pela distribuicao XE)Q (7) para a fragilidade, sob o modelo
multiplicativo (2.1), a func¢ao de sobrevivéncia (populacional) é

S(t) = exp {—% (1 - H%A(t))] :
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em que A(t) representa a fungao hazard cumulativa dos individuos com fragi-
lidade w = 1. Constatamos entao que estamos perante um modelo da forma
(4.7), onde 0 = v/2 e F(t) =1—[1+2A(t)]"*.

Curiosamente, quando A(t) = At®, ou seja, quando consideramos uma
distribuicao de Weibull de parametros A e «, o resultado é a obtencao de
uma distribuigao log-logistica de parametros 2\ e o para F'(t), pois

st -ew |3 (1- 125)]

Claro que o caso em que a = 1 corresponde a escolha da distribuicao ex-
ponencial para A(t), resultando na distribuigao log-logistica uniparamétrica
para F'(t).

e Quando se considera a distribuigdo de Gompertz modificada (Cantor e
Shuster, 1992)

S(t) =exp [\ 'a(l —exp(At))], a>0,A<0,

de acordo com o modelo (4.7), temos § = —A\"'a e F(t) = 1 — exp(\t), ou
seja, F'(t) corresponde a distribui¢ao exponencial de parametro —A\.

Tsodikov (1998) comentou que, quando se admite a existéncia de in-
dividuos curados, optarmos por um modelo com fragilidade para explicar
a heterogeneidade nao observada ou considerarmos a populagao como ho-
mogénea embora com funcao de sobrevivéncia impropria, € mais uma questao
de filosofia do que de estatistica.

Uma extensao possivel do modelo (4.7), consiste em incluir covaridveis.
Uma possibilidade é construir modelos de regressao da forma S(t;z) =
exp|—0F (t; z)]. Podemos entao considerar

1. F(t; 2) = Fo(t)o®0)

2. F(t;z) = Fo(texp(z))

3. U2 — oxp(—28)Fal0

onde F' = 1—F, Fy(t) é a fungao de sobrevivéncia subjacente, z é o vector de
covariaveis e 3 o correspondente vector de parametros de regressao. Obtemos
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pois modelos de cura de nao-mistura, cujas fungoes proprias seguem um
modelo de regressao de hazards proporcionais, de tempo de vida acelerado ou
de possibilidades proporcionais, respectivamente. A distribui¢do de Weibull
pode ser escolhida para Fy(t) nos casos 1 e 2 e a distribuicdo log-logistica
nos casos 2 e 3.

Note-se que no caso 2, a estrutura de modelo de tempo de vida acelerado
¢ mantida por S(t; z), ou seja, S(t;z) = So(texp(zB3)), mas o mesmo nao
acontece com os restantes dois casos.

Como j4 referimos no capitulo anterior, Tsodikov (1998) notou que ao
reescrever o modelo (4.7) na forma S(t) = [exp[—F(t)]]’, se 6 dependesse
de covariaveis observadas, teria uma generalizacao do modelo de hazards
proporcionais. Ao contrario do que sucede com o modelo de cura de mistura,
o modelo assim obtido é um verdadeiro modelo de hazards proporcionais e,
além disso, permite contemplar a existéncia de individuos imunes. Tsodikov
et al. (2003) designaram este modelo por modelo de hazards proporcionais
Improprio.

O modelo de cura de nao-mistura apresenta algumas vantagens relativa-
mente ao modelo de cura de mistura, nomeadamente:

1. Permite a construgao de uma vasta classe de modelos de regressao semi-
paramétricos através de transformagoes nao lineares (Tsodikov 2002,
2003), na qual se inclui como caso particular o modelo de hazards pro-
porcionais improprio.

2. Nalgumas situagoes, proporciona uma interpretacao biolégica mais
natural. Esta caracteristica torna-se especialmente importante quando
simultaneamente se utiliza outras abordagens matematicas ao problema
em estudo como, por exemplo, na optimizagao da terapia oncolégica.

3. Apresenta algumas vantagens técnicas no processo de maximizacao da
funcao de verosimilhanca e na estimacao Bayesiana.
Distribuicao de Gompertz/Weibull modificada

Notando que, em (4.7), F'(t) pode ser qualquer funcao de distribui¢ao prépria
de uma variavel aleatéria nao negativa, propomos agora generalizar um pouco
mais esse modelo, considerando a distribuigao de Weibull para F(t). Obte-
mos assim uma nova distribuicao improépria, que é definida para t > 0, por
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S(t) =exp [Aa(l —exp(M))], a7 >0,A<0, (4.8)

distribuicao esta que é caracterizada pelos parametros, a, A e v, em que
é o parametro de forma. Designaremos por distribuigao Gompertz/Weibull
modificada a distribui¢do definida por (4.8). A fungao hazard correspondente
é

h(t) = ayt? texp(At?), t> 0.

Como
W(t)=ant"?exp(M) [y =1+ M7 '],

1/
h(t) é unimodal para v > 1, sendo crescente para 0 < t < <1/\7—77> e decres-

1/~
cente para t > (%) . Para v < 1, h(t) é monétona decrescente. A Fig.

4.1 ilustra o que acabamos de referir. No anexo C.1 estao representados mais
alguns graficos da funcao hazard, de modo a ilustrar o seu comportamento
em funcao da variacao do valor dos parametros.

Comparando esta distribuicao com a distribuicao de Gompertz modifica-
da, notamos que em ambos os casos S(0c0) = exp(a/A). No entanto, a nossa
proposta tem a vantagem de permitir uma maior flexibilidade da funcao
hazard pois, além de poder ser decrescente, também pode ser unimodal.
Nesta tltima situacao, a partir de certo valor de ¢, a funcao é praticamente
constante, num valor préximo de zero. Julgamos que este tipo de fungao
hazard é perfeitamente consentaneo com situacoes em que existem individuos
curados.

Importa notar que, para v > 1, a funcao hazard deste modelo é do mes-
mo tipo que a do modelo proposto por Shao e Zhou (2004). Estes autores
admitem um modelo de cura de mistura, em que a funcao de sobrevivéncia
dos individuos susceptiveis é a distribuicao de Burr de tipo X11.

Deixamos para trabalho futuro a questao da estimacao dos parametros
deste modelo.

Note-se que se A > 0 em (4.8), temos também uma nova distribuicao, que
poderemos designar por distribuigdo de Gompertz/Weibull, mas que é uma
distribuicao propria. Como tal, nao a iremos referir com mais detalhe, visto
nao ser adequada ao problema que estamos a tratar.

88



4.2. Modelos de cura

Figura 4.1: Funcoes hazard da distribuicao Gompertz/Weibull modifi-
cada, com lambda=-0.5 e alfa=2.

4.2.3 Relacao entre os modelos

Embora os modelos de cura sejam caracterizados como modelos de cura
de mistura ou modelos de cura de nao-mistura, a verdade é que com a
parametrizacao adequada, eles dao origem ao mesmo modelo. No entan-
to, a distincao nao é meramente formal, pois a interpretacao dos parametros
¢ diferente consoante se trate de um ou de outro tipo de modelo. Esta é
uma das justificagoes para esta diferenciacdo. Assim, consoante a natureza
do estudo, pode ter interesse optar por um ou outro tipo.

Um outro motivo, diz respeito a proporcionalidade das func¢oes hazard.
Assim, se dada uma amostra, as funcoes hazard dos individuos susceptiveis
forem proporcionais, a primeira opcao deve ser ajustar um modelo de cura
de mistura aos dados. Contudo, se dados dois quaisquer individuos, sus-
ceptiveis ou nao, as correspondentes funcoes hazard forem proporcionais,
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entao a primeira opg¢ao ja devera ser ajustar um modelo de cura de nao-
-mistura.
Vejamos entao como relacionar os modelos.

Partindo de (4.7), uma vez que p = e, obtemos (4.1), em que

o= OF(t) _ o0

1—e?

Sa(t) =

Reciprocamente, temos

0= —logp ¢ F(t)— log[p + (1 — p)Sa(t)]

log p

Vérios autores chamaram a atencao para esta relacao, entre os quais,
Chen et al. (1999), Tsodikov (2002), Tsodikov et al. (2003). Tsodikov et al.
(2003) referiu ainda que se for seguida uma abordagem nao paramétrica, a
forma de estimar a probabilidade de cura é a mesma, mas o mesmo ja nao
acontece com a abordagem paramétrica. Na verdade, basta observar que se
for especificada uma distribuicao para os individuos susceptiveis, a funcao
de sobrevivéncia (4.7) pode ser representada na forma (4.1) mas tanto p
como Sy(t) sdo escritas a custa de um parametro comum, 6. Por outro lado,
Sposto (2002) apresenta alguns exemplos de aplicacao onde sao usados, ora
os modelos de mistura, ora os modelos de nao-mistura e refere vantagens e
desvantagens na aplicacao destes modelos.

4.3 Estimacao dos parametros

Devido a relacao existente entre o modelo de cura de mistura e o modelo
de cura de nao-mistura, vamos detalhar a estimagao dos parametros apenas
para o modelo de mistura. Admitamos o modelo (4.1)

St)=p+(1—p)Sa(t)

e recordemos que Sy(t) = S(t]Y = 1). Numa abordagem paramétrica admi-
tamos, em particular, uma distribuicao continua para o tempo de vida dos in-
dividuos susceptiveis. Vejamos entao a questao da estimacao dos parametros,
seguindo no essencial a abordagem de Steele (2003), embora a autora se
referisse a tempos de vida discretos.
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Consideremos uma amostra de dimensao n e designemos por ty, ..., t, 0s
tempos de vida. Sem perda de generalidade, suponhamos que os primeiros
m (m < n) tempos de vida sdo censurados. Sejam 4y, ..., d, tais que

0 se 1<:<m

1 se m+1<:i:<n

e Y1, ..., Yp tais que

0 se o individuo é imune

Yi =
1 se o individuo é susceptivel

Comecemos por analisar quais as situagdes possiveis para o par (d;,v;), a
que casos correspondem e que reflexos tém na funcao de verosimilhanca. Na
verdade, podemos sintetizar tudo isto na tabela 4.1.

Valores possiveis | Descrigao da situagao | Contribuicao para a
para (0;,y;) verosimilhanca
(0,0) Censurado, imune D
(0,1) Censurado, susceptivel (1 —p)Sa(t;)
(1,1) Observado, susceptivel | (1 — p)hqa(t;)Sa(ts)

Tabela 4.1: Resumo das possibilidades para (d;, ;).

Quando temos observacoes censuradas, nao nos é possivel, regra geral,
identificar inequivocamente quais sao os individuos imunes. O facto de nao
observarmos todos os yis (aqueles correspondentes aos tempos de vida cen-
surados), conduz-nos a uma situacdo de dados incompletos. Ora neste ca-
so especifico, o método de eleicao é o algoritmo EM, visto ser um método
iterativo que permite obter as estimativas de maxima verosimilhanca dos
parametros em situagoes em que existem observagoes omissas.

Uma vez que admitimos que a censura é nao informativa, a funcao de
verosimilhanca para uma amostra de dimensao n é dada por
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No caso do modelo (4.1), a verosimilhanga total observada é

n

Lo = [ TI(t = p) falt) [p + (1 = p)Sa(t)] ™. (4.9)

i=1

Se todos os yis fossem observados, de acordo com a tabela 4.1, teriamos
a seguinte verosimilhanca completa

n

Lo = [TI = p) falt)) [P [(1 = p)Salt)*] " (4.10)

i=1

Tendo em conta que fq(t;) = ha(t;)Sa(t;) e que, dados os valores possiveis
para (0;,v;), (1 —;)(1 —y;) = 1 — y;, a verosimilhanga anterior pode ser
factorizada em

Le = [ =p)¥p' ¥ [ ] ha(ti)"® Sa(t:)* = Ley Lo, (4.11)
i=1 i=1
Notando que ¢ = 1—p, o logaritmo da funcao de verosimilhanca completa
é
log Lo = Y [yilog g + (1 — yi) log(1 — q)] + Y _[6:y:10g ha(t;) + yi log Sa(ts)]
i=1 =1

(4.12)

A etapa E do algoritmo EM consiste em determinar o valor esperado
do logaritmo da verosimilhanca completa em relacao a distribuicao dos Y's
nao observados, condicional aos valores actuais dos parametros e aos dados
observados O, onde O = {y; observado, (t;,9;),i = 1,...,n}. No entanto,
como log L¢ é linear em Y, para calcular o valor esperado de log Lo basta
substituir, em (4.12), os valores ndo observados de Y pelos respectivos valores
esperados, denotados por 7;. Entao, temos:

(1 — p)Sa(t:)
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Assim, no logaritmo da verosimilhanca completa, cada y; é substituido por
w;, onde w; é definido na forma que se segue:

1 se 6, =1
7, se 6; =0

Na etapa E, cada observacao censurada ¢ é atribuida a subpopulacao ¥ =1
com probabilidade 7; e a subpopulagao Y = 0 com probabilidade 1 — 7;.

Para efectuar a etapa M, precisamos de maximizar as duas componentes
do valor esperado do logaritmo da funcao de verosimilhanga

n

log Ly, =Y [wilogg+ (1 —w;)log(l—q)]

i=1

NFE

7illog ¢ — log(1 — q)],
(4.13)

= (n—m)logq+ mlog(l—q)+
i=1

log Lp, = >_[0w;loghy(t;) + w;log Sq(t;)]
i=1
(4.14)

n

= Ti 10g Sd(ti) + Z [log hd(ti) + log Sd(ti)],

=1 i=m+1

Relativamente a log Ly, a expressao do estimador de ¢ na (k + 1)—ésima
iteracao €

1 m
(k+1):_ _ ﬁk) 4.15
g n[<" m)+ ] (415)

e em relagao a log Lg,, naturalmente, vai depender da distribuicao escolhida
para o tempo de vida dos individuos susceptiveis.
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Em termos gerais, a estratégia a adoptar para a implementacao do algo-
ritmo EM, resume-se a:

1. determinar os valores iniciais;
2. calcular w; com base nos valores actuais dos parametros;

3. maximizar log Lg, e log Ly, com base nos valores actuais de w; e dos
parametros;

4. repetir 2. e 3. até a convergéncia.

4.4 Modelo de cura baseado na distribuicao
log-logistica

4.4.1 Motivacao

Conforme refere Yamaguchi (1992), o modelo de hazards proporcionais nao
permite uma distingao paramétrica 1til entre o efeito das covariaveis no tem-
po até a ocorréncia do acontecimento de interesse e o efeito das covaridveis
na probabilidade de ocorréncia do acontecimento. Na verdade, embora quer
o modelo de hazards proporcionais quer o modelo de tempo de vida acelerado
possam ser generalizados de modo a permitir a inclusao de uma proporcao
de individuos imunes, essa mesma proporcao so é independente dos restantes
parametros do modelo neste ultimo caso. De facto, considerando S(t,6) a
fungao de sobrevivéncia do tempo de vida com 6 = «(z), no modelo de tem-
po de vida acelerado, em que S(t,6) = Sp(6t), S(oc0,0) ¢é independente do
parametro 6, quer Sp(co) = 0 ou Sp(co) > 0 (distribuicdo imprépria). Ja
no caso do modelo de hazards proporcionais, S(t,0) = Sy(t)?, S(c0,0) s6 é
independente de 6 se Sp(oc0) = 0.

Nesta perspectiva, sera 1til considerar distribuigoes que levem a obtengao
de um modelo de tempo de vida acelerado, tais como a distribuicao de
Weibull, a distribuicao log-normal, a distribuicao log-logistica e de forma
mais geral, a distribuicao gama generalizada. Em situacoes para as quais ¢é
adequada a utilizacao de uma fungao hazard unimodal, a distribui¢ao log-
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-logistica apresenta, relativamente a log-normal, a vantagem de ter uma ex-
pressao analitica simples para a funcao de sobrevivéncia e para a funcao
hazard.

Por outro lado, uma caracteristica tinica do modelo de regressao baseado
na distribuicao log-logistica, é o facto de pertencer simultaneamente a familia
de modelos de tempo de vida acelerado e a familia de modelos com possi-
bilidades proporcionais. Este facto permite que os parametros do modelo
possam ser obtidos através do modelo de tempo de vida acelerado e vice-
versa. Além disso, a interpretacao do resultado da andlise tanto pode ser
feita em termos do factor de aceleracao como em termos das posibilidades de
sobreviver para além de determinado instante, aquela que for mais adequada
aos dados em estudo. Como este tltimo tipo de modelos ainda foi pouco
utilizado no contexto dos modelos de cura, este sera mais um argumento a
favor da distribuicao log-logistica.

4.4.2 Desenvolvimento

Admitamos que o tempo de vida dos individuos susceptiveis segue uma dis-
tribuicao log-logistica. Entao as correspondentes funcoes densidade, de so-
brevivencia e hazard sao, respectivamente:

ate! 1 ate !
i t) = t) =
(1+ Ato)?’ Sall) = T3 M) = T4

fa(t) = t>0, a,\>0.

(4.16)

A fungao hazard da distribuicao log-logistica é monodtona decrescente para

1
a < 1; para a > 1, é crescente até atingir um méximo no instante (—O‘Xl) *

e depois é decrescente, tendendo para zero a medida que ¢ — oo. Como o
1

A(1-p)
notar que no caso em que a = 2 a mediana coincide com o instante em que
a funcao hazard atinge o seu maximo.
Se em (4.1) substituirmos Sy(t) pela sua expressao em (4.16), temos:

percentil p ¢ determinado através da expressao lp = [L} . podemos

1 4 pAt®
t) = ————.
S 14+ At

Dada a relacao entre a fungao de sobrevivéncia e a fungao hazard, a partir
de (4.17) obtemos:

(4.17)

95



Capitulo 4. Modelos de Cura

(1 —p)artet
(14 pAt*) (1 + At*)’

Podemos observar que a fun¢ao hazard resultante é o produto da fungao
hazard dos individuos susceptiveis por uma outra funcao de t que é decres-
cente. Assim, para o caso em que o < 1, a funcao hazard populacional
decresce mais rapidamente do que a funcao hazard dos susceptiveis, uma vez
que ¢ o resultado do produto de duas funcoes decrescentes.

Como estamos a admitir censura nao informativa, a fungao de verosimi-
lhanca para uma amostra de dimensao n pode ser expressa por

h(t) = (4.18)

L=]]nt)"S), (4.19)

onde d; é uma variavel indicatriz tal que §; = 1 se t; corresponde a um tempo
de vida e §; = 0 se t; é uma observacao censurada. Entao, por (4.17) e (4.18),
(4.19) tem a seguinte expressao:

n

L(ty, ... tn; a, A, p) H

=1

AL 1% 1 4 paee
pla ] P, (4.20)

[ 1+)\t0‘ WL+ pAtd) | 1T+ N
A formulagao (4.2) do modelo de cura fornece-nos outra via para determi-

nar (4.20). A contribuicdo para a func¢ao de verosimilhanca de um individuo
para o qual foi observado o acontecimento de interesse em t; é

(1 =p)flY =1), (4.21)

onde f(t;]Y = 1) é a funcao densidade de T condicional ao individuo falhar.
Um individuo para o qual nao foi observado esse mesmo acontecimento até
t;, contribui para a fungao de verosimilhanca com o factor

p+ (1—p)St|Y =1), (4.22)

o qual representa a probabilidade de um individuo ou nunca falhar, ou falhar
apenas depois do instante ¢;. Assim, como a funcao de verosimilhanca, para
uma amostra de dimensao n, também pode ser expressa por
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L=]] )" st) ", (4.23)

por (4.21) e (4.22), (4.23) escreve-se na forma

L=l =p)fly =0 p+ (1 =p)SHY = 1]

1=

—_

ou seja, usando a distribuicao log-logistica,

= plarts ! 1 1=
L= - . 4.24
H[ (T + \ig)? } [p+( p>1+w} (4.24)

i=1 i

Escrevendo (4.24) de outro modo,

- ﬁ p)ate! 1+ pAte % [1+ pAee] '™
(1 + )\tO‘ (1+ pAt?) 1+ A\t 1+ A2 ’

i=1

conclui-se facilmente que obtemos de novo (4.20).
Temos que:

dlogL z”: (1= p)AF —6;(1 + Atf)
B (

op —~  (1-p)L+prtg)

alogL "0 — M1 — p 4 SipAtd)
A1+)\ta (1+pAt&) '

0 lOg L - 52 (51 + 1))\ta log tz (]_ — 5Z)p>\ta lOg tz
=5 |Z 4 6 logt; — Z i
Oa Zzl L)z +oloe 1+ At$ 1+ pAty

Como nao é possivel obter expressoes explicitas para os estimadores de
maxima verosimilhanca dos parametros, as estimativas dos parametros tém

97



Capitulo 4. Modelos de Cura

que ser determinados por métodos numéricos. Uma possibilidade, é a uti-
lizagao do método de N-R, por isso, apresentamos ainda as derivadas parciais

de segunda ordem.

T A% T NG (1 M)

9%log L = §i(1 + At)
_ o _ T
Op? z; (1= p)*(1 + pAtS) z; (1+ pAtg)? z; (1= p)(1+ pAt§)?
OlogL i (1=—axpty i [6; — M (1 — p + &;pAte)]t
OpoN = (M) +pA) = (T M)(1+pAty)?

1— (Sl)t?a lOg tz

92 log L " (1= 8;)t%log u
og :AZ< )t5 log —PVZ<

Opda 1+ pAtg = (14 pAt¥)?
PlogL 1 i o 1 i it
ON2 A2 (LM (1T +pAY) NS (T M)2(1 + pAt?)
P& 5zt? n 5it?a
YA F M) (L + g2 P F M) (L + pAD)
no 291 — p+ G;pAt no 1291 — p+ G;pAt
+ Z ( )2 o)z pz ( @ a>2
21 (T4 M2+ pAty) 7= (14 M) (1 + pAty)
d*log L 1o n (8; + 1)t (logt;)? n t2logt: \
-2 - __ A v ? v )\2 . 1 1 ?
a2 a? ; 0 ; 1+ At + ;(51 +1) 14+ A&
n (1 —6;)t¢(logt;)? & < t%log t; )2
+pA d — (pA 1—6) | +——~
Py 0 30-0) (T e
62 lOgL _ i (51 + 1)75? lOg tz A\ i (51 + 1)75220{ log tz
8)\804 i=1 ]_ + )\tla i=1 (]_ + )\tla)2
n (1 — 5z)t? log tz 9 (1 — 52)tl2a log tz
LT A G
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Conforme referimos anteriormente, uma possibilidade interessante con-
siste em incorporar covariaveis no modelo de cura e assim obter um modelo
de regressao. Assim, se no modelo (4.5) a distribui¢ao para o tempo de vida
dos individuos susceptiveis for a log-logistica, a funcao de sobrevivéncia de
T (populacional) é

1
1+ Nexp(z0)t*’

S(t;2z) = p(2) + (1 = p(2))

onde B = (1, B2, .-, Br)" é o vector de coeficientes de regressao.

A situacao mais simples ocorre quando z é uma varidvel bindria e pode
corresponder ao estudo de um novo tratamento (z = 1) relativamente ao
tratamento padrdao (z = 0). Neste caso, a probabilidade de cura de um
individuo sujeito ao tratamento padrao é dada por

1
PY =0z=0= ———
[ 2= 0] T+ ()

enquanto que para um individuo sujeito ao novo tratamento é

1

PlY = =1] = .
¥ =0 =1 = et )

A eficicia do tratamento sera aferida pelo aumento da probabilidade de
cura e isso corresponde a termos y; < 0. Por outro lado, se 79 = 0,
PlY = 0|z = 0] = P[Y = 1]z = 0] = 1, ou seja, nos individuos sujeitos
ao tratamento padrao, a probabilidade de ficar curado é igual a probabili-
dade de nao ficar. Esta situacao faz mais sentido quando, em vez de termos
um grupo de individuos sujeitos a um tratamento padrao, esse mesmo grupo
nao ¢ sujeito a qualquer tratamento, recebendo apenas um placebo. Outra
possibilidade é a auséncia de conhecimento prévio do efeito do tratamento

na cura do individuo.

4.4.3 Aplicagao do algoritmo EM

Nesta seccao, vamos partir da expressao (4.14) e percorrer o caminho
necessario até a implementagao de um algoritmo (EM ou alguma variante)
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para o cdlculo das estimativas dos parametros ¢ (= 1—p), A e . Além disso,

exemplificaremos com dados referidos em Klein e Moeschberger (1998).
Recordemos que a expressao do estimador de ¢ ¢é referida em (4.15). No

caso da distribuigao log-logistica, por (4.16), (4.14) escreve-se na forma

n

[—7;log(1+ M)+ 3 [log(art!®™) = 21og(1 + At9)]

1 i=m+1

Ms

log L, =

i

= (n—m)(loga+logA)+ > [(a—1)logt; —2log(1+ At&)]—
i=m+1

> milog(l + Atg).
i=1
(4.25)

Como a etapa M do algoritmo EM consiste em maximizar (4.13) e (4.25)
em ordem a ¢, A e a para 7; fixo (Peng e Dear, 2000), isto significa que ao
derivarmos (4.25), 7; é encarado como uma constante. Assim, as derivadas
parciais de log Lg, em ordem a « e a A sao, respectivamente,

dlogLp, n—m = t& logt; = t*logt;
- 1 t2—2)\ L —)\ 1 L y
da o 2 s v ;TlJrAtg

i=m+1
n m
1 a 1 o’
O\ A e T =T
. Olog L Olog L . ~ .
Ao considerar % =0e % = O, verifica-se que nao existem ex-

pressoes explicitas para os estimadores de maxima verosimilhanca de « e de
A, logo é necessario recorrer a algum método numérico. A escolha recai no
método de Newton-Raphson, o que obriga ao calculo das segundas derivadas
parciais. Assim, numa forma simplificada, temos:

0*log L, — 1f(logt;)* L t%(logt;)?
- = — 2)\ )\ i - )
Z (1+M0)? ; T+ )2

oo
l—m+1
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0?log L, n—m & {2 = {2
Z o rb _9
N2 A2 Z (14 At2)2 Z (1+ 22|

i=m-+1

ONda  Oad\ — (1+ At2)? — Y1+ M9)?

OlogLp, 0*logLg "N t¥logt, N t2logt;

Vamos agora ilustrar a metodologia anterior com a aplicacao a dados
reais. Klein e Moeschberger (1998, p.10) referem um estudo envolvendo 101
pacientes com leucemia mielégena aguda avancada. A todos estes pacientes
foi feito transplante da medula éssea, 51 com a sua prépria medula (os do
grupo designado por auto) e 50 com medula de algum parente compativel (os
do grupo designado por allo). Como o grupo allo tem uma apreciavel quan-
tidade de observacoes censuradas correspondentes aos valores mais elevados
das observacoes, apresenta boas perspectivas de conter individuos imunes,
dai a razao por termos optado por trabalhar com os dados deste grupo. O
nivelamento da estimativa de Kaplan-Meier da funcao de sobrevivéncia é
bem evidente na Fig 4.2. Além disso, também podemos observar que apos
aproximadamente 20 meses, a curva estabiliza num valor proximo de 0.5.

Antes de iniciar a implementagao propriamente dita, surgiram-nos algu-
mas questoes pertinentes, nomeadamente:

1. qual a variante do algoritmo EM a utilizar?

2. como obter os valores iniciais para os parametros?

Quanto a primeira questao, por razoes pedagogicas optamos por experi-
mentar varias variantes. Relativamente a segunda, temos dois tipos de
parametros (o parametro g e os parametros da distribuigao), logo dois tipos
de questoes. Para ¢, com base em Maller e Zhou (1992), considerdmos a es-
timativa da proporcao de susceptiveis ¢(®) = 1 — S (t(r)), onde () representa
a maior observacio nio censurada e S () é a estimativa de Kaplan-Meier da
funcao de sobrevivéncia. Para os parametros da distribuicao, optamos por
fazer um ajustamento apenas com os dados com valores até t() e as esti-
mativas obtidas constituem os valores iniciais. A ideia intuitiva subjacente
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Figura 4.2: Estimativa de Kaplan-Meier da fungao de sobrevivéncia.

é a de que a maioria das observacoes censuradas com valores superiores a
L) ird corresponder a individuos imunes, e a maioria das observagoes cen-
suradas com valores inferiores ou iguais a £(,) ira corresponder a individuos
susceptiveis.

Utilizdmos a linguagem R (Thaka e Gentleman, 1996), e os algoritmos que
programamos podem ser encontrados no anexo C. Partimos dos valores inici-
ais ¢(© = 0.467857523, A\ = 0.132413185 e a(¥ = 1.098664946 e aplicAmos
6 processos alternativos para a estimacao dos parametros:

e 0 algoritmo EM;

e 0 algoritmo ECM com R = 2 e o método de N-R unidimensional, isto
é, usamos o método de N-R para o e para A em separado;
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e 0 algoritmo ECM com R = 2 e 0 método N-R bidimensional (método
de N-R para « e para A em conjunto);

e 0 algoritmo ECM com R = 3;
e 0 algoritmo EM hibrido;

e 0 algoritmo EM gradiente.

Os resultados a que chegamos estao patentes na tabela 4.2, onde os valores
entre paréntesis representam o desvio padrao das estimativas.

Neste caso, os valores finais dos parametros sao praticamente iguais mas
o mesmo ja nao podemos afirmar relativamente ao niimero de iteragoes. Sem
duvida que o algoritmo EM simples é aquele que requere um maior niimero
de iteracoes, confirmando a eventual necessidade de recorrer a variantes que
acelerem o processo de convergéncia.

Algoritmos Ntmero de q A o
iteragoes

EM 52 0.5092644 | 0.1780919 | 1.1934109

(0.09087) | (0.07361) | (0.24877)
ECM,R=2,N-R unid. 24 0.5092644 | 0.1780918 | 1.1934110
ECM,R=2,N-R bid. 15 0.5092645 | 0.1780919 | 1.1934109
ECM,R=3 14 0.5092644 | 0.1780919 | 1.1934108
EM hibrido 29 0.5092644 | 0.1780919 | 1.1934110
EM gradiente 33 0.5092645 | 0.1780919 | 1.1934109

Tabela 4.2: Valores das estimativas em funcao do algoritmo aplicado.

Apesar da forte suspeita da existéncia de individuos curados na nossa
amostra, ajustamos também um modelo homogéneo com a distribuicao log-
-logistica. Os valores que obtivemos para as estimativas foram A=0.114 ¢
& = 0.631, o ultimo dos quais evidenciando uma funcao hazard decrescente.

A Fig. 4.3 ilustra os ajustamentos efectuados. O modelo de cura parece
fornecer um bom ajustamento aos dados, com a proporcao de individuos
curados a ser captada pela cauda direita da curva. De acordo com este
modelo, aproximadamente 49% dos pacientes estao curados apds terem feito
o transplante.
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Figura 4.3: Funcoes de sobrevivéncia ajustadas.

Para testar formalmente a presenca de individuos imunes, consideramos
a hipotese Hy : ¢ = 1. Denote-se por I' a estatistica de teste da razao
de verosimilhancas. Por Maller e Zhou (1996), a distribuigao assintdtica de
—2log(I") é uma mistura 50-50 de uma varidvel aleatéria com distribuigao
x? com 1 grau de liberdade e um ponto com massa em 0. Como o valor
do logaritmo da verosimilhan¢a maximizada do modelo de cura é -193.2301
e o do modelo homogéneo é -94.8328, entdo —2log(I') = 196.7946 > 2.71.
Note-se que 2.71 corresponde ao percentil 95 da distribuicao de —2log(T").
Concluimos, pois, que existe uma forte evidéncia da presenca de individuos
curados, como ja suspeitavamos.

Yu et al. (2004) salientam que a duracdo do follow-up tem um papel
importante na obtencao de melhores estimativas dos parametros nos mode-
los de cura de mistura. De facto, estes autores enfatizam a necessidade de
o follow-up ser maior do que o valor da mediana do tempo de vida dos in-
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dividuos susceptiveis, por forma a que a maioria dos acontecimentos possa
ser observada antes do fim do follow-up. Os dados que escolhemos estao pre-
cisamente nessa situacao, ja que a mediana ¢ 4.25 meses e a maior observagao
¢ 60.625 meses.

4.5 Um novo modelo de cura paramétrico

O modelo de cura que propomos é um modelo de mistura, em que a dis-
tribuicao do tempo de vida dos individuos susceptiveis é uma distribuicao
biparamétrica, proposta por Chen (2000). Esta distribuicao foi desenvolvida
no contexto usual da Analise de Sobrevivéncia, isto é, sem admitir a possibi-
lidade de existéncia de individuos curados na populacao em estudo. Um dos
méritos deste modelo advém do facto de a funcao hazard dos individuos sus-
ceptiveis ter alguma flexibilidade, no sentido em que, de acordo com o valor de
um dos seus parametros, tanto pode ser mondtona crescente como bathtub-
shaped. Outra vantagem reside na facilidade do tratamento matemaético,
como veremos adiante, no ambito da estimacao dos parametros.

4.5.1 A funcao de distribuicao dos individuos sus-
ceptiveis

A funcéo de distribuigao proposta por Chen (2000) é

F(t) =1 —exp[A(1 —exp(t?))], >0, (4.26)

onde A e # sao os parametros da distribuicao, sendo A o parametro de escala e
B o parametro de forma. Assim, as correspondentes funcao de sobrevivéncia
e funcao hazard sao, respectivamente,

F(t) = exp[A(1 —exp(t?))], t>0 (4.27)

h*(t) = MptPLexp(t®), t>0. (4.28)
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O autor refere que h*(t) pode ser bathtub-shaped quando f < 1 e que é
crescente quando S > 1, o que nao é habitual nas distribuicoes mais usadas
em analise de sobrevivéncia. Na verdade, como

R (1) = ABt° 2 exp(t?) (B — 1) + Bt%) ,
para < 1, temos que h*(t) é decrescente para t € |0, (% — 1)%[ e, para

t> (% - 1)%, h*(t) é crescente. Assim, o intervalo para ¢ onde h*(t) é de-
crescente serd tanto maior quanto menor o valor de 3, como se pode verificar
na Fig.4.4. Deste modo, para valores de g préximos de zero, por exemplo
B = 0.1, o intervalo tem uma amplitude tao grande que, do ponto de vista
pratico, é como se tivessemos uma funcao hazard decrescente. Ja para valo-
res de § préximos de 1, o intervalo em que a funcao hazard é decrescente é

tao pequeno que é quase como se a funcao hazard fosse sempre crescente.

Figura 4.4: Fungoes hazard da distribuicao de Chen, com A =2 ¢ 5 a
variar entre 0.4 e 1.2.

4.5.2 O novo modelo de cura

Recordemos que o modelo de cura de mistura pode ser escrito em termos da
funcao de sobrevivéncia na forma
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S(t) =1—q+qSEY = 1),
onde ¢ representa a proporgao de individuos susceptiveis, S(¢|Y = 1) a fungao

de sobrevivéncia dos mesmos e Y a variavel que toma o valor um se o in-
dividuo é susceptivel e zero caso contrario.

Uma vez que a fungao S(¢t|Y = 1) sera caracterizada por (4.27), o modelo
¢ definido do modo que se segue

S(t) =1—q+ qgexp[A(1 —exp(t?))], t>0. (4.29)

Se o modelo for escrito a custa da funcao hazard, temos

_ ABP T exp(t?) exp[A(1 — exp(t”))]

h(t) 1 —q+ gexp[A(1 — exp(t9))]

(4.30)

Figura 4.5: Fungoes hazard do modelo de cura baseado na distribuigao
de Chen, com ¢ = 0.3, A =2 e  a variar entre 0.4 e 1.4.
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Importa notar que, embora o parametro [ continue a ser um parametro de
forma do modelo populacional, o comportamento da funcao hazard popula-
cional é completamente diferente do da fun¢ao hazard dos individuos sus-
ceptiveis. Assim, h(t) é decrescente para f < 1 e é unimodal para § > 1,
como podemos observar na Fig.4.5. Além disso, no caso em que § > 1, o
valor da moda sera tanto maior quanto maior o valor de ¢, o que faz todo
o sentido uma vez que ¢ representa a proporcao de individuos susceptiveis.
Neste caso, ¢ é o parametro de escala. Relativamente ao parametro A, de
certa forma vai definir o valor de t a partir do qual a fungao hazard ira es-
tabilizar num valor préoximo de zero, ou seja, neste contexto, o valor de ¢ a
partir do qual poderemos esperar que os individuos que sobrevivam até esse
instante estejam curados. Mais especificamente, quanto mais pequeno for o
valor de A\, maior o valor de t a partir do qual a funcao hazard é aproximada-
mente zero. Em anexo, encontram-se alguns graficos da fungao hazard para
este modelo, elucidativos das caracteristicas atras referidas.

E interessante notar que as funcoes hazard deste modelo e do modelo
de Gompertz/Weibull modificado sdo do mesmo tipo. Tal facto nao é de
estranhar pois, tendo em conta a relagao entre os modelos de cura de mistura
e os modelos de cura de nao-mistura, as func¢oes de sobrevivéncia tém algumas
semelhancas.

Recordemos ainda que, ao considerar uma amostra de dimensao n, na
presenca de censura nao informativa, caso todos os y;’s fossem observados, a
denominada verosimilhanca completa escreve-se na forma

n n

Le = [La =)' [T atuly = rostely = 1y,

i=1 i=1

onde 9; representa a funcao indicatriz que tem o valor um se ¢; corresponde
a um tempo de vida observado e tem o valor zero, caso contrario.

Assim, para o nosso caso, a funcao de verosimilhanca completa é

n

Le =] (=)= [T exp@)]"* lexp[M(1 = exp (&))"

i=1
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4.5.3 Estimacao dos parametros

O procedimento que seguimos é o mesmo do que o usado na seccao 4.3 e na
subsecgao 5.4.2. Deste modo, temos m tempos de vida censurados e n —m
observados. Além disso, 7; continua a representar o valor esperado de Y
quando 6; = 0, que agora se escreve na forma

___aepP—exp®)]
" 1—g+gexpA(1 - exp(t)))]

Assim, como w; = 1se ; = 1 ew; = 7; se ) = 0, o valor esperado do
logaritmo da verosimilhanca completa é

(4.31)

logLp = (n—m)logq+ mlog(l—q)+ (logq —log(1l —q)) > 7+
=1

m

A YTl — exp(t])] + (n — m)(log A + log )+

i=1

B-1) > logti+ > ££+A > [1—exp(td)),

i=m-+1 i=m-+1 i=m-+1

tendo em conta que os m tempos de vida censurados estao indexados de 1 a
m e os n —m tempos de vida observados estao indexados de m + 1 a n.
Quanto as derivadas parciais, temos

dlogLy n—m m 1 1
= - +(=+—)) 7
9q q l—q "¢ 1—g¢ 2

dlog Lp - ‘ 3 n—m 3
TOELE _ S —ep()] + 5+ S [ esp(i)]

i=1 i=m+1

dlog L m -
gostE S 7i(log t;)t? exp(t?) + L YD logtit
85 = i=m+1

S (logt)t! =X 3 (logt;)t! exp(t).

i=m+1 i=m+1
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A partir das igualdades anteriores conseguimos obter expressoes explicitas
para os estimadores de g e de A

qzilm—nw+554, (4.32)

A= — i , (4.33)
1:21 T [exp(tlﬁ) — 1] + i:%ﬂ [exp(tlﬁ) — 1]

mas nao para o estimador de 3. Por conseguinte, de modo a fazermos uso do
método de N-R, determinamos ainda a segunda derivada parcial em ordem
a (3, a qual, apds algumas simplificagoes, escreve-se na forma:

9%log Ly m 0.8 8 8 S 2,3
—5 —[A Y- mi(logty)*t; exp(t; ) (L +¢7) + 2% — 32 (logt)*t; +
i=1 i=m-+1

n

A Y (logt)?t] exp(t))(1+17)).

i=m-+1

Para proceder a estimacao dos parametros, ou seja, para usar o algoritmo
EM, vamos substituir 7; pelo valor obtido em (4.31). Dada a sua importancia,
referimos apenas as relativas a (4.32) e (4.33):

>Q>
§|>—‘

1 — g+ qexp[A(1 — exp(t)))]

)+ q Z exp[A(1 — exp(t?))] ] | (4.34)

n—m

[exp(tf) — 1] + z'=2:;+1 [exp(tf) — 1] |
(4.35)

>
I

m explM(1— exp(t)))]
T T gt qexpD(1 — exp()]
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4.5. Um novo modelo de cura paramétrico

4.5.4 Aplicacoes

Uma consequéncia habitual do desenvolvimento de um novo modelo é a sua
aplicacao a dados, quer estes sejam reais ou simulados. A nossa opcao foi a
aplicacao a dados reais, com duplo objectivo. Por um lado, naturalmente,
a verificacao da sua exequibilidade e adequabilidade. Por outro, averiguar
se apresenta vantagens em relacao a outros modelos previamente estudados.
Com este objectivo em mente, ajustamos este modelo a dois conjuntos de
dados distintos.

Dados de leucemia

De acordo com o trabalho ja aqui desenvolvido, fomos usar os dados a que
ajustamos anteriormente o modelo de cura com a distribuicao log-logistica,
ou seja, aqueles que podem ser encontrados em Klein e Moeschberger (1998,
p.10).

O valor inicial do parametro ¢ é o mesmo do caso anterior, ou seja, g% =
0.46786. Relativamente aos valores iniciais dos restantes dois parametros,
poderiamos ter seguido o mesmo procedimento do caso anterior, mas nao o foi
o que fizemos. Na verdade, esse procedimento levaria a programagao de um
algoritmo para a distribuigao de Chen, que embora nao trouxesse dificuldades
de maior, levou-nos a procurar um caminho mais simples e que se revelou
tanto ou mais eficaz. A ideia é extremamente simples e basica: consiste em
determinar o valor da estimativa de Kaplan-Meier da fungao de sobrevivéncia
em dois pontos afastados e resolver em ordem a A para dois valores fixos
de B. O valor de § que leve a valores de A mais proximos é a estimativa
inicial de 5. A estimativa inicial de A é a média dos dois valores préximos
(ver anexo C.5). Assim, os restantes valores iniciais que consideramos foram
A0 =0.183395 ¢ B0 = 0.5. As estimativas que obtivemos foram ¢ = 0.47060
(0.08809), A = 0.12508 (0.02965) e B =0.42100 (0.03058), onde o valor entre
paréntesis indica o desvio padrao correspondente. Note-se a ”proximidade”
entre os valores iniciais e as estimativas dos parametros A e 3, abonando em
favor do método utilizado. Ao representarmos a correspondente funcao de
sobrevivéncia, constatamos que o ajustamento aos dados é quase perfeito,
como estd patente na Fig.4.6.

Apesar de parecer evidente a superioridade do nosso modelo, comparamos
em seguida o valor da estatistica —2log L para o modelo de cura baseado na
distribuicao log-logistica e para o novo modelo que propomos. De acordo
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Capitulo 4. Modelos de Cura

Figura 4.6: Curvas de sobrevivéncia correspondentes a estimativa de
Kaplan-Meier e ao novo modelo de cura.

com o esperado, no primeiro caso foi 386.4602 e no segundo apenas 106.2315.
De referir ainda o valor ligeiramente inferior do desvio padrao de ¢ quando
se utiliza a distribuicao de Chen: 0.08809 em vez de 0.09087.

Outros dados de leucemia

Apesar do quase perfeito ajustamento do modelo de cura com a distribui¢ao
de Chen aos dados anteriores, decidimos considerar outros dados para veri-
ficar se o modelo era suficientemente flexivel para se ajustar bem aos novos
dados. Para tal, consideramos os dados de leucemia de Kersey et al., que po-
dem ser encontrados em Maller e Zhou (1996, p.82). Neste caso, na verdade
temos 2 grupos de individuos, de modo que realizamos o ajustamento para
cada um dos grupos em separado.

Seguimos o mesmo procedimento do que com os dados anteriores, quer
para obter os valores iniciais, quer no algoritmo utilizado.

Assim, para o grupo 1 os valores iniciais foram ¢© = 0.73662, A0 =
0.9930455 e B = 1, e as estimativas foram ¢ = 0.7285978, \ = 0.7611151
e B = 0.6139747. Com estes valores das estimativas, obtivemos o grafico da
fungao de sobrevivéncia ajustada (Fig. 4.7), a qual, uma vez mais, se ajustou
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4.5. Um novo modelo de cura paramétrico

Figura 4.7: Curvas de sobrevivéncia correspondentes a estimativa de
Kaplan-Meier e ao modelo de cura com a distribuigdo de Chen (grupol).

bastante bem aos dados.

Para o grupo 2, os valores iniciais foram ¢© = 0.8134885, A0 =
0.8246753 e 80 = 0.5, e as estimativas foram ¢ = 0.8181942, \ = 1.7420948
e B = 0.9199423. De modo andlogo ao grupo 1, representamos a funcao de
sobrevivéncia ajustada, patente na Fig. 4.8. Podemos verificar que, embora
o ajustamento nao seja tao bom como no grupo 1, ainda ¢é bastante razoavel.

Este mesmo tipo de diferenca no ajustamento em relacao aos dois grupos
ocorreu ao ser considerado um modelo de cura baseado na distribuicao de
Weibull (Maller e Zhou, 1996, p.108 e p.117) e na distribuigdo de Burr de
tipo XII (Shao e Zhou, 2004), o que reforga o facto de o nosso modelo ser
uma alternativa a ter em conta.
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Figura 4.8: Curvas de sobrevivéncia correspondentes a estimativa de
Kaplan-Meier e ao modelo de cura com a distribuigao de Chen (grupo2).
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Capitulo 5

Modelos de cura na presenca
de riscos competitivos

5.1 Introducao

A teoria de riscos competitivos é adequada para situacoes em que cada in-
dividuo esté sujeito a duas ou mais causas de morte. De acordo com Gooley
et al. (1999), definimos risco competitivo como um acontecimento cuja
ocorréncia ou impede a observacao de outro acontecimento de interesse, ou
altera a probabilidade da sua ocorréncia.

Historicamente, o objectivo principal da analise de riscos competitivos
consiste na estimacao das distribuigoes marginais, ou seja, tenta-se inferir
qual a accao de cada risco isoladamente a partir da analise de dados obtidos
em situagoes onde os riscos actuam em conjunto. Frequentemente, o interesse
reside num tipo de falha especifico, de modo que o objectivo do estudo pode
ser:

e a distribuicao do tempo de vida associado a falha digamos de tipo 1,
na auséncia dos restantes tipos de falha;

e a comparacao do tempo até a falha de tipo 1 em dois ou mais grupos
de individuos com caracteristicas diferentes relativamente aos outros
tipos de falhas;

e 0 efeito da eliminacao ou reducao da falha de tipo 1, na distribuicao
marginal do tempo de vida.
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Iremos referir trés tipos de abordagem aos riscos competitivos, propostos por
Moeschberger e David (1971), por Prentice et al. (1978) e por Larson e Dinse
(1985).

Recentemente foram desenvolvidos modelos de cura que englobam riscos
competitivos, tanto para o caso em que a cura é observével, (Betensky e
Schoenfeld (2001)), como para quando isso nao acontece, (Ng e McLachlan
(1998, 2003), Phillips et al. (2002), Choi e Zhou (2002) e Maller e Zhou
(2002)).

O nosso contributo é a abordagem paramétrica quando a cura é observavel
e algumas consideracoes sobre a definicao de cura neste contexto. Além disso,
iremos ainda propor um modelo de cura no contexto da censura parcialmente
informativa.

5.2 Modelo de riscos competitivos usual

Uma das primeiras abordagens modernas a teoria dos riscos competitivos foi
proposta por Moeschberger e David (1971). Os autores consideram os tempos
de vida potenciais (ou latentes), 71, ...T}, associados a cada causa de morte
de modo a que para cada individuo, observa-se apenas T' = min(77,...T,) e
I =1,..,r tal que, T} = T. Assim, P(1; > t) representa a probabilidade
do tempo de vida de um individuo ser igual ou superior a t, admitindo que
ele apenas pode falhar devido a causa [, ou seja, admitindo que as restantes
causas foram eliminadas. Trata-se pois de quantidades nao observaveis.

A segunda abordagem, devida a Prentice et al. (1978), baseia-se na uti-
lizagdo de funcoes hazard especificas de cada causa, ou seja, nas também
designadas fungoes sub-hazard. Neste caso, a cada individuo esta associado
o par (7,C), onde T corresponde ao tempo de vida e C' € {1,...,r} corres-
ponde a causa de morte. Pode ocorrer censura, no sentido usual, dai que
também possa ser associada a variavel indicatriz d, que toma o valor 1 se for
observado algum tipo de falha e zero caso contrario. Além disso, também se
define C' = 0 quando o tipo de falha é desconhecido devido & ocorréncia de
censura.

Um outro modo de encarar os riscos competitivos, proposto por Larson
e Dinse (1985), consiste na utilizacdo de modelos de mistura. Com algumas
analogias ao caso anterior, tem a vantagem de se prestar mais facilmente ao
uso do algoritmo EM para a maximizagao da funcao de verosimilhanca.

Sem perda de generalidade, em qualquer das situagoes que iremos abor-
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5.2. Modelo de riscos competitivos usual

dar, consideramos que cada falha tem origem numa e numa sé causa. Por
outras palavras, consideramos que quando é observada a morte dum in-
dividuo, ela é provocada por apenas uma das r causas.

5.2.1 Tempos de vida potenciais

Na analise de riscos competitivos, admite-se que os individuos podem morrer
de qualquer uma das r causas a que sao vulneraveis. Uma abordagem habitu-
al, consiste em associar a [-ésima causa de morte a variavel Tj, que representa
o tempo de vida associado a causa [, que seria observado se as restantes causas
de morte fossem excluidas. Deste modo, embora o vector (77, ..., T,) nao seja
observavel, o tempo de vida de um individuo é 7" = min(77, ..., 7,.), pois um
individuo morre assim que é afectado por qualquer uma das r causas. Os
tempos T, ..., T, designam-se por tempos de vida potenciais ou por tempos
de vida latentes, no sentido em que apenas um deles podera ser observado.
A funcéo de sobrevivéncia conjunta do vector T' = (T}, ...,T}) é

P(T>t)=P(Ty > t1,..T, > t,) = S(t1, .. 1,).

A fungao de distribui¢ao correspondente é G(t) = P(T < t). A fungao
de sobrevivéncia marginal de 7} é Sgi(t) = P(1; > t), que habitualmente
se representa por Sg(t) = S(0,...4;,...0), ou seja, significa que o efeito de
eliminar as causas diferentes de [ pode ser representado pela anulagao do
correspondente argumento. A funcao hazard marginal respectiva pode ser
obtida a partir da relagdo A;(t) = —dlog S¢(t)/dt, a qual representa a fungao
hazard associada a causa [ na auséncia das outras causas de morte. A funcao
de sobrevivencia de T' é

Sit)y=P(T >t)=S(t,..,t),
sendo A(t) = —dlog S(t)/dt.

A independéncia dos tempos de vida latentes é definida por

S(t) =[] Saultr).

Quando nao existe independéncia, uma medida para quantificar o grau de
dependéncia entre os tempos de vida latentes é definida por
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Rg(t) = ————. (5.1)

Rg(t) < 1 se e s6 se Vt existe uma dependéncia negativa entre as varidveis
aleatérias 71, ..., T, e Rg(t) > 1 significa que existe uma dependéncia positiva.
Por exemplo, para uma distribuigao bivariada,

P(Tl > tl,TQ > tg) P(T1 > t1|T2 > tg)
Rg(t) = = <1
P(Tl > tl)P<T2 > t2) P(Tl > tl)

se e 80 se

P<T1 > tl‘Tg > t2) < P<T1 > tl),

ou seja, ¢ menos provavel que 77 exceda t; se for conhecido que
T, > t5. Deste modo, como quando os riscos sao independentes temos que

P(T >1t)=S5(t) =[I,_; Scu(t), entao Rg(t) = 1.

Conforme j4 referimos, o tempo de vida 7; é entendido como o tempo até
a falha devido a causa [ que seria observado se as falhas devidas as restantes
causas fossem eliminadas. Esta interpretacao é algo controversa, na medida
em que se pode questionar em que circunstancias é que é possivel, de fac-
to, eliminar as restantes causas de falha. Verifica-se pois que a abordagem
dos riscos competitivos através dos tempos de vida potenciais nao é isenta
de criticas. Tsiatis (1975) provou que um conjunto de fungées de sobre-
vivéencia especificas de causa nao tem correspondéncia com as respectivas
fungoes de sobrevivéncia marginais, excepto se as variaveis latentes forem
independentes, ou seja, se a funcao de sobrevivéncia conjunta for igual ao
produto das funcoes de sobrevivéncia marginais. Contudo, o problema re-
side no facto de a hipdtese de independéncia dos tempos de vida nao poder
ser testada directamente a partir dos dados. Sendo assim, colocam-se proble-
mas de identificabilidade, uma vez que as fungoes de sobrevivéncia marginais
nao sao observaveis.
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5.2. Modelo de riscos competitivos usual

5.2.2 Funcoes especificas de causa

Os dados relativos a cada individuo consistem no par (7,C), onde T é
uma v.a. nao negativa que representa o tempo até a falha do individuo e
C € {1,...,r} corresponde a causa de morte. Se o periodo de follow-up de
um individuo terminar antes de ocorrer qualquer falha, a observacao sera
considerada incompleta; neste caso C' = 0 indica que o tipo de falha é des-
conhecido e o tempo de vida é censurado.

Este tipo de abordagem tem por base as funcoes hazard especificas de
cada causa, definidas por

 P(C=1t<T<t+AlT >t
hl(t):Al}tglo ( A7 | ), l=1,..nr, (5.2)

as quais descrevem a probabilidade instantanea de morte devida a causa [ no
instante ¢, na presenca das restantes r — 1 causas.
A partir de (5.2), podemos obter a respectiva fungao hazard cumulativa

Hi(t) = /0 ()

bem como a funcao

S;(t) = exp[—H,(t)]. (5-3)

No entanto, importa notar que, em geral, a funcao anterior nao pode ser
interpretada como funcao de sobrevivéncia, para r > 1. Na verdade, quando
existe mais do que uma causa de morte, o facto de um individuo nao falhar
devido a causa [ até ao instante ¢ nao significa que permanece livre de falhar
de qualquer causa para além do instante ¢.

A funcao hazard global é definida por

Pi<T<t+ AT >t
W) = i DEST <P AT 2 1)

At—0 At ’ (5:4)

mas como se considera que as r causas sao exaustivas e mutuamente exclu-
sivas, tem-se
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h(t) = hi(t). (5.5)

A funcgao hazard cumulativa global é dada por

A(t) :/0 h(u)du = " H(t),

logo, quer os riscos sejam independentes ou nao, a funcao de sobrevivéncia
marginal de 7" é

S(t) = exp [— > Hl(t)] =[Is®. (5.6)

Por outro lado, temos também

s s

SH)=PT>t)=> P(T>tC=1)=> S(t),
=1 =1
onde S;(t) é designada por funcao de sobrevivéncia especifica da causa [.
Admitindo que T" é uma v.a. continua, como é mais usual, as correspondentes
fungdo de densidade e de distribui¢ao (também designada por fungao de
incidéncia cumulativa) sdo, respectivamente,

fit) = () S(t) (5.7)

F(t)=P(T <t,C=1) = /Ot filw)du. (5.8)

Note-se que Fi(t) + Si(t) = pi, onde

p = P(C =1) = F(c0) = 5(0) (5.9)
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é a distribuigao marginal de C', ou seja, é a probabilidade de um individuo
falhar devido a causa . Entao, Fj(t) é uma funcao de distribui¢do imprépria
dado que, quando t = 0o, o seu valor é p; e nao 1. Naturalmente, estamos a

supor que p; > 0 e que > p; = 1.

Algumas probabilidades condicionais de interesse neste contexto sao:

fi(t)

P(morte no instante t | C' = 1) = ——=,

b
P(C =1 | morte no instante t) = %’
_ _Si(t)
PC=1|T>t)= SE

O risco relativo de falha devido a causa [ no instante ¢ é dado por
hi(t)/h(t). Se esta razao for independente de t para cada [, entao as fungoes
hazard sdo proporcionais, ou seja, hi(t) = p;h(t). Na verdade, é uma forma
equivalente de indicar que 7" e C' sao independentes.

Estimacao paramétrica e nao paramétrica para a probabilidade de
falha

Suponhamos que foram especificados modelos paramétricos para as sub-
densidades f;(t). A situagao mais usual consiste em admitir a mesma dis-
tribuigdo para cada uma das subdensidades f;(t), embora com diferentes
valores dos parametros. No entanto, é possivel considerar distribuicoes de
diferentes familias para cada uma das subdensidades.

Admitamos ainda que o mecanismo de censura ¢é independente do
mecanismo de falha. Consideremos uma amostra de n elementos,
{(liyt;) :i=1,...,n}. A fungao de verosimilhanga escreve-se na forma

L=]]f@ s, (5.10)
o 9
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onde [], representa o produto para todos os casos em que a falha foi
observada e [ [ denota o produto para as observagoes censuradas, ou seja, as
observagoes correspondentes aos individuos para os quais nao foi observado
qualquer tipo de falha até ao instante ¢;. Dependendo das fungoes empregues
no calculo da funcao de verosimilhanca, existem algumas expressoes equiva-
lentes a (5.10). Por (5.7), obtemos

L=]]ht) ]St

i=1

Se associarmos a cada individuo a variavel indicatriz de censura, J;, entao

L=]]h.(t)"S() (5.11)

Por outro lado, tendo em conta (5.6), a fungdo de verosimilhanca pode ser
escrita apenas a custa das fungoes hazard especificas de cada causa:

L= 1;[ ha, (t;) ﬁﬁexp {— /Oti hl(u)du} .

i=1 [=1

Considerando

L= H (k) leexp {— /0 " hl(u)du} |

onde [], denota o produto em {i : [; = I}, a equacdo (5.11) pode ser ex-
pressa por L = LyLy...L,.. Na pratica, pode ser mais simples maximizar [;
separadamente dado que envolve menos parametros do que L.

Vejamos agora em que consiste a abordagem nao paramétrica com vista
a estimar a probabilidade de falha.

Notemos que é frequente (embora incorrecto) estimar a probabilidade de
falha devido a causa [, na presenca das outras falhas, como um menos o
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estimador de Kaplan-Meier da funcao de sobrevivéncia calculado na maior
observagao, onde o tempo de vida dos individuos que falham devido a outra
causa que nao a [ é considerado como uma observacao censurada. Na ver-
dade, o estimador assim obtido é um estimador enviesado pois, regra geral,
sobrestima a probabilidade pretendida. Uma consequéncia deste erro é a so-
ma das probabilidades marginais, p;,l = 1, ..., 7, poder ser substancialmente
maior do que um, como referem Gaynor et al. (1993).

Suponhamos que existem k& instantes de morte distintos
0 <tq) <..<tw eque a funcao hazard especifica da causa [ é definida por

hlj se t= t(j)
hi(t) = (5.12)
0 c.C.

ondel=1,..,r,j=1,..,k et = 0 denota o inicio do estudo. Neste caso,
h;; representa a probabilidade de um individuo falhar no instante #; devido
a causa [, dado que sobreviveu para além do instante ¢(;_;). Por Gaynor et
al. (1993), a fungao de verosimilhanga é escrita na forma

) (-5~

J=1 =1
onde n; denota o nimero de individuos em risco no instante ¢(;), d;; o nimero

de individuos que falham em t;) devido & causa l e d; = > d;;. O estimador
=1

de méxima verosimilhanca de hy; é hj; = dj;/n;, donde, o estimador de
méxima verosimilhanga de H,(t) é

Ht)= Y dy/n;

{7:t) <t}

Quanto ao estimador de maxima verosimilhanca de Fj(t), é dado pela ex-
pressao

A= Y B80,) (513)

{7t <t} J
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em que

j_l d
S(ty-n) =] (1 = n—l)
i=1 !
¢é a estimativa de Kaplan-Meier da probabilidade de um individuo sobreviver

a todas as causas de morte, pelo menos até ao instante ¢(;_;y. Assim, o EMV
da probabilidade de falha devida & causa [ é

P = Ei(tw). (5.14)
Como i E(t) = 1—8(t), entdo i pi < 1, verificando-se a igualdade no caso
de néol:elxistirem observacoes cerllzsilradas para além de ;). Na auséncia de
censura, p; = i d;;/n, onde n é a dimensdo da amostra.
Considerarjlzi) as igualdades (5.3) e (5.12), temos

Ssty="J[ @—ny),

{7:t <t}

donde, o correspondente EMV escreve-se na forma

Sty = ]I (1—d—li). (5.15)

n
{7t <t} J

Note-se que Sl*(t) representa a estimativa de Kaplan-Meier da funcao de
sobrevivencia para a causa [, em que os individuos que falham devido a
uma causa diferente de [ dao origem a observagoes censuradas, isto é, d; ¢
substituido por dj;.

Vemos assim que o uso de 1 — S(t) para estimar Fj(t) é baseado no
pressuposto incorrecto de que a probabilidade de falha até ao instante t,
devido a qualquer outra causa diferente de [, é nula. Isto conduz a um valor
inflacionado do nimero de individuos em risco no instante ¢, que tem como
consequéncia a sobrestimacao de p;. Mostra-se por inducao que 1 — Sl* (t) >
Fj(t). Com uma representacio alternativa dos estimadores Fj(t) e S¥(t),
Gooley et al. (1999) evidenciam de forma clara este facto.
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Modelos de regressao

A cada individuo pode ser associado um vector de covariaveis z. Deste modo,
podem ser construidos modelos de regressao de riscos competitivos, que sao
essencialmente generalizagoes do caso em que existe apenas uma causa de
morte.

Por conseguinte, como para uma causa de morte o modelo de hazards pro-
porcionais é h(t; z) = ho(t)a(z), uma generalizagao natural ocorre definindo

hl(t; Z) = hol(t)al(Z).

Se T e C forem independentes, entao o modelo passa a ser dado por
hi(t; z) = prho(t)cy(2).

O modelo de tempo de vida acelerado, no caso de uma causa de morte,
pode ser definido por S(t; z) = Sy (ta(z)) logo, o correspondente modelo de
riscos competitivos, é dado por

Sl(t; Z) = SlO (tOél(Z)) .

Por fim, para o modelo de possibilidades proporcionais, em que
S(t;z)/[1 —S(t;z)] = a(z)So(t)/[1 — So(t)], a versdo para riscos compe-
titivos é

Sl(t; Z)
1— Sl<t; Z)

N Slo(t; Z)
- al(z)il Sl z)'

5.2.3 Modelos de mistura

Uma alternativa a formulagao anterior, proposta por Larson e Dinse (1985),
consiste em adoptar um modelo de mistura que caracteriza a distribuicao
do par (T,C) através da distribuicdo marginal do tipo de falha e da dis-
tribuicao do tempo de vida condicional ao tipo de falha. Assim, a funcao de
sobrevivéncia de 71" é
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onde py =P(C =1), Y pp=1e S(t) = P(T > t|C =1), com
=1

&M@):em{—[imMmmi

. PE<T<t+A{T >t,C=1)
() = 10, A

Na presenca de covariaveis, ¢ adoptado um modelo de regressao logistica
para a probabilidade de falha e, frequentemente, um modelo de hazards pro-
porcionais para a distribuicao do tempo de vida condicional ao tipo de falha.

Sob o modelo (5.16), a contribui¢cao de um individuo para a funcao de
verosimilhanca é:

o phun(t)Sin(t) se foi observada a falha de tipo [ no instante ¢,

e > pSin(t) se nao foi observado qualquer tipo de falha até ao instante ¢.
=1

Deste modo, a contribuicao para a funcao de verosimilhanca de um
tempo de vida observado corresponde a fun¢ao de densidade conjunta de
(T'=1t,C =1) e a contribui¢ao de um tempo de vida censurado corresponde
a probabilidade de T" > t. Recuperamos desta forma a fungao de verosimi-
lhanca (5.10).

Um dos grandes méritos desta formulagao consiste na facil utilizacao do
algoritmo EM. Para tal, basta atribuir uma causa de morte as observacoes
censuradas com a seguinte probabilidade:

S (t)

n(t) = P(C =T > 1) = —
;PJSJM@)

[=1,...r.

)

Para estimativa inicial dos parametros, Larson e Dinse (1985) propdem
as obtidas quando se ignora as observagoes censuradas.
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5.3. Modelo de cura

5.3 Modelo de cura

Os modelos de cura considerados até agora pressuponham que existia uma
unica causa de interesse. Como tal, a morte de um individuo durante o
periodo de follow-up sé podia ser devido a essa causa e os individuos imunes
seriam encontrados entre aqueles cujo tempo de vida tinha sido censurado.

Vamos considerar uma generalizacao do modelo de cura, inserindo-o na
teoria dos riscos competitivos. No entanto, a definicao de imune ja nao é
Unica e obriga a algumas consideragoes. Teremos essencialmente dois tipos
de modelos: aqueles em que os tempos de cura sao observados e aqueles em
que nao sao (situagdo muito mais frequente).

5.3.1 Relacao entre os modelos de cura e os riscos
competitivos

No ambito dos riscos competitivos, surgem varias possibilidades para a defi-
ni¢ao de individuo imune (ou curado). Assim, um individuo imune pode ser
aquele que seja imune a todas as causas de morte ou aquele que seja imune
a causa de interesse embora susceptivel a qualquer uma das restantes causas
de morte. Neste ultimo caso, quando temos apenas duas causas de morte (a
de interesse e a outra), um individuo imune é, portanto, aquele que é imune
a causa de interesse.

Além disso, podemos ainda considerar a existéncia de individuos imunes
para cada um dos tipos de falha, sendo entao susceptiveis as restantes. Por
exemplo, se tivermos apenas dois tipos de falha, podem existir individuos
imunes a falha de tipo 1 mas susceptiveis a falha de tipo 2 e vice-versa.

Por outras palavras, isto significa que a definicao de cura pode dizer
respeito a

1. todas as causas;
2. uma causa em particular;
3. cada uma das causas.

Entao surge o problema de saber afinal qual a definicao de individuo
imune no contexto de riscos competitivos. Parece-nos que a resposta nao é
unica nem pacifica pois podem ser apresentados argumentos a favor e contra
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qualquer uma das trés opcoes. Mais relevante, a resposta tera que ser dada em
funcao de alguns factores, nomeadamente a natureza dos dados e o objectivo
do estudo.

Notemos que poderiamos pensar que um individuo que fosse susceptivel
a causa digamos de tipo 1, fosse imune as restantes (r — 1) causas, uma vez
que estamos a admitir que quando é observada a morte de um individuo,
ela é provocada por apenas uma das r causas, ou seja, que as r causas
sao mutuamente exclusivas. No entanto, porque a morte devido a causa
1 inviabiliza que se observe a morte devido a qualquer uma das restantes
causas, nao podemos afirmar, como é ébvio, que a morte devido a causa 1
seja equivalente a imunidade as restantes causas.

Uma outra questao extremamente importante, que surge implicitamente
das varias defini¢oes possiveis para a imunidade, tem a ver com a relagao
entre o conceito de imune e o modo de encarar os riscos competitivos.

Num modelo de cura, a funcao de sobrevivéncia é imprépria, ou seja,
S(c0) > 0. Entao, quando consideramos um modelo de riscos competitivos
do tipo (5.16), se também tivermos S(co) > 0, isto significa que existem in-
dividuos imunes a todas as causas consideradas e, assim sendo, as causas nao
sao exaustivas pois na vida real nenhum individuo é imortal. Pelo contrario,
quando S(oco) = 0 entao todos os individuos sdo susceptiveis a pelo menos
uma das causas de morte consideradas. Assim, através do valor de S(o0)
(= 0 ou > 0) podemos saber se as causas de morte que estamos a considerar
sao exaustivas ou nao.

Quando uma causa é definida como sendo restantes causas, do ponto de
vista formal as causas indicadas sao exaustivas, logo S(c0) = 0. No entanto,
quando pretendemos indicar cada causa explicitamente, por muito longa que
seja a lista, dificilmente incluird todas elas; teremos entdo S(co) > 0. Uma
forte indicacao desta tultima situacao é a existéncia de muitas observacoes
censuradas, pois para um individuo com tempo de vida censurado nao é
possivel saber se ele iria morrer de alguma das causas em estudo.

5.3.2 Cura observavel

Embora esta seja uma situacao pouco frequente, a sua existéncia justifica
um modelo proprio. Trata-se de uma situagao mais simples, dado que a cu-
ra € encarada como um risco competitivo. Neste sentido, podem-se aplicar
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directamente os resultados da teoria de riscos competitivos, embora a in-
terpretacao seja diferente. Na realidade, os modelos apresentados nao sao
verdadeiros modelos de cura, pois S(oc0) = 0, mas podem ser interpretados
como tal dado que também se pretende estimar a probabilidade de cura e a
funcao de sobrevivéncia dos individuos susceptiveis.

Nesta sec¢ao, vamos apresentar a abordagem nao paramétrica descrita em
Betensky e Schoenfeld (2001) e propor uma possivel abordagem paramétrica,
através do uso da distribuicao de Gompertz.

Abordagem nao paramétrica

A sindrome de dificuldade respiratéria no adulto (SDRA) é uma condigao
aguda, potencialmente fatal, que surge algumas vezes apds uma pneumonia
ou uma cirurgia. Os pulmoes endurecem, dificultando as trocas de oxigénio
entre a hemoglobina e o ar alveolar, e o doente tem que ser ventilado ar-
tificialmente. Os pacientes que recuperam e que tém alta hospitalar, sao
considerados curados no instante em que saem do hospital. Neste contexto,
Betensky e Schoenfeld (2001) consideram a cura como um risco competitivo
ao acontecimento de interesse (morte por SDRA), pois ndo ha duvida que
a sua ocorréncia impede a observacao do acontecimento de interesse. Deste
modo, apenas é observado o minimo entre o tempo até a cura e o tempo até a
ocorréncia do acontecimento de interesse. Os pressupostos subjacentes a este
modelo sdo que os trés tipos de resposta possivel (morte, cura ou censura)
sao independentes e que ocorrerd a falha ou a cura com probabilidade um
(apesar de qualquer uma delas poder nao ser observada).

Neste caso, nao vamos ter k instantes de morte distintos, pois alguns
desses sao de facto instantes de cura. Defina-se h; como a probabilidade de
morte no instante ¢;, dado que o individuo nao morreu nem ficou curado até
entao, e defina-se de modo analogo 7, como sendo a probabilidade condicional
de cura em ¢;. Sejam ainda n;, d; e m; o numero de individuos em risco, que
morreram e que se curaram, respectivamente, no instante ¢;. O logaritmo da
funcao de verosimilhanca é

k
log L =" [d;log(\;) + m;log(;) + (n; — d; —m;) log(1 — A; — ;)]

j=1

(5.17)
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donde \; = d;/n; e 4; = mj/n;. A varidvel T representa o tempo até i
morte e a variavel U representa o tempo até a cura. A distribui¢do do tempo
de vida, S(t) = P(T > t), é estimada por

—1—§:AJH 1— X —40) (5.18)
v=1

para t € [ty,,ty,+1). Como a expressao anterior coincide com um menos a
fungao de incidéncia cumulativa, por (5.9) e (5.14), a probabilidade de cura,
7, pode ser estimada por

<.
I
—

k
pr=1-P(T <o0)=1-) "} Ao — ),

7j=1 v

I
-

ou por

k 7j—1
P2 = U < 0) Z ¥ H(l )
7j=1 =1

Note-se que py vai coincidir com (5.14). Se a maior observagao nao for cen-

surada, p; = ps. No entanto, se a maior observacao for censurada, p; e ps

nao sao equivalentes, logo o EMV de 7 nao é tnico. Mais precisamente,
€ (P2, h1)-

A formulacdo deste modelo em termos de um modelo de mistu-

ra requer a definicio de mais algumas quantidades, nomeadamente,

k
4= P(T=4,|T <U), p; = PU =T > V), 7 = PU<T), Qu = X ;.
Jj=a

e P, = Z?:a p;. Desta forma,

P<T>tj,U>tj> Iﬂ'PjJrl—'—(l—’Tl')QjJrl. (519)

As contribuicoes para a funcao de verosimilhanca no instante ¢; sao
(1 —m)g; quando é observada uma morte, 7p; quando é observada a cura
e mP;i1 + (1 — 7)Q 41 quando a observacao é censurada. Assim, a funcao de
verosimilhanca pode ser expressa por

130



5.3. Modelo de cura

k
H [(1 = m)g;)¥ (7p;)™ [w Py + (1 — m)Qqa] ™ 4 77
7j=1

Como acontece no caso anterior, se a maior observacao é censurada, nao
existe unicidade do EMV de 7.
A definicao de A; e de 7; em termos deste modelo ¢

. (-mg
J_7TPj+(1—7T)Qj

7ij
7TPj+(]_—7T)Qj’

Vi =

donde, usando a igualdade

J
TP+ (1= m)Qe = [ =X — ).
b=1
a funcao de verosimilhanca pode ser reescrita na forma
k J
d; m;j —di—m; Toi— 10
HA]‘J%‘ (=X =) A H(l =Xy — )T
j=1

b=1

cujo logaritmo é equivalente a (5.17).

Abordagem paramétrica

Tal como no caso nao paramétrico, admitamos que a cura é um risco com-
petitivo; assim sendo, propomos a utilizacao de um modelo de mistura tal
como em (5.16), com r = 2. Entdo o modelo é

S(t) = peSen(t) + paSan(t), (5.20)
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onde py e p. representam a probabilidade de um individuo ser susceptivel e
a probabilidade de um individuo ser imune, respectivamente, e Sy € Seps
as correspondentes funcoes de sobrevivéncia. Admitamos ainda uma dis-
tribuicao continua para o tempo de vida.

Consideremos uma amostra de dimensao n e designemos por ty,...,t, 0s
tempos de vida. Sem perda de generalidade, suponhamos que os primeiros
tempos de vida correspondem aos individuos curados, os seguintes aos in-
dividuos susceptiveis e os tltimos aos individuos para os quais nao foi
observada a morte nem a cura, ou seja, aos individuos com tempo de vi-
da censurado. Deste modo, temos

Ztizzcti+ Zd t; + Z ti,
i—1 i—1

1=nc+1 i=ng+1

onde n, e ng—n, designam o niimero de individuos para os quais foi observada
a cura ou a morte, respectivamente, e n — ng o nimero de individuos com
tempo de vida censurado. Sejam 0;., 0;4, 0;0, varidveis indicatrizes tais que
diq = 1 se o i-ésimo individuo falhou devido a causa [ (I = ¢, d), no instante
t;, e 9; = 0 caso contrario, e d;,0 = 1 se o i-ésimo individuo foi censurado
no instante t;. Note-se que ;. + d;q + dj0 = 1, Vi € {1,...,n}. Consideremos
ainda ¥y, ..., Yni, | = d, ¢ tais que y; = 1 se o i-ésimo individuo falhou devido
a causa [ e y; = 0 se falhou devido a outra causa.
A funcao de verosimilhanca completa para este caso é

Le = H [Pehent (t:)Senr (t)]7 [pahant () Sanr (£:)]74 S (#;)%,

onde hgp(t) e hepr(t) representam a fungao hazard associada a causa d e c,
respectivamente. Se todos os y; fossem observados teriamos a verosimilhanca
observada

Lo = H [[Pehenr(t:) Sear (t)]1<1% [[pahans (t:) Sana (8:)]74]) H [[p1Suau (£:)]74]

a qual pode ser factorizada na forma Lo = Lo, Lo, Lo,, onde
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LOp _ Hpgéic(6ic+5¢o)pzz’d(5¢d+5io)7 (5.21)
=1
Lo, = [ ] [en (t:) Sear (£:)]7< Sopg (t:)¥ie (5.22)
i=1
€
LOd = H [hdM (ti>SdM<ti>]yid6id SdM (ti)yid(SiO' (523)
=1

Como pg + p. = 1, (5.21) tanto pode ser escrita a custa de py

LOP _ szz'd(5¢d+5i0)<1 _ pd>yic(5ic+5i0)’
i=1

como a custa de p.

n

LOp = H(l _ pc)yid(5id+510)pgic(5ic+5m).

i=1

Em geral, nem todos os y; sao observados. Entao, cada y; é substituido
por wj;, onde

1 se 0ig=1Ve.=1
Wi =
Tyl S€ 51’0 = 1

Tzl:E(Y|O):P(}/Z]:1|T>tl,520:1):]%]\z<)t2>, l:C,d.

Assim, o valor esperado do logaritmo da funcao de verosimilhanca, no que
concerne ao parametro p, pode ser escrito na forma
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n

log L, = Z[wid(% + di0) log pa + wic(dic + di0) log(1 — pa)],

i=1

ou seja, simplificando

log Lg, = ((nd —ne) + Z Tid) log pq + (nc + Z Tic) log(1 — pa).

i:nd+1 Z'an+1

O estimador de p; na (k 4 1)-ésima iteragao do algoritmo EM, obtido
através do método da maxima verosimilhanca é

Skt L _ ~ 5.24
Pq n[(nd nC)_'_ZTzd]' (5.24)

1=nc+1

Note-se a semelhanca com (4.15). De modo anédlogo, obteriamos o estimador
de maxima verosimilhanca de p..

Relativamente a (5.23), o valor esperado do seu logaritmo é

nq

log L, = Z [log hanr (t:) + log Sans (t:)] + Z Tiq log San (L)

i=nc+1 i=ng+1

Admitamos que o tempo de vida dos individuos susceptiveis tem dis-
tribuicao de Gompertz, de parametros Ay e «yg, isto é,

San(t) = exp B‘—Zu - exp(Adt)]] .

Analogamente, admitamos uma distribuicao de Gompertz de parametros A,
e a,. para o tempo de vida dos individuos curados. Recorde-se que a identi-
ficabilidade deste modelo foi provada por Gordon (1990). Entao,
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log L, =
nqg n
> [log g + Aati + S4[1 — eXp()‘dtz’)]] + >0 TSl — exp(Adty)].
i=nc+1 i=ng+1
(5.25)
E possivel obter uma forma explicita para o EMV de ay,
A
Ay — fd2d : (5.26)
> [exp(Aati) =1+ >° Tialexp(Aati) — 1]
i=ne+1 i=ng+1

mas o mesmo ja nao é verdade para A\;. Dal que, adicionalmente, seja
necessario recorrer ao método de N-R para estimar ;.

5.3.3 Cura nao observavel

O modelo de cura na presenca de riscos competitivos em que a cura nao é
observavel é adequado quando, como o proprio nome indica, a cura nao é
observavel e se admite que um individuo estd sujeito a mais do que uma
causa de morte. No entanto, quando se diz que um individuo esta curado, a
definicao de cura tanto pode estar associada apenas a uma causa em parti-
cular (correspondente a causa de interesse), a todas as causas, ou a cada uma
delas individualmente. Ao contrario do que sucedia no caso anterior, neste
caso a cura nao € considerada um risco competitivo.

Modelos ja propostos

Comegamos por abordar o modelo referido em Ng e McLachlan (1998).
Trata-se de uma generalizacao do modelo (4.2), na medida em que também
se adopta um modelo de mistura com duas componentes, mas em que uma
delas representa a causa de interesse e a outra as restantes causas. Larson
e Dinse (1985) tinham proposto este modelo, embora nao no contexto dos
modelos de cura. O objectivo principal continua a ser estimar a distribuicao
do tempo de vida dos individuos susceptiveis, bem como a probabilidade de
cura. Apresentamos duas versoes para a funcao de verosimilhanca, total e
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parcial, sendo a ultima mais vantajosa em termos praticos pois nao envolve o
conhecimento da distribuicao dos tempos de vida dos individuos que falham
devido a uma causa que nao a causa de interesse.

As observagoes sao da forma (t;, D;), onde D; = 2 indica que o i-ésimo
individuo falhou no instante ¢; devido a causa de interesse, D; = 1 se o
i-ésimo individuo falhou no instante ¢; devido a uma causa competitiva e
D; = 0 se a observacao correspondente ao i-ésimo individuo é censurada
em t;. Seja T' o tempo até a falha devido a causa de interesse ou devido a
uma causa competitiva. Como vimos anteriormente, de acordo com Larson
e Dinse (1985), a func@o de sobrevivéncia marginal de T' pode ser dada por

S(t,¥) = pSi(t;01) + (1 — p)Sa(t; 02), (5.27)

onde ¥ = (p, 0/, 0,)" designa o vector de parametros desconhecidos, S;(t; 6)
é a funcao de sobrevivéncia associada aos individuos que falham devido a
uma causa competitiva e Sy(t;65) é a fungdo de sobrevivéncia associada a
causa de interesse, na presenca das restantes causas. De facto, Si(t;60%) é a
funcao de sobrevivéncia condicional do tempo até a morte dado que a morte
se ficou a dever a causa k, k = 1,2. A probabilidade de falhar devido a causa
de interesse, na presenca das restantes causas, é dada por 1 — p, enquanto
que p representa a probabilidade de falha devido a uma causa competitiva.
O logaritmo da fungao de verosimilhanga correspondente ao modelo (5.27)
escreve-se na forma

log L(W) = é[[(Di — 0)log S(ts; @) + I(D; = 1) log{pfi(ts;01))

+1(D; = 2)log{(1 — p) fa(ti; 02) }],
(5.28)

em que [(A) é a fungao indicatriz do acontecimento A e fi(t;;0%) é a fungao
densidade correspondente a funcao de sobrevivéncia Si(t;;60%), k = 1,2. A
funcao de verosimilhanga anterior — funcao de verosimilhanca total — tem a
desvantagem de requerer a especificacao da distribuicao do tempo de vida
dos individuos que morrem devido a uma falha competitiva. A estimacao de
0, torna-se ainda mais dificil de obter quando existem poucas falhas devido
as causas competitivas.
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De acordo com Ng e McLachlan (1998), uma forma de contornar a dificul-
dade anterior, consiste em construir uma fun¢ao de verosimilhanca parcial.
Para tal, as observacoes provenientes de falhas devidas as causas competiti-
vas sao consideradas como sendo observacoes censuradas no fim do periodo
de follow-up. Assim, uma falha registada em ¢; com D; = 1, contribui para a
funcao de verosimilhanca como uma observacao censurada nao no instante t;
mas sim no instante t; = ¢; + u;, onde u; designa o tempo decorrido desde a
falha até ao fim do periodo de follow-up. Deste modo, o logaritmo da funcao
de verosimilhanca é

n

logL =} [I(D;=2)log{(1—p)fati; 02)}

i=1

+I(D; = 1)log{p + (1 — p)Sa(t;; 62)} (5.29)

+1(D; = 0)log{p + (1 — p)Sa(t;; 02)}].

A partir da funcao anterior podemos obter as estimativas de maxima verosi-
milhanga de p e de 05 sem ter que especificar S;(¢;61). Ng e McLachlan
(1998) referem que esta ultima abordagem origina estimadores consistentes
mas menos eficientes do que a abordagem com a funcao de verosimilhanca
total.

No modelo (5.27), a quantidade 1 — p representa a probabilidade de falha
devido a causa de interesse, na presenca das outras causas. Entao, p é a pro-
babilidade de um individuo nao falhar da causa de interesse, o que significa
que ira falhar de uma das causas competitivas. Nalgumas aplicagoes, como
na estimacao da taxa de cura do cancro da mama, as doentes que morrem
precocemente apds o tratamento, aparentemente de uma causa competiti-
va, podem nao ser consideradas curadas mesmo se nao tiverem sintomas da
doenca aquando da sua morte. Na verdade, relativamente as mortes pre-
coces, nao € claro se as doentes teriam ou nao uma recaida da doenca, se
tivessem vivido tempo suficiente até que essa recaida se manifestasse. Neste
tipo de aplicagoes, p pode ser ajustado, por exemplo, excluindo dos doentes
curados aqueles cuja morte ocorra antes de ter decorrido um determinado
tempo Tj, apés o tratamento, que deve ser determinado antes do inicio do
estudo. Assim, considera-se que um doente esta curado da doenca em estudo
quando morre devido a uma causa competitiva a partir de Ty apds o trata-
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mento e sem que a doenca se manifeste. Por outras palavras, a taxa de cura
¢é dada por

pS1(To).
Mesmo sem especificar Si, se a menor observacao censurada for menor que
To, pode-se estimar S;(7p) por
7’LT0
np’
onde n ¢ a dimensao da amostra e ng, ¢ o nimero de pacientes que morreram
devido a uma causa competitiva antes de 7. Entao, a taxa de cura pode ser
estimada por

1—

~ Ny

n
Assim, embora os autores nao o refiram explicitamente, o modelo que
estao a considerar é

S(t) = pSi(To)S1(t) + pFi(To)S1(t) + (1 — p)Sa(t).-

Com o intuito de estimar a prevaléncia do cancro, Phillips et al. (2002)
estudam um outro modelo de mistura na presenca de riscos competitivos,
que referimos nesta secgao, embora nao seja considerada explicitamente uma
variavel que representa causas de morte. A ideia geral, consiste em estimar
a prevaléncia a partir da proporcao de individuos na populacao aos quais
foi previamente diagnosticado cancro e que ainda nao estao curados. Dai a
necessidade de estimar a probabilidade de cura.

Assim, consideram a existéncia de duas variaveis latentes que representam
o tempo até a morte devido a doenca, T,;, e o tempo até a morte devido a
outras causas, T,. Seja T = min{T,,T,}. Os autores consideram que sé
se observa T' sem atribuicao da causa de morte pois tém duvidas quanto ao
rigor na atribuicao das causas de morte nas certidoes de 6bito. Um individuo
sera, definido como curado, Y = 0, se T; = oo e nao curado, Y = 1, caso
contrario. Assumindo que a morte devido a doenca é independente da morte
devido a outras causas, temos

P{T >t} =P(T,>t)P(Ty > 1)

— P{T, > {|Y = 0}P(Y = 0) + P{T, > {[Y = 1}P{Ty > {[Y = 1}P(Y = 1)
(5.30)
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Quando apenas T é observado, é pratica comum calcular a sobrevivéncia
relativa, a qual ajusta a mortalidade devido a outras causas através de tabelas
de mortalidade relativas a populagao em geral. Isto é equivalente a considerar
que

P{T, > t} = Sy(t). (5.31)

No entanto, os individuos afectados por alguns tipos de cancro, tém taxas
de mortalidade devido a outras causas diferentes da populacao em geral.
Dai que a equacao (5.31) seja alterada para que este facto seja tido em
consideracao. Assim, supoe-se que a funcao hazard correspondente a outras
causas é proporcional a func¢ao hazard da populacao em geral, ho(t), donde

P{T, > t} = [So(t)]" -

Deste modo, a fungao de sobrevivéncia global (5.30), é

PAT >t} = p[So(®)]" + (1 = p)Sa(t) [So(t)]" (5.32)

e, suprimindo das funcoes o argumento ¢;, a funcao de verosimilhanca pode
ser escrita na forma

[T Iprho(So)" + (1= p)(rho + ha)(So)"Sal™ [p(So)” + (1 = p)(S0)"Sal' ™"

(5.33)

onde §; é a variavel indicatriz do estado vital do i—ésimo individuo no ultimo
instante, t;, do seu follow-up.

Choi e Zhou (2002) e Maller e Zhou (2002) propéem uma outra abor-
dagem, na medida em que, para eles, um individuo imune sera aquele que
for imune nao apenas a causa de interesse, mas a todas as causas em estudo.
Sejam u; o tempo de censura e t; o verdadeiro tempo de vida do i—ésimo
individuo, ¢ = 1,...,n, u; e t! independentes. O tempo de vida observado
é designado por t; = min{t},u;} e §; é a varidvel indicatriz de censura, que
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toma o valor 1 quando o tempo de vida é observado e 0 caso contrario. Adi-
cionalmente, consideram uma outra variavel indicatriz, d;;, que toma o valor
1 se 0 i—ésimo individuo morre da causa [ e 0 caso contrario. Naturalmente,

=1

Definem também um indicador de causa de morte, (i), em que (i) = 7 se
o 1-ésimo individuo morre da causa 7, donde a esse individuo corresponde
um tempo de vida nao censurado. Para l = 1,....r, i = 1,...,n, definem
tqa = t; se 0; = 1, para os individuos cujas observacoes nao sao censuradas.
Consideram ainda a variavel aleatéria Y;, nao observavel, que assume o valor
[ se 0 1-ésimo individuo morre da causa [ e 0 se o i-ésimo individuo é imune a
todas as r causas, com probabilidades P(Y; =1) =p; e P(Y; =0) =1 — p;,
pi =y ;1 Pa- A varidvel aleatéria T; representa o tempo de vida do i—¢ésimo
individuo. Temos que

P(T, =lY;=0)=1

P(T,<t|Y;=1)=Fy(t),l=1,..,r. (5.34)

em que as fungoes Fj(t) sao fungdes de distribuigao préprias. Entao,

P(T, < 1) = P(T, <4]Y; = 0)P(Y; = 0) + 3 P(T, < t]Y; = P(Y; = 1)
I=1
= > palu(t) = Fi(t).
I=1
(5.35)
Supondo que os tempos de vida sdo independentes e que a cada Fj(t) cor-

responde a func¢ao densidade f;(t), a menos de uma constante, a funcao de
verosimilhanca ¢ dada por
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3

1-6;
5 "
L, =TI [pac) fuw(t:)] [1 - lzpil}?il(ti)}
; -1

1

I
A

(5.36)

=

N 1 llill [pi"fi"(ti’?)]% [1— E(ti)]liéi )

2

5.3.4 Interligacao entre o modelo aditivo com
fragilidade, o modelo de cura e o de riscos
competitivos

J& verificamos neste capitulo a ligacao existente entre os modelos de cura e os
modelos de riscos competitivos. Além disso, no capitulo anterior, referimos
que uma das formas de obter um modelo de cura de nao-mistura envolve
considerar uma variavel fragilidade. Assim, mais interessante se torna estab-
elecer a ponte com os modelos aditivos com fragilidade, viabilizando o estudo
de um problema sob diversos aspectos e em contextos variados.

De acordo com Rocha (1995), o modelo aditivo (2.25) em que a fragili-
dade tem distribuicao XEJZ(V), cuja funcao de sobrevivéncia populacional é
dada por (2.29), pode ser interpretado como um modelo de riscos competi-
tivos independentes em que existem duas causas de morte, sendo a imunidade
admitida apenas para uma delas. Apesar de S(00) = 0, o que significa que to-
dos os individuos acabam por morrer, podemos dizer que existem individuos
imunes na populacao, s6 que essa imunidade é definida apenas para a causa
2. De facto, considerando duas causas de morte, supondo que os riscos sao
independentes, temos

S(t) = Si(t)Sa(t).

S1(t) é a fungao de sobrevivéncia associada a causa 1 e, de acordo com Rocha

(1995), é a funcao de sobrevivéncia correspondente aos individuos imunes a

causa 2. Sy(t) é a func@o de sobrevivéncia associada a causa 2. Notemos que

em relacao a causa 2, existem individuos imunes e individuos susceptiveis.
Assim, temos

S(t) = exp {_g (1-(1+ 2t)*1)] So(#),
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onde So(t) = exp [—2 (1 — (1 +2t)71)] e Si(t) = So(t), donde verificamos
que Sa(00) = exp(—7/2).

O facto de Sy(oc0) > 0, permite que Sy(t) seja escrita na forma de um
modelo de cura de mistura, concretamente

Sa(t) = p+ (1 —p)Saa(t),

onde p = exp(—~/2) representa a proporg¢ao de individuos imunes a causa 2
e Soq(t) = (S2(t) — p)/(1 — p) é a fungao de sobrevivéncia dos individuos sus-
ceptiveis a causa 2. Entao, a funcao de sobrevivéncia populacional também
pode ser escrita do modo que se segue

S(t) = pSi(t) + (1 — p)Si(t)Saa(t).

Note-se que Sgy(t) é uma fungao de sobrevivéncia relativa (Chao, 1998) e que
S1(t)Saq(t) é a fungao de sobrevivéncia dos individuos susceptiveis as causas
1le?2.

No entanto, como a imunidade é considerada apenas para a causa 2, isto
significa que todos os individuos sao susceptiveis a causa 1, donde S;(c0) = 0,
logo S(c0) = 0, 0 que coincide com o resultado referido inicialmente. Con-
cluimos entao que a partir de um modelo aditivo com fragilidade, podemos
ter um modelo de riscos competitivos, o qual pode ser interpretado a luz dos
modelos de cura, apesar de nao ser um verdadeiro modelo de cura dado que

S(00) = 0.

5.4 Modelo de cura com censura parcial-
mente informativa

5.4.1 Motivacgao

No contexto dos modelos de cura, a censura tem um papel extremamente
importante e é uma fonte de informacoes tteis. Por um lado, o padrao de
censura ¢é a chave para podermos suspeitar da presenca de individuos imunes
na populagao. De facto, se a maioria das observagoes censuradas correspon-
der as maiores observacoes, é admissivel que existam individuos que nunca
vao experimentar o acontecimento de interesse. Por outro lado, embora, em
geral, o mecanismo de censura seja nao informativo, existem situacoes con-
cretas no ambito da pratica clinica, em que a censura informativa é um facto
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que nao é passivel de ser ignorado. Um exemplo tipico refere-se ao estudo
do tempo de vida de pacientes apdés um tratamento, onde supomos que os
individuos susceptiveis estao sujeitos a mais do que uma causa de morte: a
de interesse e outra com ela relacionada. Assim sendo, podemos admitir que
a distribuicao do tempo de vida dos individuos que chegam vivos ao fim do
estudo nao vai conter informacao que possa contribuir para o conhecimento
do tempo de vida dos individuos que morrem da causa de interesse, e que
é perfeitamente plausivel que o mesmo nao aconteca relativamente a dis-
tribuicao do tempo de vida dos individuos que morrem de outra causa. Em
resumo, consideramos o tempo até a morte pela outra causa como variavel
de censura informativa e o tempo de vida dos individuos que chegam vivos
ao fim do estudo como varidvel de censura nao-informativa.

Neste cenario, julgamos relevante explorar uma nova abordagem, que
consiste em considerar um modelo de cura com censura parcialmente infor-
mativa, o que significa, em termos gerais, que o tempo de vida dos individuos
vai estar sujeito a dois tipos de censura: informativa e nao-informativa.

Até a data, a experiéncia na aplicacao de métodos que contemplem cen-
sura informativa é muito limitada, porventura devido as dificuldades asso-
ciadas quer a modelacao quer a computagao. Conforme ja referimos anteri-
ormente, um modelo simples com censura informativa é o designado modelo
de Koziol-Green, onde a funcao de sobrevivéncia correspondente a variavel
tempo de censura é uma poténcia da funcao de sobrevivéncia da variavel
tempo de vida.

Sejam T' e C' variaveis aleatérias que representam o tempo de vida e o
tempo de censura, respectivamente. Em termos formais, o modelo de Koziol-
-Green ¢é definido por

Gi(t) = (S(1)°, t>0,

para algum 3 > 0, onde G, e S sdo as funcdes de sobrevivéncia de C e T,
respectivamente. O parametro [ pode ser interpretado como parametro de
censura e se § = 0 significa que nao existe censura.

Fazendo uso deste modelo, tém surgido recentemente alguns trabalhos
com censura parcialmente informativa, nomeadamente Gather e Pawlitschko
(1998), Braekers e Veraverbeke (2001) e Zhang e Rao (2004), mas nao no
contexto dos modelos de cura.
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A nossa proposta é um modelo no qual, além de se admitir que parte da
censura ¢ informativa, também se admite a presenca de individuos curados.
Neste sentido, pode ser considerado uma generalizacao do modelo proposto
por Gather e Pawlitschko (1998). Noutra perspectiva, pode ser considerado
uma generalizacao do modelo de cura de nao-mistura proposto por Yakovlev
et al. (1993), pois inclui a censura informativa.

5.4.2 O modelo de Koziol-Green parcial

Este modelo, também designado por modelo de Koziol-Green generalizado,
foi proposto por Gather e Pawlitschko (1998) e é adequado para situagoes
em que existem dois tipos de censura, informativa e nao-informativa. As-
sim, além da varidvel que representa o tempo de vida, T, temos nao s a
variavel correspondente a censura nao-informativa, D, como ainda a variavel
correspondente a censura informativa, C'.

Consideremos as variaveis aleatérias T', C' e D, independentes e nao ne-
gativas, com fungoes de distribuicao F', GGy e (o, respectivamente, e cor-
respondentes funcoes de sobrevivéncia S, G| e Gy. As varidveis aleatdrias
observéveis sao (Z,A), onde Z = min{T,C, D} e A =1 se T < min{C, D},
A =0se C <min{l,D} e A = —1se D < min{T,C}. Para que nao
haja ambiguidade na definicao de A, sdao adoptadas algumas convencoes.
Se min{7T,C, D} = T, ainda que T = C = D, considera-se A = 1. Se
min{7,C, D} = C, ainda que C' = D, considera-se A = 0.

Resumindo, o modelo de Koziol-Green parcial é tal que:

1. G1(t) = (S(t))%, t > 0, para algum 3 > 0, donde as funcoes hazard das
variaveis T e C' sao proporcionais (hipétese de Koziol-Green); 5 pode
ser interpretado como parametro de censura informativa,;

2. a variavel T, correspondente ao tempo de vida, é parcialmente
observavel, podendo ocorrer censura de dois tipos: informativa, repre-
sentada pela variavel ', e nao-informativa, representada pela variavel
D. Deste modo, o que se observa é Z=min{T,C, D} e

1 se T <min{C,D}
A=<¢ 0 se C<min{T, D}
—1 se D <min{T,C}
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Note-se que, pelo facto de a variavel D representar a censura nao-
-informativa, a sua distribuicao nao inclui quaisquer parametros da dis-
tribuicao do tempo de vida.

Admitindo o modelo de Koziol-Green, Abdushukurov (1984) e Cheng e
Lin (1984, 1987) propuseram um estimador nao-paramétrico para a funcao
de sobrevivéncia do tempo de vida. Note-se que, neste caso, temos apenas
as varidveis Z=min{T,C} e

1 se T<C
5=
0 se C<T

Assim, considerando uma amostra de dimensao n, o estimador de
Abdushukurov-Cheng-Lin (ACL) da fungao de sobrevivéncia de T' é igual

a funcao de sobrevivéncia empirica dos Z's elevada a média do nimero de
n

mortes observadas, isto ¢, elevada a + > §;.
i=1

Sejam  (Z1,Ay), ..., (Zn, A,) n realizagoes independentes de (Z,A),
Zay < ... < Zy) as estatisticas ordinais de Zi, ..., Z,, e Ay, ..., Apy) 0s con-
comitantes valores de A relativamente aos Z/s ordenados. O estimador
nao-paramétrico da funcao de sobrevivéncia do tempo de vida, proposto
por Gather e Pawlitschko (1998) e Csorgd (1998), andlogo ao estimador de
Abdushukurov-Cheng-Lin, é dado por

Spact(t) = (K(t)Frace, >0 (5.37)

onde o indice PACL indica que se trata do estimador ACL adaptado ao caso
em que a censura é parcialmente informativa (e nao apenas informativa),

K(t) é dado por
A n 8[ ] I[Z(i) St}
K(t) = - —— t>0 5.38
o-T(1 ") - 2o (5:39

em que I[A] representa a fungao indicatriz do acontecimento A, e Ppacr, um
possivel estimador de P = P(A = 1|A # —1) = 1/(1 + ), é dado por
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LAFH} se EliE{l,...,n} . [[AZ # —1] # 0

A~ ?:1 I[Az?é_l
Ppacr =
0 se Vie,.np 1[Ai # —1] =0
Neste contexto, g; = I[A; # —1] e €M)y -+ Eln) denotam os valores concomi-

tantes de € relativamente aos Z/s.
Relativamente ao estimador de (3, temos

A 1 — Ppacr,
BpacL = ——,
Ppacr
que é o mesmo do que ter
Bpact = Lot [1A: =0
Z?:l I [Ai = 1]

se Jicqr,..ny  [[A; # —1] #0.

5.4.3 Modelo de cura com censura parcialmente
informativa

Formulagao do modelo

Estando num contexto de existéncia de individuos curados, vamos propor
uma generalizagao do modelo anterior. Tal como em 5.4.2, consideremos as
variaveis aleatorias T, C' e D, independentes e nao negativas, com funcoes
de distribuicao F', GG; e (G5, respectivamente, e correspondentes fungoes de
sobrevivéncia S, G; e G,. Admitamos para o tempo de vida, T, o modelo
de cura de nao-mistura

S(t) = exp[—0G(t)], t >0,

onde G(t) é uma fungao de distribui¢ao prépria de uma varidvel aleatéria
nao negativa. Admitamos ainda que:
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1. pode ocorrer censura de dois tipos: informativa, representada pela
variavel C, e nao-informativa, representada pela varidavel D. Deste
modo, o que se observa é Z=min{T,C, D} e

1 se T <min{C, D}
A=¢ 0 se C<min{T,D}

—1 se D < min{7,C}

2. a distribuicao de C' satisfaz a igualdade que se segue,
Gi(t) = (S@), 120

para algum 3 > 0, ou seja, admitimos o modelo de Koziol-Green para
a censura informativa; trata-se também de um modelo de cura de nao-
mistura pois G1(t) = exp[—B0G(t)];

3. a distribuicao de D nao inclui quaisquer dos parametros de interesse,
isto é, quaisquer dos parametros da distribuicao de T' e é uma dis-
tribuicao propria.

Para que nao haja ambiguidade na definicao de A, sdao adoptadas as
mesmas convengoes do que no modelo de Koziol-Green parcial. Para efeitos
de simplicidade de escrita, vamos designar este modelo de cura com censura
parcialmente informativa por MCCPI.

E de salientar que o modelo de Koziol-Green nao pode ser directamente
generalizado de modo a permitir a existéncia de individuos curados. De
facto, existindo apenas censura informativa, teriamos individuos com tempos
de vida observados infinitos (uma vez que a distribui¢cdo da censura seria
imprépria) o que, naturalmente, ndo pode acontecer. Com o modelo de
Koziol-Green parcial, esse problema nao ocorre, dado que a distribuicao de
D é propria. Note-se ainda que estamos a permitir a existéncia de individuos
curados quanto a causa de interesse e também quanto a causas com ela
relacionadas, pois as distribuigoes de T" e C' sao impréprias.

Fungao de verosimilhanca

Admitamos que as variaveis aleatorias T', C' e D sao continuas. Consideremos
uma amostra de dimensao n e designemos por tq,...,t, os tempos de vida.
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Sem perda de generalidade, suponhamos que as observacoes estao indexadas
de modo a que os primeiros m; (m; < n) tempos de vida sao os censurados
informativamente, os compreendidos entre m; e my (my < n) correspondem
a tempos de vida observados, e os restantes n — moy sao os censurados nao-
-informativamente. Entao, A4, ..., A, sdo tais que

0 se 1<:<my
A = 1 se m;+1<i<my
—1 se my+1<i<n

Com base nos resultados apresentados na seccao 1.7, vamos construir a
funcao de verosimilhanca, omitindo os factores dispensaveis em termos da
estimacao dos parametros de interesse. Assim, embora a contribuicao para
a funcao de verosmilhanca do i-ésimo individuo seja

o f(tz)ﬁl(tl)gg(tl) Se Az = ]_,
[ ] S(tl)gl(tz)ﬁg(tz) Se Az = 0,

onde f, g1 e go sao as fungoes densidade de T, C' e D, respectivamente,
basta-nos considerar

o f(t:)Gi(t:) se A =1,
[ S(tz)gl<tl) Se Al = 0,

[} S(tl)Gl(tz) se Az =-1

Entao, a funcao de verosimilhanca para o modelo considerado é da forma
L= 1] f)Git:) [ St)ontts) T] St)Gi(ta).
A=1 A=0 Aj=—1

Por outro lado, como estamos a admitir o modelo de Koziol-Green para
a censura informativa, temos que

gi(t:) = BF() S
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Donde, substituindo, temos

=TT swsw)? IT srearse TT s

Notando que f(t;) = h(t;)S(t;), temos ainda que

L=11# 11 ne[Tiscor.

n
Ai=0 A#E-1 i=1

O logaritmo da fungao de verosimilhanca escreve-se na forma

log L = Zlog6+ > logh(ti) + (B+1)) log S(t:) (5.39)
=1

Ai#E—1

Admitindo um modelo paramétrico para a distribuicao do tempo de vida,
vamos agora ilustrar a obtencao dos estimadores de maxima verosimilhanga
dos parametros envolvidos, considerando para tal a distribuicao de Gompertz
modificada. Em seguida, fazemos uma aplicacao dos resultados a dados reais.

Uma extensao natural do modelo MCCPI, que nao sera aqui abordada,
consiste na inclusao de covariaveis. Assim sendo, o exemplo apresentado
podera também ser utilizado uma vez que contém informacao acerca de co-
variaveis, tais como, sexo, idade, etc.

Estimacao dos parametros

Admitamos que o tempo de vida segue uma distribuigdo de Gompertz modi-

ficada,

S(t) = exp [%(1 - e’\t)] , a>0, A<0.

Entao, o logaritmo da fun¢ao de verosimilhanca é

n

logL_Zlogﬁ+Zlogae 6—1—12%1—6
i=1

A#—1

o qual, apds algumas simplificagoes, escreve-se na forma
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n

a
logL:mllogﬁ—l—leogosz)\A;ltmL(ﬁ#— X; (1—eM

Relativamente as primeiras derivadas parciais em ordem aos parametros,
temos

dlogL  m; o A
= —+ — 1 —e™),

n

8logL Z £ — 6+1 < i\z i +Zt6)\tl

As#—1 i=1

das quais resultam expressoes explicitas para os estimadores de méaxima
verosimilhanca de S e de «

i —5\m1
N ayli,(1- eMi)’
—j\mg
B+ (1)
mas nao para A. Assim, é necessario recorrer a um método numérico para
determinar uma estimativa de A\. Como habitualmente, optamos pelo método

de N-R, pelo que determinamos também a segunda derivada parcial em ordem
a A. Temos entao,

=@

o =

n

0?log L O — , 2a0 | 1
W:_(ﬁjul)letfe“l+(ﬁ+1)F )\Zl—e +Zte“

i=1 i=1

Para iniciar o processo de estimacao, temos que obter valores iniciais
dos parametros. Em relacdo a ), podemos usar o seu estimador néo
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paramétrico, ou seja, Bp AcL, a semelhanca do procedimento que adoptamos
em relacao a estimativa inicial da proporcao de susceptiveis num modelo de
cura de mistura. Relativamente aos parametros da distribuigao, de acordo
com a distribuicao escolhida, assim sera o procedimento adoptado. No caso
da Gompertz modificada, nao é imediato qual o processo a seguir. Das al-
ternativas possiveis, procuramos uma que nos desse as estimativas de forma
bastante célere. Para tal, com base na aproximacao ¢” ~ 1+ x a distribuicao
passa "a ser” exponencial de parametro «, logo podemos utilizar a estimativa
de méaxima verosimilhanca de a para obter um seu valor inicial. Por outro
lado, como a estimativa da probabilidade de cura, neste modelo, é dada por
exp(@/)), utilizando a estimativa ndo paramétrica da probabilidade de cura,
deduzimos uma expressao que nos permite obter uma estimativa inicial de A.

Uma aplicagao

Braekers e Veraverbeke (2001) e Zhang e Rao (2004), no contexto da cen-
sura parcialmente informativa, estudaram uma amostra de 205 doentes com
melanoma, onde o tempo de vida é definido como o tempo desde a completa
remocao do tumor até a morte pela doenga. Os dados, que podem ser encon-
trados em detalhe em Andersen et al. (1993), sdo adequados neste contexto
pois, além de existirem doentes que morrem do melanoma (57), também
sao observadas mortes devido a outras causas (14), que sdo presumivelmente
consequéncia indirecta do melanoma. O tempo de vida dos individuos que
morrem das outras causas é uma variavel que representa a censura informa-
tiva e o tempo de vida dos doentes que permanecem vivos no fim do estudo
(134), é uma variavel que representa a censura nao-informativa.

Note-se que o estimador K definido em (5.38) corresponde, neste caso,
ao estimador de Kaplan-Meier calculado com base numa amostra em que as
observagoes nao censuradas correspondem a todas as mortes observadas, quer
estas sejam devidas a causa de interesse quer as causas com ela relacionadas.

O facto de, a partir de determinado instante (3338 dias), todas as
observagoes serem censuradas nao-informativamente, o que é caracteristico de
populacoes com individuos curados, levou a que este exemplo se enquadrasse
perfeitamente na situacao em estudo e, como tal, fosse escolhido para ilustrar
a metodologia anterior.

Assim, partindo dos valores iniciais @ = 0.2456140, o® =
0.0001292154 e A® = —0.0002945433, chegdmos as estimativas g =
0.2455999 (0.07325815), & = 0.0001479468 (3.045428¢ — 05) e A =
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—0.0001026668 (0.0001241030), onde os valores entre paréntesis indicam o
desvio padrao das estimativas. Os dados e os detalhes do ajustamento cons-
tam do anexo D. Com este modelo, obtivemos uma estimativa da probabili-
dade de cura para o melanoma dada por exp(d/\) ~ 0.237. Relativamente
A outra causa de morte, a taxa de cura é estimada por exp(Ba/\) & 0.702.
Na Fig. 5.1, encontram-se representadas a estimativa nao paramétrica
Spacr(t) definida em (5.37) e a estimativa correspondente ao modelo com a
distribuicao de Gompertz modificada, da funcao de sobrevivéncia do tempo
até a morte por melanoma. Podemos constatar um bom ajustamento aos
dados, excepto para valores onde ja nao sao observadas mortes pela doenca.

Figura 5.1: Estimativa Spacr(t) (linha quebrada) e estimativa da f.s.
correspondente ao modelo proposto.
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Capitulo 6

Fragilidade no contexto dos
modelos de cura

6.1 Introducao

No contexto dos modelos de cura, as observacoes censuradas vao correspon-
der a individuos que constituem um grupo heterogéneo pois este é formado
por individuos curados e por individuos susceptiveis. Como nesse grupo
nao conseguimos identificar individualmente quais os individuos curados e
quais os individuos susceptiveis, podemos afirmar que estamos perante uma
situacao em que a heterogeneidade é nao observavel, logo em condicoes de
poder considerar uma varidvel fragilidade.

Por outro lado, também é razoavel admitirmos que, mesmo entre os in-
dividuos susceptiveis, haja uma heterogeneidade nao observavel. Na verdade,
constatamos frequentemente que nem todos os individuos tém igual grau de
susceptibilidade ao acontecimento de interesse. Por isso, dado que esse grau
de susceptibilidade nao é mensuravel, pode ser caracterizado através de uma
variavel fragilidade. Vamos assim procurar relacionar estes dois conceitos:
fragilidade e modelos de cura.

Num tipo de abordagem um pouco diferente da que vamos considerar,
Aalen (1988, 1992) admitiu a possibilidade da existéncia de individuos com
susceptibilidade nula (individuos imunes), a par de outros com grau variavel
de susceptibilidade. Assim, considerou uma variavel fragilidade mista, com
massa de probabilidade nao nula em zero e com distribuicao continua na
semi-recta positiva.
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Hougaard et al. (1994), no contexto dos modelos com fragilidade e Sy e
Taylor (2000) no contexto dos modelos de cura, observaram que a variavel
Y que classifica os individuos como sendo susceptiveis (Y = 1) ou imunes
(Y = 0) pode ser encarada como uma variavel fragilidade, se for adoptado
um modelo multiplicativo com fragilidade. Deste modo, é possivel definir
uma variavel fragilidade com caracteristicas muito particulares: ao contréario
do que é habitual, é uma variavel discreta e nao se trata de uma fragilidade
no sentido literal, dado que é parcialmente observavel.

Numa abordagem mais geral, Longini e Halloran (1996), no contexto dos
modelos com fragilidade, admitem a existéncia de individuos imunes. Assim,
para modelar a heterogeneidade individual na susceptibilidade ao aconteci-
mento de interesse, consideram uma variavel aleatoria mista com massa de
probabilidade nao nula em zero e uma distribuicao continua para a parte
positiva da varidvel (mais especificamente, a distribuicdo gama). Price e
Manatunga (2001), também no contexto dos modelos de cura com fragili-
dade apresentam varias simulagoes baseadas no modelo de Longini e Halloran
(1996) e no de Aalen (1992), entre outros. Tsodikov et al. (1998), no con-
texto dos modelos de cura de nao-mistura, também fazem referéncia a uma
fragilidade definida como em Aalen (1992). A nossa abordagem nao é esta
ultima, uma vez que vamos considerar a fragilidade na classe dos modelos de
cura de mistura.

Os modelos que propomos sao um pouco mais gerais do que o modelo
referido por Sy e Taylor (2000), no sentido em que além de admitirmos que
existem individuos susceptiveis e nao susceptiveis, consideramos que os in-
dividuos que sao susceptiveis nao o sao em igual grau. Assim sendo, como
para cada individuo nao é possivel quantificar o seu grau de susceptibilidade,
vamos definir uma variavel fragilidade que é nula para os individuos imunes
e € estritamente positiva para os individuos susceptiveis. Deste modo, a
variavel fragilidade é-o no sentido literal. Além disso, consideramos nao sé o
modelo multiplicativo para a fragilidade como ainda o modelo de tempo de
vida acelerado com fragilidade.

6.2 Modelo com pseudo-fragilidade
De acordo com Sy e Taylor (2000), o modelo de cura de hazards proporcionais

referido na seccao 4.2.1 é um caso especial do modelo multiplicativo com
fragilidade, no qual a funcao hazard no instante ¢ de um individuo com
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vector de covariaveis z, condicional a Y, pode ser escrita como

p(tY;2) = YAHY = 1;2). (6.1)

Esta afirmacao continua valida ainda que nao haja covariaveis observadas,
visto que o resultado proveio da estrutura do modelo de cura e nao da hipétese
de hazards proporcionais que se admitiu para os individuos susceptiveis.

Note-se que Y nao é inteiramente nao observavel, uma vez que, quando
um individuo é classificado como sendo susceptivel, isto quer dizer que foi
observado o acontecimento de interesse, ou seja, observou-se Y = 1. Assim
sendo, Y nao é uma variavel fragilidade, no sentido literal. Digamos que é
uma pseudo-fragilidade.

Vamos entao considerar o modelo

pEY) = YARY = 1), (6.2)

onde A(t]Y = 1) é a funcdo hazard da distribuigao log-logistica e Y tem
distribuicao de Bernoulli com parametro 1 — p, ou seja, tem funcao massa
probabilidade dada por

fly)=01—-pp'y=0,1 (6.3)

Com a ressalva de que Y nao é completamente nao observavel, o modelo
(6.2) tem a mesma forma do que o modelo (2.1), onde A(t) coincide com
Aty =1).

Habitualmente, a fragilidade é representada por uma variavel aleatéria
continua. No nosso caso, Y é uma variavel aleatéria discreta que assume os
valores 0 e 1. Assim sendo, o valor médio da variavel fragilidade é 1 — p e
nao 1, como é usual considerar. Além disso, A(¢) nem vai ser uma funcao
comum a todos os individuos (mas apenas aos individuos susceptiveis), nem
vai poder ser encarada como uma funcao hazard individual média visto que
nao é o valor esperado da fungao hazard individual p(¢]Y"). No entanto, pode
ser interpretada como forca de mortalidade padrao, como referem Vaupel et
al. (1979) e Manton et al. (1986).
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Tendo em atengao que, para a = 0,1, temos P(Y = a|T > t) =

P(Y:a}nggt‘Y:a), entao por (4.16) e (4.17), a distribuicao da fragilidade entre

os sobreviventes no instante t é dada por:

P+ pAt®

I—p

- - PY =0|T>t
20 =1 El Tz

Alternativamente, podemos obter a expressao geral da distribuicao da
fragilidade entre os sobreviventes no instante ¢ utilizando os resultados referi-
dos no capitulo 2, embora com as devidas adaptagoes, visto que Y é uma
variavel discreta. Assim, considerando que a variavel W é discreta e que
toma 7 + 1 valores no conjunto {wg, wy,...,w,}, S(tjlw) tem a mesma ex-
pressao. Em relagao a (2.3), obviamente que

T

S(t) = Z S(t|wg) f(wy) = Zexp[—wk/\(t)]f(wk) = L[A(t)], (6.4)

k=0

onde f é a fun¢ao massa probabilidade de W e L(s) é a transformada de
Laplace da distribuigao da fragilidade 1. No nosso caso, por (4.16),

A(t) = log(1 + A\t*) (6.5)

visto que os individuos que tém fragilidade w = 1 sdo os individuos sus-
ceptiveis. A transformada de Laplace de uma varidavel aleatéria de Bernoulli
com parametro 1 — p é dada por L(s) = p+ (1 — p)e*, logo,

1 4 pAt®

LIA®] =p+ (1 —p) exp[—log(L + At*)] = ———-.

(6.6)

E de salientar que (6.6) coincide com (4.17), como seria de esperar.
Com base em (2.5), e usando as igualdades (6.3) e (6.6), temos

-1
(1—p)¥p"¥ [ 1+ pAt®
T>t) =
9T = 1) At ae)y \ T+ae )

que é equivalente a
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(1 —p)p' v+ At)Y

T>t) =
gylT > 1) s

Se reescrevermos a expressao anterior na forma

1—p \ [p(1+ M) 1~y
1+ pAte 1+ pAte ’

ool 1) = (

é imediato observar que a distribuicao da fragilidade entre os sobreviventes
no instante ¢ é uma distribuigao de Bernoulli de parametro (1—p)/(1+pAt®).
Assim, a familia das distribuicoes de Bernoulli é fechada para a seleccao in-
duzida pela mortalidade, visto que a distribuicao da fragilidade em qualquer
instante é ainda uma distribuicao de Bernoulli, embora com parametro dife-
rente. Além disso, o valor do parametro decresce com o tempo, o que significa
que a probabilidade de ser susceptivel entre os sobreviventes vai se tornando
cada vez mais pequena.

Temos entao que a fragilidade média entre os sobreviventes no instante ¢

l-p
EY|T>t) = ——— 6.8
V720 = (63)
que coincide com (2.7). Por outro lado, a fungdo que representa esta fragili-
dade média além de ser uma funcao decrescente em ¢ (conforme jé referido),
tem limite zero, isto é, quando ¢t — oo, E(Y|T > t) — 0. Pela expressao de
h(t) dada em (4.18) e por (6.8), temos

h(t) = E(Y|T > H)A(t]Y = 1), (6.9)

embora h(t) ndo represente aqui o valor esperado entre os sobreviventes no
instante ¢t da verdadeira funcao hazard, uma vez que admitimos o mode-
lo multiplicativo apenas para os individuos susceptiveis. Note-se que a dis-
tribuicao da fragilidade a nascen¢a coincide com a distribuicao da fragilidade,
ou seja, para t =0, g(y|T > 0) = f(y).

Quanto a distribuicao da fragilidade entre os individuos que morrem no
instante ¢, é ébvio que P(Y = 1|t) = 1, visto que esses individuos sao neces-
sariamente susceptiveis.
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O facto de estarmos a lidar com uma pseudo-fragilidade e de esta ter
distribuicao de Bernoulli, tem como consequéncia nao so6 a simplificacao no
processo de estimagao dos parametros, como algumas relagoes interessantes.

Conforme referimos no capitulo 2, ao procedermos a estimacao dos
parametros os valores da fragilidade sao substituidos pelos valores espera-
dos condicionais aos dados. Ora neste caso, isso s6 se aplica as observacoes
censuradas; as restantes atribui-se o préprio valor uma vez que se trata de
valores observados.

Por outro lado, como estamos a considerar uma variavel de Bernoulli,
existe mais do que uma forma de determinar o valor esperado desta variavel
entre os sobreviventes: tanto podemos usar uma abordagem via modelos com
fragilidade como uma abordagem via modelos de cura pois

(1 —p)Sa(t)

BT 2 0) = P = 1T 21) = =5 = 7

6.3 Modelo de cura com fragilidade

No contexto de um modelo de cura de mistura, o modelo que agora propomos
resulta de considerar que a parte positiva da variavel fragilidade, correspon-
dente aos individuos susceptiveis, segue uma distribui¢ao continua. Deste
modo a variavel fragilidade é-o no sentido literal.

6.3.1 Formulacao e resultados gerais

Defina-se a variavel fragilidade como uma v.a. nao negativa, W, tal que
PW =0)=pe P(W > 0) =1—p. Os individuos cuja fragilidade é
nula sao os individuos imunes, enquanto que aqueles que tém fragilidade
estritamente positiva sao os individuos susceptiveis.

Seja fx(.) a funcao densidade de W |yso = X, onde X é uma varidvel
aleatéria continua com suporte na semi-recta positiva. Entao,

0 com probabilidade p

W =
X com probabilidade 1 —p

ou seja, W tem distribuicao de Bernoulli composta.
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Longini e Halloran (1996), num estudo sobre a eficicia da vacina do
sarampo, fizeram uso de um modelo semelhante, em que a variavel X segue
uma distribuicao gama. No entanto, esse modelo nao foi formulado no con-
texto dos modelos de cura de mistura e os autores limitaram-se a obtencao
das estimativas de maxima verosimilhanca dos parametros do modelo.

Por razoes de identificabilidade do modelo, considera-se que E(X) = 1.
Além disso, seja var(X) = . Deste modo, obtém-se E(W) = 1 —p e
var(W) = (1 —p)(v +p).

Os coeficientes de variacao das distribuigoes das v.a.’s W e X sao, res-
pectivamente, ('ly%rg)l/ 2 e y1/2. Assim, verifica-se facilmente que, como seria
de esperar, a heterogeneidade é maior quando se considera toda a popu-
lacao do que quando se considera apenas os individuos susceptiveis, pois
(%ﬁ)l/ 2> 412 Além disso, a heterogeneidade populacional é tanto maior
quanto maior for a propor¢ao de imunes na populacao, uma vez que o coefi-

ciente de variacao de W é uma funcao crescente de p.

Os individuos susceptiveis constituem também um grupo heterogéneo,
cuja susceptibilidade (ndo mensuravel) é representada pela varidvel X. Para
os individuos susceptiveis, considere-se entao o modelo multiplicativo

a(tle) = 2A(8),

onde A(t) é uma funcdo do tempo comum aos individuos susceptiveis. Se
considerarmos que F(X) = 1, conforme refere Aalen (1988), A(t) pode ser
encarada como uma funcao hazard individual média visto que é o valor es-
perado da funcao hazard individual.

A fungao de sobrevivencia condicional de T' dado X = x é

Sa(tlx) = exp[—zA(t)],

enquanto que a funcao de sobrevivéncia e a fungao hazard marginais de T'
para os individuos susceptiveis sao dadas, respectivamente, por

Sa(t) = Lx[A()]
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Quanto a funcao de sobrevivéncia populacional (individuos susceptiveis e
nao susceptiveis), temos

S(t) = P(T > t|W = 0)P(W = 0) + P(T > t|W > 0)P(W >0). (6.10)

A expressao anterior corresponde ao modelo de cura de mistura usu-
al (4.1), uma vez que P(T > t|W = 0) = 1 para qualquer t e que
P(T > t|W > 0) = S4(t), logo

S(t) =p+ (1 —p)Lx[A(t)]. (6.11)

Por outro lado, a transformada de Laplace da distribuicao de W é dada por

Lw(s)=p+ (1 —p)Lx(s). (6.12)

Entao, uma vez que Sy(t) = Lx[A(t)], por (6.22) e (6.23) conclui-se que
S(t) = Lw[A(t)]-

Notemos que da relagao entre a funcao de sobrevivéncia e a funcao hazard,
ou da forma como se escreve a fungao hazard num modelo de cura de mistura,
vem

ht) = — (1 —p) L [A(1)] A(t) = - S(I f)ﬁ);z[ﬁ[(;)(]t)] ). (6.13)

Consideremos agora a distribuicao da fragilidade entre os mortos, no ins-
tante t. Dado que apenas os individuos susceptiveis podem morrer, esta
distribui¢ao coincide com a distribuigao de X|r—;, ou seja, é dada por

g(a]t) = Md(tpfjjf)(;%}&@)’ (6.14)
donde
z exp[—zA(t)] fx ()
=" n e
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Uma vez que

P(T > t|W = 0)P(W = 0)

PW =0T >t) = 0

e que
P(T > t|W > 0)P(W > 0)
S(t) ’

PW >0|T >1t) =
a distribuicao de W entre os sobreviventes no instante ¢ é definida por

| 0 com probabilidade p/[p+ (1 — p)Lx[A(t)]]
|44 T>t —
X; com probabilidade (1 —p)Lx[A()]/[p+ (1 —p)Lx[A(t)]]

onde X; = X|r>;. Note-se que, parat = 0, PIW = 0/T > 0) =pe
P(W > 0|T > 0) =1—p. Além disso, P(W = 0|T > t) é uma fungao
crescente de t, logo a proporc¢ao de individuos imunes entre os sobreviventes
num dado instante aumenta com o decorrer do tempo. A distribuicao da

fragilidade entre os sobreviventes susceptiveis, no instante ¢, é dada pela
expressao Sy(t|x) fx(x)/Sa(t), donde

expl—zA (O] fx(x)

g9(z|T > 1) = TxA(D)

O valor médio da fragilidade entre os sobreviventes, no instante ¢, pode
ser calculado do modo que se segue

EW|T >1t) = G

b - L@y K0 O
logo como AW
" IA(t
EX|T>t)=— X0k
temos que

(6.16)
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Note-se que, para os individuos susceptiveis a funcao hazard populacional
pode ser escrita na forma

ha(t) = E(X[T = 1)A(1),

o que esta de acordo com os resultados referentes ao modelo multiplicativo
com fragilidade usual. Para o modelo de mistura com fragilidade, continua
a ser verdade que

h(t) = E(WIT = )A(),

como se pode constatar por (6.13) e (6.28). No entanto, ndo podemos neste
caso afirmar que h(t) seja o valor esperado entre os sobreviventes no instante
t da verdadeira funcao hazard. Tal facto deve-se a termos assumido o mode-
lo multiplicativo apenas para os individuos susceptiveis. Por (6.15), o que
podemos concluir é que h(t) < hy(t).

6.3.2 Distribuicao Gaussiana inversa como
distribuicao para a parte continua da fragilidade

Vérias distribuicoes tém sido propostas como distribuicao para a fragilidade,
sendo a facilidade do tratamento matematico um factor importante de de-
cisao. Deste ponto de vista, a distribuicao Gaussiana inversa é uma escolha
possivel. Por outro lado, o facto de o seu coeficiente de variacao decrescer
com o decorrer do tempo (o que significa que a populagao sobrevivente torna-
-se mais homogénea), pode ser uma razao para a escolha desta distribuicao
em detrimento da distribuicao gama, cujo coeficiente de variacao é constante
(logo o grau de heterogeneidade é constante ao longo do tempo). Além disso,
a semelhanca do que acontece com a distribuicao gama, esta distribuicao ¢é
fechada para a seleccao induzida pela mortalidade, ou seja, a distribuicao
condicional da variavel fragilidade, dada a sobrevivéncia até determinado
instante, pertence ainda a familia de distribuicoes da fragilidade.

Seja X uma v.a. com distribuicao Gaussiana inversa de parametros pu e
0, isto é, X —~ GI(u, ). Entao, a correspondente f.d.p. é dada por

Px(@) = (u/m)"2 expl(4u6) o exp(~ba — pfz), x>0,

em que # > 0e p > 0. O valor médio da distribuigao Gaussiana inversa ¢é
(11/0)"/? para 6 > 0 e ndo existe para § = 0; a variancia é (1/2)u/2073/2 para
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6 > 0. Como estamos a admitir que F(X) = 1, consideramos que pu = 6,
para 6 > 0, logo

fx(z) = (0/7)Y? exp(20)x3/% exp(—0z — 0/ ).

Temos ainda que var(X) = (20)~! e que o coeficiente de variagao é (20)

Quanto a variavel W, como referimos inicialmente, tem valor médio igual
a1l—p. A variancia é (1 —p)[(20)~' + p| e o correspondente coeficiente de
variacdo é (1 + 20p)Y/2[20(1 — p)]~/2.

-1/2.

Com base nos resultados referidos no capitulo 2,

Sa(t) = Lx[A(t)] = ¢(=1/2,0 + At))

o(—1/2.0)
LA 62,04+ A()
hall) == ) T o+ A

Entao, quando consideramos a distribuicao Gaussiana inversa com um
parametro para a fragilidade, a funcao de sobrevivéncia e a funcao hazard
dos susceptiveis sao dadas, respectivamente, por

Salt) = exp[=2(8(6 + A(1)]/2 + 26],
ha(t) = 610 + AW 2AQ).

Relativamente a fungao de sobrevivéncia e a fungao hazard populacionais
temos, respectivamente,

S(t) = p+ (1 — p) exp[—2[0(8 + A(1))]Y/? + 26], (6.17)

) — A=)/ + AW
pexp2I6(0 + AD) — 20 + (1 - p)

A(t). (6.18)

Price e Manatunga (2001), num estudo sobre o tempo de vida de pacientes
com leucemia, referem os modelos de mistura com fragilidade (do tipo (6.11)).
Trata-se essencialmente de uma aplicacao deste tipo de modelos onde, para
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a distribuicao da fragilidade dos individuos susceptiveis, os autores indicam
duas possibilidades (as mais usuais para a fragilidade): a distribui¢ao gama e
a distribuicao Gaussiana inversa. No entanto, relativamente ao modelo com a
distribuicao Gaussiana inversa, apresentam apenas a expressao da funcao de
sobrevivéncia (para além dos resultados da estimagao), ou seja, a expressao
(6.17).

Por (6.14), a distribuigao da fragilidade entre os mortos, no instante ¢, é
dada por

(aft) = 20 exp[—zA()](0/7)"/? exp(20) %2 exp(—bx — 0/x)
ST 070+ M)A exp[200(0 + ()] 2 +260]

ou seja, simplificando

7 2[(60 + A() /]2 expl— (8 + A(t)x — 6/a]
exp[—2[0(6 + A(£)] 7] |

g(xlt) =

logo obtemos a f.d.p. da distribuicao Gaussiana inversa reciproca,

GIG(1/2,0,0 + A(t)).

A distribuicao da fragilidade entre os sobreviventes susceptiveis, no ins-
tante t, é D(—1/2,60 + A(t)), ou seja,

g(@|T > t) = (0/m)"/? exp[2(0(0 + A(1))]/*|a™* exp[—(0 + A(t))x — 0/],

que também é Gaussiana inversa, mas com parametros € e 6 + A(t). Entao,
X|rst —~ GIG(—1/2,0,0 + A(t)) logo X|r—; designa-se por reciproca com-
plementar de X|7>;.

A fragilidade média entre os sobreviventes susceptiveis, no instante t,
6 E(X|T >t)=10/[0+ A()]]?, donde a fragilidade média entre os sobre-
viventes, no instante ¢, é

(1—p)[6/(0 + )]
pexp2[0(0 + A(t)]'/? =201 + (1 —p)’

EWI|T >1t) =
o que esta de acordo com a expressao (6.32).
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6.3.3 Estimacao dos parametros e aplicacao do
algoritmo EM

Consideremos o modelo

S(t) =p+ (1 —p)Lx[A(®)],

onde Lx[A(t)] (= Sa(t)) representa a transformada de Laplace da distribuicao
de X, sendo X uma v.a. continua. Vejamos como, através do algoritmo
EM, se podem estimar os varios parametros envolvidos neste modelo: p
(ou g = 1 — p), o(s) parametro(s) da distribuicdo do tempo de vida dos
susceptiveis e o(s) parametro(s) da distribuigao da fragilidade.

Consideremos uma amostra de dimensao n e designemos por ti,...,1,
os tempos de vida e por wy, ..., w, as fragilidades associadas. Note-se que
w; =x;, 1 = 1,...,n sempre que w; > 0. Sem perda de generalidade, supo-
nhamos que os primeiros m (m < n) tempos de vida sao censurados. Sejam
01, ..., 0p tais que

0 se 1< <m

1 se m+1<:i:<n

ey, ..., Yp tais que

0 se o individuo é imune

Yi =
1 se o individuo é susceptivel

No modelo de cura sem fragilidade, se todos os y;’s fossem observados, a
verosimilhanca completa seria

n

Lo =TI = p) falt)]"]" [P (1 = p)Sa(t)]"] "

i=1

3

n

— (1 _ p)yipl_yi H hd(ti>yi6isd(ti)yi

i=1 i=1

=J] ¢¥(1 — q)lfyi I1 hd(ti)yiéisd(ti)yi
i=1 i=1
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pois g =1—np.

Por outro lado, no modelo multiplicativo com fragilidade usual, a fungao
de verosimilhanca conjunta para 7'e W é

L Hf t’Hw’l tl7wl)1 6i7

onde S(t;,w;) = P(T > t;, W = w;), a qual pode ser factorizada na forma

LC_Hf w; H (t;]w:)% S (t:|ws),

=1
que designamos por verosimilhanga completa dado ser construida como se os
valores da fragilidade fossem observados.

Assim, a funcao de verosimilhanga correspondente ao modelo de cura com
fragilidade é

Lo =TT llafats z)] T — ) ¥ [gSalts, )" ]

ﬁ::]:

= [ (=)' [T fuCe T maltfo St O

i=1

s

I
A

7

= LCYLCXT

e o correspondente logaritmo ¢é

n

log Le = Y [yilogq+ (1 —y;) log(1l —q)] +

i=1

n

;?/z‘ log fx (i) + 32 [yidi log pa(ti|i) + yilog Sa(ti|x;)]

i=1

Considerando o logaritmo de L., com base nos resultados do capitulo
4, ao substituir cada um dos y;’s nao observados pelo seu valor esperado,
obtemos
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6.3. Modelo de cura com fragilidade

n

log Lp, = [wilogq+ (1 —w;)log(l — q)]. (6.20)
i=1
onde
1 se 6;=1
wW; =
T; Se€ 5220
e
t

Entao, a expressao do estimador de ¢ na (k + 1)—ésima iteragao é

1 m
(k+1) [ (k) _ 6.21
q - [;1 7"+ (n m)] ) (6.21)

Para podermos obter 7;, temos que comegar por escolher uma distribuicao
quer para o tempo de vida dos individuos susceptiveis quer para a fragilidade
desses mesmos individuos. No primeiro caso, optamos pela distribuicao ex-
ponencial devido a sua simplicidade, isto é, consideramos A(t) = A. No que
concerne a distribuicao para a fragilidade, escolhemos a distribuicao Gaus-
siana inversa de parametro 6, GI(0,6), pelas razoes ja referidas.

Assim,

Sa(t) = exp[—2[0(0 + At)]/? + 24],

S(t) =1 —q+ qexp[—2[0(8 + Xt)]"/* + 26).

Entao, para ¢ =1,...,m, temos

o qexp[—2[0(0 + M;)]Y/? 4 20]
"1 — g+ qexp[=2[0(0 + \t;)]V/2 + 20)

(6.22)
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donde, por (6.21), o estimador de g em cada iteragao é

. qexp[—2[0(0 + Mt;)]Y? + 20)]
Y [Z 1 — g+ qexp[—2[0(0 + \t;)]'/? + 20]

i=1

+ (n—m)]. (6.23)

Relativamente a log L¢,., temos

log Loy, = Xn: y; log [(9/71‘)1/2 exp(20)x; ¥ exp(—0z; — «9/:132)] +
i=1

[y:0; log(x; \) + y; log(exp(—z;At;))]

n
i=1

Simplificando,

log Loy, = Y.y [2(logd —logm) 4 20 + (6 — 3) log z; — Ox; — 0/x;] +
i=1

n

> yi(0;log A — x;At;)

i=1

= log L¢, +log Lc,.
(6.24)

Notemos que (6.24) é uma fungao linear em y; log x;, y;x; € y;—. Admi-
x<

7
tamos a independéncia entre as varidveis X e Y. Sejam (x;)* = FE(X;|0O),

1 1
(x_)* = E(y|(9) e (logz;)* = E(log X;|O). Ao substituir em (6.24) cada

um dos valores nao observados pelo correspondente valor esperado, seguin-
do no essencial a abordagem referida em Klein e Moeschberger (1998), p.

410-413, obtemos
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6.3. Modelo de cura com fragilidade

log iy = 3 wi |4(l0g 6 —logm) +20 + (3 — §)(logw:)” — 0(x)* — 6(L)’]
=1

i=1

= logLg, +logLpg,.
(6.25)

No passo M do algoritmo EM, vamos maximizar log Lg,, com respeito
a 0 e a A\, considerando cada valor médio condicional como um valor fixo.
Portanto, embora as expressoes de w;, (z;)* e (%z)* incluam os parametros 6
e A, para efeitos de derivacao, esse facto nao é tido em conta, uma vez que
os valores w;, (x;)* e (mi)* sdo encarados como constantes, seja qual for a sua
expressao. Assim, temos

810gLEX . u 1 * 1 *
=Y (G- e - ()

€
8lOgLET - 5@ *
= A [ tz )
B ;“’ N (@)
donde
> w
0 — — Zil ~ (6.26)
=1 =1 =1
€

A== (6.27)
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E agora necessario determinar os valores esperados condicionais das
variaveis X e (1/X), o que faremos com recurso as propriedades da dis-
tribuicao gaussiana inversa generalizada, referidas na subseccao 2.1.1., de
modo a podermos obter as expressoes explicitas de (z;)* e (=)*. Assim,
como X|r—y ~ GIG(1/2,0,0 + \t) e X|r>: —~ GIG(—1/2,6,60 + \t), temos

1+ [0(0 + At)]H/?

0
E(X|T =t) = E(X|T >1t) = (———)1/2
(XIT = 1) T BTz = (o
6 + Xt 1+ [0(0 + At)])V2
E(XIT = 1) = (—5=)"2, E(XT > t) = ;

Vejamos entao a que ird corresponder > w;(z;)*. Notando que
i=1

Zwi = Z 7, + (n —m) (6.28)

e definindo

E(X;|0) =
temos

n

=1 =1

i=m+1

Usando os resultados relativos ao valor médio, obtemos

& = 6 "1+ [0(0 + Mty))?
F(X.|0) = ()12 . 2
;‘”Z (Xi|0) ;T’<9+Ati) +i:;+1 0+ M, (6.29)

n
Por ultimo, falta-nos considerar Y w;(+)*. Ora,
i=1 ’
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6.3. Modelo de cura com fragilidade

- 1 & 1 - 1
ZME(E\O) - ZTZE(Z@ > 1) + 'Z E(Z|T =)
=1 =1 i=m+1
donde, novamente fazendo uso dos resultados relativos ao valor médio, obte-
mos

n

& 1 T 14 [0(0 + A)] V2 A\ 1/2
;ME(Z_w):izn - + Y (1+7) . (6.30)

i=m+1

Por (6.28), (6.29) e (6.30), a expressao para o estimador de # usada em
cada iteracao é dada por

; 5[ 35 mtnm)]
T o 001 A /2 n 00t /2 e ’
¢§1 Ti |:(9+>‘ti)1/2+ 0 —2 +i:§+l [ O+ Xt; +(1+T) ]72("77%)

(6.31)

Quanto a (6.27), vamos seguir o mesmo tipo de raciocinio. Assim, a
> w;d; ird corresponder

zn:wiéi = z": w; =n—m, (6.32)
i=1

i=m+1

enquanto que p_ wilx; *ti se escrevera na forma
i=1

i=1 1=1

i=m+1

Entao, de modo andlogo a (6.29), obtemos

- = 0 "L 14 [0(6 + At)])V?
E(Xi|O)t; = it 1/2 t;. (6.33
;“ (Xi]0) ;T G +izm:+1 Y (6.33)
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Por (6.32) e (6.33), a expressao para o estimador de A usado em cada iteracao
é

A= nom (6.34)
i 9 D a2, '
s oA D Ve S UL

No anexo E, implementamos um algoritmo EM para o calculo das esti-
mativas destes parametros, com recurso a dados provenientes de Maller e
Zhou, (1996, p. 82), ja referidos neste trabalho (p. 112), mas considerando
agora apenas para o grupo 1. Escolhemos estes dados em particular, pelo
facto de, dado o nivelamento da estimativa de Kaplan-Meier da funcao de
sobrevivencia, podermos suspeitar da existéncia de individuos curados.

Para além da expressao dos estimadores (6.23), (6.31) e (6.34), usamos o
logaritmo da fungao de verosimilhanga esperada (log Ly, +log Lg, +log Lg,.),
ou seja, aquela que obterfamos se todos os y;’s, x;’s, (1/x;)’s e log z;’s fossem
observados, de modo a controlar a convergéncia do algoritmo. Substituindo
em (6.20), w; pelo respectivo valor, obtemos

m

log Lp, = [—m—i—ZTi] log 1 a

i=1 o

+ nloggq.

No que diz respeito a 6 e a A, é necessario proceder ao cédlculo prévio de
E(log X|T =t) e de E(log X|T' > t). Por Jgrgensen (1982), sabemos que,
quando X —~ GIG(A, i, 0),

0
E(log X) = logn + Y log K5(¢),

onde n = (/0)"2, ¢ = (uf)"/? e K,({) designa a funcio de Bessel modificada
de terceira espécie com indice A € R. Para ( suficientemente grande, é valida
uma expansao assintética para K,((), donde temos a seguinte aproximagao
de primeira ordem:

A
E(log X) = logn + —.
U
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6.3. Modelo de cura com fragilidade

Entao, como X|r—; —~ GIG(1/2,0,0 + \t) e X|r>: —~ GIG(—1/2,6,0 + \t),

temos

E(log X|T =t) = = [log 6 — log(6 + At) + [6(6 + At)] /7]

DO —

E(log X|T > t) = — [log 0 — log(6 + At) — [0(60 + At)] /]

DO | —

donde, por (6.25) e apés algumas simplificagoes, obtemos

logLg,, =

s

@
Il
—_

[— Tlog0 — Slogm+20 — 14 2log(f + At) — 0(557)"* — [0(0 + At)]/*+

3[0(6 + At)] /2 — 1+[9(0917;;)}1/2] + (n—m)(3logh — 1logm + 260 + log A — 1)+

5> [4108(0 + M) = 400 + )] V2 = 6(SPV2 — 00 + M) V2)

i=m-+1

Ao aplicar o algoritmo EM aos dados, necessitimos de valores iniciais
para os parametros ¢, A e §. Para ¢, de acordo com Maller e Zhou (1996),
consideramos ¢ =1- 8 (t(ry), onde t(,) é a maior observagao nao censurada
e S () é a estimativa de Kaplan-Meier da funcao de sobrevivéncia. Para A,
optamos por ajustar uma distribuicao exponencial mas apenas com os dados
até t(,). Assim, ¢¥ = 0.736622, \(© = 0.472837 e 6© = 1, e os resultados a
que chegédmos foram ¢ = 0.9708967, A = 0.5606802 e § = 0.03277456.

O exemplo considerado foi incluido apenas para ilustrar a metodologia
apresentada. Como tal, nao é de estranhar que o ajustamento deste modelo
aos dados nao possa ser considerado um bom ajustamento, eventualmente
devido a inclusao da variavel fragilidade ou mesmo devido a escolha da dis-
tribuicao para o tempo de vida.
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6.4 Modelo de tempo de vida acelerado

Seja X uma v.a. discreta estritamente positiva, que assume os valores
{z1,...,z;}. Para simplificar a notagao, vamos admitir que os acontecimentos
sdo equiprovaveis, logo a fm.p. de X é apenas fx(zx) = 1/7, k= 1,...,7.
No entanto, a passagem dos resultados que vamos apresentar para o caso
geral, nao apresenta qualquer dificuldade.

Defina-se a variavel fragilidade como uma v.a. nao negativa, W, tal que
PW =0)=pe PW =) = (1-=p)/r, k =1,...,7. Tal como na
secgao anterior, os individuos imunes sao aqueles que tém fragilidade nula,
enquanto que os susceptiveis sao aqueles que tém fragilidade estritamente
positiva. Note-se que para cada individuo nao é possivel observar qual o
que lhe corresponde.

Por razoes de identificabilidade do modelo, considera-se que E(X) = 1,
logo E(W) = 1—p. Além disso, como var(X) = F(X?)—1, temos var(W) =
(1 - p)E(X) - (1-p)).

Os coeficientes de variacao das distribuicoes das v.a’s W e X
sao, respectivamente, [E(X?)/(1—p)— 1]1/2 e [E(X?) - 1]1/2. Como
[E(X?)/(1—p)—1]"* > [E(X?) = 1]"/*, conclufmos que a heterogeneidade
¢ maior quando se considera toda a populacao do que quando se considera
apenas os individuos susceptiveis, como seria de esperar. Ainda através dos
coeficientes de variacao, observamos que a heterogeneidade populacional é
tanto maior quanto maior for a propor¢ao de imunes na populagao, uma vez
que o coeficiente de variacao de W é uma funcao crescente de p.

Para os individuos susceptiveis, considere-se o modelo de tempo de vida
acelerado com fragilidade

altle) = eA(at),

onde A(t) é uma fungao do tempo comum aos individuos susceptiveis.
A funcao de sobrevivéncia condicional de T dado X =z é

Sa(tlz) = exp[—=A(xt)],

enquanto que a funcao de sobrevivencia e a funcao hazard marginais de T
para os individuos susceptiveis sao dadas, respectivamente, por
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6.4. Modelo de tempo de vida acelerado

T

i

exp[—A(zx1)]

Sat) =) Saltlzi) fx (zx) =

S paltlan) Saltlo) fx(ax) 3w (mit) expl—Aat)]
ha(t) = =1 — ==
k; Sa(t|er) fx (wr) k; exp[—A(zxt)]

Quanto a funcao de sobrevivéncia populacional (individuos susceptiveis e
nao susceptiveis), notando que

S(t) = P(T > t|W = 0)P(W = 0) + P(T > t|W > 0)P(W > 0),

temos

ou seja,

Da relacao entre a funcao de sobrevivéncia e a funcao hazard, obtém-se

T

(1-p) kgl pa(t|x)Sa(t)
R T

logo

(1= p) > zpA(@xt) expl—A(zxt)]
it = ——=—
pT+(1—p) k; exp[—A(zxt)]
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Consideremos agora a distribuicao da fragilidade entre os mortos, no ins-
tante t. Dado que apenas os individuos susceptiveis podem morrer, esta
distribui¢ao coincide com a distribuigao de X|r—;, ou seja, é dada por

_ pa(tlz)Sa(t]|z) fx (2)
g(z[t) = ha(0)5a(0) :
donde
o(alt) = xA(xt) exp[—A(xt)] '
]gl A (zpt) exp[—A(zxt)]

A distribuicao de W entre os sobreviventes no instante ¢ é definida por

(1-p) z exp[—A(zxd)]

PW >0|T >t) = u _SpiSd(t) = -
N 32 expl-Afaf)
e por
p pT

PW =0|T > ) = 2 = G |
SO (1-p) k; exp[—A(zy1)]

Note-se que também neste caso, para t = 0, P(W =0T > 0) =pe
P(W >0|T >0) =1—p. Além disso, P(W = 0|T > t) continua a ser uma
fungao crescente de ¢.

A distribuicao da fragilidade entre os sobreviventes susceptiveis, no ins-
tante ¢, é dada por

Sa(tlx) fx(x)  exp[—A(at)]

g(:E|T 2 t) - Sd(t) a i exp[—A($kt)]

I

donde o valor médio da fragilidade entre os sobreviventes susceptiveis, no
instante ¢, escreve-se na forma
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exp|—A(xyt)]

xp[—A(zxt)]

S
E(X|T > 1) = =L
2 e

Como o valor médio entre os sobreviventes, no instante ¢, calcula-se do modo
que se segue

(A =p)Sat)
E(W\th)_p+(1 )50 )E(X\TZt),
resulta que
(1-1) 3 aexpl-Afad)]
EW|T >t) = =1

b+ (1=p) X expl-Awt)]

Note-se que, para os individuos susceptiveis a funcao hazard populacional
pode ser escrita na forma

ha(t) = EQXAXO|T > 1),

o que esta de acordo com os resultados referentes ao modelo de tempo de
vida acelerado com fragilidade usual.
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Anexo A

Algoritmo EM

A.1 Introducao

O algoritmo EM, proposto por Dempster et al. (1977), também designa-
do por algoritmo de Maximizagdo de Expectativas (Cabral, 1994), é um
método iterativo para encontrar as estimativas de méaxima verosimilhanca
dos parametros do modelo em situacoes em que existem observacoes omis-
sas, ou seja, dados incompletos. Talvez devido a relativa facilidade de im-
plementacao e a sua estabilidade numérica, no sentido em que cada iteracao
aumenta o valor da funcao de verosimilhanca, goza de uma enorme popula-
ridade. Meng e Pedlow (1992) efectuaram uma pesquisa bibliogréfica sobre
este algoritmo de 1977 a 1991 e encontraram mais de 1000 artigos em quase
300 revistas, quer da area estatistica quer de outras areas. Da vasta gama
de aplicacoes encontrada nestes artigos, temos como exemplos a medicina, a
genética, a engenharia, a psicologia e a economia.

Sem duvida que o aparecimento deste algoritmo fez desenvolver cer-
tas areas da Estatistica, nomeadamente a andlise de mistura finita de dis-
tribuigoes, que acaba por englobar parte dos modelos de cura e parte dos
modelos com riscos competitivos, no que refere a area da inferéncia.

Neste anexo, vamos apresentar resumidamente o algoritmo EM e algumas
das suas variantes, pois precisaremos destes resultados neste trabalho.
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A.2 Formulacao

Seja X um vector aleatério que representa os dados observados x, ou seja,
os dados incompletos, com f.d.p. g(x; ¥), onde ¥ = (¥y, ..., ¥,)T é o vec-
tor dos parametros desconhecidos, pertencentes ao espaco de parametros €2.
Sejam y o vector dos dados completos e z o vector que contém os dados
nao observados. Designemos por g.(y; ¥) a f.d.p. do vector aleatério Y
correspondente ao vector y.

O logaritmo da fungao de verosimilhanca para W construido a custa dos
dados observados é

log L(¥) = [(¥) = log g(x; ¥), (A1)

e o logaritmo da funcao de verosimilhanca para ¥ que se obtém se y fosse
observado escreve-se na forma

log Lo(¥) = 1.(¥) = log g.(y; ¥). (A.2)

Em termos gerais, o objectivo na utilizacao do algoritmo EM é determinar
o EMV de (A.1) a custa de (A.2). Os dados que nao sao observados sao
substituidos pela sua esperanca condicional dado x, usando o valor actual de
v.

Mais concretamente, seja O um valor inicial para ¥. Na primeira
iteragao, na etapa E procede-se ao calculo de

Q(¥; ) = Ey {log L.(¥)|x},

ou seja, determina-se o valor esperado de log L.(¥) condicional aos valores
observados &, usando ¥ para ¥; na etapa M efectua-se a maximizacao de
QT \II(O)) em relagao a W, sobre o espaco de parametros €2. Posto de outra
forma, escolhemos W™ tal que

QI ¥y > Q(w; v

para todo o ¥ € Q. As etapas E e M sao calculadas novamente mas agora
com ¥ gubstituido por ¥W. Na (k + 1)-ésima iteracao, as etapas E e M
sao definidas como se segue.

e Etapa E: Calcular Q(¥; ¥ onde Q(¥; ¥W) = Eyu){log L.(¥)|z}
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e Etapa M: Escolher ¥**V de modo a que seja um valor de Q que
maximize Q(¥; ¥®)) ou seja, tal que

QEH; wW) > Q(I; ¥W) v € Q.

As etapas E e M sao sucessivamente repetidas até que a diferenca

L(®®ED) — L(w®) (A.3)

seja arbitrariamente pequena no caso de convergéncia da sucessao {L(®*))}.
Dempster et al. (1977) mostraram que a fungao de verosimilhanga L(W¥) (dos
dados observados, logo incompletos) nao decresce apds cada iteragao EM, ou
seja,

L(\Ilk-i—l) > L(\Ilk)

para k = 0,1,2,....Dai que a convergéncia tenha que ser obtida com uma
sucessao de valores da verosimilhanca que sejam limitados superiormente.

A.3 Vantagens e desvantagens

Quando comparado com outros algoritmos utilizados para maximizar
fungoes, tal como o associado ao método de Newton-Raphson, o algoritmo
EM apresenta vantagens e desvantagens. Naturalmente que a escolha do al-
goritmo (ou eventualmente de uma combinagao de dois) é feita de acordo
com o tipo de situacao.

Vantagens:

' Numericamente estavel, em que cada iteracado EM aumenta a verosi-
milhanca (excepto num ponto fixo do algoritmo).

/" Sob condigoes bastante gerais, converge globalmente. Assim,
comecando a partir de um ponto arbitrario ¥© do espaco de
parametros, a convergéncia é quase sempre para um maximizante local,
excepto se houver muito azar na escolha de ¥ ou se houver alguma
patologia local do logaritmo da funcao de verosimilhanga.
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7 Tipicamente é facil de implementar porque se baseia nos dados comple-
tos: a etapa E de cada iteragao envolve o calculo do valor esperado da
variavel associada aos dados completos condicional aos dados observa-
dos e a etapa M resume-se a obtencao do EMV para dados completos
que, frequentemente, ou se consegue obter de forma explicita ou recor-
rendo a algum software estatistico tradicional, no caso de nao haver
forma explicita.

' E facil de programar pois nao envolve nem o calculo da verosimilhanca,
nem de alguma das suas derivadas.

/" Como nao é necessario guardar grandes quantidades de informacao em
cada iteragao (como, por exemplo, a matriz de informagao observada
e a sua inversa), pode ser efectuado mesmo em computadores menos
potentes.

O esforgo analitico necessario é muito menor uma vez que s6 é preciso
maximizar o valor esperado condicional do logaritmo da verosimilhanga
dos dados completos. Embora possam ter que ser efectuados alguns
calculos na etapa E, em muitas aplicagoes nao sao complicados.

/" Geralmente, o custo por iteragao é pequeno, o que pode compensar o
grande numero de iteragoes necessarias neste algoritmo quando com-
parado com outros.

" Pode ser usado para fornecer valores estimados das observacoes omissas.

Desvantagens:

\, Nao fornece simultaneamente uma estimativa da matriz de covariancias
das estimativas dos parametros. No entanto, o seu calculo é possivel
com a metodologia adequada.

N\, Pode convergir lentamente, mesmo em situagoes consideradas simples,
ou se houver demasiada informacao incompleta.

N\, Nalguns casos, a etapa E pode ser analiticamente intratavel, apesar de
essa situacao poder ser resolvida por simulacoes de Monte Carlo.
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Ny A semelhanca do que acontece com o método de Newton-Raphson,
o algoritmo EM nao garante a convergéncia para um maximo global
quando existem varios maximos locais. Neste caso, a estimativa obtida
depende do valor inicial considerado. No entanto, em geral, nenhum al-
goritmo de optimizagao garante a convergéncia para um maximo global
ou local, e o algoritmo EM nao ¢é excepcao.

A.4 O método de Newton-Raphson

Como vérios outros métodos para determinar o EMV, o algoritmo EM ¢é
um método para encontrar os zeros de uma funcao. Em Anadlise Numérica
existem muitas técnicas para encontrar os zeros de uma funcao especifica,
incluindo o método de Newton-Raphson (abreviadamente, método de N-R),
donde a sua abordagem neste anexo. Na verdade, além de ser uma das
principais alternativas para o célculo do EMV, também pode ser usado con-
juntamente com o algoritmo EM, com beneficios mutuos.
Seja

S(x; ¥) = 0logL(W)/0¥

o vector gradiente do logaritmo da funcao de verosimilhanca, isto é, a es-
tatistica score. Denote-se por

[(¥;x) = —0?logL(¥)/0®o¥T,

a matriz simétrica da matriz das segundas derivadas parciais do logaritmo
da verosimilhanca em ordem aos elementos de W.
A solucao da equacao de verosimilhanca

OL(W)/0® =0,

ou, de modo equivalente, da equagao

dlog L(W) /0 = 0,

é a estimativa de maxima verosimilhanca, ¥, de W.
O método de N-R para resolver a equacao de maxima verosimilhancga

S(x; ¥) =0,
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aproxima o vector gradiente S(x; ¥) do logaritmo da fungao de verosimi-
lhanga, L(¥), por uma expansao em série de Taylor, de primeira ordem, em
torno de T*). Assim,

S(z; ¥) ~ S(z; W) — 1(T®; ) (¥ — X)), (A.4)

Ao determinar o zero da expressdo do lado direito de (A.4), obtém-se
WD) que é dado por

WD) — g 4 I_l(lIl(k);w)S(:v; lIl(k)). (A.5)

Se o logaritmo da func¢ao de verosimilhanca for concavo e unimodal, entao
a sucessio de iteracoes {®®} converge para o EMV de ¥. Quando néo for
concavo, nao é garantido que o método de N-R convirja a partir de um valor
inicial arbitrario.

Quando —2log L(¥) se alterar menos do que, digamos 0.025, entre
duas iteragoes consecutivas, o processo iterativo termina e obtém-se a con-
vergéncia. A razao de ser desta regra de paragem, Harrel Jr (2001), advém
do facto de que as estimativas do parametro que afectem —2log L(W¥) por
menos do que o valor referido, nao afectam a inferéncia estatistica uma vez

que —2log L(T*+D) — (—210g L(xp<k>)) tem distribuicio x>.

A.5 Algumas variantes do algoritmo EM

Devido a certas dificuldades na implementacao do algoritmo EM, nomeada-
mente quando a solugao da etapa M nao é explicita, surgiram algumas vari-
antes para resolver este tipo de situacao.

A.5.1 Algoritmo EM generalizado

No caso de a solugao da etapa M nao ser explicita, pode nao ser plausivel ten-
tar encontrar o valor de ¥ que maximize globalmente a fungao Q(; lIl(k)).
Assim, Dempster et al. (1977) definiram o algoritmo EM generalizado (abre-
viadamente designado por algoritmo GEM) de modo que na etapa M, g (k+D)
¢é escolhido tal que seja valida a desigualdade
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QEHD. W)y > Q(u®, W),

Por outras palavras, ¥**1 é escolhido de forma a aumentar o valor da funcio

Q(T; \If(k)), mas onde se fixa ¥ = ¥®) | em vez de maximizar para qualquer
¥ € Q. A condicdo anterior sobre W**Y) ¢ suficiente para garantir que

L®HEDY > Lw®),

Assim, também neste caso, a verosimilhanga L(W¥) nao decresce apds cada
iteracao GEM. Entao, uma sucessao de valores da verosimilhanca resultantes
do algoritmo GEM converge se for limitada superiormente.

A.5.2 Algoritmo EM gradiente

Este algoritmo envolve nao sé o algoritmo EM, como ainda o método de
N-R. Foi proposto por Lange (1995) e a diferenca reside no facto de na etapa
M ser efectuada uma iteracao do método de N-R. Esta aproximacao tem a
vantagem de acelerar o processo de convergencia.

Seja

Z (M. x) = —|0Q(¥; ¥®)/owow” (A.6)

w—pk)

Na pratica, muitas vezes a matriz (A.6) é definida positiva (ainda que possa
ser necessario efectuar uma reparametrizagao dos parametros), o que evita
problemas de nao convergéncia do algoritmo.

Recorde-se que na (k + 1)-ésima iteracao da etapa M pretende-se maxi-
mizar a funcao Q(¥; ¥™®). Entao, por (A.5), escolhe-se W* ) tal que

T = g®) | T HTW; 2)S(z; TX). (A7)

Se o método de N-R for aplicado directamente aos dados incompletos, a
respectiva (k + 1)-ésima iteragao escreve-se na forma

TED = &) 4 1@ 1)S(; TX), (A.8)
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Entao, por (A.7) e (A.8), podemos afirmar que o algoritmo EM gradiente
usa o método de N-R para encontrar o méaximo da funcao de verosimilhanca
(dos dados incompletos) com a aproximagao

I (e®. ) ~ Z;HEW,; ).

A.5.3 Um algoritmo EM hibrido

J& afirmamos antes que o algoritmo EM tem a vantagem de, sob condi¢oes
bastante gerais, convergir globalmente. No entanto, essa convergéncia pode
ser atingida apenas apds um grande ntimero de iteragoes, pois habitualmente
a velocidade de convergéncia deste algoritmo é pequena. Por outro lado,
o método de N-R apresenta uma velocidade de convergéncia mais rapida,
apesar de nao fornecer tantas garantias de convergéncia a partir de um valor
inicial arbitrario. Assim, se conseguirmos juntar as vantagens destes dois
métodos, concerteza que em muitos casos vamos obter um algoritmo melhor.

De facto, no contexto dos modelos de mistura finita, Aitkin e Aitkin
(1996) sugeriram que as primeiras 5 iteracoes fossem de acordo com o algo-
ritmo EM usual, mas que depois se optasse por aplicar o método de N-R
em cada etapa M. Esta escolha baseou-se no trabalho relatado por Redner
e Walker (1984), que afirmaram que, na sua experiéncia, 95% das alteragoes
que se verificam na verosimilhanca a partir do valor inicial até ao méaximo,
geralmente ocorrem nas primeiras 5 iteragoes. O critério de paragem que
adoptaram foi o de que (A.3) fosse 107°.

A.5.4 Algoritmo ECM

Meng e Rubin (1993) propuseram que a etapa M do algoritmo EM fosse
substituida por uma série de maximizagoes condicionais a alguma funcao
dos parametros sob estimacao, e assim criaram o que chamaram o algoritmo
ECM. Esta substituicao s6 tem razao de ser quando a etapa M é complica-
da pois a ideia ao aplicar a série de maximizagoes condicionais (abreviada-
mente designadas por etapas CM) é a simplificacdo a nivel computacional.
O preco a pagar é um maior nimero de iteracoes mas que nao correspondem
necessariamente a um maior tempo de execucao global. Além disso, e ainda
mais importante, é o facto deste algoritmo preservar as propriedades do al-
goritmo EM, nomeadamente a convergéncia monotona. O algoritmo ECM é
um caso particular do algoritmo GEM.
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Cada etapa CM pode ter uma solucao explicita ou requerer, ela propria,
iteracao. Todavia, como as maximizacoes CM sao sobre espagos de pequena
dimensao, frequentemente sao mais simples, rapidas e mais estdaveis do que
se procedessemos a maximizacao a custa de uma etapa M.

Suponhamos que cada etapa M é substituida por R > 1 etapas. Se-
ja /R o valor de W na r-ésima etapa CM da (k + 1)-ésima iteracio.
WEHr/R) ¢ escolhido de modo a maximizar a funcao Q(¥; ™)) mas sujeito
a restricao

g,(¥) = g, (PETVR),

C ={g9,(¥),r = 1,..., R} representa o conjunto formado pelas R funcoes
vectoriais previamente fixadas e tem que ser ” space filling’. Assim, ¥*+7/5)
satisfaz a desigualdade

Q(q;(kJr?"/R); \Il(k)) > Q(\Il, \I;(k))7v\11 c Qr(q;(kJr(?"—l)/R))’

onde

QT(\II(H(T*I)/R)) ={PecN:g.(P) = gr(\p(kJr(T*l)/R))}.

O valor de ¥ na ultima etapa CM, g kHr/R) — g+ gerg o valor a consi-
derar para o inicio da (k + 2)-ésima iteracgao.

A.5.5 Algoritmo ECM multiciclos

Em algumas situagoes, o calculo de uma etapa E pode ser bastante mais
simples do que o célculo das etapas CM. Neste caso, pode ser vantajoso
efectuar uma etapa E antes de cada ou de algumas etapas CM.

Para clareza de exposi¢ao, suponhamos que efectuamos uma etapa E antes
de cada etapa CM. Define-se um ciclo como sendo uma etapa E seguida
de uma etapa CM. Meng e Rubin (1993) designaram este algoritmo por
algoritmo ECM multiciclos.

A titulo de exemplo, consideremos R = 2. Entao, apds a primeira etapa
CM, teremos uma etapa E, onde a fungao

Q(T; &™) (A.9)
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¢ actualizada para
Q(W; wkt1/2)y) (A.10)

Na segunda etapa CM, @ E+2/R) — g+ ¢ egcolhido de modo a maximizar
condicionalmente (A.10) e ndo (A.9).

Os resultados de convergéncia do algoritmo ECM aplicam-se também
a este algoritmo. Uma desvantagem 6bvia deste ultimo é o acréscimo na
quantidade de calculos em cada iteracao. Embora intuitivamente se possa
esperar maiores diferencas na funcao de verosimilhanca em cada iteracao
(uma vez que a funcao @ é actualizada mais vezes), isso ndo é necessariamente
verdade.

A.5.6 Outras variantes

Para nés, o algoritmo EM é um instrumento extremamente tutil, mas nao o
objecto do nosso estudo. A razao da escolha das variantes que referimos até
agora, ¢ nao s6 a sua importancia mas também o seu uso no decorrer deste
trabalho.

Por isso, para os potenciais interessados nesta matéria, remetemos para
McLachlan e Krishnan (1997), uma excelente obra, onde se pode encontrar
nao s6 uma vasta teoria, como uma série de exemplos e uma numerosa lista
de referéncias.

190



Anexo B

Estimacao no modelo
multiplicativo com fragilidade

Os dados que usdmos, referidos em Cox e Oakes (1984, p. 169), sdo os que
se seguem.

Tempos de vida:

tempo < — ¢(30, 67, 79, 82, 95, 148, 170, 171, 176, 193, 200, 221, 243,
261, 262, 263, 399, 414, 446, 446, 464, 777)

Indicadores de censura (1-tempo observado; O-tempo censurado):

delta < — ¢(1,1,0,0,1,1,1,1,1,1, 1,1, 1,1, 1,1, 1,1, 1,0, 1, 1)
Estimativa inicial para lambda:

sum(delta) /sum(tempo)
1] 0.003388621

No que se segue, optamos por dividir os dados iniciais em dois grupos,
visto que as expressoes dos estimadores usadas no algoritmo a desenvolver in-
cluem somas que envolvem separadamente os dados censurados (i = 1, ...,m)
e os dados observados (i =m + 1,...,n). Assim, os dados observados sao

tempoo < — ¢(30, 67, 95, 148, 170, 171, 176, 193, 200, 221, 243, 261,
262, 263, 399, 414, 446, 464, T77)
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e os dados censurados sao
tempoc < — ¢(79,82,446)

Algoritmo para estimar lambda:

emlamb < — function(tempoc, tempoo, delta, lambda, theta)

{

lambda < —  sum(delta)/(sum(tempoc/(1 + (1/theta) x
lambda * tempoc)) + sum((tempoo * (1 + (theta * (theta + lambda *
tempoo)) " (1/2))/(theta + lambda * tempoo))))

return(lambda)

}

Algoritmo para estimar theta:

emtheta < — function(tempoc, tempoo, lambda, theta)

{

theta < —1/(2 x ((1/22) = ((3/theta) + 2 x sum(((theta ~ (1/2)) +
(theta ™ (—1/2)) * lambda * tempoc)/(theta + lambda x tempoc) ~ (1/2)) +
sum((1 + (theta * (theta + lambda * tempoo)) ~ (1/2))/(theta + lambda *
tempoo) + (1 + (1/theta) * lambda * tempoo) " (1/2))) — 2))

return(theta)

}

As 2 fungbes anteriores (emlamb e emtheta) sdo usadas no algoritmo final,
que envolve todas as iteragoes até a convergencia.

emgi < — function(tempoc, tempoo, lambda, theta,n)

{

for (i in 1:n)

{

verl < — 11x (log(theta) —log(pi)) — 44 xtheta — (3/4) x sum(log(theta) —
log(theta + lambda * tempoc)) — theta x sum((1 + (1/theta) * lambda *
tempoc) ~ (=1/2)) — theta * sum((1 + (theta * (theta + lambda x*
tempoc)) ~ (1/2))/theta) — (1/4) = sum(log(theta) — log(theta + lambda *
tempoo))—thetaxsum((1+4(thetax(theta+lambdaxtempoo))” (1/2))/(theta+
lambda x tempoo)) — theta x sum((1+ (1/theta) x lambda * tempoo) ~ (1/2)) +
19 * log(lambda) — lambda * (sum(tempoc * (1 + (1/theta) x lambda *
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tempoc) ~ (=1/2)) + sum(tempoo * (1 + (theta = (theta + lambda *
tempoo))” (1/2))/(theta + lambda * tempoo)))

lambdal < — emlamb(tempoc, tempoo, delta, lambda, theta)

thetal < — emtheta(tempoc,tempoo, lambda,theta)

lambda < — lambdal

theta < —thetal

verF < — 11x (log(theta) —log(pi)) — 44 xtheta— (3/4) * sum(log(theta) —
log(theta + lambda * tempoc)) — theta x sum((1 + (1/theta) * lambda *
tempoc) ~ (=1/2)) — theta * sum((1 + (theta x (theta + lambda x*
tempoc)) ~ (1/2))/theta) — (1/4) * sum(log(theta) — log(theta + lambda *
tempoo))—thetaxsum((1+4(thetax(theta+lambdaxtempoo))™(1/2))/(theta+
lambda x tempoo)) — theta x sum((1 + (1/theta) * lambda * tempoo) ~ (1/2)) +
19 * log(lambda) — lambda * (sum(tempoc * (1 + (1/theta) * lambda *
tempoc) ~ (=1/2)) + sum(tempoo * (1 + (theta = (theta + lambda *
tempoo))” (1/2))/(theta + lambda * tempoo)))

dif < — — 2xverF+2xverl

final < — c(i,lambdal, thetal)

if(dif <= 0.00001 & dif >= -0.00001) return(final)

}

return(-1)

}

emgi(tempoc, tempoo, 0.003388621, 1, 50)
[1] 42 0.002259851  0.167939506

Experimentamos diferentes estimativas iniciais para theta e o resultado
foi:

emgi(tempoc, tempoo, 0.003388621, 2, 50)
[1] 43 0.002259851  0.167939536

emgi(tempoc, tempoo, 0.003388621, 0.5, 50)
[1] 41  0.00225985  0.16793943

emgi(tempoc, tempoo, 0.003388621, 10, 50)
[1] 46  0.002259850 0.167939421

Significa que o algoritmo nao é dependente da estimativa inicial uma vez
que nao ha grandes alteracoes nem no valor dos parametros nem no n® de
iteracoes.
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C.1 Funcgoes hazard da distribuicao Gom-
pertz/Weibull modificada

Exibiremos neste anexo algumas funcoes hazard, de forma a revelar o modo
como variam de acordo com o valor dos parametros.

O parametro gama ¢ aquele que induz maiores alteracoes na fungao, pois é
o responsavel pelo sentido de crescimento (Figs C.1, C.2 e C.3). O parametro
alfa é o parametro de escala (Fig. C.4) e o parametro lambda é um parametro
indicador do valor de t a partir do qual a funcao hazard estabiliza num valor
préximo de zero. Concretamente, quanto maior o valor de lambda (mais
préximo de zero), menor o valor de ¢ a partir do qual esperamos que os
individuos que sobrevivem até esse instante estejam curados (Fig.C.5).

Figura C.1: Fungoes hazard da distribuicdo Gompertz/Weibull modifi-
cada, com lambda=-2 e alfa=2.
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Figura C.2: Fungoes hazard da distribuicdo Gompertz/Weibull modifi-
cada, com lambda=-2 e alfa=0.5.
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Figura C.3: Fungoes hazard da distribuicdo Gompertz/Weibull modifi-
cada, com lambda=-0.5 e alfa=0.5.
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Figura C.4: Fungoes hazard da distribuicdo Gompertz/Weibull modifi-
cada, com gama=1.4 e lambda=-1.
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Figura C.5: Fungoes hazard da distribuicdo Gompertz/Weibull modifi-
cada, com gama=1.4 e alfa=2.
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C.2 Estimacao no modelo de cura baseado na
distribuicao log-logistica

Os dados que usamos, referidos em Klein e Moeschberger (1998, p. 10), sao
0S que se seguem.

Tempos de vida:

tempoallo < — ¢(0.030, 0.493, 0.855, 1.184, 1.283, 1.480, 1.776, 2.138,
2.500, 2.763, 2.993, 3.224, 3.421, 4.178, 4.441, 5.691, 5.855, 6.941, 6.941,
7.993, 8.882, 8.882, 9.145, 11.480, 11.513, 12.105, 12.796, 12.993, 13.849,
16.612, 17.138, 20.066, 20.329, 22.368, 26.776, 28.717, 28.717, 32.928, 33.783,
34.211, 34.770, 39.539, 41.118, 45.033, 46.053, 46.941, 48.289, 57.401, 58.322,
60.625)

Indicadores de censura (1-tempo observado; 0-tempo censurado):

deltaallo < — ¢(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0, 1, 0,0, 1, 0, 1, 1,
0,1,1,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0, 0)

Para obter a estimativa inicial da proporgao de susceptiveis (1 —p = q)
procedemos da forma que se segue.

Sallo < — Surv(tempoallo,deltaallo)

fallo < — survfit(Sallo™1)

edit(fallo)
(as instrugoes anteriores fornecem-nos uma série de informagoes, nomeada-
mente a estimativa de Kaplan-Meier da fungao de sobrevivéncia)

Como o maior tempo de vida observado ¢ 20.066, temos que
fallo(20.066)= 0.532142477405635, logo ¢© = 1 — 0.532142477405635 =
0.467857523.

Quanto aos valores iniciais dos parametros da distribuicao log-logistica,
fizemos o ajustamento mas com os dados apenas até t(,, isto €, as observagoes
sao

tallot < — ¢(0.030, 0.493, 0.855, 1.184, 1.283, 1.480, 1.776, 2.138, 2.500,
2.763, 2.993, 3.224, 3.421, 4.178, 4.441, 5.691, 5.855, 6.941, 6.941, 7.993,

201



Anexo C. Anexos do capitulo 4

8.882, 8.882, 9.145, 11.480, 11.513, 12.105, 12.796, 12.993, 13.849, 16.612,
17.138, 20.066)

deltaalt < — c(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,0,0, 1,0, 1, 1, 0,
1,1,0,1,0,0,0,0,1)

Assim, temos:
survreg(Surv(tallot,deltaalt) ™ 1,dist="loglogistic”)

Call: survreg(formula = Surv(tallot, deltaalt) "1, dist = ”loglogistic”)
Coefficients:

(Intercept) 1.840259

Scale= 0.9101956

Note-se que alpha = 1/Scale e que lambda = exp(-Intercept/Scale),
donde alpha® = 1.098664946 e lambda(®) = 0.132413185.

No que se segue, optamos por dividir os dados iniciais em dois grupos,
visto que as expressoes das derivadas parciais necessarias ao algoritmo a
desenvolver incluem somas que envolvem separadamente os dados censurados
(t = 1,...,m) e os dados observados (i = m + 1,...,m). Assim, os dados
observados sao

tao < — ¢(0.030, 0.493, 0.855, 1.184, 1.283, 1.480, 1.776, 2.138, 2.500,
2.763, 2.993, 3.224, 3.421, 4.178, 5.691, 6.941, 8.882, 8.882, 11.480, 11.513,
12.796, 20.066)

e os dados censurados sao

tac < — c(4.441, 5.855, 6.941, 7.993, 9.145, 12.105, 12.993, 13.849, 16.612,
17.138, 20.329, 22.368, 26.776, 28.717, 28.717, 32.928, 33.783, 34.211, 34.770,
39.530, 41.118, 45.033, 46.053, 46.941, 48.289, 57.401, 58.322, 60.625)
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C.2.1 Algoritmo EM

Cada iteracao é actualizada a custa dos valores da iteracao anterior.

Para estimar ¢:

emq < — function(tac, lambda, alpha, q)

{

q < — (1/50) % (224+sum(q/(1 + (1 — q) * lambda * tac” alpha)))
return(q)

}

emq(tac, 0.132413185, 1.098664946, 0.467857523)

[1] 0.5261763

Para estimar lambda:

eml < — function(tao, tac, lambda, alpha, q,n)

{

for (i in 1:n)

{

verosll < — 22x (log(alpha) +log(lambda)) 4 (alpha — 1)xsum(log(tao)) —
2xsum(log(1+lambdaxtac”alpha))—sum(g*log(1+Ilambdaxtac”alpha)/(1+
(1 — q) * lambda * tac” alpha))

dllamb < — (22/lambda)—2xsum((tao” alpha)/(1+lambdaxtao” alpha))—
gxsum((tac "~ alpha)/((1 + (1 — q) * lambda * tac " alpha) * (1 4+ lambda *
tac” alpha)))

d2lamb < —— (22/(lambda”2)) + 2xsum((tao” (2*xalpha)) /(1 + lambda *
tao”alpha)”2) + gxsum((tac” (2*alpha))/((1+ (1 —q) * lambda * tac” alpha) *
(1 + lambda * tac” alpha) ~ 2))

lambda < — lambda—dllamb/d2lamb

veroslF < — 22x(log(alpha)+log(lambda))+ (alpha—1)*sum(log(tao)) —
2xsum(log(1+lambdaxtac”alpha))—sum(g*log(1+Ilambdaxtac”alpha)/(1+
(1 — q) x lambda * tac” alpha))

Difl < — — 2xveroslF+2xverosll

# Critério de paragem

if(Difl<= 0.00001&Difl>= —0.00001) return(lambda)

}

# Para saber quando ainda nao ha convergéncia
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return(-1)

}

eml(tao, tac, 0.132413185, 1.098664946, 0.467857523, 8)
[1] -1

eml(tao, tac, 0.132413185, 1.098664946, 0.467857523, 20)
[1] 0.2060834

Para estimar alpha:

ema < — function(tao, tac, lambda, alpha, q, n)

{

for (i in 1: n)

{

verosal < — 22x(log(alpha)+log(lambda))+ (alpha—1)+sum(log(tao)) —
2xsum (log(1+lambdaxtac” alpha))—sum(g*log(1+lambdaxtac”alpha)/(1+
(1 — q) * lambda * tac” alpha))

dlalpha < — (22/alpha)+sum(log(tao)) — 2 x lambdaxsum((tao " alpha) *
log(tao)/(1 + lambda * tao " alpha)) — lambda * gxsum((tac "~ alpha) *
log(tac)/((1 4 (1 — q) x lambda  tac” alpha) * (1 + lambda * tac” alpha)))

d2alpha < — — (22/(alpha = 2)) — 2 % lambdaxsum(((tao ~ alpha) *
(log(tao))~2)/(1 4+ lambda * tao " alpha) " 2) — lambda x gxsum(((tac " alpha) *
(log(tac))"2)/((1+ (1 —q)*xlambdaxtac”alpha)*(1+lambdaxtac”alpha)”2))

alpha < — alpha—dlalpha/d2alpha

verosaF < — 22x(log(alpha)+log(lambda))+ (alpha—1)*sum(log(tao)) —
2xsum(log(1+lambdaxtac” alpha))—sum(g*log(1+lambdaxtac”alpha)/(1+
(1 — q) * lambda * tac” alpha))

Difa < — — 2xverosaF+2xverosal

# Critério de paragem

if(Difa<= 0.00001&Difa>= —0.00001) return(alpha)

}

# Para saber quando ainda nao ha convergencia

return(-2)

}

ema(tao, tac,0.132413185, 1.098664946, 0.467857523, 5)
[1] -2
ema(tao, tac,0.132413185, 1.098664946, 0.467857523, 20)
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[1] 1.335504

As 3 fungoes anteriores (emq, eml e ema) sao usadas no algoritmo final,
que envolve todas as iteragoes até a convergéencia.

emlogis < — function(tao, tac, lambda, alpha, q,n)

{

for (i in 1:n)

{

verostl < — 22« log(q/(1 — q)) + 50 * log(1 — ¢) + (log(q/(1 — ))) *
gxsum(1/(1+(1—gq)*lambdaxtac” alpha))+22x%(log(alpha)+log(lambda))+
(alpha — 1)xsum(log(tao)) — 2xsum(log(1 + lambda * tac "~ alpha))—sum(q *
log(1 + lambda * tac” alpha) /(1 + (1 — q) * lambda * tac " alpha))

ql < — emq(tac,lambda, alpha, q)

lambdal < — eml(tao, tac, lambda, alpha, q,n)

alphal < — emaf(tao, tac, lambda, alpha, q,n)

q <—ql

lambda < — lambdal

alpha < — alphal

verostF < — 22 x log(q/(1 — ¢)) + 50 * log(1 — ¢) + (log(q/(1 — q))) *
gxsum(1/(14(1—gq)*lambdaxtac” alpha))+22% (log(alpha)+log(lambda))+
(alpha — 1)xsum(log(tao)) — 2xsum(log(1 + lambda * tac "~ alpha))—sum(q *
log(1 + lambda * tac” alpha) /(1 + (1 — q) * lambda * tac " alpha))

Dif < — — 2xverostF+2xverostl

final < — ¢(4, g1, lambdal, alphal)

if(Dif<= 0.00001&Dif>= —0.00001) return(final)
¥

return(-3)

}

emlogis(tao, tac, 0.132413185, 1.098664946, 0.467857523, 20)
1] -3

emlogis(tao, tac, 0.132413185, 1.098664946, 0.467857523, 60)
[1] 52 0.5092644  0.1780919  1.1934109
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C.2.2 Algoritmo ECM
R=2

O parametro ¢ é actualizado a custa do valor da iteragao anterior mas lambda
e alpha ja tém em conta o valor de ¢ actualizado nessa mesma iteracao.
Assim, considera-se R=2, onde se fixa ora ¢, ora alpha e lambda.

emlogisl < — function(tao, tac, lambda, alpha, q, n)

{

for (i in 1: n)

{

verostl < — 22 xlog(q/(1 — q)) + 50 = log(1 — q) + (log(q/(1 — q))) *
gxsum(1/(14(1—gq)*lambdaxtac” alpha))+22% (log(alpha)+log(lambda))+
(alpha — 1)xsum(log(tao)) — 2xsum(log(1 + lambda * tac " alpha))—sum(q *
log(1 + lambda * tac” alpha) /(1 + (1 — q) * lambda * tac” alpha))

ql < — emq(tac, lambda, alpha, q)

qg <—ql

lambdal < — eml(tao, tac, lambda, alpha, q,n)

alphal < — ema(tao,tac, lambda, alpha, q,n)

lambda < — lambdal

alpha < — alphal

verostE < — 22 % log(q/(1 — ¢)) + 50 * log(1 — ¢) + (log(¢/(1 — q))) *
gxsum(1/(14(1—gq)*lambdaxtac” alpha))+22% (log(alpha)+log(lambda))+
(alpha — 1)xsum(log(tao)) — 2xsum(log(1 + lambda * tac "~ alpha))—sum(q *
log(1 + lambda * tac” alpha) /(1 + (1 — q) * lambda * tac” alpha))

Dif < — — 2xverostF+2xverostl

final < — ¢(i, g1, lambdal, alphal)

if(Dif<= 0.00001&Dif>= —0.00001) return(final)

}

return(-3)

}

emlogis1(tao, tac, 0.132413185, 1.098664946, 0.467857523, 60)
(1] 24  0.5092644  0.1780918  1.1934110

Uma outra hipdtese neste caso, seria estimar conjuntamente alpha e

lambda, ou seja, em vez de usar eml e ema, usar apenas um algoritmo que
estimasse simultaneamente alpha e lambda. Claro que a opcao é novamente
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o método de N-R mas com 2 parametros (esta opgao também podia ter sido
utilizada no algoritmo EM). Entao, temos:

emla < — function(tao, tac, lambda, alpha, q,n)

{

for (i in 1:n)

{

verosal < — 22x(log(alpha)+log(lambda))+ (alpha—1)+sum(log(tao)) —
2xsum(log(1+lambdaxtac”alpha))—sum(g*log(1+Ilambdaxtac”alpha)/(1+
(1 — q) x lambda * tac” alpha))

dlalpha < — (22/alpha)+sum(log(tao)) — 2 x lambdaxsum((tao " alpha) *
log(tao)/(1 + lambda * tao " alpha)) — lambda * gxsum((tac ~ alpha) *
log(tac)/((1 4 (1 — q) * lambda  tac” alpha) * (1 + lambda * tac” alpha)))

d2alpha < — — (22/(alpha ~ 2)) — 2 % lambdaxsum(((tao = alpha) *
(log(tao)) “2)/(1+ lambda * tao” alpha) " 2) — lambda * gxsum(((tac” alpha) *
(log(tac))"2)/((1+ (1 —q) *lambdaxtac”alpha)* (1+lambdaxtac”alpha)”2))

dllamb < — (22/lambda)—2xsum((tao” alpha)/(1+lambdaxtao” alpha))—
gxsum((tac ~ alpha)/((1 + (1 — q) * lambda * tac " alpha) * (1 4+ lambda *
tac” alpha)))

d2lamb < — —(22/(lambda"2)) + 2xsum((tao” (2*xalpha)) /(1 + lambda *
tao”alpha)”2) + gxsum((tac” (2*alpha))/((1+ (1 —q) * lambda * tac” alpha) *
(1 + lambda * tac” alpha) ~ 2))

d2la < — —2«sum((tao " alpha) *log(tao) /(1 + lambda * tao " alpha) " 2) —
gxsum((tac” alpha) *log(tac) /((14 (1 —q) *lambdaxtac” alpha)* (14 lambda
tac” alpha)”2))

# Vector score

Ula < — matrix(c(dlalpha,d1llamb),1,2)

# Matriz de informacao observada

[la < — matrix(c(-d2alpha,-d2la,-d2la,-d2lamb),2,2)

# Inversa da matriz de informagao observada

Invlla < — solve(Ila)

# Vector solucao

Mla < — matrix(c(alpha, lambda),1,2)+Ula%*%InvIla

alpha < — Mlal[,1]

lambda < — Mlal,2]

verosaF < — 22x(log(alpha)+log(lambda))+ (alpha—1)*sum(log(tao)) —
2xsum (log(1+lambdaxtac” alpha))—sum(g*log(1+Ilambdaxtac”alpha)/(1+
(1 — q) x lambda * tac” alpha))
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Difa < — — 2xverosaF+2xverosal

if(Difa<= 0.00001&Difa>= —0.00001) return(Mla)

}

return(-2)

}

emla(tao, tac,0.132413185, 1.098664946, 0.467857523, 20)
[1] 2]

[1,) 1.234903 0.1795981

emlogisO1 < — function(tao, tac, lambda, alpha, q,n)

{

for (i in 1:n)

{

verostl < — 22 % log(q/(1 — ¢)) + 50 * log(1 — ¢q) + (log(¢/(1 — q))) *
gxsum(1/(1+(1—q)*lambdaxtac” alpha))+22x%(log(alpha)+log(lambda))+
(alpha — 1)xsum(log(tao)) — 2«sum(log(1 + lambda * tac "~ alpha))—sum(q *
log(1 + lambda * tac” alpha) /(1 + (1 — q) * lambda * tac” alpha))

ql < — emgq(tac, lambda, alpha, q)

qg <—ql

lambdal < — emla(tao, tac, lambda, alpha, q,n)|,2]

alphal < — emla(tao, tac, lambda, alpha, g, n)[,1]

lambda < — lambdal

alpha < — alphal

verostF < — 22 x log(q/(1 — q)) + 50 * log(1 — ¢) + (log(q/(1 — q))) *
gxsum(1/(14(1—gq)*lambdaxtac” alpha))+22% (log(alpha)+log(lambda))+
(alpha — 1)xsum(log(tao)) — 2«sum(log(1 + lambda * tac "~ alpha))—sum(q *
log(1 + lambda * tac” alpha) /(1 + (1 — q) * lambda * tac” alpha))

Dif < — — 2xverostF+2xverostl

final < — ¢(i, g1, lambdal, alphal)

if(Dif<= 0.00001&Dif>= —0.00001) return(final)

}

return(-3)

}

emlogisO1(tao, tac,0.132413185, 1.098664946, 0.467857523, 30)
[1] 15 0.5092645  0.1780919  1.1934109
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R=3

O parametro q ¢é actualizado a custa do valor da iteracao anterior mas lambda
ja tem em conta o valor de g actualizado nessa mesma iteragao e alpha tem
em conta os valores de ¢ e de lambda actualizados nessa mesma iteracao.
Assim, considera-se R=3, onde se fixa ora ¢, ora alpha, ora lambda.

emlogis2 < — function(tao, tac, lambda, alpha, q,n)

{

for (i in 1:n)

{

verostl < — 22 xlog(q/(1 — q)) + 50 * log(1 — ¢q) + (log(q/(1 — q))) *
gxsum(1/(14(1—gq)*lambdaxtac” alpha))+22% (log(alpha)+log(lambda))+
(alpha — 1)xsum(log(tao)) — 2xsum(log(1 + lambda * tac” alpha))—sum(q *
log(1 + lambda  tac” alpha) /(1 + (1 — q) * lambda  tac” alpha))

ql < — emq(tac,lambda, alpha, q)

qg <—ql

lambdal < — eml(tao, tac, lambda, alpha, q,n)

lambda < — lambdal

alphal < — ema(tao,tac, lambda, alpha, q,n)

alpha < — alphal

verostF < — 22 x log(q/(1 — ¢)) + 50 * log(1 — ¢) + (log(q/(1 — q))) *
gxsum(1/(14(1—gq)*lambdaxtac” alpha))+22% (log(alpha)+log(lambda))+
(alpha — 1)xsum(log(tao)) — 2«sum(log(1 + lambda * tac "~ alpha))—sum(q *
log(1 + lambda  tac” alpha) /(1 + (1 — q) * lambda * tac” alpha))

Dif < — — 2xverostF+42*verostl

final < — ¢(i, q1, lambdal, alphal)

if(Dif<= 0.00001&Dif>= —0.00001) return(final)

}

return(-3)

}

emlogis2(tao, tac, 0.132413185, 1.098664946, 0.467857523, 30)
1] 14  0.5092644  0.1780919  1.1934108

Observagao: Sem duvida que o algoritmo ECM acelerou o processo de
convergencia.
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C.2.3 Algoritmo hibrido

Recorde-se que neste caso fazem-se 5 iteragoes usando o algoritmo EM e
depois recorre-se ao método de N-R. Entao comecamos com um algoritmo
baseado em A.1 e s6 depois é que temos um novo algoritmo.

emlogishb < — function(tao, tac, lambda, alpha, q,n)
{

for (i in 1:n)

{

ql < — emq(tac, lambda, alpha, q)

lambdal < — eml(tao,tac, lambda, alpha, q,n)
alphal < — emaf(tao, tac, lambda, alpha, q,n)
qg <—ql

lambda < — lambdal

alpha < — alphal

final < — ¢(4, q1, lambdal, alphal)

print(final)

}

}

emlogishb5(tao, tac, 0.132413185, 1.098664946, 0.467857523, 20)

1] 1 0.5261763  0.2060834  1.3355041
1] 2 0.4907917  0.1515533  1.1293645
1] 3 0.5211279  0.1942607  1.2659873
1] 4 0.4993536  0.1633242  1.1528012
1] 5  0.5163527  0.1877413  1.2321157

Note-se que apesar de s6 querermos o valor dos parametros na 52 iteracao,
escolhemos n = 20. A razao é evitar problemas de convergéncia nos algori-
tmos eml e ema, que podem surgir se o niimero de iteracoes for pequeno.

O algoritmo para o método de N-R é:

NRlogish5 < — function(tao, tac, lambda, alpha, q,n)

{

for (i in 1: n)

{
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verostl < — 22 x log(q/(1 — ¢q)) + 50 * log(1 — ¢q) + (log(q/(1 — q))) *
gxsum(1/(14(1—gq)*lambdaxtac” alpha))+22% (log(alpha)+log(lambda))+
(alpha — 1)xsum(log(tao)) — 2«sum(log(1 + lambda * tac " alpha))—sum(q *
log(1 + lambda * tac” alpha)/(1 + (1 — q) * lambda * tac " alpha))

dlg < — (22/q) — (28/(1 — q)) + gxsum(1/(g = (1 — q) * (1 + (1 — ¢) =
lambda * tac” alpha)))

d2q < — — (22/(a"2)) — (28/((1 — @) "2)) + gesum((2 5 g — 1)/((q"°2) *
(1 —=q)"2)* (14 (1 — q) x lambda * tac” alpha)))

dlalpha < — (22/alpha)+sum(log(tao)) — 2 x lambdaxsum((tao " alpha) *
log(tao)/(1 + lambda * tao " alpha)) — lambda * gxsum((tac = alpha) *
log(tac)/((1 4 (1 — q) * lambda  tac” alpha) * (1 + lambda * tac” alpha)))

d2alpha < — — (22/(alpha ~ 2)) — 2 % lambdaxsum(((tao ~ alpha) *
(log(tao))~2)/(1 4+ lambda * tao " alpha) " 2) — lambda x gxsum(((tac " alpha) *
(log(tac))"2)/((1+ (1 —q)*lambdaxtac”alpha)*(1+lambdaxtac”alpha)”2))

dllamb < — (22/lambda)—2xsum((tao” alpha)/(1+lambdaxtao” alpha))—
gxsum((tac ~ alpha)/((1 + (1 — q) * lambda * tac " alpha) * (1 + lambda *
tac” alpha)))

d2lamb < — —(22/(lambda"2)) + 2xsum((tao” (2 *xalpha)) /(1 + lambda *
tao”alpha)”2)+ gxsum((tac” (2xalpha))/((1+ (1 —q) * lambda *tac” alpha) *
(1 + lambda * tac” alpha)~ 2))

d2la < — —2«sum((tao " alpha) xlog(tao) /(1 4 lambda * tao " alpha) " 2) —
gxsum((tac” alpha) *log(tac) /((14 (1 —q) *lambdaxtac” alpha)* (14 lambda
tac” alpha)”2))

d2ql < — 0

d2qa < —0

Uqla < — matrix(c(d1lq,dlalpha,d1lamb),1,3)

Igla < — matrix(c(-d2q,-d2qa,-d2ql,-d2qa,-d2alpha,-d2la,-d2ql,-d2la,-
d2lamb),3,3)

Invlgla < — solve(Iqla)

Mqla < — matrix(c(q, alpha, lambda),1,3)+Uqla%*%Inviqla

q < — Mqla[,1]

alpha < — Mqla[,2]

lambda < — Mqla[,3]

verostE < — 22 xlog(q/(1 — q)) + 50 * log(1 — ¢) + (log(¢/(1 — q))) *
gxsum(1/(14(1—gq)*lambdaxtac” alpha))+22% (log(alpha)+log(lambda))+
(alpha — 1)xsum(log(tao)) — 2xsum(log(1 + lambda * tac” alpha))—sum(q *
log(1 + lambda * tac” alpha) /(1 + (1 — q) * lambda * tac” alpha))

Dif < — — 2*verostF+2xverostl
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final < — ¢(i, q, lambda, alpha)
if(Dif<= 0.00001&Dif>= —0.00001) return(final)
¥

return(-3)

}

NRlogish5(tao, tac,0.1877413,1.2321157,0.5163527, 30)
(1] 29  0.5092644  0.1780919  1.1934110

Sem duvida que em relagao ao algoritmo EM, este algoritmo ¢é mais
rapido, mas o mesmo ja nao podemos dizer em relagao ao algoritmo ECM
(neste caso).

C.2.4 Algoritmo EM gradiente

Agora em cada etapa M aplica-se uma iteragao do método de N-R.

NRglogis < — function(tao, tac, lambda, alpha, q,n)

{

dlg < — (22/q) — (28/(1 — q)) + gxsum(1/(g = (1 — q) * (1 4+ (1 — ¢) =
lambda * tac” alpha)))

42q < — — (22/(¢"2)) — (28/((1 — @) "2)) + gesum((2 g — 1)/(("2) *
(1 —=4¢q)"2) % (14 (1 — q) x lambda * tac” alpha)))

dlalpha < — (22/alpha)+sum(log(tao)) — 2 x lambdaxsum((tao " alpha) *
log(tao)/(1 + lambda * tao " alpha)) — lambda * gxsum((tac "~ alpha) *
log(tac)/((1 4 (1 — q) x lambda * tac” alpha) * (1 + lambda * tac” alpha)))

d2alpha < — — (22/(alpha = 2)) — 2 % lambdaxsum(((tao ~ alpha) *
(log(tao))"2)/(1+ lambda * tao” alpha) " 2) — lambda x gxsum(((tac " alpha) *
(log(tac))"2)/((1+ (1 —q)*xlambdaxtac”alpha)*(1+lambdaxtac”alpha)”2))

dllamb < — (22/lambda)—2xsum((tao” alpha)/(1+lambdaxtao” alpha))—
gxsum((tac " alpha)/((1 + (1 — q) * lambda * tac " alpha) * (1 + lambda *
tac” alpha)))

d2lamb < — —(22/(lambda"2)) + 2xsum((tao” (2 *xalpha)) /(1 + lambda *
tao”alpha)”2) 4 gxsum((tac” (2xalpha))/((1+ (1 —q) xlambda * tac” alpha) *
(1 + lambda  tac” alpha) " 2))

d2la < — —2«sum((tao " alpha) xlog(tao) /(1 + lambda * tao " alpha) " 2) —
gxsum((tac” alpha) *log(tac) /((14 (1 —q) *lambdaxtac” alpha)* (14 lambda*
tac” alpha)”2))
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d2ql < -0

d2qa < — 0

Ugla < — matrix(c(d1q,dlalpha,d1llamb),1,3)

Igla < — matrix(c(-d2q,-d2qa,-d2ql,-d2qa,-d2alpha,-d2la,-d2ql,-d2la,-
d2lamb),3,3)

Invlgla < — solve(Iqgla)

Mgla < — matrix(c(q, alpha, lambda),1,3)+Uqla%*%Inviqla

q < — Mqla[,1]

alpha < — Mqlal[,2]

lambda < — Mqla[,3]

return(Mqla)

}

NRglogis(tao, tac, 0.132413185, 1.098664946, 0.467857523)
1] 2] 3]

[1,] 0.5253112 1.163415 0.1571377

emglogis < — function(tao, tac, lambda, alpha, q, n)

{

for (i in 1:n)

{

verostl < — 22 xlog(q/(1 — q)) + 50 * log(1 — q) + (log(q/(1 — q))) *
gxsum(1/(14(1—q)*lambdaxtac” alpha))+22% (log(alpha)+log(lambda))+
(alpha — 1)xsum(log(tao)) — 2xsum(log(1 + lambda * tac” alpha))—sum(q *
log(1 + lambda * tac” alpha) /(1 + (1 — q) * lambda * tac” alpha))

gl < — NRglogis(tao, tac, lambda, alpha, q)[,1]

lambdal < — NRglogis(tao, tac, lambda, alpha, q)/,3]

alphal < — NRglogis(tao, tac, lambda, alpha, q)|,2]

qg <—ql

lambda < — lambdal

alpha < — alphal

verostE < — 22 xlog(q/(1 — q)) + 50 * log(1 — ¢) + (log(¢/(1 — q))) *
gxsum(1/(14(1—gq)*lambdaxtac” alpha))+22% (log(alpha)+log(lambda))+
(alpha — 1)xsum(log(tao)) — 2«sum(log(1 + lambda * tac " alpha))—sum(q *
log(1 + lambda * tac” alpha)/(1 + (1 — q) * lambda  tac” alpha))

Dif < — — 2xverostF+2xverost]

final < — ¢(4, g1, lambdal, alphal)

if(Dif<= 0.00001&Dif>= —0.00001) return(final)
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}

return(-3)

}

emglogis(tao, tac, 0.132413185, 1.098664946, 0.467857523, 50)
[1] 33 0.5092645  0.1780919  1.1934109

Conclusao Final: Os valores encontrados aplicando qualquer um dos al-
goritmos sao praticamente iguais: ¢ ou é 0.5092644 ou ¢é 0.5092645, lambda
ou ¢ 0.1780918 ou ¢ 0.1780919, e alpha varia entre 1.1934108 e 1.1934110.
Quanto ao nimero de iteracoes ja existem diferencas consideraveis:

ECM, R=3: 14

ECM, R=2, N-R bidimensional: 15

ECM, R=2, N-R unidimensional: 24

EM hibrido: 29

EM gradiente: 33

EM: 52
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(C3. Variancia das estimativas no modelo de cura baseado na distribuicao
log-logistica

C.3 Procedimento para a obtencao da

variancia das estimativas no modelo de
cura baseado na distribuicao log-logistica

Como ja referimos no anexo A, uma das desvantagens na utilizacao do al-
goritmo EM é a nao obtencao simultanea da matriz de covariancias das es-
timativas dos parametros. Vejamos pois qual a metodologia adequada para
esta situacgao.

Alguns dos resultados aqui indicados também se encontram no capitulo
4. No entanto, optamos por repeti-los para nao quebrar a sequéncia do
raciocinio.

Comecamos por notar que a matriz de informacao observada, I (9, 0),
determina-se da forma que se segue (McLachlan e Krishnan, 1997, p.111),

~ A ~

1(8,0) =1c(0;0) — 7,,(6; 0),

onde O representa o vector de parametros, Zc(é; O) a matriz de infor-
macao esperada para os dados completos, condicional aos dados observados
e Im(é; O) representa a matriz de informagao dos dados omissos, condicional
aos dados observados.

C.3.1 O modelo

O modelo de cura baseado na distribuicao log-logistica, escrito a custa da
funcao de sobrevivéncia, é da forma

14+ (1 —qg)At®
S(t) = 1(+Atc2 :

onde ¢, o e X\ sdo os parametros da distribuicao. Assim, considerando a
amostra tq, ..., t,, o logaritmo da funcao de verosimilhanca completa é
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log Le = (n—m)logq+mlog(l —q) + > yilogq —log(1 — q)]+

i=1

n

(n—m)(loga +1log\) + > [(a—1)logt; — 2log(1 + At&)]—

i=m-+1
> yilog(1 + Atf),
i=1
tendo em conta que y; = 1 sempre que t; é observado, ou seja, quando

1 = m+1,...,n. Entao, trabalhando com os dados completos e definindo
0 = (q,a, \), o vector score é

3

nem 12 log t; oN % logt;
Sc(Y;0) = a T > 1[logt —2A 1+,\gta J—A ;?/1 1+)\gt?

m

t

=2 Z 1+Ata ZlyilJr)\t?
1=

i=m+1

Relativamente as derivadas de segunda ordem, temos

0?log L¢ n—m m <1 ) -
——==C = + +
dq® [ ¢ (-9 \¢& (1-9) Z

62 10g LC . 62 log LC . 62 log LC . 62 log LC

— — _ —0
dq0a Dadq OqoN ONIq ’
0?log L¢ ¢ (logt:)* L t%(logt;)?
Z o0 +2) +A Li\J08 )
a2 [ Z (VR ; e |

02 log L¢ n—m = {2« - 12
Y 9% 0 _ _9 i i
N2 22 2 (1+ Mo )2 Zly FESYER

i=m 1=
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log-logistica

0?log L¢ :8210ch _ s i t%log t; i t¢logt;
A0 Do T+ Mo 1+ M)

i=m+1 =1

Obtivemos assim a matriz

[ 9%logLc T
Plolo 0
. _ 9% log L 9% log L
[c(6;0) = | 0 — BT T han
0 . 8% log L¢ . 8% log L¢
L lopYolel o2

No entanto, para as observacoes censuradas, nao conhecemos y;, de modo
que substituimos por

_ _ q
= B(Y10) = 1+ (1— gt

Por conseguinte, como a matriz de informagao esperada para os dados
completos, condicional aos dados observados, é dada por

Zc(6;0) = Eg[10(0; 0)|0),

temos
[ 9%logLg T
o 0 0
2 2
TA(0: — __0%logLly  O%logLco
c(6;0) 0 902 Dadx ’
0 _0%logLy _ 9%logLc
B o N2

onde o indice E em Lg indica que se substituiu em Lg y; por 7;, no caso das
observacoes censuradas.

Vejamos agora o célculo de Z,,(0; O) através da férmula
T (0; 0) = cove{Sc(Y;0)|0}.
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O primeiro elemento da diagonal de Z,,(8; O) é dado por

Zn11(0;0) = Val"g{ {";m — 1ﬂ_q + (% + 1%11) Z }/i:| |(9}

=1
= (l + %q)Q ;Ti(l — TZ)
_ q(1—g+(1—g)At)
= (3 +15) E—(1+1 N

Quanto ao segundo elemento, temos

n

Tni22(6;0) = Val“e{ ["am + > [logt; — 2)\%}3;"] )\ E thiiiii'} |(9}

i=m+1

It logt;
= A2 z:l( i+)§g )2varg{Y;|O}

1=

— 22 i ( t logt; )2 q(1—g+(1-g)At3)
JEDYE (I (1—g)xt2)2

1=

O terceiro elemento é

Im;gg(e;O) = Val'g{ |:— -2 Z 1+)\t0‘ 21}/1%} |O}

i=m-+1

NNt vog(l—gt(1-@)At?)
- Z§<1+Ata> (I+(1—grt)2 -

Relativamente aos restantes elementos da matriz, comecamos por notar que,
sendo X; variaveis aleatoérias i.i.d., a e b; constantes, entao

cov(a Z Xi, Z b;X;)=a Z byvar(X;)
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Assim, temos

Tini12(0;0) = COVB{ [";m — =+ (% + %) E Yi,

1— —
q g/ &
z tlogt ot logt
n—m C i : .
a T Zﬂ[logti -2\ Trae J=A _Zlyi T } |O}
=m 1=

m m o Jogt;
= cove{ [(4+ 75) X Vi A L v 0]

o logt;
= A ) 3 (1)

—-q

) U t& logt; q(1—q+(1—q)AtY)

_ 1 1
- _)‘<E+1_ MY (1+H(1—g)At2)?

i3

= Im;21 (0, O),

Lin13(6; 0) = COVB{ [";m -Gt Y

Jie}

n m

n—-m __ iy -t

T2 2 w2 Yithwe
i=m+1 i=1

)E t&  q(1—q+(1—q)At$)
q/ “ 11+)\t? (I4+(1—g)xt$)?
1=

= Im;gl (0, O),
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nem - o log t; It logt;
Im;23(9; (9) = COV@{[ p +i_§+1[10g’5 2) 1+A§a] Ai_Ele‘ 1+>\i?’

_ ot a(1—g+(1—g)At2)
= —A Zl( ) (logt) (T (1—g)At2)?

Estamos agora em condicoes de passar ao calculo de [ (é O), bastando
para tal subtrair membro a membro os elementos das matrizes ZC(O O) e
T,(0; ©). Apés algumas simplificacdes, os elementos da matriz 1(8, O) sao

.  onem m L a(2—q+2(1-q)M\tg)
1:(0,0) = 2 Ta—gr ~ ; (A+(1—gxte)> — (1- Q)2 Z (1+(1=g)ref)? 7
. - n N2 m O\ 2 (1-(—g)a2e2 )ty
I 0’ O) = n-m ( logtla) o + A ( logtza) ( i i ’
22( ) o2 ) EDYZ: i T4 2:21 142t (H(kq)kt?)2
b= 52 8 (o) -0 o) sy
330, V) = o TN — 4 —~ 1+At°‘ (1+(—gq)reg)

I2(0,0) = -3 (12 tos 1) (o O-)vg) _ 1,1(6,0),

10 & (14n0) (14 (1-g)ree )

- L& t2(1—g+(1—gtg) -
13(6,0) = 1= q;(1+AtQ)(1+(1—q)At?)2 = 121(6,0),
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log-logistica

B o . Mg (1 +(1-g)Ae2)
123(0, O) = —q ; (1+)\t‘-¥)2 TH(1—q) M 1+ 14+(1—g) At +

2 i~ [,(8,0).

i (1)

Obtivemos, deste modo, a matriz de informagao observada. O passo

seguinte consiste em substituir cada um dos t;, ¢, a e A pelo respectivo valor.
Assim, temos

[ 154.582 25.749 50.359

1(6:0) = | 25.749 21556 23.174

| 50.359  23.174 213.641 |

e a matriz inversa é

0.00826 —0.00880 —0.00099 ]

I716;0) = | —0.00880 0.06189 —0.00464

| —0.00099 —0.00464  0.00542 |

Por fim, concluimos que o desvio padrao de ¢ ¢ 0.09087, o de & ¢ 0.24877
eode A é0.07361.

221



Anexo C. Anexos do capitulo 4

C.4 Funcoes hazard do modelo de cura basea-
do na distribuicao de Chen

Na Anélise de Sobrevivéncia, a funcdo hazard, a par da funcao de so-
brevivéncia, desempenha um papel fundamental. O conhecimento das
caracteristicas desta funcao nas mais variadas distribuigoes permite, numa
primeira abordagem, optar por um determinado modelo para ajustar aos da-
dos em estudo. Por esta razao, apresentam-se aqui algumas funcoes hazard
deste novo modelo.

Figura C.6: Fungoes hazard do modelo de cura baseado na distribuicao
de Chen, com ¢ = 0.7, A =2 e 8 a variar entre 0.4 e 1.4.
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C4. Fungoes hazard do modelo de cura baseado na distribuicao de Chen

Figura C.7: Funcoes hazard do modelo de cura baseado na distribuicao
de Chen, com ¢ = 0.7, 8 = 1.2 e A a variar entre 0.5 e 2.
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Figura C.8: Funcoes hazard do modelo de cura baseado na distribuicao
de Chen, com A = 2, 8 = 1.2 e g a variar entre 0.2 e 0.8.
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C.5 Estimacao no modelo de cura baseado na
distribuicao de Chen

Os dados que usamos, sao os mesmos que os usados no ajustamento com
o modelo de cura baseado na distribuicao log-logistica. Desta vez optdmos
apenas pelo algoritmo EM, uma vez que ja constatamos que as variagoes no
algoritmo alteram o ntimero de iteracoes mas nao os valores das estimativas.
A estimativa inicial do parametro ¢ é a mesma do caso anterior, ou seja, ¢(© =
0.46786. Relativamente as estimativas iniciais dos restantes 2 parametros,
vejamos qual foi o procedimento.
Temos

$(0.03) =  0.53214 + 0.46786 exp[A(1 — exp(0.03))]

=
S(4.178) = 0.53214 + 0.46786 exp[A(1 — exp(4.1787))]
exp[A(1 — exp(0.03%))] =  (0.98 — 0.53214)/(0.46786)
exp[\(1 — exp(4.178°))] = (0.72 — 0.53214) /(0.46786)
Se g =1,
exp[A(1 — exp(0.03))] = —0.04369 A= 1.4346
=
exp[A(1 — exp(4.178))] = —0.91247 A= 0.01421
Se 8 =0.5,
exp[A(1 — exp(0.0399))] =  —0.04369 A= 0.23103
=
exp[A(1 — exp(4.178%%))] = —0.91247 A= 0.13576

Entdo, 8 = 0.5 e A? = (0.23103 + 0.13576)/2 = 0.183395. Também
experimentamos iniciar o algoritmo com outros valores (préximos) de f e
o resultado foi de que nao houve alteragoes significativas nos valores das
estimativas obtidas.
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C.5.1 Algoritmo EM

Cada iteracao ¢ actualizada a custa dos valores da iteragao anterior.

Para estimar ¢:

emqc < — function(tac, lambda, beta, q)

{

q < — (1/50) % (22 + gxsum(exp(lambda x (1 — exp(tac"beta)))/((1 — q) +
q * exp(lm(nl))da % (1 — exp(tac” beta))))))

return(q

}

emqc(tac, 0.183395, 0.5, 0.467857523)
[1] 0.4491461

Para estimar lambda:

emlc < — function(tao, tac, lambda, beta, q)

{

lambda < — 22/(gxsum(((exp(lambda* (1 —exp(tac”beta))))/(1—q+q*
exp(lambdax(1—exp(tac beta)))))*(exp(tac beta)—1))+sum(exp(tao”beta)—

1))

return(lambda)

}

emlc(tao, tac,0.183395, 0.5, 0.467857523)
1] 0.07597151

Para estimar beta:

emb < — function(tao, tac, lambda, beta, q, n)

{

for (i in 1: n)

{

verosal < — lambda x gxsum(((exp(lambda * (1 — exp(tac” beta))))/(1 —
q + q * exp(lambda * (1 — exp(tac " beta))))) = (1 — exp(tac ~ beta))) +
22 * log(lambda * beta) + (beta — 1)xsum(log(tao))+sum(tao ~ beta) —
lambdaxsum(1 — exp(tao” beta))
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dlbeta < — —lambdaxgxsum(((exp(lambdax(1—exp(tac beta))))/(1—q+
gxexp(lambdax(1—exp(tac beta)))))*(log(tac))*(tac beta)*xexp(tac beta))+
22 /beta+sum((log(tao)) * (1 + tao " beta)) — lambdaxsum((log(tao)) x*
(tao” beta) * exp(tao” beta))

d2beta < — — (lambda* gxsum(((exp(lambda* (1 —exp(tac”beta))))/(1—
q + q * exp(lambda * (1 — exp(tac " beta))))) * ((log(tac)) " 2) * (tac " beta) *
exp(tac”beta)*(1+tac"beta))+22/(beta"2)—sum(((log(tao)) 2)xtao” beta)+
lambdaxsum(((log(tao)) " 2) * (tao " beta) * exp(tao” beta) * (1 + tao " beta)))

beta < — beta—dlbeta/d2beta

verosaF < — lambda x gxsum(((exp(lambda * (1 — exp(tac” beta))))/(1 —
q + q * exp(lambda * (1 — exp(tac " beta))))) = (1 — exp(tac ~ beta))) +
22 x log(lambda * beta) + (beta — 1)xsum(log(tao))+sum(tao "~ beta) —
lambdaxsum(1 — exp(tao” beta))

Difa < — — 2xverosalF+2xverosal

# Critério de paragem

if(Difa<= 0.00001&Difa>= —0.00001) return(beta)

}

# Para saber quando ainda nao hé convergéencia

return(-2)

}

emb(tao, tac,0.183395, 0.5,0.467857523, 5)
1] -2

ema(tao, tac, 0.183395, 0.5, 0.467857523, 20)
1] 1.335504

As 3 fungoes anteriores sao usadas no algoritmo final, que envolve todas
as iteracoes até a convergéncia.

emchen < — function(tao, tac, lambda, beta, q, n)

{

for (i in 1:n)

{

verostl < — 28 x log(1 — q) + 22 x log(q) + (log(q) — log(1l — q)) *
gxsum((exp(lambda * (1 — exp(tac beta))))/(1 — q + q * exp(lambda * (1 —
exp(tac beta))))) + lambda x gxsum(((exp(lambda * (1 — exp(tac beta)))) /(1 —
q+qxexp(lambdax(1—exp(tac beta)))))*(1—exp(tac beta)))+22+log(lambdax
beta)+ (beta—1)xsum(log(tao))+sum(tao beta)+lambdaxsum(exp(tac beta))
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ql < — emqc(tac, lambda, beta, q)

lambdal < — emlc(tao, tac, lambda, beta, q,n)

betal < — emb(tao, tac, lambda, beta, q,n)

qg <—ql

lambda < — lambdal

beta < — betal

final < — ¢(4, q1, lambdal, betal)

verostF < — 28 x log(1l — q) + 22 * log(q) + (log(q) — log(1 — q)) *
gxsum((exp(lambda * (1 — exp(tac beta))))/(1 — q + q * exp(lambda * (1 —
exp(tac beta))))) + lambda x gxsum(((exp (lambda * (1 — exp(tac beta)))) /(1 —
q+qxexp(lambdax(1—exp(tac beta)))))*(1—exp(tacbeta)))+22+log(lambdax
beta)+ (beta—1)xsum(log(tao))+sum(tao beta)+lambdaxsum(exp(tac beta))

Dif < — — 2xverostF+2xverostl

if(Dif<= 0.00001&Dif>= —0.00001) return(final)

}

return(-3)

}

emchen(tao, tac,0.183395, 0.5, 0.467857523, 60)
[1] 51 0.4706010  0.1250839  0.4210026
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de Chen
C.6 Procedimento para a obtencao da
variancia das estimativas no modelo de

cura baseado na distribuicao de Chen

C.6.1 O modelo

O modelo de cura baseado na distribuicao de Chen, escrito a custa da funcao
de sobrevivéncia, é da forma

S(t) =1 —q+ qexp[A(1 — exp(t”))],

onde ¢, A\ e [ sao os parametros da distribuicdo. Assim, considerando a
amostra ty, ..., t,, o logaritmo da funcao de verosimilhanca completa é

log Lc = (n—m)logq+mlog(l —q) + > yiflogq —log(1 — q)]+
=1

n

(n—m)(logA+1logB) + > [(B—1)logt; + 7]+

i=m+1

n

A Y (T—exp(t)) + A w1 —exp(t))),
i=m+1 i=1
tendo em conta que y; = 1 sempre que t; é observado, ou seja, quando
1 = m+1,...,n. Entao, trabalhando com os dados completos e definindo
0 = (q,a, ), o vector score, Sc(Y;0), é

n—m m 1 1 -
iRt =PI

n

S w1 - exp(t)) + 3 (1 —exp(t))

i=m-+1

nm — A yilog t)t] exp(t)) + >0 (logts)[1+ 1 — At} exp(t])]
=1 i=m-+1

Quanto as derivadas parciais de segunda ordem, temos
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0?log L¢ n—m m ( 1 1 ) -
= - - tl—= Tt Yi,
dq? ¢ (1—q)? ¢ (1—q)? 2

62 10g LC . 62 log LC . 62 log LC . 62 log LC
0¢0B —  0B0q  0gON  ONdq

0 log L m —m
T“’C _ )\Z:lyi(logti)%iﬁ exp(]) (1 +1]) + 23

=0,

n

> (logtit] (1= Aexp(t))(1+1)) |,

i=m-+1

OlogLe  n—m

N A2
82 10g LC 82 10g LC n B B
VT 3B [Zy og t;)t; exp(t; )+i;ﬂ(og )t; exp(t!)
Obtivemos assim a matriz
02 log Lo 0 O 7
0q?
. o 8%log L 92 log L
IC(H,(’)) =10 - af? < - aﬁgxc
0 _9%logLe _ 9%log Lo
| NP a2

No entanto, para as observagoes censuradas, nao conhecemos y;, de modo
que substituimos por

qexp[M(1 — exp(t}))]

= B0 = T e — exp())]

Por conseguinte, como a matriz de informagao esperada para os dados
completos, condicional aos dados observados, é dada por
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de Chen

temos

Zc(6;0)

Zc(6;0) = Eo[1c(0; 0)|0),

B _ 82 log LE 7
Lleele 0
0 _82 log L _82 log Lo
ON2 OBOX ?
0 _82 logLE _82 10gLC
| NP 52

onde o indice E em Lg indica que se substituiu em L¢ y; por 7;, no caso das

observagoes censuradas.

Vejamos agora o calculo de Z,,(0; O) através da férmula

m(0;0) = cove{Sc(Y;0)|0}.

O primeiro elemento da diagonal de Z,,(6; Q) é dado por

Zm;ll (0, O) =

Vare{ {n;m - (% + flq) > YZ} |(9}

G g hanel (£3) 10)

m

G+ )" Ll =)
1 <= exp[A(1—exp(t)))]

9(1-0) = [1—g+gexpA(1—exp(t?))]]”

Quanto ao segundo elemento, temos
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m

Ln22(0;0) = Val"g{ l”/\m + 3 V(1 — exp(t?) + Z (1-— eXp(tﬁ):| |(9}

i=1 i=m-+1

= SO(1 — exp(t))varg {¥;| 0}

i=1

(1—exp(t?))? exp[A(1—exp(t?))]
— 1 — o=
4 Q); [1—a+aepn(1—exp())]

O terceiro elemento é

T(0:0) = varg{ [252 — A S yiogt )t exp(t))+

n

> (logt)[1+1] = X/ exp(t])]] |0}

i=m-+1

m lo t; tﬁex t’B 2
= d1-gX % |t | explA(L — exp(t])].

Relativamente aos restantes elementos da matriz, obtemos

Lin2(0;0) = cove{ ["‘m — =+ (% + =) > Y

N expA(1—exp(t))] (1—exp(t)))
q; [1-g+gexpA(1—exp(t)))]]”

= Im;21 (07 O)u
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de Chen

Tuns(0:0) = coved [25 — 2+ (3 + 1) L Yi - Azyzaogt) exp(t])+

=

_ Z (log t:)t] exp(t) exp[A(1—exp(t)))]
[1-g+aexpA(1—exp(t]))]]”

- Zm;?)l (0, O)a

n

Zm;23(0; O) = COV@{ |:n;\m + Z Y;(l _ exp(tf) + Z (1 _ eXp(tf), n—ﬁm_

=1 i=m+1

A S wlogt) exp(t)) + > (ogt)[L+ 1] = M exp(t])]] [0}

i=m-+1

= A (1 —exp(t)) (log 1)t exp(tvarg (V)

i=1

m B
= —\o(1l— 1 — 1 t. tﬂ exp[A(1—exp(t;))]
Q< Q) Z:ZI( eXp( ))( 08 ) eXp( i ) [lqurqexp[)\(lfexp(tf))]F

= Im;32 (07 O)7

Estamos agora em condigoes de passar ao calculo de [ (é, O). Apos algu-
mas simplificagoes, os elementos da matriz (6, Q) sao

7 _ n-m 1 -2 exp[A(1—exp(t)))]
In(0,0) = “F* + 7 9)? E L—g+qexp[A(1—exp(t])]

1 i exp[A(L—exp(t]))]
91-0) = [1-g+qexplA(1-exp(t)))]]

2y
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o m 5) 5
I5(0,0) = 5= 1— (1—exp(t;))* expA(1—exp(t; Dl
22( ) ( Q) z:zzl [1 g+qexp[A(1— exp(tﬁ))}]2

I53(0,0) = 2+ S (log )27 A(1 + £7) — 1]+

i=m-+1
(log t;)?t] exp(t]) exp[A(1—exp(t;))] [ B A(1—q)t] exp(t)) ]
qAZ 1—g+qexp[A(1—exp(t]))] L+4 1—g-+gexp[A(1—exp(t]))] | ’

N L —exX B —exX B
[12<0’ O) = —q Z exp[A(1—exp(t;))](1—exp(t;)) _ (0 O)

=1 [1-ataexpr(1—exp(t))]]”

~

m B B B
I 0’ O)= )\ (log t;)t; exp(t;)) exp[A(1— exp(t ))} 0 O
13(9, ) ;1 [1—q-+g explA(1—exp(tf)]]” [:(0.0),

~

U s
I,3(0,0) = M\(1— 1— log t; 1Fy —expAlzexp(t/ )]
%(6,0) = Aq(l—q) (1 - exp(t; /) (logt;)t; X ) G et

~.

= [32(97 O)

Obtivemos, assim, a matriz de informacao observada. Substituindo cada
um dos t;, q, B e A pelo respectivo valor, temos

132.01820 26.65537 48.01669
[(9;(’)): 26.65537  1189.57600 —217.81930

48.01669 —217.81930 1130.53100
e a matriz inversa é

0.00776  —0.00024 —0.00038
~1(0;0) = | —0.00024  0.00088 0.00018
—0.00038 0.00018  0.00094

Por fim, concluimos que o desvio padrao de ¢ é 0.08809, o de A 6 0.02965
eode 8 é0.03058.
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Estimacao no modelo cura com
censura parcialmente
informativa

Os dados que usdmos, podem ser encontrados em Andersen et al. (1993, p.
709-714).

Tempos de vida:

tempo < —c(10,30,35,99,185,204,210,232,232,279,295,355,386,426,469,

493, 529,621,629,659,667,718,752,779,793,817,826,833,858,869,872,967,977,982,
1041,1055,1062,1075,1156,1228,1252,1271,1312,1427,1435,1499,1506,1508,1510,
1512,1516,1525,1542,1548,1557,1560,1563,1584,1605,1621,1627,1634,1641,1641,
1648,1652,1654,1654,1667,1678,1685,1690,1710,1710,1726,1745,1762,1779,1787,
1787,1793,1804,1812,1836,1839,1839,1854,1856,1860,1864,1899,1914,1919,1920,
1927,1933,1942,1955,1956,1958,1963,1970,2005,2007,2011,2024,2028,2038,2056,
2059,2061,2062,2075,2085,2102,2103,2104,2108,2112,2150,2156,2165,2209,2227,
2227,2256,2264,2339,2361,2387,2388,2403,2426,2426,2431,2460,2467,2492,2493,
2521,2542,2559,2565,2570,2660,2666,2676,2738,2782,2787,2984,3032,3040,3042,
3067,3079,3101,3144,3152,3154,3180,3182,3185,3199,3228,3229,3278,3297,3328,
3330,3338,3383,3384,3385,3388,3402,3441,3458,3459,3459,3476,3523,3667,3695,
3695,3776,3776,3830,3856,3872,3909,3968,4001,4103,4119,4124,4207,4310,4390,
4479,4492,4668,4688,4926,5565)
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Indicadores de censura (1-tempo observado; O-tempo censurado):

delta < —¢(0,0,0,0,1,1,1,0,1,1,1,0,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,0,1,0,0,0,1,0,0,1,0,1,0,1,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,1,0,0,1,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,0,0,0,1,0,1,0,
0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)

Tempos de vida observados (57) +
Tempos de vida censurados informativamente (14):

taoi < —c(10,30,99,185,204,210,232,232,279,295,355,386,426,469,493,529,
621,629,659,667,718,752,779,793,817,826,833,858,869,872,967,077,982, 1041,
1055,1062,1075,1156,1228,1252,1271,1312,1427,1435,1506,1516,1525,1548,
1560,1584,1621,1667,1690,1726,1860,1933,2061,2062,2085,2103,2108,2256,
2388,2467,2565,2782,3042,3154,3182,3338,3458)

Admitamos que a distribuicdo do tempo de vida é a distribuicao de
Gompertz modificada.

O algoritmo de N-R para determinar uma estimativa para A é:

NRI2 < — function(tempo, taoi, lambda, alpha, beta, n)

{

for (i in 1:n)

{

verosal < — 14xlog(beta) + 71 *log(alpha) + lambdaxsum(taoi) 4 (beta +
1) % (alpha/lambda)*sum(1 — exp(lambda * tempo))

beta < — (=14 % lambda) /(alphaxsum(1 — exp(lambda * tempo)))

alpha < — (=71 % lambda)/((beta + 1)*sum(1 — exp(lambda * tempo)))

dllambda <  — sum(taoi) — (beta + 1) * (alpha/lambda) x*
((1/lambda)*sum(1l — exp(lambda * tempo))+sum(tempo * exp(lambda *
tempo)))

d2lambda < — — (beta + 1) * (alpha/lambda)*sum((tempo = 2) x*
exp(lambda * tempo)) + (beta + 1) = (2 = alpha/(lambda ~ 2)) *
((1/lambda)*sum(1 — exp(lambda * tempo))+sum(tempo * exp(lambda *

tempo)))
lambda < — lambda—dllambda/d2lambda
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verosaF < — 14xlog(beta) + 71 xlog(alpha) + lambdaxsum(taoi) + (beta+
1) % (alpha/lambda)*sum(1 — exp(lambda * tempo))

Difa < — -2*verosaF+2*verosal

vector < — c(lambda, alpha, beta,Difa)

if(Difa <= 0.00001 & Difa >= -0.00001) return(vector)

}

return(-1)# Critério de paragem

}

Para iniciar o algoritmo, precisamos de valores iniciais para os parametros.
Relativamente a 3, temos 5(°) = 14/57 = 0.2456140, uma vez que existem 14
observagoes censuradas informativamente e 57 tempos de vida observados.

Quanto aos valores iniciais para os parametros da distribuicao de
Gompertz modificada, comecamos por notar que, recorrendo a aproximacao
1+ x = exp(x), "obtemos” uma distribuigdo exponencial de parametro a.
Entdo, a®) =sum(delta)/sum(tempo) = 0.0001292154.

Através da estimativa de Kaplan-Meier da funcao de sobrevivéncia, es-
timamos S(co) = 0.644875856126596. Por outro lado, como estamos a
admitir a distribuicao de Gompertz modificada para o tempo de vida, entao
S(00) = exp(a/X). Assim, A(© = 0.0001292154/ log(0.644875856126596) =
—0.0002945433.

Com os valores iniciais anteriores, temos o resultado ao fim de 15 ite-
raccoes.

NRI2(tempo, taoi, —0.0002945433, 0.0001292154, 0.2456140, 15)
[1] -1.026668e-04  1.479660e-04  2.455418e-01  -6.220556e-06

Agora, falta-nos actualizar a estimativa do parametro «,

alphaF < — (=71 * (~0.0001026668))/((2.455418¢ — 01 + 1)ssum(1 —
exp((—0.0001026668) * tempo)))

alphaF
[1] 0.0001479468

bem como a estimativa do parametro [,
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betaF < — (=14 % (—0.0001026668))/(0.0001479468*sum(1 —
exp((—0.0001026668) * tempo)))

betaF

[1] 0.2455999
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Anexo E

Estimacao no modelo de cura
com fragilidade

Os dados que usamos, provenientes de Maller e Zhou (1996, p. 82), s@o os
que se seguem.

Tempos de vida:

tgl < — ¢(0.0301,0.0384,0.0630,0.0849,0.0877,0.0959,0.1397,0.1616,0.1699,
0.2137,0.2137,0.2164,0.2384,0.2712,0.2740,0.3863,0.4384,0.4548,0.5918,0.6000,
0.6438,0.6849,0.7397,0.8575,0.9096,0.9644,1.0082,1.2822.1.3452,1.4000,1.5260,
1.7205,1.9890,2.2438,2.5068,2.6466,3.0384,3.1726,3.4411,4.4219,4.4356,4.5863,
4.6904,4.7808,4.9863,5.000)

Indicadores de censura (1-tempo observado; 0-tempo censurado):

delt] < — ¢(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,
0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0)

Para obter a estimativa inicial da proporg¢ao de susceptiveis (1 —p = q):

Sallol < — Surv(tgl,delt1)
fallol < — survfit(Sallo171)
edit(fallol)

fallo1(3.4411)=0.263377926421405, donde a estimativa inicial para a pro-
porcao de susceptiveis é 1-0.263377926421405 = 0.736622=¢".

239



Anexo E.Estimacao no modelo de cura com fragilidade

Quanto ao valor inicial do parametro da distribuicao exponencial, pre-
cisdmos de mais alguns calculos. Consideramos o modelo sem fragilidade, a
semelhanca do que ja tinhamos feito no caso do modelo multiplicativo com
fragilidade. Assim, obtivemos:

survreg(Sallo1™1,dist="exponential”)

Call: survreg(formula = Sallo171, dist = ”exponential”)
Coefficients:

(Intercept)

0.7490045

Scale fixed at 1

Note-se que lambda = exp(-Intercept), donde lambda® = 0.472837.

No que se segue, optamos por dividir os dados iniciais em dois grupos,
visto que as expressoes dos estimadores usadas no algoritmo a desenvolver in-
cluem somas que envolvem separadamente os dados censurados (i = 1, ...,m)
e os dados observados (i = m + 1,...,n). Assim, os dados observados sao

tlo < — ¢(0.0301,0.0384,0.0630,0.0849,0.0877,0.0959,0.1397,0.1616,0.1699,
0.2137,0.2137,0.2164,0.2384,0.2712,0.2740,0.3863,0.4384,0.4548,0.5918,0.6000,
0.6438,0.6849,0.7397,0.8575,0.9096,0.9644,1.0082,1.2822,1.3452,1.4000,1.5260,
2.2438,3.4411)

e os dados censurados sao

tle < — ¢(1.7205,1.9890,2.5068,2.6466,3.0384,3.1726,4.4219,4.4356,4.5863,
4.6904,4.7808,4.9863,5.000)

E.1 Algoritmo EM

Cada iteracao é actualizada a custa dos valores da iteragao anterior.

O algoritmo para ¢:

emfqn < — function(tlc, lambda, theta, q,n)

{

for (iin 1:n)
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{

¢ < — theta + lambda * t1c

taui < — (gxexp(—2x* (thetaxc)"(1/2)+2x*theta))/(1 —q+ q*exp(—2*
(theta x ¢)” (1/2) + 2 * theta))

verosl < — sum(taui *log(q/(1 — q))) — 13 xlog(q/(1 — q)) + 46 = log(q)

q < — (1/46) * (sum(taui) + 33)

verosF < — sum(taui * log(q/(1 — q))) — 13 xlog(q/(1 — q)) + 46 = log(q)

Dif < — — 2xverosF+2xverosl

print(q)

if(Dif<= 0.00001&Dif>= —0.00001) return(q)

}

return(-1)

}

emfqn(tle, 0.472837, 1,0.736622, 50)
1] 0.8403248

[1] 0.9708967
Ao fim de 41 iteragoes temos convergéncia.

O algoritmo para lambda e theta:

emfltn < — function(tlo, t1c, lambda, theta, q,n)

{

for (i in 1:n)

{

¢ < — theta + lambda * t1c

o < — theta + lambda * t1lo

taui < — (gxexp(—2x* (thetaxc) (1/2)+2x*theta))/(1 —q+ q*exp(—2*
(theta x c)” (1/2) 4+ 2 % theta))

verosl < — sum(tauix((—(1/4)«log(theta))—((1/2)*log(pi))+(2xtheta)—
14 ((3/4) xlog(c)) + ((3/4) * (thetaxc)” (—1/2)) — (theta* (theta/c)" (1/2)
((thetaxc)"(1/2)) — ((1+ (thetaxc) (1/2))/(c)))) + 33 ((1/4) xlog(theta
(1/2) xlog(pi) 4 2 * theta + log(lambda) — 1)+sum(((1/4) xlog(o)) — ((1/4) =
(theta x0)" (—=1/2)) — (theta * (o/theta)” (1/2)) — (theta x 0) " (1/2))

lambda < — 33/(sum(taui * ((theta/c)” (1/2)) x t1c)+sum(((1 + (theta *

0)"(1/2))/(0)) * t10))

)_
)_
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theta < — (sum(taui) + 33)/(2 * (sum(taui * ((theta/c) " (1/2) + ((1 +
(theta * ¢) " (1/2))/theta) — 2))+sum(((1 + (theta * 0) " (1/2))/(0)) + (1 +
(lambda/theta) x t1o) " (1/2)) — 2 % 33))

verosF < — sum(taui * log(q/(1 — q))) — 13 * log(q/(1 — q)) + 46 =
log(q)+sum(taui* ((—(1/4) xlog(theta)) — ((1/2) xlog(pi)) + (2 * theta) — 1+
((3/4) xlog(c)) + ((3/4) = (theta * ¢) " (—1/2)) — (theta * (theta/c)" (1/2)) —
((thetaxc)"(1/2)) — ((1+ (thetaxc)"(1/2))/(c)))) 4+ 33 ((1/4) xlog(theta) —
(1/2) xlog(pi) 4 2 * theta + log(lambda) — 1)+sum(((1/4) xlog(o)) — ((1/4) =
(theta x 0) " (—1/2)) — (theta x (o/theta) " (1/2)) — (theta x o)~ (1/2))

Dif < — — 2xverosF+2xverosl

final < — ¢(i,lambdal, thetal Dif)

if(Dif<= 0.00001&Dif>= —0.00001) return(final)

}

return(-2)

}

emfltn(t1o, t1c,0.4728370, 1,0.9708967, 55)
(11 78  0.5606802  0.03277456  9.110584e-06

Ao fim de 78 iteragoes temos convergéncia.

Assim, lambda = 0.5606802, theta = 0.03277456 e ¢ = 0.9708967.
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