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Resumo

O objectivo desta tese € discutir o uso das distribui¢cdes hiperbdlicas gene-
ralizadas como modelo para os retornos logaritmicos de 4 activos do mercado
de capitais Portugués. Os activos em andlise sdo o indice Portugués PSI 20 e as 3
maiores empresas pertencentes ao PS120: PT, EDP e BCP. Os dados sao constitui-
dos pelos valores de fecho didrio durante mais de 8 anos. Utilizando o software
R procederemos a estimagao dos paradmetros das distribuicdes para ajustamento
aos dados empiricos. Para medir o grau de ajustamento das distribuicdes aos da-
dos empiricos usamos os graficos QQ-plots e 4 distancias: Kolmogorov-Smirnov,
Kuiper, Anderson-Darling e Fajardo-Farias-Ornelas. Os resultados obtidos per-
mitem concluir que o melhor ajustamento € feito pela hiperbdlica generalizada e
em seguida a distribui¢do normal inversa gaussiana. Todas as distribui¢Ges desta
familia ajustam-se muito melhor que a distribuicdo normal. Por tltimo temos uma
aplicacdo ao cdlculo do preco de derivados financeiros, nomeadamente a férmula
de uma opc¢ao de compra Europeia no modelo discutido.

Palavras chave

Distribuigées hiperbdlicas generalizadas; Distribui¢des de caudas pesadas; Ana-
lise estatistica de precos de activos; Funcdo de verosimilhan¢ca maxima; Modelo
de Black-Scholes; Movimento generalizado hiperbdlico de Lévy; Transformada
de Esscher.



Abstract

The aim of this thesis is to discuss the use of the generalized hyperbolic dis-
tributions to model log-returns of 4 Portuguese assets. We analyse the Portuguese
index PSI 20 as well was the 3 biggest assets which compose the PSI 20: PT, EDP,
BCP. The data are daily close prices collected for more than 8 years. Using the R
software we estimate the parameters to fit distributions to the empirical data. We
measure the goodness-of-fit by QQ-plots graphics and 4 distances: Kolmogorov-
Smirnov, Kuiper, Anderson-Darling and Fajardo-Farias-Ornelas. The obtained
results allow to conclude that generalized hiperbolic performs a better fitting fol-
lowed by normal inverse gaussian; all of them perfoms better than normal distri-
bution. Finally, we apply this model to obtain option prices, namely European call
option, for the proposed model.

Keywords

Generalized hyperbolic distributions; Heavy tailed distributions; Statistical anal-
ysis of stock prices; Maximum likelihood estimation; Black-Scholes model; Gen-
eralized hyperbolic Lévy motion; Esscher transform.
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Capitulo 1

Introducao

O objectivo desta tese € modelar os retornos logaritmicos de activos do mercado
Portugués de capitais usando as distribui¢des hiperbdlicas generalizadas. O uso
das distribuicdes hiperbdlica generalizadas na matematica financeira foi introdu-
zido por Eberlein et al. [EK95]. Depois seguiram uma série de trabalhos nesta
area de onde se destacam as tese [Kel97], [Pra99] et [Rai00]. Dentro da mesma
linha de ideias estdo também os trabalhos de Fajardo et al. [FFO4], [FFO06] e
ainda [Jon04].

O conjunto de dados aqui analisado € constituido pelo indice PSI 20 principal
referéncia do mercado de capitais Portugués e 3 dos activos com maior capitali-
zacdo: PT, EDP e BCP. Foram recolhidos os valores de fecho didrio no periodo
compreendido entre Marco de 1996 e Fevereiro de 2006, ver Tabela 2.1 na pagina
4 para mais detalhes sobre os mesmos.

No Capitulo 2 estudamos os retornos logaritmicos dos activos considerados e
ajustamos a distribuicdo normal aos dados. A alteracdo de escala na recolha dos
dados (por exemplo semanais, mensais etc.) permitem concluir que existe uma
tendéncia para a distribui¢do gaussiana; este efeito € conhecido como agregacao
gaussiana. Finalmente na Sec¢do 2.4 concluimos que a distribui¢do normal ndo se
ajusta a conjunto de dados com assimetria e caudas pesadas.

No Capitulo 3 introduzimos as distribui¢des hiperbolicas generalizadas assim
como fazemos uma caracterizagao das suas propriedades por intermédio da vari-
acdo dos seus parametros, ver Sec¢do 3.3. Uma das caracteristicas mais notdveis
destas distribuicdes € a sua representacdo em termos da distribuicdo normal com
mistura variancia-média da distribui¢ao generalizada inversa gaussiana. Este facto
¢ relevante na medida em que permite concluir que as distribui¢des generalizadas
hiperbdlicas sao infinitamente divisiveis. Por um lado, porque temos a divisibi-



lidade infinita das distribuicoes generalizadas inversas gaussianas, ver Barndorff-
Nielsen et al. [BNH77], por outro porque podemos construir os processos de Lévy
associados a estas distribuicoes. O estudo das subclasses mais importantes € feito
na Seccdo 3.6: normal inversa gaussiana e hiperbdlica. Finalmente apresentamos
as distribui¢des limites e limites assimptdticos nas Secgdes 3.7 e 3.8. Fazemos
ainda uma referéncia a uma distribuicdo que nlo serd usada para ajustamento mas
que possui boas caracteristicas para esse fim, ver Sec¢ao 3.9.

O Capitulo 4 apresenta o cardcter mais prdtico da tese. A estimacdo dos pa-
rametros das distribui¢coes hiperbdlicas generalizadas € efectuada pelo método da
madxima verosimilhanca que se encontra disponivel no software R. Apds a estima-
¢do dos parametros procedeu-se aos testes de ajustamento usando os QQ-plots e as
distincias referenciadas na literatura: Kolmogorov-Smirnov, Kuiper, Anderson-
Darling e Fajardo-Farias-Ornelas. Os resultados obtidos levam-nos a concluir que
em primeiro lugar qualquer uma das distribui¢des usadas apresentam um melhor
ajustamento do que a distribuicdo normal. Dentro da familia das distribui¢Ges
hiperbdlicas generalizadas podemos destacar a hiperbdlica generalizada por apre-
sentar um melhor ajustamento aos dados empiricos.

No ultimo capitulo fazemos uma aplicagdo do modelo hiperbdlico generali-
zado ao cdlculo do preco de derivados. O problema principal reside no facto de
ndo existir uma medida martingala equivalente tnica, isto porque sendo o processo
generalizado hiperbdlico de Lévy puramente discontinuo estamos na presenga de
um mercado incompleto. A escolha mais comum na literatura é chamada trans-
formada de Esscher sendo que matematicamente € a mais simples. Finalmente
derivamos a formula para o preco de uma opcao Europeia neste modelo embora
que o seu cdlculo exige algum esfor¢o computacional.

Por fim, gostaria de sugerir alguns desenvolvimentos desta tese:

1. Estudar outros algoritmos de estimacao dos pardmetros das distribuicdes;

2. Aplicacoes ao célculo do “value at risk” (VaR) ou outras medidas de risco
para o modelo hiperbdlico generalizado;

3. Implementar a transformada rdpida de Fourier (FFT) para calcular o preco
de op¢oes.



Capitulo 2

Analise Estatistica dos Dados

2.1 Introducao

Neste capitulo iremos analisar o indice PSI 20, principal referéncia do mercado de
valores Portugués assim como as cotagGes das 3 maiores empresas em termos de
capitalizacdo pertencentes ao indice PSI 20. Recolhemos o valor de fecho didrio
entre os dias 19 de Marco de 1996 e 17 de Fevereiro de 2006 o que corresponde a
pouco menos de 10 anos.' Neste periodo de tempo temos 2485 observacdes did-
rias ao que correspondem 497 observacdes semanais € 124 observacdes mensais,
ver Tabela 2.1 para mais detalhes. O contéudo deste capitulo segue de perto as
ideias apresentadas em [Ben04, Capitulo 2].

A Figura 2.1 mostra-nos a evolu¢do dos 4 conjuntos de dados recolhidos. No
caso particular do indice PSI 20 temos uma subida muito segura e consistente a
partir de 1996, que se acentou em 1997 e culminou com um médximo que € atin-
gido em meados de Abril de 1998. A partir desse momento o mercado entra em
descida culminando com a "queda” de 1 de Outubro de 1998 em que encerra com
uma variagao de -9%. A partir desse dia recuperou num movimento ao qual € dado
o nome técnico de rebound até Janeiro de 1999, tendo entrado em quedas ligeiras
até ao final de Setembro desse ano. O indice comeca entdo uma subida fulgurante
até Marco de 2000 naquilo que ficou conhecido como a bolha das dot.coms atin-
gindo valores nunca mais alcancados pelo PSI 20 até aos dias de hoje. Apds esse
valor mdximo o indice entra em queda até Setembro de 2001 com os atentados
terroristas em Nova York. Existe uma recuperacdo do indice nos meses seguintes
para entdo entrar em queda até Setembro de 2002 e consolidar durante o ano de

'Dados cordialmente fornecidos por John-Patrik Gilgen LGT Bank (Schweiz) AG.



‘ Activo ‘ Inicio Fim ‘ Obs. didrias ‘ Obs. semanais ‘ Obs. mensais
PSI 20 | 19/03/1996 | 17/02/2006 2485 497 124
PT 02/06/1995 | 17/02/2006 2665 533 133
EDP | 17/06/1997 | 17/02/2006 2171 434 108
BCP | 02/01/1992 | 17/02/2006 3490 698 174

Tabela 2.1: Datas em que os dados foram recolhidos e o nimero de observagdes
diarias, semanais € mensais.

2003 a partir do qual entrou numa subida consistente que se tornou mais acentu-
ada no fim do ano de 2005 até principios de 2006. Os restantes graficos podem
ser lidos de forma andloga.

2.2 Retornos logaritmicos

Consideremos uma série de precos de um activo observados nos instantes f, #;, t2, ..

O preco destes activos serdo representadas por s(7) no instante #;. O retorno no ins-
tante ¢; do investimento num activo no instante #;,_; € dado por
s —s@-1)

}’(i):W i=1,..., N.

A luz do modelo de Black-Scholes é mais natural considerar o chamado retorno
logaritmico, que € o logaritmo do preco relativo variando no periodo de tempo em

questdo. O retorno logaritmico no instante #; de um investimento no instante #;,_;¢é
dado por

s(7)
s(i—1)

x(i) = ln( ) =In(s@) —In(sG—1)), i=1,..., N.

Se os precos ndo forem muito voldteis, a diferenga entre os retornos y(7) e os retor-
nos logaritmicos x(7) sdo irrelevantes. O retorno logaritmico de um activo € nor-
malmente referido como log-retorno designacdo que iremos adoptar de agora em
diante. Os precos observados serdo feitos em intervalos equidistantes, o que sig-
nifica que t;—t;,_; = At em que At é constante. Medindo o tempo em dias, significa
que consideramos o pre¢o de fecho dos activos todos os dias e ndo consideramos
fins de semana nem feriados. Ou seja consideramos apenas os dias de negociacdo
“trading days” em que o incremento de tempo At = 1. Muitas vezes o tempo ¢

4

., InN.
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Figura 2.1: Valores de fecho didrio do PSI 20, PT, EDP e BCP.
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medido em anos, mas os precos sdo na mesma considerados numa base didria.
Usando a convengdo de 252 dias de negociagdo num ano? temos Az = Flz e assim
os precos didrios s(i) sdo observados nos instantes #; = i=0,1,2,...252.
Em £,5, = 1, temos um ano completo de negociagao.

Contrariamente aos retornos y(i), os log-retornos x(i) sao aditivos no sentido
em que a soma de n log-retornos consecutivos € igual aos log-retornos correspon-
dentes aos log-retornos respeitantes ao periodo de tempo inteiro, ou seja

i
252°

si+n—-1)

x(i)+...+x(i+n—1):ln( i1

) =In(s@+n—-1)—In(sG - 1)). (2.1)

Vamos de seguida investigar algumas das propriedades estatisticas dos log-
retornos descritas pelo movimento Browniano geométrico. Em primeiro lugar
fazemos uma transformacgao logaritmica na expressao

S(f) = S(0)exp(ut + oB(t)), t >0

onde u representa a tendéncia do activo e o representa a volatilidade do activo.
Agora vejamos o incremento durante um periodo de tempo.

S .
X(t,) = 14%) = uAt + o(B(t) — B(t), i=1,2,....

Usando a definicdo de movimento Browniano, os incrementos B(#;) — B(t;_), i =
1, 2, ... sdo varidveis aleatdrias independentes com distribui¢do normal N(0, Ar).
Multiplicando cada incremento por o e adicionando puAf implica que X(#;) tenha
distribui¢cdo normal N(uAt, o?Af). Assim, no modelo de Black-Scholes a familia
{X(#), i e N} de v. a. é1i. i. d. com distribui¢do N(uAt, o>At).

Tendo N dados de log-retornos x(1), x(2), ...x(N), estimamos a média u e a
variancia o usando

N N

A_L . Ty o 1 N AN2
=5 D, 0-2_—(N—1)At;(x(l) i)

n=1

A Figura 2.3 mostra-nos os log-retornos dos activos considerados. O "Gaus-
sian Kernel smoother” € usado como um estimador ndo paramétrico das densida-
des. Na mesma figura incluimos a distribuicdes normal com parametros estima-
dos. Observamos que a distribui¢ao normal € mais larga no centro em comparagao
com a distribuicdo empirica. Isso reflecte-se numa probabilidade de cauda mais
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baixa do que a observada nos dados. Para dar énfase a diferenca, desenhamos a
mesma distribuicdo com uma escala logaritmica no eixo vertical, ver Figura 2.4.

A funcao densidade da distribuicdo normal € uma pardbola quando o grafico é
desenhado num eixo vertical logaritmico.

2
l (ln(27r0'2) + M)
2 o?

Na Figura 2.4 vemos que as caudas da distribui¢do empirica ndo sao bem ajus-
tadas pela distribui¢cdo normal. Este efeito pode também ser observado nos QQ-
plots das Figuras 2.10, 2.11, 2.12 e 2.13 para os diferentes activos. Os parametros
estimados encontram-se na Tabela 2.2.

Se trabalharmos com o tempo medido em dias, temos Az = 1 desde que use-
mos os precos s(i) observados diariamente. Se no entanto usarmos o tempo me-
dido em anos, At = 5 para observagdes didrias ¢ Ar = 35 para observagdes
semanais’. A escala do At altera significativamente a magnitude do u e do 0. Por
exemplo para o indice PSI 20 medindo o tempo em dias e observando os precos
diariamente obtemos 4 = 0,000311 e o2 = 0,010829%. Multiplicando estes nu-
meros por 252, os correspondentes parametros estimados para valores didrios sao
fa=0,078363 ¢ o2 = 0, 1733032, Quando o tempo € medido em anos, € comum
apresentar os valores estimados u e o em percentagem tendo por unidade de me-
dida um ano. Entdo os nossos dados didrios ddo um log-retorno anual de 7, 8%
com volatilidade 17, 3%. Estes valores foram calculados com recurso ao software
R e usando duas fun¢des mean() e sd() respectivamente para a média e o desvio
padrdo, ver Apéndice A para mais detalhes. Na proxima sec¢do vamos investigar
os efeitos das alteragdes de escala na distribui¢do dos dados.

2.3 Alteracoes de escala

Como se comportarao a distribuicdo dos log-retornos quando os precos dos ac-
tivos sdo apresentados para diferentes intervalos de tempo: didrios, semanais ou
mensais. A partir da propriedade aditiva, referida em (2.1), os log-retornos se-
manais, mensais podem ser derivados dos log-retornos didrios. Usando 5 dias de

2Este niimero € usado por convengio, na prética cada ano varia em mais ou menos dias
3Por convengio considera-se 52 semanas de negociagdo num ano.
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Didrio Semanal Mensal
ji & R R
PSI 20 || 0,000311 | 0,000119 | 0,001555 | 0,000705 | 0,006094 | 0,003654
PT 0,000472 | 0,000383 | 0,002362 | 0,002189 | 0,009348 | 0,008189
EDP || -0,000041 | 0,000248 | -0,000212 | 0,000985 | -0,001254 | 0,003834
BCP 0,000224 | 0,000219 | 0,001122 | 0,001244 | 0,004316 | 0,005655

Tabela 2.2: Parametros estimados para a distribuicdo normal ajustada aos log-
retornos dos dados para intervalos de observagdo didrios, semanais € mensais.

negociagao numa semana, o log-retorno x°(7) para a semana i € dado por:

5

(i) = Z x(5(i - 1) + n).

n=1

(2.2)

O indice i € medido em semanas, entao por exemplo x*(2) € a mudanca logaritmica
do preco desde o fim da semana 1 até ao fim da semana 2. De forma similar
podemos definir o log-retorno x™ (i) para o més i como sendo

20

(i) = Z x(20(i — 1) + n),

n=1

(2.3)

onde assumimos 20 dias de negociacao no més. Por exemplo x™(4) € o log-retorno
no 1° dia de negociagdo de Abril de um investimento feito num stock no 1° dia de
negociacdo de Margo. Se suposermos que os log-retornos sao independentes com
a mesma distribuicdo (ndo necessariamente da distribuicao normal) o teorema do
limite central implica que os log-retornos semanais ou mensais tenderao para uma
distribui¢io normal. E um facto estatistico que os log-retornos aproximam-se de
uma distribuicdo normal quando os intervalos de tempo tornam-se maiores (como
por exemplo meses). Contudo € também um facto empirico de que em intervalos
de tempo mais curtos (como dias, ou menores) os log-retornos estdo longe de
terem distribucdo normal.

As Figuras 2.5,2.6,2.7,2.8 e 2.9 mostram a densidade empirica do indice PSI-
20, dos activos PT, EDP e BCP observados diariamente, sesmanalmente e mensal-
mente e a respectiva distribui¢do normal ajustada aos dados. Os parametros da
distribui¢do normal foram estimados e encontram-se na Tabela 2.2.

No caso da Tabela 2.2 usou-se para obter estes valores as observagdes didrias
e as férmulas (2.2) e (2.3), pode-se no entanto utilizar as observa¢des semanais
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Figura 2.5: A densidade empirica do PSI 20 para log-retornos didrios, semanais e
mensais e a respectiva distribui¢do normal ajustada aos dados.
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Figura 2.7: A densidade empirica da PT para log-retornos semanais € mensais € a
respectiva distribui¢do normal ajustada aos dados nos gréficos da esquerda e nos
da direita usando uma escala logaritmica no eixo vertical.

e mensais caso estejam disponiveis. A diferenca entre usar uns ou outros serd
minima.

Comparando nas Figuras 2.5-2.8 os diferentes intervalos de observacdo para
cada um dos activos verificamos que para os intervalos de tempo maiores existe
uma clara convergéncia para a distribui¢do normal, mas também torna-se mais
visivel uma assimetria que ndo pode ser descrita por uma distribui¢do normal.

Nas Figuras referidas no pardgrafo anterior as mesmas densidades sao também
mostradas usando uma escala logaritmica no eixo vertical. A assimetria nos log-
retornos mensais torna-se mais evidente e vemos também que as caudas sdo mais
“pesadas’ que as caudas das distribui¢des normais. Com recurso aos QQ-plots das
Figuras 2.10-2.13 podemos ver em cada uma das figuras que os 2 primeiros QQ-
plots que dizem respeito aos log-retornos didrios e semanal (1? linha) possuem
claramente caudas mais “pesadas” que a distribuicdo normal, enquanto que nos
dois QQ-plots seguintes (2* linha) com intervalos de tempo mais alargado entre
as observagdes essas caudas jd ndo sdo tdo “pesadas” aproximando mais da dis-
tribuicdo normal. Este fendmeno de convergéncia para a distribuicao normal em
escalas com intervalos de tempo maiores € muitas vezes apelidada de agregacdo
Gaussiana do termo inglés “Gaussian aggregation”.
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Figura 2.8: A densidade empirica do EDP para log-retornos semanais e mensais
e a respectiva distribuicao normal ajustada aos dados nos gréficos da esquerda e
nos da direita usando uma escala logaritmica no eixo vertical.
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Figura 2.9: A densidade empirica do BCP para log-retornos semanais € mensais
e a respectiva distribuicdo normal ajustada aos dados nos gréficos da esquerda e
nos da direita usando uma escala logaritmica no eixo vertical.
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Figura 2.11: QQ-plots do activo PT em relacdo a distribuicdo normal para dife-
rentes intervalos de tempo. Inclui-se nestes graficos o intervalo de tempo corres-
pondente a duas semanas como mais um factor de comparagao.
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Figura 2.12: QQ-plots do activo EDP em relacdo a distribuicdo normal para dife-
rentes intervalos de tempo. Inclui-se nestes graficos o intervalo de tempo corres-
pondente a duas semanas como mais um factor de comparagao.
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Figura 2.13: QQ-plots do activo BCP em relagdo a distribuicdo normal para dife-
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1% 2% 98% 99%

Empirico ‘ Normal | Empirico ‘ Normal | Empirico ‘ Normal | Empirico ‘ Normal

PSI20 || -0,0318 | -0,0249 | -0,0245 | -0,0219 | 0,0243 | 0,0226 | 0,0274 | 0,0255

PT -0,0546 | -0,0450 | -0,0441 | -0,0396 | 0,0449 | 0,0408 | 0,0572 | 0,0461

EDP -0,0438 | -0,0366 | -0,0348 | -0,0323 | 0,0385 | 0,0323 | 0,0433 | 0,0366

BCP -0,0424 | -0,0342 | -0,0328 | -0,0302 | 0,0326 | 0,0306 | 0,0423 | 0,0346
Tabela 2.3: Quantis empiricos e estimados para a distribuicdo normal ajustada aos

dados.

2.4 Log-retornos com cauda pesada e assimétrica

Os log-retornos didrios diferem da distribuicdo normal devido as caudas altas e as-
simetria. Nesta sec¢do iremos usar os quantis para verificar o quanto sdo pesadas
as caudas dos log-retornos dos activos que estamos a considerar. Uma distribui¢ao
com caudas pesadas terd quantis com valores maiores do que os de uma distribui-
¢ao normal porque pressupdem maior probabilidade de ocorrerem acontecimentos
extremos.

A Tabela 2.3 exibe os quantis empiricos para os log-retornos dos dados e os
quantis correspondentes a distribuicdo normal adequada a essa série de valores.
Uma primeira andlise mostra-nos que os quantis empiricos em todas as situagoes
tém valores maiores do que os quantis correspondentes da distribuicdo normal
ajustada aos dados o que confirma que os log-retornos estao associados a distri-
bui¢des com caudas altas ou pesadas. Vejamos por exemplo o indice PSI 20, os
dados empiricos para os quantis 2% e 98% sdo praticamente simétricos, enquanto
a assimetria aparece realcada nos quantis extremos 1% e 99%. Existe uma grande
diferenca entre o valor estimado e o valor empirico sendo essa diferenca mais evi-
dente no quantil 1% do que no quantil 99%. Nota-se também sinais de caudas
pesadas nos quantis 2% e 98%. As conclusdes tiradas para o indice PSI 20 podem
ser deduzidas de forma idéntica para os restantes activos em estudo. Confirma-
se entdo que a distribui¢cdo normal subestima a probabilidade dos acontecimentos
extremos.

A questdo que se coloca neste momento € saber até que ponto chega essa
subestimacdo? Suponhamos que queriamos saber quantas vezes por ano o log-
retorno do PSI 20 € menor do que -0,03. Empiricamente isso acontece em 1% de
todos os dias de negociacdo de um ano, ou seja em média acontece 5 vezes em
cada 2 anos (consideramos 252 dias de negociagdo num ano).

Se acreditarmos na distribui¢do normal ajustada aos dados, a probabilidade de
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um log-retorno ser inferior a -0,03 é menor do que 0,2%. A distribuicdo normal
ajustada aos dados indica que este acontecimento extremo desenrola-se em média
apenas uma vez em 2 anos. Somos confrontados neste caso particular com uma
grande subestimacdo por parte da distribui¢do normal.

Considerando ainda como exemplo o indice PSI 20 e tendo em aten¢do o QQ-
plot didrio e o QQ-plot semanal apresentado na Figura 2.10 verificamos que a
cauda esquerda € mais “pesada” do que a cauda direita em qualquer um des-
ses QQ-plots, fendmeno esse que ndo € evidente nos QQ-plots posteriores. Esta
constatacao € mais uma prova da existéncia de assimetria na distribui¢ao dos log-
retornos.

Todos os exemplos relatados nos pardgrafos anteriores incidiram sobre o in-
dice PSI 20, no entanto todas as situacdes referidas podem ser encontradas nos ou-
tros activos em estudo. Em termos gerais todos os activos considerados comportam-
se de forma muito semelhante e para os quais se podem tirar as mesmas conlusdes.

Como conclusido final poderemos referir que a distribui¢cdo normal ndo € um
bom modelo para ajustamento a log-retornos em que o intervalo de recolha de ob-
servacdes seja curto. A distribuicdo normal ndo € capaz de modelar caudas "pe-
sadas” nem possui flexibilidade para lidar com conjuntos de dados assimétricos.
E importante introduzir entdo uma nova classe de distribui¢des de probabilidade
capazes de modelar estes efeitos. Abordaremos este assunto no préoximo capitulo.
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Capitulo 3

Distribuicoes Hiperbolicas
Generalizadas

3.1 Introducao

As distribuicoes de caudas pesadas foram introduzidas pelo economista V. Pareto
e estudadas exaustivamente também por Paul Lévy. Embora nessa altura estas
distribui¢des fossem estudadas sé do ponto de vista tedrico, hoje encontram apli-
cacOes em muitas dreas, como a matematica financeira. Uma distribuicdo diz-se
de caudas pesadas quando possui maior probabilidade na drea das caudas compa-
rativamente 2 distribui¢do normal com a mesma média u e variancia 0.

No capitulo 1 vimos que as distribui¢des de log-retornos dos mercados finan-
ceiros sao assimétricas e t€ém caudas mais pesadas do que as de uma distribuicao
normal. A gestdo de risco tendo por base pressupostos de uma distribui¢do nor-
mal leva a uma subestimacdo do risco. Os investigadores conscientes desse facto
procuraram oferecer outro tipo de distribui¢es adequadas a essas caracteristicas.

Jd em 1963, com Mandelbrot cf. [Man63] que o comportamento dos log-
retornos de activos financeiros apresentam caudas mais pesadas que as Gaussia-
nas sugerindo entao o uso das distribui¢ées Pareto. No entanto essas distribui¢cdes
apresentam caudas demasiado altas o que € provado de modo empirico.

Um novo tipo de distribui¢des chamadas hiperbdlicas generalizadas provou ser
util no tratamento de dados financeiros. O que tornou as distribui¢ées hiperbdlicas
tao populares foi o facto dos seus parametros serem suficientemente flexiveis para
se adequarem aos mais variados conjuntos de dados e contextos.

O desenvolvimento dessas distribuicoes deve-se a Barndoft-Nielsen, que ajus-
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tou a subclasse hiperbdlica ao tamanho dos graos de areia quando sujeitas a vento
continuo ver [BN77]. Esses conceitos mais tarde foram generalizados obtendo-se
as distribui¢oes hiperbdlicas generalizadas (GH). Desde o seu desenvolvimento as
distribui¢des hiperbdlicas generalizadas foram aplicadas nos mais variados cam-
pos do conhecimento como Fisica, Biologia, Agronomia entre outros. A aplica-
¢do na drea financeira ou econdmica surge em primeiro lugar através de Eberlein
e Keller [EK95]. No seu trabalho usaram a subclasse hiperbdlica para ajustar
dados de accoes da bolsa Alema. Um trabalho mais abrangente € elaborado por
Prause [Pra99] no qual surge a aplicacdo das distribui¢des hiperbdlicas generali-
zadas para ajustar dados financeiros de activos da bolsa Alema e indices Ameri-
canos. Nesse trabalho é também estudado o cdlculo dos precos dos derivados e o
do valor em risco (value at risk) denotado por VaR.

No inicio dos anos 90 Blesild e Sorensen [BS92] desenvolveram um pro-
grama de computador chamado HYP que foi usado para estimar os pardmetros da
subclasse hiperbdlica das distribui¢des até 3 dimensdes. Prause [Pra99] também
desenvolveu um programa para estimar os parametros das distribui¢des hiperbdli-
cas generalizadas.

Uma referéncia também para os trabalhos desenvolvidos no mercado Brasi-
leiro por Fajardo [FF04] que usa as distribui¢des hiperbdlicas generalizadas para
ajustar a dados da bolsa Brasileira e analisa ainda a grau de qualidade desse ajus-
tamento (the goodness of fit). Mostra ainda como calcular o preco dos derivados
e estimar o VaR.

3.2 Distribuicoes

Convém definir os dois tipos de distribui¢do, em primeiro lugar a distribuicao
normal ou Gaussiana e por tltimo as distribui¢cdes hiperbdlicas generalizadas.

Distribuicao normal

A distribui¢do Normal padrao N(0, 1) tem funcdo densidade

NG = ——e %, xeR 3.1)

1
V2r
A distribui¢do normal N(u, o%) tem funcdo densidade

1 —
N(xpo®) = =N(—F), xeR (3.2)
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Comparagdo entre as distribuigées Normal e Generalizada Hiperbdlica

T — Generalizada Hiperbdlical
—— Normal

0.5

0.4
1

0.2

Figura 3.1: Comparagdo entre GH(-0,5;1;0; 1;0) e normal N(0, 1)
onde os parAmetros 1 € R e 0> > 0 sdo a média e a varidncia respectivamente.

Distribuicao hiperbélica generalizada
A funcdo densidade da distribuicdo hiperbdlica generalizada € dada por
GH(x; A, @,B,6,1) = a(d,a,B,8)(S> + (x — )"
XKy (@& + (=P expBx—p)  (3.3)
onde
(CYZ _ IBZ)A/Z

V2 161K, (5 Ja? — B2)

e K, é a funcdo de Bessel modificada de terceira espécie com indice A e x € R.
O dominio de variacdo dos parametros é u € Re

a(l,a,pB,0) =

(3.4)

0>20 e |Bl<a se 4>0,
60>0 ¢ |Bl<a se A=0, (3.5)
0>0 e |B|<a se 4<0.
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Existem diferentes parametrizacoes da distribuicdo hiperbdlica generalizada
na literatura. Estas diferentes parametrizacdes tém como objectivo devolver al-
gum significado aos parametros utilizados, pois tal verificava-se quando se utili-
zava a distribui¢ao normal.

2% parametrizacdo (= 5+ a? — B2, p = B/a
3% parametrizacao E=(1+ {)‘%, X =ép
42 parametrizacao a=as, =6

Os parametros da distribuicao hiperbdlica generalizada de forma grosseira tém
a seguinte interpretaco: u e ¢ representam a localizacdo e a escala, 8 representa
a assimetria ¢ @ a forma. Aumentando ¢ ou diminuindo ¢ ou @ reflecte-se no
aumento do achatamento (kurtosis). O pardmetro A determina o peso das caudas
da distribuicao assim como as diferentes subclasses das distribuicdes hiperbdlicas
generalizadas. Reescrevendo a densidade da distribui¢ao hiperbdlica generalizada
usando a 4* parametrizacdo obtemos uma representacdo na qual o papel desempe-
nhado pelos paradmetros ¢ e u € mais 6bvio.

3.3 Caracterizacio dos parametros das distribuicoes
hiperbdlicas generalizadas

Nesta sec¢do vamos estudar o efeito de cada um dos pardmetros da distribui¢ao hi-
perbdlica generalizada em termos da sua func¢do densidade GH definida em (3.3).
Uma boa referéncia neste estudo € a tese de mestrado de Wang [Wan05].

Para distribuicdes simétricas temos 8 = 5 = p = y = 0. O efeito do parimetro
1 € bastante evidente: Um aumento no valor de ¢ move o gréfico horizontalmente
para a direita, ver Figura 3.2. Em relacdo ao parametro 6, um incremento do
seu valor torna o gréafico mais achatado. Se ao mesmo tempo temos um aumento
de 6 com um valor de a constante teremos uma diminuicdo do achatamento das
distribuicoes, ver Figura 3.3. Isto simplificando bastante o papel desempenhado
por cada um dos pardmetros pois cada um deles tem também impacto nas variadas
caracteristicas da distribuicao.

No que diz respeito ao pardmetro 8 observamos que quando S > 0 o gréfico
distorce a esquerda e que quando S8 < 0 o grafico distorce a direita ver Figura 3.4.
Para valores absolutos de  cada vez maiores a distor¢ao € mais evidente. Além
do efeito principal 5 desloca o grafico horizontalmente o que significa que altera
o valor da média.
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Efeitos do pardmetro mu

0.15
1

0.05
1

Figura 3.2: Comparacgdo entre 3 distribuicéescom A =13, a=1,6=0,6=1¢
u=0,1e?2.

Efeitos do pardmetro delta

0 —— delta=1
g - | = delta=2
— delta=3
o
o
v
.. ©
e
=)
0
3 |
o
o
3
o

Figura 3.3: Comparacdo entre 3 distribuicbescom A =13, =1,=0,u=0e
0=1,2e3.
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0.35
|
0.35
|

— beta=-0,3 . — beta=0,3
— beta=0 — beta=0
— beta=0,6 —— beta=-0,6

0.25 0.30
| |
0.25 0.30
| |

0.20
|
0.20
|

0.05
|
0.05
|

0.00
|
0.00
|

Figura 3.4: Comparacao entre 3 distribuicbes com A =13, a=1,0=1,u=0e
em que a esquerda temos S = 0, -0.3 € 0.6 e a direita temos 5 =0, 0.3 ¢ -0.6
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Efeitos do parametro alfa

0.5

— alfa=2
— alfa=1
—— alfa=0,7

0.3
1

0.2
1

0.1

0.0

Figura 3.5: Comparacdo entre 3 distribuicoescom A = 1,3,8=0,6 =1, u=0¢e
a=0,2e0,7.

A diminuicdo do pardmetro « resulta num aumento do achatamento. Com os
outros parametros constantes um aumento do valor de a traduz-se num aumento
da variancia que torna o grafico achatado, sendo também verdadeiro o contrério,
ver Figura 3.5.

Vejamos agora o efeito conjunto dos parametros ad. Um aumento no valor de
a0 reflecte-se numa diminuicdo do achatamento. Na Figura (3.6) ao aumentarmos
o valor de @ de 1 até 2,25 enquanto diminuimos o valor do ¢ de 1,2 para 0, 8
obtemos o valor para o produto de « por 6 que aumenta de 1,2 para 1,5 até 1, 8.
Os efeitos sdo notdrios: o grafico a vermelho que tem o maior valor para @ tem
0 decrescimento mais acentuado na caudas implicando um baixo valor para o
achatamento, enquanto o gréfico a preto tem o decrescimento mais lento.

Barndorft-Nielsen e Stelzer [BNS06] representam a funcdo densidade de pro-
babilidade das distribui¢Ges hiperbdlicas generalizadas da seguinte forma:

~Az1-2 A_1
ya: 2)2717 -
GH(x;a,B,0,u) = — {1 + 6 XK, 1@Vl +6%)exp{B(x — w)}
V215K \(7) } w4 )
onde e
y= @B a=oa B=op. y=0oy. 0="—L. (3.6)
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Efeitos dos parametros alfa-delta

— alfa=1 e delta=1,2
— alfa=1,5 e delta=1
— alfa=2,25 e delta=0,8|

Figura 3.6: Comparacdo entre trés distribuicbes com A = 1.3, 8 =0, u =0e
a=1, 6 =1.2(preto), @ = 1.5, 6 = 1(azul) e @ = 2.25, 6 = 0, 8(vermelho)

Blasild [Bl&81] provou que se X tem distribuicdo GH(A, a, 5, 6, i), entdo uma
transformacdo linear ¥ = aX + b € também uma distribui¢do hiperbdlica genera-
lizada com pardmetros GH(A, a/la|, B/lal, 6lal, au + b).

3.4 Representacio como distribui¢cao normal com mis-
tura variancia-média

As distribuigdes hiperbdlicas generalizadas podem ser representadas noutras for-
mas. Por exemplo como uma distribui¢cao normal com mistura varidncia-média
em que a média é & = u + Bo? e varidncia o>. Modelag¢do por mistura significa
modelar uma distribuicdo estatistica por uma mistura (soma ponderada) de dife-
rentes distribuicoes. Através de uma escolha de componentes que sdo funcoes
densidade podemos aproximar qualquer densidade continua com a precisao pre-
tendida através de um numero suficiente de componentes. A fungao densidade
de probabilidade de uma mistura consiste em »n distribuicdes e pode ser escrita da
seguinte forma

FG) = wipi()
i=1
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com as seguintes restrigdes:

W,‘ZI

f pixdx = 1

onde p;(x) € a fungcdo densidade probabilidade da i-enésima distribuicdo ou i-
enésimo componente densidade e w; € chamado coeficiente, que pode ser visto
como a ponderacdo da i-enésima distribuicdo na mistura. Se usarmos para as
inversas gaussianas generalizadas a notacdo GIG(x; A, y, ) as distribuicoes hi-
perbdlicas generalizadas podem ser representadas por

GH(x; A, a,B,6,) = f N(x; p + Bw, w)GIG(w; A,6%,a* = fdw — (3.7)
0

onde N € dada por (3.2). A funcdo densidade probabilidade de GIG(x; A, y, ¥) é
dada por
/"

GIG(x; A, x,¢) = m
bl

e(x; A, x, ) (3.8)

com
e(x; Ay, ¢) = ¥ exp{-(1/2)(¢x”" +yw)}, x> 0.

O dominio de variacdo dos parametros &

x>0 y>0 se A<0
x>0 ¢y>0 se 1=0
x=0 ¥>0 se 4>0.

Na Figura 3.7 mostramos alguns exemplos da densidade GiG.

3.5 Funcao geradora de momentos

Assumimos que u = 0 com vista a simplificacdo. Como

fGH(x;/l, a,3,0,0) =1,
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Distribuicdo Inversa Gaussiana Generalizada

0.7

0.3 0.4 0.5
1 1

0.2
1

0.1

0.0

Figura 3.7: Fun¢Ges densidade das distribui¢des inversas gaussianas generaliza-
das: 1 =0, y = I(preto), A = 1, y = 1 (azul) e 4 = 18, y = 3(vermelho)

X 21-1)/2 = 1
f{5 +x } exp {Bx} K1 (a VO + 2)dx = a(d, a.3.5,0)’

a funcdo geradora de momentos da distribuicdo hiperbdlica generalizada com
I8+ u|l < a € dada pela divisdo das constante de normalizacdo a definidas em
(3.4) correspondendo aos parametros (4, @, 3,0) € (4, @, B + u, ). Assim temos

fexp{ux}GH(x; 1,a,B8,6,0)dx = a(d,a,pB,0) f‘exp{ux}(62 + x2)%u_%)K1_% (a V62 + x2 exp{Bx}d>

a(d,a,B,0)
a(d,a,B+ u,d)
2-p P K6y =(B+up)
(a2 - B+ u)z) K62 =p2)

Como p € um parametro de localizacdo, entdo a funcdo geradora de momentos
é

2 » /l/ZK 6 2 _ 2
@ —p } 10G (’8+u)),|,8+u|<a(3.9)

a* — (B +u)? K52 - B2)

Mgy(u) = exp {uu} {
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em que a restricao |8 + u| < a € imposta pelo dominio de variacdo dos parametros
em (3.5). Se X tem distribuicdo GH(x; A, @, 8, 9, ) entdao todos os momentos de
X existem, ver [Gut95]. Consideremos as duas primeiras derivadas de Mgy (u)
para calcular a média e a varidncia. Podemos considerar u = 0 sem perda de
generalidade. Como K} = —Kp(x)+ %K 1(x), derivada das funcoes de Bessel, ver
Apéndice B, entao de (3.9) resulta

@ - )2 Kin (5 - B+ u))
K, (5 2 _'32) (@2 — (B + w2

M gy(u) =

Se substituirmos u por 0 obtemos

BoK .1 (5 — B?)

Ve? - B°K, (5 a? —,32).

Denotando novamente y = +/a? — 32,y = §y temos a média das distribui¢cdes
hiperbdlicas generalizadas:

M’ 1(0) =

E[X] = pu +3M (3.10)

YKA(y)

Calculando a segunda derivada obtemos a variancia:

K@ B (KM@) B (KM@))Z)]
K@) YUK\ K@)

A expressao da média dada em (3.10) mostra-nos que todos os parametros t€ém
efeito na média. Os efeitos de u e de S foram ilustrados nas Figuras 3.2 e 3.4 res-
pectivamente. Com o conjunto de pardmetros fixados na Figura 3.4 conseguimos
obter que E[X] = 0 para o grdfico a preto, E[X] = —0, 8385 para o grifico a azul
e E[X] = 2,3971 para o gréfico a vermelho. O efeito de @, d e A ndo estd ainda
provado pois nas Figuras 3.3 e 3.5 o valor de 8 € igual a 0 logo o segundo termo
da equacdo (3.10) nao influencia a média. Se alterarmos o valor de 8 para 0.1 po-
deremos ver nas Figuras 3.8 e 3.9 a influéncia de 6 e A na média. E ficil constatar
que os graficos movem-se para a direita com o aumento do ¢ e do A.

Finalmente, atendendo ao facto de Mgy possuir os momentos em torno da
origem |x| < @ — B, pelo que é uma fun¢do holomorfa no plano complexo para
lz| < @ — B. Assim, podemmos prolongar Mgy ao plano complexo de forma que a
funcao caracteristica de X com distribuicdo GH(x; A, a, 8, 6, ) € dada por

Var[X] = 6[
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Efeitos do pardmetro delta na média

0 —— delta=1
g - | = delta=5
—— delta=15
o
Q
o
© ~
=
>
o
s 7 o
[fe
3 |
o
=3
S -
5]

Figura 3.8: Representacao da densidade de 3 distribui¢Ges hiperbdlicas generali-
zadascomA =13, a=1,=0,1,u=0ed=1,0=5e6 =15.

Efeitos do pardmetro lambda na média

— lambda=1
— lambda=6
= lambda=10

0.10
1

Figura 3.9: Representacdo da densidade de 3 distribuicdes hiperbdlicas generali-
zadascoma =1,=0,1,0=1,u=0ed=1,1=6e1=10
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& — }4/2 Ky (8y/a? = (B + i) o

() = explipu} {a2 — B+ iy K. (6N =)

3.6 Subclasses

Atribuindo valores especificos ao pardmetro A obtemos diferentes subclasses.
Usando as propriedades das funcdes de Bessel K,, € possivel simplificar a
funcdo densidade da distribui¢do hiperbdlica generalizada quando A € %Z. Para

A=n+ %, n=0,1,2, - afuncdo de Bessel K, pode ser expressa como
T S (n+i)!
K’H_%()C) = \/;)C ze [1 + . W(ZX) .
Como K, (x) = K_;(x), obtemos K_ ! (x) =K 1 (x) = \/gx‘%e‘x. Em particular esta
expressdo permite deduzir expressoes mais simples no caso em que 4 = —% e
A=1.

Definicao 3.1 Para A = 1 obtemos a distribuicdo hiperbolica (HYP) cuja fungdo
densidade é

. _ a? _BZ
HYP(X, CY,ﬁ, 5’/1) - 26@[{1(6 \/m) CXP(—CV V52 + (X _/1)2 +ﬁ(x - /’t))3

comx, u,e R,0<delfl < a.

O objectivo principal do trabalho de Barndorff-Nielsen [BN77] foi a subclasse
das distribui¢des HYP. Note-se que a funcdo de Bessel K; sé aparece como cons-
tante de normaliza¢do o que tem algumas vantagens computacionais.

Definicao 3.2 Para 1 = —% obtemos a distribuicdo normal inversa Gaussiana
(NIG) com fun¢do densidade

2 _ 2
L exp(6 Ja? =B + Blx — e VO + 1))

NIG(-X9 a{’ﬁ’ 5’/1) = —

comx, ueR,0<6e0< |8 <a.
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0.6

— NIG(1;0;1;0)
— GH(0,5;1,615;0;1;0)
—— HYP(1,875;0;1;0)

0.5

0.4
1

0.3

0.2

0.0

Figura 3.10: Comparagao entre as curvas densidade das distribuigGes
GH(0.5,1.615,0, 1,0), NIG(-0.5,1,0,1,0) e HYP(1, 1.875,0, 1,0)

Nos anos mais recentes diversos autores t€m ajustado com sucesso distribui-
coes da subclasse NIG aos log-retornos de aplicacdes financeiras. Entre esses
destacamos Eberlein e Keller [EK95], Prause [Pra97][Pra99] , Barndorff-Nielsen
e Shephard [BNSO1].

3.7 Distribuicoes limites

Um aspecto importante das distribuicdes hiperbolicas generalizadas € o facto de
cobrir muitos casos especiais, nomeadamente a distribuicdo normal, t-student e
Cauchy.

1. A distribuicdo normal é obtida como um caso limite da distribui¢do hiper-
bélica generalizada para § — oo e §/a — o2

2. A distribuicao t-student € obtida como um caso limite da distribui¢cdo hiper-
bodlica generalizada parad >0ea=8=pu=0.

3. A distribuicdo de Cauchy € obtida como um caso limite da distribui¢do
hiperbdlica generalizada com A = —%, a=B=0e06=1.

A Tabela 3.7 resume as condi¢des em que se obtém as distribuicdes limites.
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— GH(0,5;26,0;26;0)
= - Normal N(0,1)
— GH(0,5;1:0;1;0)

Figura 3.11: A curva densidade de GH(0,5;1;0; 1;0) € sobreposta pela curva
densidade de N(0, 1). Os pardmetros da distribuicdo hiperbdlica generalizada fo-
ram ajustados para @ = ¢ = 26, um valor relativamente grande para aproximar o
infinito. A azul temos a curva densidade de GH(0, 5; 1,0, 10) que serve de com-
paracgdo.
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— HG(-2;1.0*10%(-10);0;2;0)
= - T-student
— HG(1;1;,0;1,0)

Figura 3.12: A distribuicao hiperbdlica generalizada de parametros GH(-2; 1.0 X
10719, 0;2; 0)(preto) ajusta-se a distribui¢do T-student com 4 graus de liber-
dade(vermelho tracejado). Tomamos para @ o valor 1.0 X 1071° para aproximar a
zero. A azul temos a curva densidade de GH(1, 1,0, 1,0).

37



—— GH(-0,5;1.0"107(-10);0;1;0)
= - Cauchy(0,1)
— GH(0,5;1;0;1;0)

Figura 3.13: A distribuicdo hiperbdlica generalizada de pardmetros
GH(-0,5;1.0 x 107'°;0;1;0) ajusta-se a distribuicio de Cauchy. Temos
como comparacao a curva densidade de GH(0.5; 1;0; 1;0).

‘ ‘ Parametros ‘
Normal(u, 5°) § > oed/a — o’
T-student (n) | A <0ea=B=pu=0.1=-56=+n
Cauchy (0,1) A= —%,a:,B:Oe6: 1

3.8 Comportamento das caudas

Uma das propriedades que torna as distribui¢des hiperbdlicas generalizadas tdo
populares na modelacdo da dinamica temporal dos mercados financeiros € o facto
destas terem caudas “pesadas” o que as torna mais proximas da densidade em-
pirica das séries temporais financeiras. As distribui¢des hiperbdlicas decrescem
exponencialmente geralmente segundo a seguinte expressao

GH(x; A, a,B,6) ~ |xI" ' exp((Fe + B)x) quando x — oo (3.12)

a menos de uma constante multiplicativa, ver [Pra99].
Como podemos constatar nas Figuras 3.14 e 3.15 vemos que a hiperbdlica ge-

neralizada tem um decrescimento maior para A = 1.5 e menor para a distribui¢do
NIG.
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0.030

— GH(lambda=1,5 — GH(lambda=1,5
S | — HYP — HYP
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Figura 3.14: Comportamento das caudas de distribui¢coes hiperbdlicas generaliza-
das com diferentes valoresde Acoma =1,8=0,0=1eu =0.
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Comparagdo das caudas-Usando aproximagoes

0.05
1

= GH(lambda=1,5)
—— HYP

~ GH(lambda=0,5)
— NIG

0.03 0.04
1 1

0.02
1

/

0.00
1

Figura 3.15: Usando a férmula mencionada em (3.12) temos uma aproximacao
para as caudas das distribui¢Ges hiperbdlicas generalizadas.

3.9 A distribuicao hiperbdlica generalizada t-Student
assimétrica

Os log-retornos de activos do mercado financeiro medidos em intervalos de tempo
curtos por exemplo didrio e semanal sao caracterizados pela sua ndo normalidade.
A distribuicdo empirica dos log-retornos t€ém caudas mais pesadas do que uma
distribui¢do normal o que implica que existem grandes varia¢des nos log-retornos
com maior frequéncia do que numa distribuicdo normal. Um dos conjuntos de
distribui¢des usados para modelar os log-retornos mais utilizada na literatura sao
as ja referidas Hiperbdlicas generalizadas das quais se destaca a NIG devido as
suas caracteristicas tedricas. Um conjunto de distribuicdes alternativo para mo-
delar dados de caudas pesadas e assimétricos sdo as extensoes assimétricas das
distribui¢des t-Student que lidam bem com as caudas pesadas devido ao facto de
possuirem duas caudas com comportamento polinomial mas ndo se adaptam bem
com a assimetria.

Nesta sec¢do iremos falar de um caso especial das distribuicdes hiperbolicas
generalizadas chamada de distribui¢do hiperbdlica generalizada t-Student assimé-
trica denotada neste texto por GHt-S. Esta distribuicao € referida de uma forma
breve em Prause [Pra99], Barndorft-Nielsen et al. [BNSO1], Jones e Faddy [JFO3]
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GH(lambda=-0,5|
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Figura 3.16: Comparagdo entre as caudas de GH(-0, 5; 1;0; 1;0) e as distribui-
coes limites Normal, T-student e Cauchy . Todas as distribui¢oes t€ém média O e
variancia 1 excepto a T-student em que como a varincia € dada por o = n/(n—2)
em que n representa os graus de liberdade. Neste grafico n = 20 logo a variancia
é1,11.
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e outros. Apesar de referida em varios trabalhos ndo € uma distribui¢ao muito co-
nhecida em especial no que diz respeito ao comportamento das suas caudas, pois
uma delas possui um comportamento polinomial e a outra um comportamento ex-
ponencial. E o tinico membro da familia a possuir tais caracteristicas. Existem evi-
déncias empiricas de comportamentos de caudas polinomiais e exponenciais em
dados financeiros assimétricos o que mostra a sua utilidade na modelacdo desse
tipo de dados em comparagao com outras distribuicoes, ver Aas et al. [AHO6].

A GH t-Student pode ser representada como uma distribuicdo normal com
mistura varidncia-média com a distribuicdo GIG a par do que foi feito na sec-
¢cdo 3.4.

A densidade de GHt-S € dada por

20725 B2 Ko (VB2 + (x = pP)) exp(Blx — )

TGV (V& + (= p?) 5

resh [, o
VRO (5 2

GHt — S(xslu’ 53ﬁ’ V) =

., B=0.

(3.13)
Quando B = 0, a partir de (3.13) obtemos a funcio densidade de uma distri-
buigado t-Student ndo centrada. Na Figura 3.17 temos vdrios exemplos de repre-
sentacoes de densidades de GHt-S.
A média e a variadncia de uma varidvel aleatéria X distribuida segundo uma
GHt-Student € dada por:

2
EX) = u+ po
v—2
23%6% &
Var(X) s

+
v-22v-4) v-2

A partir da equagdo (3.12) temos que a densidade da distribuicdo GHt-S nas
caudas € dada por

GHt — S(x) ~ C x> Vexp(— |8l 1xl + Bx)  x — =oo.
Entdo a “cauda” mais pesada decresce segundo a seguinte expressao

B <0, x > —c0

850, 5 — 400, (3.14)

GHt-S(x) ~ Cla™* ", {
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Figura 3.17: Representacao da densidade de distribui¢des generalizadas hiperbd-
licas t-Student assimétricasem que 6 = 1, v = 1 e a esquerda temos u = 0, -2, —4
e respectivamente S = 1, 1.25, 1.5 e a direita temos os valores simétricos para u e

para .

e a “cauda” mais leve segundo

B <0, x > +o00

550, x> —oo (3.15)

GHt - S(x) ~ C x> " exp(=2 8] |x]), {

O comportamento descrito em (3.14) e (3.15) € facilmente comprovado com
recurso a Figura 3.17. Este comportamento nas caudas torna esta distribuicao
unica para modelar conjuntos de dados bastante assimétricos e com caudas pesa-
das.
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Capitulo 4

Ajustamento das Distribuicoes aos
Dados Empiricos

Neste capitulo apresentaremos os resultados dos ajustamentos aos dados empiri-
cos dos activos mencionados na Tabela 2.1. Os ajustamentos foram obtidos uti-
lizando software R ver www.r-project.org e o Apéndice A para um resumo
dos comandos principais usados. As nocdes estatisticas usadas ao longo deste
capitulo encontram-se em qualquer livro da especialidade.

4.1 Caracterizacao estatistica dos dados

Nesta sec¢do apresentamos medidas estatisticas com vista a obter a caracterizagao
dos dados com que vamos trabalhar. Os dados em estudo correspondem aos mes-
mos que estdo referidos na Tabela 2.1 no inicio do trabalho. Os valores obtidos
para as medidas estatisticas consideradas encontram-se resumidos na Tabela 4.1.

A média dos dados em qualquer um dos activos situa-se muito proxima do
zero, sendo negativa no caso do activo EDP.

O desvio padrdo € uma medida da dispersdo dos dados que sé pode assumir
valores ndo negativos e serd tanto maior quanto maior € a dispersao dos dados. Os
activos considerados possuem valores de desvio padrdo relativamente proximos o
que indica que possuem uma dispersdo muito préxima.

O achatamento (Kurtosis) € uma medida que dd o achatamento da distribui¢ao
dos dados. Relativamente a distribuicdo normal, a qual possui valor de achata-
mento 3. E comum considerar-se apenas os casos em que o achatamento é supe-
rior a 3. Quanto maior € o valor do achatamento mais elevado € o “pico” no centro
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PSI20 PT EDP BCP
Numero de 2485 2665 2171 3490
observa-
coes

Média 0,000311 | 0,000472 | -4,0724e(-5) | 0,000224
Desvio 0,010917 | 0,019581 0,015757 0,014786
padrio
Assimetria | -0,549966 | 0,134888 0,269550 | -0,342402
Achatamentq 6,585397 | 4,473917 3,928359 11,02036
Maximo 0,069413 | 0,169402 0,088704 0,103655
Minimo -0,095898 | -0,101320 | -0,103541 | -0,170931

Tabela 4.1: Dados estatisticos do activo PSI20, PT, EDP e BCP.

e mais pesadas sdo as suas caudas, destacando-se nesse aspecto o activo BCP pelo
seu “pico” elevado.

A assimetria (Skewness) € uma medida da assimetria da distribui¢cdo dos da-
dos. Uma curva normal apresenta uma assimetria igual a zero sendo portanto
util para comparar as outras distribuicdes com a normal. Uma assimetria nega-
tiva indica que a cauda esquerda da distribuicdo € mais longa, ou seja os dados
estdo mais concentrados e deslocados para a direita. Esta situacdo verifica-se no
caso do activo BCP e com maior evidéncia no activo PSI20 mas de uma forma
muito ténue pois tratam-se de valores muito proximos de zero. No caso em que
temos uma assimetria positiva verifica-se a situacdo inversa. Essa situacdo ocorre
relativamente aos activos PT e EDP.

Em relacdo aos valores maximos e minimos destaca-se nesse aspecto o activo
PT por possuir a maior amplitude nos dados e como seria de esperar com menor
amplitude nos dados o activo PSI20 porque se trata de um indice englobando
varios activos.

4.2 [Estimacio de parametros

A estimacdo de parametros poderd ser feita utilizando diferentes métodos, mas
de entre todos os métodos o que se destaca pela qualidade das aproximagdes € o
método do mdximo da fun¢do de verosimilhanca (maximum likelihood function),
ver [Pra99, Section 1.4].

A ideia por detrds da estimacdo dos parametros do maximum likelihood (MLE)
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ou estimagdo dos parametros de verosimilhanga € determinar os pardmetros que
maximizam a probabilidade da amostra. De um ponto de vista estatistico o mé-
todo de maximum likelihood € considerado a técnica mais robusta de estimagao de
parametros e que apresenta resultados mais fidveis na estimagdo dos parametros.
O método de maximum likelihood € bastante versdtil e aplica-se a grande nimero
de modelos e a diferentes tipos de dados. Apesar da metodologia do método de
maximum likelihood ser simples a sua implementacao pode tornar-se impraticdvel
como € o caso em andlise. No entanto nos dias de hoje existe jd muito software
que se ocupa dessa tarefa, como € o caso do R descrito no apéndice A.

Tal como todos os métodos possui vantagens e desvantagens. Além das vanta-
gens jd referidas podemos ainda enumerar o facto de ao considerarmos um grande
nimero de amostras de uma determinada populagdo o valor médio dos parametros
estimados serem em teoria iguais aos valores referentes a populacdo no seu todo.
Os estimadores variam num intervalo de confianca pequeno.

Relativamente as desvantagens podemos mencionar o facto de os cdlculos ma-
tematicos exigidos ndo serem propriamente triviais principalmente no caso em que
os intervalos de confianc¢a sdo desejados na aproximacdo dos pardmetros. As esti-
macdes numéricas sdo exigentes razdo pela qual € necessdrio confiar em software
de qualidade para obter os melhores resultados possiveis. O método poderd nao
funcionar bem para amostras reduzidas e € sensivel aos valores iniciais.

Vejamos uma descri¢ao de como funciona o método de maximum likelihood.

Seja (X)), uma sucessdo de varidveis aleatdrias i.i.d. e seja (xi,. .., x,) uma
amostra com caracteristica X cuja distribui¢do € absolutamente continua. Supo-
nhamos que a densidade de X contém alguns parametros desconhecidos (yy, . . ., V)
que serdo estimados tendo por base a amostra considerada.

Seja f(x;y1,..., ¥m) a funcdo densidade de probabilidade, entdo a forma de
verosimilhanca € definida por

L,y sy Y) = || G v ). @.1)
i=1

Com vista a uma simplificacdo em termos de cdlculo iremos trabalhar com o lo-
garitmo da funcdo likelihood obtendo entdo a seguinte equacao

In (X1, .oy X05V1seees Vm) = Zlnf(xi;yl,..., Vi)
i=1

O método de maximum likelihood consiste em determinar yy, . . ., ¥, para os quais
a funcao likelihood (4.1) atinge o seu mdximo. Estes valores v, ..., ¥, sdo fun-
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¢coes de xi, ..., x, e estimadores de vy, ...,7Y, sendo por isso chamados de ma-
ximum likelihood estimators ou estimadores de verosimilhanca mdxima. Estes
estimadores sdo calculados resolvendo o seguinte sistema

OlnL 3
0yi B

0, i=1,...,m.

Como forma de ilustrar o método de maximum likelihood iremos estimar a
média (m) e o desvio padrio (o) para uma distribuicdo normal. Consideremos

entdo a fun¢do densidade de probabilidade normal
1
o\2n

X—m

e_%( o

N(x,m,o0) =

Temos entdo como funcao likelihood

2

L(xy, -, Xy,m,0) = ]—[f(xi,m, o)
i=1

a qual podemos aplicar o logaritmo natural

1 -
InL(xy, -+, x,,m,0) = _glﬂ(Zﬂ')—nlna— 5 (x m).2

Resolvendo o sistema

1 n
OlnL — _ =
nL _ — D wi=m)=0
om i=1
o o
0lnL 1 <&
=0 _no 1 o2 =
o —+— ) ummy =0
i=1
obtemos




O método de maximum likelihood podera ser relativamente simples de aplicar
quando o nimero de pardmetros a ser estimado € pequeno mas em situagdes com
vdrios parametros a serem estimados a complexidade das técnicas matemadticas a
aplicar serd bastante elevada. Consideremos agora uma situagdo em que preten-
demos determinar os parametros de uma distribuicao hiperbdlica generalizada em
que o nimero de parametros a estimar igual € cinco.

Vejamos agora a implementagdo do algoritmo de estimag¢do do maximum li-
kelihood no caso de uma distribui¢do hiperbdlica generalizada cuja fung¢do densi-
dade de probabilidade foi definida em (3.3).

Assumimos a independéncia das observacoes x;, i = 1,...,n € maximizamos
a fungao log-likelihood

L = Ina(dapB,6)+ (g - i);ln(dz +(x— ) +

+ ) (K@ V& + (= 2 + B - )
i=1

em que a estd definida em (3.4). Obtemos as seguintes expressoes para as de-
rivadas da funcdo log-likelihood. No Apéndice B pdgina 82 temos a defini¢ao
e propriedades das funcdes R, e S,. Aplicamos também propriedades das fun-
¢oes de Bessel K, apresentadas no mesmo apéndice e a simplificacdo de k,(x) =
dK,(x)/dA para a derivada da funcdo de Bessel no que diz respeito a ordem.

4, _ [1 LEB /a(wcﬂ—/ﬂ)]
da 2 ab K52 -
ki_y(@ &% + (i = ?)

Koy (@ o+ (= )

1
5 In(6> + (x; — )*) +

n
")
i=1

d oa
EL = n—mRa(d\/m)

= D V& + (= PRy (@& + (i~ w?)
i=1

5B -
@L n —az—_ﬁzRﬂ(é\laz—Bz)—ﬂ +;X,'
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4 [——+ Va2 = BPR (5 \Ja? - ,32)]

do 5
3 GA e edRie G
SlEr ot R G

"'(/J Xi)2
x[ 241 — R,y (@ V& + (xi — pP) |

d
Podemos obter solugdes das equagdes likelihood para 8 e u. De @L =0e

d
—L =0 temos
du

B 5B BN
po= —W:_BZRA(MM—/%H;;M (4.2)

p = Z 52+(x— w?

21-1
N R V& o+ (i = 40?)

As solugdes das equagdes likelihood para os outros pardmetros sdo obtidas maxi-
mizando a equagdo log-likelihood em relagdo a (4, @, 6, 8). O parametro de locali-
zacdo u € entdo determinado pela expressdo (4.2). Apds esta breve explicagcdo de
como podemos estimar os pardmetros, indicamos em trés tabelas correspondentes
as trés distribuicdes em estudo os pardmetros deduzidos para cada um dos quatro
activos em andlise, ver A para algumas indicacoes praticas.
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Parametros da distribuicao hiperbdlica

‘ Activo ‘ a ‘ B ‘ 0 u ‘ Log-Likelihood ‘
PSI20 | 136,3935 | -4,203097 0,001183 0,000775 7954,952
PT 7,325695 | 1,268488 | 4,9774e(-8) | -5,5137e(-7) 6930,396
EDP | 96,362703 | 3,732345 0,004151 -0,000928 6088,396
BCP | 105,1704 | 1,240609 | 3,18056e(—-8) | 5,5726e(—8) 10338,47

Tabela 4.2: Parametros estimados para a subclasse hiperbdlica (1 = 1) e os valores
do log-likelihood obtidos.

Parametros da distribuicio normal inversa gaussiana

‘ Activo ‘ a ‘ B ‘ 0 ‘ u ‘ Log-Likelihood ‘
PSI 20 | 65,999356 | -3,485115 | 0,007817 | 0,000724 7962,031
PT 37,50635 | 1,068899 | 0,014708 | 0,000053 6919,706
EDP | 55,383396 | 4,595595 | 0,013530 | -0,001167 6093,996
BCP | 36,75836 | 0,908320 | 0,008145 | 0,000023 10330,91

Tabela 4.3: Par@metros estimados para a subclasse normal inversa Gaussiana (4 =
—0.5) e os valores do log-likelihood obtidos.

Parametros da distribuicao hiperbdlica generalizada

‘ Activo ‘ a ‘ B ‘ 0 ‘ u ‘ A ‘ Log-Likelihood ‘
PSI 20 | 67,642630 | -3,382798 | 0,007526 0,000717 -0,442819 7962,106
PT 73,25695 | 2,268488 | 4,9774e(-8) | -2,6513e(=7) | 0,973778 6930,746
EDP | 40,066978 | 4,629129 0,016387 -0,001187 | -1,022826 6094.,487
BCP | 105,1704 | 1,240609 | 3,1805e(-8) | 5,5726e(-8) | 0,769000 10389.,44

Tabela 4.4: Pardmetros estimados para a hiperbdlica generalizada e os valores do
log-likelihood obtidos.

No caso da distribuicao hiperbdlica e normal inversa gaussiana precisamos ape-
nas de estimar 4 pardmetros visto que o parametro A estd fixo. Para a distribui¢ao

hiperbdlica generalizada o parametro A € mantido livre de forma a assumir o valor
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mais conveniente ao ajustamento, tendo-se entdo neste caso 5 parametros para es-
timar. No caso concreto da estimacao dos pardmetros para esta ultima distribui¢ao
€ necessdrio em muitas situa¢des considerar um valor inicial que facilite o cdlculo
e a convergéncia. O valor inicial a considerar para o caso da distribuicao hiper-
bolica generalizada era obtido a partir dos valores obtidos para os pardimetros da
distribuicdo HYP ou NIG.

Da andlise das tabelas observamos que os valores do log-likelihood para todos
os activos, no caso da distribuicao hiperbdlica generalizada toma valores supe-
riores as restantes distribuigcées mas com muito poucas diferencas para uma das
outras distribui¢des. A diferenga entre os log-likelihood do ajustamento a hiper-
bdlica generalizada e as restantes subclasses jd seria de esperar pois existe mais
um parametro livre para ajustamento.

Os parametros obtidos para o maior valor de log-likelihood constituem a par-
tida o melhor ajustamento para os dados em consideracdo. Essa qualidade de
ajustamento poderd ser avaliada quer em termos graficos quer considerando dife-
rentes medidas de distincia, ver Subseccio 4.4.2 .

4.3 Graficos das distribuicoes ajustadas aos activos

Nesta seccdo iremos apresentar os ajustamentos graficos com a representacao das
densidades dos log-retornos e das distribui¢des normal, hiperbdlica, normal in-
versa gaussiana e hiperbolica generalizada. Para cada um dos activos elaboramos
4 graficos: no 1° temos a densidade e os log-retornos, no 2° grafico temos a log-
densidade e os log-retornos por forma a analisar o ajustamento das caudas e no 3°
e 4° graficos temos as caudas direita e esquerda observadas em pormenor.

A densidade dos dados empiricos de cada um dos activos foram representados
usando um kernel smoother gaussiano. As distribuicoes em estudo foram repre-
sentadas utilizando os pardmetros estimados na seccdo anterior.

A partir das Figuras 4.1 e 4.2 vemos que existe um bom ajustamento por parte
das distribui¢des aos dados empiricos. Qualquer uma das distribuicées HYP, NIG
e GH apresenta melhor ajustamento do que a distribui¢do normal. De entre as
distribui¢des destaca-se a GH e a NIG pelo ajustamento aos valores centrais e as
caudas. A distribuicao HYP apresenta um pior ajustamento em relagdo aos valores
centrais com um “pico” mais elevado, mas nas caudas tem um bom desempenho.

A partir das Figuras 4.3 e 4.4 vemos que existe um bom ajustamento por parte
das distribui¢des aos dados empiricos. Qualquer uma das distribuicées HYP, NIG
e GH apresenta um melhor grau de ajustamento do que a distribuicao normal. De
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Figura 4.1: Graficos das densidades dos log-retornos do activo PSI20, das distri-
bui¢gdes normal e da distribuicdo generalizada hiperbdlica e subclasses ajustadas
aos dados. O gréfico direito tem uma escala logaritmica no eixo vertical.

entre as distribuicOes destaca-se a HYP e a GH pelo facto de em relagdo aos va-
lores centrais terem um “pico” muito acima dos dados empiricos e pelo contrario
a distribuicdo NIG apresentar valores abaixo mas aparentemente mais proximos.
Em relacdo as caudas ambas as distribui¢cdes apresentam comportamentos muito
similares como podemos ver na Figura 4.4.

A partir das Figuras 4.7 e 4.8 vemos que existe um bom ajustamento por parte
das distribui¢cdes aos dados empiricos. Novamente as distribui¢des HYP, NIG e
GH apresenta um melhor grau de ajustamento do que a distribui¢do normal. De
entre as distribuicoes destaca-se a GH pelo facto de em relacao aos valores centrais
ter um “pico” muito acima dos dados empiricos e pelo contrdrio a distribuicao
NIG apresentar valores muito abaixo dos valores empiricos. A distribuicao HYP
apresenta uma melhor aproximacdo em relagdo aos valores centrais apresentados
pela densidade dos dados empiricos. Em relagdo aos valores centrais torna-se
evidente em termos graficos que os valores a esquerda de zero ndo ficam bem
ajustados pelas distribui¢des. Em relacdo as caudas verifica-se que existe um
maior desajustamento dos dados empiricos em relagdo a cauda esquerda, sendo
esse facto particularmente visivel na Figura 4.5 com escala logaritmica e ndo na
Figura 4.4 mais especifica das caudas.
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Figura 4.2: Graficos pormenorizados das caudas esquerda e direita dos log-
retornos do activo PSI20, da distribuicdo normal e da distribuicdo generalizada
hiperbdlica e subclasses ajustadas aos dados.

A partir das Figuras 4.5 e 4.6 vemos que existe um bom ajustamento por parte
das distribuigdes aos dados empiricos. Qualquer uma das distribuicdes HYP, NIG
e GH apresenta um melhor grau de ajustamento do que a distribui¢do normal. De
entre as distribui¢des destaca-se a HYP pelo facto de em relagdo aos valores cen-
trais ter um “pico” acima dos dados empiricos e pelo contrdrio a distribui¢do NIG
e GH apresentarem valores mais proximos aos dados empiricos. Em relacdo aos
valores centrais torna-se evidente em termos graficos que os valores a esquerda de
zero ndo ficam bem ajustados pelas distribuicdes. Em relagao as caudas verifica-
se que existe um maior desajustamento dos dados empiricos em relagdo a cauda
esquerda, sendo esse facto visivel nas Figuras 4.4 ¢ 4.5.

Em simula podemos afirmar que em termos de uma andlise grdfica os activos
que parecem melhores ajustados pelas distribuicoes HYP, NIG e GH foram os ac-
tivos PSI20 e PT e que os activos EDP e BCP apresentaram algumas dificuldades
em termos de ajustamento em relacdo aos valores centrais e uma das caudas. Na
proxima sec¢ao usaremos métodos menos subjectivos para comprovar as nossas
afirmagdes na busca da melhor aproximagao possivel.
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Figura 4.3: Graficos das densidades dos log-retornos do activo PT, das distribui-
coes normal e da distribuicdo generalizada hiperbdlica e subclasses ajustadas aos
dados. O gréfico direito tem uma escala logaritmica no eixo vertical.

4.4 Testes de ajustamento

Um dos problemas mais usuais em estatistica ¢ medir o grau de ajustamento de
uma distribuicdo tedrica a dados reais. Essa tarefa torna-se ainda mais importante
quando estimamos pardmetros para ajustar uma distribuicdo a um conjunto de
dados. Existem muitos métodos de verificar a qualidade desse ajustamento e a
escolha depende do que se pretende com esse ajustamento. Neste caso concreto
¢ importante termos um bom ajustamento relativamente as caudas pois a maior
parte das aplicacdes nesta drea de matemadtica financeira incide sobre as caudas
das distribuigées. Noutras situacdes pode ser importante avaliar a qualidade de
ajustamento em relacdo ao conjunto total de dados.

Neste trabalho mediremos o ajustamento recorrendo aos graficos QQ-plots
muito sugestivos e de leitura simples. Depois passamos a andlise das vdrias dis-
tancias encontradas na literatura, nomeadamente:

e distancia de Kolmogorov-Smirnov;
e distancia de Kuiper;

e distincia de Anderson-Darling ;
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Figura 4.4: Graficos pormenorizados das caudas esquerda e direita dos log-
retornos do activo PT, da distribuicdo normal e da distribuicdo generalizada hi-
perbdlica e subclasses ajustadas aos dados.

e distincia Fajardo-Farias-Ornelas.

Os detalhes sobre cada uma das distincias € dado mais tarde nesta seccao.

4.4.1 QQ-plots

O recurso a gréficos tais como 0s QQ-plots constituem um bom instrumento para
ter uma ideia do ajustamento mas ndo permitem comparar qualitativamente nem
quantitativamente esses diferentes ajustamentos. Basicamente num grdfico de
QQ-plots temos num eixo os quantis da amostra € no outro e€ixo os quantis da
distribuicdo tedrica. Habitualmente também representamos a recta a 45 graus
para comparagdo.Vejamos alguns QQ-plots dos activos em relagdo as distribui-
¢oes normal, hiperbdlica, normal inversa gaussiana e hiperbdlica generalizada.
Procuramos fazer uma comparacao entre a qualidade de ajustamento da distribui-
¢do normal e as distribui¢des hiperbdlica, normal inversa gaussiana e hiperbdlica
generalizada.

Verificamos na Figura 4.9 que apenas a distribuicdo normal ndo se ajusta aos
dados empiricos nem para os valores centrais nem para as caudas como ja era
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Figura 4.5: Gréficos das densidades dos log-retornos do activo EDP, das distribui-
coes normal e da distribuicdo generalizada hiperbdlica e subclasses ajustadas aos
dados. O gréfico direito tem uma escala logaritmica no eixo vertical.

de prever. Qualquer uma das outras distribuicdes ajusta-se aos dados relativos
ao activo PSI20 de uma forma muito proxima para os valores centrais € nao tao
bem em relacdo as caudas. De entre as distribui¢es destaca-se a distribuicdo
hiperbdlica como aquela que se ajusta melhor aos dados empiricos. Esse facto
vem comprovar em parte o que jd tinhamos verificado na Figura 4.3 em especial
no de escala logaritmica que coloca em evidéncia o comportamento nas caudas.

Observando a Figura 4.10 novamente a distribui¢do normal ndo se ajusta aos
dados empiricos do activo PT nem para os valores centrais nem para as caudas
o que vem de encontro ao ja esperado. Da observacdo dos QQ-plots conclui-
mos que qualquer uma das outras distribui¢des ajusta-se aos dados relativos ao
activo PT de uma forma muito préxima para os valores centrais € nao de forma
tao perfeita em relacdo as caudas. O grafico da Figura 4.3 ndo denota uma tdo
boa aproximacao nos valores centrais, como mostram os QQ-plots por exemplo
da distribuicao HYP na Figura 4.10. Para uma melhor conclusdo em termos de
qualidade de ajustamento serd necessdrio esperar pela aplicagcdo das distancias na
subsecc¢do seguinte.

A Figura 4.11 mostra mais uma vez que a distribuicdo normal nlo se ajusta
aos dados empiricos dos log-retornos de um activo financeiro, neste caso concreto
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Figura 4.6: Graficos pormenorizados das caudas esquerda e direita dos log-
retornos do activo EDP, da distribui¢ao normal e da distribui¢ao generalizada hi-
perbdlica e subclasses ajustadas aos dados.

o activo EDP. A distribuicio GH que aparece como exemplo na Figura 4.11 é
aquela que ajusta-se melhor aos dados do activo EDP, apesar de notarmos algum
desfasamento em relagdo as caudas. Em relacdo aos valores centrais o grafico do
QQ-plot da distribuigdo GH vem de encontro ao que jd tinhamos observado na
Figura 4.5, ou seja que existe uma boa aproximacao.

Em relacdo ao activo BCP, podemos observar na Figura 4.12 que ndo existe
um ajustamento da distribui¢cdo NIG em relagcao aos valores centrais nem em re-
lacdo as caudas. Nota-se no QQ-plot que esse ajustamento € mais deficiente em
relacdo aos valores centrais positivos e as caudas o que vai de encontro ao que
foi observado nas Figuras 4.7 ¢ 4.8 em que se nota desfasamentos entre os dados
empiricos e as distribui¢des ajustadas. O activo BCP foi aquele em que se assiste
a uma maior diferenca entre os dados empiricos e as distribuicoes utilizadas.

Para medir a qualidade de ajustamento entre a distribui¢do empirica e a dis-
tribui¢do tedrica além de uma inspecgdo visual dos graficos devem ser utilizadas
diversas distancias jd referidas anteriormente. No entanto a observagdo pormeno-
rizada dos graficos QQ-plots constitui um bom ponto de partida na avaliacdo da
qualidade de ajustamento. Apds a defini¢do de cada uma das distancias e caracte-
rizacdo das suas principais propriedades condensaremos os resultados obtidos em

57

0.08



BCP LOG-RETORNOS BCP LOG-RETORNOS

80

—— Empiricos
++++ Normal

— HYP -
— NIG
— GH

— Empiricos
-+ Normal

— HYP

— NIG

— GH

60
1

Densidade
40
|
Densidade

20

T T T T T T T T T T T T
-0.04 -0.02 0.00 0.02 0.04 -0.06 -0.04 —-0.02 0.00 0.02 0.04 0.06

log-retornos log-retornos

Figura 4.7: Gréficos das densidades dos log-retornos do activo BCP, das distribui-
coes normal e da distribuicdo generalizada hiperbdlica e subclasses ajustadas aos
dados. O gréfico direito tem uma escala logaritmica no eixo vertical.

tabelas.

4.4.2 Distancias

Distancia de Kolmogorov-Smirnov - KS

A distancia de Kolmogorov-Smirnov, inicialmente introduzida por Kolmogorov[Kol93]
e mais tarde por Smirnov, € definida como a maior distincia entre a distribui¢do
empirica e a distribui¢do tedrica para todos os valores possiveis. Esta distancia

ndo dd nenhuma indicacio sobre a qualidade de ajustamento nas caudas, porque

a contribuicdo dos valores que se situam nas caudas € desprezdvel comparativa-
mente aos grandes valores provenientes das zonas centrais da distribuicdo. Por

1SS0 Se 0 nosso interesse se situa nas caudas e ndo nas partes centrais entdo a dis-
tancia de Kolmogorov-Smirnov ndo € a melhor distincia a considerar. A distincia

€ dada pela expressdo seguinte:

xeR
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onde F,,, € a fun¢do densidade cumulativa e F'.; a fun¢do densidade cumulativa
tedrica. A fun¢do densidade cumulativa F,,,, pode ser definida por F,,(x) =
(# X!s < x)/n onde Xs sdo os elementos da amostra menores que x € 1 0 nimero

total de elementos.
Na Tabela 4.5 apresentamos os resultados obtidos com esta distancia.

BCP LOG-RETORNOS

—— Empiricos

Normal

T T
0.02 0.03

T T T
0.04 0.05 0.06

log-retornos

Distancia de Kolmogorov-Smirnov

| Activo |  Normal HYP NIG | GH |
PSI 20 | 0,07516030 | 0,01167005 | 0,00844748 | 0,00798008
PT [ 0,06594342 | 0,02195844 | 0,02225421 | 0,02182824
EDP | 0,07167126 | 0,05830055 | 0,06058709 | 0,06054158
BCP [ 0,10594668 | 0,06974368 | 0,07015714 | 0,07063886

Tabela 4.5: Distancias de Kolmogorov-Smirnov.
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Distancia de Kuiper - KP

Esta distncia € muita usada para verificar a qualidade de ajustamento de dis-
tribuicoes continuas. A principal diferenca entre a distancia de Kuiper e a de
Kolmogorov-Smirnov € que a primeira diferencia entre as diferencas superiores e
as diferencas inferiores e na segunda todas as distancias sdo consideradas iguais.
Esta distancia realca a importancia das caudas. A sua expressao € definida por:

KP = Su]g{Femp(x) = Fou(x)} + Sulg{Fest(x) - Femp(x)}

Na Tabela 4.6 apresentamos os resultados obtidos para a distancia Kuiper.

‘ Distancia de Kuiper ‘

‘ Activo ‘ Normal ‘ HYP ‘ NIG ‘ GH ‘
PSI 20 | 0,14541643 | 0,02182228 | 0,01639191 | 0,01588644
PT 0,13145016 | 0,03939962 | 0,03939962 | 0,03939962
EDP | 0,1252283 | 0,1151543 | 0,1151543 | 0,1151543
BCP | 0,2014664 | 0,1283668 | 0,1283668 | 0,1283668

Tabela 4.6: Distancias de Kuiper.

Distancia de Anderson-Darling - AD

A distancia de Anderson-Darling[AD54] pode ser considerada como a distancia
de Kolmogorov-Smirnov ponderada, cuja ponderacao € definida de forma a dar
especial relevo as caudas da distribui¢cdo. Esta distancia € mais sensivel as caudas
do que aos valores médios das distribuicdes. A distancia considerada € definida
pela seguinte expressao:

Fem (X) - Fes (X)
AD = sup ! ‘ |

wei. VE ()T = F ()
Na tabela 4.7 apresentamos os resultados obtidos para a distancia AD.

Distancia de Fajardo-Faria-Ornelas - FFO.

A distancia de FFO [FFOO06] € mais sensivel aos valores das caudas do que aos va-
lores centrais da distribuicdo. Usa a funcdo de ponderagdo da distancia Anderson-
Darling e o desvio de direc¢ao tal como a distancia de Kuiper. Esta distincia
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Distancia de Anderson-Darling

| Activo| Normal | HYP | NIG | GH |
PSI 20 | 5,148971e5 | 0,3274208 | 0,05477432 | 0,05531154
PT N.C. 0,04392343 | 0,04682480 | 0,04366280
EDP | 914275749 | 0,1530283 | 0,1212338 | 0,1211424
BCP | 546204ell | 3,630179 | 0,1403227 | 5,169363

Tabela 4.7: Distancias de Anderson-Darling.

incorpora as melhores caracteristicas das distdncias AD e KP. A distancia € defi-

nida por:

FFO = sup

Femp(x) - Fest(x)

xeR \/Fest(x)(l - Fest(x))

Na Tabela 4.8 apresentamos os resultados obtidos com esta distancia.

Fest(x) - Femp(x)

sup
x€R \/Fest(x)(l - Fest(x))

Distancia de Fajardo-Faria-Ornelas

‘ Activo ‘ Normal ‘ HYP ‘ NIG ‘ GH ‘
PSI20 | 5,148977e5 | 0,3624497 | 0,09134569 | 0,08969772
PT N.C. 0,07881101 | 0,08112111 | 0,07881066
EDP | 95,3936601 | 0,2696712 | 0,2304219 | 0,2304212
BCP | 5,462040el11 | 3,769677 0,2567490 5,337701

Tabela 4.8: Distancias Fajardo-Faria-Ornelas.

Da leitura das medidas apresentadas nas Tabelas 4.5-4.8 podemos verificar que

a distribuicdo normal para qualquer um dos activos € a que apresenta os valores
mais elevados o que denota fraca qualidade de ajustamento aos dados empiricos.
No caso do activo PT para a distancia de Anderson-Darling e FFO o software
R ndo calcula esta distincia e apresenta como sendo um valor ndo disponivel (not
available), este resultado deve-se ao facto de estas distancias terem valores muito
grandes.

Analisando a Tabela 4.5 podemos afirmar que a distribuicao normal € de longe
a que apresenta os valores mais elevados, o que jd estavamos a espera, tendo em
atencdo o que ja tinhamos observado em termos gréficos. Em relacdo as restantes
distribui¢des as que obtém melhores resultados € a GH e em seguida a distribui-
¢ao HYP. No entanto € de destacar que os valores obtidos para estas distribui¢des
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encontram-se bastante préximos uns dos outros o que poderd indicar que em ter-
mos de valores centrais os ajustamentos sdo muito equivalentes.

Os valores obtidos na Tabela 4.6 resultantes da aplicag¢do da distancia de Kui-
per ndo nos fornece grandes indicacoes. A distancia de Kuiper s6 nos permite tirar
conclusdes em relacdo ao activo PSI20, onde verificamos que o menor valor ob-
tido corresponde a distribuicdo GH mas com uma diferenca muito curta em para a
distribuicdo NIG. No que diz respeito aos restantes activos a distancia de Kuiper
repete os mesmos valores para cada uma das distribui¢ées o que nao nos permite
tirar conclusées. Os valores mais altos sdo obtidos para a distribui¢do normal.

Tendo em atengdo os valores da Tabela 4.7 que correspondem aos resulta-
dos obtidos no cdlculo das distincias de Anderson-Darling podemos afirmar que
os menores valores sdo determinados para a distribuicdo GH e no caso do ac-
tivo PSI20 com valores muito proximos para a distribuicao NIG. Considerando o
activo BCP constatamos que os valores referentes a distribuicdo HYP e GH apre-
sentam valores muito altos relativamente a distribuicao NIG. Os valores mais altos
dizem respeito a distribuicao normal.

A Tabela 4.8 condensa os valores obtidos usando a distdncia de FFO. Uma
andlise a esses valores mostra-nos que os menores valores obtidos dizem respeito
a distribuicao GH e a distribuicao NIG. Uma excepg¢do a afirmacao anterior € dada
pelo activo BCP em que o valor obtido pela distribuicao GH € claramente superior
a obtida para a distribuicdo NIG. A distribuicdo normal € a que regista os valores
mais altos desta tabela.

Os resultados obtidos nas tabelas respeitantes as distancias estdo de acordo
com tudo o que foi observado nos graficos das distribui¢oes ajustadas aos activos
e respectivos QQ-plots. Indo de encontro as nossas afirma¢des podemos analisar
por exemplo a Figura 4.7 na pagina 58 em que € utilizada a escala logaritmica
nota-se que a distribuicdo que se ajusta melhor pelo menos em termos das caudas
€ a distribui¢do NIG o que acaba por ser confirmado pelos valores obtidos pelas
distancias de Anderson-Darling e FFO e falha por muito pouco na distancia de
kolmogorov. Da leitura ainda do mesmo gréfico € evidente que a distribuicao que
menos se ajusta aos dados empiricos € a GH o que € também confirmado pelos
valores altos obtidos nas distancias de AD e FFO e também na distincia de KS por
uma margem mais curta. Concluimos entdo que para o activo BCP a distribui¢ao
NIG € provavelmente a mais adequada.
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4.5 Conclusao

A principal conclusao a tirar € que definitivamente a distribui¢do normal nao po-
derd ser utilizada para modelar log-retornos de activos financeiros. Qualquer uma
das distribuicdes da familia hiperbdlica generalizada constitui melhor alternativa
para modelacdo de activos financeiros.

Em relacdo aos activos EDP e PT constatamos que a distribuicdo GH parece
ser aquela que produz melhores resultados em termos de ajustamento, pois para
qualquer uma das distancias os seus melhores resultados sao obtidos para a distri-
bui¢ao GH. Temos uma excep¢ao para o activo EDP no que diz respeito a distancia
de Kolmogorov-Smirnov pois o valor mais baixo € obtido para a distribuicio HYP,
mas a diferenca para a distribui¢do GH € minima. Em relacdo a andlise dos grafi-
cos dos activos EDP e PT nao nos € possivel destacar nenhuma das distribui¢oes
como aquela que melhor se ajusta ao activo.

O outro activo em discussao, o PSI20 também revela melhores valores nas dis-
tancias incluindo a distancia de Kuiper para a distribuicdo GH. A tnica distincia
em que a distribuicao GH nao se confirma como a melhor para o activo PSI20 € na
distancia de Anderson-Darling, em que o valor obtido € inferior em uma milésima
para a distribuicdo GH.

Concluimos que para trés dos activos em questao a distribuicio GH apresenta
melhores resultados nas distdncias consideradas, somente para o activo BCP &
que a distribuicdo GH nao se perfilha como a mais adequada a um ajustamento
dos seus dados mas sim a distribui¢do NIG.

Os resultados obtidos nos testes de ajustamento quer nos QQ-plots quer nas
distancias vém de encontro as nossas expectativas iniciais. Tal como jd havia sido
concluido em [Pra99] os melhores ajustamentos sdo obtidos para a distribui¢ao
GH seguidos pela distribui¢do NIG e por dltimo pela distribuicio HYP.

Os valores obtidos e as conclusdes retiradas sdo condicionadas a qualidade do
software utilizado. Felizmente existe cada vez mais software de uso livre em que
sdo disponibilizadas as distribuicdes hiperbdlicas no entanto o software comercial
¢ que permite efectuar os melhores ajustamentos. No nosso caso utilizamos os
algoritmos que jd estavam implementados no software R, contudo existe sempre
a possibilidade de melhorar os algoritmos de forma a obter melhores estimagées
dos parametros. Uma sequéncia natural deste trabalho seria desenvolver a drea de
programacdo no que diz respeito a implementacdo dos algoritmos de estimacdo
dos parametros de ajustamento dos dados as distribuigdes.
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Quantis tedricos

Quantis tedricos

o
© ©
38 38
° o ° 9
3 f 3
< <
S S
N N
< <
g o g o
2 2
= s
5 8 5 8
e © e ©
€ €
] ]
3 8 3 8
S =
T T
= =z
Q Q
S S
7 T
© ©
Q Q
< o® ? 000°
T T T T T T T T T T T T T T
-0.06 -0.04 -0.02 0.00 0.02 0.04 0.06 -0.06 -0.04 -0.02 0.00 0.02 0.04 0.06
Quantis tedricos Quantis tedricos
QQ-plot PSI20-NIG QQ-plot PSI20-GH
© ©
< <
S S o
=z oo © 3z 00 ©
3 00 3
S o S
g g
g o g o
2 L
= s
5 8 5 8
e © e ©
§ §
5 o 5 o
5 8 [< 2]
S S
T T
= =
Q Q
S S
! 00X ! o
© ©
Q Q
< e < 00°
T T T T T T T T T T T T T T
-0.06 -0.04 -0.02 0.00 0.02 0.04 0.06 -0.06 -0.04 -0.02 0.00 0.02 0.04 0.06

Figura 4.9: QQ-plots do activo PSI20 versus distribuicdo normal, hiperbdlica,
normal inversa gaussiana e hiperbdlica generalizada.
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Figura 4.10: QQ-plots do activo PT versus distribuicdo normal e distribui¢do hi-

perbdlica.
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QQ-plot BCP-Normal QQ-plot BCP-NIG
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Figura 4.12: QQ-plots do activo BCP versus distribuicdo normal e distribui¢do
normal inversa gaussiana.
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Capitulo 5

Aplicacoes ao Calculo do Preco de
Derivados

5.1 Introducao

Neste capitulo vamos investigar o efeito do modelo hiperbdlico generalizado no
célculo do preco de opcoes financeiros. Desde o trabalho pioneiro de Black-
Scholes [BS73] e Merton [Mer73] que a comunidade académica foi desenvol-
vendo modelos mais realistas para os derivados financeiros. O modelo de Black-
Scholes assume que os log-retornos possuem distribui¢do normal. Por outro lado,
a andlise apresentada nos Capitulos 2 e 4 mostram claramente que a distribui¢ao
normal exibe um ajustamento fraco aos dados empriricos. No entanto, € interes-
sante verificar que, de longe, o modelo de Black-Scholes € ainda o mais usado
pelos agentes do mercado. Este modelo € baseado no movimento Browniano ge-
ométrico ou processo log-normal

S, = S(0)exp(ut + oB,), (5.1)

onde i € a tendéncia e o a volatilidade. O preco actual do derivado € S(0) e B, €
o movimento Browniano no instante 7. O processo S, satisfaz a seguinte equagao
diferencial estocdstica

1

resultante da aplicacdo simples da férmula de It6 a (5.1). E claro que, o sen-
tido rigoroso do diferencial estocdstico anterior € a equagdo integral estocdstica
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correspondente:

! 1 !
St:S(O)+f(,u+§o'2)Sudu+fo'SudBu.
0 0

Provavelmente o sucesso deste modelo estd na sua simplicidade e na forma com-
pacta das férmulas mais comuns usadas no mercado. Um exemplo tipico € o
preco de uma opg¢do de compra Europeia com preco e tempo de exercicio K e T,
respectivamente

P, S,N(d,;0,1)— Ke " "N(d,; 0, 1), (5.2)

d = d+oVNT -1,
In(S,/K) + (r — /2T = T)

oNT —t

A questao que se coloca € a de saber se € possivel obter resultados compactos,
como em (5.2), para o modelo hiperbdlico generalizado proposto anteriormente.
A resposta a esta questdo nao € tao evidente como no modelo de Black-Scholes
mas podemos fornecer resultados da mesma natureza os quais exigem um esforco
computacional maior. Esta € a missdo principal deste capitulo. Finalmente de re-
ferir que os resultados aqui apresentados estao baseados nos trabalhos de Eberlein
et al. [EK95], Prause [Pra99, Capitulo 1] e Keller [Kel97, Chapter 1].

d>

5.2 Movimento generalizado hiperbolico de Lévy

Vimos na Sec¢do 3.4 que a distribui¢do hiperbdlica generalizada (GH) pode ser
obtida como uma distribuicado normal com mistura variancia-média da distribui¢cao
generalizada inversa gaussiana (GIG), cf. (3.7). Por outro lado, Barndorff-Nielsen
et al. [BNH77] mostraram que as distribui¢cdes GIG sdo infinitamente divisivelis.
Assim, uma consequéncia directa deste facto € que a distribuicdo normal com
mistura variancia-média GIG ainda € uma distribuicao infinitamente divisivel, isto
¢, as distribuicdes GH sdo infinitamente divisiveis. Portanto, podemos construir
processos de Lévy baseados nestas distribuicdoes. Recordemos entdo a defini¢ao
de um processo de Lévy.

Definicao 5.1 (Processos de Lévy) Seja (Q, T, (F,)0, P) um espaco de proba-
bilidade com filtracdo o qual satisfaz as condi¢coes usuais e admitimos ¥ =

68



0(Uis0F1). Um processo X = (X;)0 com Xy = 0 quase certamente (q.c.) chama-
se de Lévy se

1. X tem incrementos independentes do passado, isto é, X,— X € independente
de F,,0 < s <t < o0,

2. X tem incrementos estaciondrios, isto é, X, — X tem a mesma distribuicdo
de X,_;, 0 < s<t< o0,

3. X, € continuo em probabilidade, isto ¢, P — 1lim,_; X, = X,.

Observacao 5.2 Nao € objectivo desta tese discutir em pormenor todos os deta-
lhes das defini¢des e condi¢des impostas; para tal sugerimos a consulta da biblio-
grafia. Por exemplo, na definicdo anterior, a condi¢do 3. é uma consequéncia das
duas anteriores, ver [JS03, Definition 11.4.1].

A distribui¢do Py, de um processo de Lévy X = (X;) fica unicamente de-
terminada por uma qualquer das suas distribuigées marginais de dimensdo um,
digamos por Py,. O facto de X possuir incrementos independentes e estaciondrios
resulta na divisibilidade de Py,. Assim, a sua funcdo caracteristica é dada pela
formula de Lévy-Khintchine

E(e™X1) = exp (iub - %u2 + f(ei”x -1- iuX) dF(X))-

O trio (b, c, F), designado trio de Lévy associado a X;, consiste das constantes
beR,c>0eamedidade Lévy F.

Atendendo ao facto da familia GH com pardmetros (4, @, 3, 6, i) ser infinita-
mente divisivel, cada membro desta familia gera um processo de Lévy (L,);»o, isto
€, um processo estaciondrio com incrementos independentes e Ly = 0 q.c. A dis-
tribui¢do P;, de L, tem densidade GH definida em (3.3). A funcdo caracteristica
de L, é dada por

E(e™1) = exp (iub + f (€™ =1 - iux) g(x)dx), (5.3)
onde a densidade da medida de Lévy g € dada por, cf. [Ebe01]

X —4/2 2
o I exp (= v/2y + o?1x]) I
b (7 2y y2p) + Y26 42)
g(x) =
X -2 2
ifo‘” xp (=2 + i) dy|, 1<o.
X {7 7292 (6 4/29) + Y2 (5 y/29))
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Na expressao (5.3) ndo aparece a componente gaussiana —%uz no expoente, entao
0 processo (L;)»o € puramente discontinuo ou processo com saltos.

5.3 Transformada de Esscher

Nesta sec¢do vamos introduzir a transformada de Esscher [Ess32] a qual tem um
papel importante no célculo do preco de opcdes, ver Seccdo 5.4. Seja f a densi-
dade de uma distribui¢do e 6 um nimero real tal que

M) = f ™ f(x)dx
R
existe. A funcdo na varidvel x,

™ f(x)

f(x;0) = M)

€ uma densidade de probabilidade a qual é chamada transformada de Esscher (com
parametro ) da distribui¢do original. A transformada de Esscher pode ser definida
para processos estocasticos, nomeadamente processos de Lévy, usados em mode-
los do movimento do preco de stocks. O parametro 6 € determinado de forma que
a nova medida de probabilidade seja uma medida martingala equivalente (MME).

Definicao 5.3 (cf. [Rai00, Definition 1.7]) Seja L = (L,);so um processo de Lévy
num espaco com filtracdo (Q, F, ¥+, P)so. Chamamos transformada de Esscher
qualquer mudanca de P para uma medida equivalente local' Q com processo
densidade Z, = j—IQDIg da forma

_ exp(0L,)

;= W’ 0 R, (5.4)

onde M denota a funcdo geradora de momentos de L, isto é, M(0) := fR e"dPyr,(u).

Observacao 5.4 1. A transformada de Esscher € interpretada como uma trans-
formada da medida de probabilidade P e ndo como a transformada (da dis-
tribuicdo) do processo L. Deste modo, evitamos complicagdes com filtra-
¢oes etc.

"Local neste contexto significa que para cada t as restri¢des Q; := Q| e P, := P|y, sdo medidas
equivalentes.
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2. O processo de densidade de Esscher Z = (Z,),5¢ definido em (5.4) coincide
com a transformada de Esscher em dimensao 1 da distribuicdo marginal
com 0 mesmo parametro 6, pois

exp(fL,(w))
fg ﬂB(Lt(W))—M( o)y dP(w)

exp(6x)
LHB(X) M) dP,(x),

O(L; € B)

para qualquer B € B(R).

3. A equagdo (5.4) define um processo densidade para qualquer 6 € R tal que
E(exp(6L,)) < oo e L € ainda um processo de Lévy relativamente a Q, cf.
[Rai00, Proposition 1.8].

5.4 Precos de derivados com transformada de Ess-
cher

Depois das consideracdes anteriores 0 nosso objectivo nesta sec¢ao € elaborar um
modelo para o preco de op¢des de derivados de tal forma que os log-retornos pro-
duzem uma distribuicdo hiperbdlica generalizada. Vamos considerar o seguinte
mercado com dois activos: um activo sem risco com dindmica deterministica dada
por

dD, =rDdt, 0<t<T
Dy =1,

onde r € a taxa de juros e T € o instante de exercicio. O segundo activo € um stock
dado pelo processo (S,)o<<r 0 qual segue a dindmica

S = Soexp(L,), (5.5)

onde (L,)o<<r € 0 processo de Lévy generalizado hiperbdlico. Como o processo
(S )o<i<r € puramente discontinuo por (L,)o<,<7 O ser, entdo estamos na presenga
de um mercado incompleto. Por isso temos de escolher uma MME particular
sendo que os precos dos activos financeiros sdo obtidos como a esperanca sob
estas medidas, ver [DS95]. Nao vamos aqui discutir a problemadtica da escolha
da MME porque sai fora do ambito desta tese, no entanto o leitor interessado
pode consultar [GS94], [BDES96], [Kel97] e referéncias nesses trabalhos. Uma
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andlise e caracterizagao do conjunto das MME ¢€ feito em [EJ97]. Assim, no que
respeita a valorizacdo de activos seguimos a escolha mais comum na literatura, ou
seja, tomamos a MME de Esscher a qual € do ponto de vista matemadtico a mais
simples.

Lema 5.5 O processo do preco do activo dado em (5.5) é tal que a medida P é
localmente equivalente a uma medida Q e o preco actualizado exp(—rt)S; é um
Q-martingala. A densidade da medida Q € dada pela densidade da transformada
Esscher

_exp(6L,)
" Mo (0)”
onde 0 € a unica solugcdo da equagdo
Mgy(0+ 1)
r=log ————. (5.6)
® " Mon(®)

Mgy € a fungdo geradora de momentos da distribuicdo GH, ver (3.9) na pdgina
31.

A prova do lema anterior pode ser encontra-se em [Kel97, Lemma 14] no caso
das distribuicoes GH ou para processos de Lévy gerais em [Rai00, Lemma 1.9].
A equagdo (5.6) pode ser escrita explicitamente como

A
r=u+ = log (5.7)

( a? - (B + 6)> ) ( Ki(5+Ja? = (B + 6)?)
> + lo

> = (B+0+1) : K62 —(B+0+1)2))

A solugdo da equacgdo anterior em 6 pode ser encontrada por um dos métodos
cldssicos para determinar raizes, por exemplo o método de Newton. E claro que os
parametros (@, 3, 6, i, A) estdo fixos uma vez aplicado o processo de ajustamento
do Capitulo 4. No caso da distribui¢cdo NIG a equagdo (5.7) tem a forma mais
simples

r=p+o(Na? = (B+6)? - yad - (B+6+ 12

Uma vez encontrado o pardmetro € podemos passar ao cdlculo do preco de um
derivado financeiro. Denotamos por ®(S 7) a fun¢do contrato (payoff function).
Entdo o preco do contrato com fungdo contrato ®(S 7) € dado por

Eo(eT®(S 7)) = e" f D(S0e)d O, (),

R

72



onde Q;, € a distribui¢do de Ly. No caso de uma op¢do de compra Europeia a
funcdo contrato € dada por

O(S7) =7 -K)",

onde K € o preco de exercicioe x* = xsex > 0e x™ = 0se x < 0. Assim, 0 preco
da op¢do de compra Europeia € dado por

P, Eo(e™ T O(S 1))

= ¢ TEo((ST - K)")
f (Soe” — K)dQy, (x)
{Soe¥—K}

So f GH "\ (x)dx — eTK f GH'(x)dx, (5.8)
Y

Y
onde y = log (S—If)) e GH'"Y ¢ dada por
Ox

+T.,0 _ #T,0 —
GH (x) - GH (-x’ a’aB’ 6’ /’L’ /1) - MT(Q)

GH™ (x, @, 3,6, 1, A). (5.9)

A deducdo mais rigorosa da formula (5.8) pode ser consultada em [Kel97, Sec-
tion 1.4.2]. Resta determinar a convolucao da densidade GH. Da familia de distri-
bui¢ées GH sé a NIG (4 = —0.5) € fechada para a convolucao, mais precisamente
temos

NIG (x,a,B,06,1) = NIG(x,a,8, TS, Tp),

e neste caso o cdlculo do preco da opcao de compra Europeia € directo por inter-
médio de (5.8). O caso geral é mais complicado, mas podemos usar o seguinte
lema, ver [Pra97, Lemma 1.14], a qual reduz o cdlculo ao caso simétrico e cen-
trado, isto &, 5 = 0.

Lema 5.6 A convolucdo GH*! ¢é caracterizada por

eﬁx
GH*T(X, a’aB’ 69#7 /1) = GH*T()C, a’, 0, 6,/.1, /l)
M;(B)
P o
= il - Tre0.60.0 (10
0

onde M{(B) € a fun¢do geradora de momentos Mgy com 3 = 0 elevado a T e
calculada no argumento .

73



No caso em que f = ¢ = 0, a fungdo caracteristica de GH € real e dada por,

of. (3.11)
@ KV )
vorl) =\ a K (a0)

e. portanto, a densidade de GH I ¢ dada pela férmula de Fourier inversa como
1 00
GH (x,,0,6,0,2) = — f cos(ux)pgp (1) du. (5.11)
T Jo

O cdlculo deste tipo de integrais € feito pela transformada de Fourier rapida (FFT),
por exemplo http://www.nr.com. A sua implementacdo ndo ¢ feita nesta tese
mas ¢ um assunto de grande interesse o qual deve ser desenvolvido e estudado.
Nomeadamante, comparar precos de derivados (sejam opgdes de compra, de venda
ou outras) para as diferentes distribuicdes da classe GH. Obter o grdfico das dife-
rencgas entre os precos de Black-Scholes e de GH e subclasses.

Finalmente apresentamos em 4 passos o cdlculo do preco de op¢des usando
FFT:

1. Primeiro resolvemos a equacgdo (5.7) ou uma das subclasses para obter o
parametro 6.

2. Em segundo, calculamos a densidade simétrica centrada GH*T (x—Tu, «, 0, 6,0)

usando a FFT por intermédio da férmula (5.11).

3. Em terceiro, a transformada de Esscher € calculada pela igualdade (5.9) e
(5.10).

4. Finalmente, o preco da op¢do € dado pela formula (5.8) o qual € essencial-
mente uma integracao.
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Apéndice A

Conjunto de Dados e Aspectos
Computacionais

A.1 Software R

O software R faculta uma grande variedade de ferramentas estatisticas (por
exemplo: modelacdo linear e ndo linear, testes estatisticos cldssicos, andlise de
séries temporais e outras) e técnicas graficas. O software R € livre e estd dispo-
nivel no site oficial do projecto www.r-project.org.

O software R encontra-se em permanente desenvolvimento, existindo mui-
tos packages adaptados aos mais diferentes temas. No caso concreto deste traba-
lho foi imprescindivel a utilizacdo de vdrios packages dos quais destacaria o pac-
kage Rmetrics - Marketes and Basic Statistics desenvolvido por Di-
ethelm Wuertz. Mais informagdes sobre este package no endereco www.rmetrics.
org.

A.2 Conjunto de dados

No Capitulo 2, nomeadamente na Tabela 2.1 pdgina 4 apresentamos os 4 conjunto
de dados utilizados nesta tese. Eles consistem no fecho didrio do indice PSI 20
e das 3 maiores empresas cotadas no indice: PT, EDP e BCP. Estes dados foram
gravados no formato csv o qual pode ser importado para o R embora existam
outras alternativas.
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A.3 Descricao de procedimentos utilizados

Para o uso de algum dos packages disponiveis € necessdrio fazer o seu carrega-

mento no inicio do cddigo usando a instrucdo require (), tendo no entanto o cui-

dado de anteriormente ter usando load packages ... e install packages
. no menu packages.

Importacao de dados

scan() Esta fung¢do € utilizada para importar no formato csv, por exemplo:
y<-scan(file="psi20.csv")

Uma vez carregados os dados didrios de fecho do PSI 20 podemos calcular os
seus retornos logaritmicos
x<-diff(log(y))

Graficos

plot () Esta funcdo permite fazer um grafico dos dados; o exemplo seguinte pro-
duz a Figura 2.1 na pédgina 5.

plot(x, lty=1,lwd="1",type="1", main="PSI 20",
xlab="",ylab="valor do indice PSI20")

O grifico da densidade empirica e densidade da distribuicdo normal ajustada
aos dados PSI 20.(ver Figura 2.3)
kde = density(x)
plot(kde$x, kde$y, type = "1", 1ty = 3, lwd =2, xlim = c(-0.05,
0.05), ylim = c(0, 55),
xlab = "Log-retornos", ylab = "Densidade dos log-retornos",
main = "PSI 20")
s = seq(from = -0.5, to = 0.5, length = 500)
# densidade da distribuicdo normal
lines(s, dnorm(s, mean(x), sd(x)),lwd="2", col = "red")

qgqnorm() Esta funcdo permite fazer um QQ-plot dos dados em relagdo a distri-
bui¢do normal, consideremos o seguinte exemplo da Figura 2.10.

gaqnorm(y, xlim=c(-4,4), main="QQ-plot Didrio", xlab="Quantis teéricos"
ylab="Quantis empiricos")
qqline(x, col="2")
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Medidas estatisticas elementares

mean(), sd(), var(), skewness(), kurtosis(), max(), min() e lenght().
Estas fun¢des permitem calcular a média, o desvio padrdo, variancia, assimetria,
achatamento, mdximo, minimo e contagem do nimero de dados. Os valores indi-

cados na Tabela 4.1 na pagina 45 foram obtidos com estas funcdes.

Estimacio de parametros

ghFit(), hypFit() e nigFit(). Estas fun¢bes permitem estimar os parame-
tros das distribuicbes GH HYP e NIG pelo método de maximum likelihood es-
timator. Antes de se aplicar estes comandos € necessdrio carregar 0s pacotes:
fBasics, KernSmooth. O cédigo seguinte permite obter a Figura 4.1.

hyp = hypFit(x)

hyp.est = hyp@fitfestimate

nig = nigFit(x)

nig.est = nig@fit$estimate

gh = ghFit(x,alpha=nig.est[1],beta=nig.est[2],
delta=nig.est[3],mu=nig.est[4],lambda=-0.4064305)

gh.est = gh@fit$estimate

LLH = cChyp = hyp@fit$minimum,nig = nig@fit$minimum,

gh = gh@fit$minimum)

#HAH#H#H

s = seq(-0.06, 0.06, length = 500)

hyp.y = dhyp(s, hyp.est[1], hyp.est[2], hyp.est[3], hyp.est[4])
nig.y = dnig(s, nig.est[1], nig.est[2], nig.est[3], nig.est[4])
gh.y = dgh(s, gh.est[1], gh.est[2], gh.est[3], gh.est[4], gh.est[5])
norm.y = dnorm(s, mean(x), sd(x))

##### Grafico logaritmico da densidade empirica

kde = density(x)

plot(kde$x, log(kde$y), type = "1", lwd = 2,xlab="log-retornos",
ylab="Densidade",x1im = c(-0.05, 0.05), ylim = c(-4, 5),

main = "PSI 20 LOG-RETORNOS")

##### Graficos das densidades das distribuicdes

lines(s, logChyp.y), col = "red", lwd = 2)

lines(s, log(nig.y), col = "green", lwd = 2)

lines(s, log(gh.y), col = "blue", lwd = 2,1ty=5)

lines(s, log(norm.y), lty = 3, lwd = 2)
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##### Legenda do grafico

legend(0.025,4, c("Empiricos","Normal","HYP",6"NIG","GH"),lty=c(1,3,1,1,1),
lwd=2, col=c("black","black","red","green","blue"))
segments(-0.055,0,0.055,0)

Calculo das distancias

As distancias utilizadas para testar o ajustamento dos dados empiricos aos da-

dos tedricos as distribuicoes estimadas foram, ver Subseccao 4.4.2 na pagina 58,

KS, KP, AD, e FFO. O cddigo apresentado usa a distribuicdo normal e distribui-

cao HYP, para as restantes distribui¢des € andlogo. Os valores encontram-se nas
Tabelas 4.5-4.8 a partir da pagina 59.

##### Distribuicdo empirica

X.sort<-sort(x)

fn<-seq(l:length(x))/length(x)

##### Calculo das distancias relativas a distribuicdo tedérica normal
x.normal<-pnorm(x.sort,mean(x.sort),sd(x.sort))
ks.distance.normal<-max(abs(fn-x.normal))
ad.distance.normal<-max(abs(fn-x.normal)/sqrt(x.normal*(1l-x.normal)))
kuiper.distance.normal<-max(fn-x.normal) + max(x.normal-fn)
fof.distance.normal<-(max((fn-x.normal)/sqrt(x.normal*(1-x.normal)))
+ max((x.normal-fn)/sqrt(x.normal*(1-x.normal))))

##### Calculo das distancias relativas a distribuicdo tedérica hiperbdlica
X.hyp<-phyp(x.sort, hyp.est[1l],hyp.est[2],hyp.est[3],hyp.est[4])
ks.distance.hyp<-max(abs(fn-x.hyp))
ad.distance.hyp<-max(abs(fn-x.hyp)/sqrt(x.hyp*(1-x.hyp)))
kuiper.distance.hyp<-max(fn-x.hyp) + max(x.hyp-in)
fof.distance.hyp<-(max((fn-x.hyp)/sqrt(x.hyp*(1-x.hyp))) +
max((x.hyp-fn) /sqrt(x.hyp*(1-x.hyp))))

Neste apéndice colocamos como exemplo os principais cddigos utilizados na
elaboragdo deste trabalho. Evitamos colocar todos os cédigos usados pois isso
tornaria este apéndice demasiado extenso, visto que todas as figuras, tabelas e cdl-
culos efectuados neste trabalho foram realizados usando o software R. Além dos
exemplos mostrados acima, torna-se necessdrio uma consulta aos vdrios manu-
ais de apoio que se encontram disponiveis na Internet. Os principais manuais de
apoio utilizados neste trabalho encontram-se disponiveis em:

e http://stat.ethz.ch/CRAN/doc/packages/fBasics.pdf;
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e http://cran.r-project.org/doc/contrib/Ricci-distributions-en.
pdf;

e http://cran.r-project.org/doc/manuals/R-intro.pdf.
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Apéndice B
Funcoes de Bessel

Neste apéndice vamos coleccionar algumas propriedades das fungdes de Bessel
modificadas as quais sdo usadas largamente ao longo desta tese nas distribui¢des
hiperbdlicas generalizadas. A referéncia cldssica para este assunto € Abramowitz
e Stegun [AS92].

Definicao B.1 Sejam K,(z) e 1.,(z), z € C solugcdes da equacdo diferencial

As solucgdes K e I, possuem a seguinte relacdo, cf. [AS92, Equacdo 9.6.2]

1

n
Ki(z) = Em(l—a(@ —1,(2)),

sendo o lado direito substituido pelo seu valor limite se A € inteiro ou zero.

Observacao B.2 1. As fungdes K, I., s@o regulares no plano-z excepto no
eixo real negativo.

2. Para cada z € C\Rj (R; conjunto dos niimeros reais menores ou iguais a
zero) fixo, K.(z), 1.(z) sdo fungdes inteiras.

3. Ka(z) tende para zero quando |z| — 0 no sector |arg z| < 7 para qualquer A.

4. K)(2) e 1.,(z) sdo reais e positivas quando A > -1 e z > 0.
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Existem vdrias representacOes integrais para K, cf. [AS92, 9.6.21-9.6.25] mas
a representacdo dada na Proposi¢do B.3 € da autoria de Barndorft-Nielsen e Blae-
sild [BNB81, Appendix 1].

Proposicao B.3 (Representacao integral) Para qualquer z > 0 temos

1 00
Ky (2) = = f x'exp (—E(x + x‘l)) dx.
2 Jo 2
Algumas propriedades elementares das funcdes de Bessel modificadas.
Coroldrio B.4 (Propriedades elementares) /. Simetria na ordem

Ki(2) = K_a(2).
2. Relacdo de recorréncia

24
Ki(2) = ?KA(Z) + K)-1(2).

3. Conjugado para ordens reais

K,I(Z) = KA(Z), AeR.

4. Monotonia para ordens positivas
Ky :(2) > K (2), A1>0,e>0z>0.
Propriedades assimptdticas de K, para argumentos pequenos.
Proposicao B.S Consideremos o pardmetro A fixo e z — 0, entdo

Ko(z) ~ —In(2).
Ki(z) ~ T2z

Para quaisquer € >0, 1 >0e0 < z T oo temos

Ka(2)
K/HS(Z)

11
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Especialmente interessante para o Capitulo 4 sdo as derivadas das funcdes de
Bessel modificadas nas (4, z)-varidveis, cf. [AS92, Equacgdes 9.6.27-29 e 9.6.42-
46].

Proposicao B.6 (Derivadas) 1. Para A = 0 temos

Ky(2) = —Ki(2).
2. Para A arbitrdrio a seguinte relacdo tem lugar
, A
Ky(z) = —ZKA(Z) - Ka-1(2), nefl,2,...}L
3. Aderivada de In K, € dada por

(InK\(2) = % “R@, 250,

onde Koui(2)
Z
Ri(z) i= ===, B.1
1(2) K. (B.1)
A fungdo R, é crescente quando A < —% e descrescente quando A > —%,
cf. [Lor67].

4. A derivada na varidvel A €

0K 1 (Z)
04
0K, (2)
%l

0K (2) _n! nZ_l ZKi(2)
04 |, 2Qzy L 2m—k)k!

Teorema B.7 (Funcoes de Bessel do primeiro e segundo tipo) Sejam z > 0 e
A > 0 dados, entdo temos

Ki1(2) _ foo ga(0)
0

7K, (2) 2+t

2
= 0
8O T RN R
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—n cos(Am) K (2), A#0,+1,+2...

0

dt,




onde J, e Y, sdo as fungoes de Bessel do primeiro e segundo tipos, respectiva-
mente. Isto é, sdo as solucoes da equacdo diferencial

d*w dw
et z— + (- 2Pw=0.
¢ dz? Zdz @ W
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