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Resumo

Uma equacdo que contém uma, ou mais, das suas derivadas e uma funcgéo
desconhecida é chamada de equacao diferencial. Dado isto, os objetivos desta dissertacdo
sdo estudar sistemas dinamicos n&o-lineares, determinar a estabilidade de estados
estacionarios, estudar o comportamento das Orbitas no diagrama de fases, linearizar
sistemas e resolver problemas aplicados.

As equac0es diferenciais ordinarias de primeira ordem podem ser classificadas
conforme os métodos empregues na obtencdo da sua solugédo explicita. As propriedades
qualitativas dos pontos de equilibrio e, por sua vez, a sua estabilidade, podem ser obtidas
através do esboco do campo vetorial associado, sendo classificados por poc¢o, ponto de
sela ou fonte. Nas equages diferenciais ndo-lineares autbnomas de segunda ordem, o
seu estudo é, em geral, descrito no diagrama de fases. Introduzindo uma mudanca de
variavel, obtém-se um sistema diferencial ndo-linear de primeira ordem, onde a sucessao
de estados para os diversos valores da varidvel independente tracam as Orbitas no
diagrama de fases. Os pontos de equilibrio, neste diagrama, sdo classificados como
centros ou pontos de sela.

Nos sistemas autdnomos de primeira ordem, a medida que a variavel independente
t varia, os pares (x(t),y(t)) tracam um caminho de fase direcionado no plano xOy. Os
pontos de equilibrio sdo classificados conforme o comportamento das drbitas a sua volta.
Quando ndo se consegue determinar a solucdo analitica nem a equacdo das Orbitas no
diagrama de fases, recorre-se a técnica de linearizacdo. Esta técnica transforma,
localmente, as propriedades um sistema ndo-linear num sistema linear. Quanto a
estabilidade dos pontos de equilibrio e construcdo do respetivo diagrama de fases
associado, estes dependem dos valores proprios da matriz jacobiana do sistema linear,
podendo representar nés, pontos de sela, centros ou espirais.

Palavras-chave: Sistemas dindmicos, Pontos de equilibrio, Estabilidade, Orbitas,
Diagrama de fases.






Abstract

An equation that contains one, or more, of its derivatives and an unknown function
is called a differential equation. Given this, the objectives of this dissertation are to study
nonlinear dynamic systems, to determine the stability of stationary states, to study the
behavior of the orbits in the phase diagram, to linearize systems and to solve applied
problems.

First order ordinary differential equations can be classified according to the
methods used to obtain their explicit solution. The qualitative properties of the
equilibrium points and their stability, can be obtained by sketching the associated vector
field, being classified by sink, saddle point or source. In second order autonomous non-
linear differential equations, their study is, in general, described in the phase diagram. By
change of variables, a first order nonlinear differential system is obtained, such that the
succession of states for the various values of the independent variable gives the orbits in
the phase diagram. The equilibrium points in this diagram are classified as centers or
saddle points.

In first order autonomous systems, as the independent variable ¢t varies, the pairs
(x(t),y(t)) gives a phase path ordered in the xOy plane. The equilibrium points are
classified according to the behavior of the orbits in its neighborhood. When it is not
possible to determine the analytical solution or the equation of the orbits in the phase
diagram, the technique of linearization is used. This technique transforms, locally, the
properties of a non-linear system into a linear system. As regards the stability of the
equilibrium points and the construction of the respective associated phase diagram, they
depend on the eigenvalues of the jacobian matrix of the linear system, which can represent
nodes, saddle points, centers or spirals.

Keywords: Dynamical systems, Equilibrium points, Stability, Orbits, Phase diagram.
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Introducao

Esta tese foi elaborada no ambito da dissertacdo do Mestrado em Matemaética,
Estatistica e Aplicacbes. O tema proposto foi Sistemas Dindmicos N&o-Lineares e
Aplicacdes.

Os objetivos desta dissertacdo sdo estudar sistemas dinamicos ndo-lineares com
aplicacdes as diferentes areas do saber, determinar a estabilidade de estados estacionarios,
estudar o comportamento das Orbitas no diagrama de fases, linearizar sistemas e resolver
problemas aplicados.

Esta dissertacdo contém contetdos teoricos subjacentes aos métodos necessarios
para se resolver os diferentes problemas, bem como exemplos ilustrativos e
esclarecedores da teoria.

O célculo e as equacdes diferenciais nasceram juntos, dado que os dois teoremas
basicos do calculo estdo intimamente ligados a solucdo da equacdo diferencial mais
simples e importante

x'(t) = f(v), 1)

ou seja, obter a funcdo incognita x(t), uma vez conhecida a sua derivada f(t).

Com base em [1, 2], com o aparecimento do célculo no final do século XVII por
obra de I. Newton (1642-1727) e G.W. Leibnitz (1646-1716), inimeros problemas
mecanicos puderam ser modelados matematicamente na forma de equacdes diferenciais.

Newton forneceu a base para a aplicacdo das equacOes diferenciais no século
XVIII, classificando as equaces diferenciais de primeira ordem de acordo com as formas

Z—Z = f(x) ,Z—z =f(y) e Z—z = f(x,y) obtendo, portanto, um método para resolver a
ultima equacéo, no qual f(x,y) é um polindmio em x e y, usando séries infinitas.

Diferente de Newton que considerava varidveis mudando com o tempo, Leibniz
estudava as variaveis x e y variando sobre sequéncias de valores infinitamente proximos.
Este matematico introduziu a notacdo dx e dy como as diferencas entre os valores

. A x o . da . .
sucessivos dessas sequéncias, estabeleceu a notacao de derivada d—z e o sinal de integral.

Em 1691, este matematico descobriu 0 método de separacdo de varidveis e desenvolveu
0 método de reducdo de equacdes homogéneas em equacOes separaveis. Em 1694,
apresenta o procedimento para a resolugéo de equacdes lineares de primeira ordem.

Leibniz comunicava em especial com os irméos Jakob Bernoulli (1654-1705) e
Johann Bernoulli (1667-1748), os quais contribuiram significativamente para o
desenvolvimento de métodos de resolucdo das equacOes diferenciais e expansdo no
campo das suas aplicagoes.



Introducéo

Varios problemas foram resolvidos explicitamente por grandes matematicos,
como os da familia Bernoulli e Leonhard Euler. Contudo, com o passar do tempo,
percebeu-se que ndo seria possivel obter procedimentos gerais de resolugdo explicita para
as equacdes diferenciais e, no século XVII, pesquisadores desta ciéncia comegaram a
procurar outros métodos de estudo das equacgdes diferenciais que ndo a sua solugdo
explicita. Segundo Danielle Nébrega em [3], nessa época Augustin Louis Cauchy
(1789-1857) teve grande destaque demonstrando a existéncia de solucdes para uma
grande parte das equaces diferenciais.

Euler introduziu métodos que geravam uma solugdo aproximada da equacao
diferencial. No primeiro deles, a aproximacdo é feita com linhas poligonais por um
processo que deu origem aos métodos de calculo numérico das solu¢es. No segundo
método, a solucéo é aproximada por polindmios ou, mais especificamente, por uma serie
de poténcias.

Leonhard Euler, entre os anos de 1734 e 1735, identificou a condi¢éo para que
equacdes diferenciais de primeira ordem sejam exatas. Em 1739 desenvolveu o método
de variagdo das constantes e em 1743 demonstrou a teoria dos fatores integrantes.

Este matematico usava, frequentemente, a série de poténcias para solucionar
equacOes diferenciais, onde incluia o uso de aproximagcbes numéricas e O
desenvolvimento de métodos numéricos. Além disso, foi o responséavel por efetuar o
primeiro tratamento sistematico do célculo de varia¢bes. De acordo com [4], trabalhou
com séries de Fourier, utilizando as fungdes de Bessel nos estudos sobre vibracGes de
uma membrana circular esticada e aplicou as transformadas de Laplace para resolver
equac0es diferenciais.

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) veio a suceder Euler, mostrando que a
solucdo geral de uma equacao linear homogénea de ordem n € uma combinacdo linear de
n solucBes independentes, destacando-se também pelo seu trabalho fundamental em
equac0es diferenciais parciais e calculo de variagdes.

Até ao final do século XVIII, foi desenvolvido diversos métodos elementares para
solucionar equac@es diferenciais ordinarias. No comeco do século XIX, Carl Friedrich
Gauss (1777-1855) e Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) contribuiram no
desenvolvimento das teorias e conceitos de fungdes de variaveis complexas. Gauss
percebeu que a teoria das funcdes de uma varidvel complexa era a chave para alcancgar 0s
resultados necessarios em equacdes diferenciais aplicadas, enquanto Cauchy desenvolveu
0 método da equagéo caracteristica, o qual foi uma importante ferramenta na analise e
solugdo de muitas equacges diferenciais parciais.

Com base em [3], Pierre-Simon de Laplace (1749-1827) teve também o seu
destaque no campo da mecanica celeste dado o seu método “A transformada de Laplace”
permitir solucionar uma equacéo diferencial ordinaria de coeficientes constantes por meio
da resolucdo de uma equacao algébrica.



Introducéo

Apdbs o inicio do seculo XIX, os métodos gerais de resolucdo explicita das
equacdes diferenciais perderam a sua proeminéncia e nenhum método de maior
relevancia foi desenvolvido até o aparecimento do célculo operacional.

Contudo, ja no final do seculo XIX iniciou-se a investigacdo de questdes tedricas
de existéncia e unicidade e, no ano de 1876, Rudolf Lipschitz (1832-1903) desenvolveu
0 teorema da existéncia para solucdes de equacdes diferenciais de primeira ordem. Com
tudo isto, iniciou-se assim a teoria qualitativa geométrica representada por H. Poincaré
(1854-1912) e A.M. Lyapunov (1857-1918), bem como a teoria da aproximacao analitica
(expansao em séries) e da aproximacdo numérica [5, 6].

Segundo [7], a teoria das equacdes diferenciais foi aplicada primeiramente as
ciéncias fisicas e posteriormente a outras atividades humanas. Estas equac¢des associam
uma funcdo incognita a uma ou mais das suas derivadas, sendo que a sua resolugédo
significaria encontrar todas as suas solucdes, isto €, todas as funcbes que as satisfazem.

Atualmente, o desenvolvimento das solucBes de determinadas equacdes
diferenciais ainda continua como objeto de pesquisa, fazendo com que muitos problemas
atrativos e importantes ainda ndo tenham sido resolvidos. O campo das equacdes
diferenciais continua sendo estudado por muitos investigadores, fazendo com que as
equac0es diferenciais constituem uma das aplicacbes mais importantes do calculo, uma
vez que traduzem matematicamente muitos dos fendmenos estudados em varias areas do
saber.

Ao longo desta dissertacdo, pretende-se mostrar alguns conceitos gerais sobre as
equacOes diferenciais ndo-lineares de primeira ordem e ordem superior, bem como
resolucdo de sistemas ndo-lineares. Toda a teoria pode ser encontrada detalhadamente na
bibliografia apresentada.

No primeiro capitulo é apresentando alguns dos conceitos basicos e defini¢cGes
acerca desta tematica.

No segundo e terceiro capitulos é abordado o estudo qualitativo, resolucdo
analitica e algumas aplicacGes sobre as equagOes diferenciais nao-lineares de primeira
ordem e ordem superior.

Por fim, no quarto capitulo é exposto algumas ideias sobre os sistemas nao-
lineares, mais propriamente, a sua resolucéo analitica através do método de substituicéo,
método matricial ou pela linearizacéo a volta dos seus respetivos pontos de equilibrio, o
seu estudo qualitativo e um exemplo de aplicagéo prética.






Capitulo 1

Equacoes diferenciais: conceitos basicos e defini¢cdes

Genericamente, uma equacao diferencial € uma relacdo entre uma funcao desconhecida
e as suas derivadas. Existem dois tipos de equacdes diferenciais:

(i)  Equacbes diferenciais ordinérias (EDQO): A funcdo incognita que aparece na equagao,
v (na notagdo usada), representa uma funcdo de variavel independente x, sendo a sua
forma geral

2
F(x,y,y',y",..) =0, onde y' = Z—i, y" = %, @)
Chama-se ordem da equacdo diferencial a ordem da derivada de ordem superior que
aparece na equacao.
(i)  Equacdes de derivadas parciais (EDP): A fungdo u é uma fungdo de vérias variaveis
u(x,zt,...) e aequagdo é uma relacdo entre u, as variaveis independentes x, z, ¢, ... €

as derivadas parciais de u.

Pode-se, ainda, classificar as equacdes diferenciais ordinarias quanto a sua linearidade.

Definicao 1 [8]: Seja I um intervalo aberto da reta real. Uma equacdo diferencial ordinéria
linear de ordem n, na variavel independente x, € uma equacao que € (ou pode ser) expressa
da seguinte forma

ao()y™ + a; )y + -+ a1 ()Y + ay(x)y = b(x), )

onde as fun¢bes ay, a4, ..., a, sdo fungdes (conhecidas) continuas no intervalo I e a funcéo a,
ndo se anula nesse intervalo.

Definicédo 2 [3]: Uma equacdo diferencial ordinaria ndo-linear é uma equacéao diferencial
ordinaria que ndo segue as propriedades das equacdes lineares.

Note-se, portanto, que nas equacdes diferenciais lineares, tanto 0 y como as suas
derivadas sdo sempre de primeiro grau, ndo surgem produtos de y ou das suas derivadas e ndo
figuram fungdes transcendentes de y (exponencial, seno, cosseno, logaritmo, poténcia, etc) ou
das suas derivadas.

Observacéo 3: Nesta dissertacao apenas estudam-se equacoes diferenciais ordinarias.

Observacéo 4: No caso das equacdes diferenciais de primeira ordem, estas podem ser escritas
essencialmente de trés formas equivalentes
dy £ y) dx 1
—=fxy), 5-=
dy f(xy)

ou f(x,y)dx—dy = 0.

dx (4)



Equacdes diferenciais: conceitos basicos e defini¢oes

Esta caracteristica faz com que, em muitos casos, se possa escolher a variavel independente
gue seja mais vantajosa na Otica da andlise e resolucdo da equacao diferencial em causa. Em
particular, pode acontecer que determinada equacéo diferencial de primeira ordem néo seja
linear se for reescrita considerando uma outra variavel independente (ha pratica trocando o
papel das variaveis independentes/dependentes).

1.1 Solucgbes das equac0es diferenciais

Sem alguma compreensdo teorica sobre a natureza das solug@es, pontos de equilibrio,
bem como propriedades de estabilidade, ndo seria possivel entender quando é que as solucgdes
numericas (mesmo aquelas fornecidas por packages bem utilizados) sdo confiaveis. Assim,
nesta sec¢do, averiguamos quais os critérios que levam uma funcéo f a ser classificada como
solucdo de uma dada equacéo diferencial.

Definicao 5 [3]: Qualquer fungdo f definida num intervalo real I que quando substituida na
equacdo diferencial reduz a equacdo a uma identidade é chamada de solucdo para a equacao
nesse intervalo. Ou seja, uma solucdo para a equacao diferencial

F(x,3,9,...y™) =0, (5)
¢ uma funcdo f que possui pelo menos n derivadas e satisfaz a equacio
F (x,f(x),f’(x), o, [V (x)) = 0 para todo x pertencente ao intervalo.

Exemplo 6 [8, p. 7]: A relagdo y = x? é uma solugdo da equacdo diferencial y'+y =
x(x + 2), uma vez que substituindo y por x? na equag&o anterior se obtém uma identidade

y+y=x(x+2) ©2x+x%=x(x+2).
Vejamos agora o que diferencia as solucdes explicitas das solu¢Ges implicitas.
Definigdo 7 [8]: Seja f(x) uma fungéo real definida para todo o x pertencente a um intervalo

real aberto I e que tenha derivada de ordem n. A funcéo f designa-se uma solucdo explicita
da equacéo diferencial no intervalo I se satisfaz as condicGes:

(@) F(x,y,y’, ....,y™) esta definida para todo x € I;

(b) F(x, f(x), f'(x), ..., f™(x)) = 0 para todo x € I.
Ou seja, a funcéo F, que esta associada exclusivamente a forma da equacao diferencial, deve,
enquanto funcéo explicita de x, fazer sentido para todo x € I. Por outro lado, a substituicdo

de f(x) e das suas derivadas na expressao da equacao diferencial deve conduzir a equagao
diferencial a uma identidade no intervalo real aberto 1.

Exemplo 8 [8, p. 8]: A fungdo f(x) = 2sinx + 3 cos x é uma solucéo explicita da equagéo
diferencial de segunda ordem

yll + y — O (6)
paratodoo x € R.



Problema de valor inicial

Resolugdo. Tem-se que f(x)=2sinx+3cosx, f'(x)=2cosx—3sinx e
f"(x) = —2sinx — 3 cosx, pelo que f(x), f'(x) e f''(x) estdo definidos para todo o x € R.
Substituindo y por f(x) e y" por f"'(x) na Equacéo (6), obtém- se a identidade

—2sinx —3cosx+2sinx+3cosx=0<0=0

que € valida para todo o x real. Portanto, a fungdo f(x) diz-se uma solugdo explicita da
Equacdo (6) para todo o x € R. Podemos notar também, que a forma da Equacdo (6) ndo
impde, por si sO, qualquer restricdo aos valores que a variavel independente x pode tomar,
pelo que D = R. Em suma, y = f(x) verifica, para todo o x € R, as condi¢Bes impostas pela
Equacao (6).

Definicdo 9 [8]: Uma relacdo (implicita) g(x,y) = 0 diz- se uma solucdo implicita da
equacao diferencial se define pelo menos uma funcéo real f(x) num intervalo aberto I, tal que
f(x) é uma solucao explicita da equacao diferencial em 1.

Pode-se assim dizer que uma solucdo da equacdo diferencial € uma relacdo explicita ou
implicita entre as varidveis x e y que satisfaz a referida equacdo num determinado intervalo
aberto I, sempre que o dominio de y, y’,y", ....,y™ contenha I e 0 mesmo acontecendo com
o dominio de F (enquanto funcgdo explicita de x).

Exemplo 10 [8, p. 11]: Arelacdo xy = 1 € uma solucéo implicita da equacao diferencial de
primeira ordem

y'=—x 7
no intervalo I = R\ {0}.

Resolucdo. De facto, xy = 1 define uma funcdo real f(x) = x~! para todo x € R\ {0}.
Assim, facilmente se conclui que f(x) é uma solucéo explicita da Equacéo (7) em I, como
requerido.

1.2 Problema de valor inicial

Resolver uma equacédo diferencial significa obter todas as func¢Bes y = f(x) que séo
solucdo dessa equacdo. Em muitas situacdes concretas o que se pretende é encontrar uma
solucéo y da equacdo diferencial que, num determinado ponto ou instante x,, assume o valor
Yo, iSto €, que satisfaz a condicdo y(x,) = y,. Uma condicdo deste tipo diz-se condicéo inicial
e 0 problema de encontrar uma solucdo de uma equacdo diferencial que satisfaca uma dada
condic&o inicial diz-se problema de valor inicial ou problema de Cauchy.

Geometricamente, o conjunto solugdo de uma equacdo diferencial ordinéria de primeira
ordem define um conjunto de curvas no plano xOy. Essas curvas designam-se por curvas
integrais da equacéo diferencial e, por esse motivo, as solucdes de uma equacao diferencial séo
também denominadas curvas integrais. Cada uma das curvas integrais € solucdo de um
determinado problema de valor inicial.




Equacdes diferenciais: conceitos basicos e defini¢oes

Geralmente, por meio de manipulacdo algébrica, consegue-se reescrever a equagao
diferencial de primeira ordem na forma de uma ou mais equac6es do tipo
dy
- =f0y). ®)
Existem infinitas solugdes da equacdo diferencial (8). Dado um valor inicial
y(xo) = yo, € possivel calcular a derivada y' no ponto x, (igual a f(x,,v,)) € geralmente é
possivel encontrar uma curva integral que passe pelo ponto (x,,V,) € com derivada igual a
f(x,y) em cada ponto. O problema de valor inicial consiste entdo em encontrar a curva integral

(ou curvas integrais) que passa pelo ponto (x,, y,) € que satisfaca a Equacéo (8).

Exemplo 11 [8, p. 23]: Determine uma solucdo do problema de valor inicial (PVI)

=% y@)=4
y =--, y =4
y

sabendo que a equacdo diferencial admite uma familia de solu¢des que pode ser escrita na
forma

x?+y% =2 9)
Resolugdo. A condi¢do y(3) = 4 significa que se pretende determinar uma solucéo da
equacao diferencial dada, tal que y = 4 quando x = 3. Assim sendo, o par de valores
(x,y) = (3,4) deve verificar a condi¢do da familia de solugdes da equacdo. Substituindo
x = 3ey = 4naEquacdo (9), obtém-se 9 + 16 = c?, ou seja, ¢ = 25.

Assim,

y = ++25 — x2.

Deve-se escolher o sinal positivo para que y = 4 quando x = 3. Assim, a funco f definida
por

f(x) =+/25—x?, —-5<x<5,

é solucdo do problema proposto e a solucdo particular escreve-se na forma y = v25 — x2.

1.3 Existéncia, unicidade e dependéncia continua

Escusado sera dizer que ndo existe um método analitico geral que resolva todas as
equacdes diferenciais. De facto, mesmo equacBes diferenciais ordinérias escalares e néo
autonomas de primeira ordem relativamente simples, poderdo ndo ser resolvidas de forma
fechada.

Assim, compreender quando uma dada equacdo diferencial pode ser resolvida em
termos de funcGes elementares ou funcgdes especiais conhecidas € uma area ativa da pesquisa.
Como as equacdes diferenciais inevitavelmente tém muitas solugdes, a Unica maneira pela qual
podemos deduzir a unicidade da solucdo € impor condigdes iniciais adequadas.



Existéncia, unicidade e dependéncia continua

Teorema 12 [9]: Seja F(t,u) uma funcéo continua. Entdo o problema de valor inicial

du
u' =F(ut), u(ty =a, u' = I (10)
admite uma solugdo u = f (t) que &, pelo menos, definida para tempos proximos, ou seja,

quando |t — t,| < & paraalgum § > 0.

O Teorema 12 garante que existe uma solucéo para o problema de valor inicial, pelo
menos, para valores suficientemente proximos do instante inicial t,. O intervalo de existéncia
de uma solugdo depende tipicamente da equacdo e dos dados iniciais especificos. Assim, pode-
se concluir que existem apenas duas maneiras possiveis de uma solugdo ndo puder ser estendida
além do tempo t,:

(i)  Asolucdo torna-se ilimitada: |u(t)] - oo quandot — t,, ou
(i)  Se o lado direito de F(t,u) é definido apenas num subconjunto Q ¢ R™**1, entdo a
solucdo u(t) alcancga a fronteira dQ quando t — t,.

Se nenhuma das duas ocorre em tempo finito, entdo a solucdo é necessariamente global.

Observacao 13: O Teorema 12 pode ser adaptado a qualquer sistema de ordem superior de
equacdes diferenciais ordinarias. Contudo, apesar deste teorema garantir a existéncia de uma
solucdo para o problema de valor inicial, a obtencdo desta solu¢do pode ndo ser simples.

Observacgdo 14: Se F(t,u) é uma funcdo de classe C*(continuamente diferenciavel), entdo
existe uma e apenas uma solucéo para o problema de valor inicial.

Teorema 15[9]: Se F € C™ paran > 1 (conjunto de funcGes diferenciaveis com derivadas de
ordem n continuas), entdo qualquer solucdo para o sistema u' = F(t,u) é da classe
u € C™*1, Se F(t,u) é uma funcéo analitica [10] (funcdo que pode ser expandida em séries de
Taylor), entéo todas as solu¢des u(t) sdo analiticas.

Assim, verifica-se que a continuidade de u(t) implica continuidade de F(t,u (t)), 0
que significa que u’ é continua e, portanto, u € C!. Isto, por sua vez, implica que
F(t,u (t)) = u'écontinuamente diferenciavel de ¢, e, portanto, u € C? e assim por diante até
a ordem n.

No mundo real, as condicGes iniciais poderdo nao ser conhecidas exatamente. Os erros
experimentais e fisicos s nos permitem dizer que os seus valores sdo aproximadamente iguais
aos do nosso modelo matematico. Assim, para manter a relevancia fisica, precisamos de ter a
certeza de que pequenos erros nas nossas medicdes iniciais ndo induzem uma grande mudanca
na solucao.

Teorema 16 [9]: Considere um problema de valor inicial

u'=F(tup), ult) =a(), (11)
em que a equacao diferencial e/ou condicdes iniciais dependem continuamente de um ou mais

parametros u = (y4,...,H4;). Entdo a solucdo unica u(t, u) depende continuamente dos
parametros.



Equacdes diferenciais: conceitos basicos e defini¢oes

Um exemplo é o modelo linear de crescimento exponencial u’ = au quando a > 0.
Uma mudanca muito pequena nas condicdes iniciais tem um efeito negligenciavel a curto prazo
sobre a solugdo, mas, em intervalos de tempo maiores, as diferencas entre as duas solucoes
serdo dramaticas. Assim, a “dependéncia sensivel” das solucGes sobre as condigdes iniciais ja
aparece em equacoes lineares muito simples. Por razdes semelhantes, a dependéncia continua
ndo impede que as solugdes exibam um comportamento caotico [11, 12].

Exemplo 17 [9, p. 18]: Seja u(t) uma solucdo para o sistema autbnomo u' = F(u) com
F € Ct, tal que tlim u(t) = u*. Entdo u*é um ponto de equilibrio (F(u*) = 0).

Resolucdo. Seja v (t, a) a solugdo para o problema do valor inicial v’ = F(v), v(0) = a.O

Teorema 16 implica que v(t,a) é uma funcdo continua na posicéo inicial a, e, portanto,

v(t,u(s)) é uma funcdo continua em s € R. Desde que lim u(s) =u*, temos que
S—00

lim v(t,u(s)) = v(t,u*). Por outro lado, como o sistema é autbnomo implica que
S—00

v(t,u(s)) = u(t + s) e, portanto,
lim v(t,u(s)) =limu(t+s) =u".
S—00 S—00

Igualando as equacGes dos dois limites precedentes, concluimos que v(t, u*)= u*para todo t,
e, portanto, a solugdo com valor inicial v(0) = u*é um ponto de equilibrio. A mesma
conclusao se verifica quando t - —oo, 0OU seja, tlim u(t) =u".

——00

Quando os limites anteriores existem, as solu¢des que comegcam e terminam em pontos de
equilibrio desempenham um papel particular na dindmica e sdo conhecidas como QGrbitas
heteroclinicas, ou, se o equilibrio inicial e final € 0 mesmo, érbitas homoclinicas. Obviamente,
limitar os pontos de equilibrio é apenas um dos possiveis comportamentos de longo prazo de
solucdes para equacOes diferenciais ordinarias ndo-lineares, que também podem se tornar
ilimitadas em tempo finito ou infinito, ou aproximar Orbitas periddicas, conhecidas como
ciclos-limite, ou tornar-se completamente cadticas, dependendo da natureza do sistema e das
condigdes iniciais.

Dada a aplicabilidade das equac¢es diferenciais, torna-se muito importante saber como
determinar analiticamente as suas solugdes. Tal constitui a teoria quantitativa das equacdes
diferenciais. Por outro lado, na resolucdo de um problema, aplicado ou ndo, é também
importante saber se existe solu¢do para 0 mesmo e se essa solucdo é unica. Esta abordagem
constitui a teoria qualitativa das equacdes diferenciais [13].

1.4 Campos vetoriais e curvas integrais

Como ja foi descrito, ndo é possivel resolver analiticamente a maioria das equagdes
diferenciais (no sentido de se obter algebricamente uma solucéo). Assim, vamos descrever um
processo que permite aferir quando uma equacgdo tem solucdo ou n&do, sem a resolver
analiticamente.
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Campos vetoriais e curvas integrais

Suponhamos que se quer ter uma ideia da curva integral que é solucéo do problema de
valor inicial

y=x+y y0)=1, (12)
sem recorrer a resolucdo analitica da equacao.

A Equacdo (12) diz-nos que o declive de qualquer ponto (x, y), no grafico que € solucédo
da equacdo, é igual a soma da abcissa com a respetiva ordenada. Em particular, esta curva que
é solucdo tem de passar no ponto (0,1) e, portanto, o declive neste ponto € 0 + 1 = 1. Assim,
uma pequena porcao do grafico solucdo numa vizinhanga do ponto (0,1), assemelha-se a um
pequeno segmento que passa em (0,1) com declive 1. Como guia de despiste da restante curva,
desenha-se pequenos segmentos em cada ponto (x, y) de declive x + y. O resultado € chamado
de campo vetorial, representado na Figura 1.1.

Seguindo a orientacdo dos vetores, conseguimos assim ter uma ideia da curva integral
associada ao problema de valor inicial (ilustrado na Figura 1.1).
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Figura 1.1: Campo vetorial da equacéo y' = x + y e curva integral que
passa no ponto (0,1).
De um modo geral, suponhamos que temos uma equacéo diferencial de primeira ordem
na forma

y' =F(xy), (13)
onde F (x, y) é uma funcgéo que depende de x e de y. A equacéo diferencial diz-nos que o declive
da curva solucédo ou curva integral no ponto (x,y) € F(x,y). Se se desenhar um segmento de
reta (orientado) com declive F(x,y) em alguns pontos (x,y), o resultado € conhecido como
campo vetorial ou campo de direcdes. Estes segmentos de reta orientados indicam a diregédo
a qual a curva integral tende a se aproximar. Assim, o campo vetorial dad-nos uma indicacdo
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Equacdes diferenciais: conceitos basicos e defini¢oes

geral das curvas integrais que sdo solug¢do de uma equacdo diferencial, para além de contribuir
para um melhor entendimento das equagdes diferenciais, constituindo um método gréfico para
se encontrar as suas solugdes aproximadas [14].
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Capitulo 2

Equacbes diferenciais nao-lineares de primeira
ordem

Em muitas aplica¢des, uma equacdo diferencial ordinéria de primeira ordem pode ser
representada na forma
du
u' = F(t,u), u' =—, 14
(&) = (14)
onde a variavel independente t representa o tempo e a funcdo desconhecida u(t) é uma
guantidade fisica dindmica. As equac@es diferenciais ordinarias de primeira ordem sdo muitas

vezes representadas na “forma normal”

y' =fxy), (15)
ou ainda, de forma equivalente

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0, (16)

a qual podemos designar como “forma diferencial”. Note-se que, quando uma equacgéo
diferencial de primeira ordem se encontra escrita na forma normal, a presenca do termo

!

d L ./ . ./ . . ~
y' = é torna claro que x é a variavel independente e y a variavel dependente, isto é, a fungéo

y(x) é aincognita do problema. Contudo, 0 mesmo ndo se passa quando a equacéo diferencial
é expressa na forma diferencial. Em todo o caso, assumiremos que se nada for dito em contrario,
x é a variavel independente e y a variavel dependente.

Resolver uma equac&o diferencial ordinaria de primeira ordem consiste em encontrar as
curvas integrais, de tal modo que a direcéo das retas tangentes em cada ponto da curva coincida
com a direcdo pré-estabelecida do campo naquele ponto [15]. O lugar geométrico dos pontos
onde cada tangente a curva integral preserva uma direcdo constante sdo linhas chamadas
isoclinicas.

Assim, obtemos a equacdo de uma isoclinica tomando

dy
dx
onde k é uma constante (inclinagdo da tangente).

k, (7

Exemplo 18 [16, p. 18]: Considere y’ = y — x2. Determine o seu campo vetorial.

Resolucdo. As isoclinicas sdo as curvas y' = k, portanto, a familia de parabolas dadas por
y=x%2+kke€R.
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EquacGes diferenciais ndo-lineares de primeira ordem

Para cada valor de k temos que y' = k em cada ponto da isoclinica, e, desta forma, obtemos
0 campo vetorial representado na Figura 2.1.
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Figura 2.1: Campo vetorial da equagdo y' = y — x2.

As equagdes diferenciais serdo classificadas conforme os métodos empregues na
obtencdo da sua solucdo explicita. Mas, isto ndo deve sugerir que sempre se dispora de um
método de solucdo explicita para qualquer equacdo diferencial ordinaria, mesmo de primeira
ordem e por mais liberais que sejamos quanto as operacgdes aceitaveis. Na verdade, poderiamos
dizer que a quantidade de equacgdes que possuem solucBes explicitas é praticamente nula,
guando comparada aquelas que tém solugdes. A importancia do estudo de tais equacgdes esta no
gue podemos aprender delas e na utilizacdo que delas fazemos para analisar as demais.

2.1 Equacbes com variaveis separadas ou separaveis

Vejamos o que distingue as equacdes diferenciais com varidveis separadas ou separaveis
das restantes classes de equacoes.

Definigdo 19: A equacdo diferencial M(y)dy = N(x)dx chama-se equacdo de varidveis
separadas e o seu integral é dado por

fM@Mysz@Mx+Q C eR (18)
Para uma equacéo diferencial da forma
dy
2 = F@9B), (19)

em que o segundo membro é o produto de duas func¢Bes (f depende de x e g depende de y) e
assumindo que g(y) # 0, podemos transformar a Equacgéo (19) na seguinte forma
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Equacdes com variaveis separadas ou separaveis

1
@ dy = f(x)dx. (20)

Integrando o primeiro membro em relacdo a y e o segundo em relagdo a x, obtém-se

1
—dyzf (x)dx + C, C e R 21
f 9() ! @)
Consideremos agora o exemplo xy’ + y = 0. Supondo que x # 0, obtemos a equacao
equivalente
, y

y=-% (22)

A Equacdo (22) pode ser resolvida através de uma simples primitivacédo direta, pois y’
agora exprime-se a custa de x e de y. Sabemos que, por defini¢do, a derivada de y € o limite do
quociente do acréscimo de y, dy, pelo acréscimo de x, dx, isto €,

dy
"= lim — 23
V= i T @3
. , Ay . . ~ ,
e que, portanto, quando existe y’, -~ € Uma aproximagao dey’.

Retomando a Equacgdo (22), tomando y' por Z—Z obtemos xZ—Z+y= 0, ou seja,
xZ—Z = —y. Uma simples manipulacdo algébrica resulta
1d = 1d #0Ay+0 24
Sdy=-—gdn x#0AYFO (24)

Integrando-se o primeiro membro em ordem a y e 0 segundo membro em ordem a x, obtemos
0 seguinte

Q| &

Inly| = —In|x| +¢c & |y| =" e oy ==k = te". (25)

Y
4

-4

Figura 2.2: Familia de curvas integrais da forma y = S k € R.
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EquacGes diferenciais ndo-lineares de primeira ordem

No seguimento da resolucdo foi imposto que y # 0, uma vez que se y = 0 entdo
y' = 0. Substituindo na equagéo resulta x.0 + 0 = 0 que é uma proposic¢ao verdadeira para

. . . ~ ~ k ., ~
todo o x. Assim, conclui-se que y = 0 é solucdo da equacdo e como y = € solugéo com

k € R \{0}, vem que y = S com k € R é solucdo geral da equacéo diferencial, obtendo-se,
portanto, uma familia de curvas integrais semelhante as da Figura 2.2.

3y

Exemplo 20: Resolva a equagdo y’ = ;xy, tal que y (1) = 3e ™.

Resolucdo. Fatorizando o segundo membro e separando as variaveis vem que

f%dyzf(;—l)dx (x#0Ay=0).

Integrando ambos os membros nas respetivas variaveis resulta

In|y|]=3In|x|—x+ce y=cx3e™ ¢, =+e, ceR

&<

Figura 2.3: Curva integral do PVI y' = 3y;xy, y(1) = 3e~1.

Como y = 0 é também solucdo da equacdo inicial, vem que y = kx3e™*,k € R ¢ a solucdo
geral da equacdo. Para determinarmos a solucéo do problema de valor inicial (PVI) resolve-
seaequacdo y(1) = e~ 1, ouseja, 3¢t = ke~1,donde k = 3. Assimy = 3x3e~*é a solugéo
particular que satisfaz a condicao inicial dada. Na Figura 2.3 tragamos a curva integral.

2.2 Equac0es diferenciais homogeneas

Vejamos agora uma categoria de equacdes diferenciais que podem ser transformadas

em equacOes diferenciais com variaveis separaveis através de uma adequada mudanca de
variavel.
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Equacdes diferenciais homogéneas

Definicéo 21 [8]: Uma fungéo F(x,y) definida num dominio D de R? diz- se uma funcéo
homogénea de grau n para todo (x,y) € D, se

F(tx,ty) = t"F(x,y), vVt €, (26)
onde I é um intervalo de R\{0} e (tx, ty) € D.

Uma equacao diferencial da forma M(x,y)dx + N(x,y)dy é dita equacdo diferencial

homogénea de primeira ordem se a fungédo — %;)) for homogénea de grau 0.

Teorema 22 [8]: Se M(x,y) dx + N(x,y) dy = 0¢éuma equacdo diferencial homogénea de
primeira ordem, entdo a mudanca de variavel y(x) = v(x)x transforma a equacao diferencial
dada numa equacéo diferencial de variaveis separaveis v e x.

Mais concretamente, a mudanca de variavel y = vx (y' = v'x + v) transforma a
_M&y)
N(xy)’

separaveis. Note-se que, para reconhecer facilmente se uma funcdo racional é da forma F (i—’)

equacdo diferencial homogéneay’ = F (%) onde F (%) = numa equacao de variaveis

observam-se 0s expoentes de cada termo no numerador e denominador (soma do expoente de
x mais o expoente y) os quais deverdo ser iguais, tal que na mudanca de variavel
y(x) = v(x)x mantém-se x como variavel independente da equagédo diferencial. Resultado
idéntico seria obtido usando a mudanca de variavel x(y) = v(y)y, mas neste caso y passaria
a assumir o papel de variavel independente. Ha casos em que esta mudanca de variavel é mais
vantajosa, pelo facto da equacdo de variaveis separaveis que se obtém ser mais simples de
resolucdo, mas tal sé pode ser aferido realizando o célculo recorrendo a cada uma destas
mudancas de variavel [8, 17].

Outra situacdo que aconselha o uso das mudancas de variavel em detrimento da outra,
surge no ambito da resolucdo de PVIs. Por exemplo, num PVI em que a condicdo seja
y(0) = 1, a mudanca de variadvel v = y/x pode ndo ser adequada, uma vez que a condigdo
inicial envolve x = 0, sendo geralmente preferivel usar v = x/y. De igual modo, se a condi¢cdo
for y(1) = 0, entdo pode ser preferivel usar v = y/x em vez de v = x/y, ja que a condi¢do
inicial envolve y = 0.

Exemplo 23 [16, p. 62]: Estude a equacdo homogénea

y = , @7)

e a sua equivalente

x' = : (28)
Resolucéo. Os pontos singulares da Equagéo (27), isto €, onde % nao é continua, satisfazem

a equacao da reta y = x. Na Equacdo (28), os pontos singulares encontram-se na reta
y = 0 (eixo x). A intersecdo das retas singulares da-nos o ponto singular isolado (0,0).
Tomando y = zx, obtemos
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Equacdes diferenciais ndo-lineares de primeira ordem

4 dz_ z
d xdx_l—z'

Separando as variaveis e integrando resulta

1 1
= —In|z| —In|x| + In4 © zez = —.
Ax

Retomando a variavel original y, obtemos

1
1

ye ™ = ke*, k=

y >0

y' <0

Figura 2.4: Curvas integrais da equacdo y’ = x{—y

Com base na Figura 2.4, podemos observar que:

(a)y’>O(yécrescente)se£—y>0,istoé,y>0ey<xouy<0ey>x;

(b)y'<0sey>0ey>x,ousey<0ey<ux;
(c) y' — oo quandoy —x — 0, isto é, quando y — x;
(d) As semirretasy = 0ex < 0,y = 0 e x > 0sdo solucdes da Equacdo (27).

Analogamente, para resolver a Equacdo (28), fazemos x = zy e obtemos

x=yln|—|.
y
De acordo com a Figura 2.5, verificamos que:

@x'>0sey>0ex>yousey<0ex<y;
(b)x'<0sey>0ex<yousey<0ex>y;
(c) Os pontos criticos (maximos, minimos) relativos de cada curva integral sédo obtidos na

. ~ f 1
interseccdo destas curvas com a reta x = y, pois, neste caso, x' =0 e x" = - Se

y > 0 temos 0s pontos de maximo e se y < 0 temos 0s pontos minimos;
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Equac0es diferenciais autbnomas

(d) x > 0quandoy — 0 ouy — oo.

Figura 2.5: Curvas integrais da equacéo x’ = %

2.3 Equac0es diferenciais autonomas

Uma equacdo diferencial é chamada auténoma se o seu lado direito ndo depender
explicitamente da varidvel independe t, isto €, se apresentar a forma

du
i F(u). (29)

Todas as equacOes diferenciais ordinarias autonomas podem ser resolvidas por
integracdo direta. Assim, separando as variaveis e integrando em relacédo a t, o resultado sera

1 du 1 du = '
%E—lﬁjm u=t-+ B (30)

onde k € arbitraria. O integral do lado esquerdo pode ser avaliado pela mudanca de variavel que
substitui t por u, onde du = (Z—It‘) dte

1 du du
| ra = | 7y = o Y
onde G(w) indica uma primitiva conveniente da funcdo 1/F (u). Assim, a solucdo pode ser
escrita da forma implicita

Gu) =t+k. (32)
Se formos capazes de resolver a equacdo implicita, podemos obter a solucéo explicita

u(t) =H(t+ k), (33)
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Equacdes diferenciais ndo-lineares de primeira ordem

em termos da funcdo inversa H = G~1. Finalmente, para satisfazer a condicdo inicial
(u(ty) = uy) definimos t = t, na formula da solugdo implicita, em que G(uy) =ty + k.
Portanto, a solugdo para o problema de valor inicial é

u(t) = H(t — to + G(up)). (34)
Exemplo 24 [9, p. 3]: Considere o problema de valor inicial

du

o=
Resolucédo. Para resolver a equacgdo diferencial, reescrevemos a equacdo separando as
variaveis e integrando ambos os membros obtendo

u?,  u(ty) = u,.

1
——=t+k
u

Resolvendo a equacdo algébrica resultante de u e usando a condicao inicial t,, deduzimos

——— S k=———t,.
t+k uy

Portanto, a solucéo para o problema de valor inicial é dada por

u= 1 —uO(t - to)

=7 -

Figura 2.6: SolucGes da equacdo u' = u?.

. N - - o * 1 ~ ‘“ 2
Assim, a medida que t se aproxima do valor critico t* = t, +—a solugdo “explode”,
0

significando que u(t) — oo quando t — t*. O tempo de explosdo depende dos dados iniciais,
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Estudo qualitativo das solugfes

ou seja, quanto maior o valor de u, > 0, mais rapido a solucéo vai para infinito. Se u, < 0, a
N2 g . . N 1 .
solucéo é definida paratodo t > t,, mas tem umasingularidadeemt* = t, + —<tp. Alnica
0

solucdo que existe para todo tempo positivo e negativo é a solugdo constante u(t) = 0,
correspondente a condicdo inicial u, = 0, representada pela linha vermelha na Figura 2.6.

Observacao 25: Em geral, os pontos de equilibrio constantes para uma equacao diferencial
ordinaria autbnoma desempenham um papel distinto. Se u(t) = u* € uma solucéo constante,

~ du __ ~ ~ . . , . .
entdao — = 0 e, portanto, a expressdo da equacdo diferencial autonoma implica que

F(u*) = 0. Logo, os pontos de equilibrio coincidem com as raizes da fungdo F(u). De facto,
ja que dividimos por F(u), a derivacdo da formula da solucdo implicita assume, desde logo,
que nédo estamos num ponto de equilibrio.

2.4 Estudo qualitativo das solucdes

Uma vez que uma solucdo para um sistema de equacdes diferenciais ordinarias tenha
um valor limite, essa solu¢do € um ponto de equilibrio. Contudo, encontrar os pontos de
equilibrio para um sistema de equacOes diferenciais ordinarias é apenas a primeira etapa,
seguidamente é preciso entender as suas propriedades de estabilidade para caraterizar aqueles
gue podem ser realizadas em circunstancias fisicas normais.

Em muitas situacdes reais, ndo é possivel por meios analiticos obter a solucdo, portanto,
o0 estudo qualitativo é essencial. Assim, o esbogo do campo vetorial associado a equagéo
diferencial representa um instrumento importante para este estudo qualitativo.

Para caraterizar o comportamento das solucdes de uma equacdo diferencial de primeira
ordem e, uma vez que conhecemos uma expressao para a primeira derivada, estudando a fungéo
derivada, podemos descrever o comportamento das solugdes da equacgéo diferencial. Para essa
classe particular de equac@es diferenciais ordinarias de primeira ordem, a analise qualitativa
fornece informacdo suficiente para descrever de forma mais pormenorizada as solucfes da
equacao.

Para um problema de valor inicial associado a uma equacao autbnoma em que f é uma
funcdo de classe C1,
dy

—=fO) () =0 (3)

0 Teorema da Existéncia e Unicidade da solucdo (Teorema 12) permite garantir a existéncia e
unicidade da solucédo para qualquer condicéo inicial, garantindo assim, que as curvas integrais
para um problema auténomo com f € C! néo se intersetam.

Definigdo 26: Uma solucdo particular y =y, diz-se um ponto de equilibrio da equagéo
diferencial auténoma y’ = f(y), se f(y,) = 0.

Observacdo 27: Para as equacOes diferenciais auténomas, os pontos de equilibrio séo as
solugdes da equacéo diferencial que s&o constantes.
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EquacGes diferenciais ndo-lineares de primeira ordem

Definigdo 28: Dizemos que um ponto de equilibrio y = y, da Equacéo (35) é:

1. Um poco, se toda a solucéo com condicdo inicial suficientemente préxima de y, tende
para y, quando t — +oo. A um pogo estd associado um ponto de equilibrio estavel.

2. Uma fonte, se toda a solu¢éo com condicao inicial suficientemente préxima de y, tende
para y, quando t - —oo. A uma fonte esté associado um_ponto de equilibrio instavel.

3. Todo o ponto de equilibrio que ndo é poco nem fonte designa-se por ponto de sela. A
um ponto de sela esta associado um ponto de equilibrio semi-estavel.

Fazendo o estudo da fungdo f podemos descrever o comportamento das solucdes.
Seguidamente, os pontos de equilibrio vao definir as solugdes constantes e, finalmente,
estudando o sinal de f podemos caracterizar a monotonia das solugdes [15].

Exemplo 29: Estude de modo qualitativo a equacdo y' = y(2 — y).

Resolugdo. Seja f(y) = y(2 — y). Como se pode visualizar na Figura 2.7, f(y) = 0 se e s
sey = 0ouy = 2,entdoy = 0ey = 2 sdo pontos de equilibrio da equacéo diferencial
dada (solugdes constantes y(t) = 0ey(t) = 2 ilustradas na Figura 2.8).

f(y)

_~

e

-2 4

Figura 2.7: Graficode f(y) = y(2 — y).

O estudo do sinal de f permite também determinar as regides do plano t0y em que as solucdes
sdo fungbes crescentes e as regides em que as solugdes sdo fungbes decrescentes. Ora,
f(y) > 0quando 0 < y < 2, qualquer solugdo que passe por um ponto desta regido do
plano é uma funcéo crescente.

Como as trajetorias das solucdes de problemas autonomos néo se intersetam (unicidade dos
PVIs),asretasy = 0 ey = 2 sdo assintotas horizontais dessas trajetorias. Portanto, nesta
regido, as solugdes tendem para y = 2 quando t - +ooe para y = 0 quando t - —oo.
Como, f(y) < 0quandoy < 0ouy > 2 temos que qualquer solugdo que passe por um
ponto destas regides do plano é uma func@o decrescente. Para uma solugdo que passe num
ponto da regido y > 2 temos que as solugdes sao decrescentes e que tendem paray = 2
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Estudo qualitativo das solucdes

quando t — +oco. Para uma solugdo que passe num ponto da regido y < 0 temos que as
solucdes sdo decrescentes e que tendem para y = 0 quando t - —oo, como se ilustra na
Figura 2.8.

//4
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| Figura 2.8‘: Campo vetorial e curVas ihtegrais da equagéo
y' =y2-y).

Para se classificar os pontos de equilibrio da equacdo y' = y(2 — y), reline-se a informacéo
num diagrama que se designa por Linha de fase, sendo representado na Figura 2.9. As
direcbes indicam que y = 0 é um ponto de equilibrio instavel (fonte) e que y = 2 é um ponto
de equilibrio estavel (pogo).

fly) <0 fly)>0 fly) <0
L 4 L 2
fly)=0 fly)=0
L L
y=0 y=2 Y
Fonte Pogo

Figura 2.9: Linha de fase para y’ = f(y), com f(y) = y(2 — y).

f(y) <0 fly) >0 fly) >0
® °
fly) =0 fly) =0
® °
y =10 y=4 Y
Fonte Ponto de sela

Figura 2.10: Linha de fase paray’ = f(y), com f(y) = y(4 — y)2.
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EquacGes diferenciais ndo-lineares de primeira ordem

Exemplo 30: Para se classificar os pontos de equilibrio y = 0 ou y =4 da equacéo
y' = y(4 — y)?, comega-se por estudar o sinal de f(y) =y (4 — y)2.Tem-se que f(y) <0
semprequey < 0ouy>4ef(y)>0quando 0 <y < 4.Assim,y = 0 éinstavel (fonte) e
y = 4 é semi-estavel a esquerda (ponto de sela), como ilustra a Figura 2.10.

Ao analisar a estabilidade das equacdes diferenciais ordinarias de primeira ordem

7t = F, (36)

verifica-se que todas as solugdes que ndo sdo de equilibrio sdo fungdes estritamente mondtonas.
Assim, como consequéncia da monotonicidade, existem apenas trés comportamentos possiveis
para o ponto de equilibrio:

(a) Torna-se ilimitado num determinado periodo: |u(t)| = oo quando t — t*;

(b) Existe para todo t > t,, mas se torna ilimitado quando t — oo;

(c) Existe para todo t > t, e tem valor limite u(t) — u* quando t — oo, que deve ser um
ponto de equilibrio.

Seja u*um ponto de equilibrio, ou seja, F (u*) = 0. Assumindo que F (u) > 0 para todos
os valores de u que estdo ligeiramente abaixo de u*, isto é, num intervalo da forma
u* — 38§ <u <u*. Qualquer solugdo u(t) que comece nesse intervalo u* — § < u(t,) < u’
deve estar aumentando. Além disso, u(t) < u* para todos os valores de t, uma vez que a
solucdo nao pode passar pelo ponto de equilibrio, portanto, u(t) é uma solugdo do tipo (c).

Teorema 31 [9]: Um ponto de equilibrio u* de uma equacao diferencial ordinaria autbnoma
u' = F(u) é assintoticamente estavel se e s6 se F(u) > 0 para u*"—d<u<u” e
F(u) < Oparau* <u<u*+ 4§, paraalgumd > 0.

Por outras palavras, como se verifica na Figura 2.11, se F(u) muda de positiva para
negativa a medida que u aumenta através do ponto de equilibrio, entdo o ponto de equilibrio é
assintoticamente estavel. Se as desigualdades sdo invertidas e F(u) passa de negativo para
positivo, entdo o ponto de equilibrio € instavel. Além disso, um ponto de equilibrio onde F (u)
apresenta 0 mesmo sinal em ambos os lados, por exemplo o ponto u* = 0 para F(u) = u?,¢é
estavel de um lado e instavel do outro (semi-estavel).
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F(u) F(u)

(1

0/

AN \\\|

7/ 7 VOV VvV
Figura 2.11: Equilibrio das equaces diferenciais ordinarias escalares: estavel
(esquerda) e instavel (direita).

Exemplo 32 [9, p. 22]: Estude a estabilidade da equacéo diferencial u’ = u — u3.

Resolucdo. Seja F(u) = u —u3, resolvendo esta equacdo descobrimos trés pontos de
equilibrio: u; = —1,u, = 0 eu; = 1. A medida que t aumenta (ver Figura 2.12), o gréfico
da funcdo F(u) muda de positivo para negativo no primeiro ponto de equilibrio u; = —1, 0
gue comprova a sua estabilidade. Da mesma forma, o grafico volta de negativo para positivo
em u, = 0, estabelecendo a instabilidade do segundo ponto equilibrio. O Gltimo ponto
equilibrio u; = 1 é estavel, uma vez que F(u) muda novamente de positivo para negativo.

Assim, qualquer solucdo com condicdo inicial negativa, u, < 0, acabard, assintoticamente,
por convergir para o primeiro ponto equilibrio, u (t) - —1, quando t — +oo. De facto, se
uy, < —1, entdo u(t) estd aumentando monotonamente para —1, enquanto se —1 < u, <0,
a solucdo estd diminuindo em direcdo a —1. Por outro lado, se u, > 0, a solugdo
correspondente converge para o outro ponto equilibrio estavel, u(t) — 1, tal que os pontos
com 0 <u, <1 estdo aumentando monotonicamente, enquanto aqueles com u, > 1 estéo
diminuindo.

A Unica solucéo que ndo terminaem —1 ou 1 quando t — + oo é 0 ponto de equilibrio instavel
u(t) = 0. Assim, conclui-se que qualquer perturbacdo, por menor que seja, forcard as
solucBes a escolher um dos pontos de equilibrio, algo que se verifica por observacéo das curvas
na Figura 2.12, em que todas elas, com excegao do eixo horizontal, convergem para uma das
solugdes estaveis +1 e divergem da solucéo instavel 0 quando t — +oo.
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Equacdes diferenciais ndo-lineares de primeira ordem

u

15

05 Fu)

-0.5

-1

Figura 2.12: Estabilidade da equacéo u’ = u — u5.

Teorema 33 [9]: Seja u*um ponto de equilibrio de uma equacéo diferencial ordinaria de
primeiraordem u’ = F(u). Se F'(u*) < 0, entdo u*é assintoticamente estavel. Se F'(u*) > 0
entdo u*é instavel.

No Exemplo 32, como F'(u) = 1 — 3u? temos que os valores de F’(u) nos pontos de
equilibrio séo

F'(-1)=-2<0, FF(0)=1>0eF'(1)=-2<0.
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Assim, os sinais confirmam a conclusdo anterior de que + 1 sdo pontos de equilibrio estaveis,
enguanto 0 € instavel.

Quando F '(u*) = 0, o teste da derivada é inconclusivo e uma andlise adicional é
necessaria para obter a estabilidade do ponto de equilibrio. Por exemplo, as equagdes u* = u3
eu* = —u3 ambas satisfazem a condicdo F'(0) = 0 no ponto de equilibrio u* = 0, mas, de
acordo com o Teorema 31, a primeira tem um ponto de equilibrio instavel, enquanto a ltima
tem um ponto de equilibrio estavel. Assim, o Teorema 33 néo ¢ tdo poderoso quanto o teste
algébrico direto do Teorema 31, apesar do Teorema 33 apresentar a vantagem, ao contrario
do teste algebrico, de poder ser generalizado diretamente para sistemas de equacdes diferenciais
ordinarias.

2.5 Algumas aplicacOes das equacodes diferenciais ndo-lineares de
primeira ordem

Nesta seccdo serdo apresentadas algumas aplicacdes das equacOes diferenciais ndo-lineares
de primeira ordem, com vista a aplicar alguma da teoria apresentada no Capitulo 1 e nas sec¢des
anteriores.

Primeiramente, introduzimos o conceito de lei da Alometria e de seguida apresentamos 0
modelo logistico da dindmica populacional.

2.5.1 Modelo do crescimento especifico ou Lei da alometria

Nem todas as partes do corpo de um individuo tem em cada instante de tempo um
desenvolvimento proporcional. Assim, a alometria estuda estes diferentes padrdes de
crescimento. Com base em [16], se x = x(t) e y = y(t) representarem os tamanhos de 6rgaos
ou partes do corpo distintos de um mesmo individuo num instante t, entdo uma parte cresce
mais rapidamente que a outra se

dx d
dx _ dy
dt = dt
Assim, a Lei da Alometria estabelece que, no mesmo individuo, os crescimentos
especificos dos seus 0rgaos sao proporcionais. O modelo matematico que traduz este facto pode
ser representado por
dx I X 37)
dy ¥
comx > 0, y > 0e k é uma constante (taxa de crescimento relativo). Separando as variaveis
e integrando, obtemos

Inx =klny +Inc,c >0, ouseja, x=cy*(x>0Ay>0).
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2.5.2 Modelo logistico da dinamica populacional

Embora uma populacdo de pessoas, animais ou bactérias consista num conjunto de
individuos, 0 comportamento agregado pode muitas vezes ser modelado de forma eficaz por
um sistema dindmico que envolve Vvérias variaveis continuamente. De acordo com [18],
Thomas Malthus (1798) considerava que o nimero de individuos N (t) no tempo t satisfaz uma
equacao diferencial de primeira ordem na forma

N' = pN, (38)
onde o fator de proporcionalidade p =  — & mede a taxa de crescimento, ou seja, a diferenca
entre o numero de nascimento e o nimero de mortes. Assim, se 0s nascimentos excedem as
mortes p > 0 a populagdo aumenta, enquanto que, se p < 0, mais pessoas estdo morrendo logo
a populacdo diminui. No modelo mais simples, a taxa de crescimento € assumida como
independente do tamanho da populacéo, logo as solucdes da equacéo diferencial satisfazem a
lei de crescimento exponencial malthusiano N(t) = Nye”t, onde N, = N(0) é o tamanho
inicial da populacdo. Assim, se p > 0 a populagdo cresce sem limite, enquanto se p < 0 a
populacdo morre.

Num cenario mais realista, a taxa de crescimento dependera do tamanho da populagéo
e dos fatores ambientais externos. Assim, a taxa de crescimento p(N) > 0 quando N < N*,
enquanto p(N) <0 quando N > N*, onde a capacidade de suporte N* > 0 depende da
disponibilidade de recursos. A classe mais simples de fungdes que satisfaz estas desigualdades
sdo da forma p(N) = uN(N* — N), onde u > 0 é uma constante positiva. Isto nos leva ao
modelo populacional ndo-linear apresentado por Peter Olver em [9] dado por

N' = uN(N* — N). (39)
N(t)
N*’
proporcdo a capacidade de suporte N*, um célculo direto mostra que u(t) satisfaz a chamada
equacdo diferencial logistica [19]

Assumindo u(t) = de modo que u represente o tamanho da populagdo em

u' = Au(l —u), (40)
onde A = N*u e o tempo inicial é dado por t, = 0.

Existem dois pontos de equilibrio: u(t) = 0 e u(t) = 1, obtidos pela configuracdo do
lado direito da equacéo ao igualar a zero. O primeiro representa uma populacgao inexistente sem
individuos (extin¢do) e, portanto, sem reproducdo. O segundo corresponde a uma populacdo
estatica que esta no tamanho ideal para o ambiente, onde as mortes equilibram exatamente 0s
nascimentos. Para resolver a equacdo diferencial logistica, primeiro escrevemos na forma
separada e depois integramos ambos 0s membros, onde k é uma constante de integracdo

R drea+k f1+ -4
= Lt = —
u(l—u) u 1—u
u cett
_ __= — 1,k
<:>/’lt+k—ln|1_u|@u(t)—1+cem, c = *e".
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Usando a condig&o inicial, encontramos a solucgéo particular na forma

upelt

c

U = u(0) = 1+c Su® = 1—ug + ugett’

Como o tempo t — oo, a solucdo tende para o valor de equilibrio u(t) — 1, que corresponde a
N(t) - N* aproximando-se da capacidade de suporte no modelo populacional original. Para
valores inicias pequenos u, < 1, a solucdo inicialmente cresce a uma taxa exponencial,
correspondendo a uma populagdo com recursos ilimitados. No entanto, conforme a populacdo
aumenta, a falta gradual de recursos tende a desacelerar a taxa de crescimento e, eventualmente,
a populacéo satura no valor de equilibrio. Por outro lado, se u, > 1, a populacdo é muito grande
para ser sustentada pelos recursos disponiveis, e assim, desaparece até atingir o mesmo valor
de saturacdo. Se u, = 0, entdo a solucdo permanece no equilibrio u(t) = 0, fazendo com que
uy < 0 seja a Unica solucgdo que existe por um periodo finito com

t) t t*—ll (1 1)
- 0 - = - —-—.
u , An -
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Capitulo 3

Equacoes diferenciais nao-lineares de ordem superior

Muito poucas equacdes diferenciais ordinarias tém solugdes explicitas expressaveis em
termos finitos. Isto ocorre porque o repertério de fungdes padrdo em termos dos quais as
solucBes podem ser expressas € muito limitado para acomodar a variedade de equacGes
diferenciais encontradas na pratica. Mesmo que uma solugdo possa ser encontrada, a "formula"
é muitas vezes complicada para exibir claramente as principais caracteristicas da solucdo.

O estudo qualitativo das equacgdes diferenciais diz respeito a como deduzir as
caracteristicas importantes das solugdes das equacOes diferenciais sem realmente resolvé-las.
Assim, neste capitulo, sera introduzido o diagrama de fases, que € usado extensivamente para
obter diretamente da equacdo diferencial propriedades como equilibrio, periodicidade,
crescimento ilimitado, estabilidade e assim por diante.

3.1 Equacbes autbnomas no diagrama de fases

A equacdo diferencial autonoma de segunda ordem apresenta uma forma geral do tipo

x" = f(x,x',t), (41)
onde x(ty) e x'(t,) sdo as condicBes inicias, t é a variavel independente e x = x(t),
x'(t) = % ex" = %(%) sdo as variaveis dependentes. Este tipo de equacdo é designado de
sistema dindmico e pode ser interpretado como uma equacdo do movimento para um sistema

mecanico, em que x representa o deslocamento de uma particula de massa unitaria, x’" a sua
velocidade, x"" a aceleracdo e f a forca aplicada. Assim, a Equacdo (41) expressa a Lei de
Newton do movimento para uma particula [20]:

aceleracao = forga por unidade de massa.
Existem dois tipos de equacdes diferenciais ndo-lineares de ordem superior:

(i)  Auténomas, em que f ndo depende explicitamente de ¢;
(i)  N&o autonomas, onde t aparece explicitamente na fungéo f.

Consideremos sistemas autonomos dados pela equacéo diferencial

x" = f(x,x"). (42)
Para se obter a representacdo no diagrama de fases, introduzimos a mudanca de variavel
x'=y
! ) 43
b = Foon 43)
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fazendo com que este par de equacdes represente um sistema diferencial ndo-linear de primeira
ordem.

No diagrama de fases com eixos x e y, 0 estado do sistema no tempo t, consiste no par
de valores (x(ty), v(ty)). Estes valores de x e y, representados por um ponto P, servem como
condicdes iniciais para as equacdes diferenciais de primeira ordem simultaneas do sistema nao-
linear (43) e, portanto, determinam todos os estados pelos quais o0 sistema passa num
movimento particular. Assim, a sucessdo de estados dada parametricamente por

x=x(t), y=y(@), (44)
traca uma curva através do ponto inicial P chamada trajetéria, 6rbita ou caminho de fase.

A direcdo a ser atribuida a um caminho de fase no diagrama de fases € obtida da relacéo
x" =y.Quandoy > 0,x’ > 0, portanto x aumenta com o tempo. Por sua vez, quando y < 0,
x estd diminuindo com o tempo. Assim, as dire¢des das Orbitas sdo da esquerda para a direita
no semiplano superior e da direita para a esquerda no semiplano inferior [15].

Para obter uma relagdo entre x e y que defina os caminhos de fase (equacdo das
trajetorias), usamos a equacdo diferencial
dy _fey) )
dx y
Um caminho de fase particular é escolhido, exigindo que este passe por um ponto
particular P(x,y) que corresponde a um estado inicial (xq,y,), onde y(x,) = yo. Assim, 0
padrdo completo dos caminhos de fase, incluindo as setas direcionais, constitui o diagrama de
fases. Quanto aos pontos de equilibrio, estes correspondem a solugdes constantes que ocorrem
quando x’ e y' sdo simultaneamente zero, isto é, pontos do eixo x onde

{x’ =0 N {y =0

y'=0 "{f(xy)=0"
Na representacao do diagrama de fases, o tempo t ndo é envolvido quantitativamente, mas pode
ser caracterizado pelas seguintes consideracdes. Suponhamos que o sistema esteja num estado
Anotempot = t4. O ponto movel P representa os estados em tempos t > t,, movendo-se

continuamente ao longo do arco 4B (da esquerda para a direita em y > 0) & medida que ¢
aumenta e é chamado de ponto representativo em 4B". A velocidade de P ao longo da curva
4B ¢é dada na forma de componente por

(x'@®,y'®) = (3. f (. ). (47)
Se tg € 0 tempo que P alcanga o ponto B, o tempo T,z € 0 tempo que levou P para se mover de
A para B, entdo

(46)

Typ =tg — ty (48)
sendo independente do tempo inicial t,. A quantidade T, é chamada de tempo decorrido ou

tempo de transicdo de A para B ao longo do caminho da fase. Assim, se x(t) representa
qualquer solucéo particular de x"" = f (x,x"), entdo a familia de solugdes x(t — t;), onde t;
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pode ser qualquer valor, é representada pelo mesmo caminho de fase e 0 mesmo ponto
representativo.

Consideremos agora o caso de um caminho de fase representado como uma curva
fechada, como na Figura 3.1(b). Seja A qualquer ponto no caminho de fase e P 0 ponto
representativo para A no momento t4, apds um certo intervalo de tempo T, P retorna para A
tendo percorrido o caminho uma vez. Assim, o seu segundo circuito comeca em A no tempo t,
+ T, mas como as suas posic¢oes subsequentes dependem apenas do tempo decorrido desde o
seu ponto de partida e ndo do seu tempo de partida, o segundo circuito levara 0 mesmo tempo
que o primeiro circuito e assim por diante. Portanto, um caminho de fase fechado representa
um movimento que é periddico no tempo.

O tempo decorrido T4z = tg — t, do ponto representativo P desde A para B ao longo
do caminho de fase pode ser expresso da seguinte forma

T = | o dx
AB — ” y(x) (49)

Observacéo 34: Se o ponto representativo P para se deslocar do ponto A para o ponto B tiver
de passar na origem, entdo para o calculo do tempo de transi¢cdo temos de dividir o tempo
decorrido em dois caminhos Tyg = t, + tog. Além disso, no célculo do tempo de transi¢ao
temos de ter cuidado de verificar se entre esses dois pontos a funcdo y(x) é positiva ou
negativa, dado esta ser positiva quando trabalhamos no semiplano superior e negativa no
semiplano inferior.

(a) Yy (b) y

RY

Figura 3.1: (a) O ponto representativo P num segmento de um caminho de fase. (b)
Caminho fechado: P parte de A e retorna a A num numero infinito de vezes.

Exemplo 35 [21, p. 8]: Os caminhos de fase de um sistema sdo dados pela familia
X + y2 = C, onde C é uma constante arbitraria. No caminho com C = 1, o ponto

representativo move-se de A (0, 1) para B(—1, —V2). Obtenha o tempo de transic&o T,.

Resolucdo. O caminho especificado € mostrado na Figura 3.2. Este cruza o eixo x no ponto
C(1,0),emAC = y = VI—xeem(B =y = —/1—x. Ento,
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. _.[‘Cdx_l_ de_fl dx +f1 dx
48 a Y c Y o V1 —x 1 —V1—x
= [-2a - 0" +[20 - 0] =2+ 22

Figura 3.2: O caminho AB ao longo do qual o tempo de transicao é
calculado (arco vermelho).

Resumidamente, nas equac@es diferenciais autonomas x" = f(x, x") representadas no

diagrama de fases pela Equacéo (43):

(i)
(i)

(i)
(iv)
(V)

(vi)

(vii)

A equagéo dos caminhos de fase é: Z—i’ = f_(’;'”;

As direcOes das orbitas no diagrama de fases sdo da esquerda para a direita no semiplano
superior e da direita para esquerda no semiplano inferior;

Os pontos de equilibrio situados no eixo x sdo os pontos onde f(x,0) =0 e sdo
representados como solugdes constantes;

Os caminhos de fase intersetam o eixo x em angulos retos, exceto possivelmente nos
pontos de equilibrio;

O tempo de transicdo para o ponto representativo P de um ponto A até um ponto B ao

longo de um caminho de fase é dado pelo integral de linha T,z = ftif %;

Os caminhos de fase fechados representam solugdes de tempo periddicas
(x(t), y(t)), ou seja, todo o caminho fechado a volta do ponto de equilibrio é um centro
e esta associado a um ponto de equilibro estavel;

Seja x;(t) qualquer solucdo particular de x" = f(x,x"). Entdo as solucGes
x4, (t — ty), paraqualquer t,, fornecem 0 mesmo caminho de fase e ponto representativo;
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(viii)  No diagrama de fases, um ponto de equilibrio € instvel se for um ponto de sela, ou
seja, se a sua volta as orbitas aproximam-se por um lado e divergem por outro ao longo
do eixo x e/ou y. No diagrama de fases, 0s pontos de equilibrio estaveis sdo geralmente
representados por pontos inteiros (“bolas fechadas™) e os instaveis por pontos abertos
(“bolas abertas”).

Exemplo 36 [21, p. 1]: Considere uma particula P de massa m, suspensa a partir de um ponto
O por uma corda leve de comprimento a que pode balancar num plano vertical. Se ndo ha
atrito, a equacdo do movimento de um péndulo simples é

x" + w?sinx =0,
onde x € a inclinag&o da corda da vertical para baixo, g é a constante gravitacional e w? = %.

Faca a representacdo do diagrama de fases e analise a estabilidade dos pontos de equilibrio.

Resolucdo. Efetuando a mudanca de variavel x’ = y ey’ = f(x,y) = —w? sin x, calculamos
0s respetivos pontos de equilibrio

{x’zO@{yzO
y' =0 x=km,k€eR’

Para representar o diagrama de fases, determinamos a equacao das trajetdrias

dy w? sin x 5
MG < | ydy = | —w*sinx dx
dx y
2
@y?za)zcosx+c, w? # 0,c € R, tal que w? cosx + ¢ > 0.

Figura 3.3: Diagrama de fases para a equagdo do péndulo simples.

O caminho de fase pode ser identificado em termos de C. Nos caminhos que unem (—m,0) e
(,0), C = w?. Para caminhos dentro dessas curvas, w? > C > —w? e para caminhos fora
dessas curvas, C > 2. Assim, um determinado par de valores (x,y) ou (x,x"), representado
por um ponto P no diagrama, € chamado de estado do sistema. Um estado da a velocidade
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angular x = y numa inclinacéo particular x e essas variaveis sdo o que sentimos quando
olhamos para um péndulo oscilante em qualquer momento particular.

As direcOes das Orbitas ao longo dos caminhos de fase séo indicadas pelas setas na Figura
3.3. Portanto, a direcéo € sempre da esquerda para a direita no semiplano superior e da direita
para a esquerda no semiplano inferior. Quando o péndulo trava sem balangar, x = 0 e
x' = 0, que corresponde a origem na Figura 3.3. A funcdo de tempo correspondente
x(t) = 0 é uma solucdo constante perfeitamente legitima da equacdo do movimento do
péndulo, logo o caminho da fase degenera para um Unico ponto. Se a suspensao consistir de
uma haste leve, havera uma segunda posicao de equilibrio (x = w e x" = 0), onde a haste sera
equilibrada verticalmente no final (ponto A no diagrama de fases). A mesma condicao fisica é
descrita por x = —m e x’ = 0, representada pelo ponto B. Assim, conclui-se que o estado
x = nmwex' = 0,onden équalquer inteiro, corresponde fisicamente a um desses dois estados
de equilibrio.

Como os pontos 0,A e B representam estados de equilibrio fisicos, eles sdo chamados de
pontos de equilibrio no diagrama de fases. Considerando a familia de curvas fechadas
imediatamente ao redor da origem, estas curvas indicam movimentos periodicos, nos quais o
péndulo oscila para a frente e para tras na vertical, associando assim a uma familia de pontos
de equilibrio estaveis (centros) dados por (x,y) = (2km, 0). As linhas onduladas na parte
superior e inferior da Figura 3.3, nas quais x’ € de sinal constante e x aumenta ou diminui
continuamente, correspondem a movimentos giratérios no péndulo. As flutuagdes em x'séo
devidas a influéncia gravitacional e, para caminhos de fase nos quais x'é muito grande, essas
flutuagBes tornam-se impercetiveis, ou seja, os caminhos de fase tornam-se quase retas
paralelas ao eixo do xx.

Quando C = 1, obtemos uma familia de pontos de equilibrio instaveis (pontos de sela). Assim,
conclui-se que, se o estado inicial for deslocado ligeiramente da origem, ele segue para uma
das curvas fechadas préximas e o péndulo oscila com pequena amplitude em torno da origem,
tornando a origem num ponto de equilibrio estavel. Se o estado inicial é ligeiramente deslocado
de A, ele normalmente caird no caminho de fase que o leva para longe do estado de equilibrio
A, logo este ponto de equilibrio é instavel. Uma anélise mais aprofundada sobre a dinamica
do péndulo pode ser vista em Baker e Blackburn em [22].

Exemplo 37 [21, p. 9]: Construa o diagrama de fases para a equacgédo do oscilador harménico
simples x”" + w?x = 0.

Resolugéo. Efetuando a mudanca de variavel
2
y' =flxy) = -w’x’
verifica-se que existe um Unico ponto de equilibrio

x'=0 y=0
{}"=0 {:){xZO'

Os caminhos de fases sdo as solugdes da equacao diferencial
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dy  o’x 50
dx  y ' (50)
ou seja,
y? + w?x? =C,

onde C é arbitrario, sujeito a C > 0 para solucGes reais. Na Figura 3.4 observamos o
diagrama de fases, consistindo numa familia de elipses concéntricas na origem. Todas as
solugdes sdo, portanto, periodicas o que faz com que o ponto de equilibrio (origem) seja uma
solucdo periodica (centro) estavel.

)

WwW=0e€e =0

w2:0,7 e (=6

Figura 3.4: Diagrama de fases para a equacdo x"' + w?x = 0.

Exemplo 38 [21, p. 10]: Construa o diagrama de fases para a equacdo de um oscilador
harménico x” — w?x = 0, com variavel independente t e dependente x = x(t).

Resolucdo. Tomando y = x' e y’ = w?x, resulta que o respetivo ponto de equilibrio é

x'=0 y=0
, = .
{y =0 {x =0
Para o calculo da equacéo das trajetorias, usamos a equacao diferencial
dy w’x
dx y
Separando as variaveis e integrando ambos 0s membros, obtemos

y? = w?x? + C, C € R tal que w?x + C > 0.

Estes caminhos sdo hipérboles (C >0 eC < 0), juntamente com as suas assintotas
y = |wx|(C = 0). Ao analisar a Figura 3.5, na vizinhanga do ponto de equilibro (origem)
verifica-se que, por um lado as érbitas convergem e por outro elas divergem, logo este ponto
é chamado de ponto de sela (ponto de equilibrio instavel), uma vez que um pequeno
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deslocamento do estado de equilibrio, geralmente, levara o sistema para um caminho de fase
que o leva para longe do estado de equilibrio.

M

Figura 3.5: Ponto de sela: apenas os caminhos MO e M'0 é que se
aproximam da origem.

Definicdo 39: Uma curva diz-se separatriz se passa nos pontos de equilibrio e separa o
comportamento das Orbitas.

Por exemplo, no Exemplo 38, y = |wx| é a separatriz, pois separa 0 comportamento
das orbitas quando C > 0 para quando C < 0.

Exemplo 40 [21, p. 12]: Encontre os pontos de equilibrio e a equacéo geral para os caminhos
de fase de x"" +sinx = 0. Obtenha os caminhos de fase especificos que satisfazem as
condi¢Ges iniciais (a) x(ty) = 0,y(ty) = x'(t;) = 1; (b) x(ty) = 0,y(ty) = 2.

Resolucdo. As equacdes diferenciais no diagrama de fases sdo, em termos de t,

x'=y
{y’ = f(x,y) = —sinx
Os pontos de equilibrio séo o0s pontos pertencentes ao eixo das abcissas em que sinx = 0, isto
gemx=nr(n = 0,+1,%+2,...). Quando n € par sdo centros, quando n € impar sao
pontos de sela. A equagdo das trajetorias é dada por

dy  sinx
dx  y '
ou seja,
2
y?zcosx+C,C eER talquecosx+C =0, (51)

onde C € o parametro dos caminhos de fase.
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Quanto ao diagrama de fases, este estd desenhado na Figura 3.6, sendo que a caracterizacio
dos caminhos de fase da equacéo x"' + sin x = 0 para os diversos valores da constante C estao
descritos na Tabela 3.1.

Tabela 3.1: Caracteriza¢do dos caminhos de fase na equagdo x"' +
sinx = 0.

Valores de C Tipos de movimento
c=-1 Pontos de equilibrio em
(nm, 0)(centros para n par e pontos
de sela para n impar)

-1<C<1 Caminhos fechados (movimentos
periddicos)
c=1 Caminhos que ligam pontos de
equilibrio(separatrizes)
c>1 Movimentos giratorios

y

Figura 3.6: Diagrama de fases para a equa¢do x"' + sinx = 0.

(@) x(ty) = 0 e y(ty) = 1. Substituindo na Equacéo (51), temos% = 1 + C, de modo que

C = — % O caminho de fase associado é y? = 2 (cos X — %) (P, na Figura 3.6). Este caminho
esta fechado, indicando assim um movimento periddico.

(b) x(t,) = 0ey(t,) = 2.Substituindo na Equacdo (51),temos2 = 1 + C,logo C = 1.
O caminho de fase correspondente é y? = 2(cosx + 1). Neste caminho y = 0 em
x = =+ nm, de modo que o caminho conecte dois pontos de equilibrio. Quando t — + o, 0
caminho se aproxima de (m, 0) saindo de (—m, 0) em t = —oo. Este caminho, ilustrado como
P, na Figura 3.6, é a separatriz pois separa dois modos de movimento, oscilatorio e giratorio,
conectando assim dois pontos de sela.
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3.2 Sistemas conservadores do tipo x” = f(x)

Considere a familia de equagdes diferenciais autbnomas na forma

x" = f(x). (52)
Substituindo x’ pela nova varidvel y, obtém-se um par equivalente de equacdes de primeira
ordem

x'=y, ¥y =f). (53)

Quando f(x) ndo ¢ linear, a analise das solucbes da Equagéo (52) ¢é auxiliada considerando-se
um modelo mecénico cuja equac¢do do movimento é a mesma que a Equacédo (52). Na Figura
3.7, uma particula P com massa unitéria esta livre para se mover ao longo do eixo Ox. Esta é
influenciada por uma forga f'(x) que depende apenas da coordenada de deslocamento x, sendo
expressa como positiva se atua na direcdo positiva do eixo x. Assim, a equa¢do do movimento
de P toma a forma da Equacéo (52). Note-se que as forcas de atrito séo excluidas, uma vez que
sdo geralmente funcdes da velocidade, x’, e a sua direcdo de acdo depende do sinal de x’,
enquanto a forca f (x) depende apenas da posicéo.

(0]

Figura 3.7: Uma particula P sobre a forca de f(x).

Por observacdo da Figura 3.7, f (x) > 0 sempre, portanto f movimenta-se da esquerda
para a direita, ndo havendo pontos de equilibrio do sistema. Assim, esperamos que, sejam quais
forem as condigdes iniciais, P seja levado ao infinito, ndo havendo comportamento oscilatorio.
Em seguida, suponhamos que

fx)=-2x, 21>0, (54)
onde A é uma constante. A equacdo do movimento ¢é dada por

x'"=—Ax, (55)
expressando a forga na particula unitaria exercida por uma mola linear de rigidez A quando a
origem é tomada no ponto em que a mola tem o seu comprimento natural [ (Figura 3.8). Tal
mola causa oscilac¢Ges originadas por f(x), forca restauradora, significando que a sua direcéo
é sempre de modo a tentar conduzir P em diregéo a origem.
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Figura 3.8: Uma particula P ligada a uma mola de comprimento
natural [ = A0, onde o deslocamento de O para P é dado por x.

Na Figura 3.8, quando a particula P se move de uma posi¢do x para uma posicdo
proxima x + dx, o trabalho §W feito em P por f(x) é dado por

oW = f(x)ox. (56)
Este trabalho vai incrementar uma energia cinética T na particula com massa unitaria,
onde T = %x’z e

6T = 6W = f(x)dx. (57)
Dividindo por 8x e garantindo que 6x — 0, obtém-se

dT
2 = .
Agora definindo uma funcéo V (x) pela relacéo
dv
= e,

V' (x) é chamada de funcdo potencial para f (x), especificamente,

ve) = - [ £00dx, (59)
onde [ f(x) dx significa qualquer integral indefinido particular de f (x). Se especificarmos um
dispositivo autdnomo que originard uma forga f (x), como uma mola na Figura 3.8 ou 0 campo
de gravitagdo da Terra, entdo V(x) é igual a energia potencial fisica armazenada no dispositivo
de qualquer forma. Assim, das equacfes anteriores, obtemos

d (T+V)=0 (59)
dt -

de modo que, durante qualquer movimento particular,

T + V = constante
ou, explicitamente,

1, _
7X —Jf(x)dx— C, (60)
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onde C é um parametro que depende do movimento particular e da funcdo potencial especifica
que foi escolhida. Assim, conclui-se que sistemas expressos pela equagdo x" = f(x) sdo
chamados de sistemas conservadores, tal que, da Equacéo (60) obtemos

x' = +42(C - V(x)). (61)
Como as equagdes equivalentes no diagrama de fases séo

x'=y, ¥y =fx),
a respetiva equacéo dos caminhos de fase é dada por

y=1= /z(c -V (x)). (62)

Quanto aos pontos de equilibrio dos sistemas conservadores, estes ocorrem em pontos
ondey =0e f(x) = 0, ou alternativamente, onde

0 v 0
= e — = U.
y dx
Os valores de x obtidos sdo aqueles onde V(x) tem um minimo, méximo ou ponto de
inflexdo, sendo que o tipo de ponto de equilibrio é diferente nestes trés casos. Assim, nos

sistemas conservadores:

» Um minimo de V (x) gera um centro (ponto estavel);
» Um méaximo de V(x) gera um ponto de sela (ponto instavel);
» Um ponto de inflexdo gera uma cuspide.

Exemplo 41 [21, p. 19]: Considere a seguinte equacdo diferencial x"" = —xe™*. Mostre que
a origem é um centro no diagrama de fases.

Resolugdo. Como esta equacao é uma equacdo do tipo x" = f(x), conclui-se que estamos a
trabalhar com sistemas conservadores. Fazendo uma mudanca de variavel e calculando o
ponto de equilibrio

b L=t

= e y=0 (:){y=0

—xe ™* =0 x=0

)

verificamos, através da representacdo da equacao dos caminhos no diagrama de fases, que a
origem é um centro

4y _ xe_x@yz—f Fdx e y=+/2(C+e*(x+1), CER
— = 5 5 = xe*dx &y ==%2(C+e*(x+ 1), '

Usando a fungéo V (x), obtém-se

V(x) =— f —xe *dx o V(x)=—e*(x+1) +k, k e R,

concluindo assim que esta fungdo tem um minimo em x = 0. Portanto, a origem é um centro,
indicando um movimento periddico. Quando x — 4o, V(x) — 0, logo o diagrama de fases €
composto pelas curvas
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y =+2(C—-V(x).

Por anélise da Figura 3.9, conclui-se que o valor C = 0 € um valor critico, uma vez que separa
a regido oscilatoria da regido em que um dado ponto P vai para infinito. Logo esse caminho é
uma separatriz dada por

y? o .
7+V(x)—7—e x+D+k=C=0.
Para valores de —1 < C < 0, obtemos centros & volta do ponto de equilibrio, sendo que estes
ovais tornam-se cada vez mais estendidos para a direita @ medida que nos aproximamos de O.
Ja para valores de C > 0, a mola vai esticando cada vez mais tendendo para infinito.

1 T~
\\ C=1
2 1 3 4 5 5 7 8
K/ - <

-

Figura 3.9: Diagrama de fases da equacdo x'' = —xe~*.

3.3 Sistemas conservadores dependentes de parametros

Suponhamos que x(t) satisfaz a condicdo

x" = f(x,A), (63)
onde A é um parametro. Os pontos de equilibrio do sistema sdo dados por f(x,1) = 0, ou seja,
qualquer ponto sobre a curva f(x,4) =0 é um ponto de equilibrio e a sua localizacdo
dependera do parametro A.

Existe um método grafico simples de analisar a estabilidade dos pontos de equilibrio
num sistema dependente de parametros. Assumindo que f(x, 1) seja continua em x e A, traga-
se acurva f(x,A) = 0 no plano A0x, representando a curva dos pontos de equilibrio. Depois,
sombreamos 0s dominios nos quais f(x,A1) >0 e, se 0 segmento da curva tiver um
sombreamento abaixo dele, os pontos de equilibrio dessa curva sdo estaveis, ja que A é fixo e
f muda de positiva para negativa a medida que x aumenta.
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Na Figura 3.10, a linha entre A e B corresponde ao conjunto de pontos de equilibrio

estaveis, sendo A e B pontos de equilibrio instaveis e C um ponto também instavel, uma vez
que a funcdo f é positiva em ambos os lados de C. Quanto a natureza dos pontos de equilibrio
para um dado valor de A, por exemplo quando A = 4, 0 sistema tem trés pontos de equilibrio,
dois dos quais sdo estaveis. Assim, na Figura 3.10, A, B e C sdo conhecidos como pontos de
bifurcacdo, de modo que, & medida que A varia, o ponto de equilibrio pode se dividir em dois
ou mais, ou varios pontos de equilibrio podem se fundir num unico ponto de equilibrio.

T

fz,\) >0

~——Pontos de equilibrio estaveis

= = Pontos de equilibrio instaveis

Figura 3.10: Diagrama de estabilidade representativo ilustrando curvas de
estabilidade para os pontos da equacdo x"" = f(x, 1).

Em suma, para analisar a estabilidade dos pontos de equilibrio e representar no espaco

dos parametros um sistema dependente de parametros na forma x" = f(x, A1), temos de seguir
0 respetivo procedimento:

()
(i)
(iii)
(iv)

v)

Desenhar no plano 10x a curva x"' = f(x,A);

Sombrear apenas as zonas onde a funcéo f(x, 1) > 0;

Se a curva dos pontos de equilibrio (f(x,1) = 0) estd acima do sombreado, entdo esta
fica continua, se estiver abaixo do sombreado fica descontinua;

Em termos de estabilidade, todos os pontos de equilibrio que estejam sobre a linha
continua séo estaveis e sobre a linha descontinua so instaveis;

Relativamente aos pontos de bifurcacdo, a sua estabilidade depende do que acontece a
sua volta, ou seja, se nesses pontos tragarmos uma reta na horizontal e o sombreado
estiver acima, o ponto de equilibrio é instavel, sendo representado por um ponto aberto
no espaco dos parametros, se 0 sombreado estiver abaixo, o ponto de equilibrio € estavel,
sendo representado por um ponto fechado.

Exemplo 42 [21, p. 38]: Um cordao desliza sobre um fio circular liso de raio a que é restrito
para girar em torno de um diametro vertical com velocidade angular constante w. Analise a
estabilidade do cordéo.
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Resolugdo. O cordao tem um componente de velocidade a8'tangente ao fio e um componente
aw sin @ perpendicular ao fio, onde 6 € a inclinacdo do raio para o cordao, da vertical para
baixo. A energia potencial V e cinética T sdo dadas por

1
T = Emaz(e’z + w?sin?8 ) e V = —mgacos 6.

Como o sistema esta sujeito a uma restricdo de movimento, a equacdo de energia ndo se
sustenta, logo, a equacao de Lagrange para o sistema é a seguinte
d <6T) ar oV
dt\ae’) 96 96’
que origina

ab"” = aw?sinf cos § — g sin 6.
2
Definindo % = ], obtemos
ab' do’

do
e fazendo a respetiva integracao, temos a equacao dos caminhos de fase

aell —

=gsinf (Acosf —1)

1 1
Ea@’ =g(1 —E/lcos 8) cos 6 +C.

Usando a notac¢éo da equacéo do sistema dependente de parametros, obtemos

gsinf (A1cosf —1)
a )

f(6,1) =

logo, os pontos de equilibrio séo dados por

f(6,1) =0 sinf(Acosf —1) =0

1
@sin9=OVc050=I, A+0

1
o0 =knm,ke RVO =cos™?!

T 1/24 € [-1,1]\{0}.

As regides onde f > 0 e f < 0 sdo separadas por curvas onde f = 0 e podem ser localizadas

verificando o sinal em alguns pontos especificos, por exemplo, f(g 1) = —% < 0. Assim,

como ilustra a Figura 3.11, todas as regides onde f > 0 sdo sombreadas e as regides onde
f < 0 ndo sdo sombreadas. Quanto a linha dos pontos de equilibrio, ou seja, onde f(6,1) =
0, se esta esta acima do sombreado ficou continua, se esta abaixo do sombreado ficou
descontinua/tracejada.

Assim, conclui-se que quando A > 1 ao tragar linhas retas verticais obtém-se um conjunto de
pontos de interseccdo com f(6,4) = 0. Em alguns desses pontos, a curva f(6,1) =0 é
continua, logo obtemos uma familia de pontos de equilibrio estaveis 6 = COS_l% e noutros

pontos f(6,4) = 0 é descontinua, logo temos uma familia de pontos de equilibrio instaveis
6 = km. Quando 0 < A < 1, fazendo o mesmo raciocinio, obtemos uma familia de pontos de
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equilibrio estaveis 8 = km quando k é par e uma familia de pontos instaveis 0 = kr
quando k é impar.

Quanto ao ponto A, este é chamado de ponto de bifurcagdo, sendo um ponto de equilibrio
estavel. Neste caso, dado a sua forma, este ponto é chamado de ponto de bifurcacdo de

forquilha.

Pontos de equilibrio estaveis

— — — - Pontos de equilibrio instaveis

Figura 3.11: Diagrama de fases para o caso de um corddo deslizando
sobre um fio circular.

3.4 Representacdo grafica das solugoes

As solucgdes e caminhos de fase do sistema

x'=y, vy =f(xy), (64)
podem ser representadas graficamente de varias maneiras. Como foi visto anteriormente, as

~ d . ~ . . .
solucdes de d—z = @ sdo os caminhos no diagrama de fases (x, y). Assim, como forma

de comprovacdo, diferentes maneiras de exibir os caminhos e solu¢bes da equacdo do
péndulo x" = — sin x sdo ilustradas na Figura 3.12.

Se as solugdes de x" = f (x,x') sdo conhecidas, seja exatamente ou
numericamente, entdo o comportamento de x em termos de t pode ser visualizado num
gréfico (x,t) como na Figura 3.12(b) para uma solucdo periddica do péndulo.

Alternativamente, o tempo (t) pode ser adicionado como um terceiro eixo ao
diagrama de fases para que as solugbes possam ser encontradas parametricamente como
(x (t),y (t),t) em trés dimensdes (Figura 3.12(c)).
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Se f(x, x') € periddica em x, isto é se existe um numero C tal que
f(x + C,x") = f(x,x") paratodo x, entdo os caminhos de fase em qualquer intervalo de
x de comprimento C s&o repetidos em qualquer intervalo anterior ou posterior de
comprimento C. Assim, as solucdes podem ser enoveladas a volta de um cilindro de
circunferéncia C. A Figura 3.12(d) mostra os caminhos de fase da Figura 3.12(a) marcados
no cilindro, onde o eixo x é agora enrolado a volta do cilindro.

(b)
WANVAN
\VARVARN
(c) (d)

—

Figura 3.12: Diferentes formas de solucéo da equacao do péndulo
x'" + sinx = 0. Em particular, (a) a solucdo periodica £, e uma solugéo
rodopiante £, no diagrama de fases; (b) como uma solugéo (x, t); (c) no espacgo
da solucdo (x, y, t); (d) numa superficie de fase cilindrica que pode ser usada para
equacdes diferenciais periodicas em x.
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3.5 Algumas aplicacOes das equac0es diferenciais nao-lineares de
ordem superior

Nesta seccdo serdo apresentadas algumas aplicacGes das equacgdes diferenciais ndo-
lineares de ordem superior, com vista a aplicar a teoria apresentada nas secc¢des anteriores.

Primeiramente introduzimos o modelo da friccdo a seco, seguido do modelo do reldgio
de péndulo com o conceito de ciclo-limite e oscilagdo auto-animada. Os dois modelos
apresentados tém por base as ideias desenroladas no livro de Jordan e Smith [21].

3.5.1 Modelo da friccéo a seco

A friccdo a seco ocorre quando as superficies de dois soélidos estdo em contacto e em
movimento relativo sem lubrificacdo. Considerando o exemplo de uma correia continua
acionada por rolos a uma velocidade constante v, e de um bloco de massa m conectado a um
suporte fixo por uma mola de rigidez ¢ que repousa sobre a correia. Se F é a forca de atrito
entre o bloco e a correia e x é a extensdo da mola, entdo a equacdo do movimento € dada por

mx" +cx =F. (65)
Suponhamos que F depende da velocidade de deslizamento v, — x'. Para pequenas
velocidades de deslizamento, a forca de atrito é proporcional a velocidade de deslizamento.
Assim, para um dado valor fixo pequeno da velocidade de deslizamento s, a magnitude da
forca de atrito atinge o pico e gradualmente vai se aproximando de uma constante F, ou
—F, para grandes velocidades de deslizamento.

Supondo agora um caso mais simples com descontinuidade na origem

F = Fysgn(vy — x'), (66)
onde F,, € uma constante positiva e a funcéo sgn (sinal) é definida por
Lu>0
sgn(u) = { O,bu=0
—1,u<o0
A equacdo do movimento torna-se
mx"" + cx = Fysgn(vy — x'), (67)

donde as solugdes para os caminhos de fase nessas regides sdo dadas por

Foy2
y=x'>vymy?+c (x + f) = constante

2
’ 2 FO
y=x' <vgmy?+c (x - 7) = constante.
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Estas solugdes sdo familias de elipses deslocadas, onde a primeira apresenta o seu centro
F F .,
em (—?",0) e a segunda em (7"0) Efetuando uma mudanca de variavel x' = x\/c e

y' = yyv/m, obtemos a equacdo dos caminhos de fase, ilustrados na Figura 3.13 na forma nédo
dimensional, representando arcos de circulos deslocados

"> pm: ’2+( ’+i)2—constante
y UO my X \/E = )

’ 12 ’ Fo 2
y' < vgvm:iy'S + (x _ﬁ) = constante.

T

yvm

N
((

©

Figura 3.13: Diagrama de fases para o caso da fric¢éo a seco.

?Jum

N

Por analise da Figura 3.13, verificamos que existe um Unico ponto de equilibrio estavel
(centro) (% 0) e obtemos o estado x' = v, para | x| < F, / ¢, concluindo que o bloco se

movera com a correia ao longo de AB até que a friccdo maxima disponivel, F,, seja insuficiente
para resistir a tensdo crescente da mola. Isto ocorre em B quando x = F, / c, tal que o bloco
entra numa oscilacdo representada pelo caminho fechado C até (F, / ¢, v,). De facto, para
qualquer condicdo inicial situada fora dessa elipse o sistema se converge nessa oscilagéo.

3.5.2 Modelo do reldgio de péndulo: ciclo-limite

A "roda de escape” € uma roda dentada que aciona o relogio atraves de uma sucesséo
de engrenagens. Esta tem um fuso ao seu redor do qual estd enrolado um arame com um peso
na sua extremidade livre. A roda de escape é interrompida intermitentemente pela "ancora" que
tem dois dentes. A ancora € presa ao eixo do péndulo e balanga com ele, controlando a rotacdo

da roda de escape. A ancora e 0s dentes na roda de escape sao projetados de tal modo que,
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guando uma extremidade da &ncora perde o contacto com um dente, a outra extremidade engata
um dente, mas permite que a roda de escape gire através de um pequeno angulo que gira as
maos do reldgio.

Toda vez que isso acontece, a ancora recebe pequenos impulsos que sdo ouvidos como
"marca" do reldgio. Esses impulsos mantém a oscilagdo do péndulo que de outra forma
desapareceria. A perda de energia potencial devido & descida do peso &, portanto, alimentada
periodicamente no péndulo através do mecanismo de ancoragem. Embora os impulsos
empurrem o péndulo na mesma diregéo a cada liberagéo da &ncora, a forma da ancora garante
que eles sejam ligeiramente diferentes em magnitude. Assim, se o péndulo estiver balancando
com uma amplitude muito grande, a sua perda de energia por ciclo, devido ao atrito, é grande,
o impulso fornecido pelo escapamento € insuficiente para compensar isso e a amplitude
consequentemente diminui.

Por sua vez, se a amplitude é muito pequena, a perda de atrito é pequena, 0s impulsos
compensardo em excesso e a amplitude se acumularad. Um estado balanceado é entdo abordado
no plano 8, 8’ como uma curva fechada isolada C. Tal oscilacdo periddica isolada, ou ciclo-
limite, pode ocorrer apenas em sistemas descritos por equacdes nao-lineares.

Considerando o caso em gue 0 movimento pode ser aproximado pela equagéo

10" + k6" +c6 = f(6,0'), (68)
onde I € o momento de inércia do péndulo, k é uma pequena constante de amortecimento, ¢ é
outra constante determinada pela gravidade, 8 é o deslocamento angulare f(6,6") € o momento
fornecido duas vezes por ciclo pelo mecanismo de escapamento. O momento f (6, 0") sera dado
por uma funcao ndo-linear em 6 e 8', portanto, a fungdo do modelo é a seguinte

1
£6,67) =S [(ky + ka) + (ks — k2)sgn(6]5(6), (69)
onde §(0) é o impulso e k4, k, s&o restri¢Oes positivas, ou seja, entregas de impulsos ao péndulo
quando 6 = 0. Por andlise da funcdo, conclui-se que, se 8’ > 0 entdo f(6,0") = k,5(0),
se ' < 0entdo f(6,0') = k,6(6) e o péndulo é conduzido para superar 0 amortecimento se
k, > k.

Nos relogios de péndulo, a oscilacdo gerada por uma fonte de energia cuja entrada ndo
é regulada externamente, mas que automaticamente se sincroniza com a oscilacdo existente, é
chamada de oscilacdo auto-animada [22].
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Capitulo 4

Sistemas dinamicos de equacbes diferenciais
ordinarias nao-lineares

No capitulo anterior foi abordado a aplicacdo de métodos do diagrama de fases a
equacdo x" = f(x, x") através do sistema de primeira ordem equivalente x’ = y,y’ = f(x,y).
No entanto, a formulacdo apropriada de problemas mecanicos, bioldgicos e geométricos nao é
feita por meio de uma equacéo de segunda ordem, mas sim com um tipo mais geral de sistema
de primeira ordem da forma x’ = X(x,y),y’ = Y(x,y).

Assim, o aparecimento destes sistemas representa um incentivo para a construcao de
um diagrama de fases com coordenadas x, y em que as soluc@es sdo representadas pelas curvas
(x(t), y(t)), onde x(t), y(t) sdo as solu¢des. Quanto aos pontos de equilibrio, nesta situacéo,
estes podem ocorrer em qualquer parte do plano. Portanto, neste capitulo, sera abordado um
pouco melhor esta tematica, bem como o conceito de aproximacao linear perto dos pontos de
equilibrio, resolucdo de equacBes mais simples e determinacdo do carater local dos caminhos,
algo que permite que a estabilidade dos pontos de equilibrio seja estabelecida, representando
assim, um ponto de partida para investigacoes globais das solugdes.

4.1 Classificacao dos sistemas dado a sua ordem

Antes de abordarmos qualquer sistema de equacdes diferenciais, é necessario sabermos
qual o tipo de sistema que estamos a trabalhar. Para tal, nesta sec¢do, iremos exemplificar como
distinguir os sistemas de equacdes diferenciais ordinarias quanto a sua ordem.

4.1.1 Sistemas de primeira ordem

Um sistema de primeira ordem de equacGes diferenciais ordinarias é geralmente
apresentado na forma
duy du,

W = Fl(t, Uq, ...,un), ’W

onde uy, ..., u, sdo funcdes escalares da variavel independente t. O sistema (70) também pode
ser escrito na forma vetorial

= Fn(t,ul,...,un), (70)

W 71
E - (t' U), ( )

onde u(t) = (uy(t), ..., u, ()T e F(t,u) = (Fy, ..., E)Tcom F; = F;(t,uy, ..., u,), funcéo
com n + 1 variaveis. Cada solucdo u(t) serve para parametrizar uma curva C € R™ também
conhecida como trajetoria ou orbita do sistema. As condicdes iniciais gerais sdo
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Uy (to) = ay, ..., Up(to) = ap, (72)
ou, em forma vetorial,

u(ty) = a, (73)
onde t, é um tempo inicial prescrito, enquanto o vetor a = (aq, ..., a,)fixa a posicéo inicial
da solucéo desejada.

Um sistema de equacdes diferenciais é chamado de auténomo se o seu lado direito ndo
depender explicitamente da varidvel independente t, apresentando a seguinte forma geral
du

= Fw, (74)

onde F(u) = v representa o campo Vetorial da velocidade do fluido na posicéo u. A solugédo
u(t) para o problema de valor inicial (73) ou (74) descreve 0 movimento de uma particula de
fluido que comeca na posicdo a no tempo t,, tal que a equacdo diferencial nos diz que a
velocidade do fluido em cada ponto da trajetoria da particula corresponde ao campo vetorial
prescrito. Neste tipo de sistemas, um ponto de equilibrio é constante (u(t) = u*para todo t),
se cada ponto de equilibrio surge como uma solugéo para o sistema de equacdes algébricas

F(u*) = 0. (75)
Definicdo 43 [9]: Um ponto de equilibrio u* para um sistema auténomo de equacgdes
diferenciais ordinarias de primeira ordem é chamado

o Estavel, se para todo (pequeno) € > 0 existe um § > 0 tal que, toda a solucéo u(t)
tendo condi¢es iniciais dentro da distancia 6§ > ||u(t,) — u*|| do ponto de equilibrio
permanece dentro da distancia € > ||u(t) — u*|| paratodo t > ty;

e Assintoticamente estavel, se é estavel e, além disso, existe §, > 0 tal que, sempre que
6o > |lu(ty) — u”|| temos u(t) — u*quando t — oo.

Figura 4.1: Estabilidade dos pontos de equilibrio: estavel (esquerda) e assintoticamente

estavel (direita).
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Assim, como se pode visualizar na Figura 4.1, embora as solu¢fes préximas a um ponto
de equilibrio estdvel possam se afastar um pouco, elas devem permanecer relativamente
proximas ao ponto de equilibrio, enquanto que, no caso da estabilidade assintotica, estas
solucgdes convergem para o ponto de equilibrio.

4.1.2 Sistemas de ordem superior

Muitas aplicaces fisicas levam a sistemas de equacdes diferenciais ordinarias de ordem
superior. No entanto, ha uma simples reformulacdo que os convertera em sistemas equivalentes
de primeira ordem. Além disso, os esquemas de solu¢cdo numeérica para os problemas de valor
inicial de ordem superior sdo inteiramente baseados na sua reformulacdo como sistema de
primeira ordem.

Assim, para tal, nas equacdes diferenciais de segunda ordem

u'" = F(t,u,u), (76)
introduz-se uma nova variavel dependente v = u' e, desde que, v’ = u" as fungdes ue v
satisfazem o sistema equivalente de primeira ordem

u' =v, v =F(uv). (77)

Por outro lado, é facil verificar que se u(t) = (u(t), v(t))Té qualquer solucéo para o
sistema de primeira ordem, entdo a sua primeira componente u(t) define uma solucdo para a
equacdo escalar que estabelece a sua equivaléncia. Além disso, as condic¢des iniciais basicas
u(ty) = uy e v(ty) = v, para o sistema de primeira ordem traduzem-se num par de condicdes
iniciais u(ty) = ugy e u'(ty) = v, especificando o valor da solucdo e da sua derivada de
primeira ordem para a equacdo de segunda ordem.

Da mesma forma, dada uma equacéo de terceira ordem
u/// — F(t, u, u/' u//)' (78)
assumindo,
v=u, w=v=u", (79)
as variaveis u, v e w satisfazem o sistema equivalente de primeira ordem
u =v, vV=w e w =F(t,uv,w). (80)
Exemplo 44 [9, p. 11]: Considere a equacdo de Van der Pol dada por

u' + W? - Du' +u=f(t). (81)

A Equacio (81) surge na modelagem de um circuito elétrico com um triodo! cuja resisténcia
muda com a corrente. Para converter a Equacdo (81) num sistema equivalente de primeira
ordem, assume-se que v = u’, donde

1Valvula termiénica de trés elétrodos que contém um catodo incandescente, uma placa e uma grelha [36].
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v=ft)-Ww-1Dv—u
é o sistema do diagrama de fases equivalente.

Observacao 45: Existe uma técnica simples que converterd qualquer sistema ndo autonomo
num sistema autobnomo equivalente envolvendo uma varidvel adicional, nomeadamente,
introduz-se uma coordenada extra u, = t para representar o tempo, que satisfaz a equacao
diferencial elementar du,/dt = 1 com a condicdo inicial uy(t,) = t,. Assim, 0 sistema de
equac0es diferenciais ordinérias de primeira ordem pode ser escrito na forma autbnoma

du du du
d_to =1, d_tl = F;(ug, uq, ..., Uy), 'd_tn = E,(ug, Uy, ..., Uy). (82)

Por exemplo, a forma auténoma do sistema de Van der Pol é a seguinte

du du du
FTa T =2 = ) = (@ = Duy — s,

T dt
onde u, representa a variavel tempo.

4.2 Solucdo geral de sistemas de equacdes diferenciais de

primeira ordem

Por vezes, podemos ter duas equacdes diferenciais onde as variaveis estdo relacionadas
entre si, ou seja, temos um sistema de equacdes diferenciais. Nesta seccéo, iremos demonstrar
como resolver um sistema de equacdes diferenciais de primeira ordem, de modo a obter a sua
solugdo geral através de dois métodos: matricial e ndo matricial [23, 17, 14].

4.2.1 Método ndo matricial (ou de substituicéo)

Considerando o facto de que as variaveis x e y dependem de uma variavel independente
t e que estdo relacionadas entre si de acordo com a seguinte lei

{x’(t) +ax(t) + by(t) = f(t)
y' (&) +cy@) +dx(0) =g’
onde a, b, c e d sdo constantes e f e g sdo funcGes reais de varidvel real dependentes da variavel
t, a técnica para se resolver o sistema (83) reside no facto de se derivar uma das equacdes e
substituir as respetivas expressdes na outra equacao, resultando assim, numa equacéo linear
com coeficientes constantes de segunda ordem.

(83)

Assumindo o caso em que f(t) = g(t) = 0, a primeira equacdo do sistema (83) é
equivalente a

(O = —x'(t)b— ax(t)’

# 0. (84)
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Derivando y em ordem a varidvel t e substituindo y e y’ na segunda equagéo do sistema (83),
vem que
. —x"(t) —ax'(t)
y'() = 5 ,
—x"(t) —ax'(t —x'(t) — ax(t
()b ()+c ()b ()+dx(t)=0. (85)
A Equacdo (85) é equivalente a x"'(t) + (a + c)x'(t) + (ac — bd)x(t) =0 que é uma
equacao linear de segunda ordem com coeficientes constantes, cujo polinGmio caracteristico é
r2 + (a + c)r + ac — bd = 0. Esta equacéo apresenta como solucéo geral 3 casos distintos:

(i)  Seas raizes forem reais distintas r; e ,: x(t) = c;e™* + c,e™t, ¢y, ¢, ER;
(i) Se as raizes forem complexas conjugadas na forma r=a * Bi:
x(t) = e**(Acos it + Bsinit), A, B € R;
(iii)  Searaiz for real dupla r: x(t) = e™(c; + c,t),¢q, ¢, € R.

Se, por titulo de exemplo, as raizes forem reais distintas, entdo

x(t) = cie"t + cye™t, ¢, Cy € R (86)

—x'(t)—ax(t)

Substituindo na expressao y(t) = resulta
rn+a r+a
t) = — c,et — c,emt,
y(t) b 1 b 2

Assim, a solucdo geral do sistema homogéneo é

x(t) = cie"t + cye™t

rn+a rn+a , ¢, ER . 87
y(t) - — 1 b Clerlt _ 2 b Czerzt &2 ( )

No caso de um sistema com mais do que duas equacdes, pode-se utilizar este método.
Contudo, devido a manipulacdo algébrica constata-se que este método ndo é pratico.

4.2.2 Método matricial

Um sistema de primeira ordem com n equac6es diferenciais de coeficientes constantes
com fungdes incognitas y4, y,, ... ¥, pode ser representado na forma

Vi = a1y +apy, + o+ anmyn +fi

Y2 = QY1+ AV + o+ ApnYn + 12 (88)

y1’1 = aniYr + A2y + ot GuVn +
onde fi, f5, ..., fn representam funces na mesma varidvel independente que as incognitas do

sistema. O sistema (88) pode ser escrito na forma matricial
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S

)71 azq . Ain

a
yZ a2 2 3’2 + (89)
y‘lfL anz ....ann

Y'=AY +F. (90)

ou, em forma notacional,

Sistema homogéneo
Este sistema tomaa formaY’ = AY.

Teorema 46: A solucdo geral do sistema de equacGes diferenciais lineares homogéneas de
primeira ordem com coeficientes constantes Y’ = AY é dada por

Y = Clvle)llx+ szzelzx+,,,_+cnvnelnx’ (91)
onde vy, vy, ... v, representam os n vetores proprios linearmente independentes da matriz

quadrada A associados aos valores préprios A4, A4,,...,4,€ c1,Cy, ..., Cp FEPresentam
constantes arbitrarias.

Vamos detalhadamente estudar os varios casos possiveis para matrizes do tipo 2 x 2:
e Caso 1: A matriz A possui 2 valores proprios reais distintos;
e (Caso 2: A matriz A possui um valor préprio real duplo;
e (Caso 3: A matriz A possui 2 valores proprios complexos conjugados.

Caso 1: A matriz A tem 2 valores préprios distintos A1; = 1, com vetores proprios
independentes associados v! e v2. Neste caso,

yl = pleM¥ ¢ y2 = p2ehe¥ (92)
sdo duas solucdes linearmente independentes e a solucdo geral do sistema toma a forma

Y(x) = cyvleM* 4 c v2eter | (93)

Exemplo 47: Determine a solucéo do sistema
{x’ =3x — 4y
y' =x—-2y °
Resolucdo. A matriz A é E :4] Os valores proprios de A sdo A = 2 e A = —1. Quanto aos

vetores proprios, comecamos pelo valor proprio A = —1. Teremos de resolver o sistema
Av = —1v, ou seja,

— 4y, = — V=V
{3171 12 121 { 1 2 — (vy,vy) = v, (1L,1).

vy — 20, = =1, v, qualquer

Para o valor préprio A = 2, resolvemos o sistema Av = 2v e obtemos v,(4,1), v, qualquer.
Assim, a solucéo geral do sistema é dada por
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{x(t) =ce”t + 4c,e?t

, c1,¢, € R.
y(t) = cre” b + cpe?t vz

Caso 2: A matriz A tem um valor proprio duplo A com vetor préprio associado v. Uma solucéo
é y'(x) = ve? e a outra solucdo y?, independente de y?, é da forma y?(x) = (xv + u)e?*,
onde u € um vetor a determinar. A solucéo geral, neste caso, é dada por

Y(x) = cyve®™ + c(xv + u)e?*, (94)
sendo u o vetor que verifica a relacdo (A — Au = v.

Exemplo 48: Resolva o sistema

{y{ () =4y +y,
Y2(x) = =y1 + 2y,
Resolucdo. A matriz A = [_41 %] tem o valor préprio A = 3 com multiplicidade 2. Um vetor

proprio associado a A =3 &, por exemplo, v =(1,—1). Vamos determinar o vetor
u = (uq,u,) tal que (A — A)u = v, isto €,

( _41 ;] - [(3) (3) )[Zﬂ - [_11]
Daqui decorre que

{u1+u2:1 {u2=1_u1
—u; —u, = -1 uq qualquer

Como (uq,1 —uy) =uy(1,-1) + (0,1), entdo u podera ser (0,1). Logo, a solucéo geral do
sistema é

{)’1(75) = (c1 + cpx)e’*

,C> € R,
V2(x) = (—c; + ¢ — cx)e ez

3x’

Caso 3: A matriz A tem 2 valores proprios complexos conjugados A = a + Bi com vetores
préprios associados v e 7. Uma solucdo complexa do sistema é

ye(x) = ve? = p e(@+FX, (95)
Como queremos determinar uma solucdo real do sistema, resulta que

y(x) = c;Re(v e@HFI%) 4 ¢, Im(v e@+HFD%) ¢ c, € R. (96)
Exemplo 49: Determine a solucéo do sistema

{x’ = 4x + 5y

! —

y'=-=-2x-2y°
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Resolugdo. Os valores proprios da matriz A = [_42 _52] sdo A, =14+ie A, =1-1.
Determinemos agora o vetor proprio associado a A; = 1 +i. Este decorre da solugdo de
(A—@A+iDHX =0, ouseja,

3—1i ] [
-2 2—(1+0D]lx

Daqui advém que

(3 - i)xl + 5x2 =0 o Xy = (l 3)X1 .

_ 2 e — 5
2x;+ (=3 —-x, =0 %, qualquer

Escolhemos, por uma questdo de simplicidade, x; = 5. Assim, x, =i — 3 e, deste modo,
podemos considerar o vetor préprio associado a A; como v = (5,—3 + i). Uma solugdo
complexa do sistema é entdo dada por Y, = ve?, que é equivalente a

Xc

] [ ] 1+t Setcost ] . Selsint ]
Yc 3+1

) i .
(=3 cost —sint)et (cost — 3sint)et

Consequentemente, a solucéo real é

{x(t) = 5¢; cos(t) et + 5¢, sin(t)et ¢ ¢, €R.

y(t) = (c; — 3¢y) cos(t)et — (¢q + 3¢y) sin(t)et’

Sistema ndo homogéneo
Este sistema toma a forma Y’ = AY + F,onde F = [;1] * [8] sendo f; e f, funcdes
2

reais de variavel real continuas. A solucdo geral pode ser obtida pelo método da variacao das
constantes seguindo as seguintes etapas:

1. Resolvemos o sistema homogéneo associado Y' = AY, cuja solugdo geral é dada por
c . . ;
Y=YC=Y, [Cﬂ em que Y;, representa uma matriz quadrada do tipo 2 X 2 e C é uma

matriz coluna do tipo 2 X 1;
2. A solucdo geral do sistema completo é calculada pelo método da variacdo das

constantes. Escrevendo Y (x) = Y, (x)C(x) = Y}, (x) [ 1(x )] pretende-se determinar as

funcgdes c; e c,. Como Y é solucdo da equagéo completa, substituindo Y e Y’ no sistema
inicial obtemos Y',,C + Y,C' = AY,,C + F.Como Y',C = AY,C, a equacgdo anterior
reduz-se a equacéo Y, C' = F, equivalente por suaveza C' = Y, 'F, sendo Y, ! a matriz
inversa de Y;, e F a matriz dos termos independentes do sistema inicial.
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Teorema 50: A solucdo geral do sistema ndo homogéneo é dada por

Y00 =10 [ 1T R, @7)
onde as matrizes Y, (x) e ¥, ~*(x) sdo determinadas como se ilustra acima.

x'=3x—4y+e %

Exemplo 51: Resolva o sistema { ot -

!

y' =x—2y—3e

Resolucéo. Este sistema é equivalente a

x’ _ 3 -2t
=0 2165
A solugdo geral do sistema homogéneo associado € dada por
_[xnO7 _ 47 2 1 4e2t et
no =l =alilera o=l )
Vamos agora determinar a matriz inversa da matriz Y, (t). Antes recordemos que se

det|B| = det |Z Z| # 0, entdo a matriz inversa de B, B~1, pode ser determinada por

1 _[a bl 1 d —b
B [c dl T ad- bc[ a ] (%8)
Deste modo vem que
_e—Zt
1
-1 _ 3
Y 3et[ e?t 482t] I 4et
3
Assim, o vetor das variaveis C(x) é dado por
-2t
1 e—Zt
C(t) = [ ] Y, l0)f(B)dt = t [—3e-2t] dt
3 T

Sedr —e““ + Ky
f _e_t + k2
Substituindo C(t) na expressao Y(t) = Yh(t)C(t) resulta

)

[x(t)] _ [ 3e72t + 4k e? + kyet
y(t) 4e 2t + kye?t + ket
onde k, e k, sdo constantes arbitrarias.
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4.3  Diagrama de fases

Considere o sistema geral de primeira ordem dado por

x'=X(xy), ¥y =Ykxy). (99)
O sistema (99) é autdbnomo, uma vez que a variavel de tempo t nao aparece no lado
direito das equaces diferenciais. Assim, as solucfes x(t) e y(t) podem ser representadas num
plano de eixos cartesianos x e y, tal que, a medida que a variavel independente t vai
aumentando, (x(t),y(t)) tragam uma curva direcionada no plano x0Oy denominado caminho
de fase.

Para este tipo de sistemas, as condi¢es inicias sdo representadas da seguinte forma

X=X,y =Y, com t=t,, (100)
onde x, e y, sdo os valores inicias no tempo t,. Pelo Teorema 12, existe uma e apenas uma
solucdo que satisfaz essa condicao quando (x,, y,) € um "ponto comum". Isso ndo significa que
exista um e apenas um caminho de fase através do ponto (x,,y,) no diagrama de fases, pois
esse mesmo ponto pode servir como condic¢des iniciais para outros tempos inicias. Portanto,
pode surgir outros caminhos de fase através do mesmo ponto fazendo com que o diagrama de
fases seja um enovelado de curvas cruzadas.

Assim, para os sistemas, a equacdo dos caminhos no diagrama de fases € a seguinte

dy Y(x,y)
dx ~ X(xy)
No diagrama de fases, 0s sinais de X e Y em qualquer ponto especifico determinam a
direcdo através do ponto, e geralmente, as direcGes em todos 0s outros pontos podem ser
determinadas pela exigéncia de continuidade da direcdo dos caminhos adjacentes. Os pontos
de equilibrio do sistema sdo todos os pontos onde X (x, y) e Y (x, y) sdo iguais a zero, ou seja,

{x' =X(x,y)=0
y' =Y,y =0"

Se x; e y; sao solucdes das igualdades anteriores, entdo x(t) = x; e y(t) = y, sao
solucdes constantes (pontos de equilibrio) do sistema de primeira ordem auténomo e sdo
representados por caminhos de fase degenerados [15].

(101)

(102)

Os caminhos de fase que intersetam a curva definida pela equagéo Y (x,y) = cX(x,y)
fazem-no todos com a mesma inclinacao c tal que, tais curvas sdo conhecidas como isoclinicas.
As duas isoclinicas particulares Y (x,y) = 0, cujo caminhos intersetam com inclinacéo zero,
e X(x,y) = 0, cujo caminhos intersetam com inclinacdo infinita, sdo Gteis no desenho do
diagrama de fases. Os pontos onde essas isoclinicas se cruzam definem os pontos de equilibrio
e, numa regido do plano xOyem que X(x,y)> 0 e Y(x,y)> 0 ou X(x,y) <0 e
Y(x,y) < 0, o0scaminhos da fase devem ter inclinagdes positivas. Da mesma forma, se X (x, y)
e Y(x,y) tiverem sinais opostos numa dada regido, entdo os caminhos de fase devem ter
inclinagOes negativas.
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Exemplo 52 [21, p. 50]: Localize os pontos de equilibrio e esboce os caminhos de fase do
sistema

x'=y(1—x%), vy =—x(1—-y?). (103)
Resolugdo. Os pontos de equilibrio ocorrem quando

x'=0 y(1—-x2)=0 y =0 {x=1 {x=—1
{}"=0®{—x(1—y2)=0@ {x=0 v }’:i‘lv y=z=x1"
Logo, existem cinco pares de solugdes (0,0), (1,1), (1,—-1),(—1,1) e (—1,—1) que s&o pontos
de equilibrio. A equacéo dos caminhos de fase é dada por

dy  x(1-y?%)
dx  y(1—-x2)"
Como a Equacéo (104) é de primeira ordem de variéveis separaveis, entdo

xdx ydy 1 1
- = & =In|1 — x?| = —=In|1 — y?
f1—x2 jl—ﬁ Z ol =7 = =5l =y7+C

e (1-xH)1-y?) =4, A €ER.

(104)

Existem solucdes especiais ao longo das linhas x = +1 ey = 1, onde A = 0. Estas solu¢bes
e as localizag6es dos pontos de equilibrio ajudam-nos a representar o diagrama de fases.

Al

|

Figura 4.2: Diagrama de fases para o sistema x’ = y(1 — x2);y’ = —x(1 — y?),
onde as linhas tracejadas representam as isoclinicas de inclinacdo zero e infinita.

Assim, como podemos observar na Figura 4.2, primeiro tragamos as curvas integrais contantes
(curvas dos pontos de equilibrio onde A = 0) e, em seguida, identificamos as direcdes dos
caminhos, sabendo que estas podem ser encontradas por continuidade. Por exemplo, no ponto
(0,1) x’=1(1—-0) =1 > 0 (funcdo constante) e y' =0(1 — 1) = 0 (funcdo constante),
portanto, o caminho de fase tem direcdo da esquerda para a direita, ou seja, para saber a
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direcdo dos caminhos no diagrama de fases, analisamos o sinal de x’ e y'do sistema (103) em
pontos pertencentes as curvas dos pontos de equilibrio [15]. Por conseguinte, representamos
as diferentes curvas integrais para os diferentes valores da constante A da equacdo dos
caminhos e, para estas curvas, a sua dire¢do segue a mesma dada nas curvas dos pontos de
equilibrio ao seu redor.

Por fim, para analisar a estabilidade dos pontos de equilibrio, analisamos o0 que acontece a
sua volta dado a direcédo dos caminhos. Assim, o ponto (0,0) € um centro (solucdo periddica),
ponto de equilibrio estavel, sendo representado por um ponto fechado no diagrama de fases,
enquanto que, todos os outros pontos de equilibrio em qualquer intervalo de A sdo pontos de
equilibrio instaveis (pontos de sela), uma vez que a sua volta por um lado as orbitas convergem
por outro estas divergem, sendo assim representados por pontos abertos.

Exemplo 53 [21, p. 52]: Compare os diagramas de fases dos sistemas (i) x' =y, y' = —x e

(i) x' = xy,y' = —x2.

Resolugéo. Os pontos de equilibrio dos sistemas (i) e (ii) séo (0,0) e (0, y) respetivamente. A
equacao dos caminhos é a mesma em ambos 0s sistemas, ou seja,

2 X2
e = = y? 2=2 eR > 0.
P y 5 2+C ye+x C, C eC=>0

No entanto, como ilustra a Figura 4.3, no primeiro caso existe apenas um ponto de equilibrio,
enquanto que, no segundo caso, todos os pontos do eixo Oy sao pontos de equilibrio.

Y Y

I ,,
N J

Figura 4.3: Diagrama de fases dos sistemas x’ = y; y' = —x (esquerda) e
x' =xy; y' = —x? (direita).

Ao considerar o sinal de x'e y'nos varios quadrantes, ou seja, com o objetivo de determinar a
direcdo dos caminhos, analisasse o sinal de x'e y'utilizando pontos pertencentes a cada
quadrante. Por exemplo, no ponto (1,1), no primeiro caso, x" > 0 e y' < 0 logo x cresce e y
decresce, portanto, como as Orbitas ndo intersetam o ponto de equilibrio, por continuidade, a
direcdo € sempre a mesma no sentido horario, fazendo com que o ponto de equilibrio seja
estavel (centro). J& no segundo caso, no mesmo ponto, x" > 0 e y’ < 0 logo x cresce e y
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decresce. Contudo, como as érbitas intersetam a linha dos pontos de equilibrio (eixo Oy) a
direcdo das drbitas pode mudar, que € o que acontece neste caso. Assim, obtemos uma familia
de pontos de equilibrio instaveis quando y > 0 (as érbitas divergem dos pontos de equilibrio)
e uma familia de pontos de equilibrio estaveis quando y < 0 (as Orbitas convergem para 0s
pontos de equilibrio).

Exemplo 54 (Modelo predador-presa (modelo de Lotka-Volterra)) [21, p. 53]: Num lago
existem duas espécies de peixes: A (a presa) que vive em plantas das quais existe um suprimento
abundante e B(o predador) que subsiste ao comer A. Seja x(t) a populacéo de A e y(t) a de
B, assumindo que A tenha uma vida relativamente longa e se reproduza rapidamente se for
deixado em paz, entdo com o tempo 6t ha um aumento populacional dado por

axét, a > 0.
Devido a nascimentos e mortes "naturais™ e "aumento negativo" temos

—cxyét, c¢> 0.
Pelo facto de A ser comido por B, o aumento da populacéo liquida de A, 6x, € dado por

0x = axdt - cxydt.
Portanto, no limite, 6t — 0 e temos

!

x' = ax — cxy.
Supondo que, na auséncia de presas, a taxa de inanicdo de B predomine sobre a taxa de
natalidade, mas que o crescimento compensatorio de B seja novamente proporcional ao
ndmero de encontros com A, entdo

y'= —by + xyd, b >0, d>0.

Para este sistema de primeira ordem, os pontos de equilibrio séo (0,0) e (2%) A equacao
dos caminhos de fase é dada por

d_y _ (=b+xd)y

dx  (a—cy)x
Como a Equacdo (105) é de variaveis separaveis, entao

(105)

a—cy —b + xd
j 5 dy=dex(=>alny+blnx—cy—xd=C,

onde C é uma constante arbitraria, ou seja, este € um sistema de curvas fechadas centralizadas
Srer - b . . ~ .

no ponto de equilibrio (E'%)' como se observa na Figura 4.4. A dire¢do dos caminhos pode

ser obtida a partir do sinal de x’ num Unico ponto e, por conseguinte, isso determina as

direces em todos 0s outros pontos por continuidade.

A partir das equagdes de x'e y', as isoclinicas de inclinagédo zero ocorremem y' = 0, ou seja,
nas linhas y = 0 e y = dx/b e as de inclinagdo infinita em x" = 0, ou seja, nas linhas
x = 0ey = ax/c. Como os caminhos estao fechados, as flutuacdes de x(t) e y(t), a partir
de qualquer populacéo inicial, sdo periodicas, sendo que a popula¢do maxima de A fica cerca
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de um quarto de periodo atras da populagdo maxima de B. A medida que A é comido, fazendo
com que B prospere, a populacédo x de A é reduzida, causando eventualmente uma queda na
de B. Assim, a escassez de predadores leva ao ressurgimento de A e o ciclo recomeca.

Contudo, uma mudanca repentina de estado devido a causas externas coloca o estado do
sistema numa outra curva fechada, ndo sendo prevista nenhuma tendéncia para uma populacéo
em equilibrio nem para a populacéo desaparecer. Ainda assim, verifica-se que, se uma das
populacdes pudesse se extinguir, entdo essa populacéo seria a do predador, uma vez que
quando atinge o seu maximo vai convergindo para zero, enquanto que a populacao de presas
parte sempre de um valor préximo de zero.

1
Y
(b/d,a/c)
Predador %
o - —
O Presa

Figura 4.4: Tipico diagrama de fases para 0 modelo predador-presa.

Observacdo 55: O tempo T decorrido ao longo de um segmento C de um caminho de fase
ligando dois estados é dado por

r=fae=[ () (&)ae= [ g (06
c c \dt dt cX(x,y)
Como alternativa, seja ds um elemento de comprimento de C, entdo ds? = dx? + dy? no
caminho de fase e
[ e [ o
c \dt dt c(XZ2+y2)1z2 -

Os integrais acima dependem apenas de X, Y e da geometria do caminho de fase, portanto, a
escala de tempo esta implicita no diagrama de fases.

Resumidamente, para desenhar o diagrama de fases para sistemas autdnomos de
equacOes diferenciais ndo-lineares de primeira ordem, com a variavel independente t e
dependentes x(t) e y(t), procedemos da seguinte maneira:

(i)  Calculamos os pontos de equilibrio do sistema: x' = 0ey’' = 0;
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(i)  Obtemos a equacdo dos caminhos de fase através da equagéo: Z—z = %

(iii)  Desenhamos as curvas que passam nos pontos de equilibrio, bem como as restantes
curvas integrais de acordo com a expresséo da equacdo dos caminhos para os diferentes
valores da constante;

(iv)  Analisamos o sinal de x’ e y' nos varios quadrantes, utilizando pontos pertencentes as
curvas integrais que passam nos pontos de equilibrio, tendo o cuidado de que quando
estas se intersetam a direcdo das curvas integrais pode mudar. Em seguida, por questdes
de continuidade, a direcdo das restantes curvas integrais nos restantes intervalos da
constante segue a mesma direcdo dada pelos vetores nas curvas que passam nos pontos
de equilibrio ao seu redor;

(v)  Por fim, para analisar a estabilidade dos pontos de equilibrio, observamos o que
acontece a sua volta, ou seja, Se as curvas integrais formam um centro ou convergem
para 0 ponto de equilibrio, este diz-se estavel (representado por uma “bola fechada”),
se as curvas integrais divergem do ponto de equilibrio, este diz-se instavel (ponto de
sela) representado no diagrama de fases por uma “bola aberta”.

4.4  Aproximacao linear nos pontos de equilibrio

Existem sistemas ndo-lineares para a qual ndo se consegue determinar a sua solucao
analitica nem a equacdo dos caminhos no diagrama de fases, tal como vimos nas seccdes
anteriores. Nestes casos, para analisar a estabilidade dos pontos de equilibrio e, por sua vez,
representar o diagrama de fases € necessario recorrer a técnica de aproximac&o linear a volta de
cada ponto de equilibrio do sistema n&do-linear.

Com base nesta ideia, consideremos o sistema
x'=X(x,y)
, : 108
{y =Y(xy) (108)
Supondo que o ponto de equilibrio a ser estudado tenha sido movido para a origem, tal
que X(0,0) = Y(0,0) = 0. Podemos escrever, por uma expanséo de Taylor,

{X(x,y) = ax + by + P(x,y) (109)

Y(x,y) = cx + dy + Q(x,y)’

ax ax oy ay «
onde a = E(O' 0),b = a(o, 0),c = 5(0, 0),d = a(o, 0)e P(x,y) e Q(x,y) sdo de
menor ordem de grandeza do que os termos lineares, ja que (x, y) se aproxima da origem (0, 0).

Assim, a aproximacéo linear das formulas de a, b, c e d na vizinhanga da origem é definida
através do sistema linear

x' = ax + by, y'= cx + dy, (110)

fazendo com que as solucGes deste sistema linear sejam geometricamente semelhantes ao
sistema ndo-linear (108) perto da origem, expectativa que é alcancada na maioria dos casos.

Em situagOes dimensionais mais elevadas, ndo podemos confiar em propriedades
simples de monotonicidade. Portanto, a ideia-chave é que a derivada F'(u*) determina a
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inclinacdo da reta tangente, que é uma aproximacao linear a funcao F(u) préxima ao ponto de
equilibrio u*. De maneira semelhante, uma funcdo com valor vetorial F(u) é substituida pela
sua aproximacao linear perto de um ponto de equilibrio.

No caso escalar,

— =F@w, (111)

a linearizacdo de uma funcdao escalar num ponto significa substitui-la pela aproximacéo da linha
tangente

Fw) = F(u") + F'(u")(u —u"). (112)
Se u* é um ponto de equilibrio, entdo F(u*) = 0 e, portanto, o primeiro termo do segundo
membro da Equacdo (112) desaparece. Logo, proximo ao ponto de equilibrio, as solucdes da
Equacéo (111) serdo aproximadas pela sua linearizagao
du

= = Fra)@-u). (113)

Reescrevendo agora a equacao linearizada em termos do desvio v(t) = u(t) — u* do
ponto de equilibrio, como u* é fixo, dv/dt = du/dt e assim a equacdo linearizada assume a
forma elementar

dv B

o=
onde a = F'(u*) é o valor da derivada no ponto de equilibrio. Na Equacdo (111), o ponto de
equilibrio original u* corresponde ao ponto de equilibrio v* = 0 da Equacéo (114). Portanto, a
Equacdo (114) tem um ponto de equilibrio assintoticamente estavel em v* = 0, se e somente
se, a = F'(u*) < 0, enquanto que, para a = F'(u*) > 0 a origem € instavel.

av, (114)

A mesma técnica de linearizacdo pode ser aplicada para analisar a estabilidade de um
ponto de equilibrio u* para um sistema autébnomo de primeira ordem dado por

u' = F(u). (115)
Aproximando-se a funcdo F(u) perto de um ponto de equilibrio, onde F(u*) = 0, pela sua
primeira ordem polinomial de Taylor obtemos

Fuw=Fu)+FWw)u—-u)=F@)(u —u"), (116)
onde F'(u*) representa a sua matriz jacobiana n X n no ponto de equilibrio. Portanto, para
solugBes proximas, o desvio do equilibrio v(t) = u(t) — u* sera orientado pelo sistema
linearizado

dv

i Av onde A =F'(u"). (117)

Neste sistema, o ponto de equilibrio zero é assintoticamente estavel, se e somente se,
todos os valores préprios da matriz dos coeficientes A = F'(u*) tiverem parte real negativa. Por
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outro lado, se um ou mais dos valores préprios tiverem parte real positiva, a solugao zero sera
instavel, sendo estes critérios de estabilidade linearizados também validos no caso nao-linear
[24, 25].

Teorema 56 [9]: Seja u™ um ponto de equilibrio para a equacgdo diferencial ordinaria de
primeira ordem v’ = F(u). Se todos os valores proprios da matriz jacobiana F'(u*) tém parte
real negativa, ReA < 0, entdo u* é um ponto de equilibrio assintoticamente estavel. Se, por
outro lado, F'(u*) possui um ou mais valores proprios com parte real positiva, ReA > 0, entdo
u™ € um ponto de equilibrio instavel.

Portanto, para utilizarmos a técnica de aproximacdo linear num sistema ndo-linear na
forma

x'=X(xy), y =Y(xy), (118)
calculamos, primeiramente, os pontos de equilibrio do sistema (x" = 0,y’ = 0) e efetuamos
uma aproximacdo linear a volta de cada ponto de equilibrio. Por exemplo, o sistema (118) pode
ser representado na forma matricial

X(xy)

[X(x, )’)] _ [a b [X] 4

Y(x,y) c AWl Yo,y
onde a e b sdo as derivadas de X em ordema x e y e c e d sdo as derivadas de Y em ordem a x
e y respetivamente no ponto de equilibrio. Considerando que E (x,y) é o ponto de equilibrio
do sistema ndo-linear, para analisar a estabilidade de E ignoramos a Gltima parcela do segundo
membro do sistema (119) e substituimos x e y pelas coordenadas do ponto de equilibrio,
obtendo assim, um sistema linear de equaces diferenciais dado na forma

(119)

x' = ax + by, y' =cx+dy. (120)
Como este sistema é linear, a sua solucdo geral pode ser obtida pelo método de
substituicdo ou matricial, como foi visto anteriormente, ou numa abordagem mais simples
através da equacao dos caminhos de fase Z—z = %. Contudo, estes métodos-padréo levam a
relacBes implicitas entre x e y que sdo dificeis de interpretar geometricamente. Logo, muitas

das vezes, recorre-se a técnica de linearizacao para a analise do diagrama de fases. Assim, para
tal, comegamos por representar o sistema linear na forma matricial

=18 A5 21

e calculamos o polindmio caracteristico da matriz do sistema, com o objetivo de determinar os
valores proprios da matriz jacobiana

P(A) =detjd— M| =0 P(A) = (a—A)(d—A) —bc =0

p+p?—4q (122)
2 )

ondep =a+deq = ad — bc.Os padrdes do diagrama de fases dividem-se em trés classes,
de acordo com os valores proprios:

S A=

(@) A4, A, reais, distintos e com mesmo sinal,
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(b) A4, A, reais, distintos e com sinais opostos;
(c) A4, 4, complexos conjugados.

Procederemos entdo a analise de cada caso em separado.

4.4.1 24, A, reais, distintos e com mesmo sinal

Assumindo que A, € o valor préprio maior, de modo que 4; > A4,, a solucdo geral e a
equacdo dos caminhos no diagrama de fases para o sistema linear, tal como foi descrito
anteriormente, é dado por

x(t) = CyrieMt + Cyryetet, y(t) = Cysiett + C,s,et2t, (123)

dy v CisideMt + Cys,0,et2t

ax _ x Ciriheht + Cyryd,etet (124)
onde C;, C, sdo constantes arbitrarias e r;, s, 7, € s, S0 constantes obtidas pela resolucdo do
sistema linear com 4 = A; e A = A, respetivamente. Supondo, primeiramente, que 1; e A,

sejam negativos, de modo que 1, < 4; < 0, ao longo de qualquer caminho de fase

e x ey seaproximam daorigemcomt — + oo;
e x ey seaproximam do infinitocomt — —oo.

Além disso, existem quatro vias de fase radiais que se encontram ao longo de um par de
linhas retas da seguinte maneira:

o Se(, =0, Z=2;
X

1

e SeC, =0, %:i_
2

Através da equacdo dos caminhos, sendo os termos dominantes aqueles que envolvem
e’1t para t positivo “grande” e ezt para t negativo “grande”, obtemos

dy s

— > —comt = +oo,

dx n (125)
d S

d_ic/ —>r—j com t — —oo. (126)

Assim, verifica-se que todo caminho de fase é tangencial paray = (s;/r; )x naorigem
e se aproxima na direcdo de y = (s,/r3)x no infinito. As solucdes radiais sdo chamadas
assintotas, tal que, se os valores préprios A4, A, sdo positivos, com A; > 4, > 0, no diagrama
de fases todos os caminhos de fase s&o direcionados para o exterior indo da origem para 0
infinito [15]. Esses padrdes mostram uma nova caracteristica chamada no. A Figura 4.5(a)
mostra um no estavel e a Figura 4.5(b) um nd instavel. As condi¢des dos coeficientes que
correspondem a esses €asos sao:

NG estavel: A = p? — 4> 0,q> 0,p <0;
NG instavel: A = p% - 49 > 0,q > 0,p > 0.
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(b)

Figura 4.5: NO estavel (a); N6 instavel (b).

4.4.2 24, A, reais, distintos e com sinais opostos

Neste caso, 4, < 0 < A, e a solucdo geral do sistema linear é a mesma que no caso

anterior. Da mesma maneira, podemos deduzir que quatro dos caminhos s&o linhas retas

. . . . - S N
irradiando da origem, dois deles ao longo de cada uma das linhas % =2e % = 72 sendo
2

1

quebrados pelo ponto de equilibrio na origem [15].

y = (sa/m)x

Figura 4.6: Ponto de sela.

Na Figura 4.6 existem apenas dois caminhos que se aproximam da origem, sendo estes
linhas retas que se encontram ao longo de y/x = s,/r, , obtidos pela colocacdo de C; = 0.
O outro par de caminhos retos vai para o infinito quando t — oo, como todos 0s outros
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caminhos. Além disso, todo caminho (exceto os dois que se encontram ao longo de
y/x = s,/r;) comec¢a no infinito quando t - —oo e 0 ponto de equilibrio na origem é
designado de ponto de sela (ponto de equilibrio instavel), tal que as condi¢des dos coeficientes
que corresponde a este caso Sao:

Ponto de sela: A = p2 —4q > 0,q < 0.
Exemplo 57 [21, p. 66]: Esboce o diagrama de fases do sistema

{x’ =3x — 2y
y' =5x—4y "’
Resolucéo. O sistema linear, na forma matricial, é dado por

[]=[5 2215}

sendo os valores proprios da matriz do sistema A =1 e A = —2. Como a origem é o ponto de
equilibrio deste sistema e como os valores proprios sao reais, distintos e de sinais opostos,
conclui-se que a origem é um ponto de sela (ponto de equilibrio instavel). Para fazer o esboco
do diagrama de fases, primeiro necessitamos de tracar as assintotas. Como estas sdo linhas
retas, ou seja, tem a forma y = mx, podemos descobrir os valores de m substituindo y = mx
e y' = mnaequacao dos caminhos de fase

dy B 5x — 4y
dx 3x—2y’
. . 5—4m
0 que implica que m = S——. Portanto,

5
2m2—7m+5=0=>m=§Vm=1,
de modo que as assintotas sao dadas por

5
y = Ex e y=x.
Agora que ja conhecemos as suas equacdes, tracamos no plano xOy as assintotas e, com 0
objetivo de conhecer as suas direcGes, analisamos o sinal de x' e y'do sistema linear em
qualquer ponto pertencente a estas retas, tendo o cuidado de efetuar esta analise em cada
quadrante, uma vez que quando as curvas se intersetam no ponto de equilibrio a direcdo pode

mudar. Por exemplo, no ponto (1,0),x' =3 >0ey’' =5 > 0 logo x e y crescem.

Para além disso, se quisermos conhecer a qual valor proprio corresponderia as assintotas,
podemos calcular os vetores proprios através da forma Av = Av. Por exemplo, para o valor
proprio A = 1 temos v,(1,1), v; qualquer. Logo, este vetor esté associado a reta y = x. Para

s 5 . p . N
o valor proprio A = —2 resulta v, (1,5 ) , U1 qualquer. Assim, este vetor esta associado a reta

5 5 x . . ]
y =X Quanto a solucéo geral do sistema linear, esta é dada por
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{x(t) = et + e

c1,C, E R
yt)=c s, et +cyse vz

_Zt )
Os caminhos B'0, BO na Figura 4.7 correspondem a solugdes com C; = 0, pois intersetam a
origem a medida que t — oo. Nestes caminhos

5

y Cr5,7% s,
x Cyre 2t 1,

Da mesma forma, em OA e OA’

S
= — = 1’
n

y
x
portanto, podemos escolher s; = r, = 1,s, = 5 e r, = 2. Colocando esses valores na
formula da solucdo geral obtemos
x(t) = Ciet + 2C,e™ 2t
{y(t) = C,et +5C,e7 %t ’
onde C; e C, sdo constantes arbitrarias.

A B /
Figura 4.7: Diagrama de fases do sistema linear x’ = 3x — 2y; y' = 5x — 4y.
A origem é um ponto de sela.

4.4.3 Complexos conjugados

Neste caso, os valores proprios sdo representados na forma A = a + Bi (a, f reais) e a
solucéo geral do sistema linear, como foi visto anteriormente, é dado por
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{x(t) = e%Re {Cr et} 127)

y(t) = e®Re{Cs,eft}’
onde C,r; e s, séo todos complexos em geral. Supondo que @ = 0 e colocando C,r; e s; na
forma polar

C = |Cle”, 1 = |rle®, s; = |s1le'?, (128)

a solucdo geral pode ser representada da seguinte forma

{ x(t) = |C|lry| cos(Bt +y + p)

y (&) =[C|| sl cos(Bt + v + o) °
O movimento do ponto representativo (x(t),y(t)) no diagrama de fases consiste em

duas componentes harmdnicos simples de igual frequéncia circular g e fase, mas amplitudes

diferentes nas direcBes x e y. Na Figura 4.8, os caminhos de fase formam uma familia de

elipses geometricamente semelhantes que sé&o inclinadas num angulo constante em relacdo aos

eixos. Este caso é designado de centro e as condic¢des algebricas correspondentes sdo:

(129)

Centro:p =0,q > 0.

Y

)

(&

Figura 4.8: Centro.

Suponhamos agora que @ # 0. A medida que t aumenta, os caminhos elipticos acima
sdo modificados pelo fator e*t, impedindo que cada elipse consiga fechar e se transforme numa
espiral de contracdo semelhante a Figura 4.9 se @ < 0 ou numa espiral de expanséo se @ > 0.
Neste caso, o ponto de equilibrio é designado de espiral ou foco, estavel se @ < 0 ou instavel
sea > 0.

As condigdes algébricas para tais situagdes sao:
Espiral estavel: A = p? —4q < 0,q > 0,p < 0;
Espiral instavel: A = p?2 —4q < 0,q > 0,p > 0.
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(@) (b)

N

Figura 4.9: Espiral estavel (a); Espiral instavel (b).

Contudo, nestes casos, para conhecer a direcao das espirais ou do centro, uma vez que
o sentido pode ser horario ou anti-horario, temos de analisar o sinal de x' e y’ do sistema linear
associado, tal como faziamos nos casos anteriores, usando quaisquer pontos pertencentes a cada
quadrante [15].

Exemplo 58 [21, p. 69]: Determine a natureza do ponto de equilibrio do sistema

{x’z—x—Sy
y' =x+3y

Resolucdo. O sistema linear, na forma matricial, € dado por

x' -1 =51[%

[y’] = 1 3 [y]
sendo os valores proprios da matriz do sistema dados por A=1—-ieA=1+1i. Como a
origem é o ponto de equilibrio deste sistema e como os valores proprios sdo complexos
conjugados com A= p?2—4q=-4 <0,p=2>0¢e q> 0, entdo estamos perante uma
espiral instavel e, por sua vez, um ponto de equilibrio instavel. Com o objetivo de conhecer a
sua direcdo, utilizamos, por exemplo, o ponto (1,0).Neste ponto, x'=—-1<0 e
y" =1 > 0,logo x decresce e y cresce 0 que nos leva a concluir que os caminhos em espiral
desenrolam-se no sentido anti-horario.

Exemplo 59 [9, p. 28]: Considere o sistema de van der Pol

du dv
— — (142 _ —
- v, - (u Dv —u.

Analise a estabilidade do ponto de equilibrio e represente o diagrama de fases.

Resolucdo. O unico ponto de equilibrio € a origem (u = v = 0). Calculando a matriz
jacobiana do sistema, vem
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0

2uv ° 1]'

F’(u,v)=[ 11

-1 ﬂ e, portanto, F'(0,0) = [

14++/3i
2
sistema linearizado proximo ao ponto de equilibrio. Portanto, a origem é um ponto de

equilibrio instavel para o sistema n&o-linear de van der Pol e todas as solu¢Bes que ndo sdo
de equilibrio e, comegcam perto de 0, acabam em espiral.

Os valores proéprios de F'(0,0) sdo A =

, 0 que correspondem a uma espiral instavel do

Por outro lado, pode-se visualizar na Figura 4.10 que as solugdes suficientemente afastadas
da origem formam uma espiral em direcdo ao centro e que todas as solu¢bes que néo séo de
equilibrio formam uma espiral em direcdo a uma érbita periodica estvel conhecida como
ciclo-limite para o sistema. Assim, quaisquer dados iniciais diferentes de zero acabardo
seguindo de perto a drbita do ciclo-limite a medida que circulam periodicamente em torno da
origem.

Figura 4.10: Diagrarha de fases do sistema de Van der Pol.

4.4.4 Casos degenerados

Estes casos ocorrem quando ha um valor préprio repetido ou este é igual a zero. Se
q = detA = 0, os valores proprios séo ., = pe i, = 0. Sep # 0, com v, e v, vetores
proprios, a solucdo geral do sistema é

x(t) = Clvlept + szz (130)
e a linha de pontos de equilibrio é dada por

ax + by = 0. (131)
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Assim, neste caso, os caminhos de fase formam uma familia de linhas retas paralelas.
Ja no outro caso especial (4 = 0ep = 0),se A = 0 os valores proprios sdo reais e iguais a

A= g. Sep # 0,0 ponto de equilibrio se torna num nd degenerado no qual as duas assintotas
convergem.

O centro também pode ser considerado como um caso degenerado formando uma
transicdo entre espirais estaveis e instiveis. A existéncia de um centro depende da existéncia de
uma relacéo exata especifica, a + d = 0, entre os coeficientes do sistema. Portanto, um centro
é um exemplo bastante fragil. Consequentemente, se a aproximacao linear de um sistema néo-
linear der origem a um centro, ndo € possivel concluir com seguranga que o sistema original
apresente um centro, uma vez que, muitas das vezes, este sistema pode ter uma espiral estavel
ou instavel.

Se existe uma vizinhancga de um ponto de equilibrio de modo que todo caminho de fase
gue comeca na vizinhanga se aproxima do ponto de equilibrio, este ponto € conhecido como
atrator, exemplos disso sdo 0 no estavel e a espiral estavel. Um atractor com todas as direcfes
dos caminhos invertidas, como o caso dos nés e espirais instaveis, € designado de repulsor. Se
os valores proprios da equacdo linearizada tém partes reais diferentes de zero, entdo o ponto de
equilibrio é considerado hiperbdlico, como acontece no caso das espirais, pontos de sela e nés.

Portanto, resumidamente, os diagramas de fases bem como a classificacdo dos pontos
de equilibrio do sistema linear x" = ax + by,y’ = cx + dy, de acordo com 0s parametros p, q
e A, sdo representados na Tabela 4.1 e Figura 4.11 (ver péagina 70 em [21]).

\ " /

" Stable spirals Unstable spirals # ,‘{_"
M b)) W
4@‘-
Stable \\f) ». Unstable
nodes nodes
A<O 1
o
4 Lz 5
275
~
Saddles
A>0 A>0

Figura 4.11: Classificacdo para o sistema linear x’ = ax + by; y' = cx + dy no
plano pOg.
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Tabela 4.1:Classificagdo para o sistema linear x’ = ax + by; y' = cx + dy no plano
pOg,ondep =a+d,q=ad —bce A =p?—4q.

p=a+d q =ad—bc A=p*—4q
Ponto de sela g<o0 A>0
NO estavel p<0 q>0 A>0
Espiral estavel p<0 q>0 A<O
N¢ instavel p>0 q>0 A>0
Espiral instavel p>0 q>0 A<O
Centro p=20 qg>0 A<O
NO estavel
degenerado p<0 q>0 A=0
NO estavel
degenerado p>0 q>0 A=0

4.5 Construcao do diagrama de fases

Agora que ja entendemos como analisar a estabilidade de cada ponto de equilibrio e
efetuar a representacdo grafica do diagrama de fases, vamos verificar como se constréi um
diagrama de fases de um sistema ndo-linear com varios pontos de equilibrio usando a técnica
de linearizacéo.

Suponhamos que o sistema

x'=X(x,y)
/ 132
{y =Y(xy) (132)
tem um ponto de equilibrio em (x,, y,), tal que
X(x0,¥0) = 0, Y (x0,¥0) = 0. (133)

O padréo dos caminhos de fase proximos a (x,,y,) pode ser investigado linearizando as
equacdes em (x,, yo) € mantendo apenas os termos lineares da série de Taylor para X e Y nesse
ponto. Se as coordenadas locais forem definidas por

§=x—X, N=Y Yo (134)
entdo, na vizinhanca do ponto, temos
-t
£]-12 L)
onde
ax( ) 0X
a by |ox X0, Yo ay(xo’yo)
o al=|or Y (136)

a (x0,Y0) @ (X0, Y0)

Assim, o ponto de equilibrio é entdo classificado e representado no diagrama de fases
usando os métodos vistos na seccdo anterior e, este processo, € feito para cada ponto de
equilibrio, sendo, por sua vez, possivel prever o padrdo completo dos caminhos de fase do
sistema ndo-linear.
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Observacao 60: Quando analisamos a estabilidade de cada ponto de equilibrio separadamente
e fazemos a respetiva representacdo grafica do diagrama de fases no plano xOy, a origem é
sempre o ponto de equilibrio em questao.

Exemplo 61 [21, p. 74]: Esboce o diagrama de fases para o sistema néo-linear
{M=x—y
y'=1-xy"

Resolugéo. Este sistema apresenta dois pontos de equilibrio em (—1,—1) e (1,1). A matriz
para a linearizagdo, a ser avaliada em cada ponto de equilibrio, €

ox dy
oY aY
dy

0X 0X

_ [ 1 —1]
=2 -
lM J
Portanto, para o ponto de equilibrio (—1, —1), a matriz linearizada apresenta a seguinte forma

X1 -1
bi_h 1]b}
e o sistema linear de equacdes diferenciais associado € dado por

{M=x—y

y'=x+y’

O polinémio caracteristico da matriz linearizada é P(1) = A2 — 21 + 2, cujas raizes sdo
A=1%1.

Como estas raizes sdo complexas conjugadas, pela Tabela 4.1 temos uma espiral instavel
(p=2>0,gq=2>0eA=—-4<0),ouseja, um ponto de equilibrio instavel representado
no plano xOy com origem em (—1,—1) por um ponto aberto. Com o objetivo de conhecer a
direcdo desta espiral, analisamos o sinal de x' e y’ do sistema linear em alguns pontos
pertencentes a cada quadrante. Por exemplo, no ponto (1,2), x' =1—-2=-1<0 e
y' =142 =3 > 0 logo, neste ponto, y cresce e x decresce, portanto, a espiral movimenta-
se no sentido anti-horario.

Fazendo o mesmo raciocinio para o ponto de equilibrio (1,1), a matriz linearizada é dada por

x' 1 -1[x

bJ:Lq —1b}
Calculando os respetivos valores proprios desta matriz temos A = ++/2, portanto, estamos
perante um ponto de equilibrio instavel (ponto de sela), uma vez que p =0,g=-2<0c¢
A =8> 0 (ver Tabela4.1). Com o objetivo de conhecer a equagao das assintotas associadas

a este ponto de sela, utilizamos a equagdo dos caminhos de fase para o sistema linear
associado, onde y = mx e y' = m. Assim,
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d —-X — -1—-m
Y Y om= em=-1++2.
dx x-—y 1-m

Agora conhecidas as assintotas, tracamos no plano xOy com origem no ponto de equilibrio
(1,1) as duas retas y = (—1++v2)x e y = (=1 —v/2)x, bem como as respetivas curvas
caracteristicas da situacéo de ponto de sela. Por fim, para conhecer a direcdo destas curvas,
utilizamos pontos pertencentes as assintotas em qualquer quadrante e analisamos o sinal de x’
e y' do sistema linear associado. Por exemplo, para a reta y = (—1 + ﬁ)x, usamos o ponto
(1,—1 ++/2) e verificamos que x' =1+1—-+v/2>0¢e y'=—-1+1-+/2<0. Logo, a
direcdo e da direita para a esquerda. Fazendo 0 mesmo raciocinio pararetay = (—1 — \/f)x,
usando o ponto  (1,—1—+/2) verificamos que x'=1+1++v2>0 e
y'=—-1+1++2 >0, logo a direcio ¢ da esquerda para a direita. Finalmente, fazendo o
mesmo procedimento para os restantes quadrantes, obtemos a direcédo das assintotas e, por

sua vez, a dire¢do das curvas no diagrama de fases, uma vez que estas seguem a dire¢do dada
pelas assintotas ao seu redor.

Feita a analise para os dois pontos de equilibrio em separado, é representando o diagrama de
fases em conjunto, onde os caminhos de fase nas vizinhancas dos pontos de equilibrio séo
agora conhecidos. Como se verifica na Figura 4.12, as oOrbitas que saem de um ponto de
equilibrio vao-se ligando as outras do outro ponto de equilibrio, seguindo assim a mesma
direcdo. Além disso, como ilustra a Figura 4.12, observa-se que existem sempre érbitas que
unem os pontos de equilibrio, para além das outras que se ligam de acordo com a sua direcéo.
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Figura 4.12: Diagrama de fases parao sistemax’' = x —y;y' =1 — xy.
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Este processo pode ser auxiliado esbo¢ando nos campos de dire¢éo as linhas x = 0, x = 1,
etc.,acurval —xy = 0, naqual os caminhos de fase tém inclinacéo zero, e alinhay = x,
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na qual os caminhos tém declives infinitos. Por outro lado, como tinhamos visto anteriormente,
neste exemplo, as curvas dos pontos de equilibrio (curvas isoclinicas) séo x’' =x —y =0¢e

y'=1—xy=0,0useja, y=xey= % intersetando-se nos dois pontos de equilibrio do
sistema ndo-linear.

Exemplo 62 [9, p. 25]: A equacdo diferencial ordinaria de segunda ordem
mO'" + ub' + ksin@ = 0 descreve as oscilacbes amortecidas de um péndulo rigido que gira
em torno de um pivé sujeito a uma forca gravitacional uniforme na direcéo vertical. A funcéo
desconhecida 8(t) mede o &ngulo do péndulo a partir da vertical, a constante m > 0 é a massa
do péndulo, 1 > 0 é o coeficiente de atrito e k > 0 representa a for¢a gravitacional. Estude o0s
pontos de equilibrio e a sua estabilidade.

Resolucao. Definindo u(t) = 6(t), v(t) = €', obtemos o sistema nao-linear

! !

u =v, v = —asinu — v,
k ~ s CrrL -
onde a = —e B = % sdo duas constantes positivas. Os pontos de equilibrio ocorrem

v=0, — sinu — fv =0.

Portanto, u = km, sendo k um nlimero inteiro.

O sistema possui infinitos pontos de equilibrio u; = (km, 0). O ponto de equilibrio ug = (0, 0)
correspondeau =60 = 0,v = 8’ = 0, o que significa que o péndulo esta em repouso na parte
inferior do seu arco. Logo, como os efeitos de atrito acabardo diminuindo os pequenos
movimentos proximos do péndulo, este ponto de equilibrio é considerado estavel. J& no ponto
de equilibrio u; = (7, 0) correspondente a u = 6 = ,v = 6’ = 0, 0 péndulo esta imdvel no
topo do seu arco, fazendo com que este ponto seja instavel, uma vez que essa configuracéo de
equilibrio é teoricamente possivel, mas altamente improvéavel de ser observada na pratica.

Como u = 6 é uma variavel angular, os pontos de equilibrio cujos valores de u diferem por
um inteiro maltiplo 2w definem a mesma configuracdo fisica e, portanto, devem ter
propriedades de estabilidade idénticas. Todos os pontos de equilibrio restantes uy
correspondem fisicamente a uma ou outra destas duas possibilidades: quando k = 2j é par, 0
péndulo fica na parte inferior, enquanto que, quando k = 2j + 1 é impar, o péndulo esta no
topo.

Aplicando agora a técnica de linearizagdo a volta dos pontos de equilibrio, com o objetivo de
confirmar as conclusdes anteriores, verificamos que o sistema ndo-linear, ou seja,

Fu,v) = [—a sinvu - Bv]’
0

apresenta uma matriz jacobiana F'(u,v) = [_a cos u

—1ﬂ]' No ponto de equilibrio trivial
—-B+B%—4a
—

uy = (0,0), a matriz jacobiana [_Oa _131 apresenta os valores proprios A =

Como a, f > 0, ambos os valores proprios tém parte real negativa e, portanto, a origem é um
ponto de equilibrio estavel. Se f% < 4a, os valores prdprios sdo complexos, portanto, a origem
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é estavel e, no diagrama de fases, as solucfes entram em espiral na origem, o que corresponde
a um péndulo com oscilagdes amortecidas de magnitude decrescente [26].

Por outro lado, se 82 > 4a, o sistema esta sobrecarregado e os dois valores proprios sdo
negativos, fazendo com que a origem seja um né estavel. Neste caso, as solucdes decaem
exponencialmente para a origem. Fisicamente, esta analise aplica-se a todos os pontos de
equilibrio uniformes u;; = (2jm,0), que representam, por sua vez, 0 mesmo ponto de

equilibrio inferior.
. e . . 0 1
Ja no ponto de equilibrio uj = (1, 0), a matriz jacobiana [a —ﬁ] apresenta os valores

L —Bt/B%+4 P x ; e
proprios A = % Neste caso, os valores proprios sdo reais, sendo um positivo e o
outro negativo. Logo, o sistema linearizado tem um ponto de equilibrio instavel (ponto de sela)

e, portanto, o sistema n&o-linear também é instavel nesse ponto de equilibrio.

Figura 4.13: Diagrama de fases para o sistema ndo-linear u’ = v; v’ = —a sinu — fv.

Além disso, com base na Figura 4.13, verificamos que quase todas as solu¢des acabam
entrando em espiral nos pontos de equilibrio estaveis e que as solugdes com uma grande
velocidade inicial giram vérias vezes ao redor do centro, mas, eventualmente, o efeito
cumulativo das forcgas de atrito vence e o péndulo termina num modo oscilatério amortecido.
Cada um dos pontos de equilibrio instaveis tem a mesma forma de sela que as suas
linearizacdes, com as duas solu¢des muito especiais correspondentes a linha propria e estavel
da linearizacao, na qual o péndulo gira algumas vezes e, no limite quando t — oo, 0 péndulo

termina ficando de pé na posi¢ao de equilibrio instavel.

Uma analise mais profundada demonstra a estabilidade estrutural local de qualquer equilibrio
ndo-linear, cuja linearizagdo é estruturalmente estavel e, portanto, ndo possui valores proprios
no eixo imaginario (Red # 0). Estabilidade estrutural significa que, ndo sdo apenas as
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propriedades de estabilidade do equilibrio ditadas pela aproximacdo linearizada, mas,
proximo ao ponto de equilibrio, todas as solug¢fes para o sistema ndo-linear séo pequenas
perturbacdes das solugdes para o sistema linearizado correspondente e, portanto, proximo ao
ponto de equilibrio, os retratos das duas fases tém as mesmas caracteristicas qualitativas.

Assim, pontos de equilibrio estaveis da linearizacdo permanecem estaveis no sistema néo-
linear e pontos de sela instaveis da linearizacdo permanecem pontos de sela, embora as linhas
proprias se tornem ligeiramente curvadas a medida que se afastam do equilibrio.

Exemplo 63 [9, p. 29]: Considere o sistema nédo-linear

u=ulv-1), v =4 —u?—v?
Calcule os pontos de equilibrio, analise a sua estabilidade e represente o diagrama de fases.

Resolucdo. Este sistema apresenta quatro pontos de equilibrio em (0,2), (0,—2),(v/3,1) e
(—\/5, 1). A matriz jacobiana do sistema é dada por

F'(u,v) = [U_;ul —LZLv]'

Para o ponto de equilibrio (0, 2), a matriz linearizada é

F'(0,2) = [é _04].

Os valores proprios sdo A = 1 e A = —4. Como estas raizes sdo reais com sinais contrarios,
pela Tabela 4.1, estamos perante um pontodesela(p = -3 <0, =—-4<0eA = 25> 0),
ou seja, um ponto de equilibrio instavel representado no plano x0y com origem em (0, 2). Com
0 objetivo de conhecer a direcéo das orbitas caracteristicas do ponto de sela, recorremos ao
célculo dos vetores préprios F'(0,2)V = AV, isto é,

Vy =2V
{—4V2 =,
Para o valor préprio A = 1 temos o vetor (1,0) e para o valor proprio A = —4 temos o vetor
(0,1). Portanto, iremos ter duas assintotas y = 0 e x = 0. Para conhecer a direc¢ao das curvas
caracteristicas do ponto de sela, utilizamos um ponto de um quadrante e analisamos o sinal de
u’ e v' do sistema linear associado. Por exemplo, para o ponto (1,1), verificamos que
u'=1>0ev =—-4<0, logo adirecdo é da esquerda para a direita. No ponto (—1, —1),
observamos que u’ = —1 < 0ev' =4 > 0, portanto a direcdo é da direita para a esquerda.

Agora para o ponto de equilibrio (0, —2), a matriz linearizada é F'(0,—-2) = _03 2] cujos

valores proprios sdo 1 = —3 e 1 = 4. Como estas raizes sdo reais com sinais contrarios, pela
Tabela 4.1, estamos perante um pontodesela(p =1 >0, =—-12<0eA =49 > 0).Com
0 objetivo de conhecer a diregdo das Orbitas caracteristicas do ponto de sela, recorremos ao
célculo dos vetores préprios F'(0,—2)V = AV, isto §,
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-3V, = AV,
{ 4V, = W, -

Para o valor proprio A = —3 temos o vetor (1,0) e para o valor proprio A = 4 temos o vetor
(0,1). Portanto, iremos ter duas assintotas y = 0 e x = 0. Analisando o sinal de u’ e v’ do
sistema linear associado num ponto de um quadrante, por exemplo, para o ponto (1,1),
verificamos que u' = -3 < 0ev’' =4 > 0, logo a direcédo € da direita para a esquerda. Ja
no ponto (—1,—1), observamos que u' =3 >0 e v' = —4 < 0, portanto a direcdo é da
esquerda para a direita.

Fazendo o mesmo raciocinio para o ponto de equilibrio (v/3,1), a matriz linearizada é
F'(v3,1) = [ 20\/§ \/i] cujos valores proprios sdo A = —1 + +/5i. Como estas raizes sao

complexas conjugadas, pela Tabela 4.1, estamos perante uma espiral estavel
(p=-2<0,gq=6>0e A=-20<0). Com o objetivo de conhecer a dire¢cdo desta
espiral, analisamos o sinal de u' e v’ do sistema linear em alguns pontos pertencentes a cada

quadrante. Por exemplo, no ponto (2,1), u' =v3 >0 e v’ = —8 < 0 logo, neste ponto, u
cresce e v decresce, portanto, a espiral movimenta-se no sentido horario. Por fim, no ponto de

equilibrio (—v/3,1), a matriz linearizada F'(—v3,1) = [235 _\/j] apresenta os valores

proprios 2 =—1++/5i. Pela Tabela 4.1, estamos perante uma espiral estavel
(p=-2<0,q=6>0eA=-20 < 0)movimentando-se no sentido anti-horario, devido a
analise feita ao sinal de u’ e v’ do sistema linear em alguns pontos, nomeadamente, no ponto

(2,1) ondeu’ = —v/3 < 0ev' =—2+4/3 > 0, 0u seja, u decresce e v cresce.

ot

N

Feita a analise para os quatro pontos de equilibrio em separado, é representando o diagrama
de fases em conjunto, onde os caminhos de fase nas vizinhancas dos pontos de equilibrio séo
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agora conhecidos. Como se verifica na Figura 4.14, as érbitas que saem de um ponto de
equilibrio vao se ligando as outras do outro ponto de equilibrio, seguindo assim a mesma
direcdo. Na Figura 4.14 observa-se que existem sempre Orbitas que unem os pontos de
equilibrio, para além das outras que se ligam de acordo com a sua direcao.

4.6  Aplicacao dos sistemas dinamicos nao-lineares

Nesta seccdo é apresentado uma aplicagdo dos sistemas dindmicos ndo-lineares, com o
objetivo de aplicar a teoria apresentada nas seccOes anteriores. Nesta aplicagdo pratica, modelo
geral da epidemia (modelo SIR), foi introduzido o conceito de estado endémico da doenga.

Seguindo a ideia de [21], consideremos a propagacdo de uma doenca nédo fatal numa
populacdo com tamanho constante durante o periodo da epidemia. No momento t suponhamos
que a populacdo consista em:

e x(t) suscetiveis: aqueles até agora ndo foram infetados e, portanto, passiveis de infecéo;
e y(t) infeciosos: aqueles que tém a doenga e que nédo estdo isolados;
e z(t) que estdo isolados ou que se recuperaram e, portanto, s&o imunes.

Supondo que haja uma taxa de contacto constante entre suscetiveis e infeciosos e que
uma propor¢do constante desses contactos resulte em transmissdo. Com o tempo &t, §x dos
suscetiveis se torna infecioso,

ox = —Pxydt, (137)

onde £ é uma constante positiva. Se y > 0 é a taxa na qual os infecciosos atuais se tornam
isolados, entdo

dy = Bxydt — yyét, (138)
logo, o nimero de novos isolados, §z, é dado por

6z = yyét. (139)
Assumindo que a quantidade de suscetiveis x(t) estd sendo adicionada a uma taxa
constante u por unidade de tempo, para equilibrar a populacdo da maneira mais simples
assumimos que as mortes ocorrem naturalmente e apenas entre 0s imunes, ou seja, entre 0s z(t)
idosos que, na maioria, teve a doenca. Para uma populacdo constante, o sistema de equacdes €
0 seguinte

x'= —Bxy + u
y'=pxy—vyy
z' =

14
Yy —Hu (140)

Considerando que a variagdo de x e y, 0s participantes ativos, € representada no diagrama de
fases, perto do ponto de equilibrio
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x=y/B+& y=uly +n, (141)
onde ¢ e n sdo valores pequenos para que x' = &' e y' = n'. Mantendo apenas 0s termos
lineares na expansdo do lado direito das equacdes de x’ e y’, obtemos

(E’ = —i—#f -
B . (142)
n =—<

v
Portanto, as equaces de x' e y' dizem-se linearizadas perto do ponto de equilibrio. A
eliminag&o de ¢ da-nos que

yn" + (Bwn + (Buy)n = 0, (143)
logo, quando o “amortecimento” é leve (Bu/y? < 4), o caminho de fase é uma espiral estavel,

tal que, todas as condigdes iniciais levam a um ponto de equilibrio estavel, representado na
Figura 4.15 pelo ponto E, chamado de estado endémico da doenca [27, 28].
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Figura 4.15: Diagrama de fases tipico para o modelo geral da epidemia.
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Conclusao

Esta dissertacdo teve como objetivo ampliar o conhecimento sobre sistemas dindmicos
ndo-lineares com aplicagdes as diferentes areas do saber.

A vontade de redigir uma dissertagdo com base neste tema surgiu do interesse
despertado em equac0es diferenciais e sistemas dindmicos nao-lineares de ordem superior, bem
como o seu estudo qualitativo, resolucdo analitica e técnicas de representagdo dos mesmos nas
aulas da disciplina de Matematica e Aplicacdes a outras Ciéncias.

Este trabalho foi escrito ilustrando algumas aplicacGes e exemplos ilustrativos da teoria
subjacente, relacionada essencialmente a fisica, biologia, bem como outras areas de aplicagéo.

Toda a teoria e resultados narrados encontram-se nos livros e artigos apresentados na
bibliografia.

Sentenciamos que 0s objetivos foram cumpridos, pelo facto desta dissertacdo expor de
forma sintetizada a teoria e alguns resultados, em lingua portuguesa, de um tema rico em
problemas aplicados a diferentes areas, possibilitando que se estude o futuro, em sistemas
deterministicos, baseado em dindmicas do presente e do passado através do papel fundamental
da dindmica das orbitas na vizinhanca de estados estacionarios.

Esta dissertacao superou as nossas expectativas por resumir toda a informacao relevante
em quatro capitulos. Abordamos Vvarios contetdos sobre a teoria da estabilidade de estados
estacionarios, comportamento das Orbitas no diagrama de fases, bem como técnicas de
linearizacdo que nos ajudam a representar a dinamica local dos sistemas ndo-lineares no
diagrama de fases. Contetidos que sdo importantissimos ndo sé para a minha area de formacao
(economia) mas para diversas outras areas de investigacdo que utilizam sistemas dindmicos
semelhantes aos apresentados anteriormente.

Acreditamos que esta dissertacdo contribua de forma consideravel para um melhor
entendimento do objeto de estudo exposto, podendo ser utilizada no ensino e em perspetivas
futuras de investigacdo. Esperamos também que este instrumento de trabalho forneca as
ferramentas para aventurar-nos a entender que a teoria das equacoes diferenciais ordinarias e
sistemas dindmicos ndo é uma teoria isolada, mas sim uma teoria que pode ser utilizada de
diversas formas e para diferentes propositos.
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Apéndices

Apéndice A: Problemas aplicados a equacdes diferenciais nao-
lineares de primeira ordem

Nesta seccdo serd abordado algumas informac6es complementares sobre as equacdes
diferenciais ndo-lineares de primeira ordem.

Primeiramente é apresentado as equagOes especiais, nomeadamente, as equacdes de
Bernoulli, de Clairaut, de Riccati e equacfes redutiveis as de primeira ordem, com a
apresentacdo de trés modelos ilustrativos da teoria: modelo do crescimento de peixes, modelo
do transporte de particulas e modelo da corda suspensa. Por fim, é abordado 3 das aplicacdes
das equac0es diferenciais ndo-lineares de primeira ordem.

A.1 Equac0es especiais

Como jéa foi descrito, existem poucos tipos de equacdes que podem ser resolvidas por
métodos analiticos. No entanto, as vezes, é possivel resolver uma equacéo ndo-linear efetuando
uma mudanca conveniente da variavel dependente que a transforma numa equacéo linear.

Veremos entdo um conjunto importante de equagdes nado-lineares que tém essa
caracteristica.

Equacdes de Bernoulli

Esta equacdo aparece normalmente no estudo do crescimento de uma populacdo de
peixes

y'+g(x)y =h(x)y", (144)
onde g e h séo fungdes continuas de x em (a, b) € R e n é qualquer constante.

Observacoes:

(@) Se xy € (a,b), entdo o problema de valor inicial (x,,y,) tem uma Unica solucdo se
n=1oun=0;

(b) Sen = 1, a Equacéo (144) é linear e de variaveis separadas;

(c) Sen # 0 e 1, entdo a mudanga de variavel z = y'~" reduz a Equagdo (144) a uma
equacdo linear.

Assim, temos que y = 0 € a solugdo trivial da Equagdo (144). Se y # 0, podemos
escrever a Equacdo (144) na forma

y "y + gy = h(x). (145)
Tomando z = y*™, seque que z' = (1 — n)y~ ™y’ e substituindo na Equacéo (144) obtemos
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z'+ (1 —n)g(x)z=(1—n)h(x) (equacdo linear). (146)

Exemplo 64 (Modelo do crescimento de peixes (Von Bertalanffy)) [16, p. 79]: A pesca
sempre foi um elemento importante para a sobrevivéncia de muitas racas. Atualmente, os
modelos matematicos podem ser utilizados para estabelecer em que condi¢des o peixe pode ser
capturado. Assim, o peso p(t) de cada espécie é dado pela equacdo de Von Bertalanffy

p' = ap®?— pp, (147)
a qual estabelece que 0 aumento do peso de um peixe é proporcional a area da sua superficie,
sendo a a constante de anabolismo, representando a taxa de sintese de massa por unidade de
superficie do animal, e B a constante de catabolismo, representando a taxa de diminui¢éo da
massa por unidade de massa.

A Equagdo (147) é uma equagdo de Bernoulli com n=§. Fazendo a substitui¢éo
z = p'72/3 = p'/3 obtemos

portanto,

o= (3 (2%

Quando t = 0, o valor de p € insignificante logo usando p(0) = 0 obtemos
C= a
5
. a\3 _Bt 3 a\3 B
Assim, p(t) = (5) <1 —e 3) e, quando t cresce, p tende para P,, = (E) . Tomando k = 3
temos

p(t) = P (1 — e7*)3, (148)
que fornece o peso do peixe em cada instante t. A Equacdo (148) é chamada de equacéo de

Von Bertalanffy para o aumento do peso do peixe, tal que derivando duas vezes esta equacao
em ordem a t obtemos

p" = 3k?P e k(1 —e k) (Be k- 1), (149)
0 que nos leva a concluir que p’ =0 quandot = Qouquandot » +oep”’"=0set = 0
ouquandot - +ocoout = 1%3 Se p # 0 entdo p’ > 0, ou seja, 0 peso & sempre crescente,

tendo um valor limite P,. Matematicamente, P, ¢ “atingido” quando t — 400, mas, na
realidade, este tempo infinito é aproximadamente 10 anos. Esta contradicdo pode ser
minorada se, por exemplo, estabelecermos que 99% do peso limite de um peixe é atingido

depois de 10 anos. Por outro lado, t* = ng é um ponto de inflexdo da curva obtida da Equacao
(149), sendo que o instante de maior variacéo do peso do peixe, dado por %, atinge o seu valor

maximo em t = t*, tal que para esse ponto p(t*) = 0,296 P,..
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Do principio da Alometria sabemos que o crescimento do organismo é proporcional a
superficie do corpo, entdo podemos escrever a equacao de Von Bertalanffy na forma

p' = aS— Bp, (150)
sendo S a superficie fisioldégica do organismo. Para expressarmos S e p em termos do

comprimento linear [ do organismo, assumimos que este cresce isometricamente e tem uma
constante especifica gravitacional. Assim,

e bl3
Substituindo na Equacéo (150), obtemos

r— g _ —_a £
'=A-ki, A=5 e k=t (151)

Assim, a Equacdo (151) é autdnoma e a sua solucdo, usando a condicdo inicial [(0) = 0, é
dada por

A
I(t) =E—C€_kt, C=-—

. : . L 2
Por outro lado, o comprimento linear [, é dado quando t — +oo,isto é, [, = - Desta forma,

obtemos a expressdo da equacdo de Von Bertalanffy para o crescimento do peixe em
comprimento dada por

1(t) = l,(1 — e7*F).
Equacdes de Clairaut
A forma geral destas equacdes é dada por
y=xy'+ 1), (152)

sendo f uma funcdo derivavel. Para resolvermos uma equagédo deste tipo, o procedimento é
efetuar uma substituicdo de p = dy/dx. Assim, a equacdo vem escrita na forma

y=xp+f(p), (153)
e, derivando em relacdo a variavel x, obtemos

dp , _
a(x +f (p)) = 0.

Se Z—z = 0, entdo p = c (constante). Substituindo este valor na Equacdo (153), obtemos uma
familia de retas na forma

x'(t) = f(@®).
Sex = — f'(p), entéo

y=-pf' () + f(p),

logo, a solucdo singular da equacgéo de Clairaut é dada, na forma paramétrica, por
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x=—f'"(t), y=f(@)—tf'(t), ondetéo parametro. (154)

Equacbes de Riccati

A sua forma geral é dada por

y' = fi(x) + L)y + f3(x)y>. (155)
Para resolvé-la, devemos supor que uma solugdo particular y,, desta equacéo seja conhecida tal
que, a solucao geral é obtida quando fazemos a substituicdo na Equacédo (155):

1
y =)+ @
Simplificando, temos
d
== —(h®+260m) - . (156)

Exemplo 65 (Modelo do transporte de particulas) [16, p. 86]: Este tipo de problema surge
em varios estudos relacionados com teoria eletroquimica de células combustiveis, reatores
nucleares, etc. Como exemplo simples, imaginemos uma barra longa com uma extremidade em
0 (origem) e outra com x, > 0.

Uma modificacao possivel verifica-se quando uma particula colide com um nucleo atémico da
barra e, neste caso, da origem a duas outras particulas, uma para cada direcdo. Num intervalo
pequeno de comprimento A, esta colisdo da-se, aproximadamente, para uma quantidade oA
das particulas que o atravessam (existe uma quantidade desprezivel de colisdes secundarias).

Neste exemplo, a ideia-chave consiste em obter a funcdo de reflexdo R(x), funcdo que
representa o nimero de particulas que escapam a direita de uma barra de comprimento x para
cada particula que entra por aquela extremidade.

Supondo que N particulas entram pela extremidade em x + A:

1. oAN colidem e ddo origem a AN que escapam em x + A;
2. oAN que entram em x;
3. (1 — gAN)N chegam incolumes até x e entram;

Logo, N particulas entram em x e, pela definicao de R(x), temos que NR(x) destas particulas
voltam a escapar pela extremidade x. Dessas ultimas,

4. NR(x) (1 — oA) escapam incolumesem x + A;
5. NR(x) oA colidem e 0 mesmo nimero escapaem x + A;
6. NR(x) oA entramem x.

Assim, verifica-se que NR(x) escapam em x + A para as N particulas que entraram em x.
Logo, NR(x)oA, que novamente entram em x, dardo origem a (cANR(x))R(x) que escapam
emx + Ae (cA)>NR(x) voltando a x e dai por diante. Sendo NR (x + A) o nimero de
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particulas que escapam em x + A das N que l& entraram, a equacao diferencial para R(x) €
entdo dada por

R' =0+ oR?,

onde a condicdo inicial ¢ R (0) = 0, pois uma barra de comprimento zero nao reflete
particulas.

Equacdes redutiveis as de primeira ordem
Algumas equac0es diferenciais de ordem superior podem ter a sua ordem reduzida com
a substituicdo de y' = p.

Exemplo 66 (Modelo da corda suspensa (Catendria)) [16, p. 91]: Uma corda homogénea,
flexivel e inextensivel suspensa pelas suas extremidades em equilibrio sob a acdo do seu peso,
determina a configuracdo de uma curva muito parecida com uma parabola.

Consideremos um sistema de coordenadas com a origem no ponto mais baixo da curva e com
a curva situada no plano xOy, sendo o eixo y coincidente com a vertical.

Seja P um ponto genérico P = (x,y) da corda e o segmento OP 0 segmento que esta em
equilibrio devido a acdo das forcas:

1. T: tensdo atuando tangencialmente em P e formando um angulo a com o eixo x;

2. H: tensdo da corda no ponto 0, atuando horizontalmente;

3. ps: peso do pedaco OP da corda cujo comprimento € s, agindo verticalmente em sentido
contrario do eixo y (p é o peso por unidade de comprimento).

O equilibrio do segmento OP implica que H + T + ps = 0. Decompondo esta equagéo
sobre os dois eixos temos

H=Tcosa e ps =T sina.
Dividindo membro a membro estas equagdes, obtemos

_bs _ _Db ot ﬁ _ N2
tana—H—ks, k—H,tana—yedx—\/1+(y).
Derivando ambos 0os membros em ordem a x, obtemos a equacao diferencial da catenaria

Y = kf/T+ D2
O artificio para a sua resolugdo é o mesmo da equacdo de Clairaut, ou seja, tomamos y' = p
0 que nos leva a equagéo

4 _ 2 = iAveai Avei
= k\/1+ p? (equacdo com variaveis separaveis).

Integrando ambos os membros e usando a condicdo inicial p(0) = 0, a solucéo do problema
de valor inicial é dada por

In (p+\/1+p2) =kx+cl<:>p=%(ekx—e‘kx).
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Dai,
1 kx —kx 1 kx —kx
y=3 (e —e )dx=ﬁ(e +e ) +c,.
1
Como y(0) = 0,temos ¢, = = logo
kx —kx
y = %(% — 1) = %( coshkx —1) (equacdo da catenaria).

A.2 Algumas aplicacdes das equac0es diferenciais ndo-lineares de primeira
ordem

Nesta seccdo serdo apresentadas algumas aplicacGes das equacgdes diferenciais néo-
lineares de primeira ordem, complementares as apresentadas anteriormente no Capitulo 2.

Primeiramente, introduzimos o modelo do crescimento de uma célula, seguidamente o
modelo da absor¢édo de drogas e, finalmente, 0 modelo dos juros compostos e inflacéo.

Modelo do crescimento de uma célula

De acordo com [16], a massa de uma célula pode ser dada em funcdo do tempo, isto €,
m = m(t),comm, = m(0) a sua massa inicial no instante t = 0. O crescimento da célula é
determinado somente pela velocidade do metabolismo no seu interior. Como o0 aumento
(output) do metabolismo depende da massa das moléculas em atividade, devemos esperar que
arazao de crescimento da massa celular seja proporcional a sua massa presente em cada instante

m' = km,

onde k > 0 € a constante de proporcionalidade e m < M, pois quando a célula atinge um
determinado tamanho ela divide-se. Assim, a solucdo geral da equacdo diferencial é dada por

m(t) = Ae*t. (157)
Usando a condicdo inicial m, = m(0), obtemos

m(t) = mpee* com m < M.

Assim, a célula tem um crescimento exponencial até se dividir, isto é, enquanto mye*t < M, o

. . 1 M . . ,g- . -
que imlica que ¢ <. In (—) Neste caso, o conceito de crescimento especifico ¢ muito

Mo
importante, sendo definido por

1 r_
—m' = k (constante), (158)

onde m’ mede a velocidade do crescimento e k mede a velocidade de crescimento relativa a
massa presente. Por exemplo, podemos supor gque no inicio existia apenas uma quantidade m,
de células meristematicas (aquelas que se reproduzem por divisdo) responsaveis pelo
crescimento de uma planta. Se as células provenientes da divisdo de uma meristematica também
forem meristematicas, o0 processo de divisdo continuard € o modelo que descreve este
crescimento sera dado por
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m' =ym, m(0) =m,.

Se supormos agora que as células originais com a divisdo de uma meristematica terdo
probabilidade p de serem meristemaéticas e (1 — p) de serem indivisiveis (ou diferenciadas), o
modelo proposto por Tornley em [29] sera dado por

, Inp
m' =ym (1 + E)' m(0) = m,. (159)

Quando p varia de 1 a 0, a populacdo meristemética passara por um periodo de crescimento,
seguido por um declinio e posterior extincdo, acompanhado pela producdo de células
diferenciadas. A parte fundamental, neste modelo, consiste em determinar o comportamento
de p = p(t), tal que uma primeira aproximacao podera ser dada por

p' = —kp, onde k é uma diferenciagdo das células. (160)

Substituindo esta funcdo na Equagéo (159), obtemos

L (1 kt)
m =ym )

Separando as variaveis e integrando, vem que

kt
m(t) = moe[y(l_zln z)t]_
Analisando esta funcédo, concluimos gque o valor maximo de m ocorre quando

In2

kt . L1 e
—=0, ousea, t'=-——=>m)= meyez'"

_1n2

portanto, conclui-se que
"o __In2 k
m' =0quando t = — <1 + /—1n2>, (161)

que sdo os pontos de inflexdo da curva-populagdo das células meristematicas.

A producdo de células diferenciadas depende do valor (1 — p(t)) e a sua populacdo
n = n(t) é dada pela equacédo

1
n' =ym-—ym (1 + %), n(0) = 0. (162)
Usando o valor de m = m(t), temos que
(YT r(1==5)e
n = . )te[( 7e)t] (163)

separando as variaveis e integrando a Equagéo (163), obtemos
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n(t) =myi1— e[y(l‘z—i*)]

1
2

2 1. 1 14
yt P %
> ) e2 erf(2 yt ) + sgn(t — t*)erf [(Zt*)

N =

|t_t*|] ’

onde erf(x) = \/%f(f e~%"dt (funcio erro) e sgn(x) = sinal de x(= 0 se x = 0).

Modelo da absorc¢éo de drogas

Um problema fundamental em Farmacologia é saber como cai a concentra¢do de uma
droga no sangue de um paciente. O conhecimento deste facto permite estabelecer qual a
dosagem a ser inserida e o intervalo de tempo que cada aplicacdo deve ser feita. O modelo mais
simples, apresentado por Rodney Bassanezi e Wilson Jr. em [16], supde que a taxa de variacdo
da concentracdo é proporcional a concentracdo da droga na corrente sanguinea, em termos
matematicos,
dy

v _ _ 164
It ky, (164)

onde k > 0 é uma constante encontrada experimentalmente.

Suponhamos que seja dada ao paciente uma dose inicial y, absorvida pelo sangue
instantaneamente no instante t = 0. A solucédo geral da equagéo é dada por

y = yoe ¥t (165)
Suponhamos que depois de um tempo T uma segunda dose, com a mesma quantidade
Yo, € administrada. Teremos entéo

e y(T.) = y,e~* (quantidade da droga no sangue imediatamente antes da segunda dose);
e y(T,) = y,e ¥ + y, (quantidade da droga logo ap6s a aplicacdo da segunda dose).

Portanto, y(t) = y,(1 + e *)e *(¢=T) nos da a quantidade de droga no sangue no
instante t > T.

Continuando o tratamento, pela inje¢do da quantidade y, no final de cada intervalo de
tempo igual a T, obtemos

y(t) = yo(1 + e7*T 4 g=2kT)—k(t=2T) t > 2T.

Assim,

1-— e—(n+1)kT

y(nTy) =y, T ook

Quando n cresce, y(nT, ) tende para
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Yo
yS - 1_e_le

que € o nivel de saturacdo da droga. Logo, se soubermos o valor de y, e o nivel de saturacdo,
podemos determinar o intervalo de aplicagédo T,

(166)

e ainda, se soubermos o valor do nivel de saturacdo e de T, podemos conhecer qual deve ser a
dosagem y,,

Yo = ¥s(1 —e™*T).

Modelo dos juros compostos e inflagéao

O atual sistema financeiro utiliza o regime de juros compostos, pois ele oferece uma
maior rentabilidade se comparado ao regime de juros simples. As modalidades de investimentos
e financiamentos sdo calculadas de acordo com esse sistema, portanto é de grande utilidade
estuda-lo. Seguindo a ideia de Ramon Santos, William Boyce e Richard Diprima em [30, 31],
suponhamos que uma quantia € depositada num banco que paga juros a uma taxa r ao més. O
valor S(t)do investimento, em qualquer instante t,depende tanto da frequéncia de
capitalizacdo dos juros, ou seja, da periodicidade em que os juros sdo aplicados, quanto da taxa

. - . : . dS . L
de juros, tal que a taxa de variacdo do valor do investimento é - Essa quantidade é igual a

taxa segundo a qual os juros acumulam, que é a taxa de juros (r) vezes o valor atual do
investimento (S(t)). Assim, a equacao diferencial de primeira ordem é dada por

S'=rS. (167)
Supondo que o valor inicial de investimento é S,, os valores de S(t) para qualquer
instante de tempo t sdo dados por

S(t) = Sye™. (168)
Podemos agora supor que possam existir, além da acumulacdo de juros, depdsitos e

levantamentos ocorrendo a uma taxa constante k. Matematicamente, esses depoésitos e
levantamentos entram como uma contribuicao aditiva na equacao diferencial

S'=rS+k, (169)

onde k > 0 representa depositos e k < 0 os levantamentos. Assim, a solucdo geral da
Equacao (169) é dada por

k
S(t) =ce™ — = (170)

onde ¢ é uma constante arbitraria. Usando a condic&o inicial S(0) = S, a solucéo do problema
de valor inicial é entdo dada por

k
S(t) = Spe™ + - (e™ — 1),
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, . . k ,
onde Sye™ é a parte que representa 0s juros compostos em si e - (et — 1) é a parte referente
aos depositos ou levantamentos a uma taxa k.

Apéndice B: Problemas aplicados aos sistemas dinamicos de
equacdes diferenciais ordinarias nao-lineares

Nesta seccdo sera abordado problemas aplicados aos sistemas dindmicos de equactes
diferenciais ordinarias ndo-lineares, mais propriamente, algumas das suas aplicagdes praticas.

B.1 Algumas aplicacdes dos sistemas dinamicos ndo-lineares

Com vista a complementar a teoria dada no Capitulo 4, nesta seccao ira ser apresentado
4 aplicacBes complementares dos sistemas dindmicos ndo-lineares.

Primeiramente foi introduzido o modelo da estratégia de equipamentos, seguido pelo
modelo dos biodigestores, o modelo geral da competicdo entre duas espécies e, por fim, o
modelo da lei da gravitagdo universal.

Modelo da estratégia de equipamentos

A disponibilidade de equipamentos para preven¢do de eventuais conflitos é um fator
indispensavel e planeado em cada pais. De acordo com [16], consideremos dois paises A e
B razoavelmente "isolados™ dos demais e que possuem uma politica externa pacifica. Supondo
que o poder militar de um pais seja declarado pela sua "quantidade de armas™ num determinado
instante ou pelo capital que esta quantidade significa, ou seja, x = x(t) e y = y(t)
representam o potencial de guerra das duas nacoes, tal que x e y sdo fun¢des continuas com
derivadas continuas para t > 0. No modelo mateméatico em questdo, quanto maior o potencial
de guerra de um pais, mais este sera fonte de problemas para 0 outro e a depreciacdo dos
equipamentos existentes, em relacdo ao tempo(t), sera responsavel pela diminui¢do do poder
militar de cada pais.

Admitindo que a depreciacdo seja proporcional a quantidade de equipamentos
existentes, se um pais tem intuitos agressivos secretos, isto pode influenciar o crescimento do
seu potencial de guerra e, por sua vez, se ndo houver uma situacdo econdémica compativel para
suportar o crescimento ostensivo do outro pais, isto pode levar a uma diminui¢do na aquisicao
de armas. Assim, 0 modelo matematico é dado por

{x’ = —ax+ by + g(t) , a71)

y' =cx —dy + h(t)
onde a, b, c e d s&o constantes positivas, b e c representam os coeficientes de proporcionalidade
provocada pela interacdo entre os dois paises, a e d sdo os coeficientes de depreciacdo do
material de guerra e g(t) e h(t) sdo as estratégias particulares de cada pais.

Dependendo das estratégias utilizadas, poderemos ter dois modelos distintos.
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Modelo 1: N&o hé estratégias particulares (h = 0 e g = 0). Neste caso, 0 sistema é
{x’ = —ax + by
y' =cx —dy
onde o polinémio caracteristico associado é A2 + (a + d)A + (ad — bc) = 0, cujas raizes sdo
A= %[—(a +d) +/(a+ d)? — 4(ad — bc)]. Portanto, 4, e A, sdo raizes reais distintas.

(172)

A solucdo geral do sistema (172), como vimos na Equacéo (87), é

x(t) = Ae*1t + Bef2t
y(t) =A—a-ll;ll et +B—a-ll;}L2 etat’ (173)
onde A e B sdo constantes arbitrarias.

Neste sistema, o ponto de equilibrio € a origem e a sua natureza depende essencialmente
do sinal de ad — bc, ou seja, se ad — bc > 0,1, e A, sdo raizes negativas e o ponto de equilibrio
€ um no estavel, portanto, os paises estardo em paz permanentemente (Figura B.1(a)). Se
ad — bc < 0,1, e A, sdo raizes positivas e o ponto de equilibrio é um ponto de sela (instavel),
tal que as quantidades x e y crescem sem limitacdo. Neste caso, a tendéncia é um estado de
guerra crescente com o tempo onde ndo ha possibilidade de diminuicdo dos equipamentos para
os dois paises (Figura B.1(b)). Por fim, se ad —bc = 0,entdo 1, =0 e A, = —(a +d) < 0,
logo todaaretay = (a/b)x = (c/d)x é constituida pelos pontos de equilibrio e, dependendo
das quantidades iniciais dos equipamentos de cada pais, estas quantidades tenderdo para um
valor infinito (x., ) Sobre aretay = (a/b)x, tal que, nesta situagdo, ndo devera ocorrer uma
guerra (Figura B.1(c)).

Em todos estes casos, as Unicas Orbitas que se dirigem para a origem sdo as semirretas

a+12

y=—"% A=0eB=+0. (174)

(a)
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(b)

(c)

Figura B.1: Comportamento armamentista: (a) Estado de paz, (b) Tendéncia de
estado de guerra permanente e (c) Limitacdo de equipamentos.

Modelo 2: Existem estratégias constantes ndo nulas. O sistema € o seguinte
xX'=—-ax+by+g
{y’ =cx—dy+h '’ (175)
onde a, b, c e d s@o constantes positivas e h e g sdo constantes ndo nulas. Se ad # bc, entdo o

CrL s . d+bh ah+ , . . ~ . ;.
onto de equilibrio deste sistema, (< /2279%) & obtido pela intersecdo das isoclinicas
ad—bc  ad-bc

—ax+by+g =0, cx—dy+h=0. (176)

Por outro lado, se ad = bc ndo teremos ponto de equilibrio.
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Para determinar a natureza da estabilidade do ponto de equilibrio, consideramos a
mudanca de variaveis
x=xe+u, y=ye+v,
onde u e v s@o pequenas variagdes dos valores de

_gd +Dbh _ah+gc
" ad — bc’ Ye = ad —bc’

xe
Portanto, o sistema (175) torna-se
u' = —au+ bv
{v’ =cu—dv '’ (77)
onde o ponto de equilibrio é a origem e o estudo da sua estabilidade é analogo ao efetuado para
o0 sistema (172). Quanto a solucéo geral, esta é dada por

)

x(t) = xp +xp

{y(t) = Yn+ ¥

onde xy, y,, s40 as solugdes gerais do sistema (177) e x,, ¥, sdo solugdes particulares do sistema
(175). Assim, quando ad — bc # 0 podemos escrever a solucdo geral do sistema na forma

x(t) = AeMtt + Be2t + x,
(178)

a+A a+l :
y() =A blﬂﬂ+B—?£Mﬂ+%

Além disso, se ad — bc > 0,1, e A, s&o ambas negativas e o ponto de equilibrio (x,, y.) € um
no estavel, como se visualiza na Figura B.2.

y=(c/d)x+ h/d

y=(a/b)x —g/b

L

Te T

Figura B.2: Diagrama de fases para o caso em que ad — bc > 0.
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Se ad —bc < 0,4, >0¢e A, <0 logo, o ponto de equilibrio € um ponto de sela
(instavel). As Orbitas que se dirigem para o ponto de equilibrio sdo obtidas quando A =0 e
B # 0, ou seja,

yza-z/lz(x_xe)_i_ye- (179)

Esta reta é denominada de separatriz (reta azul na Figura B.3) e determina quando as
potencialidades de guerra dos paises crescem ou diminuem. Se o ponto de equilibrio (x., y.)
estiver no primeiro quadrante, entdo x(t) e y(t) crescem sem limitagdo quando (x,, y,) estiver
situado na regido acima da separatriz. Caso contrario, x(t) e y(t) diminuirdo a partir de um
instante ¢, atingindo valores constantes num tempo finito. Neste caso, o0 aumento da quantidade
de equipamentos, devido a influéncia do pais vizinho, é menor que as deprecia¢des 0 que deve
levar o sistema de estratégias de equipamentos a parar.

r y=(c/d)x+h/d

y = (a/b)xr — g/b

Te T

Figura B.3: Diagrama de fases para o caso em que ad — bc < 0.
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y = (¢/d)x+ h/d

£
(b)
Figura B.4: Diagramas de fases para a situacdo de estado de paz permanente
(bh + gd < 0)(a) e estado de guerra (bh + gd > 0) (b).

Se ad — bc = 0, ndo podemos usar a solucdo geral (178) uma vez que as isoclinicas,
neste caso,

=%, 9 I 180
Y=y Ty YT T (180)

sdo retas paralelas. Portanto, quando t cresce, (x(t),y(t)) aproximam-se de algum ponto
(x*,y™) situado sobre uma reta com coeficiente angular % = 2, como ilustra a Figura B.4.
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Modelo dos biodigestores

Um biodigestor consiste num deposito de fermentacdo anaerdbica de matérias organicas
frescas, substrato ou biomassa, que produz um gas combustivel composto essencialmente de
metano ou didxido de carbono. Tal mistura é designada de biogéas e a sua utilizacdo é bastante
diversificada. Outro produto obtido atraves de um biodigestor € o fertilizante, residuo da
matéria organica depois de fermentada.

Com base em [16], consideremos duas das componentes basicas de um biodigestor: x(t)
a quantidade de bactérias que produzem o biogés e y(t) a quantidade de biogas produzido que
continua no interior do biodigestor. Supondo que x e y sdo varidveis dependentes do tempo t e
x € uma populacdo de bactérias generalizadas, sendo a sua variacdo dependente da sua prépria
quantidade e o seu crescimento dependente das condi¢des ambientais, a variagdo da quantidade
de biogas no interior do biodigestor € proporcional a quantidade de bactérias presentes, ou seja,

x' = F(x) — pxy
{y’ =kx—h(yt)’
onde p e k sdo constantes positivas, F (x) fornece a variagao das bactérias, independentemente
da presenca de biogas, o tempo pxy é responsavel pelo fator de inibi¢do e a funcdo h(y,t) é
responsavel pelo tipo de fuga de biogas efetuada.

(181)

Veremos entdo alguns casos peculiares deste modelo.

Caso 1: Todo o gés produzido é mantido no biodigestor (F(x) = ax) e o crescimento
das bactérias ainda ndo esta inibido, ou seja,

x' = ax — pxy
{y' = kx '
Neste caso, x = 0 é uma reta de equilibrio e equacéo dos caminhos no diagrama de fases

é dada por

(182)

dx a—py

-k (x #0). (183)
Integrando ambos os membros da Equacéo (183), obtemos
O
Y=Y Ty e
onde C é a constante de integracdo. Supondo que x(0) = x, > 0 e y(0) = 0, entdo
N
x =7 T4 + X . (184)

Assim, como ilustra a Figura B.5, conclui-se que x, como fungdo de y, atinge o seu
2
valor maximo x,,(xy) = xo + zan quando y = a/p, enquanto que, y € limitado por
a+a?+2kxgp «

ym(xo) = >—.
M\A0 p p
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Yn 3 l

=0,9>0

a/p
o T ‘

I xr

Figura B.5: Relacdo entre a quantidade de bactérias (x) e de biogas (y).

Os valores de x,, e yy dependem da quantidade inicial de bactérias x,. Portanto,
substituindo a Equacdo (184) na segunda equacdo do sistema (182), obtemos a equacdo de
variaveis separaveis

dy P,
MCAS N _ 185
gr = W YT Xk (185)
Separando as variaveis e integrando, obtemos
ymy.(1—e™?)
y(t) = —5
Y« —Yme (186)

D =./a? + 2pkx,, yM=?>0 e y*=ap%D<O.
Na Figura B.6 observamos que, quando t — +oo, y(t) tende para y,;, Ou Seja, a
producdo de biogas é limitada.

Como ja tinhamos visto anteriormente, a quantidade maxima de bactérias é atingida
quando y = x/p, ou seja, quando t; = In (D + a/D — «)/D, portanto, derivando a Equacgao
(186) em relagéo a t e substituindo na segunda equacéo do sistema (182), obtemos

dy kx,D?e~tP
— =4 — = kx
dt [(@ — D)+ (a+ D)e"tP]2
4x0DZe—tD (187)
= x(t) =

[(@ — D) + (a + D)e~tP]2 ’
0 que evidencia que, quando t — +oo as bactérias tendem a se extinguir, como ilustraa Figura
B.7.
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Figura B.7: Quantidade de bactérias num biodigestor.

Caso 2: Todo o gas produzido é mantido no biodigestor (F(x) = ax —rx?) e 0
crescimento das bactérias é inibido, ou seja,

I _ _ 2
{x = ax — pxy rx, x>0, (188)

y' = kx
onde a, 1, p e k sdo constantes positivas. Neste caso, 0s pontos de equilibrio ndo sdo isolados e
constituem todo o semieixo positivo Oy (x =0,y = 0). Supondo que x(0) =x,>0 e
y(0) = 0, a equacdo dos caminhos no diagrama de fases é dada por
dx a r p ar + pk

p _r
—_— = ———x — — = A B —=
ok kx ky(:x e ry+

—— (189)
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A ar + pk
=X — ——
0 7"2
. e e e . dx Ar Ly p dx
sendo A determinado pelas condigdes iniciais. Como o= ke o temos que o= 0

quando

portanto, com base na Figura B.8, conclui-se que, se x, > % entdo x(y) é sempre decrescente,
tal que

d’x _ Ar? _IL, d?x p

_—— k — |yt = — —

prialro logo e ly=y =<0
e y* € um ponto maximo para x(y).

Y

a/p

t

I

| J

I
0 " a/r r
Figura B.8: Trajetorias do sistema x” = x(a — rx — py),y’ = kx.

Caso 3: A colheita do gas produzido por um biodigestor pode ser efetuada de varias
maneiras. Consideremos o caso em que a colheita é proporcional a quantidade existente, ou
seja, h(y,t) = By, onde B representa a taxa de colheita. O sistema de equacdes diferenciais
para F(x) = ax é dado por

{x TP ap kB> 0. (190)

y' =kx—By’
Este sistema apresenta dois pontos de equilibrio, dados pelas solugdes do sistema
algébrico
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ap

X =-—

ax—pxy=0_Jx=0 kp
{kx—ﬁy:O_ y=0V a (191)

y=;

O sistema (190) linearizado no ponto de equilibrio (0,0) é

{x’ = ax (192)

y' =kx— By’
onde as raizes do polinémio caracteristico associado sdo 1; = a e A, = —f. Portanto, o0 ponto
de equilibrio (0,0) é um ponto de sela, sendo a oOrbita x = 0 (y > 0) a que converge para 0
ponto de equilibrio.

Quanto ao ponto de equilibrio (af/kp, a/p), substituindo x = u + % ey=v+ % no

sistema (190), temos que

,_ @B
u'=-—-v-puw

v =ku— Bv
—p+VB*-4ap
2

visualizar na Figura B.9, o ponto de equilibrio € um ponto estavel, constituindo um no estavel
se B = 4a ou uma espiral estavel se 8 < 4a.

(193)

logo, as raizes do polinémio caracteristico sdo A = < 0. Portanto, como se pode

Y

y=(k/B)z

! ]

a/p u
_______ 47 W Y
I
[}
I
{ | L
|
I
I
I
1
1
af/kp Ty T
Figura B.9: Diagrama de fases para o sistema linearizado u' = — %v — puv;
v' = ku— Bv.

Neste caso, verificamos que x' = 0sey = %, logo

x"=ax' —px'y —pxy’,
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portanto,

d?x d a

—| _a= —px—yl _a = —px(kx——ﬁ) >0.

dt? y=y dt vy=p p
Assim, concluimos que, se x < % surge um ponto minimo para x = x(t), se x > % entéo
d?x

7 ly=e < 0, surgindo um ponto maximo em x(t).
p

Modelo geral da competicéo entre duas espécies

A interacdo entre duas espécies A e B se processa de maneira que cada espécie afeta
negativamente a outra na luta pela sobrevivéncia. Como os recursos sao limitados, seguindo a
ideia defendida por [16], o modelo de crescimento logistico € o mais indicado para representar
0 modelo matematico em questdo

x' = ax —bx? (sey=0)

{y' =cy—dy? (sex=0)’
onde x(t) e y(t) sdo as populacbes das espécies A e B no tempo t respetivamente. Se
incluirmos o efeito da competicdo, a interacdo sera modelada supondo que a taxa de
crescimento da cada espécie seja reduzida por um fator proporcional a populacdo da outra
espécie. Portanto, as equacgdes que dirigem tal ecossistema sao

(194)

{xl — x(a — bx — ay) (X > O,y > 0)' (195)

y'=y(c—dy—px)
indicando que as respetivas taxas de crescimento sdo inibidas de uma maneira linear pelas duas
populagdes.

Os pontos de equilibrio do sistema (195) sdo quatro: a origem (0,0), resultante da
intersecdo das retas x =0 e y =0, o ponto (a/b,0), resultante da intersecdo da reta
a—bx—ay =0comaretay = 0, daintersecéo das retas c — dy — fx = 0 e x = 0 obtemos

ad—-ca cb—-af
bd—-apB’ bd—af
ea — bx —ay = 0, desde que (bd — af3) # 0.

o ponto (0,c/d) e, por fim, o0 ponto ( ) da intersegédo das retas c —dy — fx = 0

Quanto a estabilidade destes pontos, o ponto (0,0) serd sempre um né instavel,
independentemente dos valores dos coeficientes que aparecem no sistema (195), pois tal
sistema linearizado é dado por

{x - (a>0,c>0), (196)

y' =cy
onde A; = a e A, = ¢ sdo as raizes do polindmio caracteristico associado.

Para a analise do ponto (%,0), consideramos a mudanca de variaveis x = % +ue

y = v. O sistema (195) passa a ser
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ax
u' = —au v bu? — auv
v = (c—?)v—dvz — Buv
que linearizado no ponto (% O) é dado por
aa
u' = —au— 5
, apy (198)
v = (C — T) v
As raizes do polindmio caracteristico associado sdo A, = —ae A, = ¢ — 2 como A1 € sempre

b

negativo, se % <= entdo 1, < 0 e o ponto de equilibrio sera um n estavel. Se % > entdo

A, > 0 e o ponto de equilibrio serd um ponto de sela (instavel).

Efetuando uma analise analoga para o ponto de equilibrio (0, 2) obtemos que as raizes
caracteristicas sdo A, = a — a% e A, = —c. Portanto, se% < 2 0 ponto serd um no estavel e se

= > = seraum ponto de sela.

ad—-ca cb-af
bd—aB’ bd—af

c c a a c
EOU E<Ee;<E'

mudanca de varidveis x = x, + u,y = y, + v, efetuada no sistema (195), fornece o sistema
linearizado

Por fim, para que o ponto de equilibrio (x,,y,) = ( ) com (bd —af) #0

esteja no primeiro quadrante, é necessario que §>§ e %> Logo, a

{u’ = —bx,U — ax,v
v = —Byeu —dy.v
Neste sistema, o0 polinbmio caracteristico da matriz dos coeficientes €
P(A) = 2% + (bx, + dy,)A + (bd — Ba)x,y,, cujas raizes sdo A= —%(bxe +dy.) +

1

~[(bx, + dy,)? — 4(bd — aB)x.y,]2. Como A= (bx, — dy,)? + 4afx.y. > 0,5e =>% e

(199)

% > % = % > % = af — bd > 0, logo 1, > 0 e 1, < 0 portanto o ponto de equilibrio sera

um ponto de sela. Se 2 < %e% < % = aff — bd < 0e,portanto, 1; < 0e A, < 00queimplica

que o ponto (x,, y.) seja um no estavel.

No diagrama de fases, a equacdo dos caminhos do sistema (195) é dada por

dy ylc—dy—px)
dx x(a—bx—ay)
que € uma equacédo que nao admite solugédo envolvendo fungdes elementares, logo os eixos do

diagrama sdo ambos isoclinicas e Orbitas. Dependendo da posicdo relativa das outras

. ;. d
isoclinicas, ¢ —dy — fx = 0 onde ﬁ

(200)

=0ea—bx—ay=0 onde Z—; = 0, temos quatro

formas distintas do diagrama de fases. A primeira é ilustrada pela Figura B.10, onde (0,0) €
um no instavel, (0,c/d) é um no estavel e (a/b,0) é um ponto de sela. Neste caso, a espécie

108



Apéndice B

y sobrevive, sendo a sua populagéo limite y,, = g, e a espécie x sera extinta, a ndo ser que
, a
Vo =0¢eal x, = -
Na segunda (Figura B.11), o ponto (0,0) é um no instavel, (0, c/d) é um ponto de sela
e (a/b,0) é um no estavel. Neste caso, a espécie x sobrevive e tende para x,, = %, enquanto
que a espécie y tende para a extingdo, a ndo ser que x, = 0 e ai y,, = %.
J& na Figura B.12, (0,0) é um no instavel, (0,c/d) é um ponto de sela, (a/b,0) é

também um ponto de sela e (x,, y.) € um no estavel. Neste caso, as duas espécies sobrevivem
e tendem para

_ _ad—ca _ _cb—ap 201
Ye=Xo = hd—ap’ YTV T hd—ap’ (201)
com bd — aff > 0 (fraca competicdo entre as duas espécies).

Por fim, na Figura B.13, o ponto (0,0) é um nd instavel, (0,c/d) € um né estavel,
(a/b,0) é também um no estavel e (x,,y.) é um ponto de sela (instivel). Neste caso, havera
extingdo de uma das espécies dependendo da condicao inicial das populagdes, ou seja, s6 podera
haver coexisténcia das espécies se 0 ponto inicial estiver na separatriz, que é composta pelas
duas orbitas que se dirigem para (x,, ye)-

Y

c/d

a/of

} J
H - =} >
a/b ¢/ x
Figura B.10: Diagrama de fases para o caso em queg > %e% > %.
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T

Cc

Figura B.11: Diagrama de fases para o caso em que 2 < % e % > %

a/b c/B T

Figura B.12: Diagrama de fases para o caso em que% > ge 5> %.
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Separatriz

a/o

¢/ a/b T
Figura B.13: Diagrama de fases para o caso em que - > ~ e % <=
A lei de Gause [32] estabelece que ndo podem coexistir duas espécies em estado de
competicdo forte sem que uma delas acabe por se extinguir. No entanto, no caso em que (x,, V)
€ um no estavel, as duas espécies, na verdade, ndo estdo competindo, pois bd —af > 0
indicando que os fatores de competicdo « e 8 sdo bastante pequenos.

Modelo da lei da gravitacéo universal

A noc¢do do peso como propriedade inerente de um corpo, considerada por Aristoteles,
perdurou até a época de Newton, que procurou uma explicacdo mais razoavel. As préprias Leis
de Kepler [33] sobre 0 movimento planetario ndo alteravam em nada as ideias relativas aos
fendmenos terrestes. Estas leis, apresentadas abaixo, descreviam e analisavam o movimento
observado nos planetas, mas ndo estabeleciam nenhuma teoria explicativa:

(i) Todos os planetas movem-se segundo Orbitas elipticas, nas quais um dos focos é
ocupado pelo Sol;
(i)  Umareta imaginaria que vai de qualquer planeta ao Sol abrange areas iguais em tempos
iguais;
(iii) O quadrado do periodo de revolucdo de qualquer planeta ao redor do Sol é proporcional
ao cubo do semieixo da elipse.

Como forma de comprovar estas trés leis experimentais, Newton aplicou ao movimento
planetario as suas leis de movimento e gravitacdo, mostrando que as forgas ndo atuavam
somente em corpos de dimensdes do Sol ou planetas, mas sim entre quaisquer CcOrpos,
concluindo, atraves de medidas de aceleracdo centripeta da Lua, que a aceleracdo de um corpo
que cai é inversamente proporcional ao quadrado da sua distancia a Terra, concecdo que
permitiu o surgimento da Lei da Gravitagdo Universal [34] .
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Esta lei indica que duas particulas de massas m, e m,, separadas por uma distancia r,

se atraem mutuamente e as forcas de atracdo tem intensidade
Gmym
F= rlz 2 (202)

onde G é a constante de gravitacdo universal (G = 6,674 x 10711 Nm?/kg?). Estas forcas
atuam na direcdo da reta que une as particulas, de acordo com a terceira lei de Newton [20],
que nos diz que quando duas particulas exercem forgas entre si, essas forgcas sdo iguais em
intensidade, tém a direcdo da reta que as une e séo de sentidos opostos.

De acordo com [16], consideremos uma particula de massa m sujeita apenas a forca
gravitacional da Terra. Usando a segunda lei de Newton [33], mx'" = F, podemos escrever
GmM
mx' = — 2 (203)
onde M é a massa da Terra e x € a distancia do corpo de massa m ao centro da Terra. Quando
x = R (raio da Terra), x"" = —g logo

GM
RZ
. , - ;- GM
Sempre que um corpo estiver proximo da superficie terreste, supomos que — =g

=g. (204)

obtendo assim a seguinte equacéo diferencial

RZ
=L (205)

com x'(R) = v, no movimento ascendente e x'(R) = —v, no movimento descendente.
Considerando v(t) = x'(t), ou seja,

. ,_dvdx_ dv
YV T axdr T Vadx
substituindo na Equacéo (205) obtemos
1
w' = —gR*—,

cuja solucéo é

vZ gRZ g
> . +C, X ) C >
Assim,
R .
v(t) = \/ 2gR (; - 1) +v2  (movimento ascendente) (206)
e
R .
v(t) = — \/ 29R (; - 1) +vZ¢  (movimento descendente). (207)
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Movimento Ascendente

vj/2- g

I -

——— -
I

_—

Movimento Descendente

1) [

Figura B.14: Movimento ascendente e descendente de um corpo.

Por analise da Figura B.14, concluimos que a velocidade em valor absoluto diminui
quando a altura x (distancia a Terra) aumenta. Se v2 > 2Rg, a velocidade nunca se anula e,
portanto, 0 corpo continua em movimento. Se estiver a subir, continua para sempre e se estiver
caindo, sé vai parar porque a superficie terreste servira de anteparo. Por fim, se um corpo é
abandonado a uma distancia h da Terra, ou seja, v(h) = 0, a sua velocidade de impacto v; é
determinada se considerarmos x = R, tal que

2gR?

h )
ou seja, a velocidade de impacto é proporcional a altura h do corpo que é abandonado e o seu
maior valor absoluto se aproxima da velocidade de escape.

v; = — |29R — (208)

Considerando agora a resisténcia do ar como uma forca de atrito sempre contraria ao
movimento. Usando a segunda lei de Newton [20] obtemos, para pequenas velocidades,

mx'" = —=—m — kx’, k > 0. (209)

Para grandes velocidades, a forga de atrito do ar depende quadraticamente da velocidade, por
ISSo teremos dois casos

RZ
mx'" = — gx—zm + kx'? (movimento descendente) (210)
(]
" 'gRZ 2 :
mx'" = — x—zm — kx'* (movimento ascendente). (211)
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A diferenca entre % e g € pequena quando x esté suficientemente proximo de R, ou
X

seja, serd menor que 5% do valor de g quando x for menor que 165,43 km. De facto, se
G

g— x—nf = 0,05g entéo
_ GM _ gR?
0959 0,959

2

= 1,0526316R* = x = 1,0259784R,

portanto,

x — R = 0,0259784R = 165,43km.

. GM
Considerando —- = g temos
X

mx" + kx' = —mg
(pequenas velocidades), (212)
mx" —kx'? = —mg
(movimento descendente para grandes velocidades), (213)
ou
17 2 _
T ot oars ey (214)

(movimento ascendente para grandes velocidades).
Assumindo a mudanca de variavel v(t) = x', verificamos que a equagdo para as
pequenas velocidades pode ser dada por

!

+ K =
VImYTTY
cuja solucdo é
_Et Lt m —Et
v(t) =e m [f—gemdt+c]=—zg+ce m, (215)

onde c é a constante de integracdo. Se v(0) = v, entdo

v(t) = (vo + %g) e_%t —%g,

onde a velocidade limite € dada por v,, = tlim lv(t)| = %g. Para se obter x(t) basta integrar a

expressdo da velocidade v(t) em ordem a x(t) e obtemos

m m _k,om
x(t)——?(vo +? )e m —Egt+c,

onde c é a constante de integracdo, tal que, se x(0) = xy € Vg = %g temos

x(t) = xo + % (Vo + Vo) (1 - e_%t> — Ugt. (216)

Com o objetivo de resolver a equacdo do movimento descendente para grandes
velocidades, consideramos que v(t) = x', ou seja, a equacao fica transformada em

mv' — kv? = —mg, (217)

114



Apéndice B

cujo integral €

dv k

SEEEN

onde c € a constante de integracdo. Usando fracOes parciais na integracdo, obtemos

agm

1 L 7

In = Et +c
fgm /gm
V= Ve 2 |9k,
@mzl(e \/;, (—vg # V).
Consideremos agora a equacdo da segunda lei de Newton [20] para 0 movimento de
uma particula, dada na forma vetorial por

t+c,

d?x
Fm =f, (219)

ou, componente a componente, por

(d?x;
dt?
d?x,

m=F1

d?x;
Cag =15

onde x;(t) sdo 0s componentes cartesianos da trajetéria x(t) = (x;(t), x,(t), x3(t)) em
relacdo a um sistema inercial.

A terceira lei de Newton [20] nos fornece uma expressdo para a forca de atracdo
universal entre os corpos que, no caso de duas particulas pontuais de massas m,; € m,

localizadas em R, e R, no espaco, sera de igual intensidade atrativa (Figura B.15), sendo a sua
expressao dada por

Gmym,
—||x1 T (220)
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Figura B.15: Forca de atracdo universal entre duas particulas de massas m; e m,
localizadas em R, e R, no espago.

Vectorialmente, poderiamos escrever que a forga exercida por m, sobre m, € dada por

Gmm
fiz = m (x1 — x3), (221)
onde f,; = —f1,, sendo esta expressdo valida para particulas pontuais. Assim, se um corpo
ocupa um volume V no espaco e tem densidade de massa p (x4, x5, x3), a atracéo (Figura B.16)
que exercera sobre uma particula de massa unitaria localizada em x° sera entdo dada pelo
integral

(x; —x)) = F;. (222)

jjj p (X1, X2, x3)dx1dx,d x5
v

llx — x°|[3

Figura B.16: Atracdo exercida sobre uma particula de massa unitaria localizada em

Com base nesta expressdo, e usando coordenadas esféricas, Newton mostrou que a forca
de atracdo exercida por um corpo esférico de massa M, com densidade variando apenas
radicalmente, sobre uma massa m localizada em x° é igual a

GmM (x* — x%)

llxt — x|~

onde x! é o centro do corpo esférico, ou seja, este corpo atua como uma particula de massa M
localizada no seu centro.

(223)

Supondo que um corpo celeste de massa M esteja fixado na origem do sistema de
coordenadas, estudemos o0 movimento de um outro corpo de massa m sob a influéncia apenas
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da atracdo gravitacional do corpo maior. Dada a disparidade de massas, suponhamos que a
influéncia do corpo menor sobre o maior é negligenciavel.

A forca exercida sobre o corpo de massa m depende apenas do ponto do espaco
(x1, X2, x3) qQue ocupa a k-ésima componente desta forga,
Fo GMmx;,, (224)
“ llxl® -
Pela segunda lei de Newton [20], o seu movimento é dirigido pelo sistema de trés
equac0es diferenciais nao-lineares dado por
dzxk Xk
(x2 + x% + x%)2

ou, vectorialmente, por

dzx Y
dtz ||9C||3

Multiplicando a Equacao (226) vectorialmente por x, obtemos

(226)

d ( dx> dx
dt

—|x =0 ou x X— = c = constante,
dt dt

que representa a conservacao da quantidade de movimento angular. Este facto permite-nos
concluir que o vetor posicdo x(t) e o vetor velocidade dx/dt sdo sempre perpendiculares ao
vetor fixo c e, portanto, 0 movimento, neste caso, é plano, isto é, se desenvolve no plano que

passa pela origem perpendicular a c. Outra conclusdo é que ”x X —” = 2— onde S(t) é a

area abrangida pelo vetor posi¢do x(t) no plano de movimento [35], sendo esta conclusdo a
segunda lei de Kepler ilustrada pela Figura B.17.

3

Figura B.17: Area abrangida pelo vetor posicéo x(t) no plano de movimento, onde
As x(t+At)— x(t)

At 2 At (t)”
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