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Capitulo 1

Introducao

As intersecgdes de caminhos do movimento Browniano tém vindo a ser estu-
dadas desde os anos quarenta, [Lév40]. Podemos considerar auto-interseccdes
do caminho de um tnico movimento Browniano ou intersecgtes de cami-
nhos de vérios movimentos Brownianos independentes [Wol78], estudar inter-
secgOes simples [DEK50] ou entdo um ntimero superior de repetiches [DEKT57],
[MS98]. Note-se que tais questoes podem ser levantadas independentemente
da dimensdo do espago onde o movimento Browniano é considerado e, como
é intuitivo, as auto-intersecgdes tornam-se cada vez mais raras & medida que
a dimenséo aumenta.

Ixiste mma vasta literatura sobre os tempos locais das interseccoes do
movimento Browniano. Veja-se, por exemplo, [Lévd0], [Var69], [Wes80],
[FHSW97] e suas referéncias.

Uma definigdo informal, mas sugestiva, dos tempos locais das anto-intersec-
¢oes simples do movimento Browniano B ¢é expressa & custa de um integral
da distribuicdo § de Dirac ou de Donsker:

L= //5(5 (ty) — B (1)) dtodt,.

Este integral é interpretado como a soma de todas as contribuigoes de cada
par de tempos t; ety para 0s quais 0 movimento Browniano B, em RY, se
encontra no mesmo ponto,

Na modelizagio de Edwards de moléculas de polimeros por caminhos
Brownianos, L é usado para modelizar o efeito de “volume excluido”, ver
[Edw65]. Como exemplo de outra aplicacio, Symanzik introduziu L como
umn instrumento para a teoria construtiva de campos quanticos [Sym69].




Uma definicdo rigorosa de L pode ser dada através do limite da sucessio
de aproximagdes Gaussianas da distribuicao 6.

B (t2) = B (1)
e

(ver [FIISW9T]) ou em termos dos funcionais Brownianos generalizados

[ s - By s

(ver [Wat91]). Em ambos os casos, & medida que a dimensiao d aumenta
torna-se necessario subtrair um nimero cada vez maior das primeiras parcelas
da decomposi¢do em caos das aproximagoes, quando estas sao interpretadas
como funcionais lineares sobre o espaco das fungdes teste (veja-se, por exem-
plo, [FHSWO7] e [Wat91]). Em 1991, Watanabe provou que os funcionais

Brownianes
1—= 1 z
/0 /;+€ ((SCBU,) — B(S)) - W) dtdS

para d == 2,3 e
Iz 1 1
b (oo —m-

+(27r)d/2(td_ 5)a/2t1 Z /+ (Bj(r) — B;(s)ydBy(r) | dtds

para d = 4,5 convergem para distribuicdes de Hida quando € tende para zero.

E também possivel interpretar as aproximages dos tempos locais das
auto-intersecgoes do movimento Browniano como varidveis aleatorias. Ali-
4s, a investigacdo por nés desenvolvida ao longo desta tese assenta nessa
interpretagao. Em [LG83] e [Var69] pode ver-se que para d > 1 a esperanca
desta varidvel aleatéria diverge no limite, pelo que, torna-se necessaria wma
subtraccao.

Para d = 3 Westwater construiu outra normalizacéo para tornar bem
definido ¢ factor de Gibbs exp(—gL) do modelo de polimeros [Wes80)].




Em 1985, Yor considerou a seguinte aproximacio Ly de L,

Le= / /5(13 (ta) = B (t1) + 2) dtad,
¢ mostrou, para d = 3, que uma renormalizacio multiplicativa do tipo
(&) (L — E (L))

tem por limite em lei um movimento Browniano, independente do original B
(ver [Yor83hj).
Ao longo desta tese usamos regularizagdes Gaussianas 8. da distribuicdo
§ de Dirac definidas por
2
4 1B (t:) — B (#)]

(55 (B (t}_) - B (tl)) = (271'(':")—5 exp | — e ’

onde ¢ > 0. Introduzimos ¢ estudamos a familia de varidveis aleatdrias
centradas

L. ;=/0 dxg/o dti 6, (B (t)) — B (t,)).

Quando se interpreta tais aproximagoes L. como funcionais lineares sobre
0 espago das fungdes teste, pode concluir-se que para d = 2 ou d = 3,
Lee = Le — B(L.} converge, quando ¢ converge para zero, para Lo . € que, &
medida que a dimensio do espago aumenta, ¢ necessdrio subtrair um major
nimero de termos da respectiva decomposicio em caos para que o funcional
limite seja uma distribuicio de Hida [FHSW97]. Tal, no entanto, nio ¢
suficiente para garantir a convergéncia da familia das varisncias das aproxi-
magdes L. quando interpretadas como varidveis aleatérias. Neste caso é
necessdrio efectuar uma renormalizacio multiplicativa,

No segundo capitulo séo recordados alguns conceitos fundamentais da
andlise ruido branco e apresentados os espagos a serem utilizados nos restantes
capitulos.

No terceiro capitulo sio apresentadas as aproximacoes L. . dos tempos
locais que irfo ser adoptadas ao longo de todo o trabalho, assim como as
suas decompesicdes em caos (ver Proposicao 3.3.5). Escrevemos cada termo
desta decomposicio numa soma na qual destacamos a parcela mais singular,
que & um martingale.

O Capitulo 4 concentra os resultados Gue consideramos serem 0s centrais
desta investigagao, ver os Teoremas 4.1.1 e 4.1.2 na pégina 43 e os Tecremas
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4.2.1 e 4.2.2 na pédgina 78. Estabelece-se que, para um tempo local con-
venientemente subtraido e renormalizado, cada termo da sua expansio em
caos converge, em lei, para um movimento Brownianc. A prova de que os
kernels, associados aos referidos termos, podem ser considerados como soma
de martingales com outros termos menos singulares, desempenha papel fun-
damental ao longo de toda a investigag do desenvolvida neste capitilo, que
& encerrado com o resultado deveras interessante de que na nossa familia de
martingales, elementos distintos convergem em lei para movimentos Browni-
anos independentes.

B bem conhecido que para se criarem objectos bem definidos a partir dos
tempos locais & necessdrio recorrer a regularizacdes (vejam-se, por exemplo,
[L.G85] e {Var69]). Dedicamos o Capitulo 5 ao estabelecimento de que para
¢ 2 3 é necessdria a renormalizagdo (multiplicativa), = (¢), do quadrado dos
tempos locais centrados, para que a esperanga tenha Limite finito, sendo

31115r% sed =23
g2 sed >3

Esta renormaliza¢éio ¢ independente da ordem do termo da, decomposicéo, de-
pendendo exclusivamente da dimensio do espaco que intervém na definicéo
do tempo local. Pretendemos determinar a variancia dos tempos locais renor-
malizados e calcular o seu limite quando ¢ — 0%, Apresentamos trés formas
de estudar este problema.

1. efectuando o cédlculo directo;
2. usando a férmula de Clark-Ocone;

3. usando a expansao em Caos.

Inclufmos um apéndice com a indicagio de alguns cdlculos que justificam
& igualdade entre duas expressdes apresentadas na Secciio 1 do Capftulo 5.

Ao longo do trabalho serdo apresentadas algumas questdes que surgem
espontaneamente e a que gostariamos de dar resposta na continuacao desta
investigagao, nomeadamente, a convergéncia para um movimento Browniano
das somas dos termos da decomposi¢io em caos dos tempos locais.

A majoria dos resultados apresentados nesta tese ja foram publicados,
vejam-se, por exemplo, os artigos [DFS00] e [DAFS00], e foram anunciados
nas Conferéncias Internacionais em Marsetha em 1995 e em Lisboa em 1998,
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nos “Math Encounters” IX, X, XI e XVI organizados pelo Centro de Ciéncias
Matemdticas (CCM) da Universidade da Madeira, no 2° Encontro Nacional
de Fisica Matemdtica, Programa PRAXIS, em 1997 e no Encontro Nacional
da Sociedade Portuguesa da Matematica, Universidade do Minho, em 1998.
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Capitulo

Pré-requisitos da Analise Ruido
Branco

Neste capitulo sdo reproduzidos alguns resultados e nocdes da anslise ruido
branco introduzidos em [HKPS93], [FHSW97] ou [DF'S98]. Tais conceitos sio
também desenvolvidos em [BK95]. Comegamos por registar algumas notas
fundamentais da teoria geral sobre os tripletos de CGel’fand.

2.1 Tripletos nucleares

O objecto primordial da andlise Gaussiana é um espago de Hilbert sepa-
rdvel real H, munido de um produto interno (.,.) e da norma correspondente
|| (veja-se, por exemplo, [HKPS93], [Kres8], [KT80a], [KT80b], [KT81] e
[KT82]). Consideramos em primeiro lugar um espago vectorial real D, sepa-
ravel, munido de uma sucessdo crescente {{. v 0P € Noty (0 = (), de
produtos escalares, isto &, designando por |. |, @ norma em D associada a
(), tem-se
oS hh S oSl € lly= 1.

Assumimos que o sistema de produtos escalares é compativel, isto é, se
{©n,m € N} € uma sucessio de Cauchy de elementos de D para a norma
|.|,, convergente para zero segundo a norma |. lpp @ € N, entio ela converge
para zero relativamente a norma |, |, Replesenta—se por N, o espago de
Hilbert real que se obtém complctando D relativamente a |.|,. De ||, <[],
para p < g resulta que N, € A,. Representa-se por A a 1ntersecgao dos




espacos de Hilbert AV, isto é,

N = ﬁ J\fp,

p=0

e equipamo-lo com a topologia do limite projectivo Ty, 18t0 &, com a mais
grossa das topologias definidas em A tal que, para todo o p € Ny, as in-
Jecgoes candnicas A - A, sfo continuas. O espago A com a topologia Tor
é representado por
N = priim N,
pENg

Para esta topologia uma base de vizinhancas abertas de zero ¢ dada pelos
conjuntos

Up.e)={eeN:|pl, <}, para cadap € Ny e cada e > 0.

Como consequéncia da compatibilidade dos produtos escalares obtém-se que
N é completo relativamente & topologia do limite projectivo, constituindo

um espago de Hilbert contdvel. Assim, A é um espaco vectorial topoldgico
o0 1 150"11"31,

metrizével de Iréchet (a métrica ¢ dada por plo, ) = p=0 % Telpmar
P st

ver,
por exemplo, [GV68], Capitulo 1, Secgio 3).

Supde-se também que A & nuclear, ou seja, considera-se que para cada
p € Nexiste ¢ € N (¢g>p) tal que a injeccio ot Ny — N, é do tipo
Hilbert-Schmidt, isto é,

oo
4] = > ligeel? < o0
k=1

para todo o sistema ortonormado completo (ex, k € N) de NV,

O completado de AV com respeito a norma |.| é o espaco H.

Representa-se por A_, o dual do espago N, relativamente a . Irata-se
de um espago de Hilbert cujo produto interno serd denotado por {.,.)_

Pela teoria geral dos espagos duais [GV68], o espaco dual de A relativa-
mente a H, denotado por A7, pode ser escrito na forma

N =] N, (2.1)

pENy

O espaco N’ estd munido com a topologia do limite indutivo 7,4 definida
< g

pela familia dos espacos duais N, e representa-se por A/’ ='énd%jm N_,.
PEN

o




Ista topologia é a mais fina das topologias em A/ tal que para todo o p € Ny
as injecgOes candnicas V.., — N sdo continuas.

Note-se que, como caso particular, H pode ser escolhido de entre um dos
espagos de Hilbert AV, p € N.

Identifica-se H com o seu dual, pelo que, para cada p € N, temos as
inclusdes densamente continuas

J\fp C H C N—-p'
Obtém-se, assim, a cadeia de inclusdes densamente continuas:
DN DL DNLADHDMD...DON, D

O par dual (,,.) entre A7 ¢ NV ¢ introduzido como uma extensio do produto
interno em H, pelo que para um elemento f de H considerado como um
elemento de NV.., o par (f, ¢}, com ¢ € Ny, & igual a (f, ).

Adiante vamos necessitar do produto tensorial de espacos nucleares que
¢ um espago nuclear (veja-se, por exemplo, [HKPS93, Appendix 5]). Vamos
comegar por recordar o produto tensorial de espacos de Hilbert. Considere-
mos o espago de Hilbert H e (e;),zy um seu sistema ortonormado completo.
Para cada multi-indice o = (ay, ..., ) € N* seja e, := Loy @ ... B €4, A
forma n-linear conjugada definida por

o ({01, 0,)) 1= (ary@1)(Can, )i EN T =1, ... 0

Considera-se o espago de Hilbert gerado pela familia dos elementos €y COM

« € N* para o qual (e, : @ € N™) constitui uma base ortogonal. O espago

de Hilbert separdvel resultante é designado por produto tensorial de ordem

n do espago H e ¢ representado por H® ... ® H ou, simplesmente, por H®",
Um elemento f de H®" pode ser representado na forma

f= 2{: fatar fo €R

C!!GN“

2
onde D o Hfal” < 0o, Dados f = 3 wenn faloy g = > senn Joes € HE o
produto interno de f e g estd definido pela soma

Z faGa-

aelNn
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Nao havendo perigo de confuséo entre os elementos de H o HE™, preser-
varemos a notagao (.,.) e || para, respectivamente, o produto interno e a
norma em H%" Definindo

Mo = () NE

PENQ

munido com a topologia do limite projectivo, prova-se que A'¥" ¢ um espaco
nuclear a que chamamos produto tensorial de ordem 7 de N. O dual do
espago A" relativamente a H®™ serd representado por A"®" ¢ pode ser
escrito como

Nf@n - U j\/‘®n

—p
peNg

estando este espaco munido da topologia do limite indutivo.
Temos assim definido o tripleto

N CHE c A®™ e N,

Para fi,..., fu € H representa-se por ;& ...&/,, ou @, fi, 0 produto
tensorial simétrico de fi,..., f,, isto &,

A8 8fu=()" 3 fy® .. ® fam,

n&&(n)

onde & (n) denota o grupo das permutacdes de n elementos. Dados dois
produtos tensoriais simétricos de grau n,

®:L=1fz € @)Z;Lgi: fogie M, i=1,.,n,

define-se o produto escalar por

(®?:1fi: ®?:1Qi)7{®n = Z (fl: g'rr(i)) Cee (f"m Qﬂ'(n)):

TES (n)

e estendemo-lo por linearidade as combinagdes lineares de tais tensores, O
completado do espago pré-Hilbertiano que se obtém relativamente 3, norma
.| € denotado por H®"® e & um subespago de Hilbert do espaco H®". Para
cada elemento f de H®" tem-se

5
Iflj—{@n = If!’?—(@n .
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De forma andloga definem-se os espacos NEY NEF NE ¢ Af1on,

Considerande He o espaco complexificado de H define-se o espago de
Fock I'(#) sobre H como sendo a soma directa dos espacos de Hilbert H2",

n=01,..
D(H) = PHE", HE = C.
n=0

Assim, um elemento genérico de I'(H) ¢ uma sequéncia da forma
F= (f(n))g,ig onde cada (f(n) e H%n) e

o0

by = 0 e < o0

n=0

Em I'{7) tem-se definido um produto interno dado pela soma

LE

(F, Drpgy = > nl(f, g% )em,
n=0

F={(f")2,, G = (¢™)2, € D(H).

Desempenha um papel importante o subespago, do espago I'(H), cons-
titufdo pelas sequéncias tais que apenas um mimero finito de componentes
¢ diferente de zero, isto ¢, pelos vectores que, sem perda de generalidade,
podemos representar sob a forma

(FO, 50, 0,0, ),m € N,
Este subespago & denotado por I'(H) e ¢ denso em I'(H).
Para cada f € H e cada n € N sejam

fr=fe. e fe s

1 1.
P(f) = (1,"]7f,,;{;f® ,)
Para cada subespago A de M considere-se o conjunto {I'(f): f € A}, Se A
for denso em H, entdo {T'(f) : f € A} & total em I'{(H) (veja-se, por exemplo,
o Capitulo 2 de [Gui72}}.
De acordo com a definicdo do produto interno em I(H), tem-se, para
fgeH,

() Dlgdreg = exp((f, 9))

I8 (f)l?‘(’}—{) = exp(lf!g).
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2.2  Decomposicao em caos usando os polinémios
de Hermite

Tendo em vista a introducio de uma medida de probabilidade no espago
N7, consideramos a o-dlgebra gerada pelos conjuntos cilindricos. Dados uma
familia finita ¢y, ..., € N e F € B(R?) (onde B(R%) designa a o-dlgebra
de Borel em R%), entende-se por conjunto cilfndrico Copproo o b © cOBjunto
definido por:

C‘Pl----ﬁ%:F = {(1‘9 & Nl : (((P; ('/91>! tey <<!0?(f9d,'>) € F} :

A familia dos conjuntos cilindricos forma uma dlgebra (ndo uma o-dlgebra)
¢ vamos denotar a o-dlgebra gerada pelos conjuntos cilindricos por C,(AN7).
Mediante a fixagdo de uma funcéo caracteristica, por aplicacio do Teorema
de Minlos definimos uma medida Gaussiana p no espaco (N, Co (M),

i 1 N |
/v exp(i(a, ) du(a) = oxp(~ [ol?), p €, ;

ver, por exemplo, [HKPS93] e [Hid80].
O espago central ao longo deste trabalho sers o espago das funcgbes com-
plexas de quadrado integrdvel com respeito & medida p, isto €, o espaco

L(u) = LAN",Co(N"), )

i

_ {F N = C|F g, = P ;-_-/

4

[F(2)[® du(z) < oo} .

O produto interno em L*(u) sers denotado por {(-,-)). De um modo geral,
para p € [1,00], 0 espago LP(N', C,(N"), p) com a correspondente norma.
Il representa-~se por LP(u) ou por (L7}. Identifica-se a norma |1, com |j.||.

Vamos de seguida construir um sistema ortonormado em L*(1). Define-se
a exponencial de Wick por

exp((z, ¢))
Ey(exp({(.,.)))

1
= ep({ze) -~ o)), N, peN,

exp((z, ) 1 = (2.2)

13




onde H, designa a esperanca relativamente a medida . Quando u estd fixa,
também se representa E, simplesmente por E. Considerando a expansio em
série de Taylor (veja-se, por exemplo, [HKPS93]) obtém-se

o0

cep((z9) =Y

n==0

| —

AHA(2), 6%, 0 € N,

3

onde a aplicacdo )
Hy i N = N'®™ e N

¢ chamada a n—ésima poténcia de Wick de z € N'. Usualmente, H, &
denotada por : %" .,

Para cada ©'™ & A& 5 ¢ Ny 0 monémio de Wick “liso” de ordem n
correspondente ao niicleo (™ ¢ dado por

(2% o™ 2 e N n e Ny,

A defini¢do de mondmio de Wick “liso”, introduzida acima, pode ser es-
tendida por aproximagio a uma funcéio mensuravel, relativamente a Ce (N,
de modo a incluir os ntcleos {(n) € H®". Mais precisamente, dado i e

H®™ existe uma sucessio (90?7 jen C N convergente para f e tal que
a sucessdo ({: z®" :,gogn)>)jeN é de Cauchy em LP{(u), p > 1. Como este es-
pago ¢ completo, o limite da sucesséo ({: z&" wgn) })jen existe e denotamo-lo
por {: %% f™Y. Do mesmo modo, se verifica que este limite & indepen-

dente da sucessio (cpJgn)) jen considerada. E valida a seguinte propriedade de
ortogonalidade, ver [HKPS93].

Proposigao 2.2.1 Para quaisquer f™ € H® g0m) ¢ 1™ temos
/ <: 78 :’f(n)H: p@m 3,9("")>d,u(:c) - 6nmn!(f(n)’g(n))'
N

Definigao 2.2.2 Uma fungio ¢ - N' — R da forma

N

w(z) = Z(:z:@“, oY e A o™ e NE N & Ny, n = 0,1,..., 2,

n=0

€ chamada polindmio continuo. Denota-se por PN} o espaco dos polinémios
continuos.
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Atendendo ao facto de que as poténcias de Wick : 2 : e as poténcias
usuais v%" podem ser escritas umas em fun¢ao das outras, cada elemento de
P(N') pode ser representado sob a forma:

N

pla) = (2% ) 2 e A7 o) e N¥" N e Ng,n=0,1,., N
n=0

E conhecido que P{N") & denso em L*{u) (veja-se, por exemplo, o teorema
1.9 em [HKPS93]).

£ vélido ainda o seguinte resultado fundamental.

Teorema 2.2.3 Euziste um isomorfismo unitério L2 (1) = T(H) no sequinte
sentido [HKPS93]: dado F € L*(u) existe uma, e uma 56, sequéncia
(F™Vaew, € T(H) tal que

= i( AN )
n=0

o0

HFlliz(#) = Z 3! IF(”)!H@.R _

n=0

Observagao 2.2.4 A propriedade do teorema anterior é conhecida ne andlise
rutdo branco por decomposicdo em caos ou decomposicdo ortogonal.

Observagédo 2.2.5 Como consequéncia do teorema anterior tem-se

Iocexp({., f)) .= T(f), f € H;
2 (22 o) e o), ) € A,

2.3 Espagos de fungoes teste e funcgdes genera-
lizadas de Hida

Para muitas aplicagdes, o espaco L2(4) é pequeno. Uma forma conveniente
para resolver este problema consiste ns introdugao de um espaco de fun-
clonals teste estritamente contido em L*{11) e na utilizacdo do seu espaco dual.
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Consideremos o espago dos polinémios continuos P(N"). Para p € PN
com representacio
N

pla) = 3 (a® o)

re=A}

introduz-se a norma Hilbertiana -0 Psg € Ng em P(N7) por

N
FLi n 2
ol =D ni2n ||

=0

Denota-se o fecho de P(N) com respeito & norma ||. p.q POI (My)q. Defina-se

(W) s=prlim (H,),.

myEN

O espago assim construfdo & nuclear e a topologia em (N) & univocamente

determinada pela topologia considerada em A (pode ver-se, por exemplo,
[HKPS93] e [KLP*96]).

A partir da teoria da dualidade para espagos nucleares [(GV68] resulta que
o dual de (V) relativamente a L?(y) ¢ dado por

(M) = indlim (H_,)_,,

p.eN

onde (H_,)..q representa o dual de (H,), relativamente a L*{1). Denota-se a
forma bilinear dual entre (A) e (M) por {{-, -)) a qual corresponde & extensio
do produto interno {(.,.) em L¥(u), isto ¢, para um elemento f L2 ()
considerado como um elemento de (H_,)_, o par {f, %, com ¢ € (Hp)q, &

igual (f, ).
A acgdo de uma distribuigio & € (A,

(Hop)mg @ @ = (B 0y o) ¢ pén

n=0

sobre uma funcdo teste

(N)3p= Z( Bl o) g pgren

n=0
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é dada por
(@0 = (@, o),
mr==()

Dado o € A, a exponencial de Wick : exp({..}) : tem norma ||| o gl

a
2 PRI
rexp(( 0l = exp(27]¢l),

pelo que para todo ¢ € A a exponencial de Wick - exp{{., ) : estd em (N).

E possivel caracterizar os espagos (A) e (V) através da sua transformaca,

S.

Defini¢ao 2.3.1 Seja @ € (VY. Designa-se por transformada S de ¢ o
aplicagdo de N em C definida por

(SD)(p) = (@, exp((,0}) N, p €N

2.4 Funcionais-i/ e teoremas de caracteriza-
cao
Comegamos por recordar a seguinte

Definicdo 2.4.1 Chama-se funcional-id toda a aplicacio F' : N' — C que
verifica as condicdes:

i)Vf,9 €N, aaplicacdo \ — Flg+Af) de R em C admite uma extensio
mieira;

) para alguma forma quadrética continua B em N , ezistem constantes
C1,Cy >0, tais que Vf € N\Vz € C se tem

[F(f)] < Crexp(Ca 2 [B(£)]).
Observacao 2.4.2 A condicdo ) do definicio anterior é eguivalente a
i)’ Existem constantes C,K > 0 ¢ p € Ny tais que para todo o f € N,

z &,
[F(2f)] < Cexp(K [2)°|£12).

Uma caracterizacio do espago {AV) em funcio da sua transformada S &

expressa no teorema que se segue (veja-se, por exemplo, [HKPS93), (KLP*96)).
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Teorema 2.4.3 Uma aplicagio F : N — C ¢é transformada S de um ele-
mento © de (N) se, ¢ s6 se, F é um funcionalld. Nestas condicdes, O é
Unico.

Referimos ainda um teorema relativo & integragio duma familia de fun-
cionals generalizados.

Teorema 2.4.4 Sejam (0, B,m) wm espaco de medida e \ $(A) uma

aplicagdo de Q0 em (N). Assume-se que a transformada S de d(N), |

Fy = S(Q(A)), satisfoz as sequintes condigdes: |
1) Para cade p € N a aplicagio A —— Fy(yp) é mensurdvel; |
i) eziste uma norma |.| continua em N tal que para todo \ € Q, Iy

satisfaz a limitacdo

|Fa(ze)! < Crexp(Ks 2] [of)

e tal qgue A — K, € quase certamente limitada segundo a medida m e
A— C € integravel relativamente ¢ medida m.

Entao, existem gq,p > 0 tais que ® ¢é integravel & Bochner em (H_p)—q-
Tem-se, em particular,

/ﬂ B(\)dm(\) € (VY

s ( [ #0an) ) = [ 5 (@00) (plam(, o £

2.5 Exemplo

Neste trabalho o espaco de Hilbert M, atrés referido, serd sempre 0 espago
L7 = L2 (RRY), N o espago Sy i= S (R,R?) das fungdes teste de rapido
decrescimento no infinito, de dominio R e tomando valores em R¢ e, con-
sequentemente, A correspondera ao respectivo espago das distribuicoes de
Schwartz Sy := 5" (R, R%). Temos, assim, o tripleto nuclear

SdCL?iC S{;

Neste caso particular, para f = (f1,..., fa), g = (g1,...,ga) € L3, tem-se

d

(f,g) = Z(fi;gi)Lz{R)

=1
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d
67 = filfem -

=1
O par dual (., ) entre S e S, ¢ dado por
o
(w! Lp) = Z(wi.‘ {pi>: Vw ES:i) \U/(p ESd:
i=1
uma extensao do produto interno definido em L3. Isto ¢, sempre que f € L2

dr
@ €54,
d

d
<f) Qp) = Z(fi:@i) == Z(fi)(pi) = (f:('p)Lz‘t' (23)
i=1 i=1

Sobre o espago mensurdvel (57, B(S%)) (onde B(S,) designa a g-digebra
gerada pelos conjuntos cilindricos) definimos a medida Gaussiana { por in-
trodugéo da funcéo C,

C () = exp( ll") = /5 Cexp (ifw, @) du (W) w €50 (24)

Obtém-se assim, o espago de medida (S}, B(SY), 1) denominado espago ruido
branco.

Com o formalismo apresentado na Seccio 2.3, uma versio do movimento
Browniano B em dimensio d é dada por

B (t) (w) = (Bi(t), ... Ba())(w) := ({1, Epyg), -, (wa, Ljpg))-

No que se segue consideraremos sempre d-tuplos de ruidos brancos Gaus-
sianos w = (w1, wa, ...,wa) € 5 e correspondentes d-tuplos de funcgbes teste

¥ = (wla Pay e (Pd)a ’l/) = (¢111/)2) "':{l.j)d) S Sd'
Utilizar-se-d a notacdo

d d
A= (), n= Y ng, Al =[] nd, (2.5)
i=] =]
7T _(m T
k _ kl Y kd’
mAT = (M Ay, ., mg Ang),
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oBUREA-2k) w?(mﬂ-nlw‘ﬂcl)®“-®w§.{md+ndm2kd)’

PR YT = (PP R M) .. © (S, ™)

onde cada @™ @ wT™, 1 <1 < d, representa a simetrizacio da funcio

Erng Do
/R ;81 Sy W (81, Sy, )dsy dsy,.
ks
No espaco dos polindmios sobre S > definido na Secgdo 2.3 e representado

por P{Sy), introduz-se a norma Hilbertiana |1, com p,q € Ny, definindo
para cada ¢ € P(S)) representdvel por

N
olw) = Z( W oY o ¢ Sfm,
A=()
N
9 - i
”‘:an,q e n!2nq |{p(n)rﬂi®n N
=0

Representa-se por (Sy,), 0 completado de P(S7) relativamente & norma. -1l
¢ designa-~se por (Sg) o limite projectivo da sucessio dos espacos (Sap)q, isto
&,
(Sd) =pr lim (Sd,p)q-
PqeN
O espago (Sy) assim construido é nuclear e a topologia em (S4) é univoca-
mente determinada pela topologia definida em Sy, tendo-se, ainda,

(Sa) xﬁgféégn (Sd=p)-q)
onde (Sg-p)-, denota o dual de (Sy,), relativamente a (L?). Os elementos

do espago (5y)’ séo chamados distribuictes de Hida ou funcionais Brownianos
generalizados.

O par dual entre uma distribuicdo de Hida ® ¢ (Sq) da forma

(Sup)og 30 = (: .57 o) @ ¢ gion
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e uma fungao teste p&(Sy), dada por

b

o

o= (-3 o™y oM e s9m,

& da forma
o0

(@, 0) = al®™ oM.

=0

Com @ €55 e w € Sy, a fungéo geradora definida em (2.2) representa-se
por:

d
1 1
oxplfw, @) 1= oxp ({0 = 3l ) = [T (1en0) = 3 oo
T==1

(2.6)
d /o
= JL{ D5t wf e (2.7)
i=1 \k=0
N 1‘—‘—‘ n d 1,
- Z s |<3 W? ! :,‘,0?”1> A (: wd@m :,cpd® d) (2.8)
n1,12,...,ng=0 1te--tod:
S —..1 e @m, 4 ®ny
- Z nl.m @iy tw L Rl ) (2.9
??,1,1'12,...,724=0 1---id:
S L @7 2R
=) =W o) (2.10)
fi==0
Assim, temos
cexp((w, @) =) (w0, (2.11)

A Proposigdo 2.2.1 pode escrever-se agora do seguinte modo
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Proposicdo 2.5.1 Para cada f ¢ L3%" gt € [29™ tem-ge
T SO W ) = a1, ) o (212
Sy

onde it = (ng, ..., ng), M = (Mq, ..., my), n = Ziﬂ ng; em = Zf_l m;.

Prova Suponhamos que [V = (p.:_‘an

Consideram-se

e g™ =" com ¥ € S,

: expﬁ((wl/\ltp>) e expu((“‘":’}‘?w)) 5 ’\1)’\'-) € R.
Usando a expressdo (2.11) obtém-se

[ emlle gl o) dute) 213
s = A? S T - 72‘rL haTer) st rs
LGt DI [N t®
i~ i /\711/\3;/ W, <p®ﬁ)( W ¥ ™M dp(w) (2.14)
eyl ’I’Zf?ﬁ! ‘Ji ’ ’
Por outro lado,
/S exp, (A s expy{{w, dath)) - di(w) (2.15)

= exp(_%)\f lo]* — é/\g l4[%) /Sf exp({w, Ayt Ydp(w)

1 1 1
= exp(=gAllel" = S 1l + 5 et heyl)

= &Xp (/\1/\2 Z(%‘: @Dz))

i=]
d

= H exp(AiAz{p;, ¥;))

i=]

d

- HZ(/\I:\!Q) (‘Piawi)k

=] k=0
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= Z ———(/\1,;2)”(@@’3 o, (2.16)

Por comparagio de coeficientes entre (2.14) e (2.16), férmula de polarizacio
e continuidade, conclui-se o resultado da proposicio. B
No nosso caso o Teorema 2.2.3 toma a forma:

Proposicao 2.5.2 Para F € (L*), existe uma tinica sucessio (FYpen, €
D(L?) tal que

”Fj (Lg) an IF(”) [}@n :

A proposigio que apresentamos de seguida ¢ uma generalizacio do Coroldrio
2.13 de [HKPS93] para o caso em que ¢ = (: w®m . f00) 07 ¢ [28m 4
W= w® g®) g e 128 Tal resultado ird ser de grande utilidade nos
restantes capitulos.

Proposicao 2.5.3 Sejam
o= (W™ fURN g0 o L§®m e = (W ) P L2®”

dois mondmios dados. Entdo o produto pontual de ¢ e v é dado por

AT

v Z‘“'( ) (5) 6o 1D ), - ge we s

(logo pertence a (L*)), onde f'™ @ g™ ¢ o fungio simétrica em cada um
dos d blocos de (m; + n; — 2k;)-varidveis correspondente a

il 1 d d
ﬂ f( }(811"':Sk]_:':"-:313"-)8}3‘[:')
el

() o1 1 d d 30l 1 i g.d
A C TR TP TR Jdsy ... dsy, ..dsi...dsg,.
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Prova E suficiente provar este resultado para os elementos % € ST,
visto que o conjunto de tais elementos & um espaco denso em LE;\?”.

Assin, se @ = (@, .94 Y = (¥, 1,) € Sy e w € S, podemos
generalizar o Coroldrio 2.13 de [HKPS93] pondo

(3 5 Q™) (97 L ™) )

= (EE P B P (w) L (O T (I g ()

Ty ATy m n (
— : 1 LYy, @lmtni-2k) | @m 2 RN
p> M(k )(k)“‘“ 1 PP
1 1

k=0

My ATy | ™My nd @(mg+ng—2ke) By & oy
) (: wf TS ™)
ka ) \kq

kg=0

[

MAT — -
A RUSNEL Akl 2% it i
: kl(ﬁ) (1:) (i WA=, ® R P,

E=0
Dado que cada go?mi@kiw?”", 1 <@ £ d, corresponde & simetrizacao da
fun¢io
&y B .
- 07 (81,0 Sk, )wz (81, Sk, )dsy .. . dsg,,
entdo ®™® E@b(‘% corresponde ao produto tensorial destas funcdes simeétricas.
Portanto, ©®™ @ P %™ & uma fungdo simétrica em cada um dos d blocos de
(my; -+ n; — 2k;)-varidveis, 1 <4 < d.
No caso geral, i.e., quando

L8m 5 f = &0 L FURY e LI 5 g (0 BT ()

a generalizagio do resultado anterior é dada por

MAR — —
e T2k 7 it
(fg)((.d) = k! (E) (w> <; w®( +A—2k) : f(nl) ®E g( )}}

=0
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onde as notagoes tém o mesino significado anterior e agora f¥ @ ¢ ¢ uma

funcdo simétrica em cada um dos d blocos de {m. + n; — 2k;)-varidvelis da
7

funcao

(i) 1 1 d d D! 1 d L 1 d
/kf (Slf"‘=“c’k1"="'!‘51='">Sk4>')g )(‘51)""Sklt“f""’Sl-"'"‘bkd>.)d81"’dskd'
n

2.6 O espago das fungdes generalizadas regu-
lares do ruido branco

Nesta sec¢do introduzimos de forma breve o espaco G das funcées genera-
lizadas regulares do ruido branco e algumas das suas propriedades. Este
espaco serd usado na Secgdo 2.8 para obter uma relaciio entre a derivada de
Hida e a férmula de Clark-Ocone generalizada. Para mais pormenores sobre
G- ver [GKS99], [GKUY9] e [Gro98].

Consideremos os funcionais ¢ € L*(1) da forma

(: W, ), M) ¢ gon

NE

p(w) =

=y
o]

e rapidamente convergentes, isto &, tais que

o

lel2 =S "% o] < .

=0

Define-se o espago de Hilbert G}, g € Ny, por

Gl = {r,o e (1% : ol < oo} .

O espago das fungoes teste G é introduzido como sendo o Limite projectivo
dos espacos G;, g € Ny. Representam-se por G:; e G~ respectivamente, os
duais de G} e G' relativamente a {L?).

Atendendo a que a fungéio constante 1 & um elemento de G!, podemos
prolongar o conceito de esperanga E{-) de fungdes integraveis a distribuictes
¢ £ G- pondo

E(®) = (B, 1).
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A partir da teoria geral da dualidade de espacos conclui-se que

= o

=0

O espago de Hilbert G’:}I admite a seguinte representacio

G:cl? =4 P(w) = Z( W :,<I>(ﬁ) ](I)“ Zr) qn (D(n 1 < oo

T

Para ¢ € Sy, a exponencial de Wick é dada por
rexplw, §) ¢ = exp ({w,¢) — 1<)
1 I I !
- Z%T(uﬁ LCEM, we S
i

Em virtude de a série

=D 2"l

52 - d i

convergir se, e s6 se, 29{¢ 1;2;2 < 1, deduz-se que as exponenciais de Wick nao

pertencem a G'. Contudo, pertencem a G} desde que 29[¢7 13 < 1, 0que
torna possivel definir a transformada S para distribuicdes legulales Para
cada ¢ €54 tal que 29 JC[LQ < 1 define-se a transformada & de & € G~} por

(SP)E) = (@, exp(, ¢ ) =D _ (B, ¢5) fagu

n

2.7 O integral de Ito

Os integrais estocésticos tém um vasto campo de aplicacdes e o seu estudo
tem estado relacionado com a tentativa de dar resposta a muitos problemas de
caracter prético. Consideraremos o espago de probabilidade (S}, C,(S}), 1)
e referir-nos-emos exclusivamente ao integral de Ito

T
/ it w)dBw), 0 < S < T, (2.17)
S
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onde Bi(w) representa o movimento Browniano unidimensional e f é uma
fungéo real definida em {0, 00] x 5],

A classe de fungdes f para a qual se define o integral de [£6 é caracterizada
na seguinte {ver [Oks98], [KS91])

Definigao 2.7.1 Representaremos por A = A(S,T) a familia das funcdes
fi0,00] xS =R
que verificam

Lo(t,w) e ft,w) é BxC,(S')-mensurdvel, onde B representa a o-dlgebra
de Borel em [0, ool;

2. f(t,.) ¢ Fi-adaptado (ver Observacio 2.7.2 para este conceito );
3. B[S f2(t,w)dt) < oo.
Observagio 2.7.2 Recorde-se que

1. Sendo Bi(w) wm movimento Browniano de dimenséo d, denota-se por
Fo = F¢, a o-dlgebra gerada pelas voridveis aleatérias By, s < t, ou
seja, Fy € a menor das o-dlgebras que contém todos os conjuntos da
forma

{w:By(w) e F, .., By, (W) € B},

com t; S t, Fy conjuntos de Borel em R e j < k = 1,92, ..(Assume-se
que F¢ contém todos os conjuntos de medida nula, isto é, @ medida ué
completa em JF);

2. Uma filtragdo, num espaco mensurdvel (Q,&), ¢ uma familia
M = {Mt}t;_o de o-dlgebras M; C € tal que 0 < s <t = M, C M,;

3. Se M = {Mt}ago € uma filtragdo no espago (02, &), um processo
g:[0,00] x 2 — R"

diz-se M,-adaptado se para cada t > 0 a fungio w g{t,w) for
M-mensurdvel;

4. Um processo estocdstico d-dimensional {ML}QD num espaco de proba-
bilidade (§2,€, P) é chamado um martingale com respeito 4 filtragdo
{/Mt}tgo se:
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(a) M; é Mi-mensurdvel para todo o ¢;
(b) E{|M,}) < oo para todo o t:
(c) B(M,| M) = M, para todo 0 s > ¢,

onde B{- | M) designa o esperanca condicionada relativamente 6
a-digebra M;.

Em A consideremos as funcdes h da forma

ht,w) =3 aj(w) Ty, {0),

720

usualmente denominadas fungdes elementares. Repare-se que por cada fungio
elementar h pertencer a classe A, cada funcio a; tem de ser Fi-mensurdvel,
O integral de It0 da fungio clementar h, representado por Z(h), ¢ definido
por

"
I(h) r== /s ht,w)dB(w) = Zaj(w) (Bi,, = By,) (). {2.18)

izl
Prova-se que se ki for uma fungio elementar limitada, ento

E (/;h(t,w)dBt(w))z mE(/:hg(t,w)dt>,

resultado este que é conhecido por Isometria de It6. Prova-se ainda que
cada fungio f € A pode ser aproximada por uma sucessio de fungdes ele-
mentares limitadas e usa-se este facto para definir o integral de Ito de f.
Mais propriamente:

Definicao 2.7.3 (Integral de It6) Sejo f € A. Chama-se integral de It6 de
I ao longo do intervalo [S,T) e representa-se por
7
St w)d By (w) (2.19)
Js

ao limite em L*{ 1) de

T
f ho(t, w)dBy{(w)
g
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onde {h,} ¢ uma sucessdo de funcdes elementares limitadas tal que

= OS

B ([; (flt,w) — hn(t.w))gdt> — 0.

Observacdo 2.7.4 O limite anterior eziste em L) uma wvez que, pela
Isometria de Ité, se pode provar que a sucessio {fg hn(t,w)ng(w)} é de

Cauchy em L*{p). A partir dao prova da consisténcia da defini¢do do integral
de Itd estabelece-se a Isometria de Ité em A.

De seguida introduz-se a nogéo de integral de It em dimensdes superiores.

Definicao 2.7.5 Seja B = (By,..., By) wm movimento Browniano em RY
¢ consideremos o filtragio F = {F;},.,. Represente-se por ARYS TY o
congunto das matrizes A do tipo mx d com A = [a,;(t,w)], onde cada entrada
a5 (t,w) pertence & classe A.

Se A e A’j_f"d(S, T) define-se, usando notacdo matricial,

: T
/ AdB = /
S S

como sendo a matriz m x 1 em que a i-ésima componente é dada pela soma
dos integrais de [td

aiy 0 Qg dby

Gm] " Gmd dBd

d

Z/s @55, w)dB; (s, w).
2.8 Derivada de Hida e férmula de Clark-
Ocone

Comegamos por recordar o conceito de derivada de Gateaux de funcoes reais
definidas em S, No caso especial quando derivamos (no sentido de Gateaux)
na direcgéo da distribuigéo 8, ¢ € R, comparamo-la com a accao da derivada
de Hida &, ¢t € R (veja-se, por exemplo, [Hid80] e [HKPS93]).

Definicdo 2.8.1 Sejamy € S, ¢ F wma aplicagio definida em S e com val-
ores em R ou C. Pare cade x € Sy, considere-se a funcdo real
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A= F{x + Xy). Se esta fungdo for diferencidvel em A\ = 0 dizemos que
F & diferencidvel ¢ Géteaur em x na direccio y e escrevemos

d
Dy F(x) = == F(x+ Ay) |r0 -
dA
Esta defini¢do aplica-se a polindmios e exponenciais poedendo ser prolon-
gada ao espago (Sy). Mais propriamente, podemos enunciar o seguinte

Teorema 2.8.2 ([HKPS93]) Para caday € S, Dy & um operador continuo
de (Sq) em st préprio. Em particular, as fungdes teste em (Sy) séo infinita-
mente diferen-cidveis o Gdateauzr em cada direccdo de S

O operador Dy actua linearmente e admite as regras usuais do produto
e da cadeia.

No Capitulo 5 iremos calcular derivadas de Gateaux no caso particular
em que y tem todas as componentes iguais a zero excepto uma que é igual
& distribuicdo § de Dirac e que identificamos com a derivada de Hida ;.
Hida introduziu em 1975 (veja-se [Hid75]) a derivada &, que admite vdrias
definigdes equivalentes como sejam a de Kubo e Takenaka (vejarse, por exem-
plo, [KT80b]) e a de Kuo (veja-se, por exemplo, (Kuo83)).

Para aplicarmos a férmula de Clark-Ocone generalizada necessitamos do
conceito de integral de Itd generalizado. Porém, antes de o recordarmos,
precisamos de outras nogles.

Definicdo 2.8.3 Para cada funcio teste ¥ em G' com funcdes kernel v,
n &€ Ny, define-se o operador gradiente de 1, Vi) := () 1<i<a, onde para
cada 1 < i < d, 0% é o funcional em L2 (R)® Gy, g € Ny, dado pela sucessio

: 1 ; ' ’ 1 d d
Wa(t, 8) = (ni+l)wm(s%,...,snl;...;si,... Spor by st s s st )

Y Y gy !

pertencente o L? (R) @ L*(R™), ou seja,

Bi(s) = > (w1 it s)),

£

O operador linear & @ GI—L?(R) ® Gl assim definido ¢ continuo, o
mesmo acontecendo ao operador gradiente V : Gl —R?® L? (R) ® G}, sendo
ambos prolongéveis ao espago das funcles generalizadas regulares G~*. Com
efeito, dada ® € G771 ter-se-d & € G'"_“;. para algum ¢ € Ny. Representemos
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por (), n € Ny, ®5 € L*(R™) a sucessdo que caracteriza ® e consideremos
o funcional determinado pela sucesséo

DLt s) = (n; + 1)(I>mm( STy ey St oond 81, ey Shy By 80TE gL gl el

LI £ 0 I

que € um elmento de L? (R) @ L*(R™).

Prova-se (veja-se [FOS00]) que a sucessdo (%), n € Ny, define um fun-
cional de L*{R) & G- 1 , para p > q, que é representado por 81<I> O operador
(0'P)1cicq denommado gradiente de @, & denotado por V& e é um operador
linear limitado de GZ, em RY® L*(R) ® GZ,.

Seja ® um elemento de L2 (R)@qu, para algum q € Ny, caracterizado por
uma sucessio ®;(+;-) € L (R) @ L*(R™), n € Ny. Consideremos o funcional
caracterizado pela sucessao

Ve o o=0

UL o =0 € L*(RM), 7 = (n, o Ng),n € N,

P

i

onde @ representa a simetrizacao de ®__ nas varidveis ¢, st oy S

n—-d: ne-d;

Para cada 1 < ¢ < d, a sucessdio {V%), n € Ny, define uma distribui¢do de
Gy (vejase [FOSOO]), denotada por [;{(®). Para cada funcio teste 1 de G
com fungdes kernel {1}, n € Ny, temos para cada 1 <4 < d,

(L(2), 9 = (@, 09)

(usamos a mesma notagio {{.,.) para o produto dual entre L*(R) ® G~
L2 (R)®GY); I;(®) é o tnico funcional de G- para o qual a igualdade anterior
& verificada para todas as fungdes teste v € G!.

Definicdo 2.8.4 e & ¢ R'® LYR) ® GZ,, para algum g € Ny e é um
processo adaptado para a ﬁltmgao {Fi}icrs chama-se integral generalizado
de [to de ® a distribuicdo em G, T(®), definida pela soma

I(d) := ZI

onde, para cada i = 1,...,d, L{®;) é a dnica fungdo generalizada regular em
G~ para a qual se vemﬁca a tgualdade

(L Di), ) = (@, 0"}

para cada fungdo teste 1 em Gt
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Certos funcionais ® do movimento Browniano admitern uma represen-
tagao em termos do integral de Itd,

o = E(d) + f @(r)dB(r). (2.20)

A formula de Clark-Ocone faculta-nos uma forma explicita para a funcio
integranda  a partir de @ (veja-se, por exemplo, [Cla70] e [Oco&4d]). Apre-
Sentamos uma versao mais geral, uma vez que é dada no contexto das funcoes
generalizadas regulares do ruido branco (veja-se, por exemplo, [FOS00] e

[AOU98)).

Teorema 2.8.5 [FOS00/(Férmula de Clark-Ocone) Toda a funcdo generali-
zoda regular @ do ruido branco (® € G') pode ser escrita como um wntegral
generalizado de Ito

© =E(®) + Z{¢)

com @ = (@, ..., ;) definido por
@;{t) = P(l[ge,t;)ag(f)- (2.21)

No teorema, I'(4) refere-se a segunda guantificacdo do operador A, Recor-
de-se que dado um operador linear limitado A no espaco de Hilbert L? (R),
define-se a segunda quantificacdo de A, denotada, por I'(A4), como sendo o
operador que aplica cada ¢ € (L%}, com expansio em caos

plw) = (w7, o), o ¢ g8,
=
emn -
(L)) (@) = D %, 437)
=0
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Capitulo 3

Tempos locais

3.1 Definicao

Intuitivamente, os tempos locais do movimento Browniano podem ser vistog
como uma ferramenta que serve para calcular a média dos tempos que uma
particula Browniana demora a passar por um dado ponto. Informalmente,
0s tempos locais do movimento Browniano podem ser definidos pela férmula,
de Tanaka,

1 T
L(r,8) = 1 /0 § (B(t) - &) dt, & €R? reR™

onde B é o movimento Browniano vectorial com valores em R, definido
1o espago de probabilidade de Wiener e § 6 2 distribui¢do de Dirac ou de
Donsker.

Parad = 1, os tempos locais foram rigorosamente definidos como integrais
de Bochner na Anglise Ruido Branco em [LLSW93].

Uma prova de que para & # 0 0s tempos locais podem ser rigorosa-
mente definidos em (S,), usando o Teorema, 2.4.4, pode ser vista em [Leudd].
Quandod@=0ed > 2 (atendendo a que o movimento Browniano comeca na,
origem), os terpos locais nio sio elementos de (Sa).

Os tempos locais das auto-intersecgdes simples do movimento Browniano
sao definidos por

L{t) == / / 5(B(t2) - B(t:))dbydt,.

com Dy = {(t, 0} : 0 <t <ty < th.
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Para d = 1, os tempos locais das auto-intersec¢des do movimento Browni-
ano foram rigorosamente definidos como integrais de Bochner na analise ruido
branco em [FHSW97]. Para dimensdes d > 2. os tempos locais sdo usual-
mente manipulados através de regularizacdes, veja-se, por exemplo, [Wat91],
[SW93] ¢ [FHSWO7),

Ao longo deste trabalho estudaremos os tempos locais das auto-interseccées
simples do movimento Browniano sempre para 0 caso a == {J. Para simplificar
a escrita, tempos locais das auto-intersecgoes do movimento Browniano serio
designados, simplesmente, por tempos locais.

3.2 Sucessao de aproximacées

De acordo com as observacdes anteriormente apresentadas, ¢ desejdavel efec-
tuar regularizagbes aos tempos locais L das auto-intersecgbes do movimento
Browniano, com o objectivo de construir renormalizagoes bem definidas em
dimensdes superiores. Estucdaremos os tempos locais do movimento Browni-
ano recorrendo a aproximacoes Gaussianas da distribuicdo & de Dirac. Para
¢ > 0, consideraremos a regularizacio

L= focdag/oa dtr8, (B (1) — B (1)) (3.1)
com

4 [ Bt -B)
2e

5. (B (t2) - B(t,)) = (2re) (3.2)

Um dos nossos objectivos consiste em estudar a expansao em caos do
quadrado dos tempos locais. Observe-se que, o termo de ordem zero desta,
que coincide com a esperanca do quadrado dos tempos locais, nao ¢ finito
(veja-se e. g. [FHSWY7)).

Para indicar a projeccio de & sobre o caos de ordem n > % usaremos o
indice superior (k), isto &,

{(OW, Fyy o= D7 ™, 09y,
nzk
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3.3 Propriedades

A proposi¢io seguinte estabelece que quando se subtrai a um tempo local
Os primeiros termos da sua expansio em caos (mimero este dependente da
dimensdo do espago considerado) obtém-se uma distribuicdo de Hida. Para
a prova pode ver-se [FHSW97).

Proposigao 3.3.1 Para d = 1,2,3, N >d-2e0< Ty < Ty <0, 0
integral de Bochner ‘

Ty %)
LOYT, ) = f dts / dt 6N (B (1) - B (1) e (S4) .
Vel ™

Os kernels de L") sdo ja conhecidos, veja-se, por exemplo, [FHSW97].
Proposigao 3.3.2 Relativamente o LEY) parad = 2 en = 1 0 kernel
correspondente QTT?%'TZ, toma a forma:

1
EE[TL,’&JQ {s1,82) [=In(Th = 81 A sy) +1n (s V 85— s, A Sq) +

+In(h—1) —In{s; Vs, — ).
Nos restantes casos, para 2n > d - 2, as fungées kernel com n > N, no
intervalo [Ty, 1], sdo dadas por:

T
Foz % (1, .., 80n)

= (-1)" ((zw)% Q”ﬁf)_l (Wn_ g’ N 1) - (mn__ g N z)ml

iz 720 (815, 820)
d

_n,,._fi e -—n-—-,‘-f- 2
'(“(Tz—ur”—%*%(v—u) Tam-n)TTT C -1y )

com v =min{sy,..., son} e v 1= max {sy,..., 80, }. Todos os restantes
T\ T -~
kernels F3*™ sdo nulos.

Observagéo 3.3.3 Ao longo de toda a tese, v(s) eu(s), coms = (sq, .., Sn),

representardo ma<x S € nun s;, respectivamente. Sempre que ndo haja
1<:i<n 1<i<n




perigo de confuséo, em lugar de v{s) (respectivamente, u (s)) usaremos sim-
plesmente v (respectivamente, u). Observamos, ainda, que guando temos
apenas uma variduel ter-se-d, obuviamente, v =y = g,

Para facilitar a escrita usaremos as notagoes:

d -1 d —i
= (~1)" ((2m)% "m0 Z. ;
Cop = {~1) ((2 )22 n) (n—i—2 E) (nJ-

Lot &

%2>d (3.3)

R - = ]}'[Ti,Tglgn (81, ...,-S"Zn)

: ("" (T — u)‘”""%fﬂ2 + (v~ u)

—n—-%%—?

e e
+-T) T~ w-T) 7“)

Um dos nossos grandes objectivos reside no estudo do quadrado dos tem-
pos locais, pelo que, numa primeira andlise, se estudam as propriedades [?
dos kernels dos tempos locais. E valido o seguinte resultado.

Proposigio 3.3.4 Com sc=n + g — 2, tem-se:
2) n{ThTQIQn. (Tz - T]‘)_z e Lr (Rzn), P> O,'
e 2
'3?:) lETl,T2}2n' (U - Tl) E LP (Rgn) 55€ p < _77:?:;

p 2n
1) Wiy e (Ty — u) ™ € LP (R™) sse d < —
w) para digual al ou2 en> 2 oud > 2 temos

O S R S il[Th-'Ibi?n_ (('U — ,u,)w"" _ (Tg . T1)~z>

-

S ]].[Tl,:pz]?n. (U - 'U.) ;

_ 2n—1
v) Mgy ppen- (0 —w) ™ € LP(R?™) sse p < i/—{—m Logo, para d > 3,

]}.[Tl’TQJ?ﬂ. (U - ?L)_z ¢ L2 (Rzn)-
Prova Seja Ay, = {(s1,0080n) T < 51 < 82 < < sgn ST}
i) B 6bvio que Loy, pyen. (T = T1) € LE(R™), pois trata-se duma

fungdo simples que s6 nio € nula num intervalo limitado.
i) Vejamos para que valores de p temos Wiy gyen - (v~ T1) € LP(R™),
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P
111.! alng]‘Zn. (U - Tl)

Lr

21 R
- /‘m/[’r’f‘}z”d s(v-Ty)
R A

(2n)! / s (v - T,) "
Aoy

fl

il

O e (P
= (Enm2)!/Tl dv (v~ Ty) /Ids(vws)

1
T —={xpi-1-2n)
= 2?’?,/ (i?)(U“Tl) .
T

i

i v S2n—] '
(Qn)l/ dv (U - Tl)““ﬁp/ ds?n—l / Cf.S‘gn_Q v /
n Ty T T

-2

52

1

dS}

Para que o integral seja convergente & necessdrio e suficiente que

xp+1-—-2n <1,
. 2n .
ou seja, que p < —. Note-se que
pes

n{?‘l,Tglzn'(U it T])M){ E LZ(RQH)

se, esd se, d < 4.
iii) Relativamente a Wer, pypen. (T~ u) ™7, temos

P
inETle‘Z]?n' (T‘z - u)

Le

= // d*rs (1 —~ u)“zp
[TI;TEEQH

= (2n)!fmn d**s (Ty — u)

Tz ) T Ty
= (2n)!/ du(Tg—u)Mp/ dsz---/
T u 5
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Ty —xp u S2n-y
==(my/ (T~ u) pf“{/d®~ / dsan
. . S0

T It

2 I Ty —xp Ty -2
Eggw/cmmmm /‘@mm@
= — L)l Y‘l N

7‘2 --(zp-{-}—-‘bz)
2?1/ du (Th — u) :

T

H

fl

Para que o integral seja convergente ¢ necessdrio e suficiente que

ap-1—2n < 1,

. 2n . .
ou seja, que p < —. Podemos, em particular, concluir que
>

(4

Dy - (Te~ ) € LAR™),

se, e 86 se, d < 4.
iv) Das relagdes Ty — u < Iy-Tiev—T, <Ty, - T, atendendo a que
¢ positivo, resulta

Rgnmﬁw(@—m”mayqu”)gmﬁmhw~m”.

Por outro lado designando g (v) = R, tem-se

—x—1

gmgzﬁamﬂw(@~m ~(v=7)"") <0

pelo que, quando s > 0, g ¢ decrescente o que permite concluir iv}.

v) Temos
)
- /f d*s (v — u) ™
Le {TL;TQI%L

e v 53 82
= (Qn)!/ dvf dszn_l.../ dSQ/ du (v —u)™
T 7 7 T

Ty
(Qn)!/T (i@ﬁ/du (v —u) ™ (4 — U)ZnMZ

1

—_—

I].{Tl)T212n. ('U -— UJ

-

Al
T v )
2n (2n — 1)/ d'u/ du (v ~ ) PN
VA Ty
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Para que Ty pyen. (v —u)” " € L (R*™) & necessdrio e suficiente que
xp—iIn+2 <1,

o que é equivalente a
n—1
P
>
Assim, para d 2 3, Ly 2. (v —u) 7" € L7 (R™) se, esése, p<2. M

Observe-se que 0 termo mais singular do kernel & 0 que possui o factor
(v—1u) , pois u e v estdo no intervalo [T}, T3] e — 2 é negativo quando d > 2
(n>1),

No que respeita & sucessdo de aproximagtes L., tem-se a seguinte expan-
s&0 em caos, a qual consideraremos aqui sé para d > 3, quando se toma
para dominio de integragio o conjunto A, = {{t;,£2) 1 0 < t; <4y < t} onde
teR™.

Proposicao 3.3.5 [cf. (FHSWY7, Teorema 3]) Para cada ¢ > 0, L. tem
kernels ¥ 5 dados por
Ffﬁ(sljsgu"')sn) (34)

= (-1)% (%(%+1)(2w)52?—2—!>_ O (w) O (t—v)

(= ub ™+ 9 = (4 et )
n+d

—2e€
2N)

se todos os n; forem pares, e zero nos restantes casos com s 1=
onde © ¢ a funcdo de Heaviside. Para 2N > d — 2, tem-se ainda que Lt
converge fortemente para L\*Y) quando ¢ — 0.

Cada termo nfio nulo da expansio em caos pode, pois, ser entendido
como a soma de quatro parcelas onde a primeira, que desempenhard um
papel fundamental ao longo de todo o capitulo seguinte, é

M, (d,n,g) = // d*s{v—u-+e)”"  w¥s) ;. (3.5)
0,8
Do facto de termos M; (d, 71, ) € {L?} conclui-se que M, (d,#,2) € G~*. O
Teorema 2.8.5 (férmula de Clark-Ocone) garante-nos entio que

M (d, 7, 2) = B{M, (d,7,£)) + T(p)
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com @{7) = L)L M, (d, 7, £).

Temos
o) = D(lLig )00 M, (d,7,2) (3.6)
= T ([ asto—usa ).
[0.4™
d
BN, g i ®?1i 1 7
= - Tw (8,80 ) R (¢ 81y ey S}
Hon //oqﬂ v—u-i-f:*) j@ﬁ 7S ,): Lo J3)

o // ‘U—Cfi:+ é IOEICH ’quJ):(g((:wi@(TZi"l ®5*)(3'§, ..,SL))

0 tin Jm=b gl

pois dadas as distribui¢des z, y € S e n € N, sabemos que
Dy z® = 2® &y

Por outro lado, é também conhecido que, com z e y nas condi¢bes anteriores
enc Sd,
(a®m i@y, n) = (227 (y ).

Assim, podemos escrever
i(r) = nI{Lp)(: W) Q6 (v —u+e))
= (L) (- w5 1 (6 (v - w4+ 6)77))

= (L) (: W5 . Hv—u+e) " ]L{O,t}""1>

= n‘i(: w@(ﬁ—gl) 5 ('U —u -+ E) ].I.[O’t}n—-l]lio,_r}nﬂl>

= ’fl..g(: LIJ@(ﬁ_ i) :,(T*"'U‘{‘E)_-X ]}.[O’,I.Jn—l)
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donde resulta, atendendo a que E(M, (d, 7, ¢)) = 0,

d
M (d,7,e) = I{p) = Iip)

i=]

d
= Z niZ; (/ » / A" s (T —ut )T WP R :)
T=1 {O‘T}n_l

= Zﬂz‘ ];0551 (T)/ /d”"ls (r—u+g)7%: w?75) () (3.7)
=] EO,T]“—l
= in fotdBt- () my (7) (3-8)

Conclui-se, deste modo, que

©; =1 / o -fdn""ls (r—u+e)™™: w®(=5) (s):.
o,

As restantes parcelas de cada termo da decomposiciio em caos apresenta-
dos na Proposicéo 3.3.5 representar-se-30 por

Ny (d, 7, e) = /m/d"s (C+e) " —(v+e) ™~ (t—ut+e)™)  w®(s):.
0.
(3.10)
‘Todos os processos {M;,}, {M;} e {NV;} sdo continuos.

Definicao 3.3.6 Representaremos o termo de fi-ésima ordem da expansio
do tempo local L. renormalizado por

(SIS
Wl

-1
Ko (d, i) = (—1) 0% !) (M, (d, 7, €) + Ny (d, 71,€)) .

(3.11)

2ol 3

(e 1) 2m)
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3.4 Renormalizacao

Observagio 3.4.1 Uma observacdo chave é a de que M, (d, 7, £) é mais
singular que N; (d, 7, ), sempre que » 8 positivo.

A observagiio anterior permite-nos concluir que as divergéncias dos tem-
pos locais estao associadas ao termo M, (d,7,2), pelo que a constante de
renormalizagdo estar-lhe-4 directamente relacionada,

Suponhamos que r(z) ¢ tal que r2(e) |, (d, ﬁ,s)l[?p) tem limite finito
quando ¢ tende para zero. Vejamos que usando r(s) podemos definir uma
renormalizacio para L.

Considerando

Leyen 1= 1(€) {Le ~ B(L.)) (3.12)

resultara

2 = -
Lg,ren“(Lz) = ?‘2(6) Zn' IFE,T'E (Slz 83,0y 'S‘n)li'Z(_.‘kn)

=0

= (&) 3O (Jo—ut ) o () — () — (—ut ) Lagoar)

=0
=0 s 2
< 16r%(e) Z Cit I(U — U+ ¢£) L2({0,4")
fi=
oo 2
= 16r%e) > M, (d, 7, e)
= (L%

Encontraremos um tal 7(g) = r(e,d) que dependers exclusivamerte da
varidvel ¢ e da dimens&o d, o qual sers apresentado J& no inicio do préximo
capitulo. O r(e,d) que designaremos por r(c), ou simplesmente por r, é
determinado pela ordem da parcela mais singular das normas de todos os

kernels da decomposicdo em caos dos tempos locais das auto-interseccdes.

(3.13)




Capitulo 4

A expansao em caos

Varadhan, em 1969, veja-se [Var69], mostrou que, para d = 2, 0s tempos
locais das auto-interseccdes centradas do movimento Browniano, num ponto
y convergem em média quadratica quando 7 - 0. O resultado anterior,
conhecido por renormalizagio de Varadhan, foi abordado mais recentemente
de diferentes formas, veja-se, por exemplo, [Ros86b], [LG85] e [Yor85a).

Em 1985, Yor ([Yor85b]) estabeleceu uma extensio do resultado de Vara-
dhan para d = 3.

Mostraremos neste capitulo que, quando d > 3, cada termo da decom-
posigao em caos dos tempos locals das auto-intersecgdes do movimento Browni-
ano converge para um movimento Browniano independente do original. Mais,
a termos distintos da decomposi¢io correspondem limites que sio movimen-
tos Brownianos independentes. Comegaremos por estabelecer diversos lemas
que Serao necessarios para a prova de tais resultados.

4.1 Convergéncia de cada termo da expansao

4.1.1 Teoremas principais

Comegamos por observar que M;(d, 7, ¢) e My{d,, <), definidos em (3.9) e
(3.5} respectivamente, sio martingales.
Efectivamente, de (3.9} tem-se

¢
ﬂ/fi,t(d} ﬁ, E) B nz-/ dBi('U)mi('U)
0
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tendo-se, portanto, M, ,{d, i, ¢} na forma de um integral estocdstico onde
a fungio integranda néo depende do tempo ¢, sendo a dependéncia deste
parametro exclusiva do limite superior de integracio, o que nos permite con-
cluir que se trata de um martingale (veja-se [Hid80], [DPV97] e [KS91)).

Que M,(d, i, e) & um martingale ¢ agora imediato atendendo a que € soma
de martingales.

O facto de My,{d, 7. €) e M,(d, 77, £) serem martingales desempenhard um
papel determinante na forma como estabeleceremos os teoremas que pas-
samos a enunclar:

Teorema 4.1.1 Parad > 3 e cada € > 0 considere-se

llnsf"% sed =
re) = ¢ U 41
) £ sed >3 (41

e os martingales M;; (d, 7, €) renormalizados definidos por r (e) M. Para
cadat=1,...,d, v (g) M;, (d, 7, ) converge em lei para o movimeno Browni-
ano 3;, isto é, convergem em let para movimentos Brownianos independentes

B3

M. L
7 (C)ﬂ/fz‘c e . knﬁi (42)
onde o g
9 min! 1 sed =
b = (n—i—d—é)!{ [M{d—3) sed>3" (43)

Mazs ainda, o0s movimentos Brownianos 83;, 1 = 1,...,d assim obtidos séo
independentes.

Teorema 4.1.2 Para d > 3, os termos de Ri-ésima ordem da decomposicdo
em caos do tempo local renormalizado convergem em lei para wm movimento

Brouniano 3 isto é,

rK (d,i,e) :‘55 Cis kB (4.4)

2y (2m) 4o ((”Zd - 1) (” ;’ ¢ _ 2) §r> B (4.5)

sendo kyn e 1 (e} os definidos em (4.3) e (4.1), respectivamente.

com
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4.1.2 Provas

Lema 4.1.3 Parai € {1,2,...,d} os martingales M, sdo ortogonais.

Prova Ja sabemos que se tratam de martingales. Estudemos a ortogo-
nalidade. A partir da expressdo (3.7) temos

E (11/.[7;,1 ﬂ/fj:f‘)

t t
= nn R (fo dB; () /A) s d*ls(r —u —1—5)“”/@ dB; (7)

fﬁ},ﬂ“—l S (7 =+ ) T (5) Bl () :) .

pelo que, aplicando a Isometria de Ito obtém-se a seguinte representacao para
E (I‘/f{’tﬂ/[j’t)

£
ninj/ drE (ff A" ls(r—u+e)" f/ A (- )T
0 [0,7)" 1 0,7]7

- W8(i-5) (s):.: WB(A-5;) {s") :) .

Por : w® () - e : w®™ () : serem ortogonais sempre que 7i # 7 (veja-se, por
exemplo, [HKPS93]) conclui-se a ortogonalidade dos processos M, e M;,
sempre que ¢ 7 7.0

O comportamento de M, ;, quando & - 0%, é estudado no lema seguinte.

Lema 4.1.4 Quando ¢ — 07,

il (n 1)1 Ine d=3
| My offfyay = — n-1) {'“' o (4.6)

= m(t+0(l)) I'(d—3)e*? sed>3

Prova De (3.9) e de (3.7) resulta que

2
1M olli2
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= nk/ dTE((//OTIM s{r—u+e) W) () ;)2).

Atendendo & Proposigio 2.5.1 obtém-se

£
2 P )2
HM;C,,;[[(LQ) == nz/{) nilonge g = Dl Long! (7 — u 4+ €) |L2([D’T}n_1) dr

£ 2
= nkﬁ!/ i(T -u+€)uz|m([o,'rl”“l) dr.
0

Asgsim,
?’Zkfil

2
”fwk,t”?m) =

Loy

(v —u+e) lLﬂ[Oa" /fdn (v—ute)™

0,4
n_1/azv/ O Chk
(v—u+e)™
d t f xn——?
= (n—1)e"" /dv/ Az —————
( )c’ 0 0 (x+l)n+d—4

quando se procede & substituicio u = v — ez.
Para d > 3, através da formula 3.194.3. de [GRS80], o integral

el xnm2
dr———————e
/0 (3: + 1)n+d—4

—x

v —u+e)

Tem-se

toma a forma

B(n-1,d-3),

onde B representa a fungéo beta, cuja forma integral ¢ dada por

i
/ (1= )4 e,
0
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(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)




veja~se, por exemplo, férmula 8.380.1. de [GR80]. Por inducfio na varidvel n
e para n > 2 prova-se que (4.12) é igual a
(d — 4)!
(n—1in...(n+d-5)

pelo que

2 nIl(d — 3)e*~¢

( -t _ &

Relativamente a d = 3, a partir de (4.9) resulta que

n 2
—i2 vm
(v —u+¢) [Lg({olt!n) n(n-—1) /d'u/ du PR

pelo que considerando a substituicio
S=U—U

tem-se

I(U_u'l_g irﬂ[oa} n{n—1) /dv/ dSS-E—E"’l

Considerando nova substituicéio:
r=s+eg,

obtemos

2 ! VR (p— )"
(v —u+e) "|L2({O,t}n) = n(n—-l)fo d'u/ dp i

Tn—l

- n(n-})fotdi;/:%d?ﬂg(n;?,)(_E)jr—-kj
= n(n_l)/etdy/:ﬁdr (%+§(n;2>(__6)jr—1—j)

J=1
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+#i(n;2>(_?ﬂlQl—ﬁi+d*l_lif_0)'

J:
Assim, vemos que (para d = 3),

; = |lne/n{n—1)(t+o0(1)) (4.14)

,(U - U + 6)_2 Lg({D,t]n)

_ onllnel(t+0(1)) ,
— - (4.15)

A concluséio da prova resulta agora facilmente de (4.7), (4.13) e de (4.15).M

Na sequéncia vamos estudar a convergéncia em lei destes martingales
renormalizados. Para tal, o Teorema VIII.3.11 de [JS87] garante-nos que
€ equivalente mostrar a convergéncia das respectivas caracteristicas. Uma
vez que 0s processos M; sdo continuos, tal reduz-se a provar a convergén-
cia em probabilidade de (r(e)M; {d, 7, €), r(e)M; (d, 7, £)), quando € -» 0%,
Trataremos desta convergéncia na Proposicdo 4.1.9 cujas condicdes para o
estabelecimento do seu enunciado serfo desde j4 preparadas.

Através da Proposigéo 3.2.17 de [KS91], usando (3.8), o facto de B; e B;
serem ortogonais serpre que ¢ ¥ j e de (B;); = 7 podemos concluir que

(rM; ,vM;), = 7'2< /0 ﬁdBt- (7)m; (7)), /O tdB,- (1) m; (T)>

t

= TQ/Otmi (Tymy (1) d(B;, B;),

= 8y [ dr(m(m))*. (4.16)
0

Precisamos entdo estimar
£ In—12
f dr (m; (1))? 1= Z <: W™ HG%)>
a i, m={
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onde G representa o kernel associado ao vector 7. Recorrendo a (4.16)

m

VEINOS que
E (('rﬁ/fiv,'r}lf[j,)t) = 5ij‘7'2(5)E ((iwi=->:)
= 51-3-7"2(5)@} (ﬂ/fft) .

Usando a ortogonalidade dos martingales M;, e (4.7) obtemos

) 2y -2
B (M rM;,),) = r* 2t [{(w = u - e) 7| 20y
Mais precisamente,
' ngiin! 1 sed=3
E ((? ﬂ/f—i’., ?"ﬂflrj,_)t) = 5Um (t -+ O(I)) { F(d _ 3) sed > 3
(4.17)

para r (¢) definido conforme {4.1).

Provaremos que todos os termos de ordem nio nula, da decomposicao
em caos de (rM;, (d,7, <), rM; (d,7i,e)); convergem para zero, em média
quadratica, quando ¢ tende para zero. Alargaremos tal resultado aos termos
da decomposicdo em caos de

(rM (d,7,2), M (d, 7, 2)), (4.18)

para 7 e 7 arbitrdrios.
Dados 71 e 7' tem-se

d d
(rM (d,R,e),rM (d,7 e))y = r? < DM (dt,e), > M (d, ﬁ',e)>
F=1 =1 ¢

d
=72 > (M, (d, 7€), M, (d, 7 £)),

i,f==1
d . .
= 7 Z <n]f dBJ (T) my (T) ,TL:/ ab; (T) m: (T)> (419)
i,j=1 0 9 ¢
d ¢
= 1) iy / m; (T mi (1) dr (4.20)
t,9=1 0
d ¢ ‘
= p? z nmi/ mg (T)m; (7) dr. (4.21)
i=1 D
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Assim,

d z

t
WrM (d,f,e), v M (d,# 5))¢H(2L2) = |j? Z nmi/ my (1) m; (7)) dr
Tzl 0 (L?)
{4.22)
d ¢ 2
<crt Z nin? / m (7)mg (7)) dr : (4.23)
=1 0 (L?)

Ora,

my () dr ZP ”G |L2([o;]p)
(L% =0

onde G representam os kernels de fot my (T)mi () dr. Atendendo a que
existe apenas um numero finito de Gy ndo nulos, basta-nos provar que, para
todo o p € N, [|G5 ”L?([o gry bem hm;te zero quando ¢ — 07,

Na decomposicio em caos de fo m; (1) m (r) dr, o termo associado ao
kernel de ordem mais elevada, eventualmente nio nulo, é da forma

3 T T . -
f dT/ dn_ls/ AVl —u b e) T (r — U+ £)7 L WO g WO
0 0 0

veja-se a Proposigio 2.5.3. Assim, o kernel de maior ordem depende de
n-+n' — 2 varidvels e é a simetrizacio de

t
Grn (81, 0y Sne15 84, oy 81y 1) :=f d’r@('r—'v\/u’)(T—u%—a)‘”(T—u’—l—s)“”'
0

onde © é a fungdo de Heaviside. Deste modo podemos representar o kernel
de ordem mais elevada por

G“ﬂunu% (815 ) Sn13 87, ooy Soy_1) = Sym{ G (S1, ..., Sny; 87y ooy Smr_1))

onde Sym{Gn ) representa a simetrizacio de G nr. Podemos ainda repre-
sentar Gp o {81, ..., Sno1; 87, .0y 8hy_y) poOr

4
/ drit —u+e) 7 (r—u +¢)”

vy




Tendo em vista a simplificagdo dos célculos mais adiante, consideremos a
decomposicao

Gn,n" T GS,L; + GS.E}IJ (424)
onde Gf,lf =00 —u)Gh e G,(f,)l, = 0(u — u)Gpp.
Faremos o controle dos termos da decomposicao em caos de

(rM (d,7i,e) , v M (d, 7)),

usando uma aproximagao muito util através da introducio da familia de
funcoes simétricas em cada um dos grupos de varigveis (S1, .0y Sne1) ©

! ! .
ol / .
Hn,nr(sl, vy Sm—13 81y oy S5 € d.)

3 (1) 3 @l Eo o (2) ; o P b
e Hn’n,(sl,...,sn._l,sl,...,Sn;_l,E,d)+Hn,n,(51,...,Sn_l,Sl,...,Snf_l,E,d)

(4.25)
onde
2 . )
Ho = 5O —u) (VY — +6)TTF vy — )2
e
2 ) )
H i O )0Vt — ) v o)

para n,n’ > 4 ou d > 4 (de modo a garantir que se tenha sempre pelo que
teremos sempre nAn'+d—6 > 0). As fungdes H,, ,» desempenharao um papel
decisivo, pois vao permitir-nos controlar, de forma razoavelmente simples, as
normas de quase todos os kernels de fot m; (1) m}, (7) dr.

Vamos comecar por determinar funcdes simétricas em cada grupo de vari-
aveis (51, ..., Sn-1) € (81, ..., Sly_;) que majorem as fungdes Gy, . A expressio
das majoragGes estard directamente relacionada com os valores absolutos dos
pardmetros s e »’. Assim, precisamos ter em atencao os casos:

1. x>1es > 1;
2.1 =1
3. w>leisx <1,

4. x=1les =1;
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= le s <1

<

6. < lex <1;
T.oxx=1lex >1;
8. x<les >1;
9

< lex =1,

A forma de analisar os casos 7, 8 ¢ 9 6 idéntica & que ird ser adoptada
para o estudo das situagdes 2, 3 e 5, respectivamente, tendo-se apenas que
ter em conta a troca entre ¢ e 2.

Estabelecendo a relagio entre os parametros >r ¢ ¢ e os parametros n,
n'(numeros naturais pares) e d (d > 3) podemos estabelecer o seguinte:

Lema 4.1.5 Paro G € Hyw introduzidos anteriormente tem-se:
1. 0 Gow S Hyw, sen,n’ >4 oud > 4,
2.0 < G < Hwved —u/ + ) o v ~u+e)7 2t sed=4den >4,
3. 0< Ghpo < ;%(vVu’—u’+E)‘%(U\/u’m-u+e)“%—3, sed=23en >4,

4- 0= G S (uvu —und +6)"  ine|, sed=4;

3. OSGg,ggQ(u\/u’~—u/\u’+6)"%(t—~u\/u’+s}%, sed=3,

Repare-se que todos os casos possiveis para n,n’ e d estio conternplados
no lema anterior.

Prova Com d = 5, podemos ter n =2en’ > 2 oun > 2en = 2, ou
n=2en = 2. Uma vez que o estudo das trés situagoes faz-se de forma,
andloga, apresentamos apenas o caso em que d = 5, n =2 en > 2. Ora,
sendo n = 2 ter-se-4 u = v pelo que obtemos

¢ .
G, = f dr(r — v+ ) 3 (r — o + o)
U

v

¢ y
< / df/r('u\/v’w«U—i—e)‘%(T—u’-iﬁs)‘“nT'1
v

vl
2

Z

n -1

'
-1

('U\/v’—v%—e)”%(v\/v’—u’wi—a)‘ 2

< #Y,
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De modo andlogo se prova que Gggi < Hq(?l,

Sempre que n,n’ > doud > 5 os expoentes > e ' dos kernels G,
sao0 maiores que 1. Por ser mais simples, fazemos o estudo separadamente
consoante v’ > u ouu > /. Consideremos em primeiro lugar u' > u. Temos,
por definicéo,

. (U = )G

4
= O - u)f arO(T — v VU )7~ u+e) 1 — o + g)~#
o

4
:/ a’T(T—u/\u’%—a)*"(T-u\/u’+a)*"'
v

vy

t
S/ d”"(’UV”U'—uAu’+€)“”(T-uVu’+5)""’
ATl
1
== \/ I A ! Ay
(VY ~uAY +e) T
(= v +e)7 ™ — (v — v 4 g)
1 / 7 —r 7 / "‘7"-3-1
< y,_i(v\/v—u/\u +e) vV —u v )
1 / / — / ' ___7/"{-1
= W VY —u ) v )
1
§ H?i,n"'

Para u > v/, prova-se da mesma maneira que

o o g®

[ e~ n,n'’

O caso 1 resulta agora directamente de (4.24) e de (4.25).
Supondo agora que n’ =2, d =4 en > 4 obtém-se

i
G,E:% = / dr{t —uAu' + &) (7 ~uvu +¢)7!
ki

V!




L
< ('U\/u’—u\/u’+a)"l/ dr{t —u Ay 4 &)

FIA T

1

-1

(v —uAu +e) Hovae —uva +e)7!

- {)(v\/u’mu/\u’-1—5)"“5““5@\/u’~uv'u,’-l—e)“1

2 A s
= = 2@(u’_u)(v\/u’-—u—i—a)_i"*“a(v\/u’mu’—}—s)—l.

Do mesmo modo prova-se que

2

— 2@(u U)oV ~ut+e) i v - 2L

2
G <
Quando n’ =2, d =3 e n > 4, obtém-se

t
GS% = @(u’—u)/ dT(T—u+£)‘”(T—u’+8)"%

Vet

t
< e(uf—u)(vaf—uf+e)—%f dr(r — w4 £)

AT

2 n
< -t 1@(u’ ~ W)V — v )T (v v w4 g)

Usando o mesmo tipo de artiffcio mostra-se que

2 N
G’f% < n—+19(“ ~ ) oVu — o +8) IV -yt ),

0 que estabelece 3.
Supondon’ =n=2ed =4 vem

L
6% = oW - u)/ dr(r — 1w+ &) r —of 4+ £))

V!

= O —u) /‘th(T —u+e) Mr—u + g)~!

/

o4




t

O — u)(v —u+ e)—l/ drir —u +¢&)7!

i

(AN

w

= O ~uj(u —u+e)" nlt - v +&) — Ine)

< O - u){v —u+e) el
& com prova andloga deduz-se que
G < Ou—u)(u—v +c)" Inel,

0 que estabelece 4.
Finalmente,sen’ =n =2 e d = 3 tem-se

t
Gélg = @(ul“u)/ dT(T"-u—{-e)"%(Twu’—%E)"%

V!

!

¢
- @(ul_u)/dT(T"u+5)“%(T-u’+e)‘%

t

< @(u’—u)(u’—u+a)“é/ drit —u +¢e)”

/
1
_Eg)

[l

(M

= 20(u —u)(u —u+ €)% ((t —u' -+ ¢g)

< 200 —u)(u —u4e)TE(E - + ),

Com um raciocinio idéntico deduz-se que

(t~—u+6)%

[T

Gfrf% <20(u—u)(u—u +e)”

0 que conduz a 3, pelo que podemos dar por concluida a demonstragao do
lema.®

O lema anterior é fundamental no estabelecimento do
Lema 4.1.6 Para 7 + 7 — 28; # 0,

,},,2 (a)Gn’n" E:ai 0

em L2([0, 8" ).
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Prova Com base no lema a,ntcrzm paraocascemquen,n’ > 4doud > 4
basta-nos mostrar que |r*(z)H,, nflLr, a2y T 0.
‘Temos ,

L2047

: 4
- r"af--'/ d"“ls/---/ dv g :
( ) [O,t}""l [0,$]n’“1 (TL An'+d— 6)2

. (@(uf C WV —of )y gy o)

sz (5) Hn,n-’

i o\ 2
+u— vV —u+ g)"%ﬁ%(y vV =+ g)“"—é"d'*?)

n-—lf .
§ (n/\ﬂ; +d 6 (/ /;znl / /;-]t]nwld @(u U)

J_

((v\/v e I R (TAVETIS NI s s )

n n 4 2
+ Ou —u') ((v vy — u+£)“2£+3(v V' - +s)“""“"_d+2) ))

= 16r( / / ”_15/---/ d”'”ls’@(u’ - u)
(TL A - d 6 0 t]n 1 {O,tin,_]

(VY = )T (g gy )

16T()(n(—n1/)\(;+2)(”6_ 1) = 2) /d@/ duj dfuf du'©(u' —u)

O e O

WV -+ g)MHI=B(y oy — g )i

Para abreviar um pouco a escrita que se segue, seja

16r¢(e)(n — 1)(n — 2)(n' — D)(n' — 2)

A=
(nAn +d—6)2

(4.26)
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Facilmente se obtém a seguinte majoracio para a dltima expressao conside-
rada,

it v i v’ ol
A / dv / d / Y. / du’ Olw — ) -
0 0 0 0 (’U Vo — 4 E)d_g(b‘ Vo — + E)d—~1

Efectuando as substituicoes y = Lr=3y =%eg = % a expressio
anterior vem igual a

: Y : v Oz — 2)
AS_Q“/dfd:cfd’/ da’ ’
IR Sl Sy A VY )Py —a )

£ : v v 1
=A68"2d/d'fa”/d'/d’ :
0 yo Y 0 * x x(?JVZI’"“CU";‘1)d_3(y\/'y'“93+1)d_1
(4.27)

Para podermos calcular os integrais torna-se necessério dividir em 3 casos,
consoante d = 3, d = 4 ou d > 4. Porém, antes de fazermos o estudo dos
VArios casos, convém observarmos que

r4(s)={ (ne)™ 0 d=3 (4.28)

se d>3

pelo que

caa _ 8(n—1(n=2)(n' = 1)(n' —2) [ *(lne)™? se d=23
8—2d __
Ae h (nAn/+d-6)? £ se d>3 (4.29)

1. Quando d = 3 a expressdo anterior toma a forma

- : v y -
A52/d/d1'/a’3:
0 yo Y 0 vy —ax+1)2
Yy - z)
(/ dy/ dy/ yVy-“—U

/dy/ dy’ / da: J_E:,_I_“l;“))




: t y '
Ag? /dt/ dq’/ dp—Y "%
(0 J‘y Y 0 (¥ —z+1)?
Yy -z
/dy/d”'/ dlyﬂ:-%-l))

yma:
fdy/ dy/ J“’“3«+1)

= /e dy/s dy (In(y' +1) = In{y’ —y+1) ~ (i —y -+ 1)"" + {4/ + 1Y
0 ¥

- [alfmr-t)n(trn)
+ <§+2) In Gw&-l) —(y+2)1n(y+1))

3t ¢ 2 ¢
- oF I e hd , 4,
. —|—2€2 (5 +3) 111(€+1) (4.30)

Por seu lado,
Y S S
dy f dy/ AT e
/0 o 0 (y — T+ 1)

|4
: Y-yl y’—y+1>
= dy' | d +1) =1 +1 -
fo yf y( n(y +1) —Inf{y -y +1) + =1 )

= /sdy'((ufw—-i-l)in(;—y’—i—l)
0 c
¢ /
w(y—g-!-l)l ( +1)-§-1n(y+1)>
t—z‘—ﬁ“F £+5 1 E—f—l
4e?  2¢ 2 \¢e '

Ora,

H

58




Atendendo a (4.29) conclufmos agora facilmente que, quando d == 3,

9

. dnfa2y T {)
LA™ =2y b

'Tz(f)}gﬁﬁﬂ

2. Quando d = 4, usando (4.27), resulta que

2
2 Eol"'i n-}-n’—-?)

\v —
gA/ciy/dy/dlnyy z+1)
(yvy —a+1)3
: : Y In{yvy —z+1)
= A d dy’' | dz®(y ~ :
(oo [[aory -lsaey =zes
~Anyvy -z +1
/m/ dy/‘“@y (fi/yj‘"l“f‘l)))
_ o4 /d?/d /yd In(y' —z +1)
0 Jy v 0 (y —z+1)3
y—ax+1
/dy/ dy/ —x+i)))
- 1ny—a:+1)
= 24 d d dx
[l f o [[ahled

*?‘2(5) Hipyne

4

: : In(y —y+1) In{y+1) H 1 )
= 24 [ dy |y ,_ B < _
/0 y/ Y (2(y’-y+1)2 W+ 12 &y —y+ 18 g+ 1)
: A
= A/ dy £
4]

Y
n(f+1) IE-y+1) nly+1)
— - — -
3 + 3 N 3 + 3)
20 -y+1)  2841) 2y+1) 2

c 41 —y+1 y+1

H

¢ 3 t 3t% + 6te
A —=lin{=4+1 ).
(GREIERIES ==y

59




Uma vez que o factor A & composto pelo produto de £*(= r*(s)) por uma
expressao que nao depende de £ £ imediatamente se concliui que também neste
caso (d = 4) se tem |r?(}H,, [ (1047 =2 ——aop

1. Para d > 4, atendendo uma vez mais a {4.27), podemos considerar

]'rQ(e)Hn

'l zagogme=2

A58-'2d é % y 1
< f dy/ d,y’/ dx
d—4 Jy 0 0 (y\/y’—:s—i—l)d‘i(y\/y’~y’+})d“‘i
AES——)d @(rgf _ y)
R (/ / W /o & (YVy —z+ 1)y vy —y + 1)t
f / / Oy ~y)
vy —c+ 1y vy —y + 1)
8 2d
= dz
h ./ / / (¥ —z+ 1)
/ o [ 1
(y—z+ 1)y ~y + 1)d

Aeb—2d £ H LY 1
= = /{} dy/; dy/odx(yn'__,$+l)d~hl
/ { / d d !
2 xl/ :L($2-—£E*§“1) ( 2—1'1‘{'1)
Assna [t et g !
= d ! i
d—1 (/0 y/y w fo P e
§ : 2 1
+/o o [ o [t

£8-2d
<
< /d’yf dl/dxyml—i-l)d“
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: ¢ 21 1

da »
+/0 :Li/;idlz/o dm(:rg—:v+l)d“l>
gAs%z

dyf
[ [ e

2A,..8 2d

= Al /dy] dy J"’*Z/“"l) Ty +1)” ‘“2)

2482 : A’ s
Slter ey dy((5“> ““(E‘y"*l)

—(y+ 1) 1)

B 248 t 2 _ 2(t + &) —dt
T d-Dd-3([d= (z‘m”d 4(” 44 )WC) ’ 3)'

Recorrendo uma vez mais a (4 29), & agora simples concluir, também

para este caso, que |r(e)H, ,,,JLQ({ e W 0.
&t

AN

Ainda para o estabelecimento do lema falta-nos estudar os casos em que
pelo menos um de entrenen’ 62 edé 3 ou 4.

Consideremos o vector # = (ny, ..., ng). Atendendo a que para cada
j €11, ...,d}, n; & par, conclui-se que existe um tnico fndice i & {1,...,d} tal
que n; = 2, tendo-se para os restantes indices Vj # ¢, n; = 0. Das expressdes
(4.19) e {4.20) deduz-se

t
(M;, (d,7,€), M., (47, ), = nyml6, / my (rymi (T dr (431)
o
0 que nos permite concluir que quando n = n' = 2 e A # @ temos
(M, (d, 7€), M; (d, 7 &), = 0.
Sen=n"=2ef =7, por (4.31) resulta
(Mj (d,7i,e), M; (d, 7, e)),

t
= 5ij71inj/ dr(t —s+e)" %% Ur — 8 4¢)"8 L wis)w;(87)
0
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+E (M, {(d, 71,2), M, (d, 7, ¢)),)
L
= 4/ dr(r— s+ &) 8 5 — 5 4 g)" Tt wi(8)w;(s")
0

+E ((M;, (d,7,2), M, {d, ,e)),)

pois para apenas um valor de i € {1, ., d} se tem n; = 2 (sendo os restantes
n; =0, 7 #1). Assim,

2(u\/u’—u/\u’+a)“%(twu\/u’+e)% se d=3
0<Grp <
Huv v —uny +e)" ng se d=4

Analisemos entfo em cada caso o quadrado da norma em [2 (0,4%). Ora,

quando d = 3, temos
1 12

2uvu —uAd +e) Tt -uvau +e)E

‘( W om A ) (v )Lg(w)

t
4/ du/ (uvy —uAy +e)” (t-uVu’+e)
0 0

8/0 du/o +e) " t—u+e)

3t (2 + 1)
2

4( (3¢* +det + %) (In{e +t) — Ing) -

e, como r* = In~? g, conclui-se que, paran =2e d = 3,
()
{Gnnffﬁ([o 2} :Gﬂn 0.

Quando d = 4 temos

7 /
l(u\/u—u/\u +e)7 llnang({Ot])
: :
= /du/ du' (uvu' —unu +¢) % In’e
0 0

i a
= 21n25/ du/ du' (u—u' +¢)7°
0 0

2

£

= —In'ein(e +1¢) + In® E—l-tl
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E 2
e, como se tem 't = £° resulta que paran =2¢e d = 4

e CRE
r‘lel,)ﬂlm([o,tF) i

g

Resta-nos estudar os casos em que n =2 en' > 2;n > 2 en’ =2 quando
a dimensdo d é 3 ou 4. Dada a analogia entre estes dois casos, trataremos
apenas de um. Como exemplo, consideremos n = 2, n’ > 2. Obtemos,

r*(e)Grm (51,87, oy Shi_y)

t .
= rz(a)f drO(r — 51 V') (T — 81 + g)"%+1(T o +€)—"—5‘—“+2
0

¢ /3. .
- 7“2(6)/ dr(r — sy +2)E5 (1 — of )

sV’
2 t ’ ~g41 : —nlxd g
= 7(¢) arO(u —s1)(r—s +e) 2 T U 4e)" T T
sV’

£ -
+/ drO(s; —u)(r — s +€)~%+1(Tmu'+€)“%h‘“}2)

V!

i i
< 7ie) ((51 V' — sy +e) f dr(r — ' + g)"H
8

1V

; £
+{s1 VU —u + e)‘n_#”/ dr(r — s + a)_%“)
s1vVY

(ot )
se d=3
(0 =3){(s2 V! 5y ) 2
2 !
= T‘ E @ u - 81 ! f
( ) ( ) 2((slvvl"ul+5)—%+l-—(t—-u’-{-e)’“%’*‘l)
(n/=2}(s1 V' =35, 45) se d=4
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1 1
t—ay 4212 {5V —5,+212 ;
glizsitkel? s L 2 s d=23

(s1vv'—u/+g)” 2

Pl oyt
+1 (G)e(sl ’LL) In{t—s)4+c)—Inls; Vo' —s1+¢) se d=4

(s1ve'—u/4g) 2"

As expressGes seguintes majoram as anteriores pela mesma ordem por que
sa0 indicadas

- IV

r(2)0(u — &)

251V’ ~ sy 45) L _n
Hopyy —site)™) Lot ) sy v = de)E T se d=d
{ 1

— st se d=3

n'—i

{s1Vul—u/4+2) 2

27 o
+r (c)@(é‘l u) In{t—~s; +&)—In{s; Vv’ —s) +=) se d=4

ni

(s1Ve/ ! +e) T

Prec1samos mostrar que em cada um destes casos temos fungdes pertencentes
a L2([0,¢]" ) com norma convergente para zero. Para isso, basta-nos mostrar
que cada uma das quatro fungdes obedece a tal condicio. Ambos os ramos
da primeira funcdo admitem, numa primeira fase uma andlise conjunta. Ve-
jamos,

2

25 VU — s + )t

n 4 d—=6

__’E%iﬂ+3

)(31 VU =1 +g) (4.32)

r(e)

L2(jo.4™)

t
47"4(5) / /:/ I ’
= — o [ ds d¥ 78 (s, VU — 8y + &) s, Vo — o 4 )0
(W' +d=6)" ) i o e )

4'r‘4(5)('nl Tl - 2 / (’U’ _ ul)ﬂ"—-B
(n'+d— 6 5 / ’ / (v — 81 + )42 (o) — o + )+
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De v > sy e v > 1, a expressio anterior vem igual a

ME()(R e / v f d“/ BT (w = e T

4t __9 ) f gyl o g)3d
U o [ [l =28

0

igual a

dri(e)(n’ — 1)(n' - 2) ) £
T a6 (—ele+t) (e +¢) + (e® +et)ine + et + 5)

quando d = 3 e igual a

4rt(e)(n' — 1)(n' — 2)
(n' +d - 6)°

-

<

1
<~—gln(e + 1) - 511128 +Ineln(e +t} +Ing + E)

quando d = 4. Em ambos os casos, atendendo a (4.28), conclui-se que (4.32)
tem limite zero quando ¢ — 0.
Quanto 4 situagio v’ < 57 e d = 3 temos

] 2
92 Vo - )T (- 3 4.34
} PV )T s ] (4.34)

= 47‘ /d81// L””l’slemu-i— )WR'H( ~ 81 + & )
o™

= 4r'(e)(n’ — 1)(n' — 2)

fdslf dvf du'(sy Vv — ' &)V - u)Y 3t~ sy + €)

= 4 - 1) ~2)
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./d51 /dv’ / /d "5V = + ) M — )t — s+ €)
0 0

81 v

b -3 N —
::4w@xw—1xﬁ~2)‘/da/ﬁv/ﬁww S

{8 —u + &)1
0 0

TE b
t— 51 +¢
d31 dv du ( ,1 ) ,
“U —u + r.)n 1
usando para a primeira parcela a relagiio v < sy, ¥’ < s, e v’ < v e para

a segunda parcela a relagdo v’ < v/, ¥’ < s; e 81 < v'. Uma boa majoracio
para {4.34), e de simples justificacio, &, por exemplo,

4rie)(n’ = 1)(n' - 2) (/ d31/ dv/ deI_ilig)
/dﬁ/dV/d’v_ﬁi;)
h 41‘4(8)(77'!—1)(71”“2)(<%€2+66ﬁ+-§t2> In (e +1)

(11 t2> 11 9, 2t ¢

4 det + Ine — gt — =t* —

2
5 5 7 1 5 In(e +Et)> :

Recordando (4.28), é facil agora concluir que (4.34) converge para zero quando
€ tende para zero.
Nos casos em que v’ < s; e d = 4 comegamos por observar que

In(t—s1+¢)—1In(s; Vv — 51 +¢)

t— V-
= ln(l—f— ﬁ31>—1n(1+§~1~w~£ﬂ—81)
[ <

< Infe+t-s)—Ine

< In{l+1¢) —Ineg,
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pelo que resulta

r!l 2
J?‘E(E)(sl Vv =+ )T (In(t — 51 4+¢2) — In(s; Vo' — s +2))

L2(0.4")
2. LA ~u . - ?
< \fr (e vy = +e) 7 (In{l +¢) — Ing) oy
o T [ o (4 8) = 2y — ey
L+t)—Ineg) v/ — )™=
— 4 e r 9 dv’ du’ 0
e =@ =2 [dsy [a [ s
0 0 0
t ¢ 2w AS 1 1 9
£ —
< rd‘(e)(n’w1)(n’_2)/dsl/dfu’ / du’(n(1+ )~ lne)
0 0 5

(sy V' —u/ +¢£)?

= ) ~ ('~ 2)(In(l +1) — lne)? /a’f fu(—“—*

/dslfdﬂf du'u-—u-i—c))

= )R =~ 1) - 2)(In(1 +1) —Ine)? (2lne

2et + 2
ele + 1)

-1n(e+t)—%1n2(e+t)>,

que tem limite zero quando ¢ tende para zero, atendendo a que, neste caso,
ri(e) =<1
Acabdmos de provar que o kernel de ordem mais elevada de

(rM {d, 7, e), v M (d, 7 )

converge para zero em média quadrética, para todo o t, quando ¢ tende para
zero. Ora, cada um dos outros kernels de ordem k obtém-se por integragdes
do tipo

t
. ; '
Sym (f dSGTL,n'(S:SQ) ooy On-15 8, 89, "')Sn’—l)) B
0
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onde se usa a notagio Sym(.) para representar a simetrizacio do argumento.
O lema que se segue & importantissimo, pois estabelece o comportamento de
todos os kernels Gy para 2 <k <n+n' - 2.

Lema 4.1.7 Sejamn,n' > 2, mm' > 1 e Foant mmy uma funcio simétrica
nas varidveis s = (s1, ..., 8n) e também nas varidveis s’ = (s1,...,s.,) tal que

n!

! /
0 S El,n’,m,m"(sl, cey Spyy 81, ey 8 .')

T

(A

£
c/ dr® (T— max (s, 33)) (T —ute)™r—u +e)™™
0

1<i<n,i<j<n’

£
== iC/ den,n’,m,m’(S;Sfﬁesd>7'))
G

onde ¢ é uma constante positiva. Entdo, existe uma constante real positiva
Cmme Pl que

t
ot /
0 < /dan,nr'm'mr(sl,.‘.,Sn_i,s,sl,...,sn,_l,s)
0

igi<n,1gj<n’

L
S C’m.,m’ /d'r@ (T”"" max (81-, S;)) (T —u+ E)"m"!-%(,r . u.f + E)uml"i"%’
0

(4.35)
ou aimda,

t
7
< cm,mr/ den—l.n’»-l,m—-%,m’—-%(S!S151&’]77—)'
0

Prova Por hipétese temos

4
ot N
0 < /dan,nf,m,mz(sl,...,snwl,s,sl,...,anfml,s)

0
gs 4
< ¢f ds | dr®|r—  max (81,8}, 8)
1<i<n, 1< <n!
0 0
!

. _ ’ )
: (T__ i (s:,8) + E) <T~— min (s}, s) + ¢) (4.36)

155 En/~1
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Apresentamos apenas a prova relativa a u' > u, na medida em que o estudo
relativo a u < ' pode ser feito de modo andlogo.
u' > u, podemos partir o intervalo [0,¢], relativo & integracdo em s, em 4

t

0
t

0

(7 — min(u,s) +¢)™

t

0

(7 — min(u,s) +&)™™

subintervalos obtendo-se

] dsf drO(7 — max(v,v', 8))O(u — u)

(7 — min(u,s) + &)~

c( dr T—8+E i
V!

[ ]
ol

t T
+/ de ds(tT —u+¢e)™(r —u + E)Hm’) 2
v/ vV!

Para a conclusao da prova bastard provarmos que cada uma destas quatro

s(tr—u+e)™™(r

parcelas é majorada pelo produto de

t
/ dTe(T_vVU,)(T_U‘FE)_m'*-%(T—~u’+€)—m’+%
0

69

(7 — min(v/, s) + ¢€)

™(7 — min(v, 8) + &)~

vV’

c/ ds D/ drO(T — max(v,v’, s))(7 — min(u, s) +&)™

c/dsO/dT@(T—max(v,'u’,s))@(u’—u)

—-m/

+c]d50/d'r®(’r — max(v,v, $))O(u — ')

(7 — min(/, s) +€)™™.

. ur +6)—m’

Assim, considerando

m

(1 — min(u/, s) + &)™

4

e /d?/dsv——u+s) 1 —s4+e)™™

!
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por uma constante.

1. Temos , )
/ dr/ ds(T —s+¢)™™™
AVETY 0
! t 1
B e ) D —— i
mAm —1 ), (T —u+e¢) (r+€) )
1 t
g s e dr(T — u 4 g)™™™+
m + m’ = 1 wva! ( )
St ft drO(T — vV V) (1 —u+e) (1 — o 4 ¢)™
- m + ml et ]. 0 ]

na medida em que u < v/, m >3 em’ > 1.

2. Quanto a

¢ u!
/ dv-/ ds(tr —u+e)™(r—s+e)™™

V!

1 ; —-m i —-m/+1 —m/+1
—m,_lfﬂwdf(f—u-l—s) (('r—u +¢€) —(r—u+eg) )

Com m' > 1 obtém-se a majoragao
1 4

i ) A Gk B I Rl R

e, porque u < u’, esta, por sua vez, é dominada por

1 g ' T—UuU+E¢€
d _ -m o —-m/+1
1) T(T—u+e)™™(1r—u +¢) \/—"_T—u’-ks

1 ‘ :
= — / drO(T — v V) (T —u+ &) (1 — U/ ) ™1,
m -1 0
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3, Tem-se

t vy’ )
f dT/ ds(t —u+e) ™(r—u +&)7"
uvy '
t

- / dr(r — w4 &) "7 — U 4 e)™™ (v —u)
vV

{
< d’r(fmu+5)_m(?—u’+€)"m! (r—u)

Juv!

;
< / dr (T = u -+ 5)‘””’%(7” —u + e)“’“”*‘%
v

vy

/

i
= [ areir vy —u e e,
SO

atendendo a que u < .

4. Finalmente

i T
/ d’?’/ ds(t —u+e) ™ —u +¢)™™
yvo! vv!
2

= dr(r —u+e)™r —u + &)™ (r — v V)
Juve!

[/

ot
j dr(r —u4e) ™1 —u +&)TF

v

‘ 1 [
< ]d’r@(T—UVU’)(Tm—u~i~5)"m+§(7'—u’+s)"m+5.

0

Observacao 4.1.8 Para o caso particular em que 1 = 70, e tendo em conta
(4.16) e a Proposicdo 2.5.3, o0 kernel de maior ordem de

(?"1’11/[2')' (d, ﬁ, E) , 'I"Mj'. (d, ﬁ, EDL ,

que representamnos por ran,n, possut 2n — 2 argumentos e é dado por

! O(r—vyVv)
TG (81,84 S, 5 y) = T‘gn?/@ dT(T —u+e) (r—u+e)

(4.37)
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©(t—-vVv)
(r—u+e) (r—u +e)
(31, vy Sn1, 8, oy Sn_y). O integral em (4.37) pode ser calculado através de
tabelas integrais (usando, por exzemplo, [GR80], nimeros 2.15 e 2.263.4), mas
o Lema 4.1.5 permite-nos concluir que nH, . (sl, oy Bao 0805 v Bt e;d)
com 7l = 7’ majora G (51,84; .-.; Sn—1, Sh_y). Através do Lema 4.1.6 conclui-
se que o termo de maior ordem da decomposicdo em caos do processo de
cross-variation dos martingales renormalizados v M; . e rM; ((rM;_ ,vM;))
converge para zero, em média quadrdtica, para todo o t > 0. Os kernels
correspondentes aos restantes termos (veja-se a Proposigio 2.5.3) podem ser

obtidos integrando sobre s e s', como, por exemplo, em

Note-se que a fungao = Jd é simétrica nas varidveis

t
s Lo 3 /
Symf dBanl 8,808y, B0t i 8ar, B0 )
0

Os Lemas 4.1.6 e 4.1.7 estabelecem que todos os kernels, excepto o de ordem
nula, ou seja, a esperancga, convergem para zero em média quadrdtica.

A observagéo anterior juntamente com (4.17) constitui uma prova da
Proposicao 4.1.9 O limite ern média quadrdﬁca de (rM;,rM;); é igual a

Ctndl(n =111 sed=3
“(n+d-5) | I'(d-—3) sed>3

Prova do Teorema 4.1.1: O limite anterior é, a menos do produto por
uma constante, a variagao quadrédtica dum movimento Browniano. O teo-
rema em questdo é entdo uma consequéncia do Teorema VIIL.3.11 de [JS87].
No caso presente, e em virtude dos martingales M;; serem continuos, a apli-
cagao do referido resultado requer a convergéncia em probabilidade das vari-
agoes quadrdticas num conjunto denso de tempos ¢. Esta convergéncia temos
assegurada, pois temos garantida a convergéncia em média quadratica das
variagdes quadriticas (veja-se Observacao 4.1.8). B

Para controlar as restantes parcelas representadas em N, (d, 7, €), observe-
mos que

Ve (d, 7, €)1z (438)

2

N “/fgo,ﬂn d"s ((t+e) " —(v+e) = (t—u+e)") : w®(s):

= allt+e) " —(v+e) = (t—u+e) |22(0.m)
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L g ri ,..”“7-’2 —x|2 i .|,~_7'2
< il (|(5 +é) |L'2([0,t§“) + (v +e) ILQ([o,z]n) Hlt—ute) L?([o,c;")) :

Estudemos, entfo, cada uma destas normas separadamente.

A primeira & igual a t* (¢t +2)7", ou seja, tem ordem O (1).
Para a segunda, e para d > 3,

25 f Unml
d's; (v+¢) 7 = n/ (i) e
//{O,t]n ( ) o (U+€)?l+(£~4

xnml

t
4—d | °
= ne dx——
/Cl (T‘E‘ 1)n+d—-fl

O (1) sed =3
= O(lng) sed=4 ,
O (%) sed>4

cujas divergéncias sdo suprimidas pela renormalizacao 72 (¢) = 473,
Relativamente & terceira norma e procedendo & mudanca de varidvel

I —u = ez,

mostra-se que as estimativas encontradas aquando do estudo da norma an-
terior mantém-se validas. Acabdmos, assim, de provar o

Lema 4.1.10 r (¢) N, (d, 7, £} converge em média quadritice para zero, quando
g — 0,

De seguida provaremos o

Lema 4.1.11 Os processos {r () N. (d,7i,e) & > 0} , {r () M (d, A, &) : £ > 0}
e suas combinagdes lineares sio tight (veja-se [K591]).

Prova Um critério de tightness de r() M, (segundo [KS91], p.64) consiste
na determinacdo de constantes positivas «, e Cp, para as quals se verifica
a desigualdade

sup E |rM, — rM,|* < Cplt — s|**? (4.39)
e>0
para quaisquer 7 > 0e 0 < s,t < T.
Num primeiro passo mostraremos que

sup B |rM, — rM,1* < Chplt — . (4.40)

>0

73




Com efeito e sem perda de generalidade consideremos ¢ > s. Temn-se

E Iﬂ/lrt; - .l“l/.[sfz = ﬁ' |(’U . 'LL + E)M,{iLg({O,”n\EO.Sin)

¢ .
= filn / dv // s (v u+2)7
Js . Eﬂgv}n—l

4 &7 (’U _ 'U.)nm?
= filn{n—1) / dv ] du "
] 0

(v—u+e)

7—2
U%u -
< dln(n-1) /dv/ du T
(v—u+e)

Efectuando a substitui¢io v — u = ez, e tomando T > ¢, B|M, ~ M,}* pode
ser majorado por

¢ I
¥ 4iln (n — 1)/ d'u/ da:————l-%
3 0 (il? - 1) -

_ In(T+e¢)-—-Ine sed=3
= filn(n-1{t—s) E_l_g(gB“d——(T-l-E)BWd) sed >3

A renormalizacho desta estimativa pelo factor 72 permite-nos obter uma
majoracao com a forma desejada {4.40).

Na sequéncia, e de modo a obter-se (4.39) pretende-se aplicar a hiper-
contractividade do semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck { P, := exp(—IN) : { > 0}
gerado por N := dI'(1), onde 1 representa a fungéo identidade em L{R, x)
(veja-se por exemplo [HKPS93] Cap.3C p.67, Cap.4A p.77 e Cap.7A p.234),

Sabemos que se
o0}
= Z (: W :,F(ﬁ)>
i,n=0

termn-se
b 2
9 _ =y 2
”(JOII(LQ) = Z 7! iF(n)le(Rn)
A,n=0
Consideremos

w = 'T'l‘l/ft — T']V.Lrs.
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Do Teorema 7.1 de [HKPS93] resuita que se { > 0 é tal que

-1
exp (1) < %p >lg<ocep<y,
entdo P é uma contracgdo de (LF) em (L7). J4 sabemos que cada rM, estd
em (L?), pelo que ¢ € (L?). Assim, tomandop =2e ¢ > 2, existe 0 < ¢ < 1
tal que
| Peplly, < clilly

ou seja,

lezp (—2nd) @i, < clloll,

e Jexp(—2nl) ol < 7 ||oll}

& llelg < ctexp (2nl) llell3 -

Isto é, para ¢ > 2 existe uma constante b := c%.exp (2nl) tal que

rM, — v ME < b|rM, — M) 441
q 2

1
2

= b(llrM, —rMl}35)
Por sua vez,
P2 | My — M3

é da ordem de |t — s|. Assim, e tendo em atencao que ¢ > 2, conclui-se que

E(lrMy —rM|") = |lrM; — rM]]

g
2

< b {||rM; — rM[3)

< b(Aln(n — 1) |t — 8%

Provamos, assim, que (4.39) é verificado para o = ¢ > 2, =4 ~1>0¢
Cy = b(Ailn(n — 1)}4, pelo que M, sio tight.

Do facto de cada uma das parcelas que compdem N; ser majorada por
My, prova-se facilmente que tanto iV, como rK; sao tight.l

Estamos agora em condicoes de estabelecer o seguinte
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Lema 4.1.12 Com 0 <) <ty < ... < i < ¢,

(K, rKyy, . r Ky

(’J"A/ftl , TI‘V[@: 'f')f‘l/ftt)

tém o mesmo limite em distribuicdo quando & — 0%,
Prova Pretende-se estudar o limite de
(T’I{tl N 7'1{{;2, ey T[{tt)

quando £ — 0%, com 0 <ty <y < ... < ¥ < 00,
Introduzindo a funcio caracteristica e usando o método de Cramer-Wold

({KS91)), procuramos
!
El_i)réq*_ E (exp (z’r Z zjKtj)) :
Ge=1

!
E (exp (ir Z zjKtj) )
j=1

= B (exp (ir j: z; (M, + th)))

=1

! i :
= (exp (w-szMtj) ) +E (exp (z’r szMtj) (exp (irszth) — 1)) .
7=1 j=1 F=1

Atendendo a que lexp(ir Zi:

! !
B (exp (z’r Z Zjsz) (exp (ir szth) - 1))
7=1 =1

; 2
exp (z’r Z sz,a,j) -1
j=1

Temos

. zj,-Mtj)‘ =1, tem-se

2

IN
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& ((exp (~i?‘ Z Zthj) - 1) (exp (ifrz Zthj) - 1))
=1 j=1
i
= [ (2 — 2cos (7' szs,)) : (4.42)
=1

Como
332
l—cosz < —,
1= cosal < 5

vem 0
i
(4.42) <E (r > sztj)
jm==1

Ora, provdmos no Lema 4.1.10 que r N, converge, em meédia quadrética, para
zero, quando ¢ — 07. Logo, podemos concluir que

! !
& (exp (irz szaj) (exp (z"r Z sztj) - 1))
7=1 j=1

pelo que
{
jios (exp (z’r Z zjKtJ) )
Fe=1

!
E (exp (ir Z zjﬂ/ftj) )
=1

convergem em média quadratica para ¢ mesmo valor.ll
Prova do Teorema 4.1.2: Temos

-3 (),
e—(F

d
(M) = > (M, M)

=1

d
= Y (M)
i=1

o,




pelo que

E({(rM)) = B ((rM;.)e)

i Al (n — 1)1 1 d=3

= Z—"“—(”‘)(l)){r(dﬁs) ed> 3
1 sed=23

- (7z+d~5)i(t+o(l)){f’(d—3) sed>3

atendendo ao Lema 4.1 4,

Tem-se que {(rM ), — E((rM),) ndo é mais do que a soma de todos os
termos de ordem ndo nula da decomposigéo em caos das variacdes quadrati-
cas (M; )y, i = 1,...,d, que, conforme provdmos anteriormente, convergem
em meédia quadrdtica para zero. A partir do Teorema 4.1.1 sabe-se que
rM;, (d,7i,e) converge em lei para “kn0; que, a menos do produto por
uma constante, é a variagao quadrdtrica de um movimento Browniano. Logo
rM (d,7, ) converge em lei para ¢z 435, sendo 85 um movimento Browniano
(note-se que ¢ g € k, s80 os definidos em (4.5) e {4.3), respectivamente).

Por outro lado, rV; converge para zero, em média quadréitica (veja-se
Lema 4.1.10). Estes factos sdo suficientes (veja-se Lema 4.1.12) para garan-
tir, através do método de Cramer-Wold, a convergéncia de r K, em dimensio
finita. Fsta convergéncia, juntamente com a condigio de r K, ser tight (garan-
tida pelo Lema 4.1.11), asseguram a convergéncia em lei de rK; (veja-se, por
exemplo, o Teorema 4.15 de [KS91]).1

4.2 Independéncia dos movimentos Browni-
anos limites

Nesta seccdo mostraremos que os diversos movimentos Brownianos limites
das familias de martingales dos tipos rM; e rM , para além de serem inde-
pendentes entre si, sdo também independentes dos movimentos Brownianos
originais, isto ¢, dos movimentos Brownianos que intervém na definiciio das
auto-intersecgdes dos tempos locais.

4.2.1 Teoremas principais
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Teorema 4.2.1 O processo (r(s)My {d, 7, e}, ..., r(e)My (d, 7, 2), By, ..., By),
com £ > 0, converge em lei para o processo (3, ..., 34 B, ..., By) onde, para
v=1,..,d, os B; sio os movimentos Brownianos que intervém na definicdo
dos tempos locais ¢ 0s 3, sdo os movimentos Brownianos referidos no Teo-
rema 4.1.1. Mais cinda, os 2d movimentos Brownianos limites, 3, e By,
1=1,...,d, sao independentes.

Teorema 4.2.2 Para 7i # 7', 0 processo

M (d, 7, )
rM(d, 7, e)
By

By
converge em lei para o movimento Browniano
knﬁﬁ

kn’ﬁﬁl
B,

By
( veja-se (4.3) para a defini¢do de k).

4.2.2 Provas

Prova do Teorema 4.2.1: A prova é uma consequéncia do Teorema VIII.3.11
de [JS87]. Os elementos da matriz das covarisncias de M; sdo de um dos
tipos

(.IMI"_, [‘ij,.)n, <.ﬂ/fi,., Bj‘_>¢ ou (Bt, Bj>t°

Quanto a (B;, B;), sabemos ser igual a 6;;t, uma vez que B; e B; sdo com-
ponentes de um movimento Brownianc vectorial.
Estudemos agora (M; , M, };. Através de (3.8) temos

i
(M;  M; ), = <nz/ dB; (1) m; (1), ny

0 0

79




- nlnj/ my (1) my (1) d(B;, B},

T 513/ ™, T)dr.

Assim, e pelo Teorema 4.1.1 conclui-se que

Vi# g, (M, M; ), =0,

e que

. 7 L
hmF (rM; ,rM; )y = —kt, em meédia quadratica.
g-——)O‘ n

Vejamos que r () {(M; , B; }; também converge para zero em média quadratica.

Temos ) .
(.Pt/f.i’,, Bj,.>l‘; e <n2] dB«L (T) T (’J") ,/ dBJ.>
0 0
ou seja,
(»Mz',.,Bj,.)c = / mz Bm B; >
= N6y / my (7 (4.43)
Ora,
‘ 2 L 7
|I(1Mri,-= th”(}[f«’} = (TL - 61) 2623 1F"' & |12(-Qn—1)
onde
£ nl ntd
Fis. (81, $p-1) © = / dr H O(r—s){r—u+ 5)_—+2
SO =

‘
n-d
= /d’r('rwu+€) R
k4

_ 2
n4-d—6

n+d

n+d
{(v«u-{—e)~ 2 +3—(t—u+£)*_§_+3}.
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Atendendo a que parad=3en >3, oud=4en>2 oud>4den > 2,

e que

n-d

(v—u+e) 2 3> (t—u+€)_%_d+320,

- | by

basta-nos provar que

tem limite zero. Temos

Obtemos

i35, ,—2(,?1 1y
(&) J(v —u+ 5)”1”([ +1)°
L2(fo.gmt)
e 2
.('u — )
Lz(go'tin——})

(2 se d=3
(e+t)(In(e+t)—Iney -1 se d=4
Ine—~Infe+t)+ ¢ se d=5
(e+)27 {3 4362443212413 )~ (e — £ (d—5))

( (d_4)(d_5)) se d>5

que, quande multiplicado pelo factor de renormalizacio

2 { ngl™ se d=3
T(g)m{ed"3 se d>3 '
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converge para zero, tal como pretendiamos mostrar.
Quando d = 3 e n = 2, obtém-se

£
Fi5(s) = / dv{v — s+ ey =2VE—s+e - 25
5
Facilmente se mostra que

el | Fy s (s)]

2o e O

Finalmente, no caso em que d =4 e n = 2, vem
Fizl /dvv—s—i—a =t —s+e|~Ineg,

gue, quando renormailizado pelo factor &, também converge para zero em mé-
dia quadrética. Conclui-se, assim, que 0s movimentos Brownianos 3., ..., 3,

q 1 d
By, ..., By séo independentes. i

Prova do Teorema 4.2.2: Basearemos esta prova também no Teorema
VIIL3.11 de [JS87]. Cada um dos elementos da matriz das covaridncias é de
um dos tipos

(rM (d, 7€), 7 M (d, 7%,€)), (rM (d,7,e),rM {d,7, &),

(rM (d,7i,), Bi)e ou (B;, B;)e.

Sabemos ja que (B;, B;); = 0;;t.
Quanto a (rM (d,7i,2), B;);, podemos representé-lo por

<ZM (d, 7€), > TZM (d, &), By),

¢ i=1
d
=7 (M, (d,7,), B, +7 Y (M, (d7,¢e),B),. (4.44)
Fu=1,g5

Atendendo a (4.43), a segunda parcela de (4.44) é zero, pelo que (4.44) é
igual a
T (f‘/fi,_(d} ’f?:, E), B1>

£
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que sabemos convergir para zero em média quadratica (Teorema 4.2.1).
Estudemos agora

(rM.(d, 7€), rM (d, 7€)}, 71 7. (4.45)

Da sec¢iio anterior sabemos que

(rM (d,75,6) 7 M (d, 7 Znn / me Tyl (T dr (4.46)

fo i (7 ()

Os Lemas 4.1.6 e 4.1.7 permitem-nos entfo concluir que para todos os kernels
Gy de (4.45) com k > 2 argumentos tem-se

|(rM (d,7,€), M (d, 7 <ot an 72

T 16) el = O
Por outro lado, de 7 # 7/, resulta que : w®" ; e : w®" : s30 ortogonais.

Logo,
E({(rM(d, 7, e),rM(d, 7 e)),) =0, (4.47)

pelo que podemos afirmar que, sempre que 7 % 7' 0s martingales renormali-
zados () My(d, 7, ) e r{e)M(d, 7', ) convergem em lei para movimentos
Brownianos independentes.

Para finalizarmos o estudo da convergéncia em lei do processo

rM(d,7,¢)
rM{d, 7, ¢)
By

By
resta-nos estudar a variacdo quadrdtica dos martingales. Dado 7 seja
r(e)M(d, 7, &) o correspondente martingale. Tem-se

4
(r(e)M(d, 71, &), r(e) M (d, 7i,£)), = v*{e) > (M, (d, 7, &), My (d, 78

4, 7==1

o

€D
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pelo que, atendendo &4 Proposicic 4.1.9, podemos concluir que o limite em
média quadratica da variacio quadratica de r{e)M,(d, 7, ) é

d

onde &y, & o definido em (4.3).M
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Capitulo 5

O quadrado centrado dos
tempos locais centrados

A semelhanga do que foi considerado em (FHSW97], ¢ mencionado no Capi-
tulo 3, fixaremos a aproximacdo dos tempos locais

L (T.T3) = / / @216, (B (t2) ~ B (), ¢ > 0

AT]_ Ty

COom ATth = {(tl,tg) ;T < <t < Tg} e

6: (B (t2) —B(t1)) = (2me) 2exp (— B (t2) ;EB (t1)] )
i (5.1)

= (271‘6)_% exp (—%ﬁ(w, ]1{31’52!>2) )
Consideraremos
Ls,ren (TI,TQ) =T (5) (LE (TI,TE) - [ (La (TI,TQ))) )

ou, ainda,
La,ren (TI,T‘.?) =T (5) Le,c (TI,TQ) )

sendo r () o definido em {4.1) e

Lee T\ T3} := L (0Ty) - E (L. (TyT3)) .
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Repare-se que primeiro centra-se a varidvel e em seguida divide-se pelo tipo
de divergéncia que mostraremos ter. Omitiremos os argumentos T) e T de
L(T)T3), dada a facilidade de identificagio do triangulo sobre o qual incidird
cada caso.

5.1 A esperanga da sua renormalizacio

Toda esta secgao é dedicada ao estudo da esperanga do quadrado dos tempos
locais renormalizados. Comecamos pela andlise do caso menos singular.

Teorema 5.1.1 Quande d = 3, temos

2 TZ - Tl
E(Ls,r‘en) E“_Toi om?
Prova
B (L) = 7% () (B (L) ~ (B(L))), (5.2)
ou, ainda,
E (Lg,ren) =r? (e) B ((Ls.c)g) : (5.3)

Pela defini¢ao dos tempos locais das auto-interseccdes do movimento Browni-
ano, obtém-se:

E(L) = // a’zt/fd%]j@(ég (B (t2) — B{t:))6. (B (sy) — B (s1))).

Ay Suyn

Usando (5.1) resulta:

E(L%) m/f d%// d%%
A, 1, Ar,m,  (2meE)

E (exp (-5 1B ()-8 (@) exp (- (B (s2) - B @)

d
Atendendo a que B? = 3 BZ e AB; = (w;, g}, onde g é uma funcio indicatriz,
i=1

tem-se:

d
e - [ ff, ()
ATl Ty L\Tl e QTFE
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o (E{l exp (M—El {{wi, g:1)7 + (wi:92>2)))

{Ql = ﬂ{h,tzl
gz = E[sm‘z}

com

Como as varidveis aleatérias definidas por fi{w) = {{w;, g1)2, (wi, g2)?),
i=1,...,d, sio independentes e igualmente distribuidas, pode escrever-se

E(L}) = (‘zm)*d//AT ) thf/AT ) d%s
(B (o0 (52 (o + 00)))

Note-se que no contexto actual w representa uma distribuicdo unidimen-
sional. Represente-se por (e, ;) a base o.n. do subespago gerado por g; e

1
2 2N\ 73 -
g2, COm e; = T% € ey = ([ggJ - ————-g——(gfg’il) ) (gg - ﬁ—(f;ﬁ”gl). Resulta entio:

(w, 91)° + (w, g2)? (5.4)
= {(w,e1) e1 + (w, 3) 3, 91)° + ((w, e1) e1 + (w, €2) €3, ga)*

= ((% e1) (61,91) + (W>€2) (ez, 91))2 + {(w, e1) (61,92) + (w, e2) (62,92))( . )
5.5

Representemos as varidveis (w,e,) (Gaussianas do tipo N{0,1}) por X,
n =1, 2. Com esta notagio, (5.4) pode ser escrito na forma

X(1)2 ((81: 91)2 + (GI)QQ)Q) + X(2)2 ((82291)2 + (82) 92)2)
+2x WX @ (81,9‘1) (62, Ql) + {e1, g2) (82, 92) :
Considerando a matriz:

M = [ (81791)2 “t (61,9’2) (ehgl) (@2191) + (31,92) (62192) }
' (e1,9) (€2, 91) + (€1, 92) (e2, g2) (€2=91)2 + (82:92)2

obtém-se, equivalentemente,

B (22) = rey [ [[ s (8 (o (2 (%))

.7y ArT

2
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Simplificando, obtém-se

2) = (2me)” s L —%.
E(L3) = (2 )‘;[/dzt//ds(clet<l+€\/[>>

Ty ng ATI Ty

Se considerarmos a matriz

T 0
o-5a]
com
g = 89 - 84
T = Ig—1
6 = |[t1,t2) N [s1, 8]} (amplitude do intervalo de intersecciio),

podemos, ainda, escrever

E(L?) = (QWE)"Z// d*t // d?s (1 + % tr G + ;_-15 det G>— (5.6)

1.1y ATI To

[N

uma vez que

det (1 - EM)
£

1
= 1+ E ((81) 91)2 + (63.)9‘2)2 + (62= 91)2 + (82)92)2)

+§5 ({(e2,91)" + (e1,92)%) ((e2, 1) + (22, 92)?)
—{(en, 1)(e2, ) + (31>9?)(62399))2)

1 1
= 1+EtrM-%——€-5detM, (5.7)

onde

trM = (61,91)2+(61,92)2+(62,91)2+(62;92)2
= 19‘1|2 + i92|2
= tr G
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fl

det M

(1g112+————(91=9§) ) (Jggig (052 )
|91] 1 1[

(91,99) (192[2 B (91,93) )
91° |91

= g1’ 1g2)* = (91, 92"

= det{.

Por outro lado, e como 4 foi referido,

2e

5:(B(t2) —B(t)) = (2me) Fexp (_'B(%)—B(nn?)

£) =1
(2me) He*{p 2—%,91 )

Como as varidveis dadas por p;(w) = {w;, 91), i = 1,...,d, sa() Gaussianas do
tipe N(0, 1), independentes e igualmente distribuidas obtém-se

tg _1 5 d
dt diy | T [ e —_— *
SR RICICIC D))
a [ ta 1 ) _%
= _5/ dfg/ dt1 (1-&——]91[ )
1 T €
u To io 1 -
w ) / dtg/ dtl (1 - - tz - tl)) ;
T T <

h..ln.

E (L)

fl

[SIEN

logo,

(B(L)* = (2ne)™ fT dtz /T h /T ds?/;
(1+§(t2“t1))

89
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Assim, e atendendo a (5.3), obtemos:
E (L))

= ([T [ [T [
((Hg(fw)%w_@z))‘i((H;) (Hgg))‘% )

Efectuando em cada integral uma transformacio de varidvel do tipo 2’ =

o8

a expressao anterior vem igual a

€4~d 5 2 £} S92
. 2 £ € €
E ((Ls,c) ) = (27r)d /E‘_L dtz /Z_L dtl /;:L ng /ZL dSl (58)

((+r+0+70-8)7F ~(1+7)a+o)H).

A expressao (5.8) pode ser adaptada as possiveis posicdes relativas dos
intervalos [t;,%s] e [s1,s5]. Pode acontecer: a disjungdo dos intervalos (ine-
xisténcia de overlap); a inclusdo de um no outro (overlap total); ou a exis-
téncia de elementos em comum sem que um dos intervalos esteja contido
no outro (overlap parcial). Em cada uma destas situacdes suporemos que
51 <ty e, consequentemente, multiplicaremos o valor correspondente a (5.8)
por dois para compensar a simetria original das varidveis s e t.

Na inexisténcia de overlap a contribui¢do é nula pois § = 0.

Relativamente & situacdo de overlap total, supomos, sem perda de genera-
lidade, que [t1,t2] C [s1, 32] A contribui¢do pode ser representada por

(";d f o do f dr ﬁ i / T (5.9)

4

.((1+T+O’+TU—T2)_% —((1+T)(1+J))°%)

ou, mais simplesmente, por
To—T:

i L

.((1+T+0+TJ—T2)”%—((I-I—T)(l-l—cr))_%).

90




Assim, considerando d = 3, obtemos a contribuicio

@fom dO’ngd’T (I?—f—& — CF) (o —71)

{a +T4o+or - 7 (14 7) (14 0))”

1o

) (5.11)

Recorrendo a diversas férmulas integrais, a algumas integraces por partes
¢ mudangas de varidvel (indicadas em apéndice), mostra-se que a expressio
(5.11) & igual a:

1 Ty —1T
ﬁ(Tg——T1+e)arctan 1+ 2= !
3 1+28=0
) (Ty, — 171 + 5e) arctan —
3 VI+EE 16 :
_R(T2~T1+56)arctan 5 +< ; +7ﬁ) 53
T—8 1 T — T,
+ 33 (TQ—T1)+%3'(T2“T1+€)EH (1+ z )
1 5e Tg—Tl
ey T e '
Vet +2(Te - 1) + o/ 1 =

Ora, quando € — 07, esta contribuigio é da ordem de In e, pois:

1. a soma das cinco primeiras parcelas converge para
-5 T8
- =—+—];
(7 - 7) (87r2 &d ) ’

2. asexta parcela é da ordem de in¢ e, quando dividida por — In e, obtém-
-se no limite
I, =Ty

23

3. as duas ditimas parcelas tém limite zero.
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Conclusao: Se dividirmos cada contribuicio do overlap total por —lnee

3
entre as varldvels s e ¢ resultam duas p0381b111dades de overlap total, donde

o limite sera:
-1

3
Na situacao de overlap parcial, muito mais melindrosa que as restantes situ-
agOes, a expressdo encontrada, jé considerando a contribuicdo vinda da in-
dependéncia entre as varidveis s e ¢, é dada por

2 T ] To—-T\ -0+ Th—o—148
d/ dcr/ dé/ d?']
(27!') 40 0 é T

((52 +e(r+0)+70— 62)_% —{(e+7)(e+ a))_%) ds.

calcularmos o limite quando & — 07, obtemos . Da simetria original

E, quando se considera d = 3, obtém-se:

To—Ty Ty -1y —~o-+4+é Th—gr74-6
~4—3 do / db / dr /
T

3

(P +elro)tro -6 — (e +7) (e +0))"

ol

)ds,

ou, ainda,

1 Ty Ty To--Ty TAT
— daf dT/ dS(Ty — Ty — o —71+6)
o 0 0

4 Vi{ghr—To+T1)
((Eretr+o) tr0- )~ (c+m) (e + )H).

Realizando as substitui¢bes e +o = s e e +7 = £ e considerando T := Ty — T},
obtém-se

{sAt)—¢
m cis/ dt[gv( e s (T — s —t+ 2+ 6)
s £—

'<(sti62>2‘<$)2)'
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Efectuando de seguida a substituicio § = z/st, resuita

d&/ dtV/st

SAt—z

dm(T—s—-t+25+$\/§>

47'3 ov t=ze=T

-((mwf)

SAL—E

_ e+T d /E+[‘ dt —'75—5—
47?3

—S‘""?f-l-zc‘f“l\/——)

0\/ stt— 25 T

.((1_}3;2)%_1). (5.12)

Como a funcao definida por

SALl—E

[ dm(T—s—Hzeer/E)(( 1.)%—1)

st ste2eT 1— 2
ov NG

é simétrica em s e ¢, (5.12) é ainda igual a

T g rtd 1 \?
/ i d:::(T—-s—t+2€-|—$\/st) ( 2) -117.
OVS t— '25 T 1—,‘13

(5.13)
De seguida faremos o estudo da ordem de grandeza deste integral triplo,
provando que:

L. determinadas parcelas t&m ordem finita (nestes casos usa-se uma ma-
joragao e prova-se que ela tem limite finito quando £ — 01);

2. as restantes parcelas sfo logaritmicamente divergentes.

Comegaremos por estudar

1 e+T t d
d / > g Tdm(s+t—26~$\/st). (5.14)
VS t—2c~—

273

Dado que a fungao integranda é ndo negativa e que

{Ov(s+t-~25—T) s~e} c [O,S\/“;},

Vst st
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podemos considerar como majoracdo para o integral (5.14)}

1T g ftds [T
— —;/-S—] dm(s—i—t——?emm\/st),
g £ 0

27

que tende para uma constante quando ¢ — 0. Fica, assim, provado que a
contribuigdo da parcela em questéio é da ordem de O (1).

O integral
e+t dt “ds
dz
')TE'S Ovs L—-2£ T

pode ser representado na forma

T ds [T dt 7- etT dt e J
T
271'3 97r3 2e+T—t 3 st 25—-'1‘) ’
t

cujo valor é dado por

T T 2:/(2 TYe —e*
(arcsin \/( £t )E i

3 26 +T 2e +T

T 2\/(26+T)(6+T)—(€+T)2
—In{e+— | +lne -
2e+T

diverge quando ¢ — 07,

Provaremos que o valor da esperanca que estamos estudando, é logari-
tmicamente divergente. Sabemos jd que a contribui¢io do overlap total tem
ordem Ine e que é dada por WW—T; Ine. Mostraremos que o integral que nos
falta estudar é divergente e ¢ da ordem de Ine.

94




Avaliemos entdo a ordem de

1 T at tds . 1
f da:(’]‘~3wtw§-‘25+a;\/st)—--—~w-w-;_;-
Vaht T (1 __:Eg).—

Mais uma vez, vamos estudar parcela a parcela. Quanto a

g-+T
dt [td 1
/ 2 dz—r (5.16)
ovetis2e=T (] _ 223

e tendo em conta que a funcéo a integrar é nfo negativa, podemos considerar

a Majoragao
=T dt /t ds/f—/:-i 1
= — | = dr———,
€ tJe s Jo {1-2?%)2

que & da ordem de O (1); o que nos leva a concluir que a parcela (5.16), tem
a mesma ordem.
Relativamente a

1 £+T
it / ds do— (5.17)
Ove. t— 25 T (1 '7)5

—

e procedendo da mesma forma, adoptamos a majoracio

E'**Tdt d 7-
27T3 8 1 235
- )2

que, por sua vez, & majorada por

1 ¢+T dtf
"'-—3 dS/ 3
2w 1 — x2)2

de ordem O (1). assim, também o integral (5.17) ¢ da ordem O (1).
Quanto a

1 /f“‘*’f dt [tds [V T
— A (5.18)
2m3 Vi /e \/_ ovakizgeol (] — a:z}%
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¢ usando ainda o mesmo argumento, consideremos a majoracac

1 =T gt [t ds [V o
dx

273 € .‘\/_E‘ z E 0 (1_$2)%

1 HT t 1
L dt | ds———
“2#3/5 . Sﬁ\/t——s

que é da ordem O (1). Igualmente se conclul que também a expressio (5.18)
¢ da ordem O (1). No que respeita a

d H
3/ dt/ i dg ey,
2 Ovs+t 25 T (1 _ x‘g)?j

e uma vez mais seguindo o mesmo raciocinio, podemos majora-lo por

‘77r3/ de/ 3__1)%

1/ gt [ ds——
2TF3 € £ \/gvt—-s’

que, como foi referido hd pouco, tem ordem O (1).
Falta estudar o integral

e-T 1
s / o dr—t (5.19)
i3 OVS i 2£ T (1 _ ‘,1:2)2

<

o qual pode ser representado por

T 5"*"% T+e dt ds 1
' :é_——g - St 2£ T dw 2
T € Z v (1 - :232)2

Ora,

Tte dt “ds 1
o3 dz - 3
2T GVS t— 25-T (l — :E‘Z)g
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< e oit/ ds/
> 27? e+l 1_1_)%
T [T+
= 73 " dtt( arcsin (~2s + 1) + arcsin (—2¢ + 1))
T T4z 1
<o ) 4T
€+§

expressao esta que tem limite finito quando ¢ ~— 07,

& um majorante de

e+ dt/ ds 1
Do dg——,
27’ vs £ 2e T (1 _$2)§

que ainda precisamos avaliar. Efectuando as substituicbes s = eo e t = T,
somos conduzidos a

gmf“%é dT/Tda o1
3 - o )
2ms f T )1 o /cr'rw(a——l)g

que pode assumir ainda a forma

P4+ 27 =2 T2 \/F)

T
T 5% dr

— — { —arctan ———e—— + arctan ——
27 T ( 227 —1 2v21 ~ 1
Tendo em conta que para z > 0 se tem

xZ
1
arctanx:f —dx,
0 1 3:2

+ 2arctan
(5.20)

conclui-se que

T
— —arctanz < —,
2 T

e, consequentemente,

arctanz =




sendo R {z) dominado por -1—

T
Ora, (5.20) pode ser representado sob a forma

o
T+ 27 =2 T
(— arctan — —___~ + 2arctan i)
242 1 2

T [YEdrow
= '2?5/; T(“"‘é‘"i"Rl(T)-i-Q——Rg(’?’)) (523)
T ‘dr/ w “udrogw
+53 (/l wl (~§+Rg (7)) +/2 = (-2— ~ R, (T))) (5.24)
onde: R (1) é dominado por %, cuja ordem é do tipo -1~%~; Ro(T) &

dominado por %, cuja ordem é do tipo %; Rs (7) é dominado por QJ@,

cuja ordem é do tipo % e Ry (7) & dominado por m, cuja ordem é do tipo

T2
L Ri(7) Rafr) Raim) Ra(r) = o )
— Atendendo a que =0, =5~ =22 e~ sho integrdvels nos intervalos

em questdo e que tém limite finito quando & — 0%, (5.23) e {5.24) podem
representar-se por

T T

T
= «mﬁln (2e) +O(1).

Assim, renormalizando, por divisdo por — Inz, e tomando o limite quando
g — 0%, obtemos:
=3 (12 = Ty)
. (5.25)
e—0+F 2
n
(Quando nos propusernos estabelecer um teorema andlogo ao anterior para
uma dimensao arbitrdria d > 3, confrontdmo-nos com algumas expressoes

integrais que aparentavam ser divergentes, associadas a dimensio d = 4.
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Decidimos entdo estudar este caso de forma isolada. Assim, antes de nos
debrugarmos sobre o estudo do caso geral, resumido em (5.8), vamos analisar
a situacao quando a dimensdo é d = 4. Nesta situacio tem-se

-') 2 E
E((Leyen)?) = /dt;/ dtI/ ast/ ds,

-((1+T+U+TJ—52) —((1+T)(1+0))"2).

Assume-se
S1 < tl}

hipotese esta que foi compensada pelo factor 2. Observe-se que quando os

intervalos s&o disjuntos a contribuicdo é nula, uma vez que para este caso
§ = 0.

Na situacao de overlap total obtemos

—--U

s

SO —T

da d’r

((1+r+a+m~»~~r) : ((1+'r)(1+a))‘2)dt.

Renormalizando pelo factor r2(e) = ¢, obtemos a expressio

= ‘o [ (w - a) (o —7) (5.27)

.((1+¢+o+o~r~«¢~) 2—((1+r)(1+a))‘2).

Usando a defini¢do de integral impréprio e o teorema da convergéncia domi-
nada de Lebesgue, vemos que a expressio anterior converge, quando ¢ — 07,
para
T g a9y —2 -2
Py do dT(a~T)((1—E—T+U+U’r—7) - ((1+7)(1+0) )
T Jo 0

Procedendo em primeiro lugar ao cdlculo da integragio em o chega-se a

8?r4/ / o—T) l+T+0'—|—ch—T) - ((1+T)(E+a))‘2)a{gdnr
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T /m—21n(1+7)+111(1+27')
= —z 5 dr
8m* Jy (147)
T
= ~1n?2).
1671'4(1 In2)

Quanto & situagao de overlap parcial, a expressido encontrada, j& con-
siderando a contribuigdo vinda da independéncia entre as varidveis s e ¢, é
dada por

@ do‘/ d@fm T—oc—7+6) (5.28)
((E+etrto)+ro -7 () e+ o))

Efectuando as substituicdes o = s, § = ex e 7 = £y obtemos:

z T/js 5 T/z—s+z
— ds | dz dy(T/e —s—y+zx
5t . /D /x y(T/ y+2)
((+yrsrys=2) " (A a+9) 7).
Renormalizando, aplicando o teorema da convergéncia dominada e usando

a definicio de integral impréprio somos conduzidos ao valor limite, quando
¢ — 0%, dado por

87r4/ ds/ dm/ dy 1+y—l—3-i—'ys—:n)2 (1+y)(1+3))" 2)

= 84( 1+2In2).

Efectivamente,
/ ((1+y+s+ysﬁx2)_2— ((1+y)(1+s))_2) dy
22
(l+s—a?+z+sz)(1+8)° (1 +2)
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e tem-se, ainda,

22
w---—~m-4/ d:c/ : 5 ds
2 (27)° Jo s (I+s—22+z+s2)(1+s)(1+a)

T /O" (4:5111(1+:c)+2$21n(1+m)»~‘2rc1n(1+2:1:)

2 (2m)* 22 (1 +z)°
+—a:21n(1+23:)—a:2l-~«1n(1;+—2:};)+21n(1+3:))d:r
22 (1 + )
T
= -1+2 X
327r4( 1+2In2)

Juntando

todas as contribuictes obtemos assim
. 2
Hm B ((Lsyen))

g0t

T T
1 - Ly 2) = e
( 1n2)+8 (=1+21n2) i

4 Ak

Acabamos de estabelecer a

Proposicao

5.1.2 Comd =4,
T

E ((Le,f'en)z) — @a

quando £ tende para zero.

(5.29)

Voltemos ao caso geral, onde consideraremos d > 4 que, como referimos
aquando da representacéo de (5.8) s¢ tem contribuigio nao nula nos overlaps
total e parcial. Assume-se, sem perda de generalidade, compensando com o
factor 2, que 8; < 3.

No caso de overlap total temos:

fl

4 d S4+0—T
27"(2 / daf d’f‘/ ds/
ﬂ'

((1+T+J+TU—T )ﬁ%—((l-{—v‘ 1(1+40))”

(2i)d/0%da/00dT(T—aa)(cr—T)

(e o))

MISA.

)dt

'((1“'}“7'"{"0'-!-0'7'—-—7'2)
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Atendendo a que para cada £ > 0, a expressao
_d
T (o - ) ((1+f+a+m~_r2) e ((1+T)(1+a))-%)
majora a funcao integranda de (5.30), podemos aplicar o teorema da con-

vergéncia dominada de Lebesgue e a definigdo de integral impréprio e concluir
que o integral (5.30) converge para

(j;dfomda/o”(o_r)

.((1+T+O’+O’T—T2)_

- e [

_g
2

[MEY
(M8

- ((1+7)(1+0))"

) dr

.((1+T+O’+O’T—T2) —((1+T)(1+0’))_%) do

_ E_ w . 421 + 1)4_5'é ~ 4t + 1)1
~ (2n)® /0 g ((d -2)d-4)(r+1)2 (d-2)(d- 4)) , (8:31)

quando £ > 07. Imediatamente reconhecemos que o segundo integral é con-
vergente.

Quanto ao primeiro, que também nao é dificil mostrar que é convergente
para cada d > 4, pode ser resolvido usando as férmulas 2.155 e 2.154 de
[GR80], nos casos em que d é par, e as férmulas 2.249.1, 2.247 e 2.246 de
[GR80], nos casos em que d é fmpar.

A contribui¢ao do overlap parcial pode ser representada por

2 4—d 5 a T—o+é
Mi—/ da/ dé/ dr(T—oc—7+68  (5.32)
(2m) 0 0 5

d

: ((52 +e(r+0)+70— 62)_% —~((e+7)(e+ a))_i)

e, considerando as transformacoes o =¢es, 6§ = ez, T = ey e d = 4 + 2n, esta
assume a forma

?ﬁ(;—%%j/fds/osdm/fﬂﬂdy(g—s—y+$)
-((1+y+s+ys—x2)_% - ((1+y) (1+s))_g’)
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com limite

2T

(27

(5.33)
obtido por aplicagdo do teorema da convergéncia dominada de Lebesgue e
pela definigdo de integral imprdéprio. Ora,

e

f:o ((1+y+3+y8—m2)“%-((1+y)(1+s))““ )dy

2= 2—d

m2((s+1)(m+1)——r2)% 2(3+1)~%(a:—{—1)7
- (d—2)(s+1) 2—d

Invertendo a ordem de integragéo, podemos substituir (5.33) por

(22:;‘1 fom - /:Odsf dy (1t sy =077~ (Ly) 1+ 9)7F)
(5.35)

(5.34)

simplificavel, usando (5.34), em

o [~ (4022 +1)F  4(z+1)7
(27r)d/0 dx( d-2?%  (d-2)

N 222 /mds(s(x+1)—a:2+:c—{—l)_ )
z s+1

(ML=

2—d
Imediatamente conclui-se que

o [ [(4@2z+1)T  4(@+1)"
wfo d”’( (d-2° (d—z)z)

converge dado que d > 4. Precisamos entao avaliar

__22— ® s [T (S(:E+1)—a;2+q;+1)“%
(2—4)(2«,-r)d/0 (2”3/ ds P )d:c. (5.36)

Néo conseguimos determinar a nafureza deste integral duplo para 4 arbi-
trario maior que 4. Calculdmos directamente lim._o+ B{(r(e)L..)?) para
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d=25,6,7,89 ¢ 10 e obtivemos, respectivamente,

t(2m) > (— 2 4 2r)

(5.37)

t(2m) 710 (- & + 81n2)

O célculo dos integrais intervenientes em (5.8) envolve o cancelamento
de divergéncias devidas & subtrac¢io do quadrado da esperanca de L., e que
estdo associadas a expressdes analfticas cuja dificuldade de andlise aumenta
com o crescimento da dimensao e consoante o intervalo [s1, so] N {ty, &) estd
estrita ou parcialmente contido em [s;, sa).

Ora, perante o desejo de obter uma expressio simples para (5.8), ¢ dadas
as circunstncias anteriores, torna-se necessario estudar BE((L..)*) sob um
outro ponto de vista. Nas duas préximas sec¢des faremos um estudo de
E((r(¢)Le¢)?) segundo diferentes abordagens. Na primeira, L, . & reescrito
como um integral de Wiener usando a férmula de Clark-Ocone. Na se-
gunda usa-se o Teorema 4.1.2 e somam-se todas as varidncias dos movimentos
Brownianos limites, ou seja,

[eo] o0
2
t Z 2 | oy
my=0 mg=0
#ED
e verifica~se que esta soma é igual a

lim E ((r(e)Lee)?) -

g0t

5.2 E((r(e)L..)?) e a férmula de Clark-Ocone.

Esta secgdo € inteiramente dedicada ao célculo de E((r(e)L, .)?) por recurso
4 férmula de Clark-Ocone. Mais propriamente, estabelecemos a
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Proposicao 5.2.1 Para d > 4,

lim E ((r(e)Le,)%)

e—0t+

sed >4 é par;
N )
— (2m)4(d-2)

d—4 ;(l)k d—1 i
dS(QZkoG d2)(d—4)+()2 = |

L sed > 95 é impar.

(5.38)

Prova Na demonstragao deste resultado usa-se a Isometria de [td,

(o)) -2(f) o

Porém, antes de a aplicarmos a E ((r(¢) Le,c)*) , precisamos de determinar
( para o qual se tem a igualdade

e b= /fde.
Aplicando a férmula de Clark-Ocone (veja-se Teorema 2.8.5) conclui-se que

w;(1) = F(]]-[O,'r])ai (r(e)Le,c) (5.40)

onde aqui ' designa o operador de segunda quantificagio e

B (r(€) Lee)(w) = lim r(e)Lee(w + aby) = r(e) Le(w)

a—0t «

(5.41)

Calculemos entdo ¢;(7). Temos

‘,Dt-(’T) = (]].[01-] (/ dt2/ dt1 d/g (_|B(t2) ;&_B(tln ))

(5.42)
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L ta (:
= [t r‘&/dt'.?/ “7w]1,1
( (o, ) ; o 5( E)d/ < it 5?}>
1

.exp(—% (w, 1p, t2]> O (w, Lygy 1)) dta

Z

= (—f (L) /df:z/

1

. Q.Kp('—'{)— <L¢J ]]. [t1, to]> <€AJ ]L[t o) > ]1 [t1,t2] )d-tl (543)

Edlal

Uma forma de identificar ¢, consiste na determinacio dos seus kernels, os
quais podem ser calculados através da sua transformada S. Ora, tendo em
atengio (5.43), resulta que S{p,)(f) é igual a

i

ta 2
IS o L, ey
e(2 ()‘)f /dtg/dtlﬂ““”](r)s (EXP (%i[g—1>> <-v]1[t1,t21>) (Lpf) .
0

{5.44)
pelo que basta~-nos calcular

S(exp=5= (o Mn)’) (o L) (o1 ). (5.45)

Usando a férmula 5.55¢ do Teorema 5.53 de [HEKPS93l, a expressio (5.45)
vem igual a

(7, €) 2 (89) (£) + (D (5¢)) (€) (5.46)

com plw) = exp{~3 {w, Lj,, t2§> ), o= Ly s & = Lo f, sendo D, a
derivada de Gateaux na direccdo n em (5). Temos:

(m &) 2w m/QM f(s)ds. (5.47)

31

Recorrendo & defini¢do de operador integral e ao Exemplo 4.23 de [HKPS93]

obtém-se 1
2
5 (exp (_2_6: <w: ]l[t]_,t2]> )) (]]-EO,T}JC)

iy
(ﬂm,ﬂf A vl [ Lo f (S}dS)
iy

—_ d/?a to — ~dj2 1 _
sett ) e 20+t — t1)

106




pelo que

(st

SH) (1 = U2 gty — )72
(S50) (Lpprif) = e (e + 1t — 1) ™ exp 2(e+ts — 1))

(5.48)

De [HKPS93] (veja-se secgdo A do Capitulo 10), pode afirmar-se que

(DySH) Lo f) = <wn[tl,12;,—ﬂ[—ﬁﬂ”—‘- /t Qﬂ{o,r;(s)f(s)d5> (S¢) (8)

& tQ — tl
2o [ fas (s9) 0
= — e —— S )

onde Dy representa a derivada de Gateaux na direccio n.Assim, podemos
substituir (5.44) por

el 14 2 L
———(Q?r)(d/)E/ dtg/ dty gy 0o (7) (8 + by — 1) 7742 (5.49)
o 0

L exXp (—m (ﬁ:gmf(s)dg 2) /:M fls)ds. (5.50)

Determinemos o funcional generalizado, chamemo-lo ¥, que tem (5.50) por
transformada S. Pela igualdade (5.55b) do Teorema 5.35 de [HKPS93] sabe-
sequepara® e (S),n,fe S

(SD®)(f) = (m, Flrea(SP)(S) (5.51)
onde, para ® € () com expansdo & (z) = S/ ( 29" F) en € S,

+oo
Dy (z) = Z (: 2®D & E)

n=0
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Identificando ;f'w f{s)ds com (n, f)r2(z) conclui-se que 1 = Ty, 1,nr). Deter-
minemos agora & de modo a que

1 ta AT
e (T’lt_ﬁ (o)

A partir do Exemplo 4.23 de [HKPS93], que d4-nos a férmula explicita dos
Kernels Gaussianos, e usando o conceito de operador integral mostra-se que

1 1 : 3
Plw) = exp ("_2' <w’ NCEE rﬂ{“’”m> ) ' (558

Assim, conclui-se que o funcional ¥ é dado por

2

) = (S®)(f).  (5.52)

2
. . 1 i
W= Dﬁq) - Dn{n.tgf\r] exp (—-_2- <w= \/5 T tg — & A T]‘[{tl,ﬁ'zf\'ri> ) ’

Atendendo a (5.49), (5.50), (5.52) ¢ a ultima igualdade, resulta que (5.44) &
igual a

ta

(;;)(i/)g/dtzfﬂfﬂl.tzi(T)
0

0

(Et+ta—t1) e+t —ta AT) Y (SD2 O)(fdty.  (5.54)

By epan)

A igualdade {5.53) de [HKPS93] permite-nos afirmar que

U(w) =D, | Bw) = (@, Ly ) B(w) — (D%’W@) ().  (5.55)

Ora tem-se

(P ipnn @) (@)

_ L excn [ 1 (.1 .
gty —ta AT P 2(5+t2wt2/\‘r) y ikt tanT]
' <w? n[t1,t2/\'r}> D]]'[H.tz/\-r} <w, ]].[31‘;21,\7.0

! exp | — 1 <w 1 >2
- Edlog—ta AT b 2(6+t2——t2/\7-) » Al taAT]
' <w, ﬂ[tl»tzf\fl> ’ <n{t1,tgm]; ]l[tl,.tg/\ﬂ>
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o ANT — 1 1 2
= —— exp | — w, 1 w, 1l .
ety —ta AT p( 2(£+t2—t2/\r)< “"””O)( R}

Aplicando (5.54) conclui-se, finalmente, que

—r

L |15}
€ ' - -
olr) = ok [ e [ atliu) + =) e )
0 0

_ —r(e) ‘ " N —~1-d/2
- (2w)“/2/T dtg/o En)
-1

. exXp (m(w, ]l[tl,ﬁg."\’r}>2> <Wa H{tm]> dtl

Resumindo, encontrdmos para o tempo local centrado e renormalizado a
seguinte igualdade

t
r(€) Lo o(t) = fe o(7).dB(r)
com
T(E) ¢ T 1df2 _IB(ri-B(e)?
so(v-)"—"“’“'“/‘o‘/ dtzf diy (e +t = 7) e T W, g ).
TS 0

(2m)*
(5.56)
Podemos entdo escrever

E(r(e)(Le.)")

= E (Uot cp('r).dB(T))z)

d d ¢t
= E( Z/e /0 ‘Pé(T)‘Pj(Tf)de‘(T)dBj(Tf)>~ (5.57)

Aplicando (5.39) a (5.57) somos conduzidos a.

d

d t
B((r(e)Lee)?) = ZZ%‘/@ Elp;(T)e;(r))dr

i=l g1

- E (/Otgog(”r‘)dT) ,
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igual, por sua vez, a

T

5 13 14 T t
@ (?d [ar faen [an [as, [anie = w5y - ryeem
m
0 T

0 T 0

SN |Bi(7) = B(t)]°  |By(r) — Bi(s1))’
Z H E(EXP(_ We+to—7)  2e+sy—7) ))

dm=1 j=1j7kd
Bi{r) = B:(t)1®  |Bi{r) ~ Bi(s1)]?
E (exp <_| QEgL t2 m(i))l - 2%5)+ 82 —fi))l ) <wi’]l{tl’ﬂ>-<w“HEShTD) |

por substitui¢do de . Consideremos as variaveis aleatérias normalizadas

Xy={, (7= t)"" 1y, 1)

X2 = <': (tl - 81)_1/21]-[61,111]):

onde supomos s; < t; {compensando com o factor 2, dada a simetria entre
as varidveis ¢; e s1). Podemos assim escrever

o (_ |B:(7) = Bi(t)*  |Bi(r) = Bi(s)[*
20 +ty—7) 2e + 89— 1)

) (wij ﬂ{t1,T])'<wiJ ]1‘{31le>

1
= exp <_§(axf + 20X X, + cX§)> (f X2+ 90X %)

com
i T— T JI—s1 _
a= 5+ﬁ2£—1-T - s+32ti'r’ b= Ts-}-lsg—lr Sl: c= afksgs_r,
fm'.r"“tl, g=\/7——t1\/tl_51-
Assim,
E({(r(e)Lec)?)
VRN S S A S
=
B (2"" §V)/dT/dQ]dtI/dSQ/dSl(awktzmT) 42 Ye + 5y )42
i
0 T 0 T 0




d—1
. (E (exp (—%(CLX% + 20X, X, ‘f—C‘ng))))

1 .
: (fE (exp (mg(aXf + 20X, Xs + cX§)> Xf)

+ g (exp (—%(QXIQ + 200X, + cX§)> XgX]_)) :
Tem-se
E (exp (—%(axf + 26X X, + cxg)> Xf)
= —Z%E (exp (——%(aXf + 20X Xo + cXZZ))) (5.58)
e

E (exp (—%(aXf + 26X X, + cX§)> X1X2>

- _%E (exp (-—%(aXf + 20X, X5 CX%))) : (5.59)

pelo que uma primeira simplificagio de B((r(g) L. .)2) exige apenas o cdlculo
de B (exp (—3(aX? + 20X, +¢X})}). Ora,

1
B (exp <m~2—(aX12 +2bX: X5 + cXS)))

- 8 (oo (~3x.40))

_ a b _ X1
A-—[b c} eXm{XZJ.
Atendendo a que as varidveis X e X, s@o independentes e igualmente dis-
tribuidas com densidade —i=exp(—3X?), obtemos

onde

E (exp (—é(x, AX))) = 51; /exp (—%(Xf + X2 4+ (X, AX))) dX,dX,
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- exp (—é(X,(]l—&A)X)) dX,dXs,

2%

onde 1 é a matriz identidade. Os vectores proprios de 1 + A séo

—3a+ 3¢ — 5y/(a? = 2ac + ¢ + 4b?)
b

—2a+ tc+ 24/(a® = 2ac + c* + 4b2)
h b

i

associados, respectivamente, aos valores préprios

1 1 1 . 1 1 . .
1+§a+§c+§ V(a2 = 2ac + 2 + 4b?) e 1+-2-a+§c—§\/(a2 — 2ac -+ ¢ + 4b%).

Assim,
1

. (exp <m%(X’ AX)>> T /O ta) (ive) -0 (5.60)

As igualdades (5.58), (5.59) e (5.60) permitem-nos entao afirmar que

E((T(g)LE,C)2)

o d(2m)” defdtz/ dt1/ dSQf dsi(e +to ~7)7 51

(6+32——-T) g (1—1‘-a~i~c-{—ac~b2

1

J s
—9f L — "7 g — )2
( 2f6a(1+a+c+ac b*) 72 gab(l-i—a%—c%-ac b*) )

t .
= dS 271' fd’f‘/ dtg/ dtl/dSQ/ d81€+t2—’r) 51

({e+s—7) —5-1 1—i—cH—c-!—ac—Z:vz)""1 (f(1+c)— bg)

i L T b4 t1
= Qdc’fdws (27‘()_(1/ de dtg/ dtl] dSQ/
0 T 0 T /0

T”"'tl

dSl‘
(fu =7+ 8p = 81 +€) (fg = t1 + &) o+ (7 = t1) (bg — 7 + £))1 7%
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Procede-se de seguida & mudanga das varidveis

ty = Et"l
Ty = é't':_z/
7 o= g7’
§1 = &8}
ty = Etrz
Obtém-se
E((r(e)Lee)?)
Copr gt
= Z%&d (QW)_df de dtg/ dt]_/ dSQ/
0 T 0 T 0
T — tl
2 dS]'

((tl—T+82—S1+1)(f2—t1+1)+(T-t1)(tg-7’+1))1+5

Considere-se as transformagdes de varidveis

Qfﬂ’f'—tl
y=t2“T+1
=8 —8 —(T—1t)+1

5 =5

tlztl

As condigbes gerais que anteriormente se escreviam na forma:

t
0< 5 <t <7< sty < —
2

traduzem-se agora por

t
0531Stlf\xz[}/\tl—slgzwl/\yEZAslSg—z—:c-s—l.
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Os integrais em §; e f; admitem entdo a representacio

i%;A:HAl z+s1—1 ¢
[ [ e (e o),
4] 5 “

A nova funcac integranda, que ¢ nao negativa, é
T

(z(z +v) + 2y)

(z = 1) ~cz—cx+e)

(observe-se que j4 efectudmmos o produto por ). Mas sendo o nosso objectivo
a determinacdo do limite da variancia de rL. podemos simplificar o cdlculo
se aplicarmos o teorema da convergéncia monétona de Lebesgue. Observe-
-se que o limite da funcdo integranda majora-a para todo o &. Entdo, por
aplicagdo do referido teorema, vem

lim B((r(e)Le,.)? (5.61)
x
= 2td(2 / d'y/ dzz—l/ dz y
(2(z +y) +zy)' ™2
Qtd o0
= dy ey y+z)-1-%f dgm
0 z 2
(x -+ 1—}%)
8t

- m/ dyfl da(e = 1)y +2) 7 (u2) 7%, (5.62)

por aplicacdo da férmula 3.191.2 de [GR80]. Para tornar mais leve a escrita
omitiremos a constante B¢ e adoptaremos a notagéo

{2m)*(d-2)
d
= 5 + 1.
Deste modo, - -
| [ st -y + 22w (5.63)
1 1
* (z-1) /Oo 1
= d dy——mo. 5.64
| =5 v 00
Através das transformacoes
1
Z = p
y==2




o integral duplo (5.64) é convertido em

1 oC 1
[ dat =g ["ao
) MRt

De seguida usa-se o método de primitivago por partes, ocbtendo-se

o0 1 1
1 / ds L1 / 273 dy ] %z
(20— 5) (20 —4) ) (s+1)2s=2 20 —5) (14 )2 za 4] 1+
1 0 i
(5.65)
1
A mudanga de variavel s == ol aplicada ao integral
/1 T 1 s ds (5.66)

transforma-o em

1 IQ—Q
/0 Oty m)gd:c.
Substituindo {5.66) em (5.65) obtemos

20 + 6 ® g2 1 1 go-s
(B0 —5) (e = 4) /1 S Eli v /O Trapds (387
Existem diferentes férmulas integrais consoante a é ou ndo wm ndmero in-
teiro. Dada a relacio existente entre « e d (inteiro ndo inferior a 3), ha que
distinguir os casos em que d é par daqueles em que d é {mpar.
Comecemos por supor que d é par. Aplicando a férmula 2.111.4 de {GR8&0]
aos dois integrais da expressio (5.67), esta vem igual a

(_n.')

(e

20+ 6 0% 1 0‘2"4(——1)’“”%
(2&—5)(2am4)k:1a 2-k 20-5i~7a-3-k
(-1)%* 22 -6,
+2a—4 +2a—5( 1*In2.

Substituindo o em funcdo da dimensao d e multiplicando pelo factor IS %)f(t ey

obtemos o valor de lim,._o+ E{(r(¢) L. .)?) para os casos em que d > 4 & par:

2.9

8¢ od—4) I (—1)kk 0 I (L1)ktg
@rd—2) \ ([d—8)(d-2) = d-2k—2 d—34td—2k—4
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(—1) _ gp,d—4
+d—9+( 1)2 d_gm :

Quando d é fmpar convém reescrever a expressao {5.67) na forma

—20 4 6 00 o2y 1 1 $a 345
/ dz + / dz
(200 —3) 2~ 4) J; (1+2)2/z 20 -5 Jy (1+2)%/T
e aplicar a formula 2.245.1 de [GR80]. Seguindo esta estratégia, (5.67) vem
igual a

7
P

am 8
_2a+6z (=1)* +2a—6°‘ 2 (-1
200 - 5 k=02a—2k—-6 2a~—5k:02a—2k—8

1 T oI 20 —0
m(2a-—5)(2a—4)+§(-) a5

De seguida, substituindo @ na expressao anterior e multiplicando o resultado
obtido por W obtém-se o lim._o+ B((r(g)L.¢)?) quando d > 5 e fmpar:

8t (d — 4 g1 ar
(2m)(d - 2) ( Zdw%—a (dﬁg)(d“4)+(_1)2§ ;

0 que termina a demonstracéo. B

5.3 O lim._o+E((r(e)L..)?) e as variancias dos
movimentos Brownianos limites dos ter-
mos 7(e)K; (d, 7, €) .

Nesta secgio expomos algumas propriedades dos tempos locais relacionadas
com a sua expansac em caos, merecendo especial destaque o estudo da espe-
ranga da renormalizacdo do quadrado dos tempos locais, desta vez “calcu-
lada” usando algumas das propriedades dos seus kernels estudadas no Capi-
tulo 4.
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Atendendo as proposicdes 2.5.2 e 3.3.5, e supondo que n = Zle n;, onde
cada n; é par, L. pode ser escrito na forma

Z/ fo”“ 2( w12 )%2%?)_1

(v—u+e)™+(t+e) T ote)T = t—ute))  w(s)  dts

0
((v—u+6) ”+(t+ e) - (ute) T = (- ute)T)  w®H(s) s,

onde » := 224 — 2. Aplicando (3.5) e (3.10) podemos escrever

o0 — -1
_ Z 13 ( s+ 1) (2m)3 z%g!) (M (d, 7, £) + N, (d,7, )
e, usando (3.11), tem-se ainda
Le=)Y Ki(d#z). (5.68)
=0

Observagao 5.3.1 Para cada ¢ > 0, L, tal como apresentado no Caprtulo
3, é um elemento de (L*), atendendo a que o dominio de integragio é imitado
e a fungdo a integrar é uma Gaussiana. Por outro lado temos o sequinte

Lema 5.3.2 Com cyq definido em ({.5) e
M(d,e) i=7(e) Y caahhi(d, @) (5.69)

tem-se:
1. Para cade o € R,9(d, ¢) € D(N°) C (L?), quando & > 0;
2. Para todo a € [0,%32) , M, (d, ) € D (N®), quando & = 0;

onde D (N} designa o dominio do operador N® definido pare cada

w e (L% por:
= Zn“(: W go(ﬁ)).
i
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Prova Da definigdo do operador N° resulta que
2 li e —x[]2
IV Millisy = n [ (0 = w &)Ly gm

Utilizando (4.13) e (4.14) resulta

(nn—1)t+0(1)) lng] se d=3

112
(v —u+e)™ | oy am =
(th ) W)l ’
o (t+o(1))53‘d(—’;%:%~! se d>3
pelo que obtemos
][N“E).Rt(d,s)llﬁm)
(nin—1t+0(1)) se d=3
= > Al n™ ) . (5.70)
fiimy par (t‘}‘O(l))%i:*%“; se d>3
Seja
(2m)!

e 1 par, men

Tomando o limite de (5.70) quando £ tende para zero por valores positivos,
a série assim obtida é convergente quando a série

2% n(n—1) se d=3

Y syt

n par ((%_2) (#_1))2 m se d> 3

d=2
é finita. Prova-se directamente para d = 1,2 e 3 que < e. (% +1)°7

e mostra-se indutivamente que esta desigualdade mantém-se vélida para d,
quando se supde que a mesma relacao é vilida para d — 2. Assim, usando a

majoragao
=2

O<a£f)§c-(-?+1) .

4

vemos que os termos da série tém ordens ndo superiores a

0 (nd52+2a—4—(d"~5)> = O (n_gm)
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pelo que a condigdo

4+ 2a < —1

¢ suficiente para a convergéncia no caso £ = {.

Nos casos em que € > 0, e atendendo a que a dimensdo do espago nao
desempenha um papel deterministico no estabelecimento do resultado, basta-
-nos prové-lo no caso unidimensional. A partir da definicdo (3.1) dos tempos
locals ¢ suficiente mostrar que o resultado é valido para §.. Temos

S (6 (B (t2) ~ B (1)) (f)

B 1 1 ‘ :

B \/2W(|t2mtli+5) =P *2(|t2_t1|+6) ( £ f(S)d8>
(—=1)" n

S I e ()

9n+2n* (|ﬁ2 — tl! -+ 8) nty

pelo que o kernel de ordem n é dado por

’ ,8%e neé impar
(-1)®
nd1 — ]l®n Jse n P par
\/7?.2—;%%1 (It — 1] +€)»~;§i it1,t2]
Assim,
e —_ 2 — nzitz_tlin
[eB () ~Bley = 2. mmymamgs 72

nin é par

nl
X )

nn & par em

AN

_3
z e, Ccon-

Usando a férmula de Stirling conclui-se que m ~n

siderando z = A‘f‘j_ podemos interpretar a série em (5.72) como uma série

de poténcias convergente no disco de raio 1. Podemos mesmo concluir que
também a série de poténcias ). o . n2e=2z% converge para cada valor real
a, pelo que 5.(B{t2) —B(t1)) € D(N®) e, por conseguinte, L. . € D(N?), para
todoa € R.M
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O lema anterior permite-nos concluir que

> (=1

fi==0)

v
wla

A
272

o] ]

( (> +1) (2n) !)_le(d,ﬁ,e)e(Lg)- (5.73)

Tendo em vista a sua comparacdo com a esperanga do tempo local renor-
malizado, vamos calcular a soma dos termos constantes do limite de todos os
cross-variations de martingeles renormalizados r (2) My, (d,7i,e). Sabemos
i4 que

d
Eltd) « = Y cg,d:_%_Z(r(e) My (d,71,2), 7 (€) M, (d, 71, €)):

fi,n; par k=1

= > c—d lim Zur ) Moy, €) | oy

7,0y Par

n(n—1) se d=3

=Y gt . (5.74)
g par “(%“(_;%:% se d>3

Usando a substituigdo 71 = 2m resulta

E(t,d) = Y cndhm Z &) My (d, 7, ), (e) M, (d, 7, 2)),
fI,70 par Jk=1
2m(2m—1) se d=3
= Y @mie, - , (5.75)

- = 2 (d—d)!
A (z—%;d—_a% se d>3

com

e, = ((m+df2-2) (m+d/2 - 1)(Em)* 2™ m) ™ (5.76)

pelo que
d
S kg lim Y (r{e) My (d, 7€), 7 (

g0t
T, par Fok=1

)M (d, 7, e))

m
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2m(2m —1) se d=3

@M 2ml)? (m+d/2-2) (m+d/2 - 1)) | @me-4)

@m+d—5)! se d>3
(5.77)
2m(2m —1) se d=3
= Z a,,(_g:} 1 2 )
onde, para cadam =0,1,2,3, ..., a'? & dado por (5.71), ou seja,
on! 2n'
O = ¥ = (5.78)
a’m n 1
n=m (2 TL‘ mp=0 myz=0
mi+...+mg=m>0
- Z Hf:l (zn’%)
= 3
nin=m (22?=1 M Hf:l TL.,,')
- ¥ Jy
fiin=m 1=1 (2‘”’; n |')2
Tem-se, em particular
|
)  g-2m (2M)! (5.79)
(m!)

pelo que

gy = ¥ Ha(l). (5.80)

am=m t=1

Tem-se ainda vélida a seguinte relagao

Lema 5.3.3
aldritds) — Z ag‘f:)ag;’). (5.81)

mi,me:mi+me=m

Prova Com efeito, de (5.80) resulta que

NI H o) 1—2[ .
b |

LT W ng, =1

d
Eiél ”!+Zj=1 j=m
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d d
Denotando por my = ) .1, 1, e por my = Z %, 7 podemos escrever

(11

o) YT RIS H“m

my,nemy Fmy=m din=m, i=1 Aln=my j=1

e, aplicando novamente (5.80), vem, tal como querfamos,

agt = T aflel),

My, M7 + Mg =1

Lema 5.3.4 Com m € N, tem-se

1 4™ .
@ o 2 2l
™ mg d:?:m(1 :C) |1'3—-0
__T(m+3)
'{m+ 1)1‘(%)
Prova Parad =1
2m)! —
ab) = 2“9”1( m)z _ Lt 13 m-1
(m)}  ml 2 2 2
I'(m+1)

Por outre lado, com |z] < 1, sabe-se, por exempio por 1.112.4 de [GR&0),

com z substituide por —z, que

onde a, =

1, Lo 13, 185, 1357,
11—z 2 2.4 2.4.6 2.4.6.8
>0
= Zana:”,
n=0
1357 (Qn]) el () seja,

Tl = (N2

o0
= Z allg™.
m=0
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Além disso, pelo Lema 5.3.3, temos

oo

aff) =) ali Vel

m=0

Finalmente, por indugéo mostra-se facilmente que

(1—2x) % Z (g™ (5.83)
m=0

donde o resultado.
(@ _ _T(m+3)

(m+1)1’(%)’
d = 2 e 3. Admitindo esta condigao vdlida para d, prova-se que ela verifica-se
para d -+ 2. Dada a arbitrariedade de d em N (para d = 1 vimos atrds que a
condigdo também & verificada) conclui-se que

@ I'(m+%)
T Tm+1)T(8)

Observe-se que se pode mostrar directamente que am para

(5.84)

para todo d € N.I

O resultado que de seguida apresentamos & particularmente til na prova
da igualdade que nos propusemos mostrar nesta secgio, nos casos em que a
dimensao do espago é 3 ou 4.

Corolario 5.3.5 Para todo o nimero notural m, tem-se

af—,?,,) — Zm: (Qn) ( ( )) — 1’ (585)

(22 nl)* (2= (m - n))*

n=0
o = (2m + 1)!
mo 2
{2mml)
e
ol =m+1.
Prova Com efeito, atendendo a (5.82), para |z| < 1, o quadrado da série
Y o ga o™ coincide com a série S ™ =
Nt oo o m
=0 k=0 m=0 n=0
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Pelo Lema 5.3.4, conclui-se assim que

pam
(2) ~1
Ay, == m! d:l?m( |1 0= Zanam n = 1
ou seja,
i (2(m —n))! _ i (2n)l (2(m —n))! o1
R T~ LB (o
Agora, usando (5.81) e {5.85) resulta
= ! (2m + 1)
(3) — = . 5.86
a8 Z = (5.6)
Finalmente, de a'e’ =1 e de (5.81), resulta que d =m+ 1M
Recorrendo ao lema anterior, e supondo d = 3, obtemos
d
Et3) = > c « lim L > (r(e) My (d, 7€), 7 (e) M;, (d, 7, €))
7i,n; par j,k:l
p T m{2m — 1)
— (3)
= a
(2m)° 2;1 " ((m—1/2) (m+1/2))
% i 2m+1) 2m)im(2m - 1)
(2m)* 2= (2" (m1)* ((m - 1/2) (m + 1/2))
ot i (2m)lm
(2m)* 2= (2™)° (m))* (m ~ 1/2) (m + 1/2)
ot
T

igual, por sua vez, tal como vimos na primeira sec¢io do Capitulo 5, a
lim, o+ E (L- ren)
Com d = 4, obtém-se

E(t4) = > c Sa lim > {r (&) My, (d, i, €),7 (5) M, (d, 7, £)),

fi,n; par Frk=1




IR O S
- (2m)4 Z Gm (m{m + 1))22m

2t 1
PISE Z_; m(m+ 1)

- o mE@

TE'4 o c,l‘ﬁll) :

Para d > 4, usando (5.84), a soma

x5

_ t (@) 1 (2m){d — 4)!
E(t, d) (Qw)d;am (i 2 e 1) Omta s (5.87)
transforma-se em
t i I (m+ %) (2m)i{d ~ 4)!
@2m)* = T{m+ )T (£) (m+d/2 - 2) (m +d/2 - 1))* @m +d —~ 5)!’

{5.88)
que pode ser avaliada para cada valor de d (& semelhanca do que fizemos
para d = 3, 4) recorrendo a sucessivas integracdes e/ou derivagdes de (5.83),
para exprimir o termo geral da série apenas em funcdo da varidvel m. A
soma {35.88) pode ser comparada com (5.8), tendo-se

E((T(E)LE’C)Q) = (Qﬁ)d_/{} dﬁg/{} dtl/o dSQ/O

((1 +7r+0+ 10— 52)“% - ((1+7)(1+ cr))'%) ds;. (5.89)

Tanto a soma {5.88) como o integral (5.89) foram calculados para algumas
concretizagdes de d (e coincidiram em todos estes valores), em particular, por
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exemplo, obteve-se

E(t,3) 167

E(t, 4) 2

E(t,5) - i

E(t,6) —2 4+ 22
= (27) ™%

E(t,T) 2 in

E(t,8) 2 - 8m2

E(t,9) TR

B(t,10) 8+ 82

Comparando estes resultados com (5.25), (5.29) e (5.37) constata-se que

. 2
E]i%i E (Le,ren)
d
= > iy Jim > (rle) My (d, 7i,e),7(e) M;, (d, 7, )
f,10; par 4,k=1

para tais valores da dimensdo. Por cutro lado permite-nos obter a soma de
algumas séries curiosas.

Deixamos em aberto o problema de generalizar este resultado a dimensdes
arbitrarias d > 3.
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A.1 Calculos para a Secgao 5.3.

Neste apéndice indicamos o método que seguimos para converter a, eXpressao
(5.11):

< [ o 7 dr (82D - o) (0 - 7)

[}

.((1+T—E—J+UT-—7‘2)—%——((1-%7)(1—%-0))“5),

e

1 T, -1,
o (Ty ~ Ty +¢) arctan /1 + 2 .
3 1+ ?.I%ZL
5 (Ty — T} + 5¢) arctan 3

1+ B8 116
3 (T, — T1 + 5e) arctan - +< ] +77r> -6?

453 2 8
-8 1 T2 - Tl
4L = (Ty —T1) + o3 (Ty -~ T1+¢)ln (1 T ) (190)
1 be T2 - Tl
— 2 — P
+7I'3 £ +2(T‘2 T1)€+ 53 1+ p .

Por aplicagio das férmulas 2.264.5 € 2.244.1 de [GR80! obtém-se, respec-
tivamente,

¢ -3
/ dr(a~1")(1+7"+0+afr—'r2) 2
0

1 1— 20 + o? o—1

\/1+2cr V1 (1+O’(5+0)\/1+20'+(5+O’)\/1+G'

3

f dric—7)(1+7)72=-4V1+0+20+4
0

pelo que (5.11) pode-se escrever

e fi—“ = (Tg - T, ) (( 1 1
— do - - A
8 o £ Vi+2e 140
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1—20+ g2 g—1 )

” (L+a)(5+0)V1+20 * (54+0a)/1+0o

m(H«a)"% (—4 1+cr+2cr+4>)

_ % 4/ c——o'dg_/ (C_U)(Qg:_4)da
S 0o 1+0 o (1 +0)?

_4[ (C“J)m‘i‘”[ (c—a)(QU-:- 4)(10),

(1+0)(5+0)

onde ¢ = Iz—gfl
Apresentamos de seguida indicagdes sobre o desenvolvimento destas qua-
tro parcelas.

1. De forma imediata obtém-se foc f :_ Tdo = —c+ (c+ D n(c+1);
a
-~ g (2 4
2. Para a simplificagdo de [; (c (a)( (;j_ ) do usam-se as férmulas 2.223
1+o)2

alfneas 1, 2 e 3 de [GR8(] obtendo-se

/c =)0 +4) 4 40— oviTes 20 +o)f - 16;
o (1+0) 3

3. Aplica-se 0 método de integracdo por partes a

“(e—a)/1+20
‘4f0 T oGro)

por primitivacdo de a +(;)_(50 et Obtém-se
e
4fc (c—o)V1+ 20
o

(14+0)(5+0)

)

= —(c+1VI+2n{l+¢)+{(c+3)V1+2ein(5+c) ~ (5 +c¢)lnd

“In(1 + o)

0 V1+20

“In(5+0)

ez
o V1+20

+(c+ 1) do — {c+5)
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Efectuam-se as substituigdes de varidveis 1 + 0 = 2 e 5+ 0 = 7 no
primeiro e no segundo integrais, respectivamente, e aplica-se, e;m ambos
os casos, a férmula 2.727.5 de [GRS80] resultando

“le—o)V1+20
—4 do
0

(1+0)(5+0)

vi+2
= 2(c+ 1}arctan /1 + 2¢ — 6(5 + ¢) arctan ———3+--£ +8v1+2¢

T 1 1 =
-8 - 5 +30arctan§ +c (Balcteu 3 5) ;

4. Aplica-se 0 método de integracho por partes a

/C(c—a)(20+4) J_/C4cm202+(28~4)0da
o Vitol5+0) Jo (5+0)Vi+o ’

Bl

por primitivagao de (14 0)7% e, em seguida, faz-se a substituicio
1 4+ o = z. Somos assim conduzidos & expressao

8 3 8 8 e \/-ZE
— 1 [ —— ___..qé 5 e ——
3( +¢)? ¢T3 (30-1—10)/1 ($+4)2d5,

que, por aplicagdo da férmula 2.213.5 de [GR80], & transformada em

44 1 1
ey + 30 alctan—?: -+ (6 arctan—é — 4) ¢

V1+¢
5

-f”g(l +o)f + 12(1 4 ¢)% — 6{c + 5) arctan

Substituindo ¢ e as expressdes determinadas em 1, 2, 3 e 4 em { 90) (a
qual é igual a (5.11)), obtém-se a expresséo desejada.
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