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Resumo

A pratica do bilhar configura-se como um dominio privilegiado de aplicagao
empirica de conhecimentos matematicos, fisicos e geométricos. A dinamica
do jogo permite a andlise rigorosa de trajetérias, angulos, vetores de forga
e fenémenos de rotacao. A mesa, delimitada por tabelas retangulares, pode
ser modelada como um plano geométrico no qual se formalizam principios
como a reflexao especular, a conservagao do momento linear e determinadas
transformacoes simétricas. Assim, a execucao de uma tacada eficaz depende
nao apenas de destreza motora, mas também da compreensao (ainda que

intuitiva) de estruturas matemadticas subjacentes.

As situagoes de snooker, caracterizadas pela auséncia de linha direta entre
a bola branca e a bola-alvo devido a interposicao de outras bolas, evidenciam
a necessidade de raciocinio geométrico avancado. Nesses casos, o jogador
recorre a trajetoérias indiretas com uma ou multiplas reflexdes nas tabelas.
Embora sejam tradicionalmente utilizados modelos baseados em simetrias
ou sistemas de marcagao numérica (como os sistemas de diamantes), tais

métodos revelam limitagoes em contexto competitivo.

Neste enquadramento, o presente trabalho propoe uma abordagem ino-
vadora, articulando fundamentos tedricos e aplicacao pratica. Introduzem-se
conceitos da teoria de grupos, em particular agoes de grupo, bem como nogoes

de espacos e transformacoes afins. Com base nesse referencial, desenvolve-se
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um modelo especifico para o bilhar, orientado para a transferéncia efetiva do
conhecimento ao contexto competitivo. O objetivo consiste em capacitar o
atleta para identificar, em situagoes de snooker, o ponto 6timo de contacto na
tabela, otimizando a decisao e a execugao. Por fim, apresenta-se um codigo
informéatico, concebido a partir dos resultados obtidos, destinado ao apoio ao
treino.

Palavras-chave: Acoes de Grupo, Espacos Afins, Transformacoes afins,

Reflexao, Tacada, Bilhar.



Abstract

The practice of billiards constitutes a privileged domain for the empirical
application of mathematical, physical, and geometrical knowledge. The dy-
namics of the game allow for rigorous analysis of trajectories, angles, force
vectors, and rotational phenomena. The table, bounded by rectangular cushi-
ons, can be modeled as a geometric plane in which principles such as specular
reflection, conservation of linear momentum, and certain symmetric trans-
formations are formalized. Thus, the execution of an effective shot depends
not only on motor skill but also on an understanding (often intuitive) of

underlying mathematical structures.

Snooker situations, characterized by the absence of a direct line between
the cue ball and the target ball due to the interposition of other balls, high-
light the need for advanced geometric reasoning. In such cases, the player re-
lies on indirect trajectories involving one or multiple reflections off the cushi-
ons. Although traditional models based on symmetries or numerical marking
systems (such as diamond systems) are commonly used, these methods reveal
limitations in competitive contexts.

Within this framework, the present work proposes an innovative approach
that articulates theoretical foundations with practical application. Concepts
from group theory, particularly group actions, are introduced, along with

notions of affine spaces and affine transformations. Based on this theoretical
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foundation, a specific model for billiards is developed, oriented toward the
effective transfer of knowledge to competitive play. The objective is to enable
the athlete to identify, in snooker situations, the optimal point of contact on
the cushion, thereby optimizing decision-making and execution. Finally, a
computer program developed from the results of this work is presented as a
training support tool.

Keywords:  Group Actions; Affine Spaces; Affine Transformations;

Reflection; Shot; Billiards.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Notas prévias

Os jogos desempenham um papel significativo no desenvolvimento do ra-
ciocinio matematico, especialmente em criangas em idade escolar. Entre eles,
destaca-se o jogo de bilhar, uma modalidade acessivel a individuos de todas
as idades, cuja pratica contribui de forma eficaz para o desenvolvimento do

raciocinio légico-matematico, através das seguintes vertentes:

i) Resolucao de problemas: Os jogadores precisam aplicar conceitos ma-
tematicos durante a partida, o que estimula o pensamento critico e a

analise das consequéncias das suas agoes e decisoes.

ii) Estratégia e planeamento: O jogo exige um planeamento cuidadoso,
antecipacao de jogadas futuras e consideragao de multiplas possibilida-

des, favorecendo a tomada de decisoes fundamentadas.

iii) Abstragao e generalizagao: Os jogadores desenvolvem a capacidade de
reconhecer e aplicar padroes mateméticos em diferentes contextos e

situacoes de jogo.
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iv) Motivacao e concentracao: A prética do bilhar é naturalmente desafi-
ante, envolvente e motivadora, promovendo elevados niveis de foco e

persisténcia.

v) Colaboragao e competicao: O jogo promove a colaboragao, a comu-
nicacao e o trabalho em equipa, ao mesmo tempo que proporciona uma

oportunidade de competicao saudavel e respeitosa.

Ou seja, do ponto de vista educacional, a pratica de bilhar contribui sig-
nificativamente para o desenvolvimento do raciocinio matematico, ao propor-
cionar oportunidades para aplicar conceitos matemaéticos de forma pratica,
resolver problemas complexos, desenvolver estratégias, promover a abstracao
e a generalizagao, bem como cultivar competéncias de pensamento critico
enquanto mantém os jogadores motivados e concentrados.

Por outro lado, o bilhar desempenha também um papel relevante no de-
senvolvimento integral de jovens e atletas, tanto a nivel fisico como mental,

nomeadamente através de:

i) Desenvolvimento de habilidades motoras finas: A sua pratica requer
precisao e controlo motor fino para realizar tacadas com exatidao.

Ajuda os jovens a desenvolver e aprimorar estas capacidades motoras.

ii) Foco e concentracao: Para ser bem-sucedido, é necessario manter total
concentracao em cada tacada. Isso contribui para o desenvolvimento
de competéncias de foco e atencao, uteis nao apenas no desporto, mas

também na escola, no trabalho e noutras atividades.

iii) Pensamento estratégico e tatico: O bilhar é um jogo que exige plane-
amento estratégico e tomada de decisoes taticas. O desenvolvimento
destas competéncias é essencial para a vida dos atletas e também para

a resolucao de problemas no seu dia a dia.
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iv)

vi)

OBJETIVOS 3

Desenvolvimento social: A pratica do bilhar ajuda os jovens a desenvol-
ver competéncias sociais, como o trabalho em equipa, a comunicacao e

o respeito pelos outros.

Gestao emocional: Tal como em outros desportos, o bilhar ensina os
jogadores a lidar com a pressao, a frustracao e o fracasso. Aprender a
controlar as emocoes e a manter a calma sob pressao ¢ uma habilidade

valiosa, com beneficios em varias areas da vida.

Promocao da atividade fisica: A pratica de bilhar promove uma ativi-
dade fisica moderada e pode ajudar os individuos a manterem-se ativos

e saudaveis.

1.2 Objetivos

Esta dissertacao tem trés objetivos fundamentais:

(1)

Oferecer uma compreensao nova ou mais profunda dos principios ma-
tematicos intrinsecos a pratica do jogo de bilhar, ajudando os jogadores
a melhorar as suas habilidades durante uma partida, através da imple-
mentacao de estratégias que lhes permitam superar os desafios que

surjam.

Desenvolver um codigo informatico que permita criar uma aplicacao
informatica de apoio a qualquer atleta de bilhar, quer durante uma

partida, quer como ferramenta de treino.

Desenvolver ferramentas matematicas que possibilitem a producao de
material didatico escolar sobre a Matematica e o Bilhar, auxiliando e
complementando os contelidos programaticos do médulo B5: Os Jogos

e a Matematica, presente nos cursos profissionais.
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Quanto ao primeiro objetivo, pretende-se partilhar conhecimento ma-
tematico relevante e aplicavel a pratica do bilhar, que possa ser utilizado efi-
cazmente pelos jogadores durante uma partida, com vista ao aperfeicoamento
do seu desempenho e ao desenvolvimento de metodologias de treino mais efi-
cientes.

No que diz respeito ao segundo objetivo, a criagao de uma aplicagao in-
formatica direcionada para a pratica do bilhar podera constituir uma ferra-
menta inovadora capaz de melhorar as habilidades técnico-taticas dos atletas.
Essa aplicacao disponibilizaria algoritmos matematicos e recursos geométricos
capazes de auxiliar o jogador na definicao da melhor estratégia a adotar em
diferentes momentos da partida ou de treino.

Relativamente ao terceiro objetivo, enquanto professor de Matematica
nos cursos profissionais durante varios anos, constatei que o médulo B5: Os
Jogos e a Matematica, sendo um mdédulo opcional, nao é frequentemente
explorado pelos professores nas escolas, apesar do interesse demonstrado pe-
los alunos em relagao aos tépicos a abordar. Na minha perspetiva, a fraca
adesao a pratica educativa deste modulo deve-se a diversos fatores, entre
os quais destaco: a limitacao de recursos disponiveis, como a auséncia de
material didatico adequado, a inexisténcia de laboratérios especializados ou
de professores com formacao especifica, a fraca especificidade dos contetidos
programaticos e o facto de os jogos sugeridos se encontrarem desatualiza-
dos ou descontextualizados face a vida quotidiana dos alunos. Deste modo,
considero fundamental contribuir para o enriquecimento dos conteidos pro-
gramaticos deste médulo através da inclusao do jogo de bilhar, potenciando
a criacao de materiais didaticos que evidenciem a matematica presente na

sua pratica.
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Conceltos Matematicos

O bilhar, a primeira vista, ¢ uma modalidade desportiva centrada na destreza
manual e na experiéncia empirica. No entanto, uma andlise mais profunda
evidencia que o comportamento das bolas, os angulos de incidéncia e reflexao,
bem como as interacoes entre bolas e tabelas, podem ser descritos e otimiza-
dos através de ferramentas matematicas rigorosas. A aplicacao de conceitos
avancados, como a Teoria de Grupos e os Espacos Afins, permite formalizar
a dinamica do jogo, prever trajetérias e fundamentar estratégias com base

cientifica.

A necessidade de recorrer a estas ferramentas matematicas surge do facto
de que cada jogada pode ser interpretada como uma combinacao de mo-
vimentos e transformagoes geométricas. A Teoria de Grupos fornece um
enquadramento para analisar os efeitos de reflexoes e rotagoes, enquanto os
Espagos Afins permitem representar trajetorias, posicoes e deslocamentos das
bolas de forma precisa. Esta abordagem nao sé aumenta a compreensao do
jogo, como também fornece suporte para a tomada de decisoes estratégicas,

demonstrando a mais-valia da mateméatica na pratica do bilhar.
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2.1 Teoria de Grupos

A Teoria de Grupos constitui um ramo fundamental da dlgebra abstrata,
dedicado ao estudo de conjuntos equipados com uma operacao binaria que
satisfaz quatro propriedades essenciais: fecho, associatividade, existéncia de
elemento neutro e existéncia de inverso. No contexto do bilhar, os grupos
mais relevantes sao os grupos de isometrias do plano, que incluem reflexoes,
rotacoes e translagoes, ou seja, transformacgoes que preservam distancias e

angulos.

Cada colisao da bola com uma tabela pode ser modelada como uma re-
flexao especular, em conformidade com a lei fisica que estabelece a igualdade
entre angulo de incidéncia e angulo de reflexao. Quando ocorrem multiplos
ressaltos, estas reflexdes podem ser combinadas através de composicao de
transformacoes, o que, do ponto de vista algébrico, constitui a operacao de
grupo. Por exemplo, a composigao de duas reflexoes em retas paralelas equi-
vale a uma translacao, enquanto a composicao de duas reflexdoes em retas
concorrentes equivale a uma rotacao. Estas propriedades explicam mate-
maticamente técnicas como a técnica do espelho, em que o jogador projeta

mentalmente a trajetoria refletida para simplificar o cdlculo da trajetoria

ideal.

A Teoria de Grupos permite, portanto, compreender e prever padroes
complexos de movimento e reflexo, oferecendo uma base formal para es-
tratégias que, de outra forma, seriam avaliadas apenas intuitivamente. A
sua aplicacao reforca a precisao e a eficiéncia na execucao das tacadas e
demonstra a importancia de estruturas algébricas na andlise de fenémenos

geométricos presentes no bilhar.
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2.1.1 Grupos, Homomorfismos de Grupos e Subgrupos

Definicao 2.1.1. Seja G um conjunto e x uma operacao bindria definida em
G por
x:GXG—G.

Diz-se que o par (G,*) é um grupo se satisfaz:
i) VabceqG, (axb)xc=ax(bxc);

i) re€eG:VaeG: exa=axe=a;
iii) VaeG, 3 d eG:axd =d xa=e.

Definigao 2.1.2. O grupo (G, *) diz-se abeliano(comutativo) se satisfaz a
condicao

Va,b € G,a*xb="bxa.

Observacao 2.1.3.
i) O elemento e acima referido chama-se de elemento neutro do grupo.

it) Se o grupo G € abeliano, podemos usar o simbolo + para representar
a operagdo bindria (nota¢ao aditiva). O elemento neutro é designado
por 0 e, dado a € G, o elemento d', designa-se por simétrico de a e

representa-se por —a.

iii) No caso geral, dado a € G, o elemento d', designa-se por inverso de a

e representa-se por a” .

Exemplo 2.1.4. Eis alguns exemplos de conjuntos que sao grupos:

i) (Z,+) - Inteiros com adigao.
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ii) (R, +) - Reais com adigdo.
iii) (R\ {0}, x) - Reais sem zero com multiplicagao.
i) Qualquer espago vetorial com adigdo vetorial forma um grupo abeliano.

v) (GL(n,R), x) - Matrizes n X n invertiveis com entradas reais.

Notas:

1. Paran > 2, (GL(n,R), X), nao é grupo abeliano, pois o produto

de matrizes nao € comutativo.

2. Os grupos (Z,+), (R,+), (R\ {0}, xX) e (Z,,+) sao abelianos.

Fis alguns exemplos de conjuntos que nao sao grupos:

i) (N,+) - Naturais com adi¢do, pois o simétrico de um nimero natural

nao € natural.

ii) (Z, x) - Inteiros com multiplicacdo, pois hd inteiros que nao admitem

inverso inteiro (por exemplo o nimero 2).
iii) (R, x) - Reais com multiplicagdo, pois o zero nao tem inverso.

i) Matrizes 2 x 2 com entradas reais e determinante 0, pois existem pares
de matrizes com determinante nulo cuja soma nao tem determinante

nulo.

Definigao 2.1.5 (Grupo das fungoes bijetivas de um conjunto X em si
préprio com composigao). Seja X um conjunto qualquer (finito ou infinito).
O conjunto de todas as funcgoes bijetivas de X em si mesmo, com a com-
posicao de fungoes como operacao, forma um grupo.

Esse grupo € chamado de grupo Simétrico sobre X, e denota-se por:
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i) Sx, se X for qualquer conjunto (no caso geral).
ii) S,, se X ={1,2,3,4,...,n}.
Recorde-se que dada uma funcao f: A — B, temos que:
i) f é injetiva sse Va1, 29 € A, f(x1) = f(22) = 11 = 9;
ii) f é sobrejetiva sse Vy € B,3x € A: f(z) = v;
iii) f é bijetiva se f é simultaneamente injetiva e sobrejetiva.

Notas:

i) Cada elemento do grupo é uma funcao bijetiva f : X — X (ou seja,

uma permutagao dos elementos de X).
ii) A operagao é a composicao de fungoes: (f o g)(z) = f(g(x)).
iii) O elemento neutro é a identidade Idy, tal que Idx(z) =z, V z € X.

iv) O inverso de uma funcao f representa-se por f~!.

Observagao 2.1.6. Acerca do grupo simétrico S, podemos constatar que:

i) S, € um grupo nao comutativo (ou seja, a composicio de duas per-
mutagoes nem sempre dd o mesmo resultado se a ordem for trocada),

exceto para n < 2.
ii) A ordem do grupo € |S,| =n!, comn!l=nx(n—1) x..x1.
Exemplo 2.1.7. Seja o conjunto X = {1,2,3}, entao:
i) Ezistem 3! = 6 funcoes bijetivas de X em X.

ii) Cada fungdo pode ser vista como uma permutagdo dos elementos de X .
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iii) As permutagoes formam o grupo Ss.

Podemos representar as permutacoes como funcoes através do uso de ma-

trizes de duas linhas:

12 3
F) f2) 1)

As 6 permutacgoes de S em forma de fung¢do sdo:

Permutacao f =

Nome | Matriz da fungdo

1 2 3
e

1 2 3

1 2 3
S

21 3

1 2 3
t

3 2 1

1 2 3
r

1 3 2

1 2 3
a

2 31

1 2 3
b

3 1 2

Eis um exemplo de composicao de duas permutacoes com matrizes:

Sejam s e r definidas por:

1 2 3 1 2 3
21 3 2 31

Dado que:
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i) Para X =1: (soa)(1) = s(a(1)) = s(2) = 1;
ii) Para X =2 (s0a)(2) = s(a(2)) = s(3) = 3;
iii) Para X =3 (soa)(3) = s(a(3)) = s(1) = 2.

Resulta,

1 2 3
1 3 2

soa =

Il
3

A tabela sequinte ilustra a composicao das 6 permutacoes aplicando esta

regra para cada par de fungoes.

ala t r s b e

blb r s t e a

Definigao 2.1.8 (Homomorfismo de grupos). Sejam G e H dois grupos com
operagoes - (em G) e x (em H ).
Uma fungao ¢ : G — H € chamada de homomorfismo de grupos se, ¥

a,be G, ¢p(a-b) = ¢p(a)* o(b).

Se os grupos forem ambos escritos multiplicativamente, podemos simpli-

ficar a notagao para ¢(ab) = ¢(a)p(b).

Definicao 2.1.9. Seja ¢ : G — H um homomorfismo de grupos. Diz-se que
O é:

i) monomorfismo se ¢ € injetiva.
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ii) epimorfismo se ¢ € sobrejetiva.

iii) isomorfismo se ¢ € bijetiva. Escreve-se G ~ H quando eziste um iso-

morfismo entre G e H.
w) endomorfismo se G = H.
v) automorfismo se ¢ € um isomorfismo e um endomorfismo.
Proposigao 2.1.10. Seja ¢ : G — H um homomorfismo de grupos. Entdo:

i) ¢(eq) = ey (a imagem do elemento neutro do primeiro grupo € o ele-

mento neutro do sequndo grupo).
ii) dlat) = (6(a))"!, ¥ a € G.
Exemplo 2.1.11. FEis alguns exemplos de homomorfismos:

i) A fungao ¢ : G — H dada por ¢(g) = ey, ¥ g € G é um homomorfismo

(homomorfismo trivial).

ii) Se H C G é um subgrupo, a fungdo inclusao f: H — G, definida por

f(h) = h, é um homomorfismo.

iii) A funcao det : GL,(R) — R\ {0}, onde GL,(R) é o grupo das
matrizes reais de ordem n, é um homomorfismo porque: det(AB) =

det(A)det(B), V A, B € GL,(R).
w) A funcao ¢ : (R, +) — (R*,+), definida por ¢(x) = e, é um homomor-
fismo porque: ¢p(x +y) ="t =e” - e¥ = ¢(x) - p(y).
Defini¢ao 2.1.12 (Subgrupo). Seja G um grupo com operag¢ao -. Um sub-

conjunto H C G € subgrupo se com a mesma operagcao de G também for

grupo, e denota-se por H < G.
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Em seguida, apresentamos dois critérios praticos para ver se um dado

conjunto ¢é subgrupo de um grupo.

Proposicao 2.1.13. Seja G um grupo e H um subconjunto de G. H é um
subgrupo de G se:

i) eq € H;
ii) Ya,b€ H, a-b € H;
iii) Va € H, a™* € H.
Proposigao 2.1.14. Seja G um grupo e ) # H C G, entao H < G se
Vabe Ha-b'eH.

Exemplo 2.1.15. Seja G = (Z,+) e H =2Z ={...,—4,-2,0,2,4,...}
H € um subgrupo de G, pois:

i) HCG;

ii) Og € H;
iii) Dados a,b € H, temos a+b € H (a soma de dois pares é par);
w) Ya € H, temos —a € H (o simétrico de um par é par).

Em seguida mostraremos que a imagem de um subgrupo sob um homo-
morfismo é sempre um subgrupo do grupo de chegada e a pré-imagem de um

subgrupo é também um subgrupo do grupo de partida.

Proposicao 2.1.16 (Imagem de um subgrupo). Se ¢ : G — H é um homo-

morfismo de grupos e K < G, entao:

O(K) = {6(k) : k € K} < H.
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Demonstracao. Temos ¢(K) C H. Sejam a,b € K, entao ¢(a) e ¢(b) €
¢(K). Pela defini¢ao 2.1.8 e pela proposicao 2.1.10, temos que ¢(a)-(¢(b)) ! =
¢(a) - ¢(b7") = d(a-b7") € ¢(K). Logo, ¢(K) < H. O

Proposicao 2.1.17 (Pré-imagem de um subgrupo). Seja ¢ : G — H um

homomorfismo de grupos e L < H, entdo a pré-imagem de L, dada por
o HL)={g€G:d(g) € L} é um subgrupo de G.

Demonstragao. Seja ¢ : G — H um homomorfismo de grupos e L < H.
Como, ¢(eg) = ey € L entao eq € ¢ (L) e V a,b € ¢ (L), entao

d(a), d(b) € L, logo: ¢p(a-b) = ¢(a)-(¢(b))~* € L portanto a-b* € ¢~ (L).
Conclufmos assim que ¢~'(L) < G. O

Definicao 2.1.18. Seja ¢ : G — H um homomorfismo de grupos. O nicleo
de ¢, denotado por ker(¢), é o subconjunto de G formado pelos elementos

que sao levados ao elemento neutro de H, ou seja,
ker(6) = {g € G+ 6(g) = e} = 6 ({en)).
Proposicao 2.1.19. Seja ¢ : G — H um homomorfismo de grupos. Entao
i) ker(¢) < G (o0 nicleo de ¢ é sempre um subgrupo de G).
ii) ¢ € injetiva (isto €, um monomorfismo) se e sd se ker(¢) = {eg}.

Definicao 2.1.20. Seja G um grupo. Um subgrupo N < G é chamado de
subgrupo normal (ou subgrupo invariante) e escreve-se N < G se, para todo

g€ G en€N, o conjugado gng=' também pertence a N. Ou seja,
NdG <= VgedG,gNg'CN.

Proposicao 2.1.21. Seja N < GG. Entao as sequintes asser¢oes sao equiva-

lentes:
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i) NG;
ii) Vg € G, gNg~* = N;
i) Vg € G, gN C Ng;
w) Vg € G, gN = Ng.

Proposicao 2.1.22. Dado um homomorfismo de grupos, ¢ : G — H, o

nicleo, ker(¢), é um subgrupo normal de G.

Demonstragao. Vamos verificar que ker(¢) < G.
Como {ey} < H, pela proposicao 2.1.17, ker ¢ = ¢~ *({ey}) é um sub-
grupo de G. Por outro lado, para qualquer g € G e k € ker(¢), temos

d(gkg™") = &(9)d(k)d(g™") = d(g9)end(g) ™" = d(g9)o(9) ™ = em

Ou seja, gkg™! € ker(¢)
Portanto, gker(¢)g~' C ker(¢), e assim ker(¢) < G. O

2.1.2 Acoes de grupo

Uma acao de grupo pode ser definida a direita ou a esquerda de um deter-

minado conjunto. Nesta sec¢ao vamos explorar esses conceitos.

Definigao 2.1.23 (Agao de Grupo a Esquerda). Seja (G,-) um grupo com
elemento neutro e e X um conjunto. Dizemos que G atua (a esquerda) no

conjunto X quando estd fizada uma aplicagao - : G x X — X que satisfaz:
i) g-(h-z)=(gh)-x,Vg,he G, Vo € X;
ii) eq-v=mx,Vg € G, Vo € X.

Nota: Como g - (h-z) = (gh) - x, entdo podemos escrever ghz sem que

haja ambiguidade.
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Definigao 2.1.24. Sejam G um grupo, X um conjunto e - : GXxX — X uma
acao de grupo a esquerda. Dado g € G, define-se uma funcgdao ¢4 : X — X,
por ¢g(x) =g -z, Vo € X.

Proposicao 2.1.25. Da funcao ¢4 definida em 2.1.24 resulta que:
i) Gep(v) =€ -2 =2,Vr e X. Ou seja, e, = Idx;

i) Dados 91,02 € G, 7 € X, como byp(x) = (0r92) - = g1 (g2 ) =
g1 - (¢g2 (1‘)) = ¢91(¢92 (LE)) = (¢91 © ¢92)(x)7 logo ¢9192 = ¢91 © ¢92;

iwi) A aplicagio ¢(g) € bijetiva e (¢g)~t = ¢y-1, pois dado x € X, (¢y 0
qbg*l) - ¢gg*1 = 9256 = IdX: €, (¢g*1 o (bg) - ¢g*19 = 9256 = Idx.

Definicao 2.1.26. Sejam G um grupo, X um conjunto e - : G x X — X

uma a¢ao de grupo a esquerda. Dado g € G, define-se a funcao ¢ da sequinte

forma
¢:G— Sy
g 9(g) = ¢
Teorema 2.1.27. Dada uma agao de grupo, - : G x X — X, a funcao

¢ G — Sx definida em 2.1.26 é um homomorfismo entre os grupos (G,-) e
(Sx,0).
Reciprocamente, se ¢ : (G,-) — (Sx,0) € um homomorfismo de grupos
entao a aplicacao
S GxXx X =X
(g,2) = gz =(6(g))(x)

¢ uma acao de grupo.

Demonstragao. Dados g1, g2 € G, temos que ¢(g192) = @gy9, = Dg1 © Pys-
Reciprocamente, se: ¢ : (G,:) — (Sz,0) é um homomorfismo de grupos

entao, dados ¢g1,90 € G, © € X, temos que:
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1) 91-(g2-2) = g1-(A(g2) () = (¢(91))((D(g2))(2)) = (¢(g1) 0 P(g2)) () =
(0(9192))(z) = (9192) - ;

i) e-z = (¢(e))(x) =Ildx(z) = x.
O]

Definigao 2.1.28 (Acao de Grupo a Direita). Seja (G,:) um grupo com
elemento neutro eq e X um conjunto. Dizemos que G atua (a direita) no

conjunto X quando esta fixada uma aplicagao - : X X G — X que satisfaz:
i) (x-g)-h=x-(gh),Vg,h€G, V€ X;
i) x-eq =z, Vr € X.

Note-se que, dados g, h € G, x € X, numa acao a esquerda gh ”atua’em
x da seguinte forma: primeiro "atua”h e em seguida g. Numa acao a direita,
primeiro ”atua” g e em seguida h.

Se o grupo for abeliano, uma acao a esquerda é equivalente a uma agao

a direita.

Definicao 2.1.29. Sejam G um grupo, X um conjunto e - : X xG — X uma
acao de grupo a direita. Dado g € G, define-se uma funcao ¢4 : X — X,
por ¢g(x) =x-g, Vo € X.

Proposicao 2.1.30. Da funcao ¢, definida em 2.1.29 resulta que:
i) ¢(x) =2 €=z, ou seja, ¢ = Idx;

ii) Dados g1,92 € G, v € X, como ¢g,0,(x) = - (9192) = (- ¢1) - g2 =
(091 (7)) - g2 = g (09, (7)) = (@g, © By ) (T), temos que dg,g, = By, © Py,

iii) (63)"" = by, pois dado = € X, (6 0 dy1) = dyry = b0 = Iy €,
(¢g-1 0 ¢g) = Pgg-1 = ¢ = ldx.
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Definigao 2.1.31. Sejam G um grupo, X um conjunto e - : X x G — X
uma ag¢ao de grupo a direita. Dado g € G, define-se a funcao ¢ da seguinte
forma
¢: G — Sy
g 9(g) = ¢y

Teorema 2.1.32. Dada uma acdo de grupo a direita, - : X x G — X, a
fungcao ¢ : G — Sx acima definida é um homomorfismo entre os grupos
(G,-) e (Sx,*) onde, dados g,h € Sx, gxh =hog.

Reciprocamente, se ¢ : (G,:) — (Sx,*) € um homomorfismo entio a
aplicacao:

X xGE—=X
(7,9) = x-g=(¢(9))(2)

¢ uma ac¢ao de grupo.

Demonstragao. Dados g1, g2 € G, ¢(9192) = Pgrgo = Pgy © Pgy = Dgy * Dys-

Reciprocamente, se ¢ : (G,:) — (Sx, o) é um homomorfismo de grupos

entao, dados g1, 92 € G, v € X, temos que:

i) (v-g1) 92 = (0(g1)(x)) - 92 = (0(92))(@(91)(x)) = (d(92) © é(g1))(x) =
(0(9192))(z) = 2 - (9192);

i) z-e=(¢(e))(x) =Idx(z) = x.

m
Exemplo 2.1.33. Considere os sequintes exemplos:
i) Acao por permutagao (a¢ao natural de S, )
O grupo simétrico S, atua no conjunto X = {1,2,...,n} por per-

mutacao:

o-i=0(i), o0€Sy ei€lX.
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ii) Agao por multiplicagao de matrizes
O grupo GL,(R) (matrizes invertiveis n x n) atua em R™ por multi-
plicacao:
A-v=Av, AeGL,(R), veR"
iii) Agao de Z por translagao

O grupo Z atua em R por translacoes:

n-x=x+n, nes, reclk

Definicao 2.1.34. Seja G um grupo e X um conjunto no qual G age. A

orbita de um elemento x € X sob a acdo de G € o conjunto dado por:

O,={g-z:9€G}.

Ou seja, a orbita de x € o conjunto de todos os elementos de X que podem

ser alcangados pela a¢do de algum g € G sobre x.
Exemplo 2.1.35. Considere os sequintes exemplos:

i) Acao de S3 sobre X ={1,2,3}

Considere o grupo simétrico Sz agindo sobre o conjunto X = {1,2,3}
por permutacao. A orbita do elemento 1 € X € o conjunto de todos
0s elementos que podem ser alcancados pela acdo dos elementos de S3

sobre 1:

0, ={1,2,3}.

Analogamente, temos que Oy = O3 = {1,2,3}.

ii) Acao de Z sobre R por translagdo
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Considere o grupo Z agindo sobre o conjunto R por translacdo. A
orbita de um ponto x € R € o conjunto de todos os pontos que podem

ser alcangados pela acao de qualquer n € Z:

O,={z+n:nei}.

Proposicao 2.1.36. O conjunto das orbitas forma uma particao de X, ou

seja, estar na mesma orbita é uma relagao de equivaléncia em X.

Demonstragao. Para provar que o conjunto {O, : z € X} é uma partigao

em X, vamos mostrar que:
i) Ve e X,0, # 0
i) X =U,ex Os
iii) Vo, y € X,0,N0O, #0 = 0, = O,.

Quanto a i), dado x € X, eg - x = x, logo x € O, o que faz que O, # 0.
Relativamente a ii), dado z € X, z € O, C U,cx Ox, logo X C U, cx O
Por outro lado, Vo € X, O, C X, logo J,.y O, € X. Daqui resulta que
X = U,ex Oz No que concerne a iii), dados =,y € X suponhamos que
0. O, # 0. Para provar que O, = O, basta provar que O, C O,. Assim,
como O, (O, #0,3g,h € G tais que g-x = h-y. Dado z € O, existe | € G
tal que z =lz =g~ 'gr = lg ' hy = (lg7'h)y € O,.

0
Definicao 2.1.37. O estabilizador de um elemento x € X, denotado E,, €
o conjunto dado por E, ={g€ G : g-x =z}.
Proposigao 2.1.38. Seja x € X. Entao, I, ¢ um subgrupo de G e (),cx Es

é um subgrupo normal de G.

Demonstragao. Dadox € X,eqx =1 = eq € E,. Dados g,h € E,, (gh™ )z =
g(h™'z) = g(h~*(hz)) = g((h"'h)z) = gz = x. Portanto, E, é um subgrupo
de G.
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Por outro lado temos,

ﬂEw = {geG:gr=2xVre X}
zeX

= {9€G:(8(9))(z) =2,Vr € X}
= {9€G:¢(g9) =ldx} = ker(¢).

Logo, ,ex Ee I G. ]

Definigao 2.1.39. Uma acdio (a esquerda) do grupo G no conjunto X,
G x X > X, diz-se:

i) transitiva se Vo,y € X,3g € G :y = gx.
ii) simples sse Vx € X, E, = {eg}.

Observe-se que uma acao é transitiva sse Vo € X, O, = X.
Nota: Analogamente, define-se uma acao de grupo transitiva ou simples

pela direita de um conjunto.

Proposicao 2.1.40. Considere a a¢dao de grupo - : G x X — X e -
X x G — X que atuam pela esquerda e pela direita do conjunto X. A acao

de grupo € simples entao Vx € X, Vg, h € G, gr = hxr = g = h.

Demonstracao. gr = hx = h lgr =o = h lg=e= g = h. ]

2.2 Espacos Afins

Na definicao de um espaco vamos utilizar as acoes de grupo a esquerda e
a direita de um conjunto. Vamos considerar uma acao de grupo de G num
conjunto X como um homomorfismo de grupos definidos por ¢ : (G,-) —
(Sx,0) se a agdo é a esquerda e, ¢ : (G,-) — (Sx,*) se a agao ¢ a direita,

conforme esclarece as proposicoes 2.1.30 e 2.1.34.
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Definicao 2.2.1. Dizemos que E € um espaco afim no espago vetorial V
sobre um corpo K, quando estd firada uma agao ¢ transitiva e simples do
grupo abeliano (V,4) no conjunto E.

Nota: Como (V,+) é um grupo abeliano, nao se distingue a¢ao a es-

querda de acao a direita.
Notagao 2.2.2. Dadosv € V e A € E escrevemos A®v em vez de ¢p(v)(A).

Proposicao 2.2.3. Seja ' um espaco afim num espago vetorial V' sobre um

corpo K. Dados A,B € E eu,v €V, temos que:
i) Ae 0= A;
ii) (Adu)dv=A& (u+v);

i11) Pela definigdo 2.2.1 temos que a a¢do fizada ¢ € transitiva e simples.

Assim, temos que VA, B€ E,3'v eV :B=Adw.

Demonstragao. Recorde-se que a agdo ¢ é um homomorfismo entre (V,+) e
(SE, O).
) A@ 0= (6(0))(4) = Idp(4) = A.
ii) (Aeu)®v = ((¢(u))(A))&v = (¢(v))((¢(u))(A)) = (¢(v)od(u))(A) =
(@(v+u))(A) = (p(u+v))(A) = A& (u+w).

Como (A®u)@&v=A& (u+v), podemos escrever A + u + v para
representa-la sem que haja ambiguidade. Em vez de &, como um ligeiro

abuso de notacao, usaremos a partir de agora apenas +.

iii) Demonstra-se trivialmente.
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Definicao 2.2.4. Seja E um espaco afim num espacgo vetorial V' sobre um

corpo K. Dados A, B € E, o unico vetor v tal que B = A + v representa-se

por 1@

Proposicao 2.2.5. Seja E um espaco afim num espaco vetorial V sobre um

corpo K. Temos que:

i) VAEE,Vvev,HlBEE:v:,@;

i) VA, B,C € E, temos que @ + @ = 1@
Demonstracao.

i) Demonstracao imediata. Basta considerar B = A + v.

i) A@(E+ﬁ):(A®/@)@B?:B@B?:C. Daqui decorre
quezﬁ:@%—@.

]

Proposicao 2.2.6. Seja E um espaco afim associado ao espago vetorial V.

Entao para A,B,C € F e u,v € V, temos que:

i) AA = 0;
ii) BA=—AB;
iii) A+ AD = B.

Demonstracao.

i) Dado A € F, temos A + 0= A, logo AA = 0.
ii) Dados A, B € E, temos E + E}él = AA =0, logo ﬂ = —zﬁ.

iii) Demonstragao imediata.
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2.2.1 Referenciais ou Sistemas de coordenadas afins

Seja F um espaco afim associado ao espago vetorial V. Quando fixamos um
ponto A € E, entao, para todo o ponto P € F, existe um tunico vetor v € V'

tal que v = ﬁ Isto define uma bijecao

@Z)AZE - V

Pr—>ﬁ

Quando fixamos uma base (ej,eq, -+ ,e,) em V,  a cada vetor 7 € V
corresponde uma tnica sequéncia formada pelas coordenadas de ¥ nesta base.
Isto é, U corresponde a (aq,- - ,ay,) sse U = aj€] + -+ + a,6,.

Se fixarmos um ponto A € E, ao qual chamamos origem e uma base
(e1,e9,--+ ,€,) de V, entdo a cada ponto P podemos associar as coordenadas,
(ay,--- ,a,) de ﬁ na base (eq, ez, - ,€,). Fixando um ponto como origem
e uma base do espaco vetorial V', sobre o corpo K fica estabelecida uma

correspondéncia bijetiva entre £ e K", definida por:
n
P+ (aj a9, ,a,) < ﬁ = Zaiei.
i=1

Definigao 2.2.7 (Sistema de coordenadas afim). Seja E um espaco afim
associado ao espago vetorial V. Quando firamos um ponto O como origem
e uma base, (e1,eq,--+ ,e,) em V, definindo desta forma uma bijecdo entre
E e K", dizemos que temos um sistema de coordenadas ou referencial para
E. Se O? = Y ", ae;, chamamos a (a1, as,--- ,ay,) coordenadas do ponto

P (neste sistema de coordenadas (afim) ou referencial).

Exemplo 2.2.8. Considere o espago afim E associado ao espaco vetorial

V = R2 Sejam O,P € E tal que O(2,1) e O(5,4). Considerando que o

s

ponto O € a origem do espaco afim e a base do espaco vetorial V = R? ¢é
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(e1,e2) com €1 = (1,0) e é3 = (1,1), as coordenadas afins (a1, as) tais que
O? = a1€1 + as€5 sao dadas por:
OP = a1(1,0) + as(1,1) & (3,3) = (a1 + a2, a3) < (a1, a5) = (—2,3).

2.2.2 Subespacos afins

Definigao 2.2.9 (Subespago afim). Seja E um espaco afim associado ao
espaco vetorial V., E # O um subconjunto de E e W um subespaco vetorial

de V. Dizemos que F' € um subespaco afim de E associado a W quando:
i) VA, B € F.AB € W;
i) VA€ FNYv e W, A+wv € F.

Definicao 2.2.10. Seja E be um espago afim associado ao espago vetorial

V. Dado um ponto P € E e um subespaco vetorial W de V', definimos
P+W={P+v:veW}.

Proposicao 2.2.11. Seja E um espaco afim associado ao espaco vetorial V.

Dado um ponto P € E e um subespacgo vetorial W de V. Temos:
i) P+ W € um subespaco afim de E associado ao subespago vetorial W ;

ii) Se F' é um subespaco afim associado ao espago vetorial W e P € F,

entao P+ W = F.

Demonstracao. Seja P € E e W um subespaco vetorial de V.

Vamos comegar por provar i) usando a defini¢ao 2.2.9.

Temos que P = P+0eP+W=P+W # () e, é imediato que
P+ W C FE por definicao de P + W.
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Por outro lado, sejam A, B € P+ W, existem vy,vy € W tais que A =
P+ vieB = P + vy. Temos que,

zﬁ:ﬁ%—ﬁ:—ﬁ%—vg:vg—vlew

Além disso, dado A € P+ W, entao Jw € W tal que A = P+ w e
YweW, A+v=(P+w)+v=P+(w+v)e P+ W, poisw+veW.

Relativamente a i), seja F' um subespaco afim do espago vetorial W
e suponhamos que P € F. Resulta da alinea ii) da definigao 2.2.9 que
P+W C F. Além disso, dado Q € F, PO € W, logo Q = P+ PO € P+,
Portanto, F' C P+ W. ]

Teorema 2.2.12. Seja E um espaco afim associado ao espago vetorial V', e
(F3);e; uma familia de subespagos afins de E, tais que F estd associado ao
espaco vetorial Wy, Vi € I.

Se Nie; Fi # 0 entao (o, Fi € um subespago afim de E associado ao su-
bespago vetorial (;c; W;.

Demonstragao. Seja F' = (.., F; e W =()..; Wi, com F # (). temos que W

iel iel
¢ um subespago vetorial de V.

Seja A, B € I, temos que, para todo ¢ € I, A, B € F}, segue-se que, para
todo 7 € I, 1@ € W;, e portanto E eW.

Seja A € F ev € W, entao, para todoi € I, A € F; e v € W;. Segue-se

que, para todo i € I, A4 v € F}, e portanto, A+wv € (o, Fi = F. O

Corolario 2.2.13. Dado um espago afim E e X C E com X # 0, a in-
tersegao de todos os subespacos afins de E que contém X € o menor subespaco

afim de E que contém X.

Definigao 2.2.14. Seja E um espago afim e X # () um subconjunto de E.
Entao chamamos a intersecao de todos os subespacos afins de E que contém

X de subespaco afim gerado por X.
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O subespaco afim gerado por X, serd representado por (X)af.
Se X ={Py, ..., P,} podemos escrever, (Py,...,P,), , em vez de (X)

af af*
Notacao 2.2.15. Dado um espago vetorial V' e os vetores vi,vq, -+ ,v, € V,
0 subespago vetorial gerado por {vi,va, - v}, que € dado por {d 1, \jv; -
N € K, <i < n} serd representado por (vi,ve, -+ ,Vn), -

Teorema 2.2.16. Seja E um espaco afim associado ao espago vetorial V' so-
bre um corpo K, se Py, Py, -+ , P, sdo pontos em E, entdo: (FPy, P, - - ,Pn)af =

oy oy o oy
{Po+MBPL+ -+ AP Py i Aty A €KY = By + (R Py, -, PoPy

>vet'

Demonstragao. Pela definicao 2.2.14, o subespaco afim gerado pelos pontos
Py, Py, - -+, P, é o menor subespaco afim de £ que contém todos esses pontos.

Seja A = (Py, Py, - ,Pn>af. Pela proposicao 2.2.11 existe um subespaco
vetorial W C V tal que A = Py + W. Como P, € A paratodoi=1,---,n,
segue que m € W. Logo, (PP, -- ,POP,;>

C W, o que implica Py +

vet

(PoPi,-- , PoPy)yy C A.
Por outro lado, o conjunto B = Py + (Fy Py, - -+ , PyP,),,, € um subespaco

afim de E que contém F, e todos os pontos Pi,---,P,, pois P, = Py +
Py ﬁi, para todo i = 1,--- ,n. Pela minimalidade de A, segue que A C B.

Conclufmos, portanto, que (Fo, P1, -+, P),; = Po+ (PP, BoFy)

vet)?

— —
ou seja, (Py, Pp,--- ,Pn>af ={P+ MPPr+ -+ MNPoPy i Ay A, €
K}. O

Corolario 2.2.17. A dimensdo de um subespaco afim gerado por n+1 pontos

¢ menor ou igual n.

2.2.3 Transformacoes afins

Sejam F; e Fs espacos afins associados aos espagos vetoriais V; e V5 respe-

tivamente. Uma aplicagao f : Fy — Ej define, para cada A em F;, uma



28 CAPITULO 2. CONCEITOS MATEMATICOS

aplicacdo f4 : V4 — Vi por ﬁ;(ﬁ) = f(A)f(B;, ou de forma equivalente,

@) = F(A) f(A+ D).

Definicao 2.2.18. Sejam E, e Ey espacos afins associados aos espac¢os ve-
toriais Vi e Vo respetivamente. Uma aplicacio f : Ey — FE, diz-se uma
transformacao afim, se existe A em FEi, tal que a aplicagcao ﬁ4 V=

definida por fo(7) = f(A)f(A+ ) ¢ uma aplicagéo linear.

Proposicao 2.2.19. Sejam E, e Es espagos afins associados aos espagos
vetoriais Vi e Vo respetivamente, e f : By — Ey uma transformacao afim.
Seja A € E1 um ponto tal que fA € linear e seja B um ponto qualquer de E,

entao ﬁ; = ﬁg.

Demonstracdao. Nas condigoes do enunciado temos que as aplicacoes f4 e fg

tém ambas dominio V;. Seja v € V7,

Fu(@) = F(B)F(B + ) = F(B)F(A) + F(A) (B + ) =

—F(AF(B) + FA(A(B + ) = — f4(AB) + f4(A(B + ) =

— FA(BA) + [1(A(B+ ) = fa(BA+ A(B+ 1)) = Fa(B(B+ 1)) = Fa(9).

Sy

Quando f : By — FE, é uma transformagcao afim a aplicagao linear f4 nao

depende do ponto A escolhido.

Definigao 2.2.20. Seja f : By — Es uma transformacao afim. Dado A €
FE., a aplicacao linear fA, serd representada apenas por f, e serd chamada a

aplicagao linear associada a f.

Proposicao 2.2.21. Sejam E, e Es espagos afins associados aos espagos
vetoriais Vi e Vy respectivamente, e f : E1 — Ey uma aplicacao. Dado A €
Ey, f é uma transformacao afim sse, existe uma aplicagao linear f: Vi— Vs

—

tal que, f(A+v) = f(A)+ f(v),Yv € V.
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Demonstragao. (=) Seja f é uma transformagao afim. Dado A € Ey, Vv €

Vi, existe uma aplicacao linear f: Vi — V, tal que f(A)f(A o) = f(v),

que é equivalente a f(A+v) = f(A) + f(v).

(<) Reciprocamente, suponhamos que existe uma aplicagao linear f :

—

Vi — Vatal que f(A+v) = f(A)+ f(v), VA€ FE;, Vv e Vi. Para mostrar

%
que f é uma transformagao afim, basta provar que f4 : Vi — V5 definida por

%
fa(v) = f(A)f(A+ v) é uma aplicacao linear. Dado v € Vi, temos que,

fa(w) = fA)f(A+wv

- > = L
Portanto, provamos que f4 = f, logo, f4 é uma aplicacao linear.

]

Proposicao 2.2.22. Sejam E, e E, espagos afins associados aos espagos
vetoriais Vi e Va respectivamente, e f : By — Eo uma transformacdo afim.

Temos
i) f € injectiva sse f € injectiva;
ii) f € sobrejetiva sse f € sobrejetiva.

Demonstracao. Suponhamos que f é injetiva, basta mostrar que ker f = {6}
Sejam v € ker f e A € Ey, temos f(A+v) = f(A)+ f(v) = f(A)+0 = f(A),
como f é injetiva, temos A +v = A, logo v = 0.

Reciprocamente, suponhamos que f ¢é injetiva. Sejam A, B € FE, tais
que f(A) = f(B), temos f(A) = f(A—l—zﬁ) = f(A) + f(@) Logo
0= f(zﬁ), como fé injetiva, obtemos 1@ =0, donde A = B.
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Suponhamos que f é sobrejetiva, seja v € V5 e seja A € Ey, temos que
f(A)+v € Ey, como f é sobrejetiva, existe B € E; tal que f(B) = f(A) +w,
donde v = f(A)f(B; = f(@) Portanto f é sobrejetiva.

= —
Suponhamos que f é sobrejetiva, seja C' € Ey e seja A € Ey, f(A)C
. —
logo Ju € V1 tal que f(u) = f(A)C, temos f(A+u) = f(A) + f(d) =
f(A )+f( )C = C, logo f é sobrejetiva.

m
S

Proposicao 2.2.23. Sejam Ey, Es e E3 espacos afins associados aos espagos
vetoriais Vi, Vo e Vi, respetivamente com f : Fy — FEy e g : Fy — Ej

N .
transformacoes afins. Entao, go f € uma transformacao afim e go f = go f.

Demonstracao. Seja A, B € Ey, temos

(92 )a (AB) = (9o DAy = (B =
AT B) =5 (FDF(B)) = a(f (4B) = (70 F) (4B)

Logo, (g o f;A é linear, e portanto g o f é uma transformacao afim. Ou

—

—
seja, go [ =go f. O

Assim, temos que a composicao de transformagoes afins é uma trans-

formacao afim.

Proposicao 2.2.24. Sejam E| e FEs espacgos afins associados aos espa¢os
vetoriais Vi e Va, respetivamente. Se f : Ey — FEy € uma transformacao
afim bijetiva entio f~1 é uma transformacao afim. Além disso a aplicacdo

. -1
f:Vvi=1 ébijetivae(f) :f—_{.

Demonstracao. Dado B € Ej, U_1> e Vi, v_% € V,, seja A = f7Y(B) € F,

temos que:

><7?ﬁ<> =
(B)f-

\

FAFA+0) = FB) B+ A A+ ) =
f

)
HFA) + FAFA+0)) = FUB) (A +u))
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Provamos que ]? of = Idy,.

B | 71 -1 { A r—1m
i) (fofg )(v)=[ffT'(B)f(B+w))=[Af(B+uwn))=

AN

FAF(FHB + ) = FA)(f(A) +v2) = v,

Provamos que f o E = Idy,.
1

-1 . -1
Por 1) e 2) provamos que fz = (f) , onde f ¢ bijetiva e (f) =

]? é linear. Portanto f~!: V5, — V4 é uma aplicacio afim.

Ou seja, a inversa de uma transformacao afim bijetiva ¢ uma trans-

formacao afim. O]

Proposicao 2.2.25. Seja E um espaco afim associado a um espaco vetorial
real, de dimensao n. O conjunto das transformagcoes afins bijetivas de 2 em
E, com a operacao de composicao de fungoes, € um grupo denominado grupo

afim e € designado por Aff,(R).

Demonstragao. Ora, o conjunto Aff, (R) satisfaz as propriedades de grupo,

como se mostra de seguida:

i) Fechado para a composicao: Se fi,fo € Aff,,(R), entdo fi o fo €
Aff, (R), pela proposicao 2.2.23;

ii) Associatividade: (fjo fo)o f3 = fio(f20 f3) para quaisquer fi, fo, f3 €

Aff,,(R), pois a composicao de fungoes goza da propriedade associativa;

iii) Elemento neutro: Existe um elemento neutro Idg € Aff,,(R), que é a

transformagao identidade, tal que Idgo f = foldg = f, V f € Aff,,(R);

iv) Inverso: Paracada f € Aff,(R), f~! € Aff,(R), pela proposicao 2.2.24,
efofl=f"of=1ds
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]

Assim, o conjunto das transformacoes afins bijetivas de £ em FE, com a
operagao de composicao de fungoes, forma um grupo, denominado grupo
afim Aff,(R).

Todas as propriedades acima apresentadas sao validas se substituirmos o

corpo R por um qualquer corpo K e de forma andloga se define Aff,, (K).

Lema 2.2.26. Seja E; um espaco afim sobre o espaco vetorial V', e sejam
Ag, Ay, -+, A pontos tais que a dimensao de (Ag, Aq, - ,Am>af ¢ igual a
m, entdo , para qualquer ponto P € (Ag, Ay, -+ ,Am>af existem, e $a.0 1UNicos,

)\1,. . /\m € K tais que P = AO —f-)\leAl + - —f-)\onAm.

Demonstracao. Sejam Ag, Aq,--- , A,, pontos tais que a dimensao de
(Ag, Ay, -+ ,Am>af é igual a m. Seja P € (Ag, Ay, -+ ,Am>af, pelo teorema
2.2.16, existem Aq,... A, € K tais que P = Ag + Alm, e )\mm.
Temos,
dim <<A0, Ay, - ,Am)af) — dim (<A0A1, o ,AoAm>vet> —me P —

AO + /\1AOA1 + - 4 )\mAOAm Sse Aop = /\1AOA1 + ...+ )\mAOAm Por-

-, . —_— —_—
tanto, os escalares Aq,..., A, sdo unicos porque os vetores AgAi,..., AgA,,
sao linearmente independentes. O]

Proposicao 2.2.27. Sejam F, e Ey espagos afins associados aos espagos ve-
toriais Vi e Vi respetivamente e sejan a dimensao de Ey. Sejam Ag, Ay, ..., Ay,

pontos de Fy tais que By = (Ao, A1, ..., An) .+, € Bo, By, ..., B, pontos de

af’

Es, nao necessariamente distintos. Entdao, existe uma unica transformacao
afim f 1 By — FEs tal que f(A;) = B;, V0 < i < n. Além disso f(F,) =
<f(A0)7 f<A1)7 s 7f<An)>af

Demonstracao. Existéncia:
- T
Seja P € E; = (A, Ay, ... 7An>af = {Ao+ MAgA + -+ MAA, - A €
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K,1 < i < n}, entao existem, e sdo tnicos, Aj,... A\, € K tais que P =
A0+)\1M+. ) .+>\nm. Definimos f(P) = BO+)\1@?+- . -+>\n@:.
Temos f(Ag) = Bo + 0BoB, + --- + 0BoB, = By e, dado i € {1,...n)},
F(A) = Bo+0ByB, +- -+ 0By By + 1By B, + 0By Biy, +- - -+ 0B, B, = B;.

Vejamos que f é uma transformacao afim.

Seja P = A() + )\11\40A1,. . -)\nAOAn € El, f;o(m) = (AQ)f(P =

BO <BO + Z?:l )\lBoBl> = E:'L:l )\ZBUB’L Como Aoi = Z?:l )\1140141 temos

que fa, € a unica aplicagao linear tal que as imagens dos vetores da base

\

de Vi, ApAL, ..., AgA, sido os vetores ByBj, ..., ByB,. Portanto f é uma

aplicacao afim.

Unicidade:

Suponhamos f; e fy duas aplicagoes afins tais que fi(A4;) = B; = fa(A;),
para todo 1 < i < n. Seja P € F; entao existem A,...\, € K tais que
P = Ag+ MAoA, . A AAL e
Bofu(P) = (A Ai(P) = fi(AeP) = fi (Siy MAoAr) = S M (Ao
= S AMA(A) A(AS = S0 ABoB, = Y0, Aifa(Aa) ol AL =
S N (F) = fa (Z AiApA ) fal ﬁ = f2(Ao) fo(P) = By fo(P).

Logo fi(P Bo+m—30+m—f2 ), portanto fi = fs.

Temos @ € f(E;) sse AP € F; tal que Q = f(P) sse, I\, ..., A\, € K|
tais que QQ = f( o+ > i, )\iAO—AZ> sse, dA,..., A\, € K, tais que Q =
Bo+> " N ; sse Q € (By, By,...,B,) O

af
Corolario 2.2.28. Sejam E; e Es5 espacos afins associados aos espagos veto-
riais V1 e Va, respetivamente, e sejan a dimensao de Ey. Sejam Ag, Ay, ..., A,,
pontos de Fy tais que Fy = (Ao, Ay, ... ,An)af e f: By — Ey uma trans-
formagao afim.

Temos que,

i) [ € sobrejectiva sse (f(Ao), [(A1),.. ., f(An)),; = Eo;
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it) f € injetiva sse dim ((f(Ao) f(A1), ..., f(An), ) =n.
Demonstracgao. A alinea (i) é imediata pela proposi¢ao 2.2.27.
Quanto a alinea (ii) temos pela proposigao 2.2.22 que f é injetiva sse fé

injetiva sse

dim (FAAD, ., (A0 A,) ) = sse dimn ((FLANCAL, ., T F(AD),0r) =
n sse dim ((f(AO), F(AD, ... ,f(An)>af> —n. 0

Teorema 2.2.29. Sejam FE, e Ey espacos afins associados aos espacos ve-
toriais Vi e Vo respetivamente. Seja g : W1 — Ws uma aplicacdo linear,
A€ FEy e B € E,. Entao existe uma unica aplica¢io afim tal que f(A) = B
ef=y.

Demonstracao. Unicidade:

Se f é uma aplicagao nas condigoes do enunciado, temos, VP € E;, f(P) =

f(A+ﬁ) = f(A)+ f(ﬁ) =B +g(ﬁ). Logo, se existir f, entao é tnica.

Existéncia:
Seja f : By — Ey definida por f(P) = B + g( 1@ Temos B—g
donde Yv € V4, fa(v) = f(A)f(A —I—vS = Bf(A+v§ = g(A(A+v§) = g(v).
Portanto f é uma aplicacao afim e f =gq. n

Corolario 2.2.30. Considerando R™ e R™ com a estrutura afim usual, uma
transformacao afim, f, fica univocamente definida por uma aplicagao linear

f e pela imagem do ponto (0,0).

Exemplo 2.2.31. Considerando o espaco afim usual em R? e sendo O =

(0 O) uma aplicagao aﬁm [ R? = R? satisfaz f(P) = f(O + ﬁ) =
)+ f ((Tf’) Se P = (z,y), existem a,b,c,d € R tais que,

FoBy = ey = | “ LT 2| T = et by + )

c d Y cr + dy
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Supondo que f(0,0) = (e, f), obtemos que as transformagoes afins de R? em
R? sao da forma f(z,y) = (e, f)+(ax+by, cx+dy) = (e+ax+by, f+cx+dy),

onde a,b,c,d, e, f sao nimeros reais.

Exemplo 2.2.32. Considere f : R? — R? uma transformacdao afim repre-

2 0
sentada pela matriz M = e a translagao pelo vetor t(1,2). Para um

0 3
ponto P = (z,y) € R?, a transformagdo [ ¢ dada por:

2 0| |x 1 2x 1 2 +1
f(P)= + = + =
0 3| |y 2 3y 2 3y + 2
A transformacao afim pode ser expressa de maneira mais compacta uti-

lizando matrizes. Se P € R™ é um ponto no espago afim, a transformacao

afim ¢ dada por:

f(P)=M-P+t.

onde M € R™™ é uma matriz que representa a transformacao linear e t € R™

¢ um vetor de translagao (da origem).

2.2.4 Transformacoes afins ortogonais

Nesta subseccao, iremos estudar as transformacoes que preservam o angulos
e as distancias.

Consideremos o produto interno usual, (_, -) no espago vetorial R”. Dados
vetores (z1,...,x,) e (Y1, ..., Yn), identificamos estes vetores com as matrizes
coluna, X e Y, formadas pelas coordenadas dos (x;) e dos (y;), respetiva-

mente. O produto interno destes vetores é

Y1
(X,)Y)=xqpn + -+ xpyn= | [x1- 2] | = (XTY),.

Yn 11

,onde (XTY);; é a tinica entrada da matriz X7Y".
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Proposicao 2.2.33. Sejam, n, m naturais maiores ou iguais a 2, (1, ...,Ty) €
R™, (y1,...,yn) € R", X eY as matrizes coluna correspondentes aos vetores
(X1, ..y Tm) € (Y1, Yn). Se f:R™ = R™ € uma aplicagdo linear e A € a

matriz dessa aplicacao linear nas bases canonicas de R™ e R™ temos:
(AX,Y) = (X, ATY).

Demonstragcao. Nas condi¢oes do enunciado temos:
(AXY) = ((AX)Y) = ((XTAT)Y),, = (X7 (ATY)),, = (X, ATY).
11
O
Pretendemos estudar as aplicagoes lineares de R™ em R™ que preservam
os angulos e os comprimentos dos vetores. Uma vez que os angulos e os com-

primentos sao definidos a partir do produto interno, estas sao as aplicagoes

lineares f : R™ — R™ tais que <f(u), f(v)> = (u,v).

Proposicao 2.2.34. Seja f: R™ — R"™ uma aplicagdo linear e A a matriz

de f quando fitamos em R™ a base candnica. Temos
<f(u), ﬁ(v)> = (u,v),Yu,v € R" & AT = A7,

Demonstragcao. Sejam X e Y os vetores coluna formados pelas coordena-
das de u e v na base candnica, respetivamente. Seja [, a matriz identi-
dade de ordem n, temos: <f(u), f(v)> = (u,v),Yu,v € R" sse (AX, AY) =
(X,Y) VX, Y sse (X, ATAY) = (X,Y) VX,V sse (X, (ATA)Y)—(X,L,Y) =
0,VX,Y sse <X, (ATA — In)Y> = 0,VX,Y sse (ATA - I1,)Y = 0,VY sse
ATA — I, é a matriz nula sse ATA =1, sse AT = A1 O

Definigao 2.2.35. Seja A uma matriz quadrada n xn, dizemos que A é uma

matriz ortogonal quando AT = A71.

Proposigao 2.2.36. Dadas A e B duas matrizes quadradas n X n, se A e

B sao ortogonais, entdo AB e A™' sdo matrizes ortogonais.
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Demonstracao. Considera as matrizes quadradas n X n ortogonais, A e B.

Temos que:

i) (AB)-(AB)T = (AB)(BTAT) = A(BBT)AT = AAT = AA7 ' =1,

i) A7 (AHT = AT(AT)" L = 1,,.
Portanto, as matrizes AB e A~! sao matrizes ortogonais. O
Proposicao 2.2.37. Se A é uma matriz ortogonal entao det(A) € {—1,1}.

Demonstragio. Temos (det(A))? = det(A) det(A”) = det(AAT) = det([,,) =
1, logo, det(A) =1 ou det(A) = —1. O

Definicao 2.2.38. Seja f : R” — R" uwma transformacao afim, dizemos que

f € uma transformacdao afim ortogonal se, para quaisquer pontos A, B, C,

(AB.AC) = (A (B). FAI(C)).

Proposicao 2.2.39. Seja f : R" — R"™ uma afim. Seja fa aplicacao linear

associada a f e A a matriz de fna base canonica. Sao equivalentes:
i) f € uma transformagao afim ortogonal;
ii) { flu), flv)) = (u,v) , Vu,0 € RY;
iii) A € uma matriz ortogonal.

Demonstragao. Pelo que foi visto anteriormente, é imediato que ii) e iii) sao
equivalentes. Basta mostrar a equivaléncia entre i) e ii).
Suponhamos que f é uma transformacgao afim ortogonal e sejam A um

ponto de R™ e, u, v vetores de R™. Temos que,
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Reciprocamente, sejam A, B, C' pontos de R", temos:

(FAFB), FF(CT) = (FAB), flACH) = (AB.AC). 0

Observacao 2.2.40. Pelo que foi visto anteriormente, o conjunto das trans-
formacgoes afins ortogonais com a composicao de funcoes forma um grupo

chamado grupo afim ortogonal que é subgrupo do grupo afim Aff, (R).



Capitulo 3

Bilhar - Aplicacoes

Geomeétricas

3.1 Introducao

Um dos objetivos deste trabalho é estudar as transformacgoes geométricas
que estao presentes na trajetéria de uma bola na realizacao de uma tacada
de bilhar sem aplicacao de efeito que utilize tabelas, desprezando a sua ve-
locidade. Neste sentido, vamos restringirmos a espacos afins associados ao

espaco vetorial R%, embora, muitos conceitos possam ser generalizados a R™.

Fixado um referencial no espago afim, cada contacto da bola com qualquer
tabela da mesa de bilhar, d4 origem a uma transformacao afim (reflexdo) cuja

. , b . : . .
parte linear é dada por A = [i d] e, pode incluir uma translacao da origem

la

t

} , conforme exemplificam os exemplos 2.2.31 e 2.2.32
Y

segundo o vetor ¢t = [
do capitulo 2.

Existem tacadas que utilizam vérias tabelas e na impossibilidade de de-

finir um referencial que evite as translacgoes, torna-se dificil efetuar a com-

39
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posicao de duas ou mais transformacoes afins. Podemos converter as trans-
formacoes afins de R?2 — R? em transformacoes lineares de R?* — R3 de forma
a simplificar o calculo da sua composicao.

Fixado um referencial (identificando o espago afim com R?) e dada uma
transformagao afim f : R? — R? dado o ponto P de coordenadas (z,v),

da,b,c,d,t,, 1, € R, tais que,
f(P) = f(z,y) = (ax + by, cx + dy) + (ts, t,) = (ax + by + t,, cx + dy + t,).

Identificando R? como o plano z = 1 a transformacao afim f corresponde

a aplicacdo linear f : R? — R? definida por f(z,y,2) = (ax + by + t,z, cx +
a b t,

dy + tyz, z). A matriz da aplicacao linear fédadapor M= |c d ty
00 1

A composicao de varias transformagoes é feita multiplicando as suas ma-

trizes de forma a obter uma tnica matriz que representa a transformacao

_ x ax + by +t,
composta. Dado (x,y,1) € R3, temos f(z,y,1) = M- |y| = |cx+ dy +1t,
1 1

Dada a natureza das tacadas de bilhar a estudar, vamos definir as seguin-

tes matrizes 3 x 3.

Definicao 3.1.1. Numa tacada de bilhar a trajetoria de uma bola sofre al-
teragoes sempre que contacta uma tabela. As trajetorias resultantes podem

ser traduzidas pelas matrizes sequintes:

-1 0 2c
i) Reflexdo segundo xr =c: R,(c)= |0 1 0
0 0 1

10 0
ii) Reflexdo segundo y=c: Ry(c)= [0 —1 2c|.

0 0 1
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Observagao 3.1.2. Da definigio 3.1.1, resulta:

10 2—2d
i) Ry(c) x Ry(d)=10 1 0
00 1 ]
10 o |
ii) Ry(c) x Ry(d)= 10 1 2c—2d|-
00 1 ]
-1 0 2
i) Ry(c) X Ry(d) = Ry(d) X Ry(¢)= | 0 —1 2d|.
0 0 1

Note-se que esta alinea permite comutar o produto de matrizes Ry (c)
e Ry(d). Este resultado permite efetuar primeiro todas as reflexoes
paralelas a um dos eizos, mantendo a sua ordem, e em sequida efetuar
as reflexoes paralelas ao outro eizo, mantendo igualmente a sua ordem,

tal como é exemplificado nas alineas sequintes.

) Ry(c)x Ry(d)x Ry(e) = Ry(d)x Ry(c)x Ry(e) = Ru(c) x Ry(e) X Ry(d) =

1 0 2¢c—2e
0 —1 2d
0 0 1
v) Ru(€)x Ry(d)x Ry(c) = Ry(d)x Ru(€) x Ro(c) = Ro(€) x Ro(c) x Ry (d) =
1 0 2e—2c
0 -1 2d
_O 0 1 |
vi) Ro(c) x Ry(d) x Ry(f) = Ry(d) x Ry(f) x Ra(c) = R,(d) x Ru(c) x
-1 0 2c
Ryf)=10 1 2d—2f]-
0 0 1
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-1 0 2c
Ry d)= 1|0 1 2f—2d|-
0 O 1 |
-—1 0 2¢—2e+ 29
viti) Ry(c) X Ry(e) x Re(g) =10 1 0
_O 0 1
1 0 0
ir) Ry(d) x Ry(f) x Ry(h) = [0 —1 2d—2f+2h|.
0 O 1

Exemplo 3.1.3. Vamos considerar que queremos efetuar uma tacada numa

mesa de bilhar com dimensoes n X 2n, tal como a figura 3.1 sugere.

y
/B*

.
G
c G ¢/ Glo N
! H l H
=T = /T
€A CA
k/p k/p
2n 2n
d,B d,B
n n

Figura 3.1: Exemplo de uma tacada
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Pretende-se que a bola branca (ponto A) siga a trajetéria sugerida através
do contacto em 6 tabelas da mesa de bilhar (pontos C,D,E, F,G e H) de
forma a embater na bola objeto (ponto B). Para tal fixamos um referencial
de forma que as tabelas superior e da direita estejam contidas nos semieizos
negativos das abcissas e ordenadas, respetivamente, e que a origem Sseja o0
ponto de interseccao dessas tabelas. Imaginando que nao existia tabelas, a
bola branca sequiria uma trajetoria linear onde o transformado do ponto B é

dado pelo ponto B*.

Por observacao da figura 3.1 e considerando n = 2, as coordenadas das

bolas A e B sio (—1.5,—1) e (=1, —2.3) respetivamente.

Nesta tacada, com recurso a 6 tabelas, apds o contacto com cada tabela

sao efetuadas ordenadamente reflexoes sequndo as retas:

y=0,r=0,y=—4,2 = -2,y = 0ex = 0.

Assim, a matriz que transforma B em B* € dada por M = R,(0) - R,(0) -
1 0 0 -1 0 0 1 0 O

Ry(—4)-R,(=2)-R,(0)-R,(0)= {0 —1 0|-|0 1 o|l-|0 —1 -8
0 0 1 0 01 0 0 1

(10 —4] [1 0 o] [m100] [=100] [1 0 -
0 1 ol-lo—10/-lo 10/=|0 18 -lo -1 0=
00 1] o o 1] o 01 0 01| [0 0 1
(1 0 4]
0 -1 8
0 0 1

Ao aplicar a matriz M em B, obtemos (5,10.3), as coordenadas do ponto

B* em R2.
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—1 -1 0 4 -1 5
M-1-23|=0 -1 8| -|-23|=1]10.3
1 0 0 1 1 1
Note-se que a matriz M pode ser dada por M = R,(0) - R,(—4) - R,(0) -
-1 0 2x0-2x(—-2)+2x0 -1 0 4
Ry(0)-R,(~2)-R,(0)=| 0 —1 2x0—2x(—4)+2x0|=]0 —1 8
0 O 1 0 0 1

Nas situacoes de snooker vamos estudar trés variantes: variante A, a bola
objeto estd junto a um copo (um dos 6 “buracos” presentes numa mesa de
bilhar); variante B, a bola objeto estd préximo de um copo e variante C', a
bola objeto esta longe de um copo.

Vamos considerar outras situagoes, denominadas de situagoes livres, cate-
gorizadas na variante D e representam situacoes em que é necessario embater
a bola branca diretamente na bola objeto de forma que esta embata em pelo
menos uma tabela antes de ir na direcao de um copo.

Em situacoes de snooker, nas variantes A, B e C', o nosso objetivo é
realizar uma tacada sem falta com recurso as tabelas da mesa de bilhar de
forma que a bola branca contacte em primeiro lugar com a bola objeto. Na
variante D, o objetivo é ensacar a bola objeto num copo especifico, através da
realizacao de uma tacada sem falta fazendo com que a bola branca contacte
diretamente a bola objeto e esta, de seguida, contacte a sequéncia de tabelas
da mesa de bilhar pretendidas e entre no copo previamente determinado.

Na figura 3.2 temos uma ilustracao das variantes apresentadas.

Em qualquer tacada é fundamental identificar corretamente a posicao
ideal de contacto da bola branca na 1* tabela ou na bola objeto pretendida
de forma a ter sucesso. As tacadas e os estudos que vamos realizar tém os

seguintes pressupostos:
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(a) Variante A (b) Variante B (c) Variante C (d) Variante D

i)

ii)

iii)

iv)

Figura 3.2: Situagoes de Snooker e Livres a estudar - variantes

As bolas branca e objeto, estao representadas pelos pontos A e B,

respetivamente. O ponto C representa o ponto de contacto da bola

A/B na 1% tabela.

O objetivo de cada tacada, se possivel, é determinar a posicao correta

do ponto C' de forma a realizar uma tacada com sucesso.
As dimensoes de uma mesa de bilhar é n x 2n.

Ao preparar uma tacada o jogador esta de frente para a tabela na qual
serd dado o 1° contacto, idealizando assim se a posicao da mesa sera
na horizontal ou na vertical e em seguida definir as tabelas da mesa
da seguinte forma: tabela 1, tabela onde sofrerd o primeiro contacto;
tabela 2, tabela perpendicular a tabela 1 cuja bola branca se aproxima
apos o inicio da tacada; tabela 3, tabela paralela a tabela 1 e, tabela
4, tabela paralela a tabela 2. Na figura 3.3 temos uma ilustracao da
posicao do jogador e a identificacao das tabelas da mesa de bilhar,
atendendo se a 1 tabela de contacto da bola branca ¢ uma tabela

pequena (tacada r) ou grande (tacada s).
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Tabela — 1

Tabela — 1

Tabela — 4 Tabela — 2

Tabela — 4 Tabela — 2

Tabela — 3 Tabela —3

(a) Tacada r (b) Tacada s

Figura 3.3: Posicionamento do jogador e identificagao das tabelas

v) A posicao relativa do ponto A & mesa de bilhar é dado pelo par ordenado
(¢,1) onde:
i) ¢, é amenor distancia da bola A a uma reta perpendicular a tabela
1 que contém um copo da mesa posicionado na direcao oposta da
tacada.
ii) [, é a distancia da bola branca a tabela 1.
Na figura 3.4, temos a ilustracao dos parametros c e [ em cada umas

das tacadas representadas.

Figura 3.4: Posicao relativa da bola branca
Analogamente o par ordenado, (d,k), dd a posicao relativa da bola

objeto, ponto B.
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vi) Nos estudos realizados, a trajetéria da bola branca serd sempre para
cima e para a direita, como a figura 3.5 ilustra (analogamente faz-se

em outras diregoes e sentidos).

¢ B B¢
l l
n n
C A A€
2n 2n
D D
(a) Trajetéria adotada (b) Trajetéria nao adotada

Figura 3.5: Consideracao sobre a trajetéria da bola branca

vii) Numa tacada nao é aplicado qualquer efeito na bola A. O contacto do

taco na bola A é no centro da bola A, tal como a figura 3.6 sugere.

P

®\

Figura 3.6: Tacada “sem”efeito

viii) A bola A ao embater numa tabela sofre uma alteragao na sua trajetéria
na qual a amplitude dos angulos de incidéncia (#) e de reflexao (§) sao

iguais, ou seja, 8 = §, como a figura 3.7 sugere.
n B

l
€A

Figura 3.7: Angulos de incidéncia (0) e de reflexdo (§) de uma tacada

ix) A bola A tem sempre velocidade para alcangar o resultado desejado.

x) A trajetéria da bola A nao estd sujeita a quaisquer fenémenos fisicos

externos.
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3.2 Conceitos desenvolvidos

Nesta sec¢ao, desenvolvemos contetidos inéditos e inovadores no ambito do
bilhar, com o propésito de produzir resultados suscetiveis de aplicacao préatica
em contexto real de jogo. Pretende-se que tais resultados possam ser utili-
zados por qualquer atleta, constituindo uma alternativa eficaz aos métodos
tradicionais, que, em determinadas situagoes, se revelam de dificil aplicacao

ou impraticaveis.

Definigao 3.2.1 (Tacada, inicio e fim de uma tacada). Tacada € o movi-
mento deliberado e unico realizado pelo jogador ao golpear a bola branca com
o taco. O inicio de uma tacada é o momento em que o taco toca a bola branca
(bola A). O fim de uma tacada é a posi¢ao da bola branca no momento em
que esta percorre a distancia pretendida na horizontal, atendendo a posicao

relativa do jogador sobre a mesa de bilhar.

Definicao 3.2.2 (Tipos de tacadas). Uma tacada diz-se:
i) elementar (ou simples) se ndao utiliza tabelas da mesa de bilhar. Caso

contrdrio, designa-se por tacada composta.

ii) composta de 1* espécie se a 1* tabela de contacto da bola branca é uma
tabela pequena. Caso a 1 tabela de contacto da bola branca € uma

tabela grande diz-se que a tacada € composta de 2% espécie.

ii1) alternada se na sua trajetdria ndo contacta consecutivamente duas ta-

belas da mesma dimensao. Caso contrdrio diz-se nao alternada.

iv) bem-sucedida caso a bola branca (ponto A) descreva a trajetoria pre-
tendida, contactando as tabelas predefinidas na sequéncia estabelecida
e acabe por contactar a bola objeto (ponto B).

Notas:

1. Qualquer tacada elementar é considerada alternada e bem-sucedida.
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2. Qualquer tacada composta que utiliza apenas uma tabela € considerada

alternada.

Definigao 3.2.3 (Numero de tabelas de uma tacada). O namero de tabelas
utilizadas na tacada v, representa-se port, e verifica a condicao, t, = tz+1t,,
onde t- e t, representam, respetivamente, o nimero de tabelas grandes (de
dimensao 2n) e de tabelas pequenas (de dimensdao n) utilizadas.

Notas:

i) Caso a bola branca esteja em contacto com a tabela antes de efetuar a

tacada, esse contacto nao € contabilizado como uma tabela utilizada.

ii) Caso a tacada seja bem sucedida e a bola objeto esteja em contacto com
a tabela, o contacto da bola branca na bola objeto nao é contabilizado

como uma tabela utilizada.

Exemplo 3.2.4. Considere as tacadas m, q, y € z, cuja trajetoria da bola
branca estao ilustradas na figura 3.8, onde o objetivo das tacadas € fazer com

que a bola A entre em contacto com a bola B.

C
l
¢ 2 D
B+
¢ o ¢
m N
Y B/\l z
D Be D
¢ A

B B FE E

Figura 3.8: Tipos e nimero de tabelas de uma tacada

Temos que:
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i) A tacada m é composta alternada de 1* espécie. A tacada q é composta
nao alternada de 1% espécie, enquanto as tacadas y e z sao tacadas

compostas nao alternadas de 2% espécie.
ii) Apenas as tacadas m ey sao bem-sucedidas.

iii) As tacadas m e g usam duas tabelas (t,, =t, = 2) e as tacadas y e z

usam quatro tabelas (t, =t, =4).

Observagao 3.2.5 (Trajetéria de uma tacada e respetiva trajetéria linear).
A trajetoria T de uma tacada r, designada por T(r) ou T,, pode ser trans-

formada numa trajetoria linear, T, através da aplicagcao de transformagoes

rJ

geométricas (translagao, rotacao, reflexao e reflexao deslizante) chamadas de

isometrias, ou seja, que preservam as distancias.

Exemplo 3.2.6. Na figura 3.9 temos a ilustracao da trajetoria T e da tra-

jetoria linear, T%, de uma tacada.

¢
)
l
T
CA
2n Bb¥ B*
T*
n CAS
l
€A
BY

Figura 3.9: Trajetérias T' e T de uma tacada
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Podemos observar que:

i)

A tacada é composta e os angulos de incidéncia (0) e de reflexao (§) que
a bola branca faz ao contactar com a 1¢ tabela sao iguais, logo, podemos
transformar a trajetoria T' na trajetoria linear T* cujos pontos de T™*
sao os mesmos del" até o contacto na 1% tabela e, apds este contacto, os
pontos transformados de T* sequndo T obtém-se através de sucessivas
reflexoes pela reta que contém a ultima tabela que entrou em contacto,
considerando que as sucessivas reflexoes sao feitas por ordem inversa a
ordem das tacadas. Por exemplo, a 1 reflexao corresponde a reflexdo

apos contacto na ultima tabela.

O segmento de reta [AB*] € a trajetoria linear T* que se obtém de T,
que é dada pela uniao dos segmentos de reta [AC| e [C'B]. Note-se que
B* € o ponto transformado de B enquanto que os pontos A e C sao os

pontos transformados de si proprios.

Definicao 3.2.7 (Erro inicial de uma tacada). O erro inicial de uma ta-

cada r, € a distancia entre o 1° contacto da bola branca na tabela e o ponto

ideal de contacto nessa tabela de forma a obter uma tacada bem sucedida e,

representa-se por e;(r).

Definicao 3.2.8 (Erro final de uma tacada). O erro final de uma tacada r,

es(r), € a distancia entre a bola de contacto B e o seu ponto final.

Observacao 3.2.9. Das definicoes 3.2.7 e 3.2.8 podemos constatar:

i)
i)

iii)

Em qualquer tacada r, e;(r) e ef(r) sao nimeros reais nio negativos.

A tacada v € bem sucedida se e somente se e;(r) = es(r) = 0. Caso

contrdrio, x nao € bem-sucedida.

Considera-se que a posi¢cao da bola B da a posicao ideal de contacto

sobre a bola B.
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Exemplo 3.2.10. Considera as tacadas r e s ilustradas na figura 3.10.

BTt
*\
-\ F C
B C b /\
l B*e D»
3 c A
C ¥
(a) Tacada r (b) Tacada s

Figura 3.10: Erros iniciais e finais de uma tacada

Podemos observar que:

i) As tacadas r e s ilustradas representam a mesma situag¢ao problema,
cujo objetivo € aplicar com o recurso a utilizacdo de 3 tabelas da mesa
de bilhar uma trajetoria na bola A de forma a contactar com a bola B

que estd junto a um copo da mesa de bilhar.

ii) Ao contrdrio da tacada r, na tacada s, o objetivo ndao foi alcancado,
pois o primeiro ponto de contacto da bola A na 1% tabela, nao € o
ponto ideal de contacto, fazendo com que a bola A na sua trajetoria
nao contacte a bola B mas sim o ponto B*, pois utilizou uma 4* tabela

na sua trajetoria designada pelo ponto F'.

iii) A tacada r € bem sucedida logo, e;(r) = es(r) = 0.

iv) Designando os pontos C' e B, nas tacadas r e s, respetivamente por C,,
Cs, B, e B, temos que o erro inicial da tacada s, (e;(s)), € dado por
ei(s) = d(C,,Cs) > 0 e o erro final da tacada s, (ef(s)), € dada por
es(s) =d(B,,B*) > 0.

Exemplo 3.2.11. Considera as trajetorias T e T* da tacada representada

na figura 3.9, a qual vamos designar de r. A tacada r pode ser ou ndo bem
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sucedida, originando trés situagoes possiveis (A, B e C), tal como a figura

3.11 ilustra:

B*e - | BN
* / B
T , ~ P2
v o) ,/f* ‘
k——— k—— Y2
z; YO C._/‘ 2
l T l/// \\
CA CA \\\\ 'BQ
2 BY 4B
n
A B C

Figura 3.11: Trajetorias T e T™: possiveis situacoes

Para cada situagao podemos afirmar que:
i) Situagdo A: 1 é bem sucedida, ou seja, e;(r) = ef(r) = 0.
ii) Situagdo B: r ndo € bem sucedida, onde: e;(r) =x; —x1 >0 e ef(r) =
th— vy > 0.
iii) Situacdo C:r ndo € bem sucedida, onde: e;(r) = xo —x; > 0 e ef(r) =
yi —y2 > 0.

Definigao 3.2.12 (Numero de movimentos de uma tacada). O nimero de

movimentos de uma tacada v € definido pelo par (o, B,) onde:

i) o numero inteiro de movimentos ascendentes/descendentes de uma ta-

cada r, € designado por «,., e representa o niumero de tabelas pequenas
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parcialmente ou totalmente percorridas na vertical pela bola branca apos

o contacto com a 1% tabela.

i) o numero inteiro de movimentos laterais de uma tacada r, € designado
por B, e representa o numero de tabelas pequenas percorridas parcial-

mente ou totalmente na horizontal pela bola branca.

Notas: O numero de movimentos de uma tacada elementar r, sao

(0,1) ou (0,2).

Definigao 3.2.13 (Posigao relativa das bolas branca e objeto a mesa de
bilhar). A posi¢ao relativa da bola branca a mesa de bilhar é dada pelo par
ordenado (c,l) onde ¢ € a distancia minima na horizontal da bola branca a
reta perpendicular a 1 tabela de contacto que passa num copo do lado oposto
a tragetoria da bola, e, | é a distancia na vertical da bola branca a 1* tabela
de contacto. Analogamente, o par ordenado (d,k) dd a posi¢ao relativa da

bola objeto a mesa de bilhar.

Exemplo 3.2.14. Considera-se as tacadas m, p e s ilustradas na figura 3.12.

(a) Tacada m (b) Tacada p (c) Tacada s

Figura 3.12: Exemplos de tacadas: nimero de movimentos
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Nas tacadas m, p e s, podemos verificar como sao identificadas as posi¢oes
relativas das bolas branca e objeto. Por outro lado, temos que o numero de

movimentos das tacadas m, p e s sdo (2,2), (2,2) e (4,3), respetivamente.

Definigao 3.2.15 (Referencial cartesiano e coordenadas de pontos sobre
a mesa de bilhar). Vamos aplicar um referencial cartesiano xOy, onde O
¢ o ponto de interseccao das tabelas 1 e 2 e, os eizos Ox e Oy contém
respetivamente as tabelas 1 e 2. A orientacao dos eiros Ox e Oy sao as
mesmas que os movimentos ascendentes/descentes e laterais da bola branca
antes do contacto na 1 tabela da mesa de bilhar.

Considera-se que,

_ 1 ,d(A,O0y)<n
j= (3.1)
2 ,d(A,Oy)>n

Assim, obtemos as coordenadas de alguns pontos relevantes:

i) Bola branca: A(c— jn,—l);

ii) Ponto de contacto na tabela 1: C(C, — jn,0), onde C, € a menor
distancia de C a uma reta perpendicular a tabela 1 que contém um
copo da mesa posicionado na direcao oposta da tacada;

Nota: Caso a tacada seja bem sucedida, vamos designar C, por x;

(posig¢do ideal de contacto)

iii) Bola objeto: B(xp,yg).

Exemplo 3.2.16. De sequida apresentamos dois exemplos de tacadas que
mostram a correta aplicacdo de um referencial cartesiano do plano sobre
uma mesa de bilhar, a determinacao das coordenadas da bola branca, da
sua posicao relativa, as coordenadas do ponto de contacto na tabela 1 e as

coordenadas da bola objeto, atendendo a tacada a efetuar.



56 CAPITULO 3. BILHAR - APLICACOES GEOMETRICAS

Considera as tacadas m e s, representadas nas figuras 3.13 e 3.14, respe-

tiwvamente.

projn(A

2n B 2n B

y
4\B*

D/

T*
C B C B
> X
[ T I\T
n o] n o]
2n 2n

Figura 3.14: Tacada s: Coordenadas dos pontos A, B e C
Assim, obtemos que:

i) Na tacada m, A(c —n,—1), C(C, —n,0) e B(0,—n).
ii) Na tacada s, A(c —n,—1), C(C, —n,0) e B(0,0).

Definigao 3.2.17 (Coordenadas dos pontos da trajetéria e respetiva tra-
jetoria linear de uma tacada). As coordenadas dos pontos que pertencem a
trajetoria de uma tacada r, designaremos por (vr,yr). As coordenadas dos

pontos da trajetoria linear de uma tacada r, sao os transformados dos pontos
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de coordenadas (xr,yr), através da utiliza¢ao de isometrias e que designare-
mos por (xp«, yr+).
Na figura 3.15 apresentamos como exemplo as trajetorias T e T das

tacadas s e q.

D L

%
T D*

> X
I\r I T » ©
n e Y _
2n A L
(a) Tacada s (b) Tacada ¢

Figura 3.15: Trajetorias T e T™ de tacadas

Observacao 3.2.18 (Relacao entre tacadas alternadas de 1 espécie e as
trajetérias T e T™). Seja r uma tacada composta alternada de 1% espécie.
Sejam as posi¢oes relativas da bola branca (c,1) e da bola objeto (d, k), com
coordenadas (¢ — n,—l) e (d — n,—k), respetivamente. As coordenadas da
bola branca sao as mesmas nas trajetorias T e T™, e, as coordenadas da bola
objeto em T* sdo dadas em fun¢ao da posicao relativa (d, k), na trajetoria T

através da funcao ¢ com t,. + 1 ramos, da sequinte forma,

(2m+d—n4m—k) set, =04 41
(2in +d — n, 4din + k) set,=1+4i
w(d, k) = ,1€Npg.  (3.2)
(2in — (d — n),4in + k) set, =2+ 4i
(2m—( —n),din+4n —k) set, =3 +4i
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Por outro lado, a fungao ¢ apresentada em (3.2) pode ser apresentada ma-

tricialmente na forma,

([d—n -k 1]T set, =0
Ry(())'[d—n —k 1r set, =1
Dl ) = Ry(o)'Rx(U)[d—n —k 1r ) 86%«:2.
RO) Ba(0): B2+ [ 4= —k 1| wt, =3
R0) Ra(0) By(-20) Raln) - [a— 1]T ety — 1

(3.3)

Exemplo 3.2.19. Consideremos as trajetoria T e T da tacada r, ilustrada
na figura 3.16. Pretendemos que ao longo da trajetoria da bola branca, esta,
apos o contacto em t,. tabelas entre em contacto com a bola objeto. Para
tal podemos encontrar as respetivas coordenadas da bola objeto na trajetoria

linear T como a observagao 3.2.18 sugere.

Assim, apos o contacto em 6 tabelas, as coordenadas da bola objeto na
trajetoria T* sio ¥ (d, k) = (2in — (d — n),4in + k) = (6 — d,8 + k) com,
t,=2+4+41,1=1en=2.

A posicao relativa, sequndo T da bola objeto e as suas coordenadas da
bola objeto sao (1,2.3) e (—1,—2.3), respetivamente. Assim, as coordenadas
do ponto B* sao (1,2.3) = (6 — 1,8 4+ 2.3) = (5,10.3).

Por outro lado, na forma matricial, obtemos o mesmo resultado dado que
¥(1,2.3) = Ry(0)- Ry (0) - Ry(—4)- R(—2) - Ry(0)- R,(0)- | -1 —2,3 1 -

T
[5 10.3 1} .



3.2. CONCEITOS DESENVOLVIDOS 59

y
B*
¥
G*
C G c/ GlO .
~ > X
1 y H l/ H
T T
D.5 @
A 2‘3D' A k/p
2n 2n
LB d,B
q , q //
“n “n

Figura 3.16: Trajetoérias T' e T de uma tacada composta alternada de 1¢
espécie
Proposicao 3.2.20 (Relagao entre tacadas alternadas de 1% espécie e a
trajetoria linear T%). Seja r uma tacada composta alternada de 1% espécie tal
que as posigoes relativas das bolas branca, A, e objeto, B sao (c,l) e (d, k),

respetivamente, e as coordenadas da bolas branca, objeto em T e, objeto em
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T*, sio (c—n,—l), (d—n,—k) e(d, k), respetivamente. Entao o segmento

de reta [AB*] que define a trajetoria T* estd contido na reta de equagao,

Ldin—k . I+din—k (, _ _ .
intd—c’ I+ 2intd—c (n C) set, =0+4
l+4in+k) . I+ dintk B . )

Flz) = simnra et~ + girie(n—¢) set, =1+4 .

- ) 0-
I+4dintk _ I+4dintk _ _ .
2in+2n—d—c$ I+ 2in+2n—d—c (n C) set, = 24+ 4
I+4int+4n—k . I+4in+4n—k i - .
\ 2in+2nfdfc$ L+ 2in+2n—d—c (TL C) set, =3+ 4i

(3.4)

Mais, a posicao ideal de contacto, x;, na tabela 1 de forma a bola branca
embater na bola objeto é solu¢ao da equagao f(x; —n) = 0, onde f estd

definida em (3.4) e x; € dado por,

p
2in(l42c)+ld—kc o .
B ey set, =044
2in(l+2c)+ld+k .

T, = , 1 € Np. (35)
2in(l42¢c)+1(2n—d)+kc _ .
I+ dintk sely =2+ 4
2in(l+2¢)+1(2n—d)+c(4n—k) - .
L I+4in+4n—k sety = 3+ 4i

Nota: Caso se aplique no méaximo 3 tabelas (i =0 e 0 < ¢, < 3) temos

a solucgao trivial,

ld—kc _
=k se tr =0
ld+kc —
;=< HF se ty =1 . (3.6)
v l(2n—d)+ke se t. —9

(2n"d)te(an—k)
l(2n—d)+c(dn—k o
Tk et =3

Exemplo 3.2.21. Pretende-se encontrar o ponto ideal de contacto na tabela

1 (x;) nas tacadas apresentadas na figura 3.17.
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I 7 I 7
—t g —tg
1 1\'H 1 ) /T\'H
)SA //l/ \ ﬁ);4. /! ’
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] o
A ;.
\[\z/l ’ \\1/'/1//
,/\\H//n /\\H//n
E E

Figura 3.17: Posicao ideal de contacto de tacadas compostas alternadas de
1% espécie

Considerando n = 2, temos que nas tacadas r, s et a posicao inicial

relativa da bola branca é (0.5,1) e a posi¢ao da bola objeto é (1.7,1),(1.1,3)
e (0.2,3.5), respetivamente.

A posicao do ponto ideal de contacto (x;) em r, s et, estd a 1.1 unida-

des de medida do ponto de referéncia, como refere a proposicio 3.2.20 e o0s
calculos sequintes ilustram:

i) Tacada r: x;

_ ld4+ke __ 1x1.74+1x0.5 __ 1.1
— Itk 1+1 -
g 12n—d)+k 1x(2x2-1.1)4+3x0.5
i) Tacada s: z; = X ”l+]2+ ¢ — 1x@x 1+3)+ == =1,
L l@2n—d)+c(dn—k) _ 1x(2x2—0.2)+0.5x(4x2-3.5) __ 6.05
i) Tacada t: z; = I+4n—k - 1+4x2-35

==z =1L
Observagao 3.2.22 (Relacao entre tacadas alternadas de 2% espécie e as
trajetorias T' e T*). Seja r uma tacada composta alternada de 2° espécie, cuja
posi¢cao relativa da bola branca € (c,l) e da bola objeto € (d, k), e respetivas
coordenadas (c—jn, —1) e (d—jn, —k) com j definido em (3.1). Na trajetoria
T, as coordenadas da bola branca sao as mesmas que em T e as coordenadas
da bola objeto na trajetoria T sao definidas em func¢ao da sua posicao relativa

(d, k) na trajetoria T através da funcdo b com t, + 1 ramos, da sequinte
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forma,
.
(4in +d — jn, 2in — k) set, =0+4i
(4in +d — jn, 2in + k) set,=1+4i
Y(d k) = i €Ny (3.7)
(4in — (d — jn),2in + k) set, =2+ 4i
\(4m—(d—jn),2m—|—2n—k) set, =3+ 4i

Por outro lado a fungdo ¢ apresentada em (3.7) pode ser apresentada

matricialmente na forma,

({d—jn —k 1]T set, =0
Ry(0) - {d—jn —k 1r set, =1
K = R, (0) - R,(0) - [d—jn —k 1r ) setr=2.
R,(0) - R.(0) - Ry(—n) - {d —jn —k 1} set, =3
R,(0) - Ro(0) - Ry(~n) - Ro(~2n) - [d_ in —k 1}T se t, =4

(3.8)

Exemplo 3.2.23. Consideremos a tacada s, uma tacada composta alternada

de 2% espécie, ilustrada na figura 3.18.

—>
L dig g ¢
>< 3
[kllj‘ vl D
2 il
E><T ><M AL

Figura 3.18: Tacada composta alternada de 2% espécie

Pretendemos que na trajetoria da bola branca, esta, apos o contacto de t
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tabelas entre em contacto com a bola objeto. Para tal, podemos encontrar as
coordenadas da bola objeto na trajetoria linear T*, como a observagao 3.2.22
sugere.

Apds o contacto de 11 tabelas, as coordenadas da bola objeto na trajetoria
T* sao Y(d, k) = (4in—(d—jn),2in+2n—k) = (20—d, 12— k), com i = 2,
j=2en=2.

Considerando a posicao relativa, sequndo T, e as coordenadas da bola
objeto de (1.5,0.97) e (—2.5,—0.97), respetivamente, entdo as coordenadas
do ponto B* sao 1(1.5,0.97) = (20 — 1.5,12 — 0.97) = (18.5,11.03).

Por outro lado, matricialmente obtemos igualmente o resultado preten-
dido, dado que, ¥(1.5,0.97) = R,(0)- R;(0) - Ry(—2) - Ry(—4) - R,(0) - R,(0)-
Ry(—2)-Ry(—4)-R,(0)-Ro(0)-R,(—2)-[—2.5 —0.97 1}T ~ 185 1103 1]

T

Proposicao 3.2.24 (Relagao entre tacadas alternadas de 2% espécie e a
trajetoria linear 7). Seja r uma tacada composta alternada de 2* espécie e
assumem-se que as posicoes relativas das bolas branca, A, e objeto, B, sao
(c,1) e (d, k), respetivamente. As coordenadas da bola branca, bola objeto na
trajetoria T e, da bola objeto na trajetoria T*, sao dadas por (¢ — jn,—l),
(d — jn,—k) e ¥(d, k), respetivamente. Entao, com j definido em (3.1), o

segmento da reta [AB*] que define a trajetoria T* estd contida na reta de

equagao,
(
2intl=k .. _ 2intl—k (: _ _ .
Tintd—ct [+ Jin+d—c (jn —c) set, =0+ 4
Zintltk . 2intltk (0 _ .
) Zintd—c® I+ frde (jn—c) set,=1+4i N
g(&?) - , L € Np.
2int-l+k o 2in+l+k L - .
4in+4n—d—cx l + 4in+4dn—d—c (]n C) se tr =2 -+ 41
2int+2n+l—k ,. __ 2in+2n+l—k (o . .
\ Zintdn—d—c? L+ Gmtre(2j —c) set,=3+4i

(3.9)
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Mais, a posicao ideal de contacto, x;, na tabela 1 de forma a bola branca,
A, embater na bola objeto, B, € solu¢ao da equagao g(z; — jn) = 0, onde g

estd definida em (3.9) e € dada por,

(
2in(2l+c)+ld—ke B ,
2in+l—k set, =0+ 4i
2in2l+c)+d+tke set — 14 4i
in+i+k , = .
x; = ZintI+ .1 € No. (3.10)
2in(2l4-c)+l(4n—d)+kc B .
2in+1+k set, =2+4i
2in(2l4-c)+l(4n—d)+c(2n—k) B '
\ 2in+2n-+l—k set, =3+ 4i

Nota: Caso se aplique no mdzximo 3 tabelas temos que 1 = 0 e assim surge

a posicao ideal trivial,

.
ld—k _
ch Se tr =0
ld+kc _
set, =1
z=4 T (3.11)
l(4n—d)+kc —
T set, =2
l(4n—d)+c(2n—k) o
T setly =3

Exemplo 3.2.25. Das tacadas apresentadas na figura 3.19 pretende-se en-
contrar a posi¢do ideal de contacto na tabela 1 (x;) de forma a obter tacadas

bem sucedidas.

! | !
S | 18 18
P e W g ¢ g ¢ ¢
B B P 2 RN [ o b D
e B A i D Bl TVl R B S R
F\\ AN <. :>’/\ Yy Bl :>1/\ F Bl . /\
E~< I <M -t T E= <M L TN ESTT ML
(a) r (b) s (c) t

Figura 3.19: Posicao ideal de contacto de tacadas compostas alternadas de

2% espécie
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Considerando n = 2 e sabendo que em qualquer tacada apresentada a
posicdao relativa da bola branca é (1.8,0.8) e que a posi¢ao relativa da bola
objeto nas tacadas r, s et sao (3.55,0.2), (2,1.6) e (0.6, 1.6), respetivamente,
a posi¢ao ideal de contacto (x;) em cada uma das tacadas apresentadas, pela

proposicao 3.2.24 é:

i) Tacada r: x; = l'ﬁ,]zc = 0'8”(5?85:09'22“'8 =3.2.

- I(4n—d)+ke _ 0.8x(4x2—2)+1.6x1.38
i) Tacada s: z; = X "l+,2+ ¢ — 08x( Xo.s+i.ts == =108 —32.

l(dn—d)te(2n—k) _ 0.8x(4x2-0.6)+1.8x(2x2-1.6) __ 1024 _ 3 9
I+2n—k - 0.8+2x2—1.6 — 32 — O~

ii1) Tacada t: x; =
Ou seja, o ponto ideal de contacto na tabela 1 de cada uma das tacadas

anteriores esta a 3.2 unidades de medida do ponto de referéncia.

Observagao 3.2.26 (Relacao entre tacadas alternadas de r* espécie e as
trajetorias T e T*). Seja m uma tacada composta alternada de r® espécie,
em que a posi¢ao relativa das bolas branca e objeto em T sdao (c,l) e (d, k),

respetivamente. As respetivas coordenadas na trajetoria T sao (¢ — jn, —1) e

(d — jn,—k) com, j definido em (3.1) e

1 , a tacada € de 1* espécie
r— (3.12)

2 , atacada € de 2° espécie
As coordenadas da bola objeto na trajetéria T™ sao definidas em fungao
da sua posicao relativa (d, k) na trajetéria T através da funcao ¢ com ¢, + 1

ramos, da seguinte forma,

(2irn+d — jn,2(3 —r)in — k) se ty, =04 44

b(d, k) = (2irn+d — jn,2(3 — r)in + k) sety,, =144
’ (2irn — (d — jn),2(3 —r)in + k) sety =2+ 47
(2irn — (d — jn),2(3 —r)in+ 23 —r)n — k) set, =3+ 4i

(3.13)

1€ N

0-
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Por outro lado a fungao 1 apresentada em (3.13) pode ser definida ma-

tricialmente na forma,

P(d, k) =

| —

S

k1]

d—in —k 1}T

y(—n)'[d—jn —k 1}T
y(—n).Rx(—Qn).[d—jn —k 1}T

set, =0
set, =1
se t,, =2
set, =3
set, =4

(3.14)
set, =0
set, =1
se t,, = 2
set, =3
set, =4

(3.15)

Proposicao 3.2.27 (Relagdo entre tacadas alternadas de r® espécie e a

trajetoria linear T*). Seja m uma tacada composta alternada de r* espécie.

As posicoes relativas das bolas branca, A, e objeto, B sao (c,1) e (d, k),

respetivamente, e as coordenadas da bola branca, bola objeto nas trajetorias

T eT* sio (¢ — jn,—l), (d— jn,—k) e ¥(d, k), respetivamente. Entao, com

j er definidos em (3.1) e (3.12), respetivamente, o segmento de reta [AB*]

que define a trajetoria T™ estd contida na reta de equacdo,

,comr = 1.

,comr = 2.
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;

\

+2(3=r)in—k . +2B—r)in—k .
2irn+d—c r ! + 2irn+d—c (]TL C)

+2(3—r)intk) = H23=r)intk .
2irn+d—c x l + 2irn+d—c (jn C)

1+2(3—7)in+k
2irn+2rn—d—c

14+2(3—r)in+k

= l + 2irn+2rn—d—c (]TL - C)

1+2(3=r)in+2(3—r)n—k

1+2(3—r)in+2(3—r)n—k

2irn+2rn—d—c r—1 +

2irn+2rn—d—c

67
sety,, =0+41
sety, =1+41
sety, =2+ 44

(jn—c) set,, =3+4i
(3.16)

Mais, a posicao ideal de contacto, x;, na tabela 1 de forma a bola branca,

A, embater na bola objeto, B, € solucdo da equagdo h(z; — jn) = 0, onde h

estd definida em (3.16).

Daqui decorre que,

( 2in(rl+(3—r)c)+ld—k . .
: l+2(3—r)§n—k - sety =0+41
2in(rl+(3—r)c)+ld+kc i .
— set, =1+ 4
1+2(3—r)in+k ’ = NO. (317)
2in(rl+(3—r)c)+1(2rn—d)+kc . .
+2(3—r)in+k s€ tm =2+ 4
2in(rl+(3—r)c)+1(2rn—d)+c(2(3—r)n—k) - .
L 1+2(3—r)int2(3—r)n—Fk € by =3 + 41

E, a posi¢ao ideal trivial, até 3 tabelas (1 =0), é dada por,

,

ld—kc
= 5€ Im
ld+kc
Itk s€ tm
Ti = 3
1(2rn—d)+kc
Tk s€ tm
1(2rn—d)+c(2(3—r)n—k) ¢
\ +2(3—r)n—k S€ tm

=2

=0

=1

(3.18)

=3

Observagao 3.2.28 (Relagao entre tacadas nao alternadas de 1 espécie

que s6 utilizam tabelas pequenas e as trajetérias T e T*). Seja r uma tacada

composta nao alternada de 1% espécie que so utiliza tabelas pequenas. A

,i €N,
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posi¢ao relativa da bola branca € dada por (c,l) e da bola objeto por (d, k). As
suas coordenadas, na trajetoria T, sdo respetivamente (c—n, —1) e (d—n, —k),
e as coordenadas da bola objeto na trajetoria T*, ponto B*, é definida em
fungdo da sua posi¢ao relativa (d,k) na trajetoria T através da fungao 1)

com t,. + 1 ramos, da sequinte forma,

(d—n,4in—k) set, =0+ 2i
W(d, k) = , 1 € No. (3.19)
(d—n,din+k) set,=1+2i

Por outro lado a fungao ¢ apresentada em (3.19) pode ser definida ma-

tricialmente na forma,

r{d—n -k 1}T set, =0
Ry(o)'{d—n —k 1r set, =1
B k) = R,(0) - Ry(—2n) - {d —n —k 1}T ) set, =2 |
Ry(0) - Ry(—2n) - Ry(0) - [d_ — 1] et =3
Ry(0) By (-20) Ry0) R=20) - [4-n 1]T ety — 1

(3.20)

Exemplo 3.2.29. Consideremos a tacada r composta nao alternada de 1*

espécie que utiliza apenas tabelas pequenas, apresentada na figura 3.20.
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Figura 3.20: Tacada composta nao alternada de 1 espécie que apenas utiliza

F

tabelas pequenas

Pretendemos que na trajetoria da bola branca, esta, apds o contacto de t,
tabelas entre em contacto com a bola objeto. Para tal, podemos encontrar as
coordenadas da bola objeto na trajetoria linear T, como a observagao 3.2.28
sugere.

Apds o contacto de 4 tabelas, as coordenadas da bola objeto na trajetoria
T* sao Y(d, k) = (d—n,4in —k) = (d—2,16 — k), comi=2 en = 2.

Considerando que a posi¢ao relativa (seqgundo T') e as coordenadas da bola
objeto, sao de (1.8,2) e (—0.2,—2), respetivamente, entdo as coordenadas do
ponto B* sao 1(1.8,2) = (1.8 — 2,16 — 2) = (—0.2, 14).

Por outro lado, matricialmente, obtemos, 1 (1.8,2) = R,(0) - R,(—4) -
Ry(0) - R,(—4) - [—0.2 -2 1]T = [—0.2 14 1]T.

Proposicao 3.2.30 (Relagao entre tacadas nao alternadas de 1% espécie que
sé utilizam tabelas pequenas e a trajetoria linear 7). Seja r uma tacada
composta nao alternada de 1% espécie que so utilizam tabelas pequenas. As
posigoes relativas das bolas branca, A, e da bola objeto, B, sao (c,l) e (d, k),
respetivamente, e as coordenadas da bola branca em T e T* sao (¢ —n, —I).

As coordenadas da bola objeto em T e T™* sdo, (d —n,—k) e ¥(d, k), respe-
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tivamente. Entao o segmento de reta [AB*] que define a trajetdria T* estd

contido na reta de equacao,

—”31'_”;’“37 — 1+ —”;“_”C’k(n —c¢) set,=0+2i

I+4in+k l+4in+k _ .
?ZE—Z—FTO’L—C) Setr—l—f-Z’L

Mais, a posicao ideal de contacto, x;, na tabela 1 de forma a bola branca,
A, embater na bola objeto, B, é solugao da equagao p(x; —n) = 0, onde p

estd definida em (3.21).

Daqui resulta que,

2in(0l4+2¢)+ld—kc _ .
iy o T Se tT = O + 22

z; = =k ,i € Np. (3.22)
an(()ll:-icrgilid—&-kc set, =142

Caso se aplique no mdzimo 3 tabelas temos que i =0 ou 1 = 1 e portanto,

ld—kc _

=k se tr =0

ldljrr—,’f:c set, =1

z; = e . (3.23)

2nx (0l+2c)+ld—kc _

I+4n—k se by =2
2nx (0142c)+1d+ke _

\ Ttk set, =3

Exemplo 3.2.31. Nas tacadas r, s e t apresentadas na figura 3.21, preten-
demos encontrar a posi¢ao ideal de contacto na tabela 1 (x;) de forma a obter

tacadas bem sucedidas.
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Figura 3.21: Posicao ideal de contacto de tacadas compostas nao alternadas
de 1% espécie

Considerando n = 2 e sabendo que em qualquer tacada apresentada a
posi¢cao relativa da bola branca € (0.3,1) e que a posi¢ao relativa da bola
objeto nas tacadas v, s et sio (0.6,2),(1,2) e (1.4,2), respetivamente, a
posi¢ao ideal de contacto (x;) em cada uma das tacadas apresentadas, pela

proposicao 3.2.30 sao:

i) Tacada r: x; = Mre = LXO0E2X03 _ 12— (4,

- 2n X (0l+2¢c)+ld—k 4x(2x0.3)+1x1-2x0.3

ii) Tacada s: x; = == (l;:)j]; ¢ — 2 1);;72 =28 = 04.
v 20x(0l420)Hld+ke _ 4x(2x0.3)+1x1.442x0.3 _ 44
iii) Tacada t: x; = rw— = s =37 = 04.

Ou seja, o ponto ideal de contacto na tabela 1 de cada uma das tacadas

anteriores estda a 0.4 unidades de medida do ponto de referéncia.

Observagao 3.2.32 (Relacao entre tacadas nao alternadas de 2% espécie que
sé utilizam tabelas grandes e as trajetérias T' e T*). Seja s uma tacada com-
posta nao alternada de 2% espécie que so utiliza tabelas grandes. A posicao
relativa das bolas branca e objeto em T sao (c,l) e (d, k), respetivamente. As

suas coordenadas sao respetivamente (¢ — jn, —1) e (d — jn, —k).
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As coordenadas da bola objeto em T podem ser definidas em funcdo da
sua posi¢ao relativa na trajetoria T através da funcao 1 com ty + 1 ramos,

com j definido em (3.1), da sequinte forma,

(d—jn,2in—k) sets=042i
W(d, k) = ,i € No. (3.24)

(d—jn,2in+k) sets=1+2i

Por outro lado a funcgao ¢ apresentada em (3.24) pode ser definida ma-

tricialmente na forma,

([d—jn —k 1r sety=0
Ry(O)-[d—jn —k 1r sety =1
Hd.R) = Ry(O)-Ry<—n)'[d—jn —k 1]T ) sety =2
RO) (=) B0+ [a=jn —k 1] wt =3
RO) By(on) By (0) Ry [a— g 1]T et — 1

(3.25)

Exemplo 3.2.33. Na figura 3.22 apresenta-se a tacada s composta nao al-

ternada de 2% espécie que utiliza apenas tabelas grandes.

1 d 1

—> I

B CR R A

eV A AL
VALY,

D F H

Figura 3.22: Tacada composta nao alternada de 2% espécie que utiliza apenas

tabelas grandes
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Pretendemos que na trajetoria da bola branca, esta, apds o contacto de t
tabelas entre em contacto com a bola objeto. Para tal, podemos encontrar as
coordenadas da bola objeto na trajetoria linear T, como a observacao 3.2.32

sugere.

Assim, apds o contacto de 6 tabelas, as coordenadas da bola objeto em T
sao Y(d, k) = (d— jn,2in — k) =(d—4,12—k), comi =3, j =2 en = 2.

Considerando que a posi¢ao relativa (seqgundo T') e as coordenadas da bola
objeto, sdo de (3.72,1) e (—0.28, —1), respetivamente, entdo as coordenadas
do ponto B* em T* sao (d, k) = (3.72,1) = (3.72—4,12—1) = (—0.28,11).

Por outro lado, matricialmente, obtemos, ¥(3.72,1) = R,(0) - R,(—2) -
Ry(0) - Ry(—2) - Ry(0) - R,(—2) - [—0.28 -1 1]T = [—0.28 11 1]T.

Proposicao 3.2.34 (Relagao entre tacadas nao alternadas de 2% espécie que
apenas utilizam tabelas grandes e a trajetéria linear 7). Seja s uma tacada
composta nao alternada de 2% espécie que apenas utiliza tabelas grandes. As
posigoes relativas das bolas branca, A, e objeto, B, sao (c,l) e (d, k), res-
petivamente. As coordenadas da bolas branca em T e T* sao (¢ — jn,—I1) e
as coordenadas da bola objeto em T e T* sao (d — jn,—k) e (d, k), respe-
tivamente. Entao o segmento de reta [AB*] que define a trajetdria T* estd
contido na reta de equacao,
b2inhy — |4 B2k (jn —c) sety=0+2i

v(e)=4{ *° ,ieNy. (3.26)

—”flifjkx -1+ —H?li"jk (jn—c) sety=1+21
Mais, a posicao ideal de contacto, x;, na tabela 1 de forma a bola branca,
A, embater na bola objeto, B, € solu¢io da equacao v(z; — jn) = 0, onde v

estd definida em (3.26).
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Daqui resulta que,

2in(0l+1c)+ld—kc

- sets =042
€r; = ) Frem—k s 1€ No. (327)
esicts g, — 1 4

Caso se apliqgue no mdximo 3 tabelas temos que 1 =0 ou i =1 e assim,

(
ld—kc _
P sets =10
e sety=1
€r; = S No. (328)
2n(0l4+1c)+ld—kc o
I+2n—k sels =2
2n(0l+1c)+ld+ke o
™ T ¢ ts =3

Exemplo 3.2.35. Nas tacadas r, s et apresentadas na figura 3.23, preten-
demos encontrar a posi¢ao ideal de contacto na tabela 1 (x;) de forma a obter

tacadas bem sucedidas.

~ ~ ~

VT | T | VT
1099 1148 5 211

B E_ ¢ 05 g g .
10;5 ’r\ ’r\ ! 110;5 3 \ ’W\ ! 0;5 "\
1250 4\ / A\ Bl 25| 4 5 Vo
o B \ ,, T \\\ ,, \\\ ,/ T \\\ /’ \\\ // T \/ '1‘ \ /’ \\\ /’
I R R b b
(a) Tacada r (b) Tacada s (c) Tacada t

Figura 3.23: Posicao ideal de contacto de tacadas compostas nao alternadas

de 2% espécie

Seja n = 2. Em qualquer tacada apresentada a posicao relativa da bola
branca é (0.5,0.5) e as posi¢oes relativas da bola objeto nas tacadas r, s et
sao (0.99,1.25), (1.48,1) e (2.11,1.25), respetivamente. A posi¢ao do ponto
ideal de contacto (x;) em cada uma das tacadas apresentadas, pela proposi¢ao

3.2.84, sao:
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: . ldtke _ 0.5x0.99401.25%0.5 _ 1.12 _
i) Tacada r: v; = "53¢ = ST = 17z = 0.64.

ii) Tacada s: x; =

2n(0l+1c)+ld—ke _ 4x0.54+0.5x1.48—1x0.5 _ 2.24 __ 0.64
I+2n—k o 0.5+4-1 35 U

2n(0l+1c)+ld+ke _ 4x0.54+0.5x2.114+1.25%0.5 3.68 __ 0.64
= 5 — V.04

ii) Tacada t: x; = === 5~ 0.5+4+1.25 -

G

ot

Ou seja, o ponto ideal de contacto na tabela 1 de cada uma das tacadas

anteriores estd a 0.64 unidades de medida do ponto de referéncia.

Observagao 3.2.36 (Relacao entre tacadas nao alternadas de r* espécie que
sé utilizam tabelas da mesma dimensao e as trajetérias T e T*). Seja m uma
tacada composta nao alternada de r® espécie que so utiliza tabelas da mesma
dimensao. A posicao relativa das bolas branca e objeto sao respetivamente
(¢,1) e (d,k). As suas coordenadas sao respetivamente (¢ — jn,—l) e (d —
jn, —k). As coordenadas da bola objeto em T* sao definidas em fun¢ao da
sua posicao relativa (d, k) através da fungao 1 com t,, + 1 ramos, com j e r

definidos respetivamente em (3.1) e (3.12), da sequinte forma:

(d—jn,2(3—r)in—k) set, =0+2i
b(d, k) = LieNp.  (3.29)

(d—jn,2(3 —r)in+k) set,=1+2i
Por outro lado a fungao v apresentada em 3.29 pode ser definida matri-

cialmente na forma,

r{d—jn —k 1r setm =0
Ry(0) - {d—jn —k 1r se by =1
Bk = Ry(0) - Ry(—2n) - [d—jn —k 1r ) se ty, =2
R0) - By(-20) - By0)- |a—ju k1] ety =3
Ry(0) - Ry(—2n) - Ry(0) - Ry(—2n) - {d_jn k 1}T sty — 4

(3.30)

,comr = 1.
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([d—jn —k 1r setm =0
Ry(0)~[d—jn —k 1r sety =1
k) = Ry(())‘Ry(—“)'{d—jn —k 1r ) sty =2
RO) (1) B0+ [a=jn —k 1] ety =3
RO) By(on) By (0) Ry [a— g~ @T -

(3.31)

Proposigao 3.2.37 (Relagao entre tacadas nao alternadas de r* espécie que
apenas utilizam tabelas da mesma dimensao e a trajetéria linear 7*). Seja m
uma tacada composta nao alternada de r® espécie que apenas utiliza tabelas
da mesma dimensdo. As posicoes relativas das bolas branca, A, e objeto,
B, sao (c,l) e (d, k), respetivamente. As coordenadas da bola branca, nas
trajetorias T e T* sao (c—jn,—l). As coordenadas da bola objeto em T e T*
sao (d—jn,—k) e (d, k), respetivamente. Entao, com r definido em (3.12),

o segmento de reta [AB*] que define a trajetdria T* estd contido na reta de

equagao,
PRy — 1 PO (jn — ) se by = 0+ 2i
q(x) = A } » ¢ € No.
l+2(3d—_rgm+kx I+ l+2(3d__7"2m+k (]n _ C) set, =14+ 2
(3.32)

Mais, a posicao ideal de contacto, x;, na tabela 1 de forma a bola branca,
A, embater na bola objeto, B, é solug¢ao da equagio q(x; — jn) = 0, com q

definida em (3.32).

,comr = 2.
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A solucao desta equacdo €,

2in(0l+(3—r)c)+ld—ke

, © € N,

l+2§37r))infk setm = 0+ 21

xTr; =
2in(0l4(3—r)c)+ld+ke - .
1+2(3—r)in+k setm =1+2

7

(3.33)

Caso se aplique no mdzimo 3 tabelas temos que 1 =0 oui =1 e a solugao

trivial € dada por,

ld=kc
-k

ld+kc
I+k
Ti =
2n(0l+(3—7r)c)+ld—kc
+2(3—r)n—k

2n(0l+(3—r)c)+ld+ke
\ +2(3—7)n+k

set, =0
sety, =1
set,, =2
set, =3

(3.34)

Observacao 3.2.38. Seja r uma tacada composta, bem sucedida, onde a

bola B estd junto a um copo da mesa de bilhar.

O niumero de tabelas 1

e 3 utilizadas na tacada coincidem com o numero de reflexoes sobre retas

paralelas a Oy e o numero de tabelas 2 e 4 coincidem com o nimero de

reflexoes sobre paralelas a Ox realizadas pela trajetoria da bola branca.

Observacao 3.2.39. Seja r uma tacada composta, bem sucedida, onde a bola

B estd junto a um copo da mesa de bilhar. As coordenadas da bola objeto na

trajetoria T, ponto B*, sao ((B, — j)n,a,n).

Exemplo 3.2.40. Considere as tacadas compostas, bem sucedidas, apresen-

tadas na figura 3.24.
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D
o ¢/ s . B c/

O
i\
B n o T €A D
D F 2n E
(a) Tacada r (b) Tacada s (c) Tacada t

Figura 3.24: Coordenadas da bola objeto em 7™ de tacadas compostas nao

alternadas - variante A

Sequndo a observacdao 3.2.39, temos que:

i) Tacada r: As coordenadas do ponto B* sao ((5, — j)n,a.n) = (0,8n),
dado que B, =1, a, =8 e j = 1.

ii) Tacada s: As coordenadas do ponto B* sao ((Bs — j)n,asn) = (0,2n),
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comfBs=1,a,=2ej=1.

iii) Tacada t: As coordenadas do ponto B* sao ((B; — j)n,aqun) = (2n,2n),
dado que By =3, ay =2 e j=1.

Proposicao 3.2.41 (Trajetéria linear T de uma tacada composta bem
sucedida em que a bola objeto estd sobre um copo da mesa de bilhar). Seja
r uma tacada composta bem sucedida com movimentos («,.,5,) em que a
bola objeto, bola B, estd junto a um copo da mesa de bilhar, com posi¢cao
relativa (d, k) e coordenadas (d — jn,—k). A posi¢do relativa e coordenadas
da bola branca na trajetéria T sao (c,l) e (¢ — jn,—l), respetivamente. As
coordenadas da bola objeto em T* sao ((B, — j)n, a,n).

Com j definido em (3.1), a reta que contém o segmento de reta [AB*|

que define a trajetoria linear T € dado por,

r l r l
u(x)_an—l— x_l+an—|—

- Bn—c By —c

(jn —c). (3.35)

A posigao ideal de contacto na tabela 1, (x;), de forma a tacada ser bem
sucedida € solugao da equagdo u(x; — jn) =0, onde u € definida em (3.35).

Sendo x; dado por,
a,.c+ Bl
T, =———-mn

L (3.36)

Notas:

i) A determinagao da posigao de ideal de contacto de uma tacada com-

posta e bem sucedida na variante A, ndao depende do parametro j;

ii) Para determinar a posicao ideal de contacto nas condigoes apresenta-
das é apenas necessario saber o nimero de movimentos da tacada r,

(cv-, Br), € a posicao relativa da bola branca, (c,1).
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Exemplo 3.2.42. Considere a situacao problema ilustrada na figura 3.25.

Figura 3.25: Situagao problema

Um jogador pretende que a bola branca, A, contacte a bola preta, B, de
forma a ganhar a partida. No entanto, tem duas bolas, 2 e 3, a impedir a
possibilidade da bola branca contactar diretamente a bola preta sem recorrer
ao uso de tabelas da mesa de bilhar. Assim, o jogador idealiza uma tacada
composta a adotar de forma a obter o resultado pretendido. Vamos imaginar

que o jogador idealizou as tacadas r, s, t e u apresentadas na figura 3.26.

Figura 3.26: Situagao problema: Posicao ideal de contacto - variante A

Para a tacada escolhida ser bem sucedida € necessario encontrar a posi¢ao

ideal de contacto na tabela 1 pela bola branca (x;). Para tal, vamos utilizar

o resultado obtido em (3.36).

Considerando n = 2, nas figuras 3.27 e 3.28 apresenta-se cada uma das



3.2. CONCEITOS DESENVOLVIDOS 81

tacadas idealizadas pelo jogador, a posicao relativa da bola branca e o respe-

tivo numero de movimentos inerentes a cada tacada.

T . C B C=z;
1 1
A o, = 2 as =1 A
667 0.66Y
Br = 2' ﬁs =2
(a) Tacada r (b) Tacada s

Figura 3.27: Tacadas r e s: Posicao ideal de contacto - variante A - possiveis

solucoes

T o
: P : o C !
0.667 1D 0-667
1 2 Al
0y =2 Q, =2
B B

t = 1 u — 2

(a) Tacada ¢ (b) Tacada u

Figura 3.28: Tacadas t e u: Posicao ideal de contacto - variante A - possiveis

solugoes

Obtendo os sequintes resultados:

i) Tacada r: x; = %ﬁf“ x 2=1,333;

ii) Tacada s: x; = %ﬁm x 2=1,778;

iii) Tacada t: x; = % x 2 =1,143;

w) Tacada u: x; = 25250800 % 2 = 1,429.
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Observagao 3.2.43. O resultado obtido em (3.36) € importante, pois:

i) garante ao jogador o conforto de identificar a distancia sobre a tabela 1
de contacto, x;, a partir da posicao relativa da bola branca, do nimero
de movimentos ascendentes/descendentes e laterais a realizar pela ta-
cada e da dimensdao que julgar adequada estipular para a tabela pequena

da mesa de bilhar.

ii) € muito complicado, realizar tacadas com recurso a mais do que uma
tabela com rigor cientifico através do uso de simetrias.

iii) permite criar uma aplicag¢do informdtica que coloque em prdtica os re-
sultados obtidos neste documento e que apresente modelos de treino
nesta modalidade.

iv) permite ao jogador, aliar o rigor cientifico 4 sua inspiragdo/sensa¢ao
na toma de decisoes.

v) € funcional ser utilizada em competicio dados que as dimensoes das
mesas de bilhar sao nx2n e existem 3 variantes de mesas com diferentes

marcas (diamantes) de apoio nas tabelas, tal como a figura 3.29 sugere.

(a) Variante 1 (b) Variante 2 (c) Variante 3

Figura 3.29: Variantes de mesas de bilhar

Notas:

1. Variante 1: Tem 3 diamantes por tabela pequena. A distancia

entre dois diamantes € %.

2. Variante 2: Tem 1 diamante por tabela pequena. A distancia entre
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o diamante e 0s copos sobre essa tabela pequena € 3.

3. Variante 3: Nao tem a marcacao de diamantes nas tabelas.

Observagao 3.2.44 (Efeito do erro inicial no erro final obtido de uma tacada
composta nao bem sucedida, onde a bola objeto estd sobre um copo da mesa
de bilhar). Seja a tacada ndo bem sucedida r com erro inicial, e;(r), erro
final, ef(r), e, a posicao de contacto na tabela 1 € o ponto C. Se as posigoes
relativas das bolas branca e objeto sao (c,l) e (d, k), respetivamente, temos

que:

i) Se C, < x;, a trajetoria linear T, estd contida na reta definida por,

a,n+ep(r) + lx g nt er(r) +1

B¢ B¢ (c—jn). (3.37)

t(x) =

Onde, as coordenadas da bola branca, ponto C' e do ponto B* sdo (¢ —
gn, =), (z; —e;(r) — jn,0) e (B, — j)n, a,n + ef(r)), respetivamente.
O zero dessa reta é x; — e;(r) — jn, de onde se obtém,

I(Bn—c) n(arc+ B,l) +ef(r)c

eilr) = - . (338
7= eilr) C+arn—|—ef(r)+l a,n+ep(r)+1 (3:38)

ii) Se C, > x; a trajetoria linear T* estd contida na reta definida por,

a,n —es(r) +l:€—l— ayn —es(r)+1

prn —c Brn —c

l(z) = (c—jn). (3.39)

Onde, as coordenadas da bola branca, ponto C' e do ponto B* sdo (¢ —
gn, =), (x; +e;(r) — jn,0) e (B, — j)n, a.n — ef(r)), respetivamente.

O zero dessa reta € x; + e;(r) — jn, de onde se obtém,

1By + ayne — ef(r)c
i T e(1r) = . 3.40
zit eilr) ayn —es(r)+1 (3.40)
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iii) Por i) eii), a trajetoria linear T*, estd contida na reta definida por,

_oynFwep(r) +1 a,n +wes(r)+1

= —1 -7 41
o) = LD AL, et e
com,
1 s Cm < T;
w = . (3.42)
-1 ,C,>ux;

Como o zero da fung¢ao v € x; — we;(m) — jn resulta,

l(ﬁrn — C)
a,n+wes(r)+1

x; —wei(r) =c+ (3.43)

Exemplo 3.2.45. Considere a situacao apresentada na figura 3.30 onde se
pretende aplicar uma tacada composta bem sucedida de forma a bola branca,
A, contactar a bola B através do uso de tabelas. Repare que a bola B nao

estd posicionada sobre um copo, mas sim 5 unidades de medida antes do copo

do fundo junto a tabela grande.

Figura 3.30: Situacao problema: Efeito do erro inicial e final numa tacada -

variante B

Sendo assim é necessdrio determinar e;(t) e e;(u) de forma a obter o

contacto pretendido.
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Na figura 3.31 apresentamos as tacadas normais e corrigidas t e u, onde
se apresentam os movimentos de cada tacada e a respetiva posicao relativa
da bola branca.

Considerando n = 2, a bola B estd a uma unidade de medida do copo

ilustrado. o
ZT; ¢ v >
— | |
e LT+ €
i +ef! Wei |
0.667 : 0.667
1 4 Al
0y =2 Q=2
| B
B\t
]ef -1 16}0 =1
v _
t = 1 [T 2
(a) Tacada ¢ (b) Tacada u

Figura 3.31: Situacao problema: Efeito do erro inicial e final de uma tacada

- posicao ideal de contacto

Assim, pelas equagoes (3.36) e (3.43), obtemos:

i) Tacada t:

. /. 2(2x14+1%0.667)
1. A posicao ideal de contacto, x;, é: xatoee ~ = L1.143.

0.667(1x2—1)

2. A posicao ideal de contacto corrigido, x; +e;, €: 1+ X9 1T0.667 —

1.18.

ii) Tacada u:

. /. 2(2x142x0.667) .
1. A posicao ideal de contacto, x;, é: “xaroeer ~ = 1.429;

0.667(2x2—1)

2. A posicao ideal de contacto corrigido, T;+e;, €: 1+ 57577 5=e =

1.5457.
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3.3 Contributos

Uma das dificuldades ao praticar bilhar consiste em “escapar”com sucesso
a uma situacao de snooker através do uso de tabelas. Nesta seccao vamos
salientar a utilidade e praticabilidade dos resultados obtidos neste trabalho,
na otica do jogador, em detrimento das simetrias que tradicionalmente sao

utilizadas, através da apresentagao de alguns exemplos praticos.

3.3.1 Aplicagoes das simetrias

Nas variantes A, B, C' e D, vamos ilustrar algumas tacadas e simetrias a
realizar de forma a produzir uma tacada bem sucedida.

As simetrias a realizar procuram identificar pontos auxiliares interio-
res/exteriores & mesa de bilhar que vao permitir ao jogador tomar a decisao
correta ao efetuar uma tacada.

De seguida, apresentamos algumas simetrias que podem ser aplicadas em
tacadas que utilizam apenas uma tabela:

i) Simetria A: Simetria da posi¢cao da bola branca relativamente a 1%

tabela de contacto da mesma;

ii) Simetria B: Simetria da posicdo da bola objeto relativamente a 1¢

tabela de contacto da bola branca;

iii) Simetria C: Simetria da posigdo da bola objeto relativamente a 1¢
tabela de contacto da bola branca com recurso do ponto médio de
[AB], ponto M, onde A e B sdo os pontos das bolas branca e objeto,
respetivamente.

As simetrias A, B e C' sao facilmente aplicaveis na determinacao do ponto
ideal de contacto na 1* tabela, ponto C', quando se tratam de tacadas que

usam apenas uma tabela.
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De seguida apresentamos algumas situagoes problema,
exemplificar a aplicacao das simetrias sugeridas de forma

tacada composta bem sucedida.

Na figura 3.32 apresenta-se as tacadas r, s, t e u, nas variantes A, C', B

e D, respetivamente.

cujo objetivo é

a realizar uma

C? C? C? 7
h - ® h
! \ A Iy ) '
P \\ I I P ‘\
e e \
A Al A By
\\ \\ \\ : \
\\ \ \ | “
r S \\ f\\ : U,
! \ \ | !
\ \ \ | !
‘\ \ \ | \\
. Be Be ! .
\ L] \
B A By

Figura 3.32: Tacadas r, s, t e u - variantes

Nas tacadas r, s e t vamos identificar o ponto ideal de

tabela, ponto C', a partir das simetrias A, B e C, respetivamente, de forma

a bola A contactar com sucesso na bola B.

Na figura 3.33 apresenta-se as simetrias aplicadas e a correta identificagao

do ponto C.
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Figura 3.33: Tacadas r, s e t - simetrias

contacto na 1¢
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Na tacada u, pretende-se contactar a bola A na bola B; e fazendo com
que essa va a uma tabela e entre no copo, identificado por Bs. Neste caso,
vamos supor que a bola de contacto B; é a bola branca e aplicamos uma
das simetrias apresentadas (por exemplo, a simetria A). Ao identificar o
ponto de embate da bola B; na tabela (ponto C), de forma a fazer com que
a bola B; vé em direcao do copo (identificado pelo ponto Bs), pretende-se
igualmente identificar o ponto de contacto da bola A na bola By, de forma a
tacada ser bem sucedida. Para tal vamos idealizar a bola F,, bola tangente
a bola objeto Bj, que esta contida na reta C'B; e realizar a tacada de forma

a bola A ir na direcao da bola F,, tal como a figura 3.34 ilustra.

Bge
\
I

A g
Iy

B1 1y
\
S
| \

|
1
I
|
I
]
]
\l
.
A By

Figura 3.34: Tacada u - Simetria A

3.3.2 Aplicacgoes dos resultados obtidos

E importante encontrar cientificamente outras formas (mais praticas, eficazes
e capazes de serem utilizadas pelos jogadores de bilhar durante uma partida)
de identificar a posicao do ponto C', pois geralmente a aplicacao de simetrias
¢ mais complicada quanto maior o niumero de tabelas utilizadas.

Através dos estudos efetuados e dos resultados alcancados nesta dis-
sertacao destaca-se a descoberta de uma expressao analitica capaz de de-

terminar com precisao o ponto ideal de contacto da bola branca, quer na 1¢
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tabela (nas variantes A, B e C) quer na bola objeto (variante D), de forma
a obter uma tacada composta bem sucedida.

Salientamos que essa expressao pode ser utilizada em qualquer tacada
composta, nas variantes A, B, C' ou D.

Em tacadas compostas que utilizam mais do que uma tabela, esta re-
solucao analitica é mais vantajosa e pratica de ser utilizada por um atleta
durante uma partida de bilhar, em detrimento dos métodos tradicionais co-
nhecidos.

De seguida apresentamos novamente as tacadas r, s, t e u ilustradas na
figura 3.32, cujo objetivo é aplicar os resultados obtidos neste trabalho na
identificacao do ponto ideal de contacto na 1% tabela de forma a produzir
tacadas compostas bem sucedidas.

Considerando n = 2 e a posicao relativa da bola branca nas tacadas r, s

et é(1,0.667), obtemos:

i) Tacada r - Variante A: Sabendo que o niimero de movimentos sao (1, 2),

pela equacao 3.36 definida na proposi¢ao 3.2.41, obtemos z; = 1.143;

ii) Tacadas- Variante C: Sabendo que a tacada é composta alternada de 1°
espécie, a posigao relativa da bola B é (1.77,3) e ts = 1, pela proposicao

3.2.27 e equagdes (3.12) e (3.18) obtemos, z; = ldlj:—k’“ = ldljrr—]'ff = 1.14;

iii) Tacada t - Variante B: Sabendo que a tacada é composta alternada de
1 espécie, o erro final é de uma unidade de medida (ef(t) = 1) com

w = —1 e o nimero de movimentos sdo (2, 1), pelas observacao 3.2.44

0667(1x2-1) _ § qg

e equacao (3.43) obtemos, x; + €;(v) = 1 + 551557 =

Na figura 3.35 apresentamos uma ilustracao dos resultados obtidos nas taca-

das r, set.
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>

Ty = 1.1{43 | o
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Figura 3.35: Tacadas r, s e t - posicao ideal de contacto

Na determinagao da posicao ideal de contacto na tacada u - variante D,
imaginamos que a bola objeto, B;, é a bola branca e que a bola objeto esta
no copo onde queremos que entre, By. Vamos resolver esta situagao tal como
fizemos na tacada r - variante A.

Sabendo que sao iguais as posicoes das bolas A e B; nas respetivas tacadas
r e u, a posicao ideal de contacto da bola B; na tabela, na tacada u sera a
mesma que na tacada r que ja tinha sido determinada (z; = 1.143).

Assim, identificado a posicao ideal de contacto na tabela 1 vamos seguir
ordenadamente as seguintes etapas:

i) identificar a reta, m, que passa pelo ponto C' e pelo centro da bola By;

ii) identificar o ponto da superficie da bola objeto, By, que pertence a reta

m e que serda o ponto de contacto da bola A;

iii) idealizar uma bola tangente a bola objeto, B, no ponto identificado

em ii), bola F,, cujo centro pertence a reta m;

iv) identificar o segmento de reta [F, A], cujos extremos sdo os centros das

bolas F, e A;

v) realizar a tacada fazendo com que a bola branca percorra a dire¢ao do
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segmento de reta [F, A] até atingir a bola objeto, B;.

Na figura 3.36 apresenta-se uma ilustracao da tacada bem sucedida .

0.667

; = 1.143

L

—c

By
1
m

L

Q= 2

Figura 3.36: Tacada u - posicao ideal de contacto
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Conclusao

Este trabalho teve o objetivo de explorar e desenvolver conceitos matematicos
inéditos, funcionais e capazes de serem utilizados pelos atletas de bilhar em
ambiente de jogo ou treino, em detrimento dos métodos conhecidos: simetrias
e sistemas de diamantes. Toda a teoria desenvolvida no ambito do bilhar é
inédita.

Julgamos ter atingido os objetivos a que nos propusemos, pois foram
apresentados resultados inéditos para a resolugao de alguns problemas que
podem ocorrer durante uma partida de bilhar.

A necessidade de se redigir um texto com este tema, surge da dificuldade
em se encontrar bibliografia, que apresente técnicas praticas e funcionais para
resolver alguns problemas que podem ocorrer durante uma partida de bilhar
e possam ser facilmente aplicaveis pelos atletas.

Assim, pensamos que este trabalho podera ser util a quem queira conhecer
diferentes perspetivas na resolucao de alguns problemas ao praticar bilhar,
nomeadamente, conhecer um sistema que permite sair de uma situagao de
snooker com sucesso, através do uso das tabelas da mesa de bilhar. Por essa

razao, o trabalho apresenta muitos exemplos e imagens ilustrativas.

Como complemento, foi concebido um cédigo informatico que podera ser-
vir de base para uma futura aplicagao didatica, seja em modo de treino ou

jogo, permitindo tornar o bilhar mais acessivel e interativo para os atletas.

93
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Evidentemente, o desenvolvimento desta teoria para um maior leque de

tacadas e modelos de mesas de bilhar poderao ser objeto de trabalho futuro.
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Anexo A

Aplicacao em DEV - PASCAL

Uma das preocupacoes é tornar 1til a cada jogador aplicar os contetdos
desenvolvidos neste trabalho. Assim, de forma a possibilitar um treino/jogo
mais eficiente por parte do jogador criamos um programa em DEV - PASCAL

ao qual um jogador pode carregar no seu telemével e comecar o treino efetivo

e assim usufruir do trabalho aqui desenvolvido.

Esta aplicacao para telemodvel funciona, confirma os resultados obtidos e

oferece a solugao para cada uma das situagoes nas variantes apresentadas.

Eis o codigo desenvolvido em DEV - PASCAL:

program Untitled;

uses crt;

var

opcao, a, b, n, tipoTacada, r: integer;
e_f, x, x_¢c, xi, ¢, 1, d, k: real;
begin

clrscr;

writeln(’=== MathFXPoolApp - saidas de Snooker

writeln;

97

===");
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writeln(’Que tipo de situacgdo pretende

writeln(’1) Sair de snooker com a bola
)

writeln(’2) Sair de snooker com a bola
do copo’);

writeln(’3) Sair de snooker com a bola
posigdo livre’);

writeln;

write(’Escolha uma opgdo (1-3): 7);

readln (opcao);

writeln;

case opcao of

praticar?’);

objeto num copo

objeto préximo

objeto numa

1:

begin

writeln(’== Opgdo 1: Bola objeto no copo ==’);
write(’1) posicgdo da bola branca - posigdo (c): 7);

readln (c);

write (’ posigdo (1): ’);
readln (1) ;
write(’2) Numero de movimentos - ascendentes (a): 7);

readln(a);

write (’ Laterais (b): ’);

readln (b);

write(’3) Dimensio da tabela (n): ’);

readln(n) ;

if (a * n + 1) <> 0 then

begin
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99

x :=n *x (a *x c+ b x*x1) / (a*xn + 1);

writeln;

writeln(’? A posicdo ideal de contacto na tabela é: 7,
x:0:2);

end

else

writeln(’?? Erro: Divisdo por zero na férmula.’);

end ;

2:

begin

writeln(’== Opgdo 2: Bola préxima do copo ==’);

write(’1) posicgdo da bola branca - posigdo (c): 7);

readln(c);

write (’ posigdo (1): ?);

readln (1) ;

write(’2) Numero de movimentos - ascendentes (a): ’);

readln(a);

write (’ Laterais (b): ’);

readln (b);

write(’3) Dimensdo da tabela (n): ’);

readln (n) ;

write(’4) Valor do erro fimnal (e_f): ’);

readln(e_f);

write(’5) Valor de k (-1 se xcorrigido > xideal, 1
caso contrario): ’);

readln (k) ;

if (a * n + k *x e_f + 1) <> 0 then
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begin

x.c :=c + (1L * (b *xn-1¢)) / (a*xn+k*e_f + 1);

writeln;

writeln(’? A posicdo corrigida de contacto na tabela é
>, x_c:0:2);

end

else

writeln(’?? Erro: Divis&o por zero na férmula.’);

end ;

3:

begin

writeln(’== Opgdo 3: Bola objeto em posigdo livre ==’)

write(’1) Tipo de tacada (1 = alternada, 2 = mesma
dimens&o): ’);

readln(tipoTacada);

write (’2) posicdo da bola branca - posigdo (c): ’);
readln(c) ;

write (’ posigdo (1l): ’);

readln(l);

write(’3) posicgdo da bola objeto - posigdo (d): ’);

readln (d) ;

write (’ posicdo (k): ’);

readln (k) ;

write(’4) Dimens&o da tabela (n): ’);

readln (n);
write(’5) Tipo de espécie (r = 1 ou 2): ’);

readln (r) ;
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89

90 writeln;

91 writeln(’--- Calculos do ponto ideal de contacto =x_i
-5

92

93 // 1 tabela (comum a ambas as tacadas)

94 if (1 + k) <> 0 then

95 begin

96 xi = (L xd + k x c) / (1 + k);

97 writeln(’? [1 tabela] x_i = 7, xi:0:2);

98 end

99 else

100 writeln(’?? Erro no cédlculo com 1 tabela (divis&o por
zero)’);

101

102 if tipoTacada = 1 then

103 begin

104 // Alternada - 2 tabelas

105 if (1 + k) <> 0 then

106 begin

107 xi := (1 * (2 *x r *n -d) + k *x c) / (1 + k);

108 writeln(’? [2 tabelas] x_i = ’, xi:0:2);

109 end

110 else

111 writeln(’?? Erro no calculo com 2 tabelas (divisdo por
zero)’);

112

113 // Alternada - 3 tacadas

114 if (1 + 2 * (3 - r) * n - k) <> 0 then
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begin

xi := (1L * (2 *xr *n -d) + c*x (2 * (3 -r) *n - k)
) / (1 + 2 % (3 - r) *n - k);

writeln(’? [3 tacadas] x_i = 7, xi:0:2);

end

else

writeln(’?? Erro no cédlculo com 3 tacadas (divis&o por
zero)’);

end

else if tipoTacada = 2 then

begin

// Mesma dimensio - 2 tabelas

if (1 + 2 * (3 - r) * n - k) <> 0 then

begin

xi := (2 *n x (3 -r) x c+1x*xd-%k=x*xc)/ (1 + 2 %
(3 - r) *n - k);

writeln(’? [2 tabelas] x_i = ’, xi:0:2);

end

else

writeln(’?? Erro no calculo com 2 tabelas (divis&o por

zero)’);

// Mesma dimensio - 3 tacadas

if (1 + 2 * (3 - r) * n + k) <> 0 then

begin

xi := (2 *n *x (3 -r) *c+1xxd+k=x*x<c)/ (1 + 2 %
(3 - 1) *n + k);

writeln(’? [3 tacadas] x_i = 7, xi:0:2);

end
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139 else
140 writeln(’?? Erro no calculo com 3 tacadas (divisifo

por zero)’);

141 end

142 else

143 writeln(’?? Tipo de tacada invalido. Imnsira 1 ou 2.°);
144 end;

145

146 else

147 writeln(’?? Opgdo invalida. Tente novamente.’);
148 end;

149

150 writeln;

151 writeln(’=== Fim do programa ===’);

152 writeln(’Pressione ENTER para sair...’);

153 readln;

154 end.



