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Lista de Simbolos

Esta lista de simbolos apresenta a notagdo utilizada pelo autor na elaboracdo deste trabalho.
A — representacdo no dominio das frequéncias, usando a transformada temporal de Fourier,
do sinal A(t)

S = 27” constante de propagacao

B, = Bcos(6)
c(z) — distribuicdo de corrente relativa em funcdo da variavel z
d — disténcia entre elementos numa distribuicéo discreta

D, — directividade méxima

f — frequéncia de alimentagéo

F — transformada de Fourier

E(p,) — factor de agrupamento

FFT — Fast Fourier Transform

_ 3x10°8
f

A comprimento de onda no vazio

L — comprimento de uma distribuicdo continua de fontes

N — namero de elementos de uma distribuicdo discreta de fontes

6— angulo entre a linha de um agrupamento e o ponto onde se esta a calcular o campo
P — ndmero de pontos da FFT

7— factor de deslocamento em relag&o a origem no dominio da distribuicéo da fonte

o — factor de deslocamento em relacdo a origem no dominio do factor de agrupamento
Z —eixo dos ZZ

X — complexo conjugado da variavel x

YT — transposta da matriz Y

Y* — transposta conjugada da matriz Y
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Prefacio

Neste prefacio serdo enunciadas as motivagdes que levaram a realizacdo deste trabalho e
quais foram os principais objectivos a atingir, descrevendo o ambiente de aplicagdo. Por fim
sera apresentada a estrutura da Tese.

Motivacao da Tese

Nesta Gltima metade do século foi realizada uma quantidade consideravel de investigacdo
na andlise e sintese de agrupamentos de antenas. Nao obstante, 0 assunto estd longe de estar
esgotado, como se pode comprovar pelo nimero de trabalhos que continuam a ser publicados
em revistas da especialidade e pelas conferéncias internacionais. De facto, a resposta a velha
questdo: "Qual deve ser a distribuicdo de fontes que da origem a um determinado diagrama de
radiacdo, segundo um dado critério de erro e condi¢Bes?" ainda esta longe de ter uma resposta
imediata.

Os vérios métodos de sintese existentes, com formas diferentes de abordagem, podem ser
considerados em dois grupos: aqueles cuja solucdo é obtida de uma forma deterministica e
aqueles gue recorrem a técnicas iterativas. Embora os métodos iterativos consigam fornecer as
solugdes desejadas, em muitas situacOes de projecto, ndo deixam de ser iSSO mesmo,
iterativos.

Recentemente foi formulado por Casimiro® um método unificador que relaciona, através da
transformada de Fourier, o factor de agrupamento e a distribuicdo de fontes radiantes, dentro
de certas condic¢des. Enquanto aluno e depois docente vi como alguns exemplos da sintese de
agrupamentos se tornavam coerentes e simples quando resolvidos com esta teoria,
comparativamente a utilizacdo de outros métodos. Essa teoria, que vai ser aqui designada por
Relacéo de Fourier e apresentada posteriormente, abre uma nova forma de efectuar a anélise e
a sintese e demonstra potencialidades a explorar.

No entanto, ainda permanece a questdo: como € que o conhecimento da Relacdo de
Fourier, baseada na transformada de Fourier cujo imenso historial de aplicacdo é bem
conhecido, pode conduzir a técnicas concretas de analise e sintese de agrupamentos cujas
solucBes sejam obtidas de uma forma deterministica? Esta questdo faz despertar
possibilidades que se vislumbram, mas, como Se vera, sera necessario um longo caminho para
que a resposta seja completa.

Objectivos da Tese

Como foi mencionado, surgiu uma nova abordagem que pode conduzir a resultados
importantes na analise e sintese de agrupamentos.

! Casimiro, A. M., "A Relagdo Bésica da Radiacdo", tese de Doutoramento, FEUP, 1990.
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Prefacio

Este trabalho de investigacdo tem por objectivo ver em que medida concreta a relagéo entre
o factor de agrupamento e a distribuicao de fontes em campos afastados, ou seja, a Relacéo de
Fourier, pode dar uma interpretacdo mais fundamentada dos varios métodos existentes,
facilitar o processo de céalculo envolvido na anélise e sintese de agrupamentos e permitir
elaborar técnicas deterministicas para o problema da sintese.

Dentro destes objectivos, ir-se-a lidar com dois tipos de agrupamentos de antenas:
agrupamentos continuos e agrupamentos discretos com elementos equidistantes. Optou-se por
tratar s6 de agrupamentos lineares a uma dimensdo espacial de modo a ndo criar uma
dificuldade acrescida, pelo tratamento bidimensional e tridimensional, na elaboracdo do
método e das varias técnicas apresentadas. Os agrupamentos nao equidistantes estdo fora dos
objectivos aqui propostos, uma vez que é motivo de um outro trabalho de investigacéo e que
esta a decorrer neste momento.

O termo agrupamento sera utilizado tanto para definir um conjunto de elementos radiantes
discretos como uma fonte radiante continua. Nesta Gltima considera-se que cada elemento que
constitui a fonte € infinitesimal. Também € de notar que em todo o trabalho se utiliza a
designacdo de "distribuicdo de corrente™ para a distribuicdo de fontes. Isto foi feito apenas
para melhor compreensédo e facilidade na exposicdo do conteudo apresentado. Apesar dessa
designacdo ser verdadeira quando se lida com elementos condutores, 0 mesmo ndo acontece
se 0 agrupamento é uma ranhura ou abertura, em que as fontes radiantes podem ser encaradas
como 0s campos na abertura. Contudo, quer para um quer para o outro caso, a abordagem € a
mesma, tendo em consideracao este facto.

Sendo a transformada de Fourier a ferramenta base da Relacao de Fourier, ver-se-a como a
teoria de processamento de sinal, baseada na mesma, pode ser importante para auxilio e
compreensdo dos desenvolvimentos deste trabalho.

Pretende-se também criar algoritmos que consigam realizar o calculo computacional, ndo
sO aplicado aos varios exemplos que serdo empregues para validagdo do método que vai ser
desenvolvido, mas também para resolver qualquer problema da analise e sintese. A
ferramenta computacional utilizada serd 0 MATLAB, por causa das suas capacidades em lidar
com vectores e matrizes de dados.

Devido ao principio da reciprocidade, a abordagem realizada neste trabalho sera vélida
para agrupamentos de emisséo e de recepgéao.

Estrutura da Tese

Esta Tese esta dividida em cinco capitulos, sendo o primeiro a apresentacdo do estado da
arte e os restantes referentes ao trabalho desenvolvido.

O primeiro capitulo apresenta um levantamento bibliografico dos principais métodos de
analise e sintese de agrupamentos existentes. Sera dada énfase aqueles que estdo dentro dos
objectivos desta Tese, ficando de lado os iterativos. De acordo com a natureza deste trabalho,
a descricdo de cada um dos métodos é em grande parte quantitativa. Neste capitulo, dentro
dos métodos da Transformada de Fourier, é apresentada a teoria base que deu origem a esta
Tese.
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Prefacio

O segundo capitulo demonstra como a Rela¢do de Fourier pode, efectivamente, ser
aplicada na andlise e sintese de agrupamentos. Em primeiro lugar, e baseado na teoria de
processamento de sinal, serdo deduzidas as principais formulas necessarias a prossecucao
deste trabalho. Seguidamente, cada um dos métodos apresentados no estado da arte é revisto a
luz da nova teoria. Demonstrar-se-a, também, em que casos esses mesmos métodos ndo séo
mais do que as propriedades da teoria da transformada de Fourier.

O terceiro capitulo apresenta o célculo computacional aplicado ao método desenvolvido
neste trabalho, baseado na Relacdo de Fourier. Para esse objectivo, utilizar-se-a a FFT (Fast
Fourier Transform), reportando, mais uma vez, aquilo que é conhecido da teoria do
processamento de sinal. Como é sabido, uma das dificuldades com que normalmente se tem
que lidar € o efeito de aliasing, situacdo inerente a utilizacao da transformada de Fourier. Isso
condiciona o calculo do nimero de pontos a utilizar para a FFT. Deste modo, apresentar-se-a
uma forma de determinar o nimero de pontos necessarios para a FFT, para que o erro obtido
no célculo esteja dentro de certos limites. Por fim serdo desenvolvidos os principais
algoritmos de célculo, por forma a aplicar a cada situacdo da andlise e sintese de
agrupamentos.

O quarto capitulo apresenta novos desenvolvimentos na sintese de agrupamentos. Alguns
deles tém auxilio em técnicas utilizadas em processamento de sinal no projecto de filtros,
como é o caso da técnica das janelas como técnica efectiva na limitagdo espacial da
distribuicdo de corrente. Outra técnica aqui desenvolvida € a da multiplicacdo de funcdes.
Esta tem por finalidade sintetizar um determinado agrupamento, multiplicando fungbes que
déem origem ao factor de agrupamento desejado. Uma outra é a interpolacdo polinomial. Ao
contrario das duas técnicas anteriores, esta é aplicada a agrupamentos discretos, devido a sua
natureza polinomial. O objectivo é obter uma amostragem nao uniforme do factor de
agrupamento para permitir que este passe por um certo nimero de pontos que nao tém de ser
equidistantes, como no teorema da amostragem. Embora de forma diferente, também se
evidenciara como se pode obter uma amostragem ndo equidistante em agrupamentos
continuos.

O quinto capitulo apresenta um resumo da Tese e as conclusdes tiradas com este trabalho.
Por fim faz-se referéncia aos trabalhos futuros que podem advir da continuagdo da
investigacdo neste campo.

Os apéndices apresentam alguns desenvolvimentos deste trabalho. Os apéndices A e B
contém os algoritmos, em MATLAB, para analise e sintese de agrupamentos continuos e
discretos. O apéndice C, subdividido em varios outros, apresenta os algoritmos, em
MATLAB, de alguns exemplos de analise e sintese de agrupamentos. Os apéndices D e E
mostram as rotinas de calculo de duas fungdes importantes a realizagdo da sintese de
Zolotarev, a funcdo zeta de Jacobi e a fungdo integral eliptica de primeira espécie. Finalmente,
0 apéndice F mostra os graficos para calculo de dois parametros da técnica desenvolvida para
a sintese de Zolotarev.

Para finalizar, a bibliografia utilizada, além de referenciada no final da cada capitulo, volta
a ser apresentada por ordem alfabética de autor e com referéncia a pagina ou paginas onde
aparece. Tem por objectivo uma maior ajuda no manuseamento futuro do manuscrito.
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Estado da Arte

1.1 - Introducéo

A literatura existente demonstra que a obtencao de novos métodos para andlise e sintese de
agrupamentos de antenas € um assunto longe de estar concluido.

Verificou-se varias vezes que alguns autores ja tinham detectado pontualmente que a
relacdo entre uma distribuicdo de corrente ou campo e o respectivo diagrama de radiacdo do
factor de agrupamento é dada pela transformada de Fourier. No entanto, s6 recentemente é
que se obteve uma relacdo coerente e geral, aplicavel a qualquer agrupamento.

Uma vez que o principal objectivo desta Tese € a elaboracdo da teoria e de novas técnicas
baseadas na relacéo de Fourier, existente entre uma fonte radiante e o respectivo diagrama de
radiacdo, o presente capitulo apresenta apenas os principais métodos de analise e sintese de
agrupamentos de antenas, que se encontrem dentro do contexto deste trabalho.

No ambito da sintese de agrupamentos, visto que se pretende obter técnicas directas de
calculo, os métodos iterativos estdo fora dos objectivos deste trabalho, ndo sendo aqui
apresentados.

Deste modo, a pesquisa bibliografica efectuada, e resumida neste capitulo, centra-se
exclusivamente nos objectivos referidos.

1.2 - Método da Transformada de Fourier

Desde ha muito tempo que se considera a transformada de Fourier a relagdo entre uma
abertura radiante e o respectivo factor de agrupamento e a série de Fourier a relacdo entre um
agrupamento discreto de antenas e o respectivo factor de agrupamento [1], [2]. Contudo, essa
relagdo, considerada como uma coincidéncia, ndo permite explorar todas as potencialidades
da transformada de Fourier. Foi Casimiro [3] quem sistematizou uma rela¢do unificadora
entre as fontes radiantes e os respectivos factores de agrupamento, definida por Relacdo de
Fourier.

No sentido de melhor entender a actuacdo dos varios métodos existentes, fez-se um
levantamento bibliografico dos principais trabalhos que identificam a relacdo de Fourier em
andlise e sintese de antenas.
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1.2.1 - Métodos Classicos

S&o designados por métodos classicos de Fourier os que se referem a aplicacdo da
transformada de Fourier no contexto deste trabalho e ja identificados ha bastante tempo.
Como veremos, tém a particularidade de ndo criarem uma estrutura coerente para analise e
sintese de agrupamentos, quer continuos quer discretos.

Comecemos por ver 0 caso continuo, em que o conceito de transformada de Fourier esta
mais presente, e de seguida apresentamos o caso discreto, em que tradicionalmente se recorre
a série de Fourier.

1.2.1.1 - Agrupamentos Continuos

Desde longa data que uma relacdo de Fourier € conhecida para as aberturas. Silver [1]
identifica como um par de transformadas de Fourier a relagcdo entre o campo distante e 0
campo existente numa abertura no plano z=0,

) == [ 908, 8,06 0dp,dp, (L1)

_ 1= §(Bx+B,Y) _1 i(Bx+B,Y)
9B B) =5 [ utx.ye dxdy = jl\[ E(x, y)e ddy (12

com g=pgsen(d)cos(¢p), L=psen(dsen(d), u(x,y)=E(x,y) dentro da abertura A e zero fora,
sendo E(x,y) o campo ao longo da abertura, e g(5.4) é o factor de agrupamento. Dado
a(B.p,), a distribuicdo do campo dentro da abertura pode ser obtida através da equacéo (1.1).

E interessante notar que apesar de Silver identificar a relacdo de Fourier, ele ndo a utiliza
no célculo do factor de agrupamento de aberturas. Collin [4] também apresenta expressoes
semelhantes as anteriores, mas em (1.1) o integral duplo é multiplicado pelo factor 1/(4n*) em
vez de 1/(2x) e em (1.2) ndo aparece o factor 1/(2x).

Como nas aberturas, também em distribuicGes de corrente se identificou uma relacdo de
Fourier. Para uma linha de corrente, Walter [5], reconhecendo a relacéo entre o diagrama de
radiacdo e a distribuicdo de corrente, apresenta alguns pares de transformadas de Fourier
tipicos.

Stutzman [6] formula o par de transformadas de Fourier para distribuicOes lineares de
corrente da seguinte forma:

fw) =] i(s)e’ds (1.3)
i(s) =" f(we > dw (1.4)

em que w=cos(0), s=z/4, i(s) é a distribuicdo de corrente e f(w) o factor de agrupamento. Para
um diagrama de radiagdo desejado f,(w), 0 processo de sintese consiste, em primeiro lugar,
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calcular o integral (1.4), obtendo-se i4(S), e depois truncar esta distribuicdo de corrente,

i,(9) [l

i(s) = Zﬁ (L5)
0 _—
s+~
De seguida utiliza-se a equacdo (1.3) para se calcular o factor de agrupamento aproximado,

1124

o=

) . .
j2zws
en i(s)e’™ds (1.6)

Balanis [7] apresenta uma abordagem analoga a de Stutzman para a obtencgéo da corrente,
mas utiliza o par de transformadas

SF(&) = j"; 1(z)e'%dz (L7)

1(2) = % [ sF()eae (18)

com &=pcos(6)-a, 1(z) € a distribuicdo continua de corrente e SF(&) o factor espacial.

Como se verifica pelos pares de transformadas, os varios autores ndo definem a relacédo de
Fourier nas mesmas variaveis. O método de sintese de Fourier baseia-se no truncamento da
distribuicdo de corrente. A dificuldade neste caso reside no facto de que na vizinhanca das
descontinuidades aparecem niveis de l6bulos secundarios elevados. O erro obtido na
aproximacdo do diagrama de radiacdo com este processo de sintese € o minimo erro
quadratico médio, em todo o dominio da variavel. Deste modo, este método ndo permite obter
0 minimo erro quadratico médio dentro da janela visivel [6].

1.2.1.2 - Agrupamentos Discretos

Silver [1] e Jordan [8] apresentam a sintese de agrupamentos discretos no caso do nimero
de elementos ser impar, N=2M+1, com uma distribui¢do de corrente definida em relagdo ao
elemento central, obtendo a seguinte expressdo para o campo eléctrico:

|EIH Ae ™ +Ae ™MW 4+ A, e+ A, +A, LY +A, LY+ HAe™ | (19

com w=pdcos(f)+a, sendo « a fase progressiva da corrente. Supondo uma distribuigéo
simétrica em torno do elemento central, dada por

Av =7,

. . (1.10)
Avx =Avi =8 — ka
em gue o asterisco representa complexo conjugado, a expressdo do campo torna-se
a M
|E |= 2{?0 + Z[ak cos(ky) + (—bk)sen(kz//)]} (1.12)
k=1
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que sdo os 2M+1 termos da serie de Fourier. Assim, dado um diagrama de radiacdo f(6)
obtém-se f(y) e desenvolve-se em série de Fourier, considerando-se o periodo da fungdo de
2m. Obtidos a, e b, retira-se as correntes a partir das relagdes (1.10). Quando a distancia entre
elementos € inferior a 4/2, f(y) so esta especificado num intervalo inferior a 2. Neste caso,
pode-se preencher o resto do intervalo da fungdo com uma funcéo apropriada. Para distancias
d>A/2 a margem de variacdo de i é superior a 2m, 0 que, segundo Jordan, faz com que
normalmente ndo seja possivel utilizar este método para calculo das correntes.

Stutzman [6] também apresenta 0 método de Fourier para agrupamentos discretos, em que
o diagrama de radiacdo do factor de agrupamento desejado é decomposto em série de Fourier
no intervalo -A/(2d)<w<A/(2d),

f(W) — Zb ejZﬂm(d//l)W
(1.12)

Al(2d) —jem(d/ 2)w
w)e™? dw
m AJ./U(zd) ( )

com w=cos(#). Como um agrupamento com um numero infinito de elementos ndo é
praticavel, trunca-se a série de Fourier produzindo o diagrama aproximado,

M
f(w)= > b elzm@/aw (1.13)

Considerando os elementos de corrente iguais aos termos da série de Fourier, ou seja,

in=bn MM (1.14)

Im

entdo (1.13) é idéntica a expressao do factor de agrupamento para um ndmero impar de
elementos. Seguindo a mesma linha de raciocinio, para um ndmero par de elementos tem-se
que

Al(2d) )
— —jr(2m-1)(d/ )w
=b, lj f (w)e dw m2>1

o 21(2d)

(1.15)

Al(2d)
_ j (2m-1)(d / A)w
=b . ﬂj‘ (w)e’” dw -m<-1

L /1/(2d)

Este desenvolvimento também aparece em Mailloux [9].

Balanis [7] considera uma forma de abordagem analoga a de Stutzman mas noutras
variaveis. Desta forma, para um namero impar de elementos, N=2M+1, tem-se que

M
AF(y)= > ae"
(1.16)

_ 1 ~jmy _
am_zj_ﬂAF(y/)e dy —-M<m<M
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w=pdcos(6)+«, sendo « a fase progressiva da corrente, AF(y) é o factor de agrupamento e a,,
as correntes. Para um namero par de elementos, N=2M, tem-se

-1 M
AR(y) = 3 a ellermiay LN g giteni2y (1.17)

m=—M m=1

Zij” AF(y)e Tem /v, M <m<1
T d-n
a_ = (1.18)
Zi [" AR)e 2 dy 1<m<M
T d-n

Como acontece no caso continuo, também aqui os varios autores ndo definem a relacdo de
Fourier nas mesmas variaveis. Mais uma vez, o método de sintese de Fourier baseia-se no
truncamento da distribuicdo de corrente, sendo o erro obtido na aproximacao do diagrama de
radiacdo com este processo de sintese 0 minimo erro quadratico médio, num periodo da
funcéo do factor de agrupamento.

1.2.2 - Relacdo de Fourier

Como se constatou pela seccdo anterior, ndo h& coeréncia entre 0s varios autores na
definicdo da relacdo de Fourier. Mesmo para 0 mesmo autor, essa coeréncia ndo existe, como
se pode comprovar comparando as expressdes (1.16) com (1.7) e (1.8) apresentadas por
Balanis. Talvez devido a este facto, embora os varios autores se refiram a relacéo de Fourier e
as potencialidades da sua utilizagdo, tirando algumas excepcdes, normalmente ndo a utilizam,
por exemplo, na analise de agrupamentos, recorrendo-se ao calculo integral para o caso
continuo e ao somatorio para o discreto, quando nalguns casos seria mais facil utilizar as
propriedades da transformada de Fourier.

Nesta ordem de ideias, vejamos qual a relacdo de Fourier que serd a base deste trabalho. O
par de transformadas de Fourier utilizado é o definido por

U(w) = ﬁou(t)e""‘"dt (1.19)

u(t) = % [ U(@edo (1.20)

Foi Casimiro [3] quem identificou uma relacdo de Fourier coerente, aplicavel a qualquer
conjunto de fontes desde que dentro de certas condigdes, definidas no teorema da pequena
translacéo. E essa abordagem que vai ser apresentada ja de seguida.

O campo eléctrico, criado por um elemento de corrente, I.dl, na origem do referencial, num
ponto (r,6,¢) é dado por

— = e I
dE, = T(0.9)

i (1.21)

em que ?(0,;15) é o diagrama de radiacdo do elemento de corrente e que esta directamente
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relacionado com l.dl. Se este elemento sofrer um deslocamento, como mostra a figura 1.1,
para o campo distante em que r»r’, R e r’ sdo paralelos entre si, ficando que

R=r-u,.r (1.22)

sendo u, o versor do segmento de recta que liga a origem ao ponto onde se pretende calcular
o campo e r' o vector que liga a origem ao elemento de corrente, definidos por

E =sen(d) cos(¢)u7 +sen(d)sen (¢)u7 + cos(@)@

- (1.23)
r'=xu,+yu, +zu,
Se o valor de corrente em r' for de Idl, o campo criado é
— — | —jﬁ(l’—;;) — | L= — L=
dE = f(6?,¢)|;eT=d_rI;e‘ﬁ”'r =dE,ce’™’ (1.24)
r r

Para varios elementos paralelos de corrente, o campo distante é determinado pela soma dos
campos individuais. O diagrama de radiacdo total sera o produto do diagrama de radiacédo da
antena elementar com o factor de agrupamento, sendo este Ultimo dependente apenas da
distribuicdo de corrente que da origem ao campo criado e da sua posi¢éo relativa.

Fig. 1.1 - Pequena translagdo da fonte de referéncia.

Tendo em conta o teorema da pequena translagcdo, em que cada elemento de corrente pode
ser obtido por translacdo de um elemento de corrente de referéncia, o factor de agrupamento

de uma distribuicdo tridimensional de corrente € a transformada de Fourier inversa [3], a
menos de uma constante, da respectiva distribuicdo de corrente c(x,y,z), ou seja,

o0 00 00

J' J' J-Q(X’ Y, Z)ej(ﬂxx+ﬂy)’+ﬂzl)dxdydz

—00—00—00

27)°F *e(x,y,2)]

E(B. By B.)

(1.25)
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em que F representa a transformada de Fourier. Por outro lado, a distribuicdo de corrente é
obtida pela transformada directa do factor de agrupamento,

c(x,y,2)
(1.26)

L T 1TEG 00 004,405,
[E..5,.0]

A fungdo E(8,.p,.0) € uma representacdo conveniente da transformada temporal de Fourier
do factor de agrupamento e c(x,y,z) € a distribuicdo espacial da transformada temporal de
Fourier das fontes. As constantes £, £, e £, sdo dadas por

B, = psen(f)cos(¢) = S cos(d,)
B, = psen(d)sen(g) = Bcos(,) (1.27)
B, = Bcos(0) = Bcos(6,)

sendo 6, 6, e 6, 0s co-senos directores. Como os angulos variam entre 0 e =, essas constantes
irdo variar entre - e S, sendo £ dado por

B = 27” (1.28)

Assim, a zona aproveitavel da transformada espacial de Fourier, para o diagrama de radiacéo,
é uma janela em g, g, e 3, de largura igual a 2 para cada caso.

As relacfes (1.25) e (1.26) sdo gerais e aplicaveis a qualquer situacdo, desde que estejam
nas condicdes indicadas, isto €, aplicaveis quer para o0 caso continuo quer para o caso discreto.

Embora se tenha falado em campos criados por distribuicdes de corrente, as equacdes
(1.25) e (1.26) também sdo validas para aberturas. Nesta situacdo c(x,y,z) serd& 0 campo ao
longo da abertura.

Casimiro também demonstra que alguns métodos tradicionais ndo sdo nada mais do que
casos particulares da utilizacdo das propriedades da transformada de Fourier. Um desses casos
¢ 0 método da multiplicacdo de diagramas que pela transformada de Fourier se tem uma
convolucdo na distribuicdo de corrente. Também facilmente se compreende o efeito da
alteracdo da distancia entre antenas, ou seja, a propriedade da mudanca de escala.

Devido as suas caracteristicas generalizadoras e unificadoras, a Relacdo de Fourier
equacionada pelas expressdes (1.25) e (1.26) sera a base desta Tese.

1.3 - Método de Schelkunoff

Este processo de sintese foi desenvolvido por Schelkunoff, sendo um dos métodos
apresentados em varios trabalhos [2], [4], [7], [9]-[14]. Permite sintetizar um agrupamento de
antenas quando se conhece a posic¢éo das raizes do factor de agrupamento.



Estado da Arte

A expressdo para o factor de agrupamento de N elementos é
N-1 )
fp)=>1,e" (1.29)
n=0

com y=pdcos(H)+a e sendo « a fase progressiva da corrente. Fazendo a mudanca de variavel
u=el” (1.30)

tem-se f(w) na forma de um polinémio em u,
N-1
fuy=>1.u" (1.31)
n=0

sendo I, as correntes de cada elemento. A variavel u esta no circulo unitario do plano
complexo e a por¢do que o percorre depende da distancia d e da fase «. Quando @ varia entre
0 e m, wvariara entre -gd+a e fd+a e u percorre o circulo unitario no sentido contrario ao dos
ponteiros do reldgio desde e!C/4+®) g gitA+a)

Levando em consideracdo um teorema da algebra, um polinémio de grau N-1 tem N-1
raizes, podendo ser factorizado,

FU) = Ly U= U)(U U)oU) = 1y s [ (U —u) 12

em que u, sdo as raizes complexas. A amplitude de (1.32) é dada por
)] = [y aflu = tflu =, | Ju —uy | 159

Geometricamente, o valor absoluto da diferenca (u-u,) representa o comprimento do
segmento que liga, no plano complexo, um ponto u no circulo unitario ao ponto u,, como
mostra a figura 1.2. Desta forma, o factor de agrupamento é representado pelo produto dos
comprimentos dos segmentos de recta que unem um ponto P do circulo unitério as raizes do
plano complexo, do factor de agrupamento.

Fig. 1.2 - Raizes do factor de agrupamento no plano de Schelkunoff.
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Se uma raiz estiver no circulo unitério, isso corresponde a um zero do factor de
agrupamento, como facilmente se verifica pela expressdo (1.33). Um método de sintese
consiste em controlar os zeros do factor de agrupamento através das raizes no circulo unitario.
Isto permite algum controlo do nivel dos I6bulos secundarios.

Tendo as raizes, as correntes sdo obtidas desenvolvendo a forma factorizada de f(u), de
modo a obter um polindmio. Os coeficientes desse polindmio sdo as correntes desejadas.
Outra forma de se obter a distribuicdo de corrente ¢ através da transformada Z [15].

1.4 - Método de Woodward

O método de Woodward é um dos processos mais populares de sintese de agrupamentos e
dos mais antigos. Foi formulado por Woodward em 1947 [16] e é utilizado quando se
pretende sintetizar um factor de agrupamento através de um conjunto de amostras do mesmo.

O método encontra-se descrito em varios livros e artigos, [6], [7], [9], [13], [16]-[21]. A
ideia basica deste método consiste na sobreposicdo de um conjunto de distribuicdes de
corrente uniforme com fases diferentes. Cada distribuicdo uniforme da origem a um factor de
agrupamento da forma sen(x)/x para o caso continuo e sen(Nx)/[Nsen(x)] para o caso discreto,
pesados pela amplitude da distribuicdo de corrente. Essas amplitudes sdo escolhidas com o
objectivo de coincidirem com as amostras do factor de agrupamento desejado. Como 0s zeros
de cada uma das fungdes anteriores coincidem com o0s picos das restantes, a sua sobreposicao
da um factor de agrupamento que passa pelas amostras do factor de agrupamento desejado e a
funcdo do factor de agrupamento entre amostras é a sobreposicao de todas as fungdes. Esta é
uma das raz6es que levou Woodward a escolher as distribuicdes de corrente uniforme como
funcdes de base. A outra é que as fungdes seno cardinal tém o l6bulo principal mais estreito,
guando comparado com outras distribuicdes.

A diferencga entre este método e o método de sintese de Fourier é que neste Gltimo o
diagrama de radiacdo obtido é aquele para o qual o erro quadratico médio é o minimo,
enquanto que o método de Woodward produz um diagrama de radiacdo que passa pelas
amostras do diagrama desejado. Segundo alguns autores, a desvantagem do método de
Woodward é ndo permitir controlar o nivel dos lI6bulos secundérios fora das amostras.

1.4.1 - Agrupamentos Continuos

Seja L o comprimento da distribuicdo de corrente e suponhamos uma distribuicdo uniforme
com uma dada fase,

. b, _

i (2)= Tme*‘ﬁ“"s(gm) (1.34)
sendo ¢, o angulo onde o factor de agrupamento é amostrado. Para N amostras do factor de
agrupamento desejado tem-se uma sobreposicdo de correntes que da

1 (N-1)/2

() == D b,e st (1.35)

m=—(N-1)/2
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em que m=+1/2, +3/2, ..., £(N-1)/2 para um numero N par de amostras e m=0, +1, +2,
+(N-1)/2 para um ndmero N impar de amostras. O factor de agrupamento total é a
sobreposicao das funcdes correspondentes a cada um dos termos de (1.35),

A
N-1)/2 sens *- [cos(6) —cos (6, )]

F@O)= 2 b,
m=-(N-1)/2 ﬂZL [cos(8) —cos(8,,)]

(1.36)

O méximo de cada termo em (1.36) ocorre para 6=6, e é igual a F(6=6,). Como ja foi
referido, quando um dos termos de (1.36) atinge um maximo, 0s outros termos associados as
outras amostras sao nulos em 6=6,. Assim, sendo F4(6) o factor de agrupamento desejado,
tem-se

b,=F©=6,) (1.37)

Para o factor de agrupamento satisfazer os requisitos de periodicidade, 2r para 6, a posi¢ao
de cada amostra é dada por

0., = arccos(m%j (1.38)

1.4.2 - Agrupamentos Discretos

Para agrupamentos discretos o método de Woodward é descrito de forma analoga ao do
caso continuo. Os coeficientes dos elementos da distribuicéo de corrente sdo dados por,

1 Q]2 —jp, cos(@n)
an(z):W > b, estn (1.39)

m=—(N-1)/2

em que n toma 0s mesmos valores que m, apresentados na seccao anterior, sendo z, a posi¢céo
do elemento n. O factor de agrupamento é obtido da mesma forma como em (1.36), com a
diferenca de que agora cada termo desse somatério € o correspondente ao do agrupamento
discreto uniforme, o que origina

NAd
D) /2 send ———[cos(8) —cos(8,,)]
(N-1) b { 2 }

F@O= > b, A
m=—(N-1)/2 Nsen{z [cos(6) —cos (8, )]}

(1.40)

Os coeficientes b, sdo determinados pela equagédo (1.37) e a posicdo das amostras pela
(1.38), com L substituido por Nd.

1.5 - Sintese de Tschebyscheff

Na sintese de Tschebyscheff pretende-se obter os coeficientes do agrupamento, ou seja, a
distribuicdo de corrente, que ddo origem a um factor de agrupamento cujos lobulos

10
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secundarios estdo a mesma amplitude.

Existem varios processos para calcular os coeficientes da distribuicdo de corrente. Um
deles consiste na utilizacdo dos zeros dos polindmios de Tschebyscheff [8], [22]-[24]. Outra
forma é desenvolvendo os polinémios de Tschebyscheff apds realizar a mudanca de variavel
que relaciona o factor de agrupamento com os polinémios [3], [4], [6], [7], [14], [25]. Estas
duas formas tornam-se bastante morosas com o aumento do numero de elementos, o0 que
obriga a recorrer a outros processos para o calculo dos coeficientes. Uma terceira forma de se
obter os coeficientes é utilizando formulas exactas ou aproximadas [7], [9], [22], [26]-[30].

1.5.1 - Utilizando os Zeros do Polindmio de Tschebyscheff

Este processo de calculo dos coeficientes do agrupamento de Tschebyscheff baseia-se nas
caracteristicas polinomiais do factor de agrupamento [8] e utiliza o método de Schelkunoff
para obtencdo das correntes quando sdo conhecidas as raizes do polinémio.

Os polindmios de Tschebyscheff tém a seguinte forma compacta:

cos[marccos(X)] [x|<1

(1.41)
cosh[marccosh(x)] |x[>1

o=

sendo m o grau dos mesmos. Outra forma de apresentar os polinémios é
To (X) =1
T,(x) =x
T,(x)=2x*-1
T,(x) = 4x® - 3x
T,(x) =8x" —8x* +1
T, (x) =16x° — 20x® +5x
T, (x) =32x° —48x" +18x* -1
T,(x) = 64x" —112x° +56%° — 7x
T, (x) =128x° — 256x° +160x* —32x* +1

(1.42)

Estes polindbmios e os de ordem mais elevada podem ser obtidos por recorréncia,
T () = 2XT, , (}) =T, (X) (1.43)

Uma mudanca de variavel que permite relacionar os polindmios de Tschebyscheff com o
factor de agrupamento é

X=X, cos(%) (1.44)

11
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com y=pgdcos(6)+ca. O grau do polinébmio a utilizar é igual ao ndmero de elementos do
agrupamento menos um, ou seja, Ty.(X). Xo € obtido para uma dada relagdo entre os niveis dos
I6bulos principal e secundario, SLL (sidelobe level) em dB, sendo obtido pela expressao

SLL
arccosh(lo 20 j

X, = cosh N1

(1.45)

Por conseguinte, para se obter os coeficientes comece-se por determinar os zeros [8],
utilizando (1.41),

B 2k =)z B 3
Xy _COS[—Z(N 1) } k=1,2,..,N-1 (1.46)

Com estes valores, de (1.44) retira-se que

W, = 2arccos(x—"J (1.47)

XO
Substituindo as raizes u=e/* no polinémio de Schelkunoff, dado pela expressdo (1.32),

fica-se com o factor de agrupamento na forma factorizada. Desenvolvendo-o, obtém-se um
polinémio na variavel u, cujos coeficientes sdo as correntes I,..

Saffai-Jazi [23] propde uma forma diferente de obtencdo dos coeficientes, em que utiliza
os zeros do factor de agrupamento e um sistema de equacdes.

1.5.2 - Desenvolvendo o Polindbmio de Tschebyscheff

Outro modo de se determinar os coeficientes é substituir a equacdo (1.44) no polindmio de
Tschebyscheff de grau igual ao nimero de elementos menos um e fazer

f(y)= TNl[x0 cos(%ﬂ (1.48)

Desenvolve-se o polindmio e compara-se o0 resultado com as expressdes do factor de
agrupamento para elementos simétricos, dadas por

M
f(w)=1,+2> 1, cos(my) (1.49)

m=1

para 2M+1 elementos e

f(y)= Zi I, cosKm — %}4 (1.50)

para 2M elementos.

12
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Além da mudanga de variavel (1.44) surgem outras que permitem obter certas
caracteristicas do factor de agrupamento, incluindo a distancia entre elementos inferior a meio
comprimento de onda. Como o diagrama de radiagdo do factor de agrupamento é determinado
pela porc¢do utilizada da curva de Tschebyscheff, o que depende da distancia entre as antenas,
para pequenos valores de d com a equacdo (1.44) néo se faz pleno uso das potencialidades do
controlo do diagrama [8], [24]. Para isso pode-se recorrer a seguinte mudanca de variavel [2],
[4], [24], [27]:

X =wcos(y) + h (1.51)

em que w=pdcos(6), e com w e h apresentados por Collin [4] para duas situacdes de d em
funcdo do comprimento de onda. Dado d e sendo d<A4/2, tem-se que

1+x,

wW=——+2—
1—cos(/d)

_ 1+x,cos(/d) (152)

~ 1—cos(Ad)

com

SLL
2arccosh(10 20 J
X, = cosh

NI (1.53)

Este caso pode dar origem a agrupamentos superdirectivos. Se d>A/2, os parametros
apresentados por Collin sdo

Xo +1
W=

2
Xo —1

2
cos(fd) =

h:

(1.54)
3—X%,
1+x,’

< pd<2rx

Com a mudanca de variavel (1.51) sé se consegue sintetizar agrupamentos com um nimero
impar de elementos, N=2M+1, e deve-se utilizar um polinémio de grau M.

1.5.3 - Formulas Directas

E possivel calcular directamente os coeficientes da distribuicdo de corrente, para a
mudanga de variavel (1.44), utilizando as expressbes apresentados em [22]. Para um
agrupamento com N=2M+1 elementos tem-se que

M ~ M M+p)Y 2p 5
I, = E (G p—( I jz P (1.55)
e M+pl 2p Ap-m)°

13
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comm=0, 1, 2, ..., M, e para N=2M elementos,

wop 2M-1 (M+p-1)2p-1) , ,
Z( 1 M+ po 1)( 2p-1 | pm|® (1.56)

com m=1, 2, ..., M. Barbiere apresenta expressdes anadlogas (ver Balanis [7]). Devido a
dificuldade computacional quando se utiliza as formulas anteriores, alguns autores
propuseram a simplificacdo do célculo dos coeficientes recorrendo a solugbes aproximadas
[26].

Elliot [28] obtém os coeficientes de um agrupamento com 2M+1 elementos em funcéo de
um conjunto de pontos equidistantes do factor de agrupamento. Considerando que a
distribuicdo de corrente pode ser representada pela série

27znm

Za g'2mi1 (1.57)

supondo elementos simétricos, por manipulacdo matematica os coeficientes a,, sdo dados pela
expressao

(2M +Da, =T,, [x COS(Zl\j/ZIm lﬂ (1.58)

Ainda para a mudanca de variavel (1.44), a distribuicdo de corrente foi obtida por Stegen
[31], para distancias entre elementos maiores ou iguais a meio comprimento de onda. Essas
correntes foram determinadas pela expansdo em série de Fourier do factor de agrupamento,
supondo distribuicBes de corrente reais e simétricas. Para N impar tem-se que

1 (N-1)/2 7S 27mS
| :W{TN_l(XO)+2 52_1: TN_l[Xo COS(WHCOS( N ) (1.59)

n=0,1,2,.,(N-1)/2

e para N par,
1 N/2-1 S (2n-1)7s
| = W{TNl(xo) +2 SZ:; TN1|:X0 COS(NH CO{T (1.60)
n :1' 2,..., N/2

Mailloux [9] e Hansen [12] também propdem estas formulas, para distancias superiores a
meio comprimento de onda.

Para a mudanca de varidvel (1.51) Lo e Lee [24] e Hansen [12] sugerem uma expressao
para as correntes, obtida por Drane [32], para N=2M+1,

Y 2, T (Ya)Sy (W, hyy) (1.61)

com &=1 e g=2 para n#0, y,=cos(mn/M), M;, M, sdo a parte inteira de M/2 e (M+1)/2,

14
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respectivamente, Sy, (w,h,y,.) =T, (wy, +h)+(-D)"T,, (h—wy,) e se M for um nimero par,
Su (W, h,yy ) =Ty (Wyy,, +h).

Em processamento de sinal, com referéncia aos filtros digitais, Helms [33] utiliza a janela
de Tschebyscheff (coeficientes da sintese de Tschebyscheff), para a mudanca de variavel
(1.44), com um numero impar de elementos e obtém os coeficientes da janela aplicando a
transformada inversa de Fourier discreta via FFT (Fast Fourier Transform). Ainda no
contexto de processamento de sinal, Diderich [34] e Nuttall [35] pegam na equacdo (1.60) e
encaram-na como a parte real da exponencial, chegando a uma expressdo que é calculada pela
FFT.

1.6 - Sintese de Zolotarev

Com a sintese de Zolotarev pretende-se obter um factor de agrupamento anti-simétrico
(difference pattern), caracterizado por ter dois lébulos principais gémeos com um zero entre
eles e com lébulos secundarios com a mesma amplitude. Este método de sintese foi
desenvolvido por McNamara [36] utilizando os polinémios de Zolotarev.

O polinémio de Zolotarev de ordem 2n+1 é definido por [36]

zm<x>=cosh[(n+%).n%}
_sn(M, K)en(v, k)
Jsn? (M, k) —sn? (v, k)
KK
M= 2n+1

(1.62)

em que H(v,k) é a funcdo eta de Jacobi, enquanto que sn(v,k), cn(v,k) e dn(v,k) sdo as funcbes
elipticas de Jacobi e K(k) é o integral eliptico completo de primeira espécie para 0 modulus k
[37]. Alguns autores definem as fun¢des com o pardmetro m, em vez de k, sendo a relacéo
entre eles dada por m=k?. A figura 1.3 apresenta um exemplo para n=4. Os pontos assinalados
séo dados pelas expressdes

. = k'X,
L dn(M, k)

B cn(M, k)z(M, k)
Xy = X3\/1_ sn(M, k)dn(M, k)

X = sn(—=M, k)
k' =+1-k?

em que z(v,k) é a funcédo zeta de Jacobi [37].

(1.63)
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Ao (X)

AVA AN
]{\/ L"z"a\/ \jl

Fig. 1.3 - Polindmio de Zolotarev de ordem 9.

Embora a definicdo dos polindmios de Zolotarev seja dada pela expressdao (1.62),
McNamara apresenta expressdes mais convenientes para o calculo computacional. Para a
regido 0<x<x,, tem-se que

Z,.,(X) = cos[(2n+1)h(M, ¢,k)]
h(M ,6,k) =7 arctan{tan(%jtanh(%ﬂ ' 22(_1)r o ?;2 . en( o )senh( %}
¢ = F(t,k')

xcn(M, k)

t= (1.64)
V1-x% k'sn(M, k)
em que F(a,b) € o integral eliptico incompleto de primeira espécie [37], dado por
a L
Fa.b) =[] [a-t2)a-b2>) 2dt (1.65)
e
K
q=e X
K
q=e K (1.66)
K =K(k)
K'=K(k")

Para a regido x;<x<x,, tem-se
Z,..,(x) = cos(nm) coshKn + %) f(M,s, k)}

S 00 Q9 raM rns
f(M,s,k)=4>r" - sen( jsen(—)
rZ:l: 1-¢? K K

s =F(p,k)

16



Estado da Arte

(1.67)

_i\/ sn?(M, k) — x?
b= sn?(M, k)(L—x?)

Como ndo se conseguiu obter resultados correctos com a fungdo f(M,s,k) apresentada no

artigo de McNamara, foi necessario deduzir outra expressao utilizando o desenvolvimento
apresentado em [37] e cujo resultado aparece em (1.67). Para a terceira zona, x3<x<1 tem-se

Z,..(X)= cosKn + %)g(M , @, k)}

Mg tan(;K J q” M \sen[ 174
_ Mg B rc T
g(M,¢,k) = KK’ + 2arctan t (ﬂM) 4zr q'% Senh( K’ jsen( K’j (1.68)
anh
2K’
¢ = F(r,k)

_sn(M, k) V1—x?

~on(M,k) X

O valor maximo dos polindmios de Zolotarev ocorre em X=x,, ou

SLL

cos(nn)cosh[( jf(M sz,k)} 10 20 (1.69)

expressao que relaciona k com o SLL para um dado agrupamento, ou seja, dado o valor da
relacdo entre os niveis dos l6bulos principal e secundarios, o factor k pode ser obtido através
de (1.69). Com este valor e com a ordem do polinémio obtém-se o polindmio de Zolotarev,
utilizando as expressdes anteriores. Para a parte negativa dos mesmos basta notar que estes
tém simetria impar.

Considerando um agrupamento linear com 2M elementos, o factor de agrupamento é dado
por

F(y) = Za sen{ zl)w} (1.70)

com y=2ndcos(H)/L e em que se considera metade dos elementos devido & simetria. Para
relacionar os polindbmios de Zolotarev com o factor de agrupamento recorre-se a seguinte
mudanca de variavel:

X = XOSen(%j (L71)

com x,=1/sen(nd/)\), de modo que quando & varia entre 0 e &, x varia entre -1 e 1. A seguir
assume-se o polinomio de Zolotarev na forma standard,

Z 1 (X) =l x+0,x* +...+b, x*M* (1.72)
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em que os coeficientes b, sdo obtidos numericamente atraves de um algoritmo apropriado.
McNamara alerta para o cuidado do calculo destes coeficientes, ja que podem tomar valores
elevados (como nos polindbmios de Tschebyscheff). Apos isto substitui-se a mudanca de
variavel (1.71) em (1.72), obtendo-se

Z,u.W)=c, sin(%j +c, sin{%} +..+Cy sinzM‘l(%j 1.73)

com
c, =bxg"™ (L.74)

De seguida relaciona-se Zy..(y) com F(y) e, fazendo uma abordagem semelhante a que foi
feita em [22] para os polindmios de Tschebyscheff, retira-se que
M (2m-1
a, = (_1) M +n+l Z( . jz—(zm—l) C, (1.75)

A abordagem anterior é valida para qualquer valor da distancia d entre elementos. No
entanto, devido a exigéncia de calculo para obtencdo dos coeficientes b,, McNamara sugere
que para d>A/2 se utilize na expressdo (1.71) x,=1 e também o facto de que é possivel
escrever qualquer funcdo, logo os polinémios de Zolotarev, como uma série de polinémios de
Tschebyscheff. Desta forma, em vez de se obter os coeficientes b,, deve-se calcular os
coeficientes dos polinémios de Tschebyscheff, utilizando para esse efeito algoritmos
apropriados.

1.7 - Sintese de Taylor

O método de sintese de Taylor lida com agrupamentos continuos e com ele pretende-se
obter um diagrama de radiacdo, em que os picos dos Iébulos secundarios mais préximos do
I6bulo principal ttm a mesma amplitude e os mais afastados decaem gradualmente para zero.
Este método foi proposto por Taylor [38] e tem sido melhorado por vérios autores [39]-[43].

Ja se viu que, para agrupamentos discretos, os polindmios de Tschebyscheff tém I6bulos
secundarios com niveis iguais. Para o continuo também existe uma funcdo com as mesmas
caracteristicas, sendo esta dada por

F(x) = cos(m/ x* — A? ) (1.76)

sendo A um parametro ajustavel, de modo que cosh(rA) é a relacdo entre os niveis dos l6bulos
principal e secundérios. A dificuldade em utilizar directamente esta funcéo é que se o factor
de agrupamento for dado pela equacdo (1.76), a distribuicdo de corrente ndo é realizavel
porque surgem dois Diracs nos seus extremos. Taylor propés uma forma de resolver o
problema. Como o agrupamento uniforme da como factor de agrupamento um seno cardinal,

cujos lobulos secundéarios decaem para zero, Taylor prop6s substituir os n—1 zeros, do seno

cardinal, mais proximos da origem, sendo n um inteiro, pelos zeros da fungédo (1.76). O
diagrama de radiacdo assim obtido tem os I6bulos secundérios, junto ao l6bulo principal,
abaixo de um dado nivel e os I6bulos mais afastados decaem segundo os do seno cardinal.
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O factor de agrupamento &, assim, dado por

ey
F(u) = SGF;ZEJﬂU) gj ur; 1.77)
(-4

n=1 n

com u=2acos(#)/A, o comprimento da linha de corrente € L=2a e 0s zeros u, sdo determinados
pela expresséo

(1.78)

O parametro A é dado por

1 SLL
A= p arccosh[lo 20 j (1.79)

sendo SLL a relacdo entre os niveis dos lébulos principal e secundérios, em dB.

Para calcular a distribuicdo de corrente, Taylor utiliza o método de Woodward. Sendo
p=nx/a, a distribuicdo de corrente é obtida em funcdo das componentes de Fourier,

S —jmp 2 2
g(p) = mZ‘mee =7 (1.80)

0 p>>r’

Aplicando a transformada de Fourier, F(u) =f g(p)e™dp, a cada termo obtém-se o
resultado

sen[z(x—m)]

1.81
z(X—m) (18D

F(x)=2z 3 D,

Como se viu pelo método de Woodward, em que 0os maximos do seno cardinal para um dado
m coincidem com os zeros das outras funcgdes, verifica-se que F(m)=2zD(m), ou

Dm = m (1.82)
27
Como o factor de agrupamento € uma funcao par, fica que
g(p) = %[F (0)+2) F(m) cos(mp)} (1.83)
m=1
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sendo fécil de ver que esta soma é finita, pois F(m)=0 para m > n. Os valores das amostras do
factor de agrupamento podem ser calculados pela expresséo [6], [9], [12]

F(m) = [(ﬁ -1) !]2 ﬁ(l— m_jJ (1.84)

T (=1+m)i(n-1-mlal U

para valores de m inferioresa n.

1.8 - Sintese de Bayliss

Este método de sintese é andlogo ao de Taylor, mas para gerar diagramas de radiacdo anti-
-simétricos, isto €, dois lobulos principais gémeos com um zero entre eles. Foi proposto por
Bayliss e sera aqui descrito segundo a forma apresentada em Elliot [22].

Taylor altera a funcdo seno cardinal, que corresponde ao agrupamento uniforme. O
agrupamento uniforme ndo é mais do que o primeiro termo de uma distribuicdo que d&a um
factor de agrupamento par. Bayliss altera a funcdo que da origem ao factor de agrupamento
anti-simético, ou seja, o primeiro termo de uma distribui¢do de corrente que d& um factor de
agrupamento impar,

g(&) = sen(%)e‘ja? (1.85)

sendo £ o eixo da distribuicdo de corrente, « a fase progressiva e o comprimento da linha de
corrente é L=2a. Aplicando o integral

F) =] g(¢)e = Vds (L86)

a distribuicdo de corrente (1.85) da origem ao seguinte factor de agrupamento, a menos de
uma constante [22]:

7u cos(7u)

Eimy

com u=2a[cos(d)-al [}/ A e os zeros ocorrem em u=+(n+1/2). Modificando esta fun¢do como
fez Taylor, tem-se

F(u) = (1.87)

F(u) = zu cos(zu) (1.88)

em que as posic¢oes dos zeros, obtidas por um estudo paramétrico com auxilio de computador
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realizado por Bayliss, sdo dadas por

u, = (ﬁ+%} Af”z_z n=1,2,3,4 (1.89)
+n
(ﬁ %j Ai 0 256,01
A% +n
Os paré@metros A e &, podem ser obtidos através da expressao
polinémio = icn (-SLL)" (1.90)
h=0
em que os coeficientes C, sdo definidos pela tabela 1.1 [24].
polinémio Co C; C Cs Cy
A 0,30387530 | -0,05042922 | -0,00027989 | -0,00000343 | -0,00000002
& 0,98583020 | -0,03338850 | 0,00014064 | 0,00000190 | 0,00000001
& 2,00337487 | -0,01141548 | 0,00041590 | 0,00000373 | 0,00000001
& 3,00636321 | -0,00683394 | 0,00029281 | 0,00000161 | 0,00000000
& 4,00518423 | -0,00501795 | 0,00021735 | 0,00000088 | 0,00000000

Tabela 1.1 - Coeficientes do polinémio.

A tabela 1.2 apresenta A e &, para alguns valores de SLL, calculados por Elliot [22].

Nivel dos I6bulos secundarios em dB
15 20 25 30 35 40
A 110079 |1,2247 |1,4355 |1,6413 |1,8431 | 2,0415
& 15124 11,6962 |1,8826 |2,0708 | 2,2602 | 2,4504
& 12,2561 | 2,3698 | 2,4943 | 2,6275 | 2,7675 | 2,9123
& 13,1693 | 3,2473 | 3,3351 | 3,4314 | 3,5352 | 3,6452
& | 4,1264 | 4,1854 | 4,2527 | 4,3276 | 4,4093 | 4,4973

Tabela 1.2 - Pardmetros da sintese de Bayliss para alguns valores de SLL.
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Para determinar a distribuicdo de corrente, considere-se a decomposicdo em série de
Fourier de uma funcgédo impar, o que da termos s6 em seno,

g(&)=e" J‘”ZB sen[(m+2j 5} (1.91)

m=0

Inserindo esta expressdo em (1.86) retira-se que

F(u) = ZJZB IsenK 5) 4;’}sen[u j}dcj (1.92)

Este integral é nulo excepto para u=m+1/2, donde

F(m + %) = jaB, (1.93)

Como F(m+1/2)=0 para m=>n, a série é truncada. Substituindo os valores de B,
determinados pela expressdo anterior, em (1.91) chega-se a distribuicdo de corrente para a
sintese de Bayliss,

9(¢) = e_.jag 3 F(m + %)senKm + 2) ”‘ﬂ (1.94)

Ja m=0 a

Os valores das amostras do factor de agrupamento, tal como na sintese de Taylor, podem ser
obtidos por uma expresséo [9], sendo esta dada por

2
F(m+%):7z2(—1)m(m+%) = = (1.95)

param=0, 1,2, ..., n-1.

1.9 - Sintese de Villeneuve

Um meétodo de sintese analogo ao de Taylor, mas para distribui¢des discretas de corrente,
foi desenvolvido por Villeneuve [44]. Este método apresenta melhores resultados do que o
obtido por amostragem dos agrupamentos continuos [22].

Da mesma forma que Taylor inicia com a funcéo ideal, representada pela expressao (1.76),
Villeneuve comega com os polindbmios de Tschebyscheff. O factor de agrupamento para um
agrupamento de N=2M+1 elementos é dado por
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n-1 ! '
S en(zlv|2+1wj sen(l/l Vo Yoo ¥ +2v/mj
F(y) = (1.9
Sen(ll//) - w— m2rz w+ m2rz
2 - 2M +1 2M +1
lmlsen 5 sen 5
em que y=£dcos(6) e w, é obtido em funcdo dos zeros do polindmio de Tschebyscheff,
Y- Ny,
" 1 - V4
2M +1)arccos| —cos| (2n—-1)
( ) {xo (( ) 4M H (1.97)

1
W = 2arccos[z cos((Zm 1) mﬂ

sendo xo determinado pela equagéo (1.45).

Para se obter a distribuicdo de corrente considera-se a forma do factor de agrupamento,

M .
Fiy)= Y ae™ (1.98)
=—M
O seu valor em y=2mm/(2M+1) é
m2z v
(ZM +1j nZa e (1.99)

Multiplicando ambos os lados da expresséo anterior por e72®™M*D) e resolvendo-a, obtém-se

1 S m2z [
= F M —_M<psM 11
% = oM +1m=z<,:‘1) (ZM +1)e P (1100)

tendo em conta que F[2xm/(2M+1)]=0 excepto para —(n-1)<m<n-1. A féormula
apresentada por Villeneuve que permite obter as amostras do factor de agrupamento é

n-1 !
msz Yy msz Vq
sen — 2% Isen +
2M +1)(-D)" H (ZM +1 ZJ (2'\" . 2J 120
mz m2z i Tm-q)r (m+q)z
Sen(ZM +1jsen(2l\/l +1j Hsen{ oM +1 P 2m 41
= m2z |\ _ g;}n
2M +1 n-1 v
(2M +1)Hsen ( qj
m=0
l_Isen2 arz
61 2M +1
(1.101)
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Através de uma abordagem semelhante chega-se as expressdes para N=2M elementos
Assim, o factor de agrupamento ¢é dado por

n-1 '
) ITse (V/ Vi Jsen l//+2!//mj
Fy) =) et (1.102)
sen(l l//j - w— m2rz y + M2 m2z
2 sen M sen ZM
) 2 2
com
, n2z m
V= 1 v
2M arccos| = cos| (2n—-1)— %
{Xo (( )2(2|V| 1))} (1.103)
1
=2 — 2m—-1) ———
Vo arccos{x0 cos(( m-1) 5 (2M l)ﬂ
e para a distribuicdo de corrente tem-se que
1 n-1 m2z 27z(p2—'\;/2)m
- = — -N<p<
8, =5 m=z(r;1)|:( I )e (M-1)<p<M (1.104)

As amostras do factor de agrupamento sdo determinadas por

n-1 ! !
11V/4 y/q mz l//q
sen| ~—— -1 lsen| =~ + "
2M (-1)" 1 (ZM 2] (ZM ZJ M0
m m2 n-1 _
sen(zg)sen( ZMEJ Hsen[(mzd)”}sen[(m + Q)ﬂ}
m2z q=1
F( M jz B g=m (1.105)
0 %
2M d
fi= %)

m=0
2( A7
lq_!sen (ZMJ

Comparando com o metodo de amostragem dos agrupamentos de Taylor, a sintese de
Villeneuve deve ser utilizada, pelo menos, para pequenos agrupamentos [21].

McNamara [45] generaliza este método de modo a permitir qualquer decaimento dos

I6bulos secundérios. Para um agrupamento com 2M elementos, a posi¢do dos zeros é, agora
dada por

v, +(v+ D)y, —v,) w
Wy = v '

n<n

(1.106)

l//n+(v+1)(l//0n_l//n) nzn
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com

w, =t2arccos {— COS[%H

(1.107)

Nz
Yon _+V n=12,.. N

O pardmetro v permite o controlo do decaimento dos lébulos secundarios. Se v=-1 tem-se a
distribuicdo de Tschebyscheff e se v=0 tem-se a distribuicdo de Villeneuve. Se v>0 os I6bulos
decaem mais rapidamente do que na distribuicdo de Villeneuve, com o respectivo
alargamento do Iébulo principal, e se v<0 os I6bulos decaem menos.

Para 2M+1 elementos as expressdes anteriores mantém-se excepto a segunda de (1.107),
que fica

_ 4. 2nxw

Won =50t o n=1,2,..,N (1.108)

Para obter a distribuicdo de corrente NcNamara utiliza a forma de um agrupamento
simétrico, que para 2M elementos € dada por

F(y) = Za cos{( 21)"//} (1.109)

Supondo ay=1, os restantes valores de a, sdo obtidos impondo que a expressao anterior
coincida com os M-1 zeros determinados anteriormente. Resolvendo este sistema de equacdes
de M-1 incognitas obtém-se a distribuicdo de corrente desejada.

1.10 - Sintese de McNamara

No seguimento das seccBes anteriores e por analogia com o método de sintese de
Villeneuve, vai-se designar por sintese de McNamara o método de Zolotarev alterado [46], ou
seja, da mesma forma que Villeneuve altera os polindmios de Tschebyscheff para obter um
diagrama de radiacdo analogo ao de Taylor, McNamara altera os polindmios de Zolotarev
para obter um diagrama de radiacdo analogo ao de Bayliss. Deste modo, 0 método de sintese
de McNamara produz diagramas de radiacdo tipo Bayliss, mas para distribuicdes discretas.

Para um agrupamento de Zolotarev de 2M elementos, os zeros do factor de agrupamento
sdo y,, n=x1, £2, ...,.+(M-1), com y=2ndcos(&)/\. De forma semelhante ao que foi feito em

Villeneuve [44], partindo do agrupamento de Zolotarev, mantém-se os primeiros n—1 zeros,
v, € 0s restantes sdo substituidos pelos zeros de um factor de agrupamento a determinar,

definidos por wp, N = n,n+1..., M —1. Os zeros s&o

Yon
W, ={ V- n n=12,.,.M-1 (1.110)
Yon

>
IA
S

>
v
S
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mais o zero y=0. Os zeros , sdo determinados a partir do factor de agrupamento que produz
a maxima directividade [47] ou do factor de agrupamento que produz a maxima inclinagao
[48] de agrupamentos discretos anti-simétricos. Estas fungdes sdo obtidas por métodos
iterativos.

Se for pretendido controlar o decaimento dos I6bulos secundéarios, pode-se utilizar uma
abordagem semelhante a que foi efectuada no final da sec¢do anterior. Os novos zeros do
factor de agrupamento séo

y-+5y- —vs)
v, = 8 (1.111)
Vi +§(l//0n _V/n) n=

S
IN
S

S

Se &0 obtém-se a distribuicdo de Zolotarev e se =1 o0s zeros sdo 0s apresentados em
(1.110). Com &>1 tem-se um maior decaimento dos l6bulos secundarios.

1.11 - Métodos dos Filtros

Ha bastante tempo que se viu a possibilidade de se utilizar algumas técnicas dos filtros FIR
(finite impulse response) com a finalidade de se obter os diagramas de radiagdo com melhores
resultados.

Uma das aplicagdes de processamento de sinal é o projecto de filtros com determinadas
caracteristicas. Como nem sempre € possivel obter a sua forma exacta, devido a duracéo
ilimitada da sua resposta impulsional, tem-se que recorrer a determinadas técnicas, por forma
a que o filtro resultante seja 0 mais aproximado do pretendido. Uma dessas técnicas consiste
na multiplicacdo por uma janela, a fim de truncar a resposta impulsional do filtro quando esta
tem duracdo infinita [49]-[52]. Outra técnica consiste em amostrar a resposta em frequéncia
do filtro com um numero de pontos igual ao nimero de coeficientes do mesmo [49], [50],
[53]. E interessante notar que o método de Woodward utilizado em antenas, embora realizado
de forma diferente, tem semelhancas com esta técnica. Uma terceira forma consiste na
obtencdo de filtros dptimos, caracterizados pela aproximagdo de Tschebyscheff (equiripple).
Normalmente, este caso obriga a utilizar técnicas iterativas [54], [55].

Como ja foi mencionado, o método das janelas consiste em truncar os coeficientes do filtro
desejado, de modo que o resultado final seja um filtro de duracdo finita. Uma vez que o
truncamento da série de Fourier com a janela rectangular conduz a l6bulos secundéarios
elevados, surgiram varias janelas com melhores caracteristicas para realizar o processo de
truncamento. Harris [56] e Nuttall [57] apresentam um conjunto de janelas com boas
caracteristicas em termos de l6bulos secundarios.

Em antenas, considerando que a distribuicdo de corrente uniforme produz diagramas de
radiacdo com elevados l6bulos secundarios, alguns autores viram que a intensidade desses
I6bulos pode ser diminuida utilizando distribui¢fes de corrente que tendessem para zero nos
extremos do agrupamento [58]. Algumas das distribui¢cOes utilizadas s&o: rectangular,
triangular, co-seno limitado, co-seno num pedestal, co-seno ao quadrado, binomial, gaussiana,
Taylor, Tschebyscheff, etc [7], [58]. Estas distribuicbes foram analisadas quanto as suas
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caracteristicas. Por exemplo, o co-seno num pedestal é conhecido em processamento de sinal
como a janela de Hamming.

A técnica das janelas foi aplicada recentemente em antenas para diagramas de tensdo [59],
mas para antenas de abertura, em que os autores sugerem multiplicar a distribuicdo de
corrente ideal por um filtro de comprimento igual ao da antena. Anteriormente esta técnica foi
apresentada por alguns autores, mas aplicada aos diagramas de poténcia de agrupamentos
discretos [2], ]60], [61]. Trabalhar com o diagrama de poténcia permite ignorar a fase do
diagrama de tenséo.

Dado um factor de agrupamento (diagrama de tensao),
N-1 ]
Fiy)=> aem (1.112)
n=0

com y=pcos(6), o diagrama de poténcia é

P(y) =F(w)F (v) (1.113)

em que o asterisco representa complexo conjugado. Esta expressdo também tem a forma de
uma seérie de Fourier [2].

N
Py)= Y be" (1.114)
n=—N

com

N
*
>ana,, n=0
b, =N
a

m=0

(1.115)

*

a n<o0

m=m-n

Para um agrupamento com N elementos, o diagrama de poténcia tera 2N-1 termos. Um
método de sintese dos diagramas de poténcia seria 0 truncamento da sua decomposicdo em
série de Fourier quando a sua duracdo fosse superior ao numero de termos. Isto equivale a
multiplicar pela janela rectangular, o que pode dar valores negativos para o diagrama dentro
da janela visivel. Outra forma consiste em pesar os coeficientes de Fourier por uma funcéo
(janela), de modo que os termos da série decresgcam para zero nos seus extremos. Isto tem por
objectivo diminuir o fendmeno Gibbs resultante do critério dos minimos quadrados. A sintese
do diagrama poténcia normalmente conduz a vérias distribui¢cGes de corrente para 0 mesmo
diagrama de poténcia. Milne [60] realiza este método de sintese, utilizando a janela triangular
e a baseada nos polindmios de Tschebyscheff. Picazo [61] recorre a janela de Tschebyscheff e
a de Taylor.

Outro método de sintese de agrupamentos baseia-se na técnica de projecto de filtros
optimos. Para o filtro passa-baixo, a figura 1.4 mostra os pardmetros de interesse da sua
resposta em frequéncia. As trés zonas importantes sdo: a banda de passagem, correspondente
a gama frequéncias 0<w<am,, com erro maximo de &; a zona de transi¢do, na gama a<w<a;
e a banda de corte, na gama @,<@<z, com erro maximo &. Sabendo o nimero maximo de
picos da figura 1.4 para um dado nimero de coeficientes do filtro, a posicdo dos mesmos é
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calculada por métodos iterativos. Com a posi¢do dos picos, a resposta em frequéncia é obtida
por interpolacdo polinomial e os coeficientes do filtro sdo determinados pela transformada
inversa [54], [62]-[64].

Fig. 1.4 - Aproximag&o equiripple.

Em termos de expressées, um filtro digital é definido pela resposta em frequéncia [63],

. N-1 . N-1

H(e")= Zh(n)ean Ge")e™ 2 =P@e)QE)e’ = (1.116)

em que Q(e)=1, cos(al2), sen(w) ou sen(w/2), dependendo do nimero N e da simetria da
resposta impulsional do filtro, e

P(e’) = rioc(n) cos(wn) (1.117)

O namero de extremos da funcéo € igual a r+1, com r=(N+1)/2, para N impar, e r=N/2, para N
par. O método consiste em obter a funcéo P(e') segundo a aproximagdo de minimizar o
méximo valor do erro. Para esse efeito, supde-se que D(e/?) é a fungéo desejada para o filtro e
W(e') a funcdo de pesagem da funcdo de erro utilizada na aproximagdo. E empregue a
formula de interpolagdo de Lagrange para interpolar os r pontos, ay, @, ..., @.;, COM 0S
valores C,, dada pela seguinte forma:

(1.118)
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em que

A 5
C.=D(E")-(-)* —=—, k=0,1..,r-1

k W(ej(z)k)

5_ a,D(e’) +a,D(e')+...+a,D(e')

a, /W (e ™)—a, /WE"™)+..+ (-1 a, /W(E'™)

: 1
a, = [O[m (1.119)

izk

X; = Cos(®;)

S ceioy_ D)
D(e') =2 )
)= e

W(e) =W (' )Q(e")

Avaliado o erro cometido, se o valor ndo for o desejado, escolhe-se como novos candidatos as
r+1 frequéncias aquelas que correspondem aos picos da funcdo de erro e volta-se a aplicar a
formula da interpolacdo. O método continua de uma forma iterativa.

Evans [65] faz uma analogia entre o diagrama de radiagdo de um agrupamento,
caracterizado pelo somatorio das correntes {l.},

N .
G(n)=> 1,8 (1.120)
=1
e a resposta em frequéncia de um filtro FIR, definida pelas suas amostras {h,},
H(w) =Y he™" => h el (1.121)
m=1 m=1

sendo T o periodo de amostragem. Com F=nd/A e T=1, os dois sistemas sdo analogos.
Supondo um agrupamento com N=2M+1 elementos e d/1=0,5 por conveniéncia numérica, se
0 agrupamento for simétrico, o factor de agrupamento fica

M
G(17) =b, + Y_b, cos(zmn) (1.122)

m=1

A expressdo anterior pode ser posta na forma de um polindémio
M
P(X) = > ¢ x" (1.123)
m=0

com x=cos(r 7). Esta abordagem, que é utilizada para obtencao de filtros passa-baixo, Evans
utiliza-a para obter uma aproximacgédo ao diagrama de radiagdo com a forma do pedestal. O
factor de agrupamento pretendido tem equiripple quer na zona do pedestal quer na zona dos
I6bulos secundarios e é obtido pelos métodos iterativos utilizados nos filtros.
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Também White [66] aproveita alguns procedimentos dos filtros digitais para obter
distribuicdes de corrente, neste caso continuas, recorrendo a técnica de geracdo de polindmios
contendo uma estrutura de méximos e minimos. Mais uma vez sdo utilizados métodos
iterativos para célculo da solucdo. Shpak e Antoniou [67] € outro exemplo que utiliza os
algoritmos dos filtros para sintese de agrupamentos, recorrendo a forma apresentada na
expressao (1.118).

1.12 - Sintese de Factores de Agrupamento com Nulos

A obtencdo de agrupamentos capazes de gerar nulos em determinadas direc¢cdes do
diagrama de radiacdo € importante para suprimir interferéncias de fontes indesejadas
provenientes dessas direccGes. Assim, surgem varios trabalhos que apresentam métodos
deterministicos ou iterativos para realizar tal objectivo. Alguns desses métodos geram 0s
nulos, controlando apenas a fase da distribuicdo de corrente [68]-[72], outros apenas a
amplitude [73], [74] e, ainda, a posicdo dos elementos [75]-[77]. Os iterativos conseguem
controlar varios parametros do agrupamento, mas obrigam a utilizar métodos de optimizacéo.
Alguns deles pretendem criar zonas do diagrama com niveis mais baixos dos l6bulos
secundarios [42], [43], [78]-[82] e outros na geracdo efectiva de nulos em determinadas
direccbes [67], [83]-[88]. Uma outra forma de gerar nulos no diagrama é através de métodos
adaptativos. Um agrupamento adaptativo é um sistema que controla o seu proprio diagrama,
ajustando os coeficientes do agrupamento em tempo real, de modo a adaptar-se as variacdes
do meio ambiente [9]. A teoria adaptativa baseia-se na analise matricial e em métodos de
optimizacéo [89]-[99].

Normalmente, os métodos deterministicos com controlo de fase recorrem a um sistema de
equacdes com a aproximacdo dos dois primeiros termos da expansdo da série de Taylor.
Segundo o processo apresentado por Steyskal [68], sendo o diagrama dado pela expressao

N
fou)= > ae ™™ (1.124)
n=—N

com u=cos(6), d o espacamento entre elementos e a, a excitagdo de cada um dos 2N+1
elementos, o método consiste em expandir em série de Taylor os coeficientes a,=e/%. Retendo
os dois primeiros termos da série, obtém-se

fu)=>ae ™ +j> age ™™ (1.125)

Sendo M o numero de direcgdes onde se pretende inserir um nulo, u=uy,, m=I1, ..., M, ao
impor a expressdo (1.125) igual a zero em u, obtém-se 2M equacOes reais para as 2N+1
incognitas, ¢. Como o problema ndo tem solucdo quando 2M<2N+1, impde-se que as
perturbagdes sejam pequenas segundo o critério dos minimos quadrados. Este problema tem
solugdo analitica e o diagrama resultante pode ser visto como o diagrama original somado
com M feixes simétricos com um dos picos orientado na direcgdo do nulo.

O método de controlo de amplitude consiste em colocar as raizes do circulo de Schelkunoff
na posi¢do dos nulos pretendidos e impor pares conjugados dessas raizes, a fim de que as
correntes se tornem reais.
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Com controlo de fase e amplitude, Gaushell [15] apresenta um método directo para gerar
nulos num diagrama de radiacdo predefinido. Partindo da representacdo do circulo de
Schelkunoff, em que o diagrama de radiacdo do agrupamento é obtido em funcéo dos zeros,
cada nulo é criado por deslocamento do zero do diagrama original mais proximo para a
posicdo pretendida. Essa deslocacgdo é realizada multiplicando o diagrama original pelos zeros
correspondentes aos nulos a inserir e dividindo pelos zeros a retirar. O processo de calculo
baseia-se na transformada Z e na convolugdo numérica.

Tseng [100] também apresenta um método directo para gerar um nulo, mas para 0s
agrupamentos de Taylor. O método consiste em introduzir um zero na posi¢do desejada do
factor de agrupamento e alterar a posicéo dos zeros da sintese de Taylor, de modo a que haja
uma compressdo da distancia entre eles na zona onde se pretende o nulo e uma dilatacdo da
distancia entre zeros nos dois lados imediatos. Desta forma, hd uma diminuicdo do nivel dos
I6bulos secundérios a volta do nulo e um aumento dos I6bulos na zona imediata.

Steyskal [101] apresenta outro método para gerar M nulos no factor de agrupamento.
Definindo o factor de agrupamento por

N
pu) => x.e ™ (1.126)
n=1

com u=cos(6), a distancia entre elementos igual a meio comprimento de onda e sendo x, a
excitacdo do elemento n, o problema de sintese consiste em procurar p,(u), de tal modo que
minimize o erro segundo o critério dos minimos quadrados,

1p .
£(Pa) =5 [,IPo () ~ P, ()| du = mim, (1127)
sujeito as condicdes
P, (u,) =0, m=1..,M (1.128)

em que u, sdo as posicdes das interferéncias. O autor deste artigo também prop6e um outro
método que em vez de utilizar (1.128) impde as derivadas p.(u,), até uma dada ordem, igual a
zero. No entanto, este segundo método € menos efectivo [102]. Aplicando o teorema de
Parseval a equacdo (1.127) chega-se a expressdo

N
£= Xon — Xan|” (1.129)
=1

Colocando na forma vectorial, definindo o produto interno entre dois vectores por
(X,¥)=>_X,y, eanormapor [X|=(X,X)"?, tem-se que

&=|% —%,|* = mim.
(Ya,)_/m)=0, m=1,...,M

(1.130)
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com X =(X.,...,Xy), y=(¥ .  el"") e y=(N+1)/2. Utilizando consideragdes
geomeétricas, a solugdo do problema, para a distancia entre elementos de d=4/2, é
fr— fra— M —
Xa =Xy — Zam Ym
m=1
Nz(u—u
" sen{”(m)} (1.131)

2
pa (U) = po (U) _;am Sen|:77(u _um):|

2

com 0s am determinados pelo seguinte sistema de equacGes:

*

a,

(V%) (s o
R ARNCAT A

< <

M)
w) || @2

i,
Y2 " (1.132)

(Y %) (Yw:¥) Uwi¥2) oo (Yur V) Low

Como se pode verificar pela solucdo, este método consiste em somar M funcdes seno cardinal
sen(Nx)/sen(x) ao factor de agrupamento original. Consegue-se, desta forma, gerar M nulos no
diagrama. A forma de gerar um nulo de banda larga consiste em impor varios nulos proximos
uns dos outros.

O resultado obtido pelo método anterior coincide com o obtido pelo método adaptativo
para maximizacdo da relacdo sinal/ruido apresentado em [90]. Assim, no caso de
interferéncias infinitamente fortes, o diagrama de radiacdo que maximiza a relacao sinal/ruido
é a aproximacao segundo o erro medio quadratico do diagrama original [101].

Supondo um agrupamento com um nimero impar de elementos, centrado, se no problema
de sintese apresentado atrds juntar mais alguma flexibilidade a expressdao de minimizacao,
substituindo (1.129) pela equacéo
|2

N
&= Cy[Xon = Xan (1.133)
n=1

a solucdo depende directamente dos coeficientes de pesagem c, [103]. Com c,=1, é somado ao
diagrama original uma funcdo tipo sen(Nx)/sen(x), como se viu antes. Se c,=1/X,, €entdo a
fungdo é uma réplica da fungéo original.

Outro método permite gerar um nulo no factor de agrupamento variando apenas os valores
das correntes dos extremos do agrupamento [104]. Este baseia-se no facto de haver uma certa
semelhanca na estrutura dos lobulos secundarios do factor de agrupamento de um
agrupamento linear uniforme e do factor de agrupamento definido apenas pelos elementos
extremos, sendo este ultimo dado por

f(9) = e N/D0sO) | g kI(NI2)c0s0) Zcos[—k(;N 008(49)} (1.134)

com o numero de elementos igual a N+1. O algoritmo proposto consiste em cancelar um dado

32



Estado da Arte

I6bulo secundario em vez de gerar um nulo no factor de agrupamento. Para isso, supondo que
6. é a direccdo donde provém uma dada interferéncia, cancela-se o l6bulo secundario que
contém essa direccdo. Para cancelar todo o I6bulo é necessario obter o angulo 4, que define o
seu centro. Depois é adicionada uma variacdo de fase, 6, ao primeiro elemento e 0 seu
conjugado ao ultimo, de modo a deslocar a fungdo sinusoidal para a posi¢éo do pico, &,. Por
ultimo, multiplica-se por uma constante, C, de mddulo igual a do l6bulo a cancelar e fase
oposta. A funcdo de cancelamento para d=4/2 e para um numero impar de elementos é dada
por

j|ZN_ (2m+1)+6 |z N (2m+1)+6

£(6.) _ el ewatme] o e cos[%NLH(zm +1)+5} (1.135)

em que m é o lébulo secundario a cancelar, obtido pelos méximos da funcdo co-seno. Por
conseguinte, tendo o valor de 6, e o pico do l6bulo secundério, f,, as constantes sdo
determinados por

N
|C|_ 2 1.136
s_ [, 7y @meD) (139
B 2 N +1

A excitacao € apenas a sobreposicdo da inicial com o sinal de cancelamento.

Ng [105] apresenta um outro método para gerar nulos utilizando uma abordagem de
optimizacdo através da analise matricial. Comeca por definir o diagrama de radiacdo de N
elementos da seguinte forma:

N-1 _
g(u) =D We lPe’® = gw (1.137)
i=0

em que p; € o vector tridimensional da posicdo do elemento i, u é o versor de referéncia,
<p;,u> € o produto escalar de p; com u, ¢ € a velocidade de propagacdo e ay é a frequéncia de
funcionamento. Os vectores sdo definidos por

W =W, W,,...W,_, [ (1.138)

S — [e Jj<pg.u>ay/c 1 ej<p1,u>m0/c ey @ j<pN,1,u>w0/c]' (1.139)

em que T significa transposta e * transposta conjugada. Seja Sy 0 vector para a direcgédo
pretendida u=uy e S;, S, ..., S, M<N, o0s vectores para as direc¢cbes U, U, ..., Up,
respectivamente, onde se pretende gerar os nulos. O problema que se coloca € maximizar a
poténcia do sinal na direccao u,, dada por

Q=W AW (1.140)
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com A=S,S;, sujeito as condigdes

C'W=0

) (1.141)
WWwW=1

e sendo C=[S,,S,....,S,,]. Utilizando consideragbes da algebra matricial, transformando o

problema de optimizacdo com restricdes num problema sem restri¢bes através do método dos
multiplicadores de Lagrange [106], a solucéo é

Wopt = Py max

N N (1.142)
P=I1-C(CC)'C
em que Y. € 0 vector proprio correspondente a A,.(PAP), sendo A, 0 maximo valor proprio
de PAP.

O método que vai ser agora apresentado baseia-se no conceito da transformada de Fourier
discreta ndo uniforme, NDFT (Nonuniform Discrete Fourier Transform), apresentada por
Sonali e Mitra [107] para aplicacbes em processamento de sinal. Utilizando esse
desenvolvimento, um dos capitulos do livro aborda a questdo de gerar nulos no factor de
agrupamento em antenas. A NDFT ¢ definida por

N-1
X(z,) =D x(n)zy, k=0,1..,N-1 (1.143)

=}

em que Z,, Zy, ..., Zy1 Sa0 pontos distintos localizados arbitrariamente no plano z. Na forma
matricial tem-se que

X =Dx (1.144)

onde os varios vectores sdo definidos da seguinte forma:

X(z,) x(0)
X (z X(1
(| X@) )
X(zy.4) x(N -1)
(1.145)
1 Z(;l 262 ZO—(N—l)
D 1 z%‘l 2, z‘(i“‘l)
1z, 74y )y
Se os pontos de amostragem forem distintos, um modo de calcular a NDFT inversa é
x=D"'X (1.146)
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A outra e pela formula de interpolacéo de Lagrange, mais eficiente em termos de célculo,

[1a-22"

N-1 i=
X(2) =) X(z) (1.147)
e [T1a-zz"
e
Os valores de x(n) sdo identificados pelos coeficientes do polinémio.

Vejamos a proposta apresentada em [107] para gerar nulos numa antena. A NDFT do
factor de agrupamento é

N-1 )
p(u,) => a,e™, k=0,1..,N-1 (1.148)
n=0

com u,=cos(4,). Supondo M nulos, em u=w,, w,, ..., Wy, 0 procedimento € o seguinte:

1. Representar o diagrama original p(u) por p(u,) em N pontos, wy, W,, ..., Wy, que contém 0s
extremos da funcéo.

2. Para impor M nulos no diagrama comeca-se por deslocar as M amostras de p(u) mais
proximas para as posi¢des dos nulos. Depois substitui-se o valor das M amostras por zero.
As restantes mantém-se inalteradas.

3. Aplicar a NDFT inversa as N amostras para obter os coeficientes de excitacao.

4. Caso seja necessario, aplicar uma nova iteracdo. Primeiramente, calcula-se o factor de
agrupamento através da FFT dos coeficientes de excitacdo (utilizando a técnica zero-
-pading). A seguir, as N-M amostras ndo nulas sdo movidas para 0s extremos mais
préximos, mantendo o seu valor e volta-se a aplicar a NDFT inversa. Caso seja necessario
realiza-se uma nova iteracao.
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Aplicacao da Relacao de Fourier

2.1 - Introducéo

Muitos dos autores que identificaram uma relacdo de Fourier entre o factor de
agrupamento e a distribuicdo de corrente n&do utilizaram todas as potencialidades da
transformada de Fourier. Normalmente fazem-no, como um caso particular, no processo de
sintese de agrupamentos na designada sintese de Fourier.

Todavia, embora também de forma restrita, surgem alguns outros casos de aplicacdo da
relacdo de Fourier. Collin [1] identifica uma relacdo de Fourier nas aberturas, mas nao
aproveita as propriedades da transformada. Jordan [2] emprega algumas dessas propriedades
para calcular os diagramas de radiacdo gerados por uma fita de corrente e por uma
distribuicdo periddica de corrente. Meyer [3] num trabalho sobre agrupamentos discretos
arbitrarios considera que estes podem ser vistos como a convolucdo de uma funcéo de Diracs
com a funcdo envolvente dos mesmos. Outro exemplo é Bracewell [4] que, no seu livro
dedicado as aplicacdes da transformada de Fourier, se refere ao uso das propriedades da
transformada em antenas. Casimiro [5] enuncia alguns exemplos gerais de utilizacdo das
propriedades de Fourier e aplica a relacdo de Fourier a andlise de agrupamentos de duas
antenas. Grilo e Casimiro [6] aplicam-na na andlise de antenas curtas. Outro trabalho € o de
Johnson e Dudgeon [7] que apresenta alguma abordagem da transformada de Fourier aplicada
a analise de aberturas e a agrupamentos discretos.

Apesar dos exemplos do paragrafo anterior, e como se evidenciou pelo primeiro capitulo, a
Relacdo de Fourier, como é novidade, ainda foi pouco explorada quer para analise de
agrupamentos quer pelos varios métodos de sintese. Neste capitulo pretende-se, em primeiro
lugar, apresentar a teoria subjacente a analise e sintese de agrupamentos baseada na Relacdo
de Fourier. Com esse objectivo, sdo desenvolvidas as principais expressées que servirdo de
base ao célculo, aplicadas a agrupamentos de uma dimensdo espacial. Um conceito aqui
importante € o teorema da amostragem. Num levantamento bibliografico para investigar a sua
aplicacdo em antenas verificou-se que no caso geral ndo se recorria a este teorema, como é
conhecido em processamento de sinal [8], mas ao método de Woodward [9]-[12] que, como
veremos, € uma utilizagdo particular do teorema da amostragem. Este teorema foi
efectivamente empregue em aberturas continuas [13]-[16], uma vez que ai a Relagdo de
Fourier é mais evidente.

Neste capitulo, o teorema da amostragem sera reavaliado para aplicacdo directa aos
objectivos do trabalho.

Ap0s a apresentacdo da teoria, os varios métodos abordados no capitulo do Estado da Arte
s&o revistos a luz da Relacéo de Fourier. Como se demonstrou, a maior parte desses métodos
tém formas proprias para o célculo da distribuicdo de corrente ou do factor de agrupamento.
Neste trabalho pretende-se ter uma forma Unica de o fazer. Esse intento sera alcangado tendo
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em conta as propriedades da transformada de Fourier inerentes a Relacdo de Fourier, que
possibilita o uso sistematico da FFT (Fast Fourier Transform).

Além da caracteristica generalizadora do método que vai ser desenvolvido, comparando
com 0s processos tradicionais, este € mais vantajoso em termos de célculo.

2.2 - Analise e Sintese de Agrupamentos

Como ja foi referido, o trabalho desenvolvido nesta Tese baseia-se na Relacéo de Fourier,
apresentada na seccdo 1.2.2. As expressdes (1.25) e (1.26) sdo gerais e aplicadas a qualquer
namero de dimensdes espaciais, mas, por simplicidade, a partir de agora lidar-se-a apenas
com uma dimenséo.

A ferramenta principal do método aqui desenvolvido é a transformada de Fourier. Uma vez
que a série é apenas um caso particular da transformada, em vez de se considerar a série de
Fourier para o caso discreto, como aconteceu em alguns dos trabalhos publicados, trabalhar-
-se-a sempre com a transformada de Fourier, como vai ser apresentado de seguida.

2.2.1 - Analise de Agrupamentos
No processo de analise de agrupamentos pretende-se obter o factor de agrupamento quando
é conhecida a distribuicdo de corrente.

Comecando pelo caso continuo, dada uma distribuicédo linear continua de corrente ao longo
do eixo dos ZZ, c(z), o factor de agrupamento é determinado pela equacao (1.25),

F(B,) =24 [c(@)]=] c(2)e¥dz 21)

com S,=pcos(6,)=pcos(6). Se o agrupamento for limitado, o que significa que a distribuicado
de corrente sé é diferente de zero no intervalo L,<z<L,, com L,>L, e sendo L, e L, dois valores
reais, a expressdo anterior fica

F(B,) =" c(z)e dz @2)

e o comprimento do agrupamento é L=L,-L,. Considerando L,=-L,, 0 agrupamento esta
centrado na origem do referencial. O factor de agrupamento tera valores em toda a variavel f,
e a janela visivel é dada por -f<G<0.

De forma analoga, tendo um agrupamento discreto de correntes ao longo do eixo dos ZZ, o
factor de agrupamento também é determinado pela expressao (1.25), mas ¢(z) s6 toma valores
em posicOes discretas da variavel z. Deste modo, cada elemento pode ser representado por
uma funcdo de Dirac, &z), multiplicada por uma constante. Assim, para um elemento na
posicao z=z; tem-se que

c(z) =c(z;)o(z-z;) (2.3)

sendo ¢(z;) o valor da corrente do elemento.
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Para varios elementos, em qualquer posi¢do no eixo dos ZZ, a distribuicdo de corrente é
dada por

c(z) = ig(zn)5(2—zn) (2.4)

n=-ow

em que z, € a posicdo do elemento n. O factor de agrupamento resultante fica

F(5,)

f c(z)e'*dz

J[ Setepte-2)ras

nN=-o0

i (_:(zn)jié(z —z, )" dz

n=-ow
0

Z(_:(Zn k 1B,

n=-—oo

(2.5)

Uma vez que se ira lidar com agrupamentos equidistantes, supondo d a distancia entre eles, se
z,=(n+0)d, a expresséo anterior toma a seguinte forma:

o0

F(B,) =D cl(n+o)de? (26)

n=-—oo

em que od, 0<o<1, é o atraso dos elementos relativamente a origem do referencial. Dentro
dos agrupamentos equidistantes, normalmente, considera-se duas situacfes tipicas para a
posicdo dos mesmos. A primeira é quando estes estdo em multiplos inteiros de d, ou seja, z=0,
+d, +2d, £3d, .... Este caso é obtido considerando em (2.6) 0=0. A segunda é quando 0s
elementos estdo em posic¢des intermédias, isto é, z=+d/2, £3d/2, £5d/2, ..., sendo determinado
com 0=1/2. O factor de agrupamento referente a cada caso é, entdo,

> c(nd)e ,z=0, +d, +2d, +3d,...
E(ﬂz): ”:00 . 2n+1 (27)
Zg(znzﬂd)e‘ﬂzzd z=+d/2, +3d/2, +5d/2,..

De notar que, pelas propriedades da transformada de Fourier, uma translagdo corresponde na
transformada inversa a uma rotacdo da fase de valor igual a translagdo [8]. Por conseguinte, a
segunda expresséo de (2.7) pode ser vista como a multiplicacdo da primeira por elhdi2

Para agrupamentos equidistantes o factor de agrupamento é periédico e de periodo 2n/d. A
janela visivel também é dada por -<f<f. Como ja é conhecido, dependendo do valor de d, a
janela visivel pode coincidir ou ndo com o periodo da funcdo do factor de agrupamento.

Como normalmente se lida com agrupamentos limitados a N elementos, para elementos de
corrente em posigdes z=0, +d, £2d, £3d, ..., a expressao (2.7) fica

F(B,) = ig(nd)e'ﬂ"d (2.8)

n=N,
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em que N=N,-N,+1, N,>N; e sendo N, e N, dois nimeros inteiros. Para elementos em posicdes
z=+d/2, £3d/2, £5d/2, ..., (2.7) fica

N,-1 . gﬂil
F(8,) = Zg(zngld)e’ﬂz 2 (2.9)

n=N,

sendo N=N,-N,. O limites dos somatorios de (2.8) e (2.9) aparecem na forma apresentada
porque, se fizermos N,=-N,, 0s dois agrupamentos estdo centrados na origem.

2.2.2 - Sintese de Agrupamentos

Consideremos a situacdo inversa da anterior, caracterizado pelo processo de sintese de
agrupamentos. Dado o factor de agrupamento pretende-se obter a distribuicao de corrente.

Para um agrupamento continuo, conhecendo o factor de agrupamento, a respectiva
distribuicéo de corrente ao longo do eixo dos ZZ é obtida pela equacéao (1.26),

c@) =5-F [E(B)]=-[ E(B)e " dp, @10)

Assim determinada, a distribuicdo de corrente € exacta, ou seja, aquela que d& origem ao
factor de agrupamento desejado. Como € do conhecimento, as distribuicbes de corrente
obtidas nem sempre sdo realizaveis, o que obriga a existéncia dos varios métodos de sintese.

Vejamos agora a sintese de agrupamentos discretos. Obviamente que mais uma vez se
pode aplicar a equacdo (1.26) e que para agrupamentos lineares ndo é mais do que calcular a
expressdo (2.10). N&o obstante, para melhor entender-se o processo de sintese, um
agrupamento discreto pode ser visto como a multiplicacdo da transformada de Fourier do
factor de um agrupamento continuo, devido apenas a um intervalo -r/d<g<m/d do mesmo,
com um trem de Diracs de espacamento d. A figura 2.1 esquematiza esse desenvolvimento,
traduzido como a amostragem genérica da distribuicdo de corrente.

Na figura 2.1 aparecem os dois pares da transformada referente a Relagdo de Fourier. No
lado esquerdo esta o factor de agrupamento e no lado direito a distribui¢do de corrente. Como
se pode ver pelo terceiro par apresentado na figura, um agrupamento discreto ndo é mais do
que a amostragem de uma distribuicdo continua de corrente. Essa amostragem pode estar
descentrada do sistema de eixos utilizado, de modo a produzir um agrupamento na posicao
desejada. O factor o traduz esse deslocamento e tem o mesmo significado que o apresentado
anteriormente. Assim, amostrar a distribuigéo de corrente com um trem de Diracs atrasado de
od corresponde a multiplicar o trem de Diracs do lado do factor de agrupamento por e¥:.
Para os vérios valores de o tem-se uma repeticdo da funcéo definida no intervalo -r/d<f,<n/d,
alterada pelos valores dos Diracs. Para -n/d<f<m/d a funcdo de repeticdo mantém-se
inalteravel, enquanto que nos restantes ha afectacdo do factor e*?™, sendo k um ndmero
inteiro.

44



Aplicacdo da Relacéo de Fourier

F.(8,) c.(2)
} > “—> i >
T @I K P z
d d
Tlﬂzﬂd
| | 2% (—)
21 |0 Zn P2 (c-1)dlod (c+2)d 7z
“d d (c+1)d
F(8.) da)
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e i270 ejZizo‘
\
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& * i iig ”
d d d d

Fig. 2.1 - Obtengéo de uma distribuicdo de corrente discreta por amostragem de uma fungéo continua.

Em termos de férmulas, tendo em conta a figura 2.1, a distribuicdo de corrente devido ao
intervalo -n/d<f,<n/d é dada por

c.(2) = ooF [F.(5)]
2 (2.11)
- Zﬂ-fﬂ/d_(ﬂ e Jﬂzzdﬂ

Amostrando essa distribui¢do de corrente, o que corresponde a multiplica-la com o trem de
Diracs, tem-se que

217r " E(B)e Pedp, ]d >0z~ (n+0)d]

. z I Egye #0o2dp, btz - (n+o)al

c(2)

(2.12)

Assim obtida, a distribuicdo pode ser ilimitada, como acontecia no caso continuo.

2.3 - Adaptacao do Teorema da Amostragem

A ndo ser em casos intermédios, que possam surgir nos métodos de sintese de
agrupamentos, em geral as distribuigdes de corrente séo limitadas. Desta forma, o processo de
calculo pode ser simplificado considerando o teorema da amostragem. VVejamos como se pode
aplicar esse teorema aos agrupamentos de antenas.
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2.3.1 - Distribuic6es Continuas

Quando a distribuicdo de corrente é limitada pode-se aplicar o teorema da amostragem,
como mostra a figura 2.2. Considerando que o periodo de amostragem €é de 2x/S, a condi¢éo
para ndo haver sobreposi¢do (aliasing) na distribuicdo de corrente € que S seja maior ou igual
a L, com L=L,-L,. No caso geral, o trem de Diracs que amostra o factor de agrupamento pode
estar deslocado de uma fraccéo 7, 0<z<1, do valor do periodo de amostragem, o que n&o altera
o valor da distribuicdo dentro do intervalo —S/2<z<S/2, como se pode ver pela figura. Por
conseguinte, a distribuicdo de corrente apresentada na figura 2.2b) € igual a da figura 2.2d),
dentro desse intervalo, e a menos de uma constante.

a) AE(B) b) 2)
C
pz> — L I |0 L, >Z
®
I
V4 o> lo "z
S
IF= 8,(2)
) A_a(ﬂZ) d)
S gefﬂm
u: | L7 ' S| ' ;:
0 z

Fig. 2.2 - Amostragem do factor de agrupamento de uma distribui¢do continua.
Na forma analitica, o factor de agrupamento representado na figura 2.2c) é dado por
F(B) =S E Zk+0) 8 g, - 2E (k+1) 2.13)
- ’ szoo_ S ’ S
Utilizando (2.10), a respectiva distribuicao de corrente fica

@ = [ kiE[%”(k +0)p| B~ 2 (v e,

(2.14)

1 & 27 (k+1)z
- Zz [—(k } s

k=-o0
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Como se constatou atras, a distribui¢do de corrente c(z) é igual a c,(z), dentro do intervalo

-S/2<z<S/2 e a menos da constante S/(2x). Deste modo, a distribuicdo de corrente desejada é
dada por

) = Ze,(2)
S efzaal

Utilizando o teorema da amostragem, como foi apresentado na figura 2.2, pode-se amostrar
o factor de agrupamento de varias formas, sendo facil visualizar as implicacbes na
distribuicédo de corrente.

S S
—-<z<% 2.1
T SIS (2.15)

2.3.2 - Distribuicdes Discretas

De forma semelhante, as distribui¢des discretas limitadas podem ser determinadas através
do teorema da amostragem.

Como se verifica pela figura 2.3, sendo o nimero de elementos limitado, para se aplicar o
teorema da amostragem a quantidade de amostras empregues, P, tem que ser maior ou igual
ao namero de elementos, N.

a) AE(B2) b) c[2)
\JJA\J [
. \“‘/—\ - R N1 N
z T 7 (Nito)d  |pd & (NFoyd 2
d d ®
\1 Mrd e I
o —Pu 0 P )Z
i E
IR, (8,) &(2)
i BPd
s 27
Al o Foed
T T z
-z :

Fig. 2.3 - Amostragem do factor de agrupamento de uma distribuicdo discreta.
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O factor de agrupamento representado na figura 2.3c) é dado por
FB)=Y F[Z—”(kM)Hﬁ —2—”(k+r)} (2.16)
e I ¢ * Pd

A distribuicdo de corrente referente a esse factor de agrupamento pode ser determinada
utilizando a expresséo (2.12)

[Ms

d
C.(2) o

m

—00

_ i - 2_7[ —j%”(kﬁ)(mm) B
= o Zk_<P>E[ d(k+r)}e S[z—(m+0o)d]
2.17)

em que <P> representa as P amostras do factor de agrupamento dentro do intervalo
-m/d<f<n/d, 0 que da os seguintes limites para k:
——sksu para P impar

2 (2.18)
-1 paraP par

A distribuicéo de corrente c(z) € igual a c,(z), dentro do intervalo -Pd/2<z<Pd/2, a menos
da constante Pd/(2r). Por conseguinte, a distribui¢do de corrente desejada é dada por

c(2) = ¢, (2)

Pd 27 —j% (k+r)(m+o) T % <Z< % (2.19)
= _Z 2 {—(kﬂ)}? P S[z—(m+o)d]
m=—o0 k=<P> Pd
Apresentando de outro modo, para z=(n+o)d a expressdo anterior toma a seguinte forma:
P-1 P-1 .
_j2z +7)(n+o - =ns P Impa‘r
clin+oy]-= 3 F[ ”(kﬂ)}e e A 220
P.%. d —ESHSE 1 P par

Para as situaces tipicas de agrupamentos discretos, se 0=0, 0s elementos estdo em z=0,
+d, +2d, +3d, ... e (2.20) fica

c(nd)——k<P>[ (k + )}e Pl |

2 2 2.21)
<
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Se 0=1/2, os elementos estdo em z=+d/2, +3d/2, £5d/2, ... e (2.20) fica

n+l ) 1 21 S en(ng) |7 2
g[ 5 dj =5 k;ﬁ[ = (k+r)}e P P (2.22)
2~ 2

A abordagem que se acabou de realizar é bastante geral. Por um lado, considera qualquer
namero de amostras, desde que superior ou igual ao nimero de elementos e, por outro lado, o
trem de Diracs de amostragem esta onde for desejado. A expressédo (2.20) ndo é mais do que a
transformada discreta de Fourier das amostras do factor de agrupamento, adaptada aos
objectivos deste trabalho. Esta transformada pode ser obtida facilmente através da FFT (Fast
Fourier Fransform), como veremos posteriormente.

2.3.3 - Relagbes Uteis

Qualquer factor de agrupamento pode ser determinado pela transformada inversa de
Fourier da distribuicdo de corrente, afectada de uma constante. Utilizando as propriedades da
transformada é possivel simplificar o processo de anélise e sintese de agrupamentos. A tabela
2.1 mostra alguns exemplos Uteis de agrupamentos obtidos pela transformada de Fourier,
afectada do factor 2.

A «—> Ad(2)
e o/ — (-1, _
sen(z,5,) “— > %§(z+zo)—%§(z—zo)
cos(z,/5,) «— %§(z+zo)+%§(z—zo)
P, (B.) «— %senc( £,2)
2z,senc(z,8,) «— P, (2)
5, (B) —> ﬂiazﬁ(z)

0 B

Tabela 2.1 - Algumas distribuices Uteis.

2.4 - Métodos Revisitados

Os métodos apresentados no Estado da Arte serdo de seguida revistos a luz da abordagem
efectuada na Relacdo de Fourier. Por conseguinte, ver-se-4& como a teoria desenvolvida
anteriormente permite simplificar, em muitos casos, o processo de célculo.

O método desenvolvido neste trabalho, baseado na Relacdo de Fourier, sera definido a
partir daqui por método da Relacdo de Fourier.
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2.4.1 - Método da Transformada de Fourier

O metodo da transformada de Fourier é aquele em que a aplicacdo do metodo da Relagao
de Fourier é mais evidente. Como se demonstrou, tradicionalmente consiste em truncar a
distribuicdo de corrente, obtida por transformada do factor de agrupamento, para um dado
comprimento desejado. De seguida veremos como o célculo pode ser efectuado recorrendo-se
a teoria desenvolvida na seccéo anterior.

2.4.1.1 - Distribuig¢des Continuas

Sendo dado o factor de agrupamento, a distribuicdo de corrente é determinada pela
equacdo (2.10). Se o comprimento desejado para o agrupamento for L, em geral, é necessario
truncar a distribuicdo obtida, eliminando as correntes na gama de valores |z|>L/2. Isto
representa nada mais do que aplicar uma janela rectangular a distribuicdo de corrente. O erro
cometido na aproximacgdo é o minimo erro quadratico médio [5], [17].

Ap0s truncar a distribuicdo de corrente aplica-se a equacgdo (2.2), com L,=-L,=L/2, para se
obter o factor de agrupamento aproximado. Como 0 processo de truncamento representa a
multiplicagcdo por um pedestal (janela rectangular), e como a transformada inversa do pedestal
da o seno cardinal, o factor de agrupamento aproximado sera a convolucdo entre o factor de
agrupamento desejado com o seno cardinal. Dai que, geralmente, o resultado seja uma funcéo
com l6bulos secundarios. Sendo a janela rectangular aquela que da origem a maiores l6bulos
secundarios, uma forma de diminuir esses l6bulos pode ser aplicando outro tipo de janela.
Esta situacdo sera abordada posteriormente.

A janela que multiplica a distribuicdo de corrente foi considerada como centrada na origem
do referencial. No entanto, caso seja pretendido, pode-se descentrar o agrupamento utilizando
outros valores para L, e L,.

2.4.1.2 - Distribuic@es Discretas

O processo de sintese é realizado de forma analoga a do caso continuo, com a
particularidade de que a distribuicdo de corrente ter que ser discreta. A figura 2.4 apresenta
um exemplo simples para melhor visualizacdo da sequéncia de operacdes referentes a
obtencdo de um factor de agrupamento aproximado por este método.

O primeiro gréafico refere-se a definicdo do factor de agrupamento dentro do intervalo
-t/d<f<m/d, que deve conter as especificacbes da funcdo dentro da janela visivel. O
agrupamento discreto é obtido através da abordagem da figura 2.1. A distribuicdo é calculada
atraves de (2.12) e esta representada na figura 2.4d). O passo seguinte consiste no
truncamento da distribuicdo de corrente por uma janela rectangular, ficando-se com N
elementos, o que da no lado do factor de agrupamento a convolu¢do com o seno cardinal. A
distribuicdo de corrente €, assim, dada por

7z ld :
c,(2) =2d—ﬂ ZN [[ﬁ,dE(ﬂz)e""z("“’"’dﬂz ]5[2—(n+cr)d] (2.23)
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e o factor de agrupamento aproximado é obtido por (2.6),

d 7/d "\a—iB; (n+o ’ iB, (n+o
E(’Bz)z_ Z _ﬂ/dE(:Bz)e i ( )ddﬂz g 1A (n+o)d (2.24)

27[ n=<N>

em que <N> representa os N elementos da distribuigdo de corrente e sendo n dado pelos
seguintes limites:

N1 N para N impar

N2 \ 2 (2.25)
_ Y ccn< X _

> <n< > para N par

O ultimo par de gréaficos representado na figura 2.4 mostra o resultado.

a) A

b)
' > «—>
T o = A z
d ® 3 :
Tl ‘d
.
21 0 7% P ~d0d2d ;
T d | d [l
A
C) A d)
% %y =z 2k pe '|<!|' >
"4 d 4 '
\Nd A
2n 1
JZAa—— o
N, N "z
1 2 A 2
f)
1 | | 1 — >
d Z

Fig. 2.4 - Método da transformada de Fourier aplicado a agrupamentos discretos.
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Comparando esta forma de sintetizar o agrupamento com o apresentado na secc¢do 1.2.1.2,
Vé-se gque, como 0s seus autores normalmente trabalham com a série de Fourier, perdem a
maleabilidade do processo de discretizacdo e truncamento. Por exemplo, pode haver
vantagens em primeiro truncar a distribuicdo de corrente e s6 ap6s amostrar. Olhando para a
figura 2.4 nota-se que é indiferente amostrar primeiro a distribui¢do de corrente ou truncé-la.

2.4.2 - Método de Woodward

O meétodo de Woodward baseia-se no teorema da amostragem, aplicado a um conjunto de
amostras do factor de agrupamento desejado. Embora alguns autores se refiram a este teorema
[18], [19], continuam a apresentar o0 método como foi descrito por Woodward [20], baseado
nas caracteristicas da distribuicdo uniforme de corrente.

Como veremos de seguida, tendo presente 0 método da Relacdo de Fourier € facil sintetizar
um dado agrupamento, utilizando as propriedades da transformada de Fourier, e justificar
todo o processo de aproximacdo do método de Woodward. Por exemplo, torna-se simples a
comparacdo entre este método e o de sintese de Fourier, de modo a perceber melhor as
diferencas obtidas entre eles.

2.4.2.1 - DistribuicGes Continuas

Vejamos como o método de Woodward pode ser melhor entendido pelos conceitos da
transformada de Fourier. Nesse sentido, a figura 2.5 apresenta um exemplo simples para
melhor visualizar-se todo o processo de calculo.

Suponhamos que se pretende sintetizar o factor de agrupamento representado na figura
2.5a). Se calcularmos a sua transformada de Fourier, o resultado é o apresentado na figura
2.5b), logo a distribuicdo de corrente é infinita. Utilizar apenas um conjunto de amostras,
como faz o método de Woodward, significa multiplicar o factor de agrupamento desejado por
um trem de Diracs. No outro lado, tem-se a convolugdo com outro trem de Diracs. A
periodicidade do trem de Diracs é tal que na distribuicdo de corrente o periodo € igual ao
comprimento desejado do agrupamento, L. Seguidamente aplica-se uma janela rectangular de
comprimento L, obtendo-se o resultado apresentado em e), no factor de agrupamento, e em f),
na distribuicdo de corrente.

Analisando a forma de célculo descrita, verifica-se que o que o método de Woodward faz é
tornar a distribuicdo de corrente periddica e trunca-la com a janela rectangular. Aplicando o
teorema da amostragem, como foi desenvolvido na secc¢do 2.3.1, a distribuicdo de corrente
aproximada é dada pela expressao (2.14), com S=L,

1 2 -2 (k+r)2
= Fl==(k L 2.26
¢ (2)=5 k;;[ ( +r)}e 2.26)
Multiplicando-a pela janela rectangular, representada na figura 2.5, fica

L@=1 %

k=<P>

27 -1 (k)2 L L
= Ll 7<=
F[ 3 (k +r)}e , > < z< > (2.27)
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onde <P> representa as P amostras dentro da janela visivel. Os limites do somatorio sdo
obtidos como em (2.18). Comparar (2.27) com a expressdo (1.35), considerando que se P ¢
impar a amostragem é feita com =0 e se P é par faz-se =1/2.

2n - 0 z
i L
L I
| A
c) d)
_ Z <«—>
JLLR LY L L VL z
2 ‘; 2
1 =
L
ﬁl «—> -
2r —% I % "z
L A
I
e) A f
B,
B — N N -
0 Y Y g
2 2

Fig 2.5 - Método de Woodward aplicado a agrupamentos continuos.
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O factor de agrupamento aproximado é obtido pela transformada inversa,

F(8) = 2aF e,(2)

Lz |1 o —i%% (k+1)2 5,2
ILIZ{EZEI:T(k—H')}e i }e dz

k=<P>

_ 12 [ s )}quej[ﬁz 22 (e " (2.28)

L k=<P> Li2

Z E[2_”(k+r)}sen{ [ﬂ —(k+r)}}

L S5, -2 )

k=<P>

Como se verifica chega-se as mesmas expressdes que as obtidas pela forma tradicional de
sintese de Woodward, apresentadas em (1.35) e (1.36).

Resumindo, para se aplicar o método de Woodward segundo o método da Relacdo de
Fourier, comega-se por amostrar o factor de agrupamento com um intervalo igual a 2m/L.
Calcula-se a transformada de Fourier desse resultado, dividindo pelo factor 2, obtendo-se a
distribuicdo de corrente. Trunca-se com a janela rectangular de amplitude 2n/L e pela
transformada de Fourier inversa, multiplicada por 2n, obtém-se o factor de agrupamento
aproximado.

Ja foi referido que o método tradicional de sintese de Fourier, apresentado na seccao 2.4, e
o método de Woodward déo resultados diferentes. Apesar de ambos serem aplicacdes directas
da Relacdo de Fourier, enquanto que na sintese tradicional de Fourier o que se faz é truncar a
distribuicdo de corrente exacta, no método de Woodward trunca-se a distribuicdo de corrente
obtida pelo teorema da amostragem. Os dois resultados podem, entretanto, ser iguais. Isto
acontece quando o espectro espacial do factor de agrupamento for limitado e igual ao
comprimento da abertura. Para 0 comprovar, se na figura 2.5b) a distribuicdo de corrente for
limitada ao comprimento L, a convolucdo com o trem de Diracs ndo altera a fungéo dentro da
janela, uma vez que ndo ocorre sobreposi¢cdo (aliasing) da mesma. Neste caso, também o
facto de se amostrar o factor de agrupamento com um trem de Diracs centrado na origem ou
descentrado da mesma ndo altera o valor da distribuigéo de corrente.

Reparando de novo na figura 2.5, comprova-se que a utilizacdo, por parte de Woodward,
das distribuicdes de corrente constante com fases diferentes é apenas uma coincidéncia da
aplicacdo da janela rectangular. Desta forma, pode-se utilizar outro tipo de janela, o que
permite obter outros resultados.

2.4.2.2 - Distribuicdes Discretas

A abordagem do método de Woodward para 0s agrupamentos discretos é semelhante a dos
continuos. A figura 2.6 mostra a aplicagdo do metodo da Relagdo de Fourier a um exemplo
demonstrativo. Em primeiro lugar, como foi feito para o agrupamento continuo, amostra-se 0
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factor de agrupamento desejado. Os graficos a) e b) da figura 2.6 correspondem aos graficos
c) e d), respectivamente, da figura 2.5, mas lidando com o intervalo -n/d<f,<n/d, que deve
conter as especificacfes da janela visivel, e com L=Nd. Como se pretende um agrupamento
discreto, amostra-se a distribuicdo de corrente nas posigcdes pretendidas, em z=+nd ou
z=+(2n+1)d/2, com n um inteiro. Apds isso, aplica-se a janela rectangular de largura Nd. O

factor de agrupamento resultante é o grafico da figura 2.6e) e a respectiva distribuicdo €
apresentada na figura 2.6f).

A
3) A b)
T T T ﬂz _ Z
-4 OM « Nd ~Nd Nd ~ Nd
® 2 ) 2
T1 d
2m 0 2n . -d0d 2d z
d 1] d 11
A
c) A d)
oL
B | L L 77
e T Na )
L2
INd
B \
2 5oy
Nd A
11
e) A f)
B,
«—>
a9 9 _Nd Nd Z
2 2

Fig. 2.6 - Método de Woodward aplicado a agrupamentos discretos.
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O método de Woodward utiliza a distribuicdo de corrente uniforme discreta como funcgéo
de base. De facto, se multiplicarmos o trem de Diracs que aparece no lado da distribuicédo de
corrente pelo pedestal apresentado na figura 2.6, 0 que se obtém é uma janela rectangular
discreta. No factor de agrupamento tem-se a convolucdo de um trem de Diracs com 0 seno
cardinal, o que d& o seno cardinal periddico, funcéo de base do método de Woodward.

Em termos de formulas, a distribuicdo de corrente, representada na figura 2.6d), € obtida
pelo teorema da amostragem com N amostras e cujo resultado ja foi determinado, sendo a
expressao (2.17) com P=N,

0 2r
C@=p 3 3 E 2k N sz o 229

27[ =—o00 k=<N>

Multiplicando pela janela rectangular, de amplitude 27/(Nd), esta expressdo fica
L@=2 Y 3 F[Z—” (k + r)}e‘j?‘k*’)‘mw)a[z —(m+o)d] (2.30)
= N m=<N> k:<N>_ Nd

ou de outra forma

N-l o N= N impar

N —
(k+z)(n+o) |
9[(n+a)d]=% > [Nd (k+ )}e T NS N 12 N (2:31)
k=<P> ——<nL—-— par
2 2

Se para N impar fizer-se =0=0 e para N par =0=1/2, o resultado é o mesmo que o da
expressao (1.39). Quanto ao factor de agrupamento aproximado, este € obtido pelo método da
Relacédo de Fourier. Assim, tendo em conta (2.30), tem-se que

F(8) = 2F [,

m=<N> k=<N>

d/ +7)(M+0o , ( 32)
= J‘NNd/Zz{% Z z I:Nd (k + )}e [k )5[ _(m+o')d]}ejﬂz dz

- 2+ z F[ (k+7)} e i| Ao-Ecsn) [mioa

k <N> m=<N>

Para o agrupamento impar o somatorio em m varia entre -(N-1)/2 e (N-1)/2, com =0=0, e
para um agrupamento par m varia entre -N/2 e N/2-1, com 7=0=1/2. Assim sendo, a expressao

anterior fica
sen B - ﬁ(k+r)
E(ﬂz)=ﬁk§> [Nd (k + )} se”{{é[[ﬂzlif:(wﬁ)ﬂ}}

(2.33)

que é o resultado apresentado em (1.40).
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Resumindo, para se aplicar o método de Woodward segundo o método da Relacdo de
Fourier efectua-se, em primeiro lugar, a amostragem do factor de agrupamento em intervalos
iguais a 2rt/(Nd) e calcula-se a transformada de Fourier. Amostra-se a distribuicdo de corrente
e trunca-se com uma janela rectangular de largura igual a Nd. Por transformada inversa
obtém-se o factor de agrupamento aproximado.

Mais uma vez, o método de Woodward dard o mesmo factor de agrupamento que a sintese
tradicional de Fourier quando a distribuicdo de corrente, determinada por transformacéo do
factor de agrupamento desejado, for limitada e igual ou inferior a0 comprimento do
agrupamento.

2.4.3 - Método de Schelkunoff

Como foi apresentado no primeiro capitulo, o método de Schelkunoff consiste em
determinar a distribuicdo de corrente conhecendo-se as raizes do factor de agrupamento. O
processo de sintese comega por desenvolver a forma factorizada do factor de agrupamento,
dada pela expressdo (1.32), de modo que os coeficientes sdo as correntes pretendidas. Esta
forma de célculo das correntes foi utilizada, por exemplo, na seccdo 1.5.1 na sintese de
Tschebyscheff e por Elliot e Stern [21] no seu método de sintese. No entanto, esta abordagem
pode ser extremamente morosa, principalmente quando o nimero de elementos é elevado. A
titulo de exemplo, para a evitar, McNamara [22] emprega um sistema de equacdes para 0
calculo das correntes, tendo por base as raizes do factor de agrupamento. Partindo da forma
geral do factor de agrupamento impde N-1 equages, ja que sdo conhecidos N-1 pontos da
funcdo. Impondo uma corrente como tendo o valor unitario e resolvendo o sistema de
equacdes obtém as correntes pretendidas.

Todavia, torna-se mais simples calcular as correntes directamente da forma factorizada do
factor de agrupamento. Para tal basta utilizar o método da Relacdo de Fourier, como vai ser
apresentado.

Suponhamos que se conhecem as raizes do factor de agrupamento, y,=fdcos(4,). A
expressdo (1.32) tera a seguinte forma na variavel f:

N-1
E(ﬂz) = |N71H(ejﬂzd _ejy/n) (2.34)
=1

n

A fase progressiva esta contida na corrente. A equacao anterior é a expressdo do factor de
agrupamento na variavel de interesse. Reparando na forma de (1.29), depara-se que o factor
de agrupamento foi definido para um agrupamento cujo primeiro elemento encontra-se na
origem. Como normalmente se lida com agrupamentos centrados, estes podem ser obtidos
avancando-os de (N-1)d/2. Devido a Relacdo de Fourier, isto corresponde a rodar a fase do
factor de agrupamento do mesmo valor e a expressdo (2.34) fica

N-1, N-1

E(B,)= INfle_jﬁZTdH(emZd _ejw") (2.35)
n=1

A distribuicdo de corrente é determinada pelo teorema da amostragem, com a expresséo
(2.21) para N impar e a (2.22) para N par.
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2.4.4 - Sintese de Tschebyscheff

As trés formas de abordagem para determinacdo da distribuicdo de corrente, apresentadas
na seccdo 1.5, sdo as que normalmente se utilizam na sintese de Tschebyscheff. Através do
método da Relacdo de Fourier a analise e sintese podem ser realizadas de uma forma mais
simples e, tendo em conta as propriedades da transformada, facilmente se compreende o
processo de célculo deste tipo de agrupamento.

2.4.4.1 - Transformada dos Polindmios de Tschebyscheff

Na teoria apresentada viu-se como a distribuicdo de corrente pode ser obtida em fungéo do
factor de agrupamento, para um agrupamento orientado segundo o eixo dos ZZ. Sendo a
relacdo definida pela transformada de Fourier, é de supor que os polinémios de Tschebysheff,
alterados pela mudanca de variavel (1.44), tenham uma dada expressao para a transformada.

Comecemos por expressar a equacao (1.44) na variavel £, o que da

X=X, cos(’b)ZOI } (2.36)

2
A fase progressiva, «, que aparece na equacao (1.44) através da variavel y, é mais uma vez

incluida na fase da corrente. Ap6s a substituicdo da equacdo (2.36) nos polindmios (1.42)
estes tomam a seguinte forma:

T,(B,) =1
T.(B,) =X, cos(

ﬁzd]

2
.( B,d
T,(8,) = 2X0COS( éj 1

T,(B,) = 4x; cos®

[ ;
T,(B3,) =8x; cos“(’gzdj 8x; co Z(ﬁédjﬂ
,d

T.(B,) =16x; cos 5[ é

o
\_/
l\)
o
><
O
o
7]
w
7N\

T, (B3,) = 32x¢ coss(ﬂéd) 48x; cos ( dj+18x CoS

2d j +56X; oS (

J

T,(8,) = 64X, cos7(ﬂ§d j —112x; cos (

J 7%, cos(ﬁzdj

Aplicando directamente a Relacdo de Fourier a estas funcfes, vejamos 0 que acontece a
cada termo.

(2.37)
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Como é do conhecimento da teoria de sinal, a transformada de uma constante d4 um Dirac.
Assim, tendo-se como factor de agrupamento uma constante, a distribuicdo de corrente sera
constituida apenas por um elemento,

1—6(2) (2.38)

ou seja, a transformada de 1 € 2nd(z) mas como a distribuicdo de corrente € a transformada a
dividir por 27 o resultado é o apresentado em (2.38). Também é sabido que a transformada do
co-seno da dois Diracs. Desta forma, para o factor de agrupamento obtido pelo co-seno ter-se-
-4 como resultado

% oaeleeg)eaded)
cos( > ]—>25 z+2 +25 z > (2.39)

ou seja, dois elementos em torno da origem, nas posi¢des z=-d/2 e z=d/2. O co-seno ao
quadrado pode ser considerado como a multiplicacdo de dois co-senos. Como a transformada
do produto da a convolucdo no outro dominio, tem-se neste caso a convolucdo de Diracs,
donde facilmente se retira que

2 IBzd 1 1 1 —
cos (Tj—>45(z+d)+25(z)+45(z d) (2.40)

Para as varias poténcias do co-seno, como 0 aumento no expoente consiste em multiplicar por
mais um co-seno, na distribuicdo de corrente tem-se sempre o resultado obtido para o
expoente anterior a convoluir com dois Diracs, 0 que da

S AN 3d), 3 d), 34, d), 1, 3d
coS > 85(z+2)+85(z+2)+85(z 2)+85(z 2)
4ﬁzd i i E i — i —
cos'| =5 ——>165(z+2d)+165(z+d)+165(z)+165(z d)+165(z 2d)
cos 5 —>325(z+ 2)+32§(z+ 2)+325(z+2j+325(z 2) (2.41)

5 3d 1 5d
+§5(Z —7)4-@5(2—7)

Se analisarmos os resultados obtidos, facilmente se conclui que a transformada do co-seno
elevado a uma factor M tem a seguinte relacéo:

M (M _
cosM(ﬂ—;j)—>2iM _O(mjé(z— 2m2 M d) (2.42)

com

M M!
(m} MM —m)! 243
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A relacdo (2.42) é a obtida na andlise do agrupamento binomial, ou melhor dizendo, um
agrupamento de N elementos que segue a distribuicdo binomial tem um factor de
agrupamento igual a 2"*cos™(8,d/2) [1], [23].

Com os resultados anteriores, e devido a linearidade da transformada de Fourier, é facil
calcular a transformada de cada uma das funcdes apresentadas em (2.37),

To(ﬁz)—>5(2)

T,(B, )——> Xo (z+ ) (z—%)
T(B)—>5x8(2+d)+ (6 -D5(2) + 3 x¢8(2-d)

T, (5, )—> §(z+—)+ (xS —x )5(z+ gj+%(xg—x0)5(z—%)+%x§§(z—%j
T, (B, )—> x45 2+2d)+2(xg —x2)5(z+d) + (3xs —4xZ +1)5(2) + 2(xg —x2)5(z —d)

; x¢5(z—2d)

1
2

5d
2

+= (x x)5(z+ﬁ)+ (10x] 15x§’+5x0)5(z+9)

T.(8)—7 ; ;

X §(z+

5 apy3 ~d)., 5 3d 5d
+§(10x0 15x0+5x0)5(z 2j+2(x x)5( 2) > 5( 2)

(2.44)

Obtém-se as distribuices de corrente que ddo origem aos factores de agrupamento de
Tschebyscheff. Como se comprova, o nimero de elementos € igual ao grau do polinémio
mais um. Também como se pode verificar pelos resultados, sendo N o nimero de elementos,
as fungdes de grau par (com N impar) tém elementos posicionados em z=0, +d, +2d, ...,
+(N-1)d/2, enquanto que os de grau impar (N par) estdo em z=+d/2, +3d/2, £5d/2, ..., £(N-
1)d/2. Pode-se confirmar que os valores dos coeficientes, obtidos por esta forma de célculo,
sd0 0s mesmos que os das equagdes (1.55) e (1.56). Tendo em conta essa representacdo, as
férmulas para as distribuicdes de corrente dos agrupamentos de Tschebyscheff sdo as
seguintes: para N=2M+1 elementos obtém-se

Ty (B, )—anz;‘g( pHM-r v p(M2; p](pz_anxgpgn[a(z+nd)+5(z—nd)] (2.45)

com &=1/2 para n=0 e &=1 para n>1, e para N=2M elementos fica

A 1 (M+p-1)2p-1 _ -
sy 33 (M P A o2 20 of =202

n=1l p=n
(2.46)

Como ja foi mencionado anteriormente, a variavel £, ndo inclui a fase progressiva das
correntes, factor este que permite deslocar o feixe para uma posi¢cdo desejada. Quando
L=pcos(8)=0, o feixe estd orientado segundo f=n/2. Se for pretendido segundo um dado
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angulo @, deve-se atrasar a fungdo, fazendo
pcos@,)— L, =0 (2.47)

0 que da
2
By = B C0S(0;) = —~cos(0,) (2.48)

e calcular a transformada de Ty, (5,-f.4). Como pela propriedade da translacdo da transformada
de Fourier atrasar num lado significa rodar no outro, para um atraso na funcdo do factor de
agrupamento chega-se ao seguinte resultado:

Tya(B, — Bg)——c(z)e V! (2.49)

Quando o nimero de elementos do agrupamento € pequeno, as expressdes (2.37) sugerem
uma forma de se obter a distribuicdo de corrente sem ter que se utilizar as equacdes (2.45) ou
(2.46). Vejamos o procedimento através de um exemplo. Para esse efeito, considere-se que se
pretende um agrupamento que produza um diagrama de radiacdo, cuja direccdo do feixe
principal esta desviada de 60° em relacdo a linha do agrupamento. Também se pretende que a
intensidade de poténcia do I6bulo principal se reduza pelo menos a metade dentro de £13°, em
relacdo a direccdo de maxima radiacdo, e que tenha o nivel maximo de I6bulos secundarios
(sidelobe level) SLL=30dB abaixo do nivel do lébulo principal.

Segundo as tabelas apresentadas em Elliot [24], que nos ddo o comprimento do
agrupamento em funcdo da largura do feixe, da posicao do feixe principal e da relacdo entre
os niveis do I6bulo principal e secundario, ou entdo utilizando o procedimento descrito em
[5], 0 numero de antenas exigido é de N=9 e a distancia entre elementos é de d=0,5611. Pela
equacao (1.45) retira-se xo. Uma forma sistematica de se obter os coeficientes é apresentando
os resultados de (2.37) sob a forma de uma tabela, como mostra a figura 2.7. Na primeira
linha dessa tabela aparecem as posicdes dos elementos no agrupamento. A primeira coluna
indica o nimero de elementos, N. A segunda coluna sdo as vérias poténcias do co-seno. O
corpo central ndo é mais do que o triangulo de Pascal, equacdo (2.43). Na penultima coluna
aparece o factor 1/2"'. Finalmente, na Ultima coluna encontram-se os factores que
multiplicam cada um dos co-senos e que fazem parte do polindmio de Tschebyscheff, neste
caso de grau 8. Para calcular as correntes basta multiplicar cada um dos elementos dentro do
tracejado pelas duas ultimas colunas e somar o resultado ao longo de cada coluna, donde se
retira

1

1 1 1
I, =1+ 2x—x —32X2 -|—6x—x:|.60X4 +20x —x —256X6 +70x—x128X8
° 5 (73%%) 16 ° 64 ( o) 256 °

1 1 1 1
I, =1—« —32X2) + 4x— x160X, +15x — x(—256X. ) + 56x
o =L (-320E) + 45 A608] 152 1 (-256%6) + 561

128x¢

1 1 1
|Jr = 1x—xl60X4 + Bx —x —256X6 + 28« x128X8 2.50
+2d 16 0 64 ( O) 256 0 ( )

1 1
|y =1c—x(—256X]) + 8x——x128xS
+3d 64( o) 06 0
1
| g =1x——:128x¢
+4d 256 0
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Apb6s substituir X, obtém-se os seguintes valores: 1,=5,5400678; 1.,=5,1130806;
1.,6=3,9854129; 1.3,=2,5426134; 1.4,=1,4002473. Como o feixe principal estd desviado tem-se
apenas que utilizar a equacéo (2.49), sendo a corrente normalizada nos extremos dada por

I, =3,95649

|, =3,65155¢/%%" e |, =3,65155¢ /%"

| ,, =2,84622e1% e |, =284622¢ 11> 251
| ,, =181583e1%8¥ o | =181583¢ 168

|, =102 e | —1e-io24sr

4d 4d

A figura 2.8 apresenta o diagrama de radiacdo do factor de agrupamento nas variaveis f; e
6.

Posiciodo 7d 5d 3d d d 3d 5d 7d
elementc.J"_4ld 2-3d2-2d2 -d2 02 d2 2d2 3d2 4d
1 cos’ % 1 x 1 x(1)
: 1
2 cos' s éd 1i i1 )
- _any?
3 COSZ ﬂéd 1 2 1 )% x( 32X0)
d 1
4 cos? 2 5 J 1 3: i3: i1 3
(A 1 (160xg)
5 COS 5 1 4 6 4 1 16
d !
6 Cos® ﬁz 1 5 10 10 i5i i1 2
: H : 1
d i - . _ _ 6
7 cos® ﬂ; 1 6 15 20 15 6 (17 s (20%)
(A el
o\ 8 28 56 70 56 28 8 [z 1280)

Fig. 2.7 - Tabela para determinacédo dos coeficientes da sintese de Tschebyscheff.

Para a sintese de outro agrupamento, a tabela da figura 2.7 mantém-se excepto os termos
da ultima coluna, entre parénteses, que serdo os do polinémio pretendido. O tracejado que
aparece na tabela, servindo apenas para melhor visualizacdo dos termos utilizados, serd o
correspondente ao polinémio desse problema.
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Fig. 2.8 - Factores de agrupamento: a) em funcéo de £3,; b) em funcéo de 6.

Na abordagem anterior considerou-se a mudanca de variavel (2.36). No entanto, poder-se-a
fazer uma andlise semelhante utilizando a outra mudanca de varidvel, apresentada na
sec¢dol1.5.2. Neste caso, a equacgdo (1.51) na variavel /3, é definida por

X =wcos(f,d)+h (2.52)
que tem por transformada de Fourier, dividida pelo factor 2r, a seguinte expresséo:
W W
wcos(,Bzd)+h—>§5(z+d)+h5(z)+55(z—d) (2.53)
ou seja, trés Diracs na distribuicdo de corrente. A equacdo (2.52) ao quadrado terd como

transformada cinco Diracs, e assim sucessivamente. Esse factor elevado a uma poténcia M
dara origem a 2M+1 Diracs na distribuicdo de corrente, em posi¢des x=0, +d, +2d, +3d, ...,
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+Md. Como cada polinémio de Tschebyscheff, apresentado em (1.42), é a soma pesada do
factor (2.52) elevado a uma poténcia, o nimero de Diracs, correspondentes aos elementos da
distribuicdo de corrente, é dado pelo grau do polindbmio da seguinte forma: para grau M tem-
-se 2M+1 elementos. Comprova-se que sO se pode sintetizar agrupamentos de Tschebyscheff
com N=2M+1 elementos.

Pelos conceitos da Relacdo de Fourier, facilmente se percebe que no trabalho de Safaai-
-Jazi [25] quando ele eleva o factor de agrupamento de Tschebyscheff a m isso corresponde a
uma convolucéo da distribuicdo de Tschebyscheff de m vezes.

Embora o processo anterior para o calculo dos coeficientes seja interessante para pequenos
agrupamentos, torna-se bastante moroso para elevados valores de N. De seguida iremos ver
uma outra forma de os determinar.

2.4.4.2 - Célculo dos Coeficientes Utilizando o Teorema da Amostragem

A forma mais Obvia de se obter a distribuicdo de corrente do agrupamento € atraves do
teorema da amostragem, como foi definido anteriormente.

Como ja foi referido, a transformada directa ou inversa de N impulsos de Dirac pesados e
equiespacados da uma funcdo periddica. Deste modo, o factor de agrupamento referente ao
agrupamento de Tschebyscheff é uma funcdo periddica, pesada por uma dada fase, como foi
definido pela figura 2.1.

O factor de agrupamento, E(f,, € o polindmio de Tschebyscheff de grau N-1 com N par ou
impar, para a mudanca de variavel (2.36) e é o polindmio de grau (N-1)/2 com N impar para a
mudanca de variavel (2.52). A orientacdo do feixe principal para uma determinada direc¢do
consiste em atrasar a funcdo do factor de agrupamento, utilizando (2.49). A distribuicdo de
corrente, para N=2M+1 elementos, € dada pela equacédo (2.21) com P=N, ficando

c(nd) _1 D Tl x cos(ﬁj e_j%[kn -M<n<M (2.54)
~ N ol N-1 0 N
ou
27
c(nd) = Z T _1[Wcos[2”kj+h}e T _M<n<M (2.55)
N k=<N> 2 N

Para N=2M elementos, de (2.22) obtém-se que

_(2n2+1 ) N 2 T 1{x cos(ﬁkﬂej“k(m) ~M<n<M-1 (2.56)

k=<N>

A equacéo para o polindmio de Tschebyscheff é obtida por (1.41),
Ty (X) = cos[M arccos(x)] (2.57)

levando em consideragdo que cos(jy)=cosh(y).
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A expressédo (2.54) comprova a (1.59), supondo o agrupamento centrado na origem. As
expressdes anteriores tém a vantagem, ja reconhecida por Mailloux [26] para as equacOes
(1.59) e (1.60), de serem mais estaveis do que as apresentadas em (2.45) e (2.46). Saliente-se
que para a mudanca de variavel (2.52) ndo foi necessario recorrer a outro procedimento, ao
contrario do que acontece em (1.61).

Por definicdo do teorema da amostragem as formulas anteriores podem ter P em vez de N,
desde que P>N. Isto vai permitir aplicar a FFT com o nimero de pontos pretendido. O trem de
Diracs que amostra o factor de agrupamento também pode estar onde mais convier.

2.4.4.3 - Outros Polinémios

O que foi dito para os polindmios de Tschebyscheff pode ser aplicado a quaisquer outros.
Goto [27] utiliza os polindmios de Gegenbauer para determinar diagramas de radiacdo com
maior directividade do que com os polindmios de Tschebyscheff. Estes polindmios sao
obtidos pela seguinte expresséo [28]:

. M2l (M +t—m)
G (X) = F(t)z( D™ i —2m)!

[M/2]
G4 (0= >, ()" o

m=0

— = 2x)"?*™  t>0
(2.58)
(ZX) M-2m

em que M € a ordem do polindmio e [M/2] significa M/2 para M par e (M-1)/2 para M impar.
I'(t) é a funcdo Gamma®. Estes polinémios incluem os de Tschebyscheff fazendo t=0 e os de
Legendre quando t=1/2. Este ultimo foi também empregue para sintese de antenas no trabalho
apresentado em [29].

Desenvolvendo o somatdrio, e tendo em conta que I'(t+1)=tI'(t), chega-se as fun¢des
polinomiais para t>0,

Gl(x)=1
G, (x) = 2tx
G, (X) = 2t(t +1)x* —t

Gi(x) = gt(t +1)(t+2)x® = 2t(t +1)x (2.59)
G, (X) = %t(t +1)(t+2)(t +3)x* —2t(t +D)(t + 2)x? +%t(t +1)

2x(M+t+2)G; ., (X)— (M+2t)G; (x)
m+2

Grtn+2 (X) =

A figura 2.9 apresenta os polinébmios de grau 8 para varios valores de t.

1 A fungio Gamma é dada pela seguinte expresso: @)= I: x"e'dx
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Fig. 2.9 - Polinémios de Gegenbauer de grau 8.

O processo de sintese utilizando os polindmios de Gegenbauer é analogo ao de
Tschebyscheff. Da mesma forma, o grau do polinébmio é igual ao nimero de elementos menos
1, quando se emprega a mudanca de variavel dada pela equacdo (2.36). Substituindo essa
mudanca de variavel, ou a (2.52), em (2.58) ou em (2.59) obtém-se o factor de agrupamento.
Em vez de se utilizar as formulas directas propostas por Goto, a distribuicdo de corrente é
facilmente obtida pelo método da Relacdo de Fourier, como foi feito para Tschebyscheff.
Como refere Goto, ha a necessidade de se determinar expressdes para X, W € h, visto que as
equacoes (1.45), (1.52), (1.53) e (1.54) deixam de ser validas para outros polinémios que nao
sejam os de Tschebyscheff.

2.4.5 - Sintese de Zolotarev

Quando foi apresentada a sintese de Zolotarev, no capitulo do Estado da Arte, constatou-se
que a determinacdo da distribuicdo de corrente passava por calcular os coeficientes do
polindmio de Zolotarev. Contudo, utilizando o método da Relacdo de Fourier essa operagao €
desnecesséria e o calculo é efectuado directamente através do teorema da amostragem.

A mudanca de variavel (1.71) na variavel £, é dada por

X= xosen(ﬂédj (2.60)

com

ou x,=1 (2.61)
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A seguir faz-se a substituicdo de (2.60) no polindmio de Zolotarev de grau 2M-1,
determinado pela abordagem efectuada na seccdo 1.6 para se obter o factor de agrupamento
Zwa(f,), do agrupamento com 2M elementos. A distribuicdo de corrente é determinada por
aplicacdo da expressao (2.22).

2.4.6 - Sintese de Taylor

O método de Taylor baseia-se na alteracdo dos zeros de uma funcéo base, de modo a que o
factor de agrupamento tenha niveis dos I6bulos secundérios abaixo de um determinado valor.
Embora a forma de obtencdo desse factor de agrupamento seja especifica desse método, €
interessante analisar o processo de calculo da distribuicdo de corrente. Normalmente, esta é
obtida ou pelo método de Woodward ou por calculo directo das integraces. No entanto,
como veremos, a aplicacdo do método da Relacdo de Fourier elucidaré e facilitara o calculo
dessa distribuicao.

Como a transformada dos agrupamentos de Taylor dao espectros espaciais limitados, uma
forma exacta de se obter a distribuicdo de corrente €, de facto, recorrendo ao método de
Woodward. Contudo, ao aplicar o método de Woodward esta-se a utilizar apenas um caso
particular do teorema da amostragem. Sendo o teorema da amostragem mais geral, pode-se
retirar algumas das suas caracteristicas para melhor aplicacdo ao problema em causa.

Sendo o factor de agrupamento da sintese de Taylor dado pela equacao (1.77), comecemos
por expressa-lo em funcdo de p. Considerando uma distribuicdo de corrente linear de
comprimento L e centrada na origem, tem-se que

n-1

w(5) 5]

F(B,)= ] (2.62)

iﬂz ca IBZ

1- L

e

com
2

= 2.63
ﬂzm Lum ( )

e os valores de u, sdo obtidos pela equacdo (1.78). Se for pretendido orientar o I6bulo
principal para uma determinada direcgéo, isso pode ser feito da mesma forma como foi
apresentado na sintese de Tschebyscheff, ou seja, desviando a funcdo para que a posi¢do do
maximo coincida com a desejada.

De seguida, através do teorema da amostragem obtém-se a distribuicéo de corrente. Para se
chegar ao resultado de (1.83) basta aplicar a equacéo (2.15) com z=0 e S=L, ficando

n-1

1 27\ i
o(2) = Lkz%)ﬁ( i

N

L
<z<— 2.64
z 5 (2.64)
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Este resultado refere-se a um agrupamento em que o feixe estd centrado na origem e a
amostragem do factor de agrupamento é feita em cima dos zeros do seno cardinal. A
expressdo (2.15), na sua forma mais geral, pode ser utilizada em qualquer situacdo de
amostragem.

H& um ponto a salientar, que € o problema do calculo computacional das amostras
utilizadas em (2.64). Pode ndo haver interesse em amostrar o factor de agrupamento
exactamente em cima dos zeros da funcdo seno cardinal. Isto porque, ao fazé-lo, surgem
indeterminagfes no calculo da equacdo (2.62). Por outro lado, utilizando esses pontos de
amostragem, o somatdrio (2.64) € truncado para um valor finito. Para resolver a
indeterminacdo 0/0 alguns autores recorrem a expressao (1.84), o que também pode ser feito
para obter F(2rk/L) de (2.64), apds a devida alteracdo para as varidveis aqui utilizadas. No
entanto, permitindo uma solucdo aproximada, com um erro muito baixo, torna-se
desnecessario empregar essa férmula, desde que se atribua outro valor a zou S.

Nesse sentido, consideremos que a amostragem é efectuada ndo em 2znk/L, mas em
2n(k+7)/L, com 0<z<1. Isto significa descentrar o trem de Diracs que amostra o factor de
agrupamento, e como se viu pela figura 2.2, ndo altera o resultado da distribuicdo de corrente
na gama -L/2<z<L/2. Assim, as amostras do factor de agrupamento podem ser obtidas
directamente a partir de (2.62), ficando

o _senfz(k+7)]
E[T (k + r)} = Te(k+0)] [2;: (2.65)

e, como se pode observar, desapareceram as indeterminacdes 0/0, ndo sendo necessario
recorrer a outra formula para obtencdo das amostras. O problema é que agora as amostras
caem em pontos fora dos zeros do seno cardinal, deixando de se ter uma série truncada e a
equacdo (2.64) passa a ter a seguinte forma:

271' z
c(z) =+ ZF[—(M} Fren —%ﬂg

(2.66)

N

Com esta expressdo a distribuicdo de corrente é exacta, mas obriga a utilizar um nimero
infinito de amostras. Todavia, em termos de calculo, se =1, r € desprezavel para valores

elevados de k e as amostras sdo praticamente nulas para k acima de n, truncando-se o
somatorio para um valor finito.

Outro modo de se lidar com as indeterminac@es € considerar S=L+Al, sendo Al também um
valor muito pequeno. A amostragem seria feita agora em pontos 2znk/(L+Al), caindo
ligeiramente fora dos zeros do seno cardinal. Mais uma vez, o problema é que o somatorio do
calculo da distribuicdo de corrente deixava de estar truncado, mas para efeitos de calculo
ocorre uma situagdo analoga a do paragrafo anterior.
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2.4.7 - Sintese de Bayliss

Também para a sintese de Bayliss comecemos por expressar o factor de agrupamento, dado
pela equacdo (1.88), na variavel B,,
n-1 2
fi-5:

E(5) =5 .08 5 5, |

(2.67)

com os valores de f,, calculados por (2.63), mas utilizando a equacédo (1.89) para os valores
de u,. Para uma orientacdo do feixe principal diferente da origem faz-se como foi indicado na
seccao anterior.

A distribuicdo de corrente é determinada por (2.15), como foi referido para a sintese de
Taylor. Para comprovar os resultados obtidos no capitulo do Estado da Arte, faz-se em (2.15)
7=1/2 e S=L. Com estes valores consegue-se que a amostragem seja realizada nos zeros da
funcdo de base do método de Bayliss e 0 somatdrio da equacdo (2.15) € truncado para um

valor finito, dependente de n. A distribuicéo fica,

_ o l ,j%(zku)z _L <, < L
c(z) = Z { 3 (k + Zﬂe 5 <155 (2.68)

k:—n

Em termos computacionais, como podem surgir indetermina¢bes 0/0 no célculo de
F[2n(k+1/2)/L], também é possivel adoptar uma abordagem semelhante a que foi feita para a
sintese de Taylor. Assim, em vez de (2.68) utiliza-se a expressao

1 21 1 —j%(2k+1+211)z 3 L <, <L
c(z) = Z [ 3 (k+ 2+Tlﬂe 5 <155 (2.69)

k —o0

—

sendo as amostras obtidas por (2.67). Se n«l, 0 somatorio pode ser truncado e 0 erro
cometido no célculo da distribuicdo de corrente € desprezavel.

2.4.8 - Sintese de Villeneuve

Para a sintese de Villeneuve, comecemos, como tem sido feito, por expressar o factor de
agrupamento na variavel g, para os dois tipos de agrupamentos. As equaces (1.96) e (1.102)
tomam a seguinte forma:

sen(de ﬁzj nlsen[z(ﬁ ﬂzm)} { (ﬂﬁﬁzm)}

m-1 (2.70)

sen(gﬂzj nllsen{czl( , —mj}sen{g(ﬂz +2’\7|z(rjnﬂ

m=:

E(8,)=
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com
B = L.} (2.71)

em que os valores de /| séo obtidos por (1.97) para N=2M+1 e por (1.103) para N=2M.

A distribuicdo de corrente também pode ser determinada atraves do método da Relagdo de
Fourier. Para N=2M+1 utiliza-se (2.21), com P=N,

k=<N>

gy L F 2 K ~i2Z (k+o)n M<n<M
c(nd) =5 2 Fl g k+7) ,  —M<ns (2.72)

e para N=2M utiliza-se (2.22)

2n+1,) 1 2 SReen(ng) B
(_:( 5 dj_N ZE[Nd(k”)} , M<n<M-1 (2.73)

k=<N>

Com =0 a amostragem é feita em cima dos zeros do seno cardinal periddico e a série €
truncada, de modo que o resultado de (2.72) e (2.73) € 0 mesmo que em (1.100) e (1.104),
respectivamente. Apesar disso, nessa situacdo surgem indeterminagdes 0/0 ao amostrar a
equacdo (2.70), o que obriga a utilizar as expressdes (1.101) e (1.105) para o célculo dessas
amostras. Uma forma simples de se ultrapassar esta dificuldade é amostrar fora das
descontinuidades de (2.70). Como, ao contrario do caso continuo, o somatério que aparece em
(2.72) e (2.73) é sempre finito, com qualquer valor do atraso 0<z<1 obtém-se a distribuic&o de
corrente exacta.

Se em (2.71) utilizar-se os valores de w,, determinados em (1.106) tem-se a forma geral

do método de Villeneuve. A distribuicdo de corrente €, outra vez, determinada por (2.72) ou
(2.73).

2.4.9 - Técnica das Janelas

O método tradicional de Fourier consiste em truncar a distribuicdo de corrente resultante
de um factor de agrupamento desejado. Devido as caracteristicas da transformada de Fourier,
em vez de se truncar a distribuicdo de corrente com a janela rectangular pode-se utilizar outra
janela com melhores caracteristicas, como é efectuado nos filtros.

Seguidamente serdo propostas algumas janelas. A janela empregue depende do critério de
erro do factor de agrupamento. Embora exista um nimero razoavel de janelas com boas
caracteristicas, ira dar-se maior énfase aquelas que tenham parametros de controlo.

As janelas serdo apresentadas nas variaveis de interesse para este trabalho. Estas também
serdo obtidas em funcdo da transformada de Fourier e caso seja pretendido considerar uma
janela como distribuicdo de corrente deve-se ter em conta o factor 2z, como aparece em (2.1)
e (2.10).

A utilizacdo concreta desta técnica sera efectuada posteriormente, ap0s terem sido
desenvolvidos métodos numéricos para analise e sintese de agrupamentos.
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2.4.9.1 - Distribuic¢des Continuas
Vejamos algumas janelas a aplicar na limitacdo das distribuicdes continuas, comecando
pela janela rectangular.

A janela rectangular é aguela que trunca a distribuicdo de corrente no método tradicional
de sintese de Fourier. Como é sabido, é a transformada de Fourier da fung&o seno cardinal,

L L
Zsenc(i ﬂz)<——> P.,(2) (2.74)

Os gréficos das funcbes sdo apresentados na figura 2.10. O erro obtido na aproximagao do
factor de agrupamento é o erro quadratico médio.
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Fig. 2.10 - Janela rectangular continua.

Esta janela tem sido empregue em agrupamentos como a distribuicdo de corrente uniforme. O
respectivo factor de agrupamento tem o feixe mais estreito, mas apresenta niveis dos I6bulos
secundarios elevados. Dai que ao multiplicar uma distribuicdo de corrente por esta janela,
correspondendo a convolugdo do factor de agrupamento desejado com a transformada inversa
da mesma, o factor de agrupamento resultante contera niveis dos l6bulos secundarios
elevados.

Outra janela é a de Taylor de 1 pardmetro, que se baseia na distribuicdo com o mesmo
nome. Levando em consideracdo as expressdes apresentadas em Balanis [18], para a
distribuicdo de corrente e para o respectivo factor de agrupamento, com a afectacéo do factor
2n como foi referido anteriormente, a janela de Taylor de 1 pardmetro e a respectiva
transformada inversa séo dadas por
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71



Aplicacdo da Relacéo de Fourier

em que Jo(x) € a funcdo de Bessel de primeira espécie e ordem zero e A é determinado pela
relacdo entre os niveis dos I6bulos principal e secundario [30], em dB,

SLL = 20log 10[%} +13.26 (2.76)

Os gréficos das funcGes sao apresentados na figura 2.11.
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Fig. 2.11 - Janela de Taylor de 1 parametro para A=3.

Esta janela é similar & que da o seno cardinal na transformada inversa, mas com a vantagem
de se poder controlar o nivel dos I6bulos secundarios. O parametro de controlo € A. Quanto
mais baixos forem os niveis dos lébulos secundarios mais largo sera o l6bulo principal. Isto
ird reflectir-se nos niveis dos l6bulos e na largura da zona de transicdo do factor de
agrupamento resultante de uma distribuicdo truncada por esta janela.

Dentro deste grupo de janelas, consideremos ainda a janela de Taylor, que é obtida a partir
da distribuicdo de Taylor. Desta forma, a janela é a transformada de Fourier do factor de
agrupamento de Taylor, dado pela equacdo (2.62) com a afectacdo de 2, cujo resultado é
(2.64),
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em que K € uma constante que normaliza a janela para a unidade, na origem. A figura 2.12
mostra os graficos para um exemplo da janela de Taylor. Como nos casos anteriores, a
expressdo que aparece na figura é a posicao do primeiro zero.
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Fig. 2.12 - Janela de Taylor para SLL=20 e n =5.

Ao truncar uma distribuicdo de corrente com esta janela pretende-se que o respectivo factor
de agrupamento tenha niveis dos l6bulos secundarios aproximadamente iguais. O parametro
A, gue controla o nivel dos l6bulos secundarios da transformada inversa da janela, vai permitir
aumentar ou diminuir o nivel dos I6bulos secundéarios do factor de agrupamento.

2.4.9.2 - Distribuicdes Discretas

Vejamos algumas janelas que se podem aplicar para limitar distribui¢cbes discretas.
Embora sejam apresentadas expressdes proprias para as janelas discretas, também se pode
utilizar uma janela continua para truncar um agrupamento discreto. O resultado sera 0 mesmo,
ja que fora dos Diracs, que representam os elementos, multiplica-se o valor janela por zero,
dando o mesmo resultado que a janela discreta.

A janela rectangular discreta, aplicada quer a agrupamentos pares quer a impares, é dada

por
Nd
wMs)

q < P(N—l)d/Z(Zn)
sen(zﬂzj

(2.79)

em que z,=nd, com n=-(N-1)/2, ..., -2, -1, 0, 1, 2, ..., (N-1)/2 para N impar e z,=(2n+1)d/2,
comn=-N/2, ...,-2,-1,0, 1,2, ..., N/2-1 para N par. A figura 2.13 mostra os graficos para N
impar e par. A distribuicdo de corrente truncada por esta janela aproxima o factor de
agrupamento com o minimo erro quadratico medio.
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a) A

Figura 2.13 - Janela rectangular discreta: a) N=2M+1; b) N=2M.

Uma outra janela de interesse é a de Kaiser. Ao contrério das anteriores, que foram
adaptadas de distribuicdes de corrente conhecidas, esta € efectivamente uma janela que vai ser
tomada do processamento de sinal. Foi investigada por Kaiser (ver [31], [32] e [33]), sendo
quase 6ptima no sentido em que concentra 0 maximo da energia a volta da origem da sua
transformada de Fourier. N&o sendo apresentada na literatura uma expressdo para a
transformada desta janela, é aqui calculada aplicando a transformada inversa de Fourier
directamente aos coeficientes da mesma. A janela de Kaiser é dada, para N=2M+1, por

) n\?
. vl
n=Zf%ﬂw(n)e «——w(n) = 3. (ia)

1

~M<n<M (2.80)
27

em que Jy(x) é a funcdo de Bessel de primeira espécie e ordem zero e « € um pardmetro que
especifica a relagcdo entre os niveis dos l6bulos principal e secundario, SLL. Para N=2M

tem-se
3| ja i 20+l ?
. (2n+1) 0 2M -1

1B, 2 d
<——>W(Nn) = -
™ Jo(ja)

M -1
% > w(n)e ~-M<n<M-1 (281)
n=-M

Dado SLL, Kaiser obteve uma férmula empirica para o pardmetro «, sendo este determinado
por

0,1102(SLL-8,7) SLL > 50
o =10,5842(SLL — 21)°* +0,07886(SLL—21) 21< SLL <50 2.82)
0 SLL<21
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A figura 2.14 mostra os gréficos correspondentes aos dois tipos de janelas.
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Fig. 2.14 - Janela de Kaiser para SLL=30 dB: a) N=2M+1; b) N=2M.
A janela de Kaiser € semelhante a de Taylor de um parametro, no que diz respeito quanto a
forma da janela e quanto ao modo de aproximacéo do factor de agrupamento.

Uma Ultima janela a considerar é a de Tschebyscheff, sendo dada pela distribuicdo de
Tschebyscheff. Para N=2M+1, de (2.54) retira-se que

ﬁcos{(N 1)arccos{x COS((; B, ﬂ}(——)m > cos{(N 1)arccos{x cos(’lz\lkﬂ}e_'z'fkn
-M<n<M

(2.83)

com X, determinado pela equacédo (1.45) e K é uma constante que normaliza a janela para a
unidade. Para N=2M, tem-se

ﬁcos{(N 1)arccos{x cos(g B, ﬂ} <__)N1K Zl COS {(N 1)arccos[x Cos(ilz\lkﬂ}e—iﬁk(znm

-M<n<M-1
(2.84)

A figura 2.15 mostra os graficos das janelas de Tschebyscheff. A expressdo apresentada é a
posicdo do primeiro zero, que é a mesma quer N seja impar quer seja par.
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Fig. 2.15 - Janela de Tschebyscheff para SLL=30 dB: a) N=2M+1; b) N=2M.

b)

dZ

Ao truncar uma dada distribuicdo de corrente com esta janela de Tschebyscheff pretende-se
que o respectivo factor de agrupamento tenha I6bulos secundarios aproximadamente iguais.

2.5 - Sumario

Neste capitulo foi apresentada a teoria, baseada na Relacdo de Fourier, para analise e
sintese de agrupamentos, bem como as bases dos desenvolvimentos dos préximos capitulos.
O método desenvolvido foi definido por método da Relacdo de Fourier.

Com os conceitos apresentados fez-se uma nova leitura dos principais métodos de sintese
de agrupamentos, com o objectivo de retirar as caracteristicas que possam ser consideradas
inerentes a Relacdo de Fourier. Demonstra-se, assim, o papel importante e unificador
desempenhado pela transformada de Fourier, e das suas propriedades, para um processo de
calculo mais simples e eficiente.
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3.1 - Introducéo

O célculo da transformada de Fourier pode ser realizado através da FFT (Fast Fourier
Transform), mesmo quando se lida com fungfes continuas [1]. Visto que a base do método da
Relacdo de Fourier € a transformada de Fourier, uma forma de se obter numericamente o
factor de agrupamento ou a distribuicdo de fontes é com a FFT. Esta abordagem ainda foi
pouco utilizada na analise e sintese de agrupamentos, como elucida um comentario de Balanis
quando compara 0 método de Fourier com o de Woodward [2]. Ele propde para o método de
Fourier realizar numericamente o integral de Fourier e para um conjunto de amostras do
factor de agrupamento utilizar o método de Woodward. Esta reflexo esta patente em muitos
outros trabalhos.

A FFT é as vezes aplicada a problemas electromagnéticos para calculo das convolucbes no
dominio espacial, jA que estas se transformam em multiplicacbes por aplicacdo da
transformada de Fourier, e em estruturas periodicas [3], [4], [5], [6]. Einarsson [7] e Autrey
[8] usam-na no calculo de factores de agrupamento de agrupamentos planares discretos.
Brigham [9], no seu livro referente as aplicacdes da FFT, reconhece que a utilizacdo da
transformada de Fourier em antenas tem-se praticamente limitado ao caso em que os integrais
sdo obtidos pelos métodos classicos. Depois calcula, através da FFT, o diagrama de radiacao
de uma distribuicdo continua. Finalmente, devido ao trabalho desenvolvido em [10], onde se
demonstra a possibilidade de utilizacdo desta técnica, o trabalho de mestrado de Ramos [11]
aplica a FFT nalguns agrupamentos simples.

Como se comprova, Sa0 poucos 0s casos de utilizacdo da FFT para analise e sintese de
agrupamentos. Neste capitulo sera analisada a teoria para a sua aplicacdo sistematica como
ferramenta de base em qualquer tipo de agrupamento, dentro do contexto dos objectivos deste
trabalho.

Uma dificuldade que pode surgir quando se lida com fungdes de espectro ndo limitado é o
efeito de aliasing. Em processamento de sinal este tipo de erro é controlado pela diminuigéo
do periodo de amostragem utilizado na funcéo a transformar, a técnica tentativa e erro. Neste
capitulo, esta situacdo de aliasing serd resolvida de uma forma diferente. Baseado no
conhecimento de certos limites da transformada de Fourier, tentar-se-a relacionar esses limites
com o erro produzido na aproximagao. Por este meio conseguir-se-4 uma técnica mais directa
para determinagdo do periodo de amostragem.

ApOs apresentar a teoria, serdo desenvolvidos algoritmos de célculo baseados na Relagéo
de Fourier e na FFT. Como exemplos concretos, esses algoritmos serdo aplicados aos usuais
métodos de andlise e sintese, apresentados nos capitulo do Estado da Arte e cuja abordagem
através do metodo da Relagdo de Fourier foi realizada no capitulo anterior.
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3.2 - Numero de Pontos da Funcéo a Utilizar para o Calculo

Quando se fala em aplicar a FFT para o célculo da transformada de Fourier de uma dada
funcédo isso implica utilizar-se um ndmero limitado de amostras dessa fungdo. No caso de
fungdes com espectro limitado pode-se obter os valores exactos do espectro recorrendo ao
teorema da amostragem. Para espectros ilimitados, a utilizacdo da FFT implica sempre um
dado erro no calculo da transformada, que sera tanto maior quanto maior for o periodo de
amostragem.

u(s,) (2)
B
A
__f\ N A
U i ® i ~

2
} 10 w7
1 T Il T
A
«—> o
vz ® o 7
- T P || T
A
1 Z
T T ﬁm «—> o
-T— PT-z— 7 | ~

Fig. 3.1 - Obtencéo da transformada de Fourier discreta de uma fung&o continua.
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A figura 3.1 mostra como se pode obter uma aproximacdo da transformada de Fourier de
uma funcéo, recorrendo as propriedades da transformada discreta de Fourier [9]. As variaveis
utilizadas séo as de interesse para este trabalho e serda empregue o termo "espectro espacial”
por analogia ao “espectro frequencial”.

Em primeiro lugar, a funcéo a transformar deve ser amostrada atraves de um trem de
Diracs de periodo T. Isto produz um erro de sobreposicao (aliasing) na transformada. A seguir
é necessario limitar a funcdo para P amostras, multiplicando-a por uma janela rectangular.
Esta situacdo conduz a um segundo erro na transformada. Por outro lado, também a
transformada da funcdo deve ser amostrada, o que é feito multiplicando-a por um trem de
Diracs de periodo 27t/(PT). Assim, fica-se com a funcgdo original e a transformada da funcédo
periddicas e amostradas, apresentando-se numa forma propicia a utilizacdo de técnicas
computacionais.

Uma questdo que se coloca é qual o nimero de pontos, P, a utilizar para o calculo da FFT,
a fim de que o erro esteja abaixo de um certo valor. Viu-se no paragrafo anterior que havia
duas causas de erro: o intervalo entre amostras e as amostras desprezadas da funcéo.

Quanto as amostras desprezadas, estas dependem da largura da janela que limita a funcdo.
Como, para um dada janela, se conhece a maxima amplitude das amostras desprezadas,
pode-se obter uma ideia do erro.

Por outro lado, para a distancia entre amostras, T, ja se torna mais dificil determinar o erro
produzido, uma vez que ndo se conhece a transformada da funcdo, ndo sendo, por isso,
possivel ter uma ideia do aliasing provocado pela escolha de um certo valor. Uma forma de
controlar o erro € ir diminuindo o periodo T para que a diferenca entre as transformadas da
funcdo seja inferior a um dado valor. Contudo, se o calculo for automatico, o algoritmo tem
que saber a priori 0 nmero de amostras a utilizar. Neste caso sera importante obter uma ideia
do valor da envolvente da transformada da funcdo, de modo a calcular o periodo de
amostragem e, com a largura da janela de truncamento, determinar P. De seguida ver-se-a
como este célculo pode ser realizado.

3.2.1 - Limites do Espectro

O periodo de amostragem empregue no calculo da transformada de uma dada funcéo é
determinado pela porgédo de sobreposicao (aliasing) permitida para o espectro espacial dessa
funcdo. Uma forma de se ter uma ideia do erro maximo cometido pelo aliasing é utilizando os
limites do espectro, apresentados por Grilo, Casimiro e Lopes [12].

Os limites do espectro ddo os limites méximos do espectro da fungdo sem ter que o
determinar. Trabalhando nas variaveis de interesse, sabendo que a transformada de Fourier de
uma funcédo u(g,) é

U@ =[ u(B)edp, @)

pode-se tirar a seguinte conclusao:

U@ [ ug)e a5,

<[ 1u(g,)1dp, (32)
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Definindo a grandeza C, por

Co=[ u(s,)|dg, (33)
0 espectro do sinal estd sempre abaixo deste valor, isto &,
U(2) <C, (3.4)

Tendo em conta a propriedade da transformada da derivada de uma funcéao, pode-se fazer

N  O'U(B,) i ~|0'u(f,)
D'UQ) || —=Le Pdp |<| —224d 3.5
[(i)'U(@)] ‘j_w o B.<| o |7 (35)
e definir as constantes
~10'u(f,)
C = —2-d 3.6
=l o |7 (36)
Das expressoes anteriores resulta que
[U(2) < C—I Ji=1,2, (3.7)

| Z]

As relacbes (3.4) e (3.7) definem um conjunto de curvas, abaixo das quais se encontra a
amplitude da transformada de Fourier da funcao.

3.2.2 - Valores do Erro

Viu-se que para se calcular a transformada de Fourier de uma fungdo esta tem de ser
amostrada, como mostra a figura 3.2.

Seja u(4,) a funcdo a transformar e U(z) a transformada da fungdo. Amostrando u(/4,), com
periodo T.=2n/z,, existe sobreposicdo da transformada da funcdo, representada pela zona
sombreada da figura 3.2, caso o comprimento de U(z) ultrapasse z.. Isto faz com que sé se
tenha informacdo no intervalo -z,/2<z<z./2. Fora desse intervalo a transformada repete-se em
intervalos iguais, tornando-se periddica. A transformada da funcdo obtida por amostragem é,
entdo, o resultado da soma da transformada exacta com as sobreposices da mesma
deslocadas de um valor kz,, k=1, +2, ....

u(s,)
2z
a7

Fig. 3.2 - Amostragem de uma fung¢&o continua.
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Claro que a escolha do valor de z, vai depender do ponto da funcdo U(z) a partir do qual
esta pode ser desprezada. Uma forma de o realizar é considerar que |U(z)| esta abaixo de um
determinado valor em rela¢do ao seu valor maximo.

Consideremos que se pretende desprezar o espectro quando este desce de um valor e
abaixo do seu valor maximo. Pelos limites do espectro, definidos anteriormente, vé-se que a
transformada da funcéo estd sempre abaixo desses limites, como mostra a figura 3.3. A linha a
cheio é obtida pelo cruzamento das linhas dos limites do espectro. A linha a ponteado
representa |U(z)|. Por conseguinte, ao truncar o limite do espectro num valor e abaixo do valor
C,, a funcdo U(z) € desprezada num valor igual ou inferior.

u(s,)

N O

Fig. 3.3 - Limites do espectro espacial da funcdo u(s,).

Analiticamente tem-se que

C.

(2,12 _,

0

(3.8)

em que i é o grau da derivada mais elevada da transformada. Resolvendo, retira-se que

1
z, 2 ZLiJI (3.9)
eC,

Notar que ndo se pode dizer que o erro maximo entre a transformada exacta e a aproximada é
de e. De facto, como ja foi referido, a transformada aproximada é a soma da transformada
exacta com réplicas deslocadas da mesma.

Uma dificuldade que pode surgir é quando o limite C, ndo coincide com o maximo da
funcéo espectral. Isto pode acontecer quando a fungéo a transformar toma valores negativos.
Neste caso ndo ha garantia de que se esta a desprezar o espectro num dado valor e abaixo do
seu valor méximo. Para lidar com esta situacdo pode-se recorrer a relacdo entre médulos das
fungdes, dada pelo teorema de Parseval,

[IuB)F ap, == [ U@ a2 (3.10)

Como dispomos da fungdo a transformar, calculando o primeiro integral de (3.10)
obtém-se a energia total da funcdo, E;. Com o segundo integral calcula-se a energia do
espectro que se despreza, E;. Como néo se dispde da transformada da funcdo, ndo se pode
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calcular a energia do espectro espacial pela formula, mas dispondo-se dos seus limites é
possivel determinar um limite maximo. Para isso, basta calcular a energia que esta dentro do
limite do espectro no intervalo -co<z<-z,/2 e z,/2<z<oo, uma vez que de certeza que a energia
desprezada estard abaixo desse valor. Considerando que a energia desprezada esta num valor

E abaixo da total, tem-se que
2
ZLF (C'] dz
277 92,12 7'
<E

m (3.11)
[ 1us,) I dp,
sendo i o grau da derivada mais elevada da transformada. Resolvendo, retira-se que
1
C’ 21
z,>2 (2 -1)E (3.12)

[C1u) 1 da,

Obteve-se uma forma de se aplicar a FFT tendo-se, a priori, uma ideia do erro que se esta a
cometer. Para um problema concreto pode-se adoptar qualquer um dos processos indicados.
Com o valor de z, calcula-se T, e, tendo em conta a largura da janela que trunca a fungéo a
transformar, obtém-se P.

3.2.3 - Exemplos

Para aplicacdo da FFT foram apresentados dois processos de obtencdo do periodo de
amostragem. Para ter uma ideia do erro cometido com cada um deles analisemos dois
exemplos.

3.2.3.1 - C, Coincide com o0 Maximo da Transformada

Consideremos a funcéo pedestal, definida por
u(B,) =P, (8,)e"" (313)
A transformada desta funcéo é
U(z) = 28,senc[B,(z - B)] (3.14)

Os limites dos espectro espacial da funcdo séo
Co =" Ju(B,)dB, =25,
c.=[,

A figura 3.4 mostra os gréaficos das fungdes, em modulo, e os limites do espectro.

(3.15)
— 4B, =2+ 28,5
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u(B,)|

~ Py e

Fig. 3.4 - Limites do espectro do pedestal.

Apliquemos o primeiro processo indicado anteriormente, recorrendo-se & equacao (3.9).
Fazendo £=3, £=0,1 e e=5%, por (3.9), obtém-se z,=17,333. A figura 3.5a) apresenta 0s
modulos da transformada aproximada (a traco continuo) e da transformada exacta (a
ponteado). A figura 3.5b) apresenta 0 modulo do erro relativo, dado pela diferenga entre as
transformadas exacta e aproximada, dividido pelo maximo da transformada.

a)
b)
0.03 |
0.02} 1
001} |
% 8 s 2 2 o 2 4 P é8
2 i i i 2

Fig. 3.5 - Utilizacdo da FFT truncando o espectro com e=0,05: a) funcdo exacta (ponteado) e fungéo aproximada
(trago continuo); b) mddulo do erro relativo.

Para se determinar o erro quadratico médio utilizou-se a expressao:

& = %fz/; U(2)-U,(2)"dz (3.16)
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sendo U,(z) a fungdo obtida pela FFT. Para o exemplo anterior, o erro quadratico médio foi de
0,0178.

O erro quadratico médio foi calculado para véarios valores de e e determinou-se a rela¢éo

—2
2 &

€ = 2,52
max(|U (z))*e

(3.17)

A figura 3.6 mostra os valores de (3.17) para e entre 0,001 e 0,1. Pela figura comprova-se que
os valores estdo sempre abaixo da unidade. Se assim for, o valor de e pode ser uma boa
medida do erro cometido na aproximacao. Para iSso vejamos um pouco mais.

Por (3.15) retira-se que os limites do espectro sdo afectados pelas constantes £, e .
Alterando estes valores verificou-se que quanto mais o limite do espectro coincidia com a
envolvente do mesmo mais a equacédo (3.17) conduzia a resultados que podiam ser superiores
a unidade. A situacdo mais desfavoravel é obtida com =0, na qual o limite do espectro
coincide com a envolvente do mesmo. Neste caso, 0 maximo de (3.17) foi de cerca 1,4.

0.9

0.8

0.7

¢ o
13,1
T
—

0 001 002 003 004 005 006 007 008 009 01

Fig. 3.6 - Erro quadrético médio relativo.

Consideremos agora 0 segundo processo, que recorre a equacdo (3.12). Foi calculada a
energia total, o que deu E;=2/%,. Fazendo f,=3, £=0,1 e E=5% obtém-se que z,=14,345. A
figura 3.7a) mostra os modulos da transformada aproximada (a tragco continuo) e da
transformada exacta (a ponteado). A figura 3.7b) apresenta 0 mddulo do erro relativo. O erro
quadratico médio, também obtido por (3.16), foi de 0,05437.

Neste caso, ja se torna mais dificil obter uma relagéo entre o erro e a energia desprezada do
espectro. Utilizando a expressdao (3.17) com e substituido por E verificou-se que ela
ultrapassava em muito a unidade. Desta forma, ndo se consegue, através do parametro E, tirar
conclusbes quanto ao erro cometido na aproximagdo. No entanto, a energia desprezada é
inferior a E.
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a)
b) 0.06
0.04
0.02¢
C 1 1 1 1 1 1 1
B i -6 -4 2 0 2 4 @_a
2 yA 2

Fig. 3.7 - Utilizacdo da FFT truncando o espectro com E=0,05: a) fungdo exacta (ponteado) e fungdo aproximada
(trago continuo); b) mddulo do erro relativo.

Para comprovar que a energia desprezada esta efectivamente abaixo de E, calculemos o seu
valor. Sabendo que a transformada é dada por (3.14), tem-se que

15 1=
E, = 2ﬂLj|U(z)|2 dz+2ﬂ_|'zi|U(z)|2 dz
2

232 IZ; sen’[8, (2 )] |, 265 [ sen’[Bo(2- )],
7 e By (- BT 75 (B p)f

- %[iJri— cos(x,) _ €0s(Xa) | giix ) -si(x )}
TX X X, X, ! ?

X = Zﬂo(%_ﬁlj

X, = Zﬂo(%"'ﬂlj

Si(x) :%+si(x)

Si(x) = jjsertﬂdt (3.18)

A funcdo Si(x) encontra-se tabelada em [13]. Para o exemplo, a percentagem de energia
desprezada é E./E;=1,456%, valor inferior a E.

87



Utilizacdo da FFT

Recorrendo a outros exemplos constatou-se que, com 0 primeiro processo, 0 parametro "e"
¢ uma boa medida do erro maximo cometido na aproximacdo da transformada de Fourier e
que, com o segundo processo, E é uma boa medida da energia desprezada.

3.2.3.2 - C, Nao Coincide com o Maximo da Transformada

Seja um outro tipo de exemplo, em que o pardmetro C, ndo coincide com o maximo da
transformada da funcao,

sen(78,) —-1<p, <1
u = 3.19
(5.) { 0 outros (319
A transformada é dada por
U(2) = 24 &(2)2 (3.20)
-7

Os limites do espectro espacial sao
Co=[ Ju(B,)dB, ==

C=L s

=4 (3.21)

— 7 |46, =

z

A figura 3.8 mostra os graficos das fun¢des de interesse e dos limites do espectro.

U @)
A

u(s)

L sen(i8,)

N/, 1

Fig. 3.8 - Exemplo em que o limite Cy ndo coincide com o maximo da funcao espectral.

Utilizando o primeiro processo, equacao (3.9), para e=5%, tem-se que z,=34,4144. A figura
3.9a) apresenta os médulos da transformada aproximada (a traco continuo) e da transformada
exacta (a ponteado). A figura 3.9b) apresenta 0 mddulo do erro relativo. O erro quadratico

médio, obtido pela equacéo (3.16), da 22:8,34x10'5.
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a) T T T T T T T

0.015

0.01f k

0.005f 1

1 1 1 1 1 Z
_vya d
2 -15 -10 -5 0 5 10 _§5

Fig. 3.9 - Utilizacdo da FFT truncando o espectro com e=0,05: a) funcéo exacta (ponteado) e fungéo aproximada
(trago continuo); b) mddulo do erro relativo.

O erro quadratico médio foi calculado para varios valores de e através da equagdo (3.17). A
figura 3.10 mostra o resultado para e entre 0,001 e 0,1. Verifica-se que, mesmo neste caso, 0S
valores estdo sempre abaixo da unidade.

0.9

0.8

0.7
0.6

0.4
0.3

0.2

0
0 001 002 003 0.04 005 006 007 008 009 0.1
€

Fig. 3.10 - Erro quadratico médio relativo.

Consideremos agora 0 segundo processo, que recorre a equacdo (3.12). A energia total é
E.=1. Para E=5% obtém-se que z,=18,2033. A figura 3.11a) apresenta os modulos da
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transformada aproximada (a traco continuo) e da transformada exacta (a ponteado). A figura
3.11b) apresenta 0 médulo do erro relativo. O valor do erro quadratico médio é 22:1,O4x10'3.

a) T T T T T T T T T

0.6f ]
0.4 ]

0‘2- eaee, 1

Fig. 3.11 - Utilizacdo da FFT truncando o espectro com E=0,05: a) funcdo exacta (tracejado) e fungdo
aproximada (trago continuo); b) mddulo do erro relativo.

Verificou-se, outra vez, que é dificil obter uma relacdo entre o erro cometido na
aproximacdo e E. Todavia, a energia desprezada é inferior a E, como se pode comprovar pela
figura 3.12 que nos da a percentagem de energia desprezada para valores de E entre 0,001 e
0,1.

E, o009
&E 0.085 /.
- /
0.08
0.075
0.07 /N

o.(;es A /
T A
ML /

0.055[7 L \_/ NG

0.05
0 001 002 003 004 pO5 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

Fig. 3.12 - Percentagem de energia desprezada.
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Através de outros exemplos continua-se a comprovar com 0 primeiro processo que 0

parametro "e" € uma boa medida do erro maximo cometido na aproximacdo da transformada
de Fourier, mesmo quando o valor de C, ndo coincide com o méximo da transformada.

3.3 - Sintese de Agrupamentos através da FFT

No capitulo 2 desenvolveu-se 0 método da Relacdo de Fourier, determinando expressdes
para andlise e sintese de agrupamentos. A ndo ser que seja facil a obtencdo analitica da
transformada de Fourier, no caso geral é necessario recorrer a FFT para o calculo da mesma.

Comecando pelo problema de sintese, ver-se-4 a forma de aplicar esta teoria a
agrupamentos de antenas, desenvolvendo-se os algoritmos necessarios para o efeito.

E sabido que na sintese de agrupamentos a distribuicao das fontes deve ser limitada. Como
se viu, nesta situacdo pode-se aplicar o teorema da amostragem. No entanto, em situacoes
intermédias dos métodos de sintese pode ser necessario determinar a transformada de Fourier
de funcdes de espectro ndo limitado ao valor desejado.

Para distribui¢cdes continuas a utilizacdo da FFT pode obrigar a truncar quer o factor de
agrupamento quer a distribuicdo de fontes. Isto implica utilizar a abordagem introduzida na
seccao anterior.

Para distribuicbes discretas, com elementos equidistantes, ndo ha necessidade de
truncamento do factor de agrupamento, visto que este € periddico. Neste caso é possivel obter
valores exactos se a distribuicdo for limitada. Para distribuicdes ndo equidistantes, como a
utilizacdo da FFT obriga a ter pontos equiespacados, € necessario realizar algum tipo de
aproximagcéo.

O algoritmo da FFT utilizado neste trabalho foi 0 do MATLAB [14], cujas expressdes da
série discreta séo:

P-1 .27Zr
X(r)=z><(p)e_1?'D 0<r<P-1 (3.22)
p=0
18 P2
x(p)=BZX(r)e P 0<p<P-1 (3.23)
r=0

em que (3.22) da a transformada de Fourier directa e a (3.23) a transformada inversa.

3.3.1 - Distribuic6es Continuas
Para se obter uma expressdo apropriada a aplicacdo da FFT utilizar-se-4 a figura 3.1 e as
propriedades da transformada discreta de Fourier.

A forma de abordagem, apresentada na figura 3.1, pode ser um pouco mais generalizada.
Como se verificou na aplicacdo do teorema da amostragem, figura 2.2, o trem de Diracs que
amostra a funcdo a transformar pode estar descentrado da origem. Definindo o periodo de
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amostragem por Tg, consideremos que 7T 0<z<1, é o valor desse deslocamento. Sendo
assim, a transformada de U(/3,), que aparece no Gltimo par da figura 3.1, é dada por

U@z) = F [0(s,)]

{ > ulTe (k +Z’)ki'ﬂ:(k+r)z:||: i 5(2 ~ P2-[7-T nj (3.24)

k=<P>

o0

o7 ~j%%kn 2
e P ST (k+o)p T 5(Z—P_|7_TFn

N=—00 k=<P>

em que k=<P> significa utilizar P amostras no intervalo apropriado da funcdo. A
transformada U(z) pode ser aproximada por um periodo de U(z). Supondo que ndo existe

sobreposicdo de U(z) nem truncamento de u(/f,), a transformada J(z) aparece multiplicada

por (1/T¢). Assim, para aproximacdo a funcdo continua deve-se multiplicar a transformada
discreta pelo valor do periodo de amostragem. Desta forma, tem-se que

. 27 27
PT. k=<P> - <n< P impar

O intervalo de variagdo de k € 0 mesmo que o de n. Comparando este resultado com a equacao
(3.22), vé-se que ele estda numa forma apropriada para aplicar directamente a FFT. Os
intervalos de variacdo de k e n, aqui escolhidos, fazem com que se trabalhe no intervalo da
transformada da funcdo dado por -m/T<z<n/T¢, enquanto que em (3.22) trabalha-se no
intervalo 0<z<2n/T. Para lidar com esta situagdo o MATLAB dispde da fungéo fftshift(.), que
permite comutar as amostras referentes a um intervalo para o outro, tendo em conta a
periodicidade da funcéo.

A distribuicdo de corrente é obtida pela expressdo (3.25) dividida pelo factor 2w, que
aparece na Relacdo de Fourier, isto é,

277 ——:[E_ fjr%gn
9( PT, ”) =5 C FFTE[T: (k+2)]) (3.26)

Esta expressdo € a aproximacdo da equacdo (2.10), sendo utilizada quando se pretende
realizar o célculo computacional. Como a janela visivel esta centrada na origem da variavel
/%, optou-se por centrar os graficos. Dai a escolha dos intervalos de variagdo das variaveis k e
n, apresentados atrés. N&o significa, porém, que as funcdes estejam centradas na origem.

O fluxograma para o calculo da transformada é apresentado na figura 3.13. O algoritmo é
apresentado no apéndice A, funcdo fftcont(.). Para se ter em conta a expressao (3.26) deve-se
dividir o resultado obtido por essa fungdo por 2rn. A funcdo fftcont(.) também contém uma
constante, o. A utilizacdo desse parametro, que permite obter amostras da distribuicdo de
corrente descentradas da origem, serd abordada nas distribuicdes discretas, cujo resultado é
analogo.
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P, TF 1

b

SWN
\4 v
Bz=—PTF. ¢, (P=2TF gy (P-DTF. . (P-1TF
__n.2n (P2 ,__(P-Ix_ 2x (P-1)z
TF PTF PTF = PTF PTF PTF

v

uBz =F(Bz+TF)
Uz = TFe™™fft(uBz)

A 4

| z, Uz l

P - NUmero de pontos da FFT.

uBz - Funcéo a aplicar a FFT.

Uz - Transformada da fungé&o.

TF - Periodo de amostragem de uBz.

1 - Fraccdo do periodo TF de deslocamento da posigdo das amostras relativamente a origem.

Fig. 3.13 - Algoritmo para aplicacdo da FFT na sintese de agrupamentos continuos.

De seguida serdo apresentados alguns exemplos com o objectivo de melhor elucidar a
utilizacdo da técnica da FFT aqui desenvolvida.

3.3.2 - Exemplos de DistribuicGes Continuas

Consideremos que se pretende sintetizar um agrupamento cujo factor de agrupamento é
dado por

F(0) = cos| 25%0) | g0o < 9 <100
Zcos( 4z j (3.27)
9
0 outros
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O factor de agrupamento, na variavel £, e a distribuicdo de corrente, na forma analitica, sdo

dados por
4 Ar
- 1 p cos(gj cos{ p cos(gjz}

y 1 (3.28)
4\ 2 2

2p cos(é[j 4 ) i % - { B cos(Ag[ jz}

—ﬂcos(%]gﬁzs/} cos({)

A figura 3.14a) mostra o factor de agrupamento desejado e a figura 3.14b) o mddulo da
distribuicdo de corrente, em dB e em escala linear. O factor de agrupamento esta representado
no intervalo da janela visivel. A distribuicdo de corrente a ponteado € obtida pela formula
directa e a traco continuo € a distribuicéo obtida pela técnica da FFT, com T.=0,1 e P=1024.
No apéndice C1 é apresentado o algoritmo MATLAB. Pode-se comprovar que 0 erro € maior
nos extremos do agrupamento devido ao efeito aliasing. Para o periodo de amostragem
utilizado, o erro maximo relativo cometido na aproximacéo, em maédulo, foi de 0,0023.

Cos

b)
0
Ac(z
122(2) |4
7
a) / \
o
1T —
E(8,) R n
0.6 -80 :
240 -30n -20n 40n 0  10n 20A 30A  40A
0.4 0.25
A
0.2]
: I
— 015
ol L ol i
2 Tz A 2 Sl 04 ) \
0 -— x
/1/14/324,11/1 0.05
: ]

_hO

-40h  -30A  -20n -10n O 100 20n 30n  40n

Fig. 3.14 - Distribuig8o de corrente para um factor de agrupamento definido pelo co-seno limitado. a) factor de
agrupamento desejado; b) a distribuicdo de corrente a traco continuo é obtida pela técnica da FFT, com periodo
de amostragem Tr=0,1, e a ponteado pela formula directa.

Quando se tem que trabalhar com o factor g vé-se que, pela equagéo (1.28), ele depende de
A. Como normalmente este ndo é especificado, torna-se mais simples trabalhar com os
calculos apenas na constante 2r. Isto representa lidar com g'=2xz = 4. Apos realizar 0s

calculos com £, para incluir o factor A basta recorrer a propriedade da transformada de
Fourier da mudanca de escala g, = 5,4,

1l (z
E(ﬂzl)<—>19(z) (3.29)
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Por conseguinte, como se observa pela figura 3.14, dividir £, por A € 0 mesmo que multiplicar
z por esse factor e afectar a distribuicdo de corrente do mesmo factor. Elimina-se a
necessidade de lidar com A nos célculos, desde que no final se tenha em conta a equacédo
(3.29).

Para uma distribuicdo de corrente ilimitada, o resultado da aplicacdo da técnica da FFT
sera um conjunto de amostras que sdo aproximacdes das exactas. O numero de amostras a
obter para a distribuicdo depende de P e a gama do espectro espacial depende de T.. Se ela for
limitada, a escolha correcta da frequéncia de amostragem permite ndo produzir aliasing na
distribuicdo espacial, mas, se o factor de agrupamento for ilimitado, pode haver um erro
devido ao truncamento do mesmo.

Para distribuicbes de corrente limitadas torna-se evidente a aplicacdo do teorema da
amostragem, o que é efectuado através da equacdo (2.15). Se nessa expressdo fizer-se as
substituicdes S=2nt/Tr e z=27n/(PT¢), obtém-se a equacdo (3.26). Desta forma, facilmente se
calcula a distribuicdo de corrente para a sintese deste tipo de agrupamentos, como o de
Taylor, Bayliss, etc, com amostras exactas.

Consideremos que se pretende realizar a sintese de Taylor, com n=8, SLL=25 e L=2. A
figura 3.15a) mostra 0 mddulo do factor de agrupamento desejado. A figura 3.15b) apresenta
os mddulos e as fases das respectivas distribuicdes de corrente, exacta e calculada pela técnica
da FFT, com P=1024. Verificou-se que com z=10%, o erro méaximo da distribuicdo anda a
volta de 107". N&o se deve utilizar valores de z muito mais pequenos, porque ultrapassando o
erro cometido pelo computador os resultados degradam-se. Da figura verifica-se que 0s
modulos das fungbes exacta e aproximada coincidem. No grafico das fases da distribuicdo de
corrente salienta-se a fase aproximada obtida pela técnica da FFT. O modulo do erro relativo
é inferior 1,7x10°®. O algoritmo é apresentado na apéndice C2.

b)
a) 0:6
[EGB,)] 0 5 08
. (/ \\ N4 N\
_; f \ o2 05 0 05 1
NN ARy
A [LRTATATIV
1l Il 3
Y2 m » fo © »  ® j T —

Fig. 3.15 - Sintese de Taylor para n =8, SLL=25 e L=2: a) modulo do factor de agrupamento; b) mddulos e fases
das distribuicdes de corrente.
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Para a sintese de Bayliss, consideremos que é pretendido realiza-la com n=10, SLL=30 e
L=2. A figura 3.16a) mostra 0 modulo do factor de agrupamento e a figura 3.16b) apresenta a
distribuicdo de corrente utilizando a equagéo (3.26), mas com z=1/2+10°, como foi definido
em (2.69). O gréfico da distribuicdo exacta confunde-se com o da figura 3.16b). O erro
méximo relativo cometido na aproximagdo é de 1,1x10® para P=1024. O algoritmo é
apresentado no apéndice C3.
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Fig. 3.16 - Sintese de Bayliss para n =10, SLL=30 e L=2: a) mddulo do factor de agrupamento; b) mddulo e fase
da distribuic@o de corrente.

Qualquer célculo de outra distribuicdo continua segue 0 mesmo procedimento: amostragem
da funcdo com o numero de pontos desejado e aplicacdo da FFT, como foi desenvolvido neste
trabalho. Facilmente se depreende a generalidade da técnica.

3.3.3 - Distribuicdes Discretas

A sintese de distribuigdes discretas, utilizando a FFT, é similar a das continuas, mas agora
ndo ha amostragem da distribuicdo de corrente para o calculo computacional, uma vez que
esta, por natureza, ja é discreta.

A expressdo de interesse também pode ser obtida pela aplicacdo do teorema da
amostragem a uma distribuicdo discreta. Assim, sendo a amostragem do factor de
agrupamento realizada no intervalo -n/d<g,<n/d, com um periodo T=27/(Pd), reescrevendo
(2.20) tem-se

7'12—” n+o —'az—ﬂ _jz n
9[(n+a)d]=leJ P )ZE[IZD—Z(k+T)}eJ Ple P 2 2
<

P k=<P>

~Reparemos que esta expressdo € igual a (3.22) a menos dos factores 1/P, glozmP o
el 9P Se agruparmos o termo e7%™* 3 funcéo do factor de agrupamento, (3.30) fica
numa forma apropriada para aplicar a expressdo da FFT. De notar que como e"ﬂzo"|ﬁz:2nk/(pd)=

e’2mKP “isto sugere que, em termos de calculo, se possa multiplicar o factor de agrupamento
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por e?%" em vez de multiplicar o trem de Diracs por €™ como foi apresentado na figura
2.1. Comparando com o que foi realizado na sec¢édo 2.2.2, pelas propriedades da transformada
de Fourier, verifica-se que utilizando um periodo do factor de agrupamento, se 0
multiplicarmos pelo termo e¥ fizermos a convolugdo com o trem de Diracs centrado na
origem e, finalmente, atrasarmos a distribuicdo de corrente de um valor igual a od, o resultado
serd o mesmo.

O célculo da distribuicao de corrente discreta pela FFT é realizado, entéo, por
1 _-ie% o) or ~jok
g[(n+a)d]=5e FFTIF| o4 (k+7) fe (3.31)

Comparando esta expressdo com a (3.26), elas sdo equivalentes a menos do factor
multiplicativo d. Deste modo, a distribuicdo de corrente continua pode ser obtida pela mesma
expressdo a menos de uma constante. No entanto, serd mantida a distincdo entre os dois
algoritmos de calculo apenas por facilidade de utilizacdo dos pardmetros em cada caso. A
figura 3.17 mostra o fluxograma para o calculo da transformada, sendo igual a expressao
anterior multiplicada por 2, e 0 algoritmo é apresentado no apéndice A, funcéo fftdisc(.).

\ 4 Y

__x.2z. (P=-2)7m  (P-Drz .27 (P-Drx
B2="4"pd"" Pd B2 =5y "Pd Pd
Z:—P—d+0'd:d:w+0'd Z:_(P_l)d +Gd:d:(P_l)d+O'd

2 2 2 2
»| Bz = F[ Bz +1 2% |gitun
" — Pd

e2m,
Uz:%reJ Pa"fft (UBZ)

A 4

l z, Uz I

P - NUmero de pontos da FFT.

d - Distancia entre elementos.

uBz - Func&o a aplicar a FFT.

Uz - Transformada da funcéo.

1 - Fraccao do periodo 27/(Pd) de deslocamento da posicdo das amostras relativamente a origem.
o - Fraccéo de d de deslocamento da posigdo dos elementos relativamente a origem.

Fig. 3.17 - Algoritmo para aplicacdo da FFT na sintese de agrupamentos discretos.
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3.3.4 - Exemplos de Distribuicdes Discretas

Como no caso continuo, serdo apresentados alguns exemplos para melhor compreensédo da
aplicacdo da técnica da FFT. Também tém por objectivo o célculo computacional aplicado a
alguns dos métodos apresentados no primeiro capitulo.

Consideremos que se pretende obter um agrupamento discreto, cujo factor de agrupamento
é dado por

{5(9) =1 60°<6<80°
(3.32)

0 outros

em que a distancia entre elementos € de d=0,6\ e estdo deslocados da origem de metade da
distancia , ou seja, o=1/2. O factor de agrupamento, na variavel £, vale 1 na gama de valores

peos(4n/9)<p,<[cos(n/3) e a formula para a distribuicdo de corrente é obtida por (2.12), o que
da

p COS(Z) —2 p cos(dg[j (s o)

Sen

_ﬁcos(%)#—ﬁcos(if)
1 j——2, " /(n+o)d
9[(n+o_)d]:; (n+0') € ?

(3.33)

A figura 3.18a) mostra o factor de agrupamento desejado e a figura 3.18b) a parte central da
distribuicdo de corrente, em mdédulo e fase. As correntes foram obtidas pela técnica da FFT,
com P=1024 e a amostragem realizada com 7=0. Para este nimero de pontos, 0 erro maximo

relativo cometido na aproximacgdo, em maédulo, foi de 0,0035. No apéndice C4 é apresentado
o algoritmo.

b)
T T T,
015 ........ ........ ...... 1 RN RIS MRS
Sodo SR - T
0.05k. ... e S IR B - ________ S -
? ) omm,élliﬂ ; JTTHM;,HL.T
A -10A -8\ -6\ -4\ -2\ 0 2\ vy 61 8L 10A
S IR ......... ....... ........ ........ ........ ........ ........
- amaree: JENORNE Ml,: h ‘T‘I l[r‘]
“a P4, % I“a BRI
‘ pda = [ l _______ B l _______ l ________ J} _______ |
e;x : -z;x 2x 0 2ix I i éx

Fig. 3.18 - Sintese de um agrupamento tipo pedestal: a) factor de agrupamento; b) médulo e fase da distribuigdo

de corrente.
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Para distribuicBes de corrente limitadas a aplicagdo da técnica desenvolvida, com o0 nimero
de pontos apropriado, conduz a uma distribuicdo exacta, a menos do erro introduzido pelo
computador.

Vejamos a sintese de Tschebyscheff com um ndmero impar de elementos, N=2M+1. Para
que os elementos aparecam nas posicdes z=0, +d, +2d, ..., +Md deve-se ter o=0. Como
exemplo pratico consideremos o apresentado na seccdo 2.4.4.1. Pelas condi¢des do problema
tem-se x,=1,1374, d=0,5611 e, como se pretende o feixe desviado de 60°, utilizando (2.48)
obtém-se um atraso da funcao de fS,q=pcos(n/3). A figura 3.19a) mostra 0 mddulo do factor de
agrupamento, dentro da janela visivel, e a distribuicdo de corrente aparece na figura 3.19b). O
valor utilizado para P foi 0 de uma poténcia de dois mais proxima de N. Esta escolha faz-se
caso seja pretendido como facilidade da maior parte das rotinas da FFT. Contudo, podemos
utilizar qualquer nimero de pontos, desde que igual ou superior ao nimero de elementos, que
0s resultados serdo os mesmos a menos dos zeros extras. Isto s significa que se aumentou a
frequéncia de amostragem, o que em nada altera o valor das correntes. O valor de 7 é
qualquer. O algoritmo é apresentado no apéndice C5.

b)
z
4d 1.4002473257
5 -3d 2.5426134849
4 -2d 3.9854129138
-4 5.1130806654
=3 0 5.5400678215
> d 5.1130806654
a) 2 2d 3.9854129138
3d  2.5426134849
F(8,)] 4540 1 ad 14002473257
30 0 |
Sh o -4h B 24 -4 0 A 2n 3n 4n 5\
i [\
10 -4d  0.7665486074
N RS S S I \ -3d -0.9958848711
0 l’\ /\ ﬁ /\ /\ / \ 2 -2d -2.7583183498
10 _ l -d 17624334786
5 1 L]0 e
-20 S0 | d  -1.7624334786)
=4 I 2d  2.7583183498
-30 3d  0.9958848711
. 5 o 4 c 2 4d  -0.7665486074
-40 A2 N [
A A A é)z A A odoa

SA -4h 3L -2h A 0 A 20 3h 4L 5h

Fig. 3.19 - Sintese de Tschebyscheff para 9 elementos obtidos pela técnica da FFT, com P=16 pontos: a) factor
de agrupamento; b) mddulo e fase da distribui¢do de corrente.

Para elucidar o processo de amostragem da distribuicdo de corrente, representado na figura
2.1, a figura 3.20 mostra a distribuicdo de corrente obtida pela transformada de Fourier de um
periodo do factor de agrupamento de Tschebyscheff, e zero fora do mesmo, e 0s pontos onde
foi amostrado para dar a distribuicdo da figura 3.19. Como era de esperar, j& que a
distribuicdo de corrente é limitada, as amostras para aléem do nimero de elementos caem em
cima dos zeros da distribuicdo continua.

Para um agrupamento com um numero par de elementos, estes aparecerdo em posi¢oes
z=%d/2, +3d/2, ..., £(2M-1)d/2, o que é realizado com o=1/2. Como exemplo, consideremos 0
anterior mas utilizando N=10 e d=0,572. O algoritmo € 0 mesmo, mas com 0s novos valores
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de N, d e o. A figura 3.21a) apresenta 0 modulo do factor de agrupamento dentro da janela
visivel e a figura 3.21b) a distribuicdo de corrente.

lc(2)l

arg[c(2)]

[o)]

N

N

N

-50 -4\ -3L -2\ -\ A 2\ 3A 4N 5\

4

2 e L}@ \ 4

\‘\ N—
* )
(N T \\

2 o \\ *
4

-5h -4\ -3 -2\ -A A 2\ 3N 4) 51

Fig. 3.20 - Transformada de um periodo do factor de agrupamento (a trago continuo) e os pontos da distribuicéo
de corrente do exemplo em causa (asterisco).

|E(ﬂz)|dB 40

30t
20t

10
0

-10§
20}
-30-

A

\

-40

> |

> |

arg[c(2)]

b)

-9d/2
-7d/2
-5d/2
-3d/2
-d/2
dr2
3d/2
5d/2
7d/2
9d/2

1.2588122470
2.1015910791
3.2711287590
4.2918757187
4.8879804967
4.8879804967
4.2918757187
3.2711287590
2.1015910791
1.2588122470

0 i
-5 - 2L A 0 A 20 3

40

5k

-9d/2
-7d/2

-5d/2
2 ‘ -3d/2

-dr2
dr2
l 3d/2

o

5d/2
7d/2

-2 9d/2

-1.7907078125

-0.8984954989

-2.6954864967

-0.0062831853
-1.8032741831

1.8032741831
0.0062831853

2.6954864967
0.8984954989

1.7907078125

i

Sh 0 -4h -3h 2L A 0 A

z

2L 3n

an

5h

Fig. 3.21 - Sintese de Tschebyscheff para 10 elementos obtidos pela técnica da FFT, com P=16 pontos: a)
maédulo do factor de agrupamento; b) médulo e fase da distribuicdo de corrente.
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Para os dois exemplos anteriores foi empregue a mudanca de varidvel (2.36).
Consideremos um outro em que utiliza a expressdo (2.52), referente a um agrupamento
superdirectivo apresentado por Collin [15]: agrupamento com 7 elementos, com d=4/24 e
cujos lébulos secundérios estdo 20 dB abaixo do principal. Os parametros de interesse sao
determinados por (1.52) e (1.53). A figura 3.22 mostra os resultados, que comprovam 0s
obtidos por Collin. O algoritmo é apresentado no apéndice C6.

a) b)
EBNe
MO~ , — ' uil
120 i z ¢(2)
-3d  2.0721232e+005
100 F i -2d  -1.2175861e+006
80 | | | -d  3.0063832e+006
0 -3.9920088e+006
60 ‘ i I 7 d 3.0063832e+006
ol N st e
. \ i —
0 b ' L L 1
-20
-405 g—6-—4"2 5 4+ ¢ 560 75
e——— —_——————— 8 - — - —
L T N A A

Fig. 3.22 - Sintese de Tschebyscheff para 7 elementos espacados de um valor inferior a meio comprimento de
onda: a) mddulo do factor de agrupamento; b) distribuicéo de corrente.

Terminou-se de aplicar a técnica da FFT a alguns exemplos da sintese de Tschebyscheff.
Com a mesma facilidade se pode sintetizar qualquer outro tipo de polinébmio trigonométrico,
como € o caso dos polindmios de Gegenbauer referidos na seccdo 2.4.4.3.

Pretende-se comparar a distribuicdo de corrente obtida pela sintese de Tschebyscheff com
a de Gegenbauer, de um agrupamento de 11 elementos com SLL=25 dB e d=0,64. Utilizando
a substituicdo (2.36), pela férmula (1.45) tem-se para a sintese de Tschebyscheff que
X,=1,0644. Para a sintese de Gegenbauer utiliza-se a expressdo (2.58). Com a mesma mudanca
de variavel que para Tschebyscheff, escolhe-se o valor de X, correspondente a um nivel
maximo dos I6bulos secundéarios igual ao de Tschebyscheff. Fazendo t=1/2 (polindmio de
Legendre) obteve-se x,=1,056 e para t=1 tem-se x,=1,045. A figura 3.23 mostra os resultados
e o0 algoritmo é apresentado no apéndice C7.

Pela figura 3.23a) comprova-se que o agrupamento de Tschebyscheff é o que produz um
factor de agrupamento com a largura do feixe principal mais estreita. A figura 3.23b) mostra
as respectivas distribuicdes de corrente.
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a) b)
[E(82)] /
. / \ | c(2)

-10

0.14F T I ; I
-15 ¥ g
0.12

-20 0.1

0.08

-25

0.06)
0.04 1 1
0.02

0 ! L | !

Fig. 3.23 - Sintese de agrupamentos utilizando os polindbmios de Gegenbauer para 11 elementos espacados de
d=0,6\: a) a cheio é o factor de agrupamento de Tschebyscheff (ou Gegenbauer com t=0), a ponteado o de
Gegenbauer com t=1/2 (ou Legendre) e a tracejado o de Gegenbauer com t=1 ; b) distribuicGes de corrente de

Tschebyscheff (0), de Gegenbauer para t=1/2 (x) e para t=1 (o).

3ok

Na sintese de Zolotarev a parte mais complicada diz respeito a implementacdo da funcéo
polinomial. A aplicacdo da técnica da FFT é andloga aos exemplos anteriores. Como
exemplo, consideremos o apresentado em [16], para um agrupamento com 2M=20 elementos,
d=0,51 e SLL=30dB. O valor de k é obtido através da equacédo (1.69). Para gerar o polinémio
de Zolotarev sdo necessérias as funcbes K(k), sn(v,k), cn(v,k), dn(v\k), z(v,k) e F(vk). O
MATLAB ja dispbe das rotinas para determinar as quatro primeiras funcdes: K=ellipke(m) e
[sn,cn,dn]=ellipj(u,m). As duas Gltimas v&o ter que ser implementadas. Tendo em conta [13],
estas fungdes sao definidas por,

K(m) = J'Ol[(l—tz)(l— bztz)]%dt = Ll(l— msenze)%de

u=" [a-t>)a- bztz)]’%dt - jo‘” (L—mseng) 2d6 = F(4,m)
sn(u) = sen(y) (3.34)
cn(u) = cos(¢)

dn(u) = (1—- msen2¢)%

Como 0 MATLAB lida com o parametro m em vez de k deve-se fazer m=k?. Para calcular
z(vk) e F(v,k) implementou-se as rotinas jacobizeta(g,m) e elliticf(4,m), respectivamente,
utilizando o método da média aritmética-geometrica apresentado em [13]. Estas duas rotinas
sdo apresentadas nos apéndice D e E, respectivamente. A figura 3.24b) mostra a distribuicdo
de corrente obtida pela técnica da FFT e o factor de agrupamento respectivo aparece na figura
3.24a). O algoritmo encontra-se no apéndice C8.
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40
E(B)]

30

20

10

-10]

'
N

>
>

b)
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z
dr2
3d/2
5d/2
7d/2

| 9d/2
11d/2 3.0619630
13d/2 2.9045997
15d/2 2.3983114
17d/2  1.5821905
19d/2  0.5527391

0.9961092
1.2908696
1.8978577
2.4692289
2.8923549
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J
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-2\

2n  3h  4r
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3d/2 /2
5d/2 /2
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9d/i2 n/2
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arg[c(2)]

)
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i

13d/2 /2
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z

A

2L 3h 4n

5\

Fig. 3.24 - Sintese de Zolotarev para 20 elementos: a) médulo do factor de agrupamento; b) médulo e fase da
distribuicéo de corrente.

Para finalizar, vejamos a aplicacdo da técnica da FFT a sintese de Villeneuve. Até agora
ndo houve a necessidade de amostrar o factor de agrupamento de uma forma descentrada da
origem, isto é, sempre se considerou 7=0. Para o calculo computacional da sintese de
Villeneuve ja se deve fazer ##0 para evitar as descontinuidades, como foi referido na sec¢édo
2.4.8. Como exemplo de aplicacéo consideremos o indicado por Villeneuve, caracterizado por
um agrupamento com 41 elementos, n=6, SLL=25 e d=0,51. A figura 3.25a) mostra o factor
de agrupamento normalizado e a figura 3.25b) a distribuicdo de corrente. O resultado obtido
pela técnica da FFT coincide com o da formula desenvolvida por Villeneuve. O valor de 7 é
qualquer um desde que diferente de zero. O algoritmo é apresentado no apéndice C9.

IF(B)| 601

a)

5

|

-10
-15

arg[c(2)]

-2

b)

OL-8A -6A -4A -2)

N O

4

s

6

A

8

A 100

-10A-8A -6A -4A -21 0 2L 4L 6. 8L 10A
z

2d
3d
4d
5d

7d

8d

9d
10d
11d
12d
13d
14d
15d
16d
17d
18d
19d
20d

correntes

2.2859771
2.2808069
2.2640958
2.2331592
2.1859638
2.1230348
2.0477701
1.9647935
1.8772777
1.7849763
1.6844677
1.5718885
1.4468833
1.3155330
1.1902693
1.0862291
1.0154216
0.9814462
0.9775101
0.9890454
1.0000000

Fig. 3.25 - Sintese de Villeneuve para 41 elementos com d=0,5X, SLL=25, e n=6: a) modulo do factor de
agrupamento; b) modulo e fase da distribuigdo de corrente.
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3.4 - Analise de Agrupamentos atraves da FFT

Na seccdo 2.2.1 foram desenvolvidas as expressdes referentes a analise de agrupamentos.
Como para a sintese, a ndo ser que seja facil o calculo analitico da transformada de Fourier
inversa, no caso geral é necessario recorrer & FFT para se obter o factor de agrupamento.

Para distribuicGes continuas a utilizacdo da FFT obriga a truncar o factor de agrupamento
num dado valor. Isto implica utilizar a abordagem introduzida na seccdo 3.2. Embora esta
tenha sido aplicada para a transformada directa, devido a dualidade da transformada, também
pode-se aplicar a transformada inversa. Pela expressao (1.20), no célculo dos limites deve-se
ter em consideracdo o factor 2.

Para distribuicBes discretas, com elementos equidistantes, ndo ha necessidade de
truncamento do factor de agrupamento, uma vez que este é periédico.

3.4.1 - Distribuicdes Continuas

Como para a sintese de agrupamentos, as propriedades da transformada discreta de Fourier
desempenhardo um papel importante para aplicacdo da FFT a analise de agrupamentos.

A figura 3.1 apresentou o desenvolvimento para obtencdo da transformada discreta de
Fourier. A forma de o realizar consistiu em amostrar a funcdo continua, truncé-la e finalmente
convoluir com o trem de Diracs. Se for feita uma abordagem semelhante, mas partindo da
transformada inversa, tem-se a forma de calcular a transformada inversa de uma fungéo
continua utilizando a transformada discreta. Para isso, a amostragem e truncamento séo
realizados no dominio oposto ao da figura 3.1, chegando-se a expressdes analogas devido a
dualidade da transformada de Fourier.

Dada a funcdo U(z) a transformada inversa aproximada de u(f,) é obtida amostrando

U(z), com o periodo de amostragem T, truncada para P pontos e convoluida com um trem de
Diracs, de modo a amostrar também a inversa. Como resultado, obtém-se

i(s,) = F 0@

(3.35)

- %{ SU[T (n+o)p = }Li%ﬂz —5—{‘(}}

n=<P>

1 & i i N
= e SUT.(n+o)k P 6] B, PTCk

27[ k=—o0 n=<P>

em que o trem de Diracs, que amostra a distribuicdo de corrente, esta descentrado da origem
do eixo z do valor o, como foi apresentado anteriormente.
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Também como na transformada directa, ao amostrar U(z) a transformada inversa aparece
multiplicada por (1/T;). Assim, para aproximacdo a funcdo continua deve-se multiplicar a
transformada discreta pelo valor do periodo de amostragem,

P par
(3.36)

2 Tc jor2Zk iZ%kn
u( ”kage' PP UT(n+o)k' P

PT, n=<p> - <k <—= Pimpar

Comparando este resultado com o da FFT inversa, apresentado em (3.23), vé-se que o factor
de agrupamento, tendo em conta o factor 2t que relaciona o factor de agrupamento com a
transformada inversa, é obtido por

. 27
F[ Fff kj = PT, /7Pt IFFT{C[T,(n+0)]} (3.37)

em que IFFT significa FFT inversa. Esta expressao é a aproximacdo da equacdo (2.1), sendo
utilizada quando se pretende realizar o calculo computacional.

O fluxograma para o célculo da transformada inversa é apresentado na figura 3.26 e o
algoritmo no apéndice B, funcdo ifftcont(.). A expressao (3.37) € determinada multiplicando

essa funcéo por 2.

SWN
v \4
By._ . 2n . (P-2)m By— (P-Du. 2n  (P-D)r
Tc PTc™ PTc -~ PTc "PTc’ PTc
7= FPTC, ore:me: P=ATC 7o 7= P=OTC qeore. P=UTE L g
2 2 2 2
Uz =c(z)
UBz = PZ—;C eI ifft (Uz)

A 4

| Bz, uBzI

P - NUmero de pontos da IFFT.

€z - Funcdo a aplicar a IFFT.

uBz - Transformada inversa da funcéo.

Tc - Periodo de amostragem de Uz.

o - Fraccdo do periodo Tc de deslocamento da posicdo das amostras relativamente a origem.

Fig. 3.26 - Algoritmo para aplicacéo da FFT inversa na analise de agrupamentos continuos.
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Como exemplo, seja a seguinte distribuicdo de corrente:

(% Z+ ZJe_jlo(Z_ZOJ -L<z<0
c(z) =

(o (3:38)
—j10 z-=
(—%z+2)eJ [ 20) 0<z<L
O factor de agrupamento referente a esta distribuicéo é
8195|100
E(B,)=]L +2]jL - (3.39)

(. -05] 0

A figura 3.27 mostra os graficos dos factores de agrupamento e da distribuicdo de corrente
desejada. O factor de agrupamento aproximado, indicado a cheio na figura 3.27a), foi
calculado pela técnica da FFT inversa, com 1024 pontos, com o periodo de amostragem da
distribuicdo de T.=0,1 e com o=1/2. O factor de agrupamento obtido pela formula directa
aparece a ponteado. O erro maximo relativo cometido na aproximacdo foi de 0,018. O
algoritmo, para este exemplo, encontra-se no apéndice C10.

a) b)

|E(ﬂz)|d81° |C(Z)|

0 JVER 0

:22 f[\ / /\ Nivh 2\ o |/ )

::2»30 -20 -10 0 10 20 30 -L L )Z
arg[F (5,)] & arg[c(2)]

LLEVELEL R T

uwuyuygy gy

-30 -20 20 g0 10 20 30

Fig. 3.27 - Anélise de um agrupamento continuo: a) o factor de agrupamento a traco continuo é obtido pela
técnica da FFT inversa e a ponteado pela formula directa; b) distribuigdo de corrente desejada.

3.4.2 - Distribuicdes Discretas

A aplicacdo da FFT a distribuicdes discretas torna-se mais simples devido a sua natureza.
De facto, para agrupamentos equidistantes é facil obter o factor de agrupamento, uma vez que
ndo ha necessidade de amostrar uma fungdo continua.
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No capitulo anterior o factor de agrupamento desta distribui¢do é calculado pela expresséo
(2.6). Para se determinar P pontos do factor de agrupamento utiliza-se a expressao

P P-2
2 2w -—<k< P par
E(Z—”kj= Seln+oyp PP L2 2 (3.40)
Pd e ~ T2 <k<== Pimpar
2 2
Comparando este resultado com a FFT inversa, dado por (3.23), retira-se que
2z i %2k

F ﬁk =Pe P IFFT{c[(n+o)d]} (3.41)

A FFT inversa fornece o factor de agrupamento no intervalo -r/d<g<m/d. No entanto,

ndo é esse intervalo que nos interessa, mas o da janela visivel. A ndo ser quando d=A4/2, no
caso geral ele ndo coincide com a janela visivel. Para valores de d inferiores a meio
comprimento de onda, esse intervalo contém o da janela visivel, sendo facil extrair a
informacdo referente ao factor de agrupamento. Contudo, para d>4/2 os limites da janela
visivel estdo fora do mesmo.

Uma forma de se aumentar o intervalo da FFT inversa é intercalando zeros entre os
elementos, no que se traduz no aumento da frequéncia de amostragem. O namero de zeros
entre dois elementos indica 0 aumento do nimero de periodos que aparece na funcao do factor
de agrupamento. Este processo é relativamente simples, tendo o incomodo de se ter que
introduzir amostras nulas entre elementos nos vectores de dados de entrada.

Outra forma de o realizar, e que sera empregue no processo de calculo, é considerando a
figura 2.1. Como se pode ver pelo terceiro par apresentado na figura, a fungé@o no intervalo
-n/d+2ni/d<f<n/d+2ri/d, =0, £1, +2, £3, ..., pode ser obtida pela porgdo no intervalo
-n/d<p<n/d multiplicada por e”™°. Na realidade, pela expressdo (2.6), qualquer valor da
funcdo F(5,) em S=p,+2rild, com -n/d<f,<r/d, é dado por

E(ﬂzo+2(j—”ij = Yc[(n+o)d]el: e i=..,-2,-1,0,1,2,..
n=— Po=Pro+ 2
- e ool

n=—ow

ig[(” +0)d]efulnro)dgi2mi

N=-—o0

A figura 3.28 mostra o fluxograma para calculo da transformada inversa, utilizado para
obtencéo do factor de agrupamento de agrupamentos discretos equidistantes, tendo em conta o
valor da distancia entre elementos de modo a incluir toda a janela visivel. A juncdo de
periodos em cada lado da funcdo de base permite aumentar o intervalo de visualizacdo do
factor de agrupamento e, desta forma, incluir a janela visivel. Neste caso, o algoritmo é mais
complicado que o anterior, mas tem a vantagem de ndo necessitar-se de incluir zeros entre
elementos.
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P, d, 5, flag

Y
BZZ_E-Z_“-P__Z)“ _ (P-1)m 2n (P-D)m
d Pd" Pd - Pd "Pd° Pd
Z=—P—d+0'd:diw+od Z=—(P_1)d+O'dZdZ(P_1)d+Gd
2 2 2 2
Uz =c(2)
> _ P o, <
uBz = o e ifft (Uz)
Mo V2N T o 2T T PPN 2 21 Iop gy T
F“ d T pdd e T TRy ~ d T TP Pdd Pd
UBZU=UBzZ
uBz = uBz0+ Z(uBzOe"z””' + uBzOe’Z’”")
i=1

»
»
A

y

P - NUmero de pontos da FFT inversa. I Bz, uBz I

d - Distancia entre elementos.

cz - Funcdo a aplicar a FFT inversa.

uBz - Transformada inversa da funcéo.

o - Fracgdo da distdncia d de deslocamento da posicdo dos elementos relativamente a origem.
flag -pardmetro que se igual a ‘S’ junta periodos a func¢do uBz de base.

I - NUmero de periodos a juntar em cada lado da funcéo de base.

Fig. 3.28 - Algoritmo para aplicagcdo da FFT inversa na andlise de agrupamentos discretos, com juncéo de
periodos para permitir aumentar a zona visualizavel do factor de agrupamento.
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O algoritmo MATLAB é apresentado no apéndice B, funcéo ifftdisc(.). Como pode haver
situacbes em que ndo se pretende expandir o intervalo de visualizacdo, essa opcdo é
controlada pela constante flag.

Como exemplo consideremos o indicado em [17], para um agrupamento com 19 elementos
e supondo d=0,61. Como os elementos estdo centrados na origem deve-se fazer o=0 em
(3.42). Utilizando a técnica da FFT inversa, com P=1024 pontos e seguindo o algoritmo da
figura 3.28, obtém-se o resultado da figura 3.29a) para o factor de agrupamento na variavel f3,
expandido de modo a incluir a janela visivel. Na figura 3.29b) aparece o factor de
agrupamento na variavel 6. O algoritmo é apresentado no apéndice C11.

E(5,), 0 ) 2
—\z/ldB {\ (\
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220 b e L ‘ s L0 87556027 [7.0271e5
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-40 R rm -4d 6.23248-21j5.900194
H t5d  5.2538e2+ j7.2686e4
-50 g t6d  3.7824e2+ j1.1156e3
I " 1 | t7d 2.8887e2F j4.9986e4
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T s 95 1 15 0.08 b4
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©
- | ” -0.05
2L LAl )
-70 -0.1
-6\ -4) -2\ 0 2A an 6

0 20° 40° 60° 80° 100° 120° 140° 160° 180°
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N

Fig. 3.29 - Factor de agrupamento de um agrupamento com 19 elementos e d=0,6\: a) factor de agrupamento na
variavel f3,; b) factor de agrupamento na varidvel &, c) distribuicdo de corrente que Ihe deu origem.

Analisemos um exemplo de agrupamento com um namero par de elementos, onde o centro
do referencial é o centro do agrupamento. Neste caso o deve ter o valor de 1/2 para que 0s
elementos aparecem nas posi¢des desejadas. Para o efeito, consideremos o de [18] com N=16,
d=0,5A e as correntes sdo as da figura 3.30c). O algoritmo é o do apéndice C11, mas com 0s
novos dados de entrada.
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Fig. 3.30 - Factor de agrupamento de um agrupamento com 16 elementos e d=0,5A: a) factor de agrupamento na
varidvel g, b) factor de agrupamento na variavel &, c) distribuicéo de corrente que lhe deu origem.

Até aqui tem-se lidado apenas com agrupamentos cuja distancia entre elementos é a
mesma. Contudo, para completar a analise de agrupamentos convém apresentar uma forma de
calculo dos agrupamentos ndo equidistantes, embora ndo se explore esta abordagem, ja que
este assunto esta fora do ambito deste trabalho, como foi referido anteriormente.

Uma forma de se aplicar a técnica da FFT inversa a agrupamentos ndo equidistantes
consiste em fazer uma amostragem da distribuicdo de corrente como se tratasse de uma
distribuicdo continua. Obviamente que a funcdo resultante s6 contera valores diferentes de
zero nas amostras referentes a posi¢cdo dos elementos no agrupamento. Como a FFT inversa
trabalha com pontos equidistantes vai surgir um erro que pode ser controlado pelo periodo de
amostragem. A diferenca relativamente & distribui¢cdo continua é que enquanto nessa o erro
cometido deve-se a utilizacdo de apenas alguns pontos da funcdo, nos agrupamentos nao
equidistantes o erro cometido deve-se a alteracdo da posi¢do do elemento para a amostra mais
proxima.

O algoritmo utilizado é o da distribuicdo continua, mas sem multiplicar (3.37) por T.. O
valor de o é nulo devido a forma de construgéo do vector da distribuigdo de corrente.
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O exemplo utilizado é o referido em [19] para 15 elementos, com distancias entre eles e
com amplitudes os valores da figura 3.31b) e sendo o agrupamento simétrico relativamente a
origem da distribuicdo de corrente. O factor de agrupamento que aparece na figura 3.31a) foi
obtido pela técnica da FFT inversa, com P=65536 pontos e T.=0,001. O algoritmo ¢é
apresentado no apéndice C12. O factor de agrupamento aproximado e o obtido por soma
directa sdo praticamente iguais dentro da janela visivel. O maximo do médulo do erro relativo
dentro da mesma é de 2,46x10™. Obviamente que para T.=0,0001 ter-se-ia valores exactos do
factor de agrupamento, uma vez que ndo haveria aproximacao da posicdo do elemento com
quatro algarismos decimais.

a) b)
[E©)],5 0
dB_5 /\
/ \ z Correntg
: I | o 1
1 o o821 1
P ! @: 18021 1
3 AN IV Cofl |4 s
g R P RRE: =¥
4 \/ \I \j U \( \’ . : | 34431 0,515
0 20° 40° 60° 80° 100° 120° 140° 160° 180° (R R
Z
0

Fig. 3.31 - Factor de agrupamento de um agrupamento ndo equidistante com 15 elementos: a) factor de
agrupamento na variavel &; b) distribui¢do de corrente que Ihe deu origem.

3.5 - Sumario

Neste capitulo foram desenvolvidas as técnicas baseadas na FFT, para servir de ferramenta
computacional base para o céalculo numérico no método da Relacdo de Fourier. Visto que,
nesta situacdo, podem surgir erros devido ao efeito de aliasing, a técnica dos limites do
espectro permitiu determinar o nimero de pontos a utilizar de modo a controlar o erro
maximo cometido.

Foram desenvolvidos os principais algoritmos de calculo empregues quer na analise quer
na sintese de agrupamentos continuos ou discretos. Os exemplos apresentados tém como
objectivo ndo s6 demonstrar a aplicabilidade do método, mas também servir de base a outros
exemplos, ja que a estrutura do algoritmo é mesma.

Por conseguinte, dispbe-se de uma ferramenta computacional capaz de resolver qualquer
problema de calculo que envolva a passagem da distribuicdo de fontes para o respectivo factor
de agrupamento ou vice-versa. Ganha-se uma nova perspectiva de abordagem que, como se
constatou, s6 foi pontualmente aproveitada por alguns autores.

O método da Relacdo de Fourier fica completo com a teoria desenvolvida, neste capitulo,
na FFT. Posteriormente ver-se-4 as possibilidades de aplicagdo deste método em novos
procedimentos da sintese de agrupamentos.
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Novos Procedimentos na Sintese de
Agrupamentos

4.1 - Introducao

Tendo sido exposta a teoria deste trabalho, baseada na Relagdo de Fourier conforme o
desenvolvido nos segundo e terceiro capitulos, para anlise e sintese de agrupamentos, neste
capitulo pretende-se tirar vantagem do método apresentado para sintetizar agrupamentos com
algumas caracteristicas desejadas.

Na seccdo 2.4.9 apresentou-se uma técnica, baseada na técnica das janelas aplicada no
projecto de filtros digitais. Uma vez que ja dispomos das facilidades da FFT, seguidamente
vai-se aplicar efectivamente essa técnica a alguns exemplos de sintese.

Outra técnica que vai aproveitar as vantagens da transformada de Fourier é a da
multiplicacdo de fungdes sendo, neste caso, referente ao factor de agrupamento. Baseia-se na
utilizacdo de fungdes com determinadas caracteristicas que possam servir de base a
elaboracdo do factor de agrupamento aproximado. Além de produzir, nalguns casos,
resultados semelhantes aos conseguidos por alguns dos métodos tradicionais, de uma forma
mais simples, d& uma perspectiva de abordagem diferente do problema da sintese.

Desenvolver-se-do, também, duas técnicas de aproximacdo de funcbes aplicadas a
agrupamentos discretos. A primeira serd definida por interpolacdo polinomial, sendo o
objectivo da mesma que o factor de agrupamento passe por um certo conjunto de pontos que,
ao contrario dos utilizados na interpolacdo referente ao teorema da amostragem, podem estar
localizados em qualquer posicéo dentro de um periodo do factor de agrupamento. A segunda
técnica a desenvolver consiste num misto entre a interpolacdo polinomial e a aproximacéo dos
pontos desejados segundo os minimos quadrados. Ver-se-a algumas aplicacfes para estas
técnicas, dentro das quais surgem a obtencdo de diagramas de radiacdo com equiripple, em
determinadas zonas do mesmo, e a geracao de nulos em determinadas direccdes.

A técnica de interpolagdo sera estendida aos agrupamentos continuos, por forma a obter
factores de agrupamento com caracteristicas semelhantes as dos agrupamentos discretos.

4.2 - Limitacao Espacial da Distribuicao de Fontes

Um agrupamento é sempre fisicamente limitado. Quando se sintetiza um determinado
agrupamento, aplicando directamente a Relacdo de Fourier, pode ocorrer a possibilidade de
surgirem coeficientes da funcdo da distribuicdo de corrente fora do comprimento fisico
definido para esse agrupamento. Uma forma de resolver o problema consiste em utilizar a
técnica desenvolvida em 2.4.9.
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Um caso particular de interesse é a existéncia de descontinuidades no factor de
agrupamento desejado, 0 que produz o aparecimento do designado fendmeno Gibbs [1]
quando a distribuicdo de corrente é truncada.

A ideia béasica da técnica que vai ser desenvolvida consiste em calcular a distribuicdo de
corrente referente ao factor de agrupamento desejado e, no caso desta distribuicdo ter
dimensdo superior & pretendida, trunca-la com uma dada janela. O processo de sintese da
figura 2.4 ndo é mais do que a aplicacdo desta técnica, empregando como janela de pesagem a
rectangular. Utilizando uma outra janela pode-se obter outros factores de agrupamento com
algumas caracteristicas desejadas. Na seccdo 2.4.9 foram apresentadas algumas janelas de
interesse.

Sendo c(z) a distribuicdo de corrente que produz um determinado factor de agrupamento
desejado, definindo por W(z) a janela que a multiplica, a distribuicdo de corrente aproximada
é dada por

¢, (2) = c(2W (2) @)

Por sua vez, o factor de agrupamento aproximado é dado pela convolucdo do desejado com
a transformada de Fourier inversa da janela, w(/,),

F.(B,)=E(,)®W(S,) (4.2)

De seguida serdo analisados alguns exemplos de aplicagdo desta técnica.

4.2.1 - Distribuicdo Continua

Pretendendo sintetizar um agrupamento continuo, a distribuicdo de corrente é obtida pela
expressao (2.10). Como nem sempre se dispde de expressdes analiticas, os calculos podem ser
realizados por meio da FFT, como foi exposto no capitulo anterior.

Como primeiro exemplo consideremos o seguinte factor de agrupamento:

1 Z<p<Z
EF@0) = 39 2 (4.3)
0 outros

Na variavel S, tem-se que

B
F(p)=11 0=/ =5 (4.4
0 outros
A distribuicdo de corrente, determinada por (2.10), fica
c(z) = B send £ e_j% (4.5)
- A 4

A seguir aplica-se uma janela, como foi referido anteriormente. Considerando as apresentadas
em 2.4.9.1, enquanto que a janela de Taylor de 1 parametro tem uma expresséo analitica em z,
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0 mesmo ndo acontece com a de Taylor. Desta forma, é necessario obté-la por transformada
directa, utilizando o método da Relacdo de Fourier. Comecando pela janela de Taylor,

supondo que SLL=30 dB e n=16, pela equacio (1.79) obtém-se o pardmetro A. Para poder
comparar, escolhe-se para a janela de Taylor de 1 pardmetro, definida em (2.75), A=3,27, de
modo que o nivel m&ximo dos lébulos secundarios do factor de agrupamento aproximado
coincidisse com o determinado com a janela de Taylor. A figura 4.1 mostra o grafico das
varias janelas em que se considerou o comprimento desejado para o agrupamento de L=10A.
Para os célculos, a técnica da FFT foi aplicada com P=16384 pontos. Se a janela de Taylor for
obtida pelo método da Relacdo de Fourier, com recurso a FFT, apenas no comprimento
definido pela mesma, no processo de acrescentar zeros de cada lado da funcdo para
multiplicacdo com a distribuicdo de corrente deve-se ter o cuidado de que a mesma seja par,
uma vez que o factor de agrupamento € uma funcéo real.

1.2
1t e s Rectangular
0.8}
Taylor 1
061 parametro
A Taylor
0.2
0
0.2 - . . , ,
“150 -101 50 0 52, 101 151

z

Fig. 4.1 - Janelas para um agrupamento continuo de comprimento L=10A\.

A figura 4.2 mostra 0 modulo e a fase das distribuicGes de corrente apds a aplicagdo de
cada uma das janelas a equacdo 4.5. A tracejado grosso esta a distribuicdo ideal, a tracejado
fino a distribuicdo resultante da aplicacdo da janela rectangular, a ponteado a referente a
janela de Taylor de 1 parametro e a de traco continuo a janela de Taylor.

A figura 4.3 mostra o factor de agrupamento desejado, que é o pedestal, e os factores de
agrupamento aproximados referentes a cada uma das distribuicdes da figura 4.2. De notar o
elevado nivel dos Iébulos secundérios obtido pela janela rectangular. Esta € a situacdo que
ocorre no metodo de sintese de Fourier tradicional e ja bastante conhecida. Com as duas
janelas de Taylor o nivel maximo dos lébulos secundarios pode ser diminuido até um dado
valor pretendido, com o respectivo agravamento da largura da zona de transicao entre o topo
do pedestal e a parte referente aos I6bulos secundarios. Para um dado comprimento do
agrupamento, o nivel maximo dos lobulos secundéarios é controlado com o parametro A das
janelas de Taylor, embora de uma forma ndo directamente definida.
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Fig. 4.2 - Médulo e fase das distribui¢des de corrente apds aplicar as janelas rectangular (tracejado), de Taylor de
1 pardmetro (ponteado) e de Taylor (traco continuo) a uma distribui¢do de corrente dada pelo pedestal no factor
de agrupamento. A distribuicdo de corrente ideal aparece a tracejado grosso.
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Fig. 4.3 - Factores de agrupamento obtidos por pesagem da distribuicdo de corrente ideal com as seguintes
janelas: a tracejado com a janela rectangular; a trago continuo com a janela de Taylor e a ponteado com a janela
de Taylor de 1 pardmetro. O factor de agrupamento desejado aparece a tracejado grosso.
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A escolha da janela depende, obviamente, do critério de erro que se esta a utilizar.
Comparando os resultados das duas janelas de Taylor do exemplo anterior, ambas tém
praticamente a mesma largura da zona de transicdo. No entanto, como a transformada inversa
da janela de Taylor de 1 pardmetro tem a forma apresentada na figura 2.11, com o nivel dos
I6bulos secundarios a diminuir para zero, e como o factor de agrupamento aproximado é dado
pela convolucao do desejado com a transformada inversa da janela, os l6bulos secundarios do
factor de agrupamento resultante tenderdo a decair para zero. Por outro lado, como a janela de
Taylor da origem a um diagrama com lobulos secundarios mais ou menos constantes junto do
feixe principal, o factor de agrupamento obtido pela pesagem desta janela tendera a nivelar os
respectivos I6bulos nessa zona do diagrama

Analisemos outro exemplo de sintese, para continuar a ver o efeito produzido pela
pesagem com janelas. Para tal vai-se utilizar como factor de agrupamento o tipo co-secante,
empregue em radares de avido [2], ou seja, o diagrama de amplitude é proporcional a cosec(6)
e o de poténcia proporcional a cosec?(6).

o7
! 2 o< 180
cosec(@ — )
957 27
F(0) = <<= 4.6
7 oS 100507 “
180 2
0 outros
Na variavel £, obtém-se
957
— < <
1 ﬁcos(woj_ﬂz_o
F(B,) = -1 D<= peos 3% @)
& cosec(%ﬁ — ”) 2 180
p 180 2
0 outros

Para este exemplo, devido a dificuldade de se obter a expressdo analitica da distribuicéo de
corrente, a técnica da FFT desenvolvida neste trabalho simplifica extraordinariamente o
processo de célculo. O resto da abordagem é semelhante a do exemplo anterior. Para a janela

de Taylor, supondo que SLL=30 dB e n=16, pela equacio (1.79) obtém-se o parametro A.
Para a janela de Taylor de 1 parametro A=3,56, de modo que o nivel maximo dos l6bulos
secundarios do factor de agrupamento aproximado coincidisse com o obtido com a janela de
Taylor. O comprimento do agrupamento é L=10A.

A figura 4.4 apresenta as distribuicdes de corrente resultantes da pesagem de cada uma das
janelas em causa. A figura 4.5 mostra o factor de agrupamento desejado e os factores de
agrupamento de cada uma das distribuicdes da figura 4.4. Notar o efeito produzido por cada
uma das janelas.

Por modificacdo dos parametros mais uma vez pode-se alterar o nivel dos lébulos
secundarios. Os principais parametros de controlo sdo o comprimento da distribuicdo de
corrente e os parametros A das janelas de Taylor. Enquanto que o parametro A permite baixar
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o0 nivel dos I6bulos secundarios, o comprimento da janela permite controlar a aproximagao ao
factor de agrupamento inicial. O aumento do comprimento L traduz-se na diminuicdo da zona
de transicdo e do nivel dos I6bulos secundarios.
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Fig. 4.4 - Médulo e fase das distribuicdes de corrente apds aplicar as janelas rectangular (tracejado), de Taylor de
1 pardmetro (ponteado) e de Taylor (traco continuo) a uma distribuicdo de corrente dada pela cosec(6) no factor
de agrupamento. A distribuicdo de corrente ideal aparece a tracejado grosso.
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Fig. 4.5 - Factores de agrupamento obtidos por pesagem da distribuicdo de corrente ideal com as seguintes
janelas: a tracejado com a janela rectangular; a tragco continuo com a janela de Taylor e a ponteado com a janela
de Taylor de 1 pardmetro. O factor de agrupamento desejado aparece a tracejado grosso.

Uma desvantagem da técnica da limitacdo espacial da distribuicdo de fontes é que, quando
se modifica os parametros de controlo das janelas para alterar o nivel maximo dos lobulos
secundarios, afecta-se todo o grafico do factor de agrupamento, ndo sendo possivel baixar
I6bulos apenas em determinadas zonas do diagrama. Assim, aumentando os niveis dos I6bulos
secundarios na zona de corte, também havera um aumento do ripple na zona de passagem.
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Segundo alguns autores, um dos métodos que € preferido para sintese de agrupamentos € o
de Woodward. Como foi visto na sec¢do 2.4.2, este ndo € mais do que uma aplicacdo
particular do teorema da amostragem, em que limita a distribuicdo de corrente por recurso a
um determinado conjunto de amostras do factor de agrupamento. Sera interessante comparar a
técnica desenvolvida com o método de Woodward, recomendando-se para isso a janela de
Taylor. Para o efeito, considere-se o exemplo anterior com L=15\. A figura 4.6a) mostra as
varias distribuicdes de corrente: ideal a tracejado grosso, calculada pelo método de Woodward
a tracejado fino e truncada pela janela de Taylor a traco continuo. A janela de Taylor foi

definida para SLL=25 dB e n=20. A figura 4.6b) compara o factor de agrupamento obtido
pelo método de Woodward com o da técnica apresentada. Repare-se na melhoria significativa,
em termos de nivel dos l6bulos secundarios, com a aplicagdo desta ultima.
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Fig. 4.6 - Factor de agrupamento tipo cosec(é) gerado por dois métodos: a) médulo e fase das distribuigcdes de
corrente ideal (tracejado grosso), segundo o método de Woodward (tracejado fino) e pesado pela janela de
Taylor (trago continuo); b) factores de agrupamento desejado (tracejado grosso) e obtidos pelo método de
Woodward (tracejado fino) e pela técnica da limitacdo de fontes com a janela de Taylor (trago continuo).
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4.2.2 - Distribuicdo Discreta

Para uma distribuicdo discreta a aplicacdo da técnica desenvolvida é anadloga a da
distribuicdo continua, devido a Relacdo de Fourier. Mais uma vez, através de alguns exemplos
tipicos serdo retiradas algumas caracteristicas inerentes a utilizagdo dessa técnica.

Seja o factor de agrupamento desejado dado pela equagéo (4.3), que na variavel S, fica

0 —%gﬁz<0
F(B)=11 0<p <L @8

) T

0o Pop<”

2 <Py

Como se vai trabalhar com distribui¢6es de corrente discretas, aplicando (2.12) tem-se que

- jg(nﬂf)d

c[(n+o)d]= %senc[g (n+o)d }e (4.9)

Seguidamente aplica-se a técnica da limitacdo espacial da distribuicdo de fontes. As janelas
utilizadas sdo as da seccdo 2.4.9.2. Aplicando as janelas rectangular, a de Kaiser e a de
Tschebyscheff a um agrupamento de 21 elementos espacados de d=0,454, as formas das
mesmas sao as apresentadas na figura 4.7. Para a de Tschebyscheff considerou-se que SLL=30
dB e para a de Kaiser que «=3,18, de modo que o nivel maximo dos l6bulos secundarios dos
factores de agrupamento aproximados referentes as duas janelas coincidissem. A figura 4.8
mostra 0 modulo e a fase das distribuicdes de corrente ap6s a aplicacdo de cada uma das
janelas e a figura 4.9 os respectivos factores de agrupamento.
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Fig. 4.7 - Janelas para um agrupamento discreto com N=21: com o simbolo (©) aparece a janela rectangular, com
(») a de Kaiser e com (3) a de Tschebyscheff.
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Como foi mencionado no capitulo do Estado da Arte, para distribuigcdes discretas a técnica
das janelas foi aplicada a sintese de agrupamentos, mas para diagramas de poténcia. Ja vimos
neste trabalho que o mesmo pode ser feito nos de tensdo, e mais logicamente, devido a
Relacdo de Fourier. Para tirar mais algumas conclusdes vejamos um exemplo, considerado no
trabalho apresentado por Milne [3], com

91z
< et
0 0<f< 180
sec| 6 — ”j
( 2 Nz 0< 957
9%z =« 180~ 180
sec 180 2
E@©) = T (4.10)
g-=L
cosec( 2) 95,7 e 7
%7 =« 180 9
cosec(180 - 2)
0 %” <O<x
para um agrupamento com 50 elementos e d=0,5. Na variavel 3 tem-se que
0 _B<p, < ,Bcos(%n)
-1 ﬂcos(7—nj <pB, < ﬂcos(%—n)
pe cosec(%” —”) ? 160
E(3) yij 180 2
E(B,) = (4.11)
L ﬂcos(%—nj <B, < p’cos(%j
B 2 9%5r 7 180 180
1-( P sec(_)
Y] 180 2
Oln
—_— <
0 ﬁcos(18o)<ﬂz_ﬂ

E de salientar novamente a dificuldade de obtencio da distribuicdo de corrente na forma
analitica, pelo que esta é determinada pela técnica da FFT desenvolvida neste trabalho e
indicada na figura 3.17. A figura 4.10 mostra a forma das janelas a aplicar, em que para a de
Tschebyscheff se considerou SLL=40 dB e para a de Kaiser «=5,08, por forma a produzir
factores de agrupamentos com niveis maximos dos I6bulos secundarios coincidentes.

A figura 4.11 mostra o0 mddulo e fase das distribuicbes de corrente ap6s a aplicacdo de
cada uma das janelas e a figura 4.12 os factores de agrupamento desejado e aproximados. A
forma do factor de agrupamento obtida pela janela de Tschebyscheff & semelhante a
apresentada por Milne, mas sem necessidade do recurso ao diagrama de poténcia, embora o
método de sintese de diagramas de poténcia permita obter mais do que uma distribuicdo de
corrente para 0 mesmo médulo.
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Fig. 4.10 - Janelas para um agrupamento discreto com N=50: com o simbolo (©) aparece a janela rectangular,
com () a de Kaiser e com (O) a de Tschebyscheff.
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Fig. 4.11 - Médulo e fase das distribuicdes de corrente apés aplicar as janelas rectangular (©), de Kaiser (=) e de
Tschebyscheff (30) a uma distribuicdo de corrente dada pela cosec(d) no factor de agrupamento. A distribuicéo

de corrente ideal aparece com o simbolo (.).
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Fig. 4.12 - Factores de agrupamento obtidos por pesagem da distribuicdo de corrente ideal com as seguintes
janelas: a tracejado com a janela rectangular; a traco continuo com a janela de Tschebyscheff e a ponteado com a
janela de Kaiser. O factor de agrupamento desejado aparece a tracejado grosso.

A janela de Tschebyscheff mostrou ser atraente para se obter I6bulos secundarios com
niveis aproximadamente iguais. Por este motivo, consegue-se ter uma zona de transi¢cdo mais
estreita do que com a janela de Kaiser.

Por outro lado, ao contrério da janela de Tschebyscheff, com a janela de Kaiser verificou-
-se que o nivel maximo dos l6bulos secundarios do factor de agrupamento resultante era
proximo do nivel maximo dos lobulos secundarios da prépria janela. Para os exemplos
anteriores, com «=3,18 por (2.82) tem-se que SLL=38,21 dB, valor préximo do nivel obtido
na figura 4.9, e com «=5,08 por (2.82) tem-se que SLL=54,8 dB, valor também proximo do da
figura 4.12. Desta forma, com a janela de Kaiser consegue-se ter um maior controlo do nivel
dos l6bulos secundérios do factor de agrupamento.

Tentou-se com esta técnica atingir niveis iguais de lébulos secundarios numa dada zona do
factor de agrupamento e diferentes entre zonas. Apesar de se ter conseguido algo, tornou-se
um pouco dificil a imposicdo de niveis diferentes em diferentes zonas e a0 mesmo tempo
melhorar as caracteristicas do factor de agrupamento. Contudo, esta técnica demostrou ser
interessante para diminuir o nivel dos l6bulos secundéarios resultantes do truncamento das
distribuicdes de corrente ideais, como se evidencia pelos varios exemplos apresentados.
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4.3 - Técnica da Multiplicacdo de Funcdes

A técnica que vai ser agora desenvolvida serd usada para sintetizar agrupamentos partindo
de uma funcéo de base apropriada. E definida por técnica de multiplicacdo de funcdes, porque
envolve a multiplicacdo de duas ou mais fungdes, aproveitando a forma de cada uma delas
para produzir o factor de agrupamento desejado.

Como é facil verificar pela Relacdo de Fourier, a respectiva distribuicdo de corrente
consiste na convolucdo das transformadas dessas funcdes e, por isso, 0 comprimento desta
pode eventualmente ultrapassar o valor desejado. Neste caso, o truncamento da distribuicao
pode ser realizado quer aplicando o teorema da amostragem, adaptado no segundo capitulo,
quer aplicando uma janela apropriada, conforme o desenvolvido anteriormente.

4.3.1 - Técnicas Alternativas ao Método de Taylor

Uma das técnicas mais usadas para sintese de agrupamentos continuos é o método de
Taylor. Como sera referido posteriormente, vérios trabalhos tentam completar o método
original, a fim de obter diagramas de radiacdo com certas caracteristicas. Nesta seccao serdo
apresentados alguns exemplos em que se pode recorrer as propriedades inerentes da Relacao
de Fourier para realizar agrupamentos semelhantes aos obtidos quer pela sintese de Taylor
quer pela sintese de Taylor modificada.

4.3.1.1 - Multiplicacéo da Funcgédo de van der Maas com a Gaussiana

O tradicional método de Taylor baseia-se na obtencdo de um factor de agrupamento que
tenha a largura do l6bulo principal mais estreita para uma dada relacdo de niveis entre I6bulos
principal e secundario e, ao mesmo tempo, que seja fisicamente realizavel. Para tal Taylor [4]
utilizou uma funcéo que tinha sido obtida por van der Maas [5], dada, na variavel £, por

f(p,) = cos(% mj (4.12)

sendo A calculado em funcdo da relacdo entre os niveis dos I6bulos principal e secundéarios
através da seguinte relacdo

2 SLL
A=Eacosh[10 20] (4.13)

O gréafico da fungdo (4.12) é caracterizado por conter um I6bulo principal e l6bulos
secundarios até ao infinito com o mesmo nivel. O problema em utilizar directamente esta
funcdo como factor de agrupamento € que a respectiva distribuicdo de corrente ndo é
fisicamente realizavel, devido aos Diracs que surgem nos extremos da mesma. Para obter uma
distribuicdo de corrente realizavel, o que Taylor fez foi substituir os primeiros zeros da funcéo
seno cardinal pelos zeros de (4.12), até um determinado numero, e manter 0s seguintes nas
posicdes dos zeros do seno cardinal. Com isto consegue fazer com que o factor de
agrupamento decresca para zero segundo o inverso da variavel independente.
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A expressdo para a transformada de Fourier da funcéo de van der Maas é apresentada em
[6]. Tendo em conta a propriedade da mudanca de escala, em que J&x/a-1)=ad(x-a) [7], a

transformada de (4.12) é dada por
2
I{A (;j L ]
7l

cos(%,/ﬂf —A2)<—>%5(| z|—%)+7 (4.14)

em que 1,(x) é a funcdo de Bessel modificada de primeira ordem.

Para que a distribuicdo de corrente seja fisicamente realizavel, o factor de agrupamento
tem que tender para zero. Se assim ndo acontecer, a energia da funcdo é infinita e, pelo
teorema de Parseval, a da distribuicdo de corrente também o €. O que se propde aqui é mais
uma vez utilizar a funcdo (4.12), devido as suas caracteristicas interessantes em termos do
nivel dos I6bulos secundarios, e multiplica-la por uma funcdo que a faga tender para zero.
Para esse efeito considerar-se-4 dois exemplos, um em que o decaimento do factor de
agrupamento é segundo o inverso da varidvel independente e 0 outro em que o factor de
agrupamento decai segundo uma func¢édo gaussiana.

A primeira fungdo a estudar é aquela que produz um decaimento do factor de agrupamento
semelhante ao de Taylor, sendo

1

gl(ﬂz):W

Como se pode constatar, esta funcéo decai segundo 1/4,, para valores elevados da variavel f,.
Multiplicando (4.15) por (4.12) os lébulos secundéarios da funcdo resultante decrescem para
zero, segundo a envolvente da funcdo anterior.

(4.15)

Na variavel z tem-se a convolucdo de (4.14) com a transformada de (4.15), sendo esta
Gltima dada por

0 1 s o0 1
G,(2)=| ———=e""dB, =2| ——=—=c0s(p,2)dp, (4.16)
AL b e
O resultado deste integral é apresentado em [8], donde se retira que
L 2K, (B2), 250 4.17)

em que Kq(x) é a funcdo de Bessel modificada de segunda espécie. Esta funcdo de Bessel
tende para infinito quando z aproxima-se da origem. Como na convolu¢do com um Dirac
repete-se a fungdo, com o centro na posi¢éo do Dirac, a transformada de Fourier resultante da
convolucdo de (4.14) com (4.17) tende para infinito em z=L/2. Daqui que (4.15) ndo &
recomendavel para o problema de sintese.
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A segunda funcéo de interesse é a gaussiana,

B
o(B,)=e @ (4.18)

Multiplicando (4.18) por (4.12) os lébulos secundarios da funcdo resultante decrescem para
zero segundo a envolvente da funcdo anterior. A transformada de Fourier desta funcédo € dada

por [9]

(28Y
G(z):%\/;e %) (4.19)

Na convolugdo desta funcdo com (4.14) j4 ndo surgem 0s picos como no caso anterior. O
interessante da funcdo gaussiana € que a sua transformada ndo contém l6bulos secundarios.

A figura 4.13a) mostra a funcdo de van der Maas alterada por (4.18), com SLL=30 dB,
B=60 e L=2, e a 4.13b) apresenta a respectiva transformada de Fourier, obtida pela FFT.

a) b)
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Fig. 4.13 - a) Funcdo de van der Maas multiplicada por g(/,); b) respectiva transformada de Fourier.

Reparemos como a funcdo gaussiana pode ser empregue para sintetizar um agrupamento
semelhante ao de Taylor. Olhando para o gréfico da figura 4.13b) verifica-se que este tende
rapidamente para zero para valores de z um pouco acima de L/2. Desta forma, truncando a
fungdo com uma janela rectangular de largura L, seria uma forma directa de se obter uma
distribuicdo de corrente cujo factor de agrupamento pretende-se que seja aproximado ao de
Taylor. Porém, como se pode comprovar pela figura, a fungéo é truncada nos dois picos dos
extremos, o que faz com que os lébulos secundarios do respectivo factor de agrupamento,
mais proximos do feixe principal, tenham niveis mais elevados do que o pretendido.

Para manter a forma da funcéo apresentada na figura 4.13a) pode-se escalar a funcdo da figura
4.13b), de modo que em z=L/2 esta seja praticamente nula. Para esse objectivo utiliza-se a
propriedade da transformada de Fourier da mudancga de escala, ou seja, alarga-se ligeiramente
a funcdo da figura 4.13a), 0 que produz um estreitamento da funcdo da figura 4.13b).
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Para se aplicar a propriedade referida no paragrafo anterior substitui-se na funcédo (4.12) f,
por af3, com « um valor inferior & unidade, ficando

(04

f(8,)= cos[% (@B,) - A? } = cos{%l‘ BE - (Ajz ] (4.20)

A técnica consiste, entdo, em formar o seguinte factor de agrupamento:

a [z (AY
Jei 7]
A e (28/L) (4.21)
cosh(zj

e calcula-se a distribuicdo de corrente respectiva, podendo-se utilizar a técnica da FFT como
foi exposto no segundo capitulo. Depois aplica-se a janela rectangular de comprimento L,
sendo o factor de agrupamento desejado obtido pela transformada inversa. Devido a este
truncamento da distribuicdo com a janela rectangular, o que da a convolucdo da equacdo
(4.21) com o seno cardinal, os l6bulos secundarios mais afastados do centro do factor de
agrupamento aproximado decaem segundo a envolvente do seno cardinal.

E(8,)=

O parametro B controla o decaimento da funcdo de van der Maas na regido a volta do
I6bulo principal e é independente de L. Quanto maior ele for, mais o factor de agrupamento se
aproxima do ideal, mas a distribuicdo de corrente tende a ter picos muito elevados. Se ele for
muito pequeno, o decaimento dos lébulos secundarios € mais rapido, mas o lébulo principal
tende a alargar-se. Escolhido o valor do pardmetro B, imposto pela amplitude do pico de

corrente dos extremos da distribui¢do, como se faz para o parametro n de Taylor, o valor de
a é aquele que permite obter a relacdo SLL pretendida. Para o exemplo em causa, fazendo
=0,95, o nivel dos I6bulos secundarios é de -29,96 dB, enquanto que com a=1 é de -27,39.

O parametro « é independente de L e praticamente independente de SLL. A relagdo com o
parametro B é dada pela seguinte formula empirica desenvolvida para o efeito:

o = arctan(0,356B) — 0,576 (4.22)

Vejamos alguns exemplos. A figura 4.14 apresenta a sintese de um agrupamento
semelhante ao de Taylor, para B=50 e para trés valores de SLL: 15 dB, 30 dB e 45 dB. O
calculo foi realizado pelo método da Relacdo de Fourier com P=32768 para a FFT, de modo a
obter uma boa representacdo grafica e a minimizar o erro cometido através deste processo.

Como se comprova pelas figuras 4.14a), os factores de agrupamento obtidos pela técnica
desenvolvida (traco continuo) séo semelhantes aos de Taylor (tracejado), para o parametro de

Taylor dado por n=12. Também se pode ver que as distribuicbes de corrente tém um
comportamento diferente nos dois casos. No de Taylor termina numa descontinuidade,
enquanto que no novo processo tende para zero ou para uma descontinuidade proxima de
zero. Esta diferenca entre as distribui¢fes de corrente deve-se fundamentalmente a diferenca
de comportamento dos factores de agrupamento fora da regido central. Isto pode ser preferivel
nalguns casos, como demonstra Rhodes [10]. Também se verifica que o l6bulo principal é
ligeiramente mais largo na técnica desenvolvida. Comparando com o método de Rhodes,
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ambos 0s casos apresentam praticamente a mesma largura do feixe para distribuicbes com a
mesma amplitude dos picos laterais. De facto, o comportamento da distribuicdo de corrente e
do factor de agrupamento obtidos por esta técnica sdo muito parecidos aos obtidos pelo
agrupamento de Taylor alterado por Rhodes, com a vantagem de ser mais simples de realizar.
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Fig. 4.14 - Agrupamentos semelhantes aos de Taylor: a) factores de agrupamento obtidos pela técnica
desenvolvida, a trago continuo, e por Taylor, a tracejado; b) respectivas distribui¢des de corrente.
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Para fazer a comparagdo com os outros métodos vejamos algumas figuras de mérito. A
primeira é a largura do lobulo principal entre nulos, FNBW (first null beamwidth). Outro
parametro importante é o da largura do l6bulo principal a metade da poténcia (-3 dB), HPBW
(half power beamwidth). Uma ultima € a directividade maxima, definida por [11] e [12]

47|E (0, 8)|" nex
[ [ IE@.p) sen(@)dadg

o = (4.23)

em que o factor de agrupamento é o definido na Relagdo de Fourier. Como este ndo depende
de ¢, a equacdo fica

2
Do _ 2|E(9)| max (4.24)

KIE (6))’sen(0)d6

e sendo f,=pcos(6), dfB=-psen(6)d 6, tem-se finalmente que

o _ 2BIEB,)
0 B 9
[ JE®.) 4B,

(4.25)

Para um comprimento concreto da distribuicdo de corrente e valor de SLL, comprovou-se
que a largura do I6bulo principal do factor de agrupamento obtido pela técnica apresentada
era semelhante a obtida por Rhodes [10] e que as directividades, determinadas pela equacao
(4.25), também eram semelhantes. O método tradicional de Taylor apresentou menor largura
do Iébulo principal e maior directividade maxima, como ja Rhodes tinha demonstrado.

A vantagem da técnica aqui desenvolvida face & de Taylor é a facilidade do processo de
sintese. A funcdo do factor de agrupamento decai para zero mais depressa do que em Taylor,
devido a funcdo gaussiana que multiplica a funcdo de van der Maas, 0 que pode ter 0 seu
interesse. Como o método de Taylor, também permite o controlo da amplitude do pico dos
extremos da distribuicdo de corrente.

A abordagem apresentada demonstra a maleabilidade, no problema de sintese, da Relagdo
de Fourier associada as propriedades da transformada. De seguida veremos mais algumas
dessas potencialidades para o exemplo em causa, abrindo uma nova perspectiva para outro
tipo de problemas.

4.3.1.2 - Amostragem da Funcéo de van der Maas

Uma vez que o comprimento do agrupamento de Taylor é limitado e igual a L, outra forma
de obté-lo ¢ através do teorema da amostragem aplicado a equacdo (4.12), truncando a fungéo,
de modo a manter um determinado numero de I6bulos. Collin e Zuker [13] analisaram este
caso quando aplicaram o método de Woodward a funcdo de van der Maas. O factor de
agrupamento resultante consistia em I6bulos secundarios que aumentavam de nivel, a partir
do principal até ao lébulo correspondente a da ultima amostra considerada e, a partir dali,
decaiam segundo a envolvente do seno cardinal. Claro que desta forma deixa-se de verificar a
relacdo desejada entre os niveis dos l6bulos principal e secundarios.
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Como se evidenciou, a aplicacdo directa do teorema da amostragem a equacgéo (4.12) nédo é
suficiente para sintetizar um agrupamento analogo ao de Taylor, porque ocorre uma grande
distorcdo no factor de agrupamento desejado. Isto facilmente se entende pelas propriedades da
Transformada de Fourier. Na verdade, ja se viu que a transformada de (4.12) é uma funcéo
limitada com Diracs em L/2. Ao truncar (4.12) tem-se, na transformada, a convolucdo de
(4.14) com o seno cardinal e ao truncar esse resultado em L/2 o erro é elevado. Para o minorar
faz-se como na secgéo anterior, ou seja, utiliza-se a mudanca de escala para que a posi¢éo dos
Diracs ocorra num valor inferior a L/2.

Nesta ordem de ideias, a técnica consiste em amostrar a funcdo de van der Maas até um
certo nimero de lébulos secundarios, alargando a funcdo de um valor a determinar, e impor
como nulas as restantes amostras.

Para o processo de sintese forma-se o seguinte factor de agrupamento:
2
L A
cos| &= | g2 —(j
2 a

cosh(LA}
2

em que « permite o alargamento necessario da funcdo de base. A distribuigdo de corrente é
obtida pelo método da Relacdo de Fourier, recorrendo-se as amostras g,=k2n/L, k=0, £1, £2,
..., +K. O valor de K =n—1 é o ntimero de l6bulos pretendido com o mesmo nivel. O valor
de « é calculado com a imposicdo da fungdo (4.26) ser nula em S=(K+1)2x/L, uma vez que, a

partir dai, as amostras do factor de agrupamento sdo nulas nos pontos de amostragem. Assim,
de (4.26) retira-se que

E(8.)=

(4.26)

2 2
cos %J[W} —(2) =0 (4.27)

e resolvendo fica

\/|:(2K:—1)7Z':| LA

=TT T K+D2n (4.28)

L

A figura 4.15 mostra os graficos para a sintese de um agrupamento com L=2, K=11 e trés
situagdes para a relagdo entre os niveis dos I6bulos principal e secundarios: SLL=15 dB, 30
dB e 45 dB. As distribuicdes de corrente foram calculadas através do método da Relacéo de
Fourier com 1024 pontos para a FFT, o que da a distribuicdo em pontos espacados de L/1024.
Os factores de agrupamento foram determinados com 32768 pontos, ficando definidos em
pontos distanciados de 27/(32L).

Como se comprova, hd uma grande concordancia entre os resultados obtidos pela técnica
apresentada e a sintese de Taylor. Para um comprimento concreto da distribui¢do de corrente
foram determinadas as figuras de mérito definidas anteriormente e verificou-se que, quer a
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largura do l6bulo principal quer a directividade maxima, os seus valores sdo muito proximos
dos obtidos pela sintese de Taylor. No entanto, embora os resultados sejam semelhantes nao
sdo iguais. Isto deve-se ao facto de que, enquanto que na presente técnica se imp&e os valores
de amostragem do factor de agrupamento, no método de Taylor estdo-se a impor 0s zeros.
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Fig. 4.15 - Agrupamentos semelhantes aos de Taylor, obtidos por amostragem da funcéo de van der Maas: a)
factores de agrupamento obtidos pela técnica desenvolvida, a trago continuo, e por Taylor, a tracejado; b)
respectivas distribuicdes de corrente.
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Hyneman [14] alterou ligeiramente a posi¢do dos primeiros n zeros de Taylor para obter
uma envolvente mais plana. Mesmo esta situacdo também pode ser conseguida com a técnica
desenvolvida neste trabalho. Para esse fim basta aumentar ligeiramente o valor do parametro
a. Um exemplo é o apresentado na figura 4.16, para SLL=30 dB e K=11, em que a situacdo de
"equiripple” é obtida considerando « cerca de 0,6 % acima do valor necessario para se
determinar a distribuicéo tradicional de Taylor. Isto produz uma ligeira diminuigéo da largura
do I6bulo principal. Por outro lado, o tornar mais plana a envolvente dos I6bulos secundarios
centrais aumenta a ondulagcdo na distribuicdo de corrente e aumenta o valor nos extremos,
como também verificou Hyneman.
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Fig. 4.16 - Agrupamento referente a um factor de agrupamento semelhante ao de Taylor com uma envolvente
mais plana dos lébulos secundarios centrais: a) factores de agrupamento obtidos pela técnica desenvolvida, a
trago continuo, e por Taylor, a tracejado; b) respectivas distribuicdes de corrente.

4.3.1.3 - Distribuicdo de Corrente Nula nos Extremos

Outra situacdo interessante que se pode explorar é a obtencdo de uma distribuicdo de
corrente cujos extremos terminem em zero, em vez de ser numa descontinuidade como
acontece na distribuicdo de Taylor. Isto tem algum interesse, como foi demonstrado por
Rhodes [10].

A técnica anterior amostrava a fungdo (4.26) em g,=k2r/L, k=0, £1, £2, ..., £K, ou seja, a0
aplicar o teorema da amostragem estava-se a calcular a transformada de Fourier de um
conjunto impar de Diracs centrados na origem.

Consideremos agora que se utilizava as amostras da fungéo (4.26), mas em S,=(2k+1)r/L,
k=-K,...,-2,-1,0, 1, 2, ..., K-1. Como a funcéo é par, tem-se um conjunto par de Diracs
centrados na origem a qual se pretende aplicar a transformada de Fourier. Como é sabido da
teoria de processamento de sinal, para que a transformada de Fourier, directa ou inversa, de
uma funcdo tenha um valor nulo na origem é necessario que o valor medio dessa funcao seja
nulo. Desta forma, a distribuicdo de corrente referente a situacdo em causa tera simetria de
meia onda, tornando-se nula nos extremos.
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Respeitante ao que foi dito, amostrou-se a funcéo (4.26) nas posi¢des indicadas no pardgrafo
anterior, sendo nulo o valor das restantes amostras. O valor de « € determinado da mesma
maneira que na seccdo anterior, mas agora impondo que (4.26) deve ser nula em
L=(K+1+1/2)2r/L. Resolvendo retira-se que

\/[(2KL+1)1 o A

a= K 137 (4.29)

L

A figura 4.17 apresenta um exemplo para SLL=30 dB, K=11 e L=2. Como se pode ver pela
figura 4.17b), a funcdo a traco continuo, a distribuicdo de corrente termina em zero. A funcgéo
a ponteado é a distribuicdo de corrente obtida por Rhodes. Comparando os resultados verifica-
-se uma grande semelhanca, quer no factor de agrupamento quer na distribuicdo de corrente.
No entanto, a distribuicdo de corrente proposta tem picos mais elevados que a de Rhodes, mas
a directividade maxima é ligeiramente superior.
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Fig. 4.17 - Agrupamento semelhante ao obtido por Rodes: a) factores de agrupamento obtidos pela técnica
desenvolvida, a trago continuo e por Rhodes, a ponteado; b) respectivas distribui¢6es de corrente.

4.3.1.4 - Factor de Agrupamento de Taylor Assimétrico

Aproveitando o ensejo de neste trabalho se ter obtido a distribuicdo de Taylor de uma
forma mais simples que a tradicional, por amostragem da funcdo de van der Maas, surge a
ideia de se utilizar essa abordagem para obter factores de agrupamento de Taylor
assimétricos. Um método que o realiza, por outro processo, € o de Elliot [15]. Este propds que
no método de Taylor em vez de se utilizar o parametro n, igual para ambos os lados do
I6bulo principal, se considerasse um numero diferente de I6bulos secundarios iguais para cada
um dos lados do principal, isto €, n. para o lado esquerdo e um ng para o lado direito. Para
que os niveis dos lébulos de cada lado do principal fossem diferentes também considerou para

a expressdo (1.78) que o factor A tivesse o valor A, para o lado esquerdo e Ar para o lado
direito. Para mais, para obter o nivel desejado dos I6bulos secundérios, os valores de SLL, e
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SLL; devem ser alterados de uma forma tentativa e erro. Como existe um desvio do I6bulo
principal este também deve ser compensado. A distribuicdo de corrente é igualmente
determinada como a de Taylor.

O que se propde neste trabalho é também considerar a técnica da sec¢do 4.3.1.2, supondo
uma relacdo diferente de l6bulos secundarios para ambos os lados do l6bulo principal. Assim,
tem-se uma funcdo definida pela expressdo (4.26), com parametros a=o, € A=A, para valores
negativos de S, e zero para valores positivos e tem-se outra fungdo, mais uma vez definida
pela expressdo (4.26), com parametros o= € A=Ay para valores positivos de S, e zero 0s
restantes. De seguida amostra-se a fungdo resultante da soma destas duas nos pontos
Gu=k2n/L, k=- K, ...-2,-1,0, 1,2, ..., K.

Os parametros A, e Az sdo determinados pela equagdo (4.13), com SLL, e SLLg,
respectivamente. Quanto aos parametros o e o, estes ja ndo podem ser obtidos apenas pela
funcéo (4.28), ja que ao fazé-lo ndo se obtém resultados satisfatorios. Contudo, consegue-se
resultados razoaveis multiplicando (4.28) por um factor que depende da diferenca SLL -SLLg,
Deste modo, se SLL, <SLL, utilizou-se as relagdes

\/{(2KLL+1)7z} A

a, = K D2 [1-0,005(SLL, —SLL,)]
Li
L (4.30)
2
\/[(2KRL+1)71 A
“RTTTK, 127
L
e se SLL, >SLLg tem-se que
2
\/|:(2K|_L+1)ﬂ} A
TR D2
L (4.31)
2
\/[(ZKRL+1)7Zi| A
oy = (K Dor [1-0,005(SLL, —SLL,)]
R
L

Para comparar resultados, consideremos que se pretende sintetizar um agrupamento em
que SLL,=20 dB, SLLz=40 dB, K.=8 e Kg=20. Para 0 método de Elliot foi necessario utilizar
SLL, =13 dB, SLLx=49 dB para verificar as relacbes desejadas. O desvio do feixe por este
método é de £,=2,44/L. Para a técnica apresentada o desvio é de S,=0,26/L. Para compensar
esse desvio basta deslocar o factor de agrupamento, cujo efeito é provocar uma rotacdo de

fase, dada por e’ resultante das propriedades da transformada de Fourier. A figura 4.18
mostra os resultados obtidos pelo método de Elliot e pela presente técnica, para L=2.
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Vejamos algumas figuras de meérito, ja definidas anteriormente, supondo L=20A4. Para o
método de Elliot tem-se HPBW=3,17°, FNBW=8,7° e D,=34,3. Para a técnica apresentada
tem-se que HPBW=3,25°, FNBW=8,9° e D,=32,9.
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Fig. 4.18 - Agrupamento assimétrico obtido por amostragem de uma funcdo apropriada: a) factores de
agrupamento obtidos pela técnica desenvolvida, a traco continuo, e por Elliot, a tracejado; b) respectivas
distribuicdes de corrente.
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A técnica apresentada produz uma distribuicdo de corrente com um comportamento mais
ondulatério do que na de Elliot e os Iébulos secundarios do factor de agrupamento tomam
valores mais baixos na zona de decaimento. Com a finalidade de obter uma distribui¢cdo mais
semelhante a de Elliot analisemos outra possibilidade de gerar factores de agrupamento
assimétricos, considerando a multiplicacdo por uma fungdo de decaimento como ja foi feito
anteriormente.

O factor de agrupamento é gerado pela soma de uma funcdo, definida por (4.21) com
parametros a=a, A=A, e B=B, para valores negativos de /£, e zero para valores positivos, com
outra fungéo, outra vez definida por (4.21), com parametros o=z, A=Ay € B=Bg para valores
positivos de /3, e zero os restantes. A distribuicdo de corrente € determinada através do método
da Relacdo de Fourier, sendo truncada no comprimento L. O factor de agrupamento final €
calculado pela transformada inversa.

As constantes A_ e Az sdo determinadas como no caso anterior. Os valores B, e By séo
aqueles que permitem o decaimento desejado para os ldbulos secundarios. Os Unicos
pardmetros a determinar sdo «, e oz, que foram obtidos empiricamente de modo a manter uma
forma simples para as expressdes. Tendo em conta (4.22), para SLL,<SLL tem-se que

o, = [arctan(0,356B, ) —0,576][1—0,0035(SLL, —SLL, )]

(4.32)
a, = [arctan(0,356B,) —0,576][1+0,0013(SLL, —SLL, )]
e para SLL,>SLL; que
o, = [arctan(0,356B, ) — 0,576][1+0,0013(SLL, —SLL,)] w3

a, = [arctan(0,356B,) —0,576][1—0,0035(SLL, —SLL;)]

Consideremos de novo o exemplo anterior, em que L=2, SLL,=20 dB, SLL;=40 dB. Para
um comportamento similar ao agrupamento de Elliot escolheu-se B,=40 e Bz=100. A figura
4.19 mostra o resultado. A figura 4.19a) compara o factor de agrupamento obtido pela técnica
desenvolvida, a traco continuo, com a de Elliot, a tracejado. A figura 4.19b) compara as
respectivas distribuicdes de corrente. Como se pode constatar, agora a distribuicdo de corrente
ndo apresenta a ondulacdo que se viu na figura 4.18b), mas apenas um comportamento
diferente nos extremos.

Vejamos as figuras de mérito, supondo L=204. Agora para a técnica presente tem-se que
HPBW=3,21°, FNBW=8,8° e D,=33,4. Estes resultados sdo melhores do que os obtidos na
técnica anterior e muito semelhantes aos de Elliot. O desvio do l6bulo principal foi de
S0=0,2/L. Os picos dos extremos da distribuicdo de corrente podem ser minorados
diminuindo o valor de B correspondente ao menor valor de SLL. No entanto, esta situacédo
conduz a um aumento da largura do lobulo principal.

A grande vantagem da técnica desenvolvida € a sua simplicidade. Tem ainda a vantagem
de ser directa, enquanto que no método de Elliot € necessario, por tentativa e erro, determinar
os valores de SLL para obter os desejados. Mais ainda, o desvio do lébulo principal é muito
menor na técnica desenvolvida, podendo ser desprezavel, ao contrario do método de Elliot.
Uma desvantagem consistira nos picos que podem surgir nos extremos da distribuicdo de
corrente. Outra ainda é que os valores de SLL nem sempre sdo verificados, principalmente
para diferencas SLL,-SLL; muito elevadas, embora se possa alterar as expressoes (4.32) e
(4.33) para permitir a obtencdo de melhores resultados.
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Fig. 4.19 - Agrupamento assimétrico obtido por multiplicacdo de funcBes apropriadas: a) factores de
agrupamento obtidos pela técnica desenvolvida, a traco continuo, e por Elliot, a tracejado; b) respectivas

distribuicdes de corrente.
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4.3.1.5 - Diferentes Niveis de Lobulos Secundarios.

A titulo de exemplo vejamos uma situagdo diferente, mas que se encontra no seguimento
da linha das anteriores.

Alguns autores [14], [16], [17], [18] tém elaborado métodos que permitem obter diagramas
de radiacdo com diferentes niveis de l6bulos secundarios. A ideia consiste em utilizar uma
pesagem diferente para os Iébulos secundéarios, de modo que o Iébulo principal seja 0 mais
estreito. Os métodos apresentados por esses autores sao, todavia, iterativos.

O que aqui se propde é determinar, através da abordagem apresentada anteriormente, um
factor de agrupamento com os primeiros K; I6bulos secundarios mais préximos do principal
com um dado nivel e os K, lI6bulos seguintes com um nivel diferente. Para esse objectivo,
utilizar-se-4 mais uma vez a equacdo (4.26) definida para as varias partes do factor de
agrupamento. Define-se uma funcdo dada por (4.26), com parametros SLL;, A; e «, € retira-se
apenas a parte da funcéo que vai desde a origem até ao zero K,+1. Depois define-se uma outra
dada por (4.26), com parédmetros SLL,, A, e a,, € que vai desde 0 primeiro zero até ao zero
K,+1. De seguida junta-se a segunda funcdo a primeira, afectando o sinal para que se forme
uma funcdo com diferentes niveis de I6bulos secundéarios. Gera-se, também, o simétrico da
fungéo e amostra-se em S,=k2n/L. A seguir calcula-se a distribui¢do de corrente e trunca-se a
mesma no comprimento L. Através do método da Relacdo de Fourier obtém-se o factor de
agrupamento aproximado.

Os parametros « sdo obtidos por tentativa erro, por forma a verificar as relagbes de niveis
dos lébulos secundarios e tendo em conta, por exemplo, a directividade méxima do
agrupamento. Como a largura do I6bulo principal esta directamente ligada ao valor de o, este
deve ser 0 maior possivel.

Como aplicacdo, tomemos o da figura 2 de Stutzman [16] para um agrupamento de
comprimento L=10\. De modo a obter um factor de agrupamento analogo aplica-se a técnica
desenvolvida com SLL,=30 dB, SLL,=20 dB, K,=4, K,=1. Por tentativa e erro determinou-se
que &,=0,985 e ,=0,6. A figura 4.20 mostra o resultado. A directividade maxima e a poténcia
a -3 dB valem D,=17,7 e HPBW=6,1°, respectivamente. O agrupamento de Taylor com

SLL=30 dB e n=5 tem D,=17,1 e HPBW=6,4°. Para 0 agrupamento de Stutzman, obtido
através de um método iterativo, este apresenta os seguintes valores: D,=17,9 e HPBW=6,1°.

Viu-se que a técnica aqui desenvolvida é capaz de produzir agrupamentos com os lébulos
centrais mais baixos. Consideremos agora outro caso, apresentado por Elliot [17], cujo factor
de agrupamento deve conter os trés primeiros lobulos secundéarios a 40 dB e os quatro
seguintes a 20 dB. Para aplicar a técnica desenvolvida os dados sdo: L=10A, SLL;=40 dB,
SLL,=20 dB, K;=3, K,=4, ,=1,08 e «,=0,99. A figura 4.21 mostra o factor de agrupamento e
a respectiva distribuicdo de corrente. A largura do l6bulo principal e a forma da distribuicdo
de corrente sdo idénticas as de Elliot. A directividade maxima e a poténcia a -3 dB valem

D,=16,7 e HPBW=6,4°, respectivamente. O agrupamento de Taylor com SLL=40 dB e n=7
tem D,=15,4 e HPBW=7,1°.
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Fig. 4.20 - Agrupamento de Taylor com diferentes pesagens dos lébulos secundarios, em que os quatro mais
préximos da origem estdo 10 dB abaixo dos restantes: a) factor de agrupamento; b) distribuicdo de corrente.
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Fig. 4.21 - Agrupamento de Taylor com diferentes pesagens dos I6bulos secundarios, em que os trés mais
préximos da origem estdo 20 dB abaixo dos restantes: a) factor de agrupamento; b) distribuicdo de corrente.

Uma situacdo mais geral, em que os lébulos sdo diferentemente pesados, tornou-se dificil
realizar através deste processo. Um estudo mais detalhado pode, no entanto, permitir obter
algumas conclusoes.

4.3.2 - Técnica Alternativa ao Método de Bayliss

Foi desenvolvida anteriormente uma técnica alternativa para a sintese da distribuicdo de
Taylor, baseada na fun¢do de van der Maas. Do mesmo modo se pensou em aplicar uma
abordagem semelhante a sintese de Bayliss. A dificuldade neste caso é ndo se dispor de uma
funcdo de base que seja apropriada ao processo de sintese.
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Contudo, voltando a funcdo de van der Maas, dada pela equagéo (4.12), notou-se que se a
multiplicarmos pela fungéo arco tangente consegue-se obter I6bulos secundarios praticamente
iguais e o factor de agrupamento tem dois lébulos principais como em Bayliss. Isto porque a
funcdo arco tangente tende para n/2 com o aumento do argumento, com sinal negativo para
argumentos negativos e positivo para argumentos positivos, e passa na origem com um dado
declive. Na varidvel de interesse tem-se que

g(p,) = %arctan(% ﬂzj (4.34)

sendo C, uma constante que permite controlar o declive da funcdo na origem. Fazendo C,=1 a
forma de (4.34) é a apresentada na figura 4.22a). Multiplicando (4.34) por (4.12) obtém-se a
forma da figura 4.22b), em que L=2 e A=3,5. Devido a parte praticamente constante de (4.34),
os I6bulos secundarios fora da regido central estdo praticamente ao mesmo nivel. A amplitude
dos I6bulos secundarios mais proximos dos lobulos principais diminuem ligeiramente, face
aos restantes, sendo a alteragdo de niveis dependente de C,.

a) b)
9(p,) [ ! 8
0.8 : - 6
0.6
0.4 N
0.2
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06[ | “
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Fig. 4.22 - a) Fungdo (4.34) para C,=1; b) multiplicacéo de (4.34) com (4.12) para C,=1 e A=3,5.

A transformada de Fourier da multiplicacdo das duas fungdes € a convolucdo das
respectivas transformadas. Ja se viu que a funcdo de van der Maas é limitada no comprimento
L e com dois Diracs nos extremos. A transformada da funcgéo arco tangente tende para infinito
préximo da origem e decai rapidamente para zero. Como resultado, a convolucdo das duas
transformadas da origem a uma funcdo com valores a tender para infinito nos extremos,
embora decresga rapidamente para zero.

Comparando a multiplicacdo definida atras com o factor de agrupamento de Bayliss,
verificou-se que os l6bulos principais eram mais largos em Bayliss. Para uma maior
correspondéncia ter-se-a que alargar os lobulos da funcdo proposta. Uma forma de o fazer é
através da seguinte alteracdo na equacéo (4.12):

f(p) =cos{ 5[ap, ~son(pIC.T - A7 (439

141



Novos Procedimentos na Sintese de Agrupamentos

em que sgn(x) representa a funcdo sinal. O efeito da constante C, foi separar o I6bulo
principal da funcdo de van der Maas em dois, sendo a distancia entre eles dependente dessa
constante. Quanto aos restantes parametros, A; € o que controla a amplitude dos I6bulos
principais e « permite realizar uma mudanca de escala, como foi feito anteriormente. A
multiplicacdo de (4.35) por (4.34) torna a funcéo impar.

Uma técnica para sintetizar uma distribuicdo andloga a de Bayliss comeca por gerar o
seguinte factor de agrupamento:

F(B,) = %cos{% \/[a,BZ —sgn(B,)C, [ — A? }arctan(cél' ﬂzj (4.36)

Porém, como sucedeu na seccdo 4.3.1, o facto desta equacdo ter lobulos secundéarios
praticamente iguais até ao infinito faz com que a distribuicdo de corrente contenha picos
muito elevados, o0 que a torna fisicamente irrealizavel.

Para tornar a distribuicdo de corrente realizavel pode-se utilizar as técnicas desenvolvidas
anteriormente. A primeira a considerar consiste em recorrer ao teorema da amostragem para
produzir uma distribuicéo limitada no comprimento L.

Assim, a equacao (4.36) é amostrada em valores dados por B,=(2k+1)n/L, k=-K, ..., -2, -1,
0, 1, 2, ..., K-1. Também aqui se tem que K =n—1. Existem seis parametros a determinar:
SLL, K, A, Cy1, C;, e a. SLL € a relagdo entre os niveis dos I6bulos principal e secundérios,
dado em dB. K é o numero de I6bulos secundarios que se pretende estarem ao mesmo nivel.
A, C4, C, foram obtidos empiricamente em funcéo de SLL,

A = %(1,073+0,1028LL+3,435><10'4SLL2)
C, - %(1,284 +0,031SLL —4,14x10* SLL2) (4.37)

C, =1,5e*9%6"4 1 0,185

Estas curvas sdo utilizadas para valores de SLL até cerca de 60 dB, uma vez que acima deste
montante o factor de agrupamento determinado por esta técnica é muito sensivel a pequenas
variagOes dos parametros.

O valor de « é calculado com a imposicdo de (4.36) ser nula em S=(K+1+1/2)2xr/L, pois a
fungéo passa a tomar valores nulos nos pontos de amostragem,

2
cos{%\/{a(K +1+%)%_Cl} Af}:o (4.38)

Resolvendo, retira-se que

c. +\/A12 +[(2K|:|—l)ﬂ':|
@= (2K +3)7 (4-39)

L
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Tomemos em consideracdo alguns exemplos. A figura 4.23 mostra os gréficos para
SLL=15 dB, 30 dB e 45 dB. O niimero de l6bulos secundarios centrais é de K=11 e L=2. E de
salientar a grande concordancia de resultados entre a técnica desenvolvida e os obtidos pela
sintese de Bayliss.
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Fig. 4.23 - Agrupamentos semelhantes aos de Bayliss: a) factores de agrupamento obtidos pela técnica
desenvolvida, a trago continuo, e por Bayliss, a tracejado; b) respectivas distribui¢fes de corrente.
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A presente técnica lida com varios parametros. Sera interessante poder utiliza-los para
controlar, de alguma forma, o factor de agrupamento. SLL e K sdo dados de entrada e ja
sabemos qual é o seu efeito. Quanto a A, 0 seu aumento permite diminuir o nivel dos Iébulos
secundarios, o que conduz a um aumento da largura dos l6bulos principais. O parametro C,
permite controlar o nivel dos I6bulos secundarios mais proximos dos principais. De facto,
reparando no terceiro exemplo da figura 4.23a) verifica-se que esse l6bulo é mais baixo do
que os restantes. Diminuindo ligeiramente C, consegue-se aumentar o nivel desse lébulo,
tendo também como resultado o abaixamento dos restantes.

Finalmente, e como aconteceu na técnica alternativa para a sintese de Taylor, um ligeiro
aumento do pardmetro « possibilita tornar mais plana a envolvente dos K l6bulos secundarios.
Isto provoca uma ligeira diminuicdo da largura dos l6bulos principais. A figura 4.24 mostra
esta situacdo para SLL=30 dB e K=11, com « cerca de 0,5% mais elevado do que o utilizado
para obter a figura 4.23.
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Fig. 4.24 - Agrupamento referente a um factor de agrupamento semelhante ao de Bayliss com uma envolvente
mais plana dos l6bulos secundérios centrais: a) factor de agrupamento obtido pela técnica desenvolvida, a trago
continuo, e por Bayliss, a tracejado; b) respectivas distribui¢fes de corrente.

Uma outra técnica que conduz a resultados analogos aos da sintese de Bayliss consiste em
multiplicar a equagéo (4.36) pela funcdo gaussiana, dada por (4.18). As conclusdes retiradas
com este processo sdo semelhantes as da aplicacdo na sintese de Taylor. O factor de
agrupamento decai mais rapidamente do que em Bayliss e a distribui¢do de corrente, assim
determinada, pode terminar em valores mais préximos de zero.

4.3.3 - Técnica alternativa ao Método de Villeneuve

As técnicas apresentadas permitiram encarar de uma forma diferente a sintese de alguns
agrupamentos continuos conhecidos. E motivador tentar também aplicar 0s processos
propostos a distribuices discretas. Para esse objectivo, comecemos por revisitar o
correspondente ao método de Taylor, ou seja, a sintese Villeneuve.

144



Novos Procedimentos na Sintese de Agrupamentos

4.3.3.1 - Factor de Agrupamento Simétrico

Villeneuve altera a funcdo seno cardinal periddica por substituicdo dos primeiros zeros
dessa funcdo pelos do polindmio de Tschebyscheff. Para tal sdo necessarias as expressdes
apresentadas na seccdo 1.9. Com a introducdo da Relacdo de Fourier ja foi possivel
simplificar o processo de sintese no que diz respeito ao calculo da distribuicdo de corrente,
apesar de se continuar a utilizar o mesmo processo de Villeneuve para se obter o factor de
agrupamento. O que se propde é usar uma forma mais simples de se gerar o factor de
agrupamento. Para sintetizar o agrupamento de Taylor, o método de amostragem da funcdo de
van der Maas abre a perspectiva de também ser possivel aplicar 0 mesmo processo, com 0S
polindbmios de Tschebyscheff, ao agrupamento de Villeneuve.

Paralelamente ao que foi efectuado na secgédo 4.3.1.2, consideremos a funcéo

cos{(N -1 arccos{x0 cos( aﬂzzd H}

cos[(N —1)arccos(x, )]

E(8.)=

(4.40)

com X, dado por (1.45).

A equacdo (4.40) é amostrada em f,=k2n/(Nd), k=0, +1, £2, ..., +K, considerando mais
uma vez que K =n—1 é o nimero de l6bulos secundarios que se pretende estarem & mesma
amplitude. Se fizermos a=1, os l6bulos secundarios do factor de agrupamento resultante
aumentam de nivel a partir do centro até ao l6bulo K e depois tém um decaimento sob a forma
do seno cardinal periddico. Este pardmetro vai permitir o controlo da largura dos l6bulos
principal e secundarios, através de uma mudanca de escala, e pode ser determinado impondo
que o factor de agrupamento, definido por (4.40), seja nulo em £,=(K+1)27/(Nd),

cos{(N -1) arccos[x0 cos(om KN+ 1)}} =0 (4.41)

Resolvendo, obtém-se que

arccos {1 COS[(ZK_'_l)ﬂ:l}
Xo 2(N -1)
o= K+Dr (4.42)
N

A figura 4.25 apresenta trés exemplos de sintese de agrupamentos de Villeneuve para
d=0,51 e K=6. O primeiro para SLL=15 dB e N=21, o segundo com SLL=30 dB e N=30 e o
terceiro com SLL=45 dB e N=31. As distribuicOes de corrente e respectivos factores de
agrupamento sdo obtidos pelo método da Relacdo de Fourier. O numero de pontos utilizados
para calcular a distribuicdo de corrente é igual ao nimero de elementos do agrupamento. O
numero de pontos para obter o factor de agrupamento foi de 1024, o que da a distancia entre
eles de 27/(1024d).
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Fig. 4.25 - Agrupamentos semelhantes aos de Villeneuve: a) factores de agrupamento obtidos pela técnica
desenvolvida, a traco continuo, e por Villeneuve, a tracejado; b) respectivas distribuicdes de corrente: (*) para a

técnica desenvolvida e (.) para o de Villeneuve.
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Calculando as figuras de mérito, constatou-se que a largura do I6bulo principal e a
directividade maxima tinham praticamente o mesmo valor que na sintese de Villeneuve. A
expressao para a directividade maxima de um agrupamento discreto é dada por [12], [19]

_ 471|F (0, 9)|” mex _ IF ()2 )
L [ E@oseno)dads 331 1 sencl(n-m)a]

Como no caso continuo, também aqui é possivel obter uma envolvente mais plana dos K
I6bulos secundéarios, o que faz diminuir ligeiramente a largura do l6bulo principal. Nesse
sentido basta aumentar ligeiramente o valor de a. A figura 4.26 mostra o exemplo para
SLL=25 dB, N=40, d=0,5 A e K=10. Neste caso « € 0,6 % mais elevado do que o obtido pela
equacao (4.42).

a) b)

|E(:3z)|d30 0.035
-5
-10
-15 0.025
-20
-25
-30 ﬂ‘ ﬂﬁﬂ |
-35 0.01
-40
-45

0.03

0.02

0.015

c(2)

0.005]

=
N
qg

3 0
L % z = A 100 -8% 6L -4L 21 O 2. 4L 6L 8 10A
z

Fig. 4.26 - Obtencdo de uma envolvente mais plana dos I6bulos secundarios centrais: a) factor de agrupamento
obtido pela técnica desenvolvida, a trago continuo, e de Villeneuve, a tracejado; b) respectivas distribuicdes de

corrente: (*) para a técnica desenvolvida e (.) para o de Villeneuve.

4.3.3.2 - Factor de Agrupamento Assimétrico

Também em agrupamentos discretos é Util poder-se gerar factores de agrupamento
assimétricos. Chuang e Couch [20] apresentam um metodo com essa finalidade utilizando
conceitos dos sinais analiticos. Partindo de um factor de agrupamento simétrico, com uma
dada relacdo entre os niveis dos lobulos principal e secundarios, geram um factor de
agrupamento assimétrico, recorrendo a transformada de Hilbert. Uma dificuldade do método
consiste em controlar o nivel dos l6bulos secundarios de cada lado do I6bulo principal.

Vejamos como se pode obter factores de agrupamento assimétricos com controlo dos dois
niveis de l6bulos secundarios.

A primeira forma de realizar 0 objectivo proposto consiste em, partindo da expressdo
(4.40), definir uma funcéo com duas zonas distintas. A primeira, para valores negativos de £,
dada por (4.40) com o=« e SLL=SLL, e a segunda, definida para valores positivos de £,, dada
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outra vez por (4.40) com o= e SLL=SLL;. De seguida amostra-se a funcdo resultante nos
pontos f,=k2n/(Nd), k=-K., ...-2, -1, 0, 1, 2, ..., Kg e aplica-se 0 método da Relacdo de
Fourier. Procurando os valores de « que conduzem as relagcdes desejadas para os niveis dos
I6bulos, verificou-se que o agrupamento assim gerado apresenta uma maior ondulacdo da
envolvente da distribuicdo de corrente quando comparada com a sintese de Villeneuve.

A técnica, assim elaborada, produz factores de agrupamento assimétricos com
possibilidade de controlo dos niveis dos lobulos secundarios dos dois lados do lobulo
principal. A dificuldade da sua aplicacdo consiste na obtencdo dos pardmetros « que
conduzam aos resultados satisfatorios. Também devido as caracteristicas da corrente
analisemos outra forma de gerar este tipo de agrupamento.

Como é do conhecimento, um agrupamento discreto da origem a um factor de
agrupamento periddico, de modo que a funcdo em S=n/d tem que ter o mesmo valor que em
S=-n/d. Desta forma, ao tentar impor dois niveis distintos dos I6bulos secundarios dos dois
lados do Iébulo principal tem que haver uma transicéo entre o nivel mais elevado para o mais
baixo, a ndo ser que o factor de agrupamento seja nulo em £=rn/d, situagdo que nem sempre
acontece.

De acordo com o que foi descrito, uma segunda técnica consiste em determinar, mais uma
vez, uma funcdo com duas zonas distintas, definindo a funcdo da mesma forma que no caso
anterior. Para se obter uma transicdo suave entre os dois niveis de l6bulos secundéarios
multiplica-se a parte da funcdo referente aos niveis de I6bulos mais elevados por uma funcéo
de decaimento, que pode ser dada por

(B,d12)*
oB)=e * (4.44)

2

3)

B 2
SLL,-SLLy,
In(lo 20 J

em que SLL,, refere-se ao nivel mais baixo (maior valor em modulo) e SLLy ao nivel mais
elevado (menor valor em mddulo). Para a funcdo assim gerada, os parametros « foram
obtidos empiricamente para uma gama razodvel de valores da diferenca SLL,-SLL e até cerca
de uma centena de elementos. Para SLL,<SLLg tem-se que

com

(4.45)

a, = 011[11_ eo,osS(SLLR—SLLL)][l_ 0,006(SLL, — SLL, )e " ]

) (4.46)
a, =1+0,0022[1— tanh(0,05N —2,25)](SLL, — SLL, )*°#*0002aN-20
e para SLL >SLL; que
o, =1+0,0022[1— tanh(0,05N —2,25)](SLL, — SLL )****2002aN-20" wan

ap = 0’1[11_ @0.035(SLL —SLLy) ][1_ 0,006(SLL, — SLL, )e %" ]
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Seguidamente, a distribuicdo de corrente é obtida pelo método da Relagdo de Fourier, com um
numero de pontos para a FFT suficientemente elevado de modo a minorar os efeitos do
aliasing, apds o qual é truncada para o comprimento N. O factor de agrupamento desejado é
determinado por transformada inversa desta distribuicéo.

Para verificagdo da técnica desenvolvida comecemos por comparar com 0 exemplo
apresentado em [20], para N=21 elementos e d=0,54. Chuang e Couch obtém um factor de
agrupamento com SLL,=35,045 dB e SLLx=23,629 dB. A presente técnica foi aplicada com
SLL,=35 dB e SLLx=23,6 dB. A figura 4.27 mostra o factor de agrupamento gerado e a
respectiva distribuigéo de corrente. O desvio do feixe foi de -0,015/4.
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Fig. 4.27 - Agrupamento assimétrico com 21 elementos: a) factor de agrupamento; b) respectiva distribuicdo de
corrente.

A tabela 4.1 apresenta as figuras de meérito, definidas anteriormente, comparando o0s
resultados obtidos para o exemplo em causa com a técnica desenvolvida por Chuang e Couch.
Além dos resultados similares, a técnica desenvolvida permite um maior controlo dos niveis
dos l6bulos.

Técnica HPBW | FNBW D, SLL, (dB) | SLLg (dB)
Chuang e Couch | 0,668/L | 1,768/A 18,114 35,045 23,629
Desenvolvida 0,661/\ 1,767/A 18,154 35,12 23,67

* - na variavel g,

Tabela 4.1 - Valores das caracteristicas de um agrupamento com 21 elementos para obtengdo de um factor de
agrupamento assimétrico, para o método desenvolvido e para um exemplo apresentado na literatura.

Consideremos outro exemplo, para N=30 elementos, d=0,54, SLL; =20 dB e SLLg=40 dB.
A figura 4.28 mostra os resultados. A largura do feixe principal foi de FNBW=1,27/1 e a
directividade maxima de D,=25,31. O agrupamento de Tschebyscheff com SLL=40 dB tem
uma largura do I6bulo principal de FNBW=1,52/1 e directividade méaxima de D,=23,28.
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Fig. 4.28 - Agrupamento assimétrico com 30 elementos: a) factor de agrupamento; b) respectiva distribuicdo de
corrente.

Na figura anterior nota-se que o ultimo Iébulo do nivel mais baixo ndo verifica a relacéo
desejada. Isso deve-se ao emprego de formulas aproximadas para se obter os parametros c.
No entanto, caso seja pretendido, pode-se melhorar o diagrama alterando ligeiramente o valor
de «a correspondente ao nivel mais elevado.

Foi desenvolvida uma técnica simples para gerar factores de agrupamento tipo Villeneuve,
mas assimétricos, com controlo dos niveis dos I6bulos secundéarios dos dois lados do l6bulo
principal. Embora se tenha fixado no caso em que se recorre a funcéo (4.44) para provocar um
decaimento da zona dos niveis mais elevados para a zona dos niveis mais baixos pode-se,
porém, utilizar duas fungdes, uma para cada zona com o decaimento desejado. A pesquisa
dos dois pardmetros « conduzem aos resultados pretendidos. Assim, consegue-se obter
diferentes agrupamentos de Villeneuve assimétricos.

4.3.4 - Técnica alternativa ao Método de Zolotarev

A técnica alternativa, desenvolvida anteriormente, para sintetizar o agrupamento de
Bayliss, partindo da multiplicacdo da funcédo de van der Maas pela funcéo arco tangente, abre
a perspectiva de também se desenvolver um processo andlogo, com recurso aos polinémios de
Tschebyscheff, para realizar as sinteses de Zolotarev e de McNamara.

De forma semelhante ao caso continuo, comecemos por gerar a funcao

E(B,)= cos{(N -1 arccos{xmcos(aﬂzzd —sign (ﬂZ)Clﬂ} arctan(%} (4.48)

em que Xq, a, C; e C, sdo parametros a determinar. Para se calcular a distribuicdo de corrente,
de N elementos distanciados de d, aplica-se 0 método da Relacdo de Fourier, com amostragem
da funcdo (4.48) em f,=(2k+1)r/(Nd), k=M, ..., -2, -1, 0, 1, 2, ..., M,, sendo M,=-K-2 e
M,=K+1 para N par e sendo M;=-K-1 e M,=K+1 para N impar. K tem o0 mesmo significado
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que o apresentado anteriormente. Pelo teorema da amostragem, para se obter N elementos
discretos tem-se que utilizar N amostras de um periodo do factor de agrupamento. Desta
forma, com K=N/2-2 para N par e K=(N-1)/2-1 para N impar, os lébulos secundarios estdo ao
mesmo nivel. Para um valor de K inferior, o nimero de Iébulos secundarios com 0 mesmo
nivel serd igual a essa quantidade e os restantes decaem como na sintese de Villeneuve.

Alguns dos parametros necessarios para a equacao (4.48) foram calculados empiricamente.
Para C, obteve-se a expressao que o relaciona com SLL e N,

316

C, =(0,0002SLL + 0’055)(T - 0,0408) (4.49)

Considerando que Xq,=xX,Cs, com X, dado por (1.45), a figura 4.29 mostra os graficos para se
obter os valores de C, e C3 em funcdo de SLL e N. As curvas apresentadas foram determinadas
para valores de N com 20, 25, 30, 35, 40, 50, 60 e 80 elementos. Para uma melhor
interpolacdo dos valores desses parametros, C, encontra-se de outra forma no apéndice F1 e
Cs no apéndice F2 em escala logaritmica.

Enquanto que o parametro X, controla a amplitude dos l6bulos secundarios, C, controla os
niveis dos I6bulos secundarios mais préximos do principal.

Quanto a «, este pode ser obtido através do conhecimento dos outros parametros e
impondo que a fungéo (4.48) seja nula em S,=(K+1+1/2)27/(Nd),

cos{(N -1 arccos{x01 cos(ll(K 12w Clﬂ} =0 (4.50)

N

Resolvendo, retira-se que

1 2K +Dx
C, + arccos{x()1 cos{ 2(N -1) }}

3\ 7
K+Z |+
<2
A técnica desenvolvida permite sintetizar agrupamentos semelhantes aos apresentados por
McNamara [21]. Porém, ao contrario deste ultimo, que sé permite sintetizar agrupamentos

com um ndmero par de elementos, esta técnica também permite obter agrupamentos impares,
ndo havendo qualquer distincdo entre as duas situacoes.

a =

(4.51)

A figura 4.30 mostra trés exemplos de agrupamentos determinados pela técnica
desenvolvida. Para o primeiro tem-se que N=25, d=0,54, SLL=15 e K=N/2-2. Das curvas da
figura 4.29 ou apéndices F1 e F2 obtém-se C, e C,. E de notar que ndo se faz a comparagao
com a sintese de Zolotarev, uma vez que o método de McNamara ndo permite obter este
agrupamento. Para o segundo exemplo tem-se N=30, d=0,54, SLL=30 e K=(N-1)/2-1. Como
se pode comprovar, os resultados obtidos pela técnica desenvolvida sdo muito coincidentes
com a sintese de Zolotarev elaborada por McNamara. Também as directividades maximas tém
valores semelhantes. Finalmente, o terceiro exemplo € igual ao segundo, mas com SLL=45
dB.
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Fig. 4.30 - Agrupamentos semelhantes aos de McNamara: a) factor de agrupamento obtido pela técnica
desenvolvida, a trago continuo, e da sintese de Zolotarev, a tracejado; b) respectivas distribuicdes de corrente: (*)

para a técnica desenvolvida e (.) para Zolotarev.

153



Novos Procedimentos na Sintese de Agrupamentos

Nos exemplos apresentados na figura 4.30, K foi escolhido de modo a que todos os l6bulos
secundarios tivessem a mesma amplitude. Como ja foi referido, para valores de K inferiores
os lobulos secundarios mais afastados decaem segundo a envolvente do seno cardinal
periddico.

Consideremos o exemplo para K=6, N=55, d=0,54 e SLL=20. Aplicando a técnica, a figura
4.31 mostra o resultado. Para Iébulos iguais, ou seja, com K=26 a directividade maxima é de
D,=29,96, enquanto que para K=6 tem-se D,=32,5. Um valor de K inferior ao necessario para
impor todos os I6bulos com o mesmo nivel também é efectivo na diminuicdo do pico do
extremo da distribuicdo de corrente.
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Fig. 4.31 - Técnica desenvolvida com decaimento dos I6bulos secundarios a partir da ordem K: a) factor de
agrupamento; b) respectiva distribuicdo de corrente.

Sdo algumas as vantagens da técnica desenvolvida neste trabalho relativamente ao método
de McNamara. A primeira € a sua simplicidade, ndo necessitando de utilizar funces elipticas
como acontece com 0s polindmios de Zolotarev, mas requer apenas a multiplicacdo de
funcdes simples. A segunda é que, enquanto a sintese de Zolotarev sé permite sintetizar
agrupamentos com um numero par de elementos, a técnica apresentada permite obter qualquer
nimero de elementos. A terceira vantagem é conseguir um decaimento dos lobulos
secundarios de uma forma directa, ao contrario do método de McNamara [22] que necessita
de recorrer a técnicas iterativas. A principal desvantagem é a obtencdo de alguns dos
parametros, sendo preciso recorrer a curvas de interpolacdo. Contudo, utilizando a forma de
gerar o factor de agrupamento, por multiplicacdo de funcgdes, posteriormente ver-se-a a
possibilidade de realizar o processo de sintese sem recurso a essas curvas. Uma outra
desvantagem da tecnica relativamente a de McNamara é a de ndo permitir qualquer
decaimento para os lébulos secundarios.

O tipo de abordagem descrito nesta seccdo, bem como nas secc¢Bes anteriores, mostra uma
outra forma de gerar factores de agrupamento, onde 0 recurso as caracteristicas da
transformada de Fourier continua a mostrar potencialidades a serem exploradas.
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4.4 - Interpolacéo Polinomial

O processo de sintese de antenas consiste em obter o factor de agrupamento que melhor
aproxima o factor de agrupamento desejado, segundo um determinado critério de erro. Uma
forma de o realizar é escolhendo um polindbmio com certas caracteristicas hum determinado
intervalo, como é o caso da sintese de Tschebyscheff, Zolotarev, Gegenbauer, etc. As
mudancas de varidvel, como a (2.36), (2.52) e (2.60), que permitem fazer a correspondéncia
de um intervalo da funcéo polinomial ao factor de agrupamento, pelo facto de utilizarem uma
funcdo sinusoidal truncam automaticamente a distribuicdo de corrente. Isto porque apos a
mudanca de variavel ficamos com um polindmio trigonométrico que, como se comprovou na
seccdo 2.4.4, corresponde a uma sequéncia de Diracs pesados pelos coeficientes das correntes.

Outro processo de sintese consiste na aproximacao do factor de agrupamento desejado por
um polinémio que passe por um dado conjunto de pontos. E evidente que ao fazé-lo obtém-se
um polinémio na variavel independente, 5, e embora a fungdo polinomial obtida seja uma
aproximacdo do factor de agrupamento, a distribuicdo de corrente ndo é realizavel. Na
realidade, a transformada de Fourier da variavel independente elevada a um factor n tem
como resultado um Dirac derivado n vezes. No entanto, se tivermos um polindmio
trigonométrico a distribuicdo de corrente ja € limitada. A forma de obter o polindmio pode ser
efectuada através dos métodos de interpolacéo, como é exemplo a interpolagdo de Lagrange.

Com a interpolacdo polinomial, desenvolvida seguidamente, pretende-se controlar os
valores e as posi¢des das amostras do factor de agrupamento. Esta situacdo é semelhante a
aplicacdo do teorema da amostragem para um agrupamento limitado, mas com a técnica de
interpolacdo a amostragem é realizada de uma forma n&o uniforme. Na verdade, enquanto que
o teorema da amostragem obriga a utilizar pontos equidistantes de um periodo do factor de
agrupamento, no processo de interpolacdo pode-se impor qualquer posicao e valor para uma
determinada amostra.

4.4.1 - Interpolacéo para Funcdes com Simetrias

Neste procedimento parte-se da ideia de aproximar um dado factor de agrupamento por um
polinémio trigonométrico. Como veremos, para que o nimero de elementos seja da mesma
ordem de grandeza que o0 nimero de pontos de amostragem € necessario que a funcéo a gerar
seja simétrica em relag&o a origem.

Para se obter o polindbmio deve-se escolher um certo conjunto de pontos do factor de
agrupamento desejado e aplicar a formula de interpolacéo de Lagrange [23], dada por

M -1

[Tx=x)

S
PX) =D Yoo (4.52)
"0 H(Xn - Xi)
i=0

i=n
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O polindbmio trigonométrico € obtido mapeando o intervalo de interesse do factor de
agrupamento, dado por -n/d<f,<m/d, num que tenha uma variacdo aproximada. Uma mudanca
de variavel que o realiza é a seguinte:

X= %sen(ﬂéd ) (4.53)

Quando g, varia entre -r/d até 0 e depois até n/d, x varia entre -n/d e n/d passando por 0.
Entre esses valores a variacdo segue a funcéo sinusoidal. Como apds substituir a variavel x na
equacédo (4.52) a constante r/d do denominador corta com a do numerador esse termo pode
ser retirado de (4.53).

A mudangca de varidvel anterior € analoga a utilizada nos polindGmios tipicos, apresentados
no segundo capitulo. O factor de agrupamento, aproximado a um polinémio trigonométrico, é,
entdo, obtido por

E(B8,)=P() (4.54)

 con| P20
x_sen( 5
X, sen(ﬂ”‘dj (4.55)
2
Yo =F(Bun)
em que S, sdo os pontos de interpolacdo desejados. Tendo o factor de agrupamento, a

distribuicdo de corrente é determinada pelo método da Relacdo de Fourier, aplicando o
teorema da amostragem adaptado e a FFT.

com

A ideia do polindmio interpolador trigonométrico tem sido utilizada em processamento de
sinal no projecto de filtros com equiripple, embora esses trabalhos recorram a outra expressao
para a férmula da interpolacdo de Lagrange e a mudanca de variavel seja um co-seno (cf.
seccdo 1.11). Em antenas foi abordada por Ma [24] com a mudanca de variavel em co-seno,
mas para diagramas de poténcia, e, no seguimento dos trabalhos nos filtros, Shpak e Antoniou
[25] aplicam a mesma técnica em antenas.

Sabendo que o polinébmio trigonométrico conduz a uma distribuicdo de corrente limitada,
falta ver quantos elementos sdo produzidos com M pontos de interpolagdo. Para isso
analisemos a expressdo (4.52) para fungdes par e impar e com M sendo um ndmero par ou
impar de pontos.
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Comecemos por analisar M impar. Neste caso, a equacgdo (4.52) fica

(4.56)

em

M-1
2
we 1T -x0)
2 1=
PX)=D Yy (4.57)

ou seja, o polindmio s6 contém termos em x de expoente par.
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Para uma funcéo impar, tem-se que X.,=-X,, X=0, Y..=-Y. € Y,=0, e a expressdo (4.56) fica

M-1
2
X (x2 - x,z)
RS
PX)=D Y, —ar—— (4.58)

e 0 polindbmio sé contém termos de expoente impar.

Se M for par, a expressao resultante é anéloga a (4.56) sem a amostra na origem, o que
conduz a expressdes semelhantes as anteriores, mas com n, i=1, 2, ..., M/2.

Quanto ao grau do polindmio, para uma funcéo par tem-se um polinémio de grau M-1 se M
impar e grau M-2 se M par. Para uma funcdo impar tem-se um polinémio de grau M-2 se M
impar e grau M-1 se M par. Uma fungdo genérica tera termos quer de grau par quer de grau
impar. O grau do polindbmio é M-1, quer M seja par ou impar.

Um polinémio s6 com termos de expoente par, apos a substituicdo da expressdo (4.55), so
contera termos em co-seno, ja que sen?(5,d/2)=[1-cos(S,d)]/2. A sua transformada de Fourier
consistirda em Diracs nas posi¢bes z=0, +d, +2d, ..., (N-1)d/2, o que d& N coeficientes de
Diracs, sendo N=M para M impar e N=M-1 para M par, ou seja, mais um que o grau do
polinbmio. O agrupamento de antenas tem um ndmero impar de elementos, sendo a
distribuicdo de corrente uma funcéo par.

Para um polindmio sé com termos de expoente impar, apdés a mudanca de variavel, a
transformada terd Diracs nas posi¢es z=+d/2, +3d/2, ..., (N-1)d/2, o que também d& N
coeficientes, sendo N=M-1 para M impar e N=M para M par. Neste caso, ndo existe qualquer
vantagem em utilizar um namero impar de pontos para interpolar o polinémio, uma vez que 0
que se faz é acrescentar o0 ponto na origem, cujo valor é nulo. O agrupamento de antenas tem
um namero par de elementos, sendo a distribui¢do de corrente uma fungdo impar.

Como qualquer funcdo é a soma de uma par com uma impar, para uma funcdo genérica a
transformada do polinémio terd Diracs nas posi¢des z=0, +d/2, +d, +3d/2, +2d, ..., (M-1)d/2,
dando N=2M-1 coeficientes de Dirac na transformada de Fourier'. A distribuicdo de corrente
é obtida pela FFT, mas considerando agora que o intervalo entre elementos é de d/2. Desta
forma, impondo o valor de N, este processo s6 permite controlar (N+1)/2 pontos do factor de
agrupamento.

Com o intuito do processo de sintese ser eficiente, 0 nimero de elementos do agrupamento
tem que ser da mesma ordem de grandeza do numero de pontos de interpolacdo, de modo que
esta técnica, com a mudanca de variavel apresentada em (4.55), s6 pode ser usada para
sintetizar agrupamentos cujo respectivo factor de agrupamento tenha simetrias par, impar ou
de meia onda.

o grau do polinémio é igual a N-1. Por seu lado, o valor de N ¢é duas vezes o grau do polindmio mais 1, o que
da 2Mm-1.

158



Novos Procedimentos na Sintese de Agrupamentos

Na técnica apresentada, no sentido de gerar um dado factor de agrupamento simétrico,
comeca-se por escolher os pontos de interpolacdo dentro do intervalo -n/d<f,<n/d e a seguir
aplica-se o processo de interpolacdo desenvolvido anteriormente. Existe, porém, uma situacao
ainda ndo contemplada que é pretender-se uma distribuicdo de corrente par, mas determinada
com um numero par de elementos (elementos em z=+d/2, £3d/2, ...). Este agrupamento ¢
resultado de um factor de agrupamento com simetria de meia onda, como mostra a figura
4.32a). A aplicacdo do processo de interpolacdo envolve, neste caso, alguns cuidados a ter.
Como a funcdo € par, utilizando um namero par ou impar de pontos simétricos dentro do
intervalo -n/d<f,<n/d, como se visualiza na figura 4.32b), 0 que se consegue gerar é 0
polindbmio que da origem a um agrupamento com um numero impar de elementos de corrente,
como indica a figura 4.32c).

Para resolver o problema tem-se duas formas de realizar a interpolacdo. A primeira
consiste em considerar que o periodo da funcéo € de -2n/d<f,<2n/d, como de facto comprova
a figura 4.32a), o que faz com que a mudanca de variavel dada por (4.55) deva ser agora
x=sen(p,d/4). Com os pontos pretendidos dentro do intervalo -n/d<f,<n/d gera-se o intervalo
de -2n/d<f,<-m/d e de n/d<f,<2n/d, por forma a obter um conjunto de pontos com simetria de
meia onda. Interpolando através desses pontos chega-se a uma funcdo com as caracteristicas
desejadas.

M M

i\ | /! :\/ | /i
A, -V Y LV
1:!71' i ;1 ar? zi;; :1 :£Z7I i
Ty d s, d  d B d f: d d
c) d)
N FANFA N AN
7 /\J\ \ /\/\

0 V/ ‘\Jj \v \V, 0 :‘J/ \V“ A\ /\”:
\n)
| | | | s | AU
i B o e ioor |

T4 d g d  d Ty d 6 d d

Fig. 4.32 - a) Funcdo com simetria de meia onda; b) pontos de interpolacdo; ¢) polinémio gerado com esses
pontos de interpolagdo; d) polinémio gerado utilizando a transformacdo apresentada na tabela 4.2.
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Outro processo de gerar este agrupamento que, ao contrério da situagdo anterior, ndo
necessita de duplicar o numero de pontos a interpolar nem de alterar a forma da mudanca de
variavel baseia-se no facto de que este tipo de fungdo tem simetria impar em torno de +n/d. A
obtencdo da funcdo passa por utilizar o intervalo 0<4,<2n/d (ou -2n/d<f,<0) e construir um
vector de pontos que tenha simetria impar. Consoante a escolha do nimero de pontos e da sua
posicdo tem-se diferentes agrupamentos. A tabela 4.2 mostra como formar os vectores de
dados para gerar o polinbmio com as caracteristicas desejadas. Entre parénteses apresenta-se 0
valor de N (nimero par) indicando, assim, 0 numero de elementos de corrente que se obtém
para cada caso. O factor de agrupamento € obtido por interpolacédo através de (4.55). A figura
4.32d) apresenta o polinébmio gerado ap6s a transformacdo considerada. Como se pode
comprovar pela figura, este factor de agrupamento vem descentrado de w/d, como era de
esperar pela forma de realizar a interpolacédo, sendo o pretendido obtido atrasando de n/d. A
respectiva distribuicdo de corrente é determinada pelo método da Relagdo de Fourier, tendo
em conta o teorema da amostragem adaptado a este trabalho e a FFT. Como o polinébmio
trigonométrico esta avancado de w/d, as correntes devem ser multiplicadas pelo factor e
para dar origem ao factor de agrupamento desejado.

M Pontos escolhidos Novas posicOes e valores
r =[- v
S e /fz=[ﬂu—£,---,ﬂz%‘%rﬁzyﬁ' ot ]
pu 22 | TP R Ryl F=[F i Fy—FyreRl (N=M)
o d z 2
par
_x | B =B By B B ] _ _1 _z z
Py =4 F=[F ELF Fu ] 2 foslPumqubiy —g Pt L
F%:O) Th Mt Tt F=[F,.., %, F%l,...,—Fl] (N=M -2)
m =[-B,M1,.. -
| par ﬂz [ ﬂz%’ 1 ﬂzl’olﬂzl’ ’ﬂz%] ﬂz :[O’ﬂzl__ ﬂ M - ﬂ M 1+ i ﬂ21+%,%]
F=[FyiF,FpFe Py
ﬁz%qt% [ % prortl %] F=[F.F, ..,F%,—F%, l,—FO] (N =M +1)
impar
_ | By =X %000 X Xy 4 ] _ L4 L4 L3 T
ﬁz%_d % 1 1 % ﬂz_[o’xl_d"”’ﬂz%_d’_’&%’l—'_d ,...,—ﬂzl-l-d ,d]
(Fy,=0) F :[FM""’F“FO’Fl""’FM] F=[FFFua—Fua . ~F,—F] (N=M-1)
2 2 2 - 5

Tabela 4.2 - Forma de aplicar o processo de interpolacdo, de modo a obter um factor de agrupamento par com

um namero par de elementos.
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4.4.2 - Sintese de Factores de Agrupamento Tipo Pedestal

A técnica de interpolacdo apresentada pode ser utilizada para se gerar factores de
agrupamento do tipo pedestal, isto €, constante numa dada zona angular do factor de
agrupamento e nulo fora da mesma. Aplicando directamente o método da Relacdo de Fourier
e truncando com a janela rectangular obtém-se uma aproximacao cujos lébulos secundarios
podem ter valores elevados.

Na seccdo 4.2.2 foi empregue a técnica da limitacdo espacial de fontes para diminuir essa
amplitude dos lobulos. Com a técnica de interpolacdo pretende-se gerar factores de
agrupamento com equiripple, quer na zona de l6bulos secundéarios quer na zona do pedestal.
Este problema é analogo ao de projecto de filtros passa-baixo, passa banda ou passa-alto, num
circuito electronico.

4.4.2.1 - Utilizacéo dos Zeros do Polindbmio de Tschebyscheff

Verificando-se que no projecto de filtros digitais a largura dos lébulos secundarios
aumentava gradualmente a partir do pedestal, surge a ideia de se obter este tipo de factor de
agrupamento utilizando como pontos de interpolacdo os zeros do polindmio de
Tschebyscheff. Sendo assim, vai-se apresentar uma técnica que permite gerar o factor de
agrupamento com aproximadamente equiripple. Dado um pedestal normalizado centrado em
6, comecemos por definir a constante

B, = Bcos(6,) (4.59)

De seguida, como a técnica de interpolacdo exige uma funcdo par para que o numero de
elementos seja da ordem do nimero de pontos de interpolacao, desloca-se o pedestal de modo
a centra-lo em 6=90° e passa-se para a variavel B,. Como o grafico é simétrico, considere-se
apenas metade, sendo o extremo do pedestal dado por B,;. Quanto ao valor de N, que pode ser
calculado pelas condi¢des da largura da zona de transicdo e pelo nivel do ripple, como iremos
ver mais adiante, distingamos os dois casos.

Para N impar, determina-se 0 niumero de pontos equidistantes que cabem dentro da metade

do pedestal, sendo
N, = trunc('BLNdj (4.60)
2r

em que trunc(x) trunca o valor de x. O restantes pontos para completar o nimero total
necessario a interpolagéo séo:

N.=——=-N (4.61)

O valores das amostras de interpolagéo séo, entéo, dados pelo vector

E(ﬂz) = [FNp+Ns""’ I:Np+1' I:Np""’ I:l’ I:0’ Fl""' I:Np-¢—l""’ I:Np+Ns] (4'62)
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em que F=1, ..., Fy,=1, Fyu=0,..., Fyn=0 e Fi=1£5, sendo o a amplitude do ripple. Os
pontos de interpolacdo sdo obtidos em fungdo dos zeros do polinémio de Tschebyscheff,
sendo este dado pela forma

T(B,)= cos{(N -1 arccos{xo cos( p éd ﬂ} (4.63)

com X, calculado em funcdo da amplitude do ripple, definido por SLL em dB, pela expressédo
(1.45). Os pontos de interpolacdo correspondentes aos 1s de (4.62) sdo dados por

B = —Earccos{icos{w}} +D, k=12..,N
d

) (4.64)

Xo 2(N -1)

em que D, e determinado de modo a que 0 maximo do polindmio de Tschebyscheff coincida
com a origem, sendo definido pela expressédo

N +1
D, = Earccos icos ﬂ (4.65)
d X, (N-1)

Os pontos de interpolagdo correspondentes aos 0s de (4.62) sdo dados por

B = 2 arccos] L cog) ZK=DT L D, k=12,..,N, (4.66)
d Xo 2(N -1)

em que Ds é determinado por forma a que 0 maximo do polindmio de Tschebyscheff coincida

com =/d, sendo
T 2 1 N7
D, = ———arccosy—Cos (4.67)
d d X, (N-1

De seguida calcula-se o factor de agrupamento através da técnica de interpolacdo e as
correntes sdo obtidas pelo método da Relacdo de Fourier.

Para N par, o processo é idéntico, ficando agora que

S.Nd 1
N, = trunc(zl—ﬂ+§ (4.68)
e
N
NS:?—Np (469)

O valores das amostras de interpolacéo séo
E(/an) = [FNp+Ns""’ FNp+l7 FNp""’ Fl’ Fl""’ FNp+l7"" FNp+NS] (4.70)

em que F=1, ..., Fy,=1, Fypiu=0,..., Fypns=0. Os pontos de interpolacdo correspondentes aos
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1s de (4.70) séo calculados pela expresséo (4.64), mas com D, dado por

N 7z
D, = garccos icos d (4.71)
d Xo N-1

Os pontos de interpolacdo correspondentes aos 0s de (4.70) sdo determinados pela expressao
(4.66), mas com Ds determinado de modo a que o zero Ns+1 do polinémio de Tschebyscheff
coincida com =/d,

D, E P [2(N, +1) -1 4.72)
d d Xo 2(N -1)

O factor de agrupamento e as correntes sdo determinados como no caso anterior.

Para que o factor de agrupamento aparega centrado em S, basta desloca-lo desse valor e,
pelas propriedades da transformada de Fourier, a distribuicdo de corrente deve ser

multiplicada pelo factor e ¥«

Como exemplo, consideremos que se pretende sintetizar um agrupamento com 26
elementos distanciados de d=0,5\ e cujo factor de agrupamento seja o pedestal definido no
intervalo 90°<0<130°, com um valor de SLL igual a 40 dB. A figura 4.33 mostra o resultado.
Repare-se que os Iébulos secundarios estdo praticamente ao mesmo nivel e também se tem
praticamente equiripple na zona do pedestal. Notar que 0,01=-40 dB e que 1+0,01=0,086 dB.

a) b)
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Fig. 4.33 - Sintese de um factor de agrupamento tipo pedestal: a) factor de agrupamento; b) distribuicéo e
corrente.

Na técnica desenvolvida, o0 nimero de pontos de interpolacdo é igual ao numero de
elementos. No entanto, ndo € obrigatério que assim seja. Considerando um ndmero impar de
elementos, viu-se na seccdo anterior que se pode utilizar M=N+1 pontos. Para melhor
entender a forma de amostragem vejamos onde aparecem o0s pontos no factor de agrupamento.
A figura 4.34a) apresenta 0 processo de interpolagdo segundo a técnica desenvolvida, com M
impar. A amostra central é colocada na origem. Se for utilizado um namero par de pontos, em
vez dessa amostra, sdo colocados dois pontos nas duas amostras que interceptam o ponto
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E(£)=1, como se pode observar na figura 4.34b), obtidos com auxilio dos zeros da fungéo
(4.63). O resultado é praticamente 0 mesmo.

a) b)
E(B, F(8,)

1 A\/\vﬂ 1 A\)’/\\)’A

0.8 [ ! \ , 0.8 { \

0.6 I \ 0.6 [ \
. .

0.2 I \ 0.2 I \

0 v/\f"/\\/\!j \\f/\vj\/\v (AVAVA v‘(\vj \VA VAVAY.

2 3 5]
D R Tt S

Fig. 4.34 - Numero impar de elementos: a) interpolagdo com M impar; b) interpolagdo com M par.

A técnica desenvolvida para gerar este tipo de factor de agrupamento é simples de ser
implementada, mas tem a desvantagem de ter o mesmo ripple nas duas zonas do pedestal. A
técnica que vai ser apresentada de seguida elimina esta dificuldade. Também pode acontecer
que o nivel dos lébulos secundarios seja mais baixo que o pretendido, situacdo que pode ser
corrigida calculando a diferenca entre o nivel desejado e o obtido e aplicando a técnica tendo
em conta essa diferenga.

4.4.2.2 - Utilizando uma Técnica Aplicada nos Filtros

Na implementacdo de filtros digitais existem vérias técnicas que permitem gerar filtros
passa-baixo ou passa-alto com equiripple, quer na zona de passagem quer na zona de corte. A
maior parte dessas técnicas séo iterativas, estando fora do &mbito deste trabalho. Contudo,
Bagchi e Mitra [26] expbem uma técnica deterministica para implementar filtros quase
Optimos. Devido a possibilidade de efectuar a analogia entre a implementacdo de filtros
digitais e a sintese de agrupamentos, essa técnica sera utilizada para se gerar factores de
agrupamento com equiripple, com amplitudes de ripple diferentes nas duas zonas de
interesse.

Nos filtros a variavel independente é a frequéncia @, enquanto que neste trabalho é g,
Comparando com a expressao apresentada em [26], a relacéo entre elas é dada por «=4d. Os
pardmetros de controlo sdo o limite da banda de passagem, £, o limite da banda de corte
(zona dos ldbulos secundarios), S, 0 pico do ripple da zona de passagem, &, e 0 pico do
ripple da zona de corte, 6. Com estes valores, 0 nimero de elementos pode ser determinado
pela expressdo apresentada em [27], dada na variavel independente de interesse por

_ —10logy,(6,6,)—13
23248, - B, )d

(4.73)
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A técnica comeca por obter uma funcéo analitica, definida em apenas metade devido a
simetria [26]. Também se baseia nos polinémios de Tschebyscheff, mas de forma diferente da
que foi desenvolvida na secgéo anterior.

Para N impar, a funcdo analitica é dada por

1—§pTP[Ap cos(a,f,d +b,)+ BpJ, 0<B,<p,

H - 4.74
YT srlacos@pd b)) po<p <t o
em que Ty(.) é o polindbmio de Tschebyscheff de ordem M, com
P=N,
4.75
S=N, (4.75)

sendo N, o numero de extremos na zona 0<8<f, € N; 0 nUmero de extremos na zona
Ss<pf<r/d. Eles sdo determinados pesando-se de forma proporcional as duas zonas do factor
de agrupamento, com N,+N=(N-1)/2. Os valores dos oito parametros de (4.74) sdo definidos
por

Ap =l|:TP—l(1+ 6s]+1
2 5, )|

B,=A, -1
1 1+06 ]
=T P l+1
A 2{ A5
B, =A -1 (4.76)
57
a, = ———arccos
zp p
bp =7
1 B, -1
a, = ————arccos
ﬂzsd - As
b, =7(1-a,)

Os pontos de interpolacdo sdo as amostras colocadas nos extremos da fungédo (4.74). Para a
zona de passagem, tem-se que

H(ﬁzk) :1i5p

kz B
= —COS P) " bt k=12..N &
= arccos -b, ¢ k=12,
ﬂZk apd A p p

p
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De forma semelhante, para a zona de corte

H(/sz) = i55

kz
Cos[sj ~ B (4.78)

1
B, =——1arccos
a

S

Para completar o niUmero de pontos necessarios recorre-se ao ponto em £, ou . O factor de
agrupamento € determinado pela técnica de interpolacdo desenvolvida anteriormente. Como
se dispde de metade dos pontos, os restantes sdo obtidos por simetria. Ndo duplicando a
origem, o nimero de pontos é de 2(N,+N+1)-1=N.

Para N par, a funcao analitica € mais uma vez dada por (4.74), mas com diferentes valores
dos parametros:

P=N,
S=2N;+1

_1li1a 1+,
Ap = Z{TP (—5,) j+1}
B, =A, -1

o 1+§p

As :TC 5—5 +1
B, =0

1 Bp—l
a, _ﬂzpd arccos( A J
bp =

_ 1 1
a, = Py arcsen(AS]
b, :%(1—2a5) (4.79)

em que N,+N=N/2-1. Os pontos de interpolagéo séo calculados por (4.77), (4.78), mais um
em [, ou [, e 0s restantes por simetria. Seguidamente é aplicada a técnica de interpolacéo
utilizando a pendltima linha da tabela 4.2. N&o duplicando a origem, o nimero de pontos
antes de aplicar a transformacéo da tabela 4.2 é de 2(N,+N,+1)-1=N-1 e apds N pontos.

Como exemplo, consideremos um agrupamento de 31 elementos, d=0,54, de modo que
6=0,01 (-40 dB), 4=0,03 (1£0,03=%0,26 dB), f£=2,38 e S,=1,74. A figura 4.35 mostra o
resultado. Comparar a zona de I6bulos secundarios da figura obtida por esta técnica com a da
figura 4.33.
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Fig. 4.35 - Sintese de um factor de agrupamento tipo pedestal: a) factor de agrupamento; b) distribuicdo e
corrente.

Uma das desvantagens desta técnica é que ao impor um dado g, e £, 0s valores dos niveis
dos lobulos ou do ripple do pedestal podem estar longe dos desejados, a ndo ser que se
aumente o valor de N.

4.4.3 - Interpolacdo N&o uniforme

A técnica apresentada na seccdo 4.4.1 pode ser empregue para gerar factores de
agrupamento simétricos, que passem por M pontos. Todavia, para funcdes sem qualquer tipo
de simetria, com esse tipo de interpolacdo, tem-se 2M-1 elementos, o que se traduz num
subaproveitamento das potencialidades do processo de interpolacdo. Se for pretendido que, no
caso geral, o nimero de elementos seja da mesma ordem de grandeza do nimero de pontos,
deve-se procurar outro tipo de mapeamento para a varidvel x do polindbmio interpolador.
Olhando as propriedades da transformada de Fourier, a melhor mudanca de variavel seria
dada por

x = ef0 (4.80)

uma vez que a sua transformada de Fourier consistira num Dirac, ou seja, num elemento. Com
esta mudanca de variavel, um polindbmio que contenha todos os termos ja sé terd como
transformada um conjunto de elementos igual ao nimero de pontos de interpolacéo.

Vejamos, entdo, qual a forma de mapeamento que permite obter um factor de agrupamento
que passe por um determinado conjunto de pontos. Considerando (2.8) e (2.9), essas duas
expressoes podem tomar a seguinte forma:

., N-1, N-1
Er)=¢ "% g (N e

n=0

Para que o factor de agrupamento passe pelo ponto S, com o valor E(f,) imp0e-se que

N-1 ., N-1
ZQK” -5 1)0'}%”" =E(B e 2 (4.82)

n=0
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Para M pontos distintos, com M=N, tem-se um sistema de equagOes linearmente
independentes com M incdgnitas. A resolucdo desse sistema permite determinar as N
correntes desejadas. Para evitar ter que se resolver um sistema de equagdes, que, no entanto,
pode ser resolvido por inversdo de uma matriz, facamo-lo através da interpolacdo de
Lagrange. Para isso consideremos a expressao (4.52) na forma polinomial,

]j(x_xi)

N-1 i
PO)=D Voqa—— =8 +ax+a,x" +..+a, x" =3 ax" (4.83)

"0 H (Xn - Xi) "0

i=0
Como a interpolacdo de Lagrange da o mesmo resultado que a resolu¢do de um sistema de
equacdes, comparando a equacdo (4.83) com a (4.81), o processo de interpolacdo é aplicado
da seguinte forma:

.o N-1
-5, Td

E(8,)=¢

P(x)

4.84
X = @il (4.84)
n

i N1
Y, =F(B,)e"" 2"

A técnica de interpolacdo apresentada permite sintetizar um factor de agrupamento com
qualquer forma. Sendo mais geral, obviamente que também permite sintetizar factores de
agrupamento com simetrias, resultado que coincide com a técnica utilizada na seccéo 4.4.1.

A distribuicdo de corrente é obtida pelo método da Relacdo de Fourier, com recurso ao
teorema da amostragem. Para isso, aplica-se a formula de interpolacdo de Lagrange com as
substituicdes indicadas em (4.84), a fim de calcular os valores da fungdo nos pontos de
interesse para o referido teorema. O factor de agrupamento pode ser determinado pela
primeira expressdo de (4.84) ou pela transformada inversa da distribuicdo de corrente. No
segundo caso o célculo é muito mais rapido.

Em processamento de sinal, no contexto da generalizacdo da transformada de Fourier
discreta também € apresentada uma técnica de interpolacdo [28], embora ndo Ihe seja dada
essa atribuicdo. No entanto, os seus autores lidam com o plano complexo, de modo que a
generalizacdo € mais do ambito da transformada Z do que da transformada de Fourier. Por
isso, a técnica de interpolacdo desenvolvida é mais apropriada para aplicacdo na sintese de
agrupamentos. Para mais, o calculo dos coeficientes da transformada de Fourier é diferente.

A vantagem da presente técnica é realizar a amostragem ndo uniforme do factor de
agrupamento. Enquanto que por aplicacdo do teorema da amostragem sO se consegue
controlar os pontos equiespagados do factor de agrupamento, esta técnica permite controlar
qualquer ponto do mesmo. Assim, ela pode ser empregue sempre que se pretenda um dado
factor de agrupamento que passe por determinado conjunto de pontos, sendo estes
equidistantes ou ndo. Tem aplicacGes na geracdo de factores de agrupamentos tipo pedestal,
como foi exposto na seccdo anterior, de factores de agrupamentos com qualquer forma, como
0 caso da cosec(#), na geracdo de nulos, etc.
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4.4.4 - Sintese de Factores de Agrupamento Tipo cosec(6)

Tendo-se desenvolvido a técnica geral de interpolacéo, vejamos a sua utilizagdo para gerar

outro tipo de factor de agrupamento. Trata-se do diagrama cosec(#), que j& foi referido
anteriormente.

Consideremos que se pretende obter o seguinte factor de agrupamento:

0,<0<80, (4.85)

em que A permite colocar a funcdo na referéncia desejada, normalmente nos zero dB. Na
variavel £, tem-se que

A
Bcos(0,)< B, < Bcos(6,)
B, T
(ﬁjcosec(z - Hlj
1 Beos(0,)< B, <0 (4.86)
0 outros

Suponhamos um agrupamento com N=26 elementos, com distancia entre eles de d=0,52,
6,=95° e 6,=120°. Por aplicacdo directa do teorema da amostragem, o factor de agrupamento
aproximado é o indicado na figura 4.36, em que A=1. Esse resultado é o mesmo que aplicar a
técnica de interpolacdo com os pontos definidos pelos do teorema da amostragem, ou seja,
com os pontos em f,=(2k+1)m/(Nd), k=-N/2,...,N/2-1.

a) b)
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F(0), f \\ o
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I \\ g'g; ettt il THTHn R
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v " : irnws :
IAWLY —
YAl : [1 %, Nrmﬂm Il
Tt | F
. 1 1
s 20° 40° 60° @° 100° 120° 140° 160° 180° L2 02 a4 B

Fig. 4.36 - Factor de agrupamento tipo cosec(6): a) factor de agrupamento; b) respectiva distribui¢do de corrente.
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Foi demonstrado que os zeros do polindmio de Tschebyscheff sdo eficazes na geracdo de
factores de agrupamento tipo pedestal com niveis de I6bulos secundarios aproximadamente
iguais. Vejamos uma técnica anéloga para sintese da co-secante.

Suponhamos, entdo, que se pretende impor os lébulos secundarios do factor de
agrupamento abaixo de um dado nivel. Os pontos de interpolacdo sdo calculados em fungéo
dos zeros ou dos maximos do polindmio de Tschebyscheff, sendo este definido por

T(B,)= cos{(N -1 arccos[xO cos(#ﬂ} (4.87)

O ndmero de pontos empregues em cada zona da funcdo é igual ao nimero de amostras
obtidas para aplicacdo do teorema da amostragem.

Comecando pela zona do feixe, define-se por N, 0 nimero de pontos a utilizar. Para obter a
posicao desses pontos comeca-se por calcular os zeros da funcgéo (4.87), ou seja,

2 1 (2k -z _
B, = od arccos{xOC cos{ 2(N—-1) }}+ DX k=12,..,N

(4.88)

C
c

sendo X, calculado pela expressao (1.45) com SLL igual ao nivel maximo desejado para o
ripple, SLL., . permite contrair ou dilatar a distancia entre os pontos e D, é obtido de modo a
que o Ultimo ponto coincida com a Gltima amostra da co-secante, B,, determinada pelo
teorema da amostragem. Assim, tem-se que

B 2 1 (2N, -Dr
D.=p6,,+ a.d arccos{ - cos{—2 (N=1) }} (4.89)

Para ndo surgir um pico elevado no extremo mais baixo da co-secante, a Ultima amostra deve
ter uma posicdo menos espacada da anterior do que a dada por (4.88). Obtém-se bons
resultados se a distancia entre as duas Ultimas amostras for igual a distancia entre as duas
primeiras,

ﬁzc(Nc)zﬁzc(Nc _1)+ﬂzc(2)_ﬂzc(1) (4.90)

Apesar de se recorrer a esta abordagem para posicionamento dos pontos, nesta zona é dificil
obter uma técnica directa capaz de produzir equiripple. Com «,=1,05 consegue-se resultados
satisfatorios. O valor das amostras é dado pela funcéo (4.86).

Para o lado esquerdo da figura 4.36a) considera-se a equacdo (4.87), em que X;=Xg €
calculado pela expressao (1.45) com SLL igual ao nivel desejado para os l6bulos secundarios,
SLL.. Para o lado direito, tem-se X,=X,q também obtido por (1.45), mas com SLL=SLLq4 sendo
igual a SLL. menos o valor do extremo mais baixo da co-secante. A constante « tem que ser
calculada. Os pontos de interpolacdo correspondentes ao lado esquerdo do grafico da figura
4.36a) sao determinados pelos zeros do polinémio de Tschebyscheff,

2 1 (2k -1z _
B = por arccos{xOe cos{ 2(N—-1) }}+ D, k=12,..,N

(4.91)

e
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ou pelos m&ximos,

_2 1 sl K7 _ -
B = por arccos{xOe cos{(N _1)}}+ D, k=0,1.. N, -1 (4.92)

sendo N. 0 nimero de amostras empregues e D, é determinado de modo a que 0 maximo do
polindmio de Tschebyscheff coincida com =/d,

N
D :Z—larccos{ 1 cos( e ﬂ (4.93)

" d od X, (N —=1)

Os pontos de interpolacédo correspondentes aos l6bulos do lado direito do grafico da figura
4.36a) sdo dados por

_— 2 arccos| Lo (k=D _
B = p arccos{xOd cos[ 2(N-1) }}+ Dy k=12,.. N, (4.94)

ou pelos maximos

__2 L o KT _
By = por arccos{x()d cos[(N _1)}}+ D, k=12,.. N, (4.95)

sendo Ny 0 nimero de amostras utilizadas e Dq € determinado de modo a que 0 maximo do
polindmio de Tschebyscheff coincida com -r/d,

__2 1 No7 }| 7
D, = d arccos{xOd cos( (N 1)ﬂ+ i (4.96)

Deve-se ter o cuidado de que a Gltima amostra do lado esquerdo e a Gltima amostra do lado
direito tenham sinais iguais para N par e opostos para N impar, para um correcto
comportamento dos I6bulos secundarios. Para isso lida-se com a amostra central.

Existem duas constantes a determinar, A e «. Pode-se pensar que, se a constante A for igual
a 1, o factor de agrupamento fica normalizado. Contudo, essa situacdo nem sempre acontece,
pois 0 maximo vai depender fortemente do pico préximo do centro do grafico. Quanto ao
pardmetro ¢, este permite controlar a zona dos I6bulos secundarios. Com a escolha apropriada
deste parametro consegue-se niveis dos lébulos secundarios praticamente iguais.

Como a técnica é pouco sensivel ao pardmetro A, um meio de determinar o seu valor
aproximado é considerando que « toma um valor tipico. Assim, para obter A fez-se a=0,97 e
utiliza-se como pontos de interpolacdo os zeros do polindmio de Tschebyscheff — equacGes
(4.88), (4.91) e (4.94). Depois, aplicando a formula da interpolagdo desenvolvida neste
trabalho, obtém-se o factor de agrupamento préximo da origem, visto que é nessa zona que
surge o seu valor maximo. A é o inverso do maximo desta funcéo.

Como agora 0 parametro « € a unica incognita, empregando mais uma vez o0s zeros do
polindmio de Tschebyscheff, impde-se que o factor de agrupamento tenha o valor de SLL, em
B,=n/d. Através de um algoritmo de pesquisa de zero, ou outro método, calcula-se c.
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Dispondo-se de todos os parametros, o factor de agrupamento é obtido atraves do processo
de interpolacdo, mas utilizando os maximos do polindmio de Tschebyscheff para a zona dos
I6bulos secundarios, como é apresentado em (4.92) e (4.95), j& que com estes consegue-se
melhores resultados do que com os zeros do polindmio. A distribuicdo de corrente é
determinada pelo método da Relagéo de Fourier.

Para o exemplo anterior, com SLL.=30 dB e SLL.=40 dB, o valor de « foi de 0,9776. A
figura 4.37 mostra o resultado. A figura 4.37c) apresenta a diferenca entre a fungéo co-secante
e o factor de agrupamento gerado.

a) b)
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Fig. 4.37 - Sintese da cosec(6) utilizando a técnica de interpolacéo desenvolvida: a) factor de agrupamento; b)
respectiva distribuicdo de corrente; c) diferenga entre a funcéo co-secante e o factor de agrupamento gerado.

4.45 - Sintese de Zolotarev Revisitada

Na seccdo 4.3.4 foi desenvolvida uma técnica que permite gerar agrupamentos muito
semelhantes aos obtidos pela sintese Zolotarev, através de multiplicacdo de fungdes simples
parametrizadas. Foram referidas as varias vantagens dessa abordagem face ao processo de
sintese realizado por McNamara e apresentado no primeiro capitulo deste trabalho. O
inconveniente era a necessidade de interpolar curvas para obtencdo de dois pardmetros
necessarios ao processo de sintese.
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Vejamos como a técnica de interpolacdo permite realizar, de uma forma mais simples e
directa, a sintese de agrupamentos tipo Zolotarev. Para esse objectivo serdo utilizados os zeros
da funcéo (4.48) e um extremo da mesma.

Voltando, entdo, a equacéo (4.48), os dois parametros a determinar pelas curvas da figura
4.29 séo C, e C,, respectivamente. Quanto a C,, este deixa de ser necessario. De facto, o novo
processo utiliza apenas os zeros e o Ultimo extremo de (4.48). Deste modo, a fungdo arco
tangente que aparece nessa equacao pode ser descartada, visto que ela foi empregue para dar
forma aos dois Iébulos principais e ndo serdo utilizados quaisquer pontos de interpolacédo
sobre 0s mesmos a ndo ser o da origem que estd bem determinado. Quanto ao parametro Cs,
como esta nova técnica € menos sensivel aos desvios dos pardmetros em comparagdo com a
da seccdo 4.3.4, pode-se determinar uma formula aproximada para as curvas da figura 4.29.
Assim, retira-se que

C,=10"+1
(4.97)
17 =10g,,(2,5%x107°SLL —1,25x10™*) + 2,4256e***" —0,5382
A posicdo dos pontos de interpolacdo séo obtidos da funcéo
af,d .
E(p,) =cos< (N —1)arccos| X,, CoS > —sign(4,)C, (4.98)

com o parametro C, dado por (4.49), « por (4.51) e X, =X,Cs, mais 0 zero na origem devido a
funcdo arco tangente. Para N par tem-se as seguintes posi¢oes dos pontos de interpolacéo:

B _
s, { TP gy ,O,ﬂzo,---,ﬂz(g_z)} (4.99)
sendo /£, 0s zeros de (4.98), dados por
2 1 (2n+r _ N

B, = - {C +arccos{—cos(mﬂ} n=0,1,.., > 2 (4.100)

Nesses pontos os valores de interpolacdo sao

_SLL

E(5,) :{10 20.0,..., 0} (4.101)

Para N impar tem-se as seguintes posi¢es dos pontos de interpolagéo:

ﬂ [ ﬁ N—l ﬁzO’O ﬂzO’ ﬂz(l\l—l_z)’ﬂzM} (4-102)
2
com
_ 2 1 (2n+)z B N-1_
B, = por {Cl +arccos{ cos( 2(N-1) ﬂ} n _0,1,...,—2 1
(4.103)

N

B = E{C + arccos[i cos( (2’\(IN 3)17; ﬂ}
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sendo S, 0 ultimo extremo do factor de agrupamento desejado. Os valores de interpolagdo
séo

i
F(8,)= {0, ., 0,10 2 } (4.104)

Dispondo-se dos pontos e dos respectivos valores, aplicando a técnica de interpolacéo
polinomial, obtém-se factores de agrupamento muito semelhantes aos da sintese de Zolotarev.
A vantagem deste processo face ao desenvolvido anteriormente, além do facto de ndo
necessitar de curvas para obtencdo dos parametros, € ser mais estavel face aos mesmos. Uma
das dificuldades que se encontrou com a técnica da sec¢do 4.3.4 foi que ndo se conseguia
obter os objectivos desejados para valores de SLL superiores a 50 dB. Na presente técnica,
ndo sO isso é possivel como as expressdes apresentadas para os diferentes parametros
continuam a fornecer bons resultados.

Para o comprovar observemos o exemplo em que N=45, d=0,54 e SLL=70 dB. A figura
4.38 mostra o resultado. Notar que a sintese de Zolotarev ndo permite realizar este
agrupamento por conter um numero impar de elementos [21].

a) b)
|E(ﬂz)|d30 7 \ 882

: s

-50 A9 A0 S 0 S 10 15
601 B T S 2 :
i . (I
AR

_% _% - &Z % =2 BTV UL

Fig. 4.38 - Agrupamento de Zolotarev obtido pela técnica de interpolacdo: a) factor de agrupamento; b)
distribuicdo de corrente.

A abordagem efectuada pode ser aplicada a outros tipos de agrupamentos com
caracteristicas semelhantes ao apresentado.

4.4.6 - Geracéo de Nulos no Factor de Agrupamento

A interpolacdo polinomial, pela sua caracteristica de passar por um dado conjunto de
pontos do factor de agrupamento, € atraente para gerar nulos nesse factor de agrupamento.

Segundo o conceito usado na literatura, ao gerar um nulo através da insercdo de um zero
no factor de agrupamento, este sera de banda estreita. Os de banda larga sdo obtidos por uma
concentragdo de nulos muito préximos uns dos outros ou por diminuicéo efectiva do nivel dos
I6bulos secundarios na zona do nulo.
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Suponhamos que se pretende gerar um nulo na direccdo 6=6, num dado factor de
agrupamento. Isto corresponde ao valor fB=p4,.=/cos(&). Uma forma de impor este nulo é
aplicando o teorema da amostragem, mas com o trem de Diracs deslocado, de modo a que
uma amostra coincida com f,. Depois, basta fazer

F(B,,)=0 (4.105)

Aplicando a FFT ao conjunto de amostras, como foi desenvolvido neste trabalho, obtém-se a
distribuicdo de corrente. O factor de agrupamento pode ser determinado por transformada
inversa. O factor de agrupamento assim obtido tem efectivamente um nulo na posicao
pretendida. Isto deve-se as propriedades da transformada de Fourier referente a aplicagdo do
teorema da amostragem, em que o factor de agrupamento tem que passar pelos pontos de
amostragem.

N&o obstante, em geral, o factor de agrupamento original terd a sua estrutura de l6bulos
secundarios alterada. Normalmente, os I6bulos mais afectados sdo os mais proximos do nulo
imposto. Uma forma de corrigir o nivel dos mesmos é recorrendo a técnica de interpolagdo
polinomial, considerando que os pontos de interpolacdo sdo as amostras calculadas
anteriormente. Para corrigir um dado I6bulo secundério, desloca-se a amostra mais proxima
para a posi¢do do pico do factor de agrupamento gerado e atribui-se o valor desejado para
esse pico. O factor de agrupamento final e a distribuicdo de corrente sdo obtidos como foi
exposto na técnica de interpolacdo.

Comecemos por aplicar esta técnica a um exemplo apresentado por Steyskal [29] que
corresponde a colocar um nulo em 6,=102.71° (u,=sen(90°-&)=0,22 segundo Steyskal) num
agrupamento linear uniforme com 21 elementos e com d=A4/2. Comparando o resultado
obtido, sem correccdo do nivel dos l6bulos secundarios, com o do artigo verifica-se que eles
sdo semelhantes. Na verdade, como se constatou na sec¢do 1.12, o método desenvolvido por
Steyskal consiste em subtrair a funcdo original uma funcdo seno cardinal pesada para
provocar um nulo na posicdo desejada. Como é do conhecimento da teoria de processamento
de sinal, quando se aplica o teorema da amostragem, a recuperacao da funcdo consiste em
convoluir o conjunto das amostras com a fungéo seno cardinal. Desta forma, quando se impds
a expressdo (4.105) foi o mesmo que subtrair uma amostra com 0 mesmo valor que o da
funcdo original. Por sua vez, a convolu¢do de uma amostra com o seno cardinal da o seno
cardinal na posicdo da amostra. Daqui retira-se que o que efectivamente acontece na aplicacédo
desta técnica é que se subtrai, ao factor de agrupamento original, um seno cardinal
posicionado no nulo pretendido e de valor tal que o origine. Com a técnica de interpolacao
pode-se corrigir o grafico a fim de obter os resultados desejados. De facto, o nivel maximo do
factor de agrupamento original € de -13,19 dB, enquanto que apos a inser¢do do nulo passou a
ser -12,29 dB. Aplicando a técnica desenvolvida, alterando apenas as duas amostras mais
préximas do nulo, o resultado é o indicado na figura 4.39, onde o nivel maximo é agora de
-13,17 dB.

Reparemos noutro exemplo, caracterizado por um agrupamento de Tschebyscheff de 30
elementos, d=A/2 e SLL=25 dB. A figura 4.40a) mostra o factor de agrupamento apds inserir
um nulo em 6=110°. Depois da rectificacdo dos oito picos mais proximos do nulo obtém-se o
resultado da figura 4.40b), o que permitiu passar do valor maximo do nivel dos I6bulos
secundarios de -23,2 dB (figura 4.40a) para -24,9 dB (figura 4.40b).

175



Novos Procedimentos na Sintese de Agrupamentos

a) b)
0 0.06
|E(‘9)|ds | ) 1 ]
004
-10 i g
ﬁ | T 002
20 ﬁ e : 0
p . A <AL 3% <26 -4 0 A 2% 3% 4L 5)
22, A A N = z
P WA /] 02
5 il 1]
-40t 5 of+ | ¥
j=2)
NN ]
-50 —t . -0.
0 30° 60° @ 90° 120° 150°  180° BA-4h 3% <26 -4 0 A 2% 3% 4n 5)

z

Fig. 4.39 - Geragdo de um nulo em 6=102.71° num factor de agrupamento seno cardinal: a) factor de
agrupamento com nulo (a trago continuo) e factor de agrupamento da funcdo sen(Nrnu/2)/[Nsen(nu/2)]; b)

distribui¢do de corrente obtida pela técnica desenvolvida (*) e referente ao seno cardinal (.).
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Fig. 4.40 - Geracdo de um nulo em 6,=110° num agrupamento de Tschebyscheff: a) sé utilizando a expressao
(4.105); b) alterando o valor das amostras laterais.

Consideremos agora o problema da geracdo de varios nulos. A insercdo de varios nulos
usando 0 mesmo processo ja se torna mais dificil, porque normalmente estes ndo estdo em
posi¢Oes equiespacadas de um valor igual ao do obtido pelo teorema da amostragem. S6 neste
caso poder-se-ia impor amostras nulas na direc¢do das varias interferéncias. No entanto, viu-
-se anteriormente que inserir uma amostra nula pela técnica apresentada consiste em somar
uma funcdo tipo seno cardinal periddica ao factor de agrupamento original, posicionada na
direccdo da interferéncia e de sinal oposto ao valor deste nessa direc¢do. Sendo assim, a
técnica utilizando a amostragem equiespacada pode ser empregue desde que se altere o factor
de agrupamento original, somando-o0 com as amostras dos senos cardinais resultantes da cada
nulo a inserir.

As direccBes dos nulos a inserir estdo nas posi¢coes B=L, P, ---» P, COM B,=£c0S(6.).
Como em geral ndo se consegue ter, pela aplicacdo do teorema da amostragem, amostras nas
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direcgdes dos véarios nulos, ndo se pode utilizar a relacdo (4.105) para cada nulo. Em
substituicdo amostra-se a funcao referente a cada nulo, dada por

senl 51 (6, .|
sen| S (5.~ 5|

i3

9(8,) = 90 (B, ~ ) =

(4.106)

em que os valores de ¢ sdo calculados de modo a impor nulos nas direc¢bes pretendidas,
determinados pelo seguinte sistema de equacdes:

1

a; 1 go(ﬂzl _/Bzz) go(ﬂzl _ﬂzK) ) E(ﬂzl)
a, _ 90(B2 — Ba) 1 v Go(Byy — B) E(B.,) (4.107)
Ay 9o(Bu —Bn) 9o(Bx — B2) - 1 E(Bx)

sendo F(f,) o valor do factor de agrupamento original na direccdo do nulo. Apds somar as
amostras de cada uma das fungdes (4.106) ao factor de agrupamento original, a distribuicéo
de corrente e o respectivo factor de agrupamento sdo obtidos pelo método da Relagdo de
Fourier.

A menos do processo de célculo, esta técnica é semelhante a de Steyskal [29]. Contudo,
como aqui se lida com amostras, pode-se corrigir o factor de agrupamento gerado, da mesma
forma como foi feito para a insercdo de um nulo, tendo o cuidado de impor uma em cada
nulo. Contudo, nem sempre os resultados foram satisfatorios.

Uma forma mais eficiente mostrou ser a utilizacdo dos extremos dos I6bulos secundarios
como pontos de interpolacdo, como é sugerido em [28] ou [30]. Perde-se, porém, alguma da
facilidade do processo anterior, porque neste caso ha que determinar todos os extremos dos
I6bulos. Esta técnica consiste, assim, em utilizar a técnica da interpolacdo, sendo o
procedimento de insercdo de nulos o apresentado na sec¢do 1.12 e com uma sé correc¢do dos
I6bulos secundérios.

Vejamos a aplicacdo da técnica desenvolvida a um agrupamento de Tschebyscheff de 41
elementos, d=0,54, SLL=30 dB, para gerar um nulo de banda larga impondo nulos em
6=102°, 103,5°, 105° e 106,5°. A figura 4.41 mostra o resultado em que apenas se corrigiu 0s
I6bulos secundarios no lado direito do grafico. Como se pode constatar, consegue-se
praticamente recuperar o nivel original dos l6bulos secundarios.

Embora os exemplos apresentados tenham incidido em factores agrupamentos tipo I6bulo,
a técnica desenvolvida pode ser aplicada a qualquer caso. Nesse sentido, consideremos a
geracdo de nulos no factor de agrupamento da figura 4.33, inserindo-os em 6=40°, 84°, 85°,
86° e 150°. Corrigindo os trés lobulos secundarios mais elevados, o novo factor de
agrupamento e a respectiva distribuicdo de corrente sdo os da figura 4.42.
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Fig. 4.41 - Geracdo de um nulo de banda larga num agrupamento de Tschebyscheff: a) factor de agrupamento
com nulos em 6=102°, 103,5°, 105° e 106,5°; b) distribuicdo de corrente.
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Fig. 4.42 - Geracdo de nulos hum factor de agrupamento tipo pedestal: a) factor de agrupamento com nulos em
6=40°, 84°, 85°, 86° e 150°; b) distribuicdo de corrente.

No contexto da geracdo de nulos de banda larga, Orchard, Elliot e Sten [31] apresentam
um método que permite gerar factores de agrupamento do tipo cosec(#) com duas zonas de
niveis de lobulos secundarios, tendo a mais proxima da zona do feixe principal niveis mais
baixos. O metodo é iterativo e apesar de terem surgido outros com 0 mesmo objectivo, como
[32], [33], [34], [35] para melhorar as caracteristicas da corrente e [36] que sé utiliza a fase da
mesma, todos eles continuam a ser iterativos.

A técnica da interpolacdo polinomial permite realizar um agrupamento analogo. Nessa
ordem de ideias, em primeiro lugar obtém-se um factor de agrupamento do tipo cosec(6),
segundo o desenvolvimento da seccdo 4.4.4, com os niveis dos lébulos secundarios iguais ao
nivel mais elevado dos valores especificados para 0s mesmos e com o ripple pretendido para a
zona da co-secante. Como a técnica desenvolvida para sintetizar este tipo de agrupamento lida
com os extremos da funcdo na zona dos l6bulos secundarios, esta encontra-se numa forma
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apropriada para uma pesagem diferente dos Iébulos. Assim, comega-se por manter a mesma
posicdo das amostras desses lobulos e diminuiu-se o seu valor para o nivel pretendido. Caso
seja necessario, faz-se uma correccdo dos lébulos secundarios cujo nivel tenha sido alterado
ou que ainda ndo tenham o valor desejado, deslocando a amostra para a posi¢do do extremo
do I6bulo a corrigir e impondo o valor desejado.

Esta forma de se gerar um nulo de banda larga é diferente da anterior, pois ndo se impde,
no factor de agrupamento, varios zeros proximos para baixar o nivel dos Iébulos secundarios
na zona do nulo. O que se faz agora é baixar efectivamente o nivel dos I6bulos alterando o
valor do seu extremo. Por outro lado, consegue-se niveis praticamente iguais nessa zona.

Como exemplo, consideremos o apresentado em [31] para um agrupamento de 16
elementos e d=4/2. O diagrama de poténcia é dado por cosec’(&-mn/2)cos(6-n/2) para
100°<6<140°, com os quatro lébulos mais préximos do feixe principal com um nivel de -30
dB e os restantes com -20 dB. Visto que aqui se lida com o diagrama de tensédo, e ndo o de
poténcia, o factor de agrupamento é dado por cosec(6 —m/2)+/cos(6 —m/2) ou, na variavel £,
por -(BIB)[1-(BIB) " para Secos(7Tn/9)<B.<pcos(5n/9). Aplicando a técnica desenvolvida, a
figura 4.43 mostra o resultado para uma amplitude de ripple de +0,1 dB. Embora o factor de
agrupamento seja muito semelhante ao determinado em [31], o método ai apresentado tem
mais algumas potencialidades no controlo do diagrama, principalmente por permitir um maior
namero de extremos na zona da co-secante, o que faz com que, nalguns casos, o diagrama
esteja mais dentro das especificacfes do que o sintetizado pela técnica da seccao 4.4.4. De
qualquer forma, chega & mesma solucdo que em [37] sem ter que recorrer a métodos
iterativos, ou seja, quando o factor de agrupamento é uma funcao real.

Este modo de se gerar nulos de banda larga pode ser aplicado a qualquer tipo de factor de
agrupamento, isto é, gera-se o nulo de banda larga por diminuicdo dos lébulos secundarios
correspondentes a zona do mesmo.
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Fig. 4.43 - Geragdo de um nulo de banda larga no factor de agrupamento tipo cosec(é): a) factor de
agrupamento; b) distribuicdo de corrente.

Para finalizar este assunto, falta abordar o problema da distancia entre elementos. A
técnica desenvolvida pode ser empregue, sem qualquer alteracdo, a qualquer agrupamento
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cuja distancia entre elementos seja de d<A/2. Para distancias superiores a aplicacéo da técnica
depende, uma vez que a janela visivel cai fora do intervalo -n/d<f,<n/d. Se os nulos estiverem
dentro desse intervalo, a abordagem anterior continua a ser valida. Se algum cair fora desse
intervalo, poderia parecer que utilizar o dobro desse intervalo para o factor de agrupamento e
impor os nulos desejados resolveria o problema. No entanto, aplicando a transformada de
Fourier, a distribuicdo de corrente passaria a ter o dobro do nimero de elementos, o que ndo é
pretendido. Uma forma de continuar a aplicar a abordagem apresentada & considerar a
periodicidade do factor de agrupamento e impor os nulos dentro do intervalo indicado acima,
mas que coincida com os nulos a impor fora do mesmo. Sendo assim, o valor de S, que
controla a posicédo de um nulo, para valores entre elementos de A/2<d<A, é dado por

s
_ X d (4.108)
,Bcos(@o)—% para 3cos(d,) >%

ﬂcos(00)+2d—” para fcos(6,) < -

z0

Para outros valores de d o procedimento € similar, tendo sido empregue o intervalo indicado
apenas para ndo inserir na analise I6bulos secundarios de amplitude igual ao principal [38].
Com a posicado do nulo, dada por (4.108), aplica-se a técnica anterior de inser¢do de nulos.
Repare-se que agora surgirdo dois nulos, um dentro do periodo do factor de agrupamento e
outro no segundo periodo ainda dentro da janela visivel.

Como exemplo, consideremos que se pretende inserir um nulo em £=150° num
agrupamento de Tschebyscheff com SLL=30 dB, d=0,8A e N=21 elementos. Este nulo
corresponde a um em f=-5,44/A, estando fora do intervalo de um periodo do factor de
agrupamento, que é de -3,93/A</,<3,93/A. Utilizando a primeira expressdo de (4.108) tem-se
que [,=2,413/L (6=67,42°). Aplica-se 0 que foi exposto e utilizando a distribuicdo de
corrente eshoca-se o factor de agrupamento num intervalo que englobe a janela visivel. A
figura 4.44 mostra o resultado.
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Fig. 4.44 - Geragdo de um nulo em 6=150° num agrupamento de Tschebyscheff com elementos distanciados de
4/5 do comprimento de onda: a) factor de agrupamento; b) distribuicdo de corrente.
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4.5 - Aproximacao Polinomial

Com a técnica de interpolacdo polinomial desenvolvida neste trabalho é bastante atraente
gerar factores de agrupamento que passem por um determinado conjunto de pontos. O numero
de pontos empregues é igual ao nimero de elementos da fonte, sendo mais geral do que a
amostragem realizada pelo teorema da amostragem. No entanto, como normalmente o que
interessa no processo de sintese sdo certas caracteristicas do factor de agrupamento, como a
largura do feixe principal, o nivel dos lI6bulos secundarios, nulos em certas direc¢des, e como
nem sempre é possivel obter, a partida, as posi¢ces dos pontos de amostragem que conduzem
aos melhores resultados, outra forma de aproximagdo por um polindmio € através dos
minimos quadrados. Esta situacdo pode ocorrer, por exemplo, quando se define um nimero de
amostras superior ao grau do polinémio, ndo sendo, em geral, provavel que este passe por
todos os pontos.

Uma situacdo interessante é quando o polindmio continua a passar por um determinado
conjunto de pontos, mas a aproximagdo aos restantes € seqgundo o minimo erro quadratico
médio. Esta abordagem lida com um problema de optimizacdo com solugdo analitica.

4.5.1 - Técnica de Aproximagao

A técnica de aproximacao polinomial consiste em definir a aproximacdo de um conjunto
de pontos por um polinémio, como foi referido anteriormente, e na substituicdo da devida
mudanca de varidvel para aplicacdo em antenas. Para utilizar as facilidades da anélise
matricial, definamos as grandezas de interesse na forma vectorial.

O polinémio de grau N-1 pode ser definido por
N-1
P(x) =Y c,x"=XC (4.109)
n=0

em que X=[1, x, X5, ..., x*'] e C=[cy, €y, Cp ...,.Cna]", COM T a representar a transposta. O
problema consiste em minimizar a diferenca, segundo 0os minimos quadraticos, entre o
polindmio P(x) em M pontos, M>N, e o valor da funcdo nesses pontos, que se pretende
aproximar, f(x), ou seja,

M-1 2
D IXnC = yp| =min. (4.110)
m=0
sendo X,= [1, X X2, xr':’l] e Yn=f(X.). Por outro lado, o polinémio deve passar por K pontos
da funcdo f(x), K<N, o que da

sC=Y (4.111)

com S= [X a1 Xagreeen X o ]T , Y=[Yow, Yozs ---» Yox]™ € Yon=F(Xom). O problema consiste, entdo, em

M-1

M-1
minimizar D 1XnC = Yl = D (XC = Y XX uC = V)
m=0

m=0

(4.112)
sujeitoacondicio SC =Y
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com * a representar complexo conjugado. A forma de resolver este problema € transformé-lo
num sem restricdes através do método dos multiplicadores de Lagrange. Como as variaveis
podem ser complexas, a aplicacdo do método consiste em maximizar a expressao

<
N

(X, C-y, XX, C-y,) +A(SC-Y)+A(SC-Y)" (4.113)

0

3
I

em que A=[4;, 4, ..., A«] S@0 0S mult*iplicadores de Lagrange. Depois calcula-se a derivada
parcial desta expressdo em relacdo a C (ou C) e iguala-se a zero, dando

AC-B+S"A" =0 (4.114)

com " a representar a transposta conjugada e a matriz A e o vector B s&o definidos por

M-1 M -1
M D X xh
m=0 m=0
M-1 . M-1 N M-1 N1 *
A= Xm Xme Xm Xm
m=0. m=0 m=0
M-1 . Mo . M-1 «
GO I I (i D U ()
| m=0 m=0 m=0 _
(4.115)
M-l M-1 X M-1 - T
B = Zym Z:ymxm Zym<xm")}
L m=0 m=0 m=0
Resolvendo (4.114) em ordem a C retira-se que
C=A"'(B-S*1) (4.116)
Substituindo este resultado em (4.111) e resolvendo em ordem a A obtém-se
A" =(SAS*)(SAT'B-Y) (4.117)
Finalmente, a solucdo do problema é
C=A*B-S"(SA'S")(SA'B-Y)] (4.118)

Para aplicar a antenas, da mesma forma que se obteve as relagOes (4.84), tem-se que
.ip, Ny
F(B)=¢""

X — b

P(X)

X — e jﬂznd
n

X, = el (4.119)
n

i N1
Y, =F(B,)e" %"

. N-1
Jﬂz nid
yOn = E(ﬂzOn)e B
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Com estas mudancas de varidvel e sendo a solucdo (4.118) o vector que corresponde aos
coeficientes do polindmio é também a distribuicdo de corrente. O factor de agrupamento pode
ser obtido quer pela primeira expressdo de (4.119) quer pelo método da Rela¢do de Fourier. O
segundo processo é bastante mais rapido devido ao recurso a FFT.

4.5.2 - Geracdo de Nulos

A técnica anterior tem uma aplicacdo evidente que é a geragcdo de nulos no factor de
agrupamento. A sua utilizag@o neste contexto tem a vantagem de que para impor 0s nulos néo
€ necessario procurar as amostras mais proximas das posicdes desses nulos, como acontece
com a técnica da interpolagdo polinomial.

A forma de gerar nulos consiste, em primeiro lugar, em amostrar o factor de agrupamento
original com um numero de pontos igual ou superior ao nimero de elementos da antena. Por
facilidade pode-se impor M=N e espacamento equidistante. E de notar que o polinémio
gerado ndo passa por esses pontos, mas estes serdo aproximados segundo 0s minimos
quadrados. Define-se, assim, os pontos £, n=0,1,...,M-1, e o valor da funcdo nesses pontos é
E(8.,,). Sendo a posicdo dos nulos dada por &=6,, 6, ..., 6, define-se os valores de S, S

.., Pk, respectivamente, em que f,,=£cos(6,). Nesses pontos tem-se que F(f,0,)=0. Apos
aplicar as relacdes (4.119) a distribuicdo de corrente é dada pela equacdo (4.118). O factor de
agrupamento € obtido como foi referido anteriormente.

Comprovou-se que a técnica da interpolacdo polinomial tinha a facilidade de permitir
rectificar o nivel dos I6bulos secundarios. Para isso, bastava alterar o valor dos N-K extremos
do factor de agrupamento, contendo os nulos, para os valores desejados mantendo a mesma
posicdo dos pontos. O mesmo acontece com a técnica da aproximacédo polinomial. Como esta
técnica contém uma relacdo de restricdes, dado por (4.111), em que o polindbmio tem que
passar por esses pontos, além dos nulos pode-se incluir no vector S todos os pontos por onde
se pretende que passe o polindmio e cujo seu valor é incluido em Y. Se esses pontos forem os
N-K extremos do factor de agrupamento que pretendemos que sejam alterados, consegue-se
bons resultados na sintese do agrupamento.

Pelo que foi dito, se for pretendido, pode-se realizar um segundo passo no sentido de
melhorar algumas caracteristicas do factor de agrupamento sintetizado, como o nivel dos
I6bulos. Este passo € igual ao da técnica da interpolacdo polinomial. Por conseguinte, define-
-se 0s valores de Sk, Powss ---» Panky, COMO sendo as posigdes dos pontos por onde se
pretende que também passe o factor de agrupamento, que sdo os extremos do mesmo. Nesses
pontos os valores de F(f,,) sdo os do factor de agrupamento original.

Como exemplo consideremos o apresentado na figura 4.40, em que N=41, d=4/2, SLL=30
dB e nulos em ¢=102°, 103,5°, 105° e 106,5°. Para se obter resultados analogos aos
conseguidos com a técnica de interpolagdo polinomial, com a técnica de aproximacao
polinomial foi necessario corrigir um maior nimero de I6bulos secundéarios. Contudo, com
um algoritmo de pesquisa de extremos, o trabalho sera praticamente 0 mesmo. A figura 4.45
mostra o resultado obtido por esta técnica, com correc¢do dos niveis dos l6bulos secundarios.
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Fig. 4.45 - Geragdo de um nulo de banda larga num agrupamento de Tschebyscheff utilizando a técnica da
aproximagao polinomial: a) factor de agrupamento; b) distribuicdo de corrente.

Viu-se gque a geracdo de nulos pela técnica da aproximacao polinomial pode conduzir a
resultados semelhantes aos da técnica da interpolacdo polinomial. Ndo tendo em conta a
rectificacdo dos niveis dos I6bulos secundérios esta técnica conduz a resultados ligeiramente
inferiores, mas tem a vantagem de ser mais simples.

4.6 - Interpolacdo do Factor de Agrupamento com Agrupamentos
Continuos

Toda a abordagem de interpolacdo efectuada até aqui tem incidido nos agrupamentos
discretos. De facto, como o processo de interpolacdo lida com polindmios, a sua aplicacdo a
distribuicOes discretas de corrente é linear. A amostragem do factor de agrupamento deixa de
ser realizada apenas em pontos equidistantes, como sucede no teorema da amostragem.

Para distribuicGes continuas de corrente também pode ser interessante fazer com que o
factor de agrupamento passe por determinados pontos. Mais uma vez pretende-se realizar a
amostragem n&o uniforme do factor de agrupamento.

Para distribuicdes discretas escolheu-se N pontos do factor de agrupamento dentro de um
periodo da funcdo. Para distribuigdes continuas é necessario arranjar um processo directo que
permita fazer passar o factor de agrupamento por um conjunto de pontos, equidistantes ou
ndo. Na literatura, esta ideia foi tida por White [39] lidando com os métodos polinomiais
utilizados em filtros digitais. O método consiste em gerar o factor de agrupamento como o
produto de um polinémio, P(u), com uma funcéo analitica fixa, G(u), ou seja, F(u)=P(u)G(u).
P(u) € de ordem N e ¢é obtido por interpolacdo de Lagrange, de modo a que o factor de
agrupamento passe por um conjunto de pontos dentro de um dado intervalo. A funcdo G(u)
deve ser tal que ao multiplica-la pelo polindbmio produz-se uma funcéo realizavel como
diagrama de radiacdo de uma distribuicéo de corrente continua. A funcdo escolhida foi aquela
cuja distribuicdo de corrente € um co-seno elevado a um expoente.
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Seguidamente serd desenvolvida uma técnica que permite efectivamente realizar a
amostragem nao uniforme do factor de agrupamento. Com alguns exemplos ver-se-a a
possibilidade da aplicacdo da técnica de interpolagdo na sintese de agrupamentos.

4.6.1 - Interpolacéo Nao Uniforme

Para pensarmos numa técnica de interpolacdo aplicada a agrupamentos continuos vejamos
0 que acontece com o processo de interpolacdo referente ao teorema da amostragem, visto que
0 agrupamento deve ser limitado. Tendo em conta esse teorema, a expressao da distribuicdo
de corrente ¢ a apresentada em (2.15), sendo

27 (k+1)z L L
— i L _=< < =
c(z) = Z F[ kK+7 } 5155 (4.120)
Substituindo essa expressdo em (2.1) obtém-se o respectivo factor de agrupamento,
" 5 sen{ [ﬂ ——(k +z‘)}}
- =2
F(6)= 3 E| 2 (ko) (a121)

552 k)|

ou seja, ndo é mais do que a soma de cada uma das amostras multiplicada por uma funcéo
seno cardinal deslocada. Reportando-nos a figura 2.5, e como é do conhecimento do
processamento de sinal, cada amostra esta nos zeros de todas as outras fungdes seno que ndo a
prépria, ou melhor dizendo, as func¢des seno cardinal séo ortogonais entre si.

Se as amostras ndo estiverem em pontos equidistantes, ndo se pode aplicar a expressao
(4.121). No entanto, observemos outra interpretacdo do teorema da amostragem, elucidada
pela figura 2.5c). O processo de interpolacdo do teorema da amostragem e apresentado nessa
figura pode ser visto como cada fungéo de Dirac a convoluir com a fungéo seno cardinal. No
outro lado da transformada isso corresponde a multiplicar a transformada de cada Dirac
deslocado, que € uma cissoide, com a transformada do seno cardinal, que é a fungéo pedestal.
Sendo assim, a distribuicdo de corrente determinada por (4.120) ndo é mais do que a soma de
pedestais, cuja amplitude de cada um deles é a da amostra do factor de agrupamento,
multiplicados pelas cissoides.

A ideia do paragrafo anterior pode ser empregue para obter-se a interpolacdo ndo uniforme
do factor de agrupamento com distribui¢Ges discretas. A distribuigdo continua é uma soma de
M cissoides, referentes a cada amostra F(/,) posicionada em fy,

M .
c(z) =) ae —% <7< % (4.122)

O factor de agrupamento correspondente a esta distribuicdo é dado por

M sen (ﬂ ﬂzk)
F(B) =LY a, [2 |
k=t E(ﬂz _ﬂzk)

(4.123)
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Geralmente, como no teorema da amostragem, M pode ser infinito. Ao contrario do
apresentado em (4.120), a, em geral é diferente de F(A.), uma vez que o factor de
agrupamento em cada posicdo da amostra deve-se a contribuicdo de todas as funcbes seno
cardinal.

Comparando as duas expressdes definidas, (4.122) e (4.123), com as obtidas pelo teorema
da amostragem Vvé-se que elas sdo respectivamente iguais quando 0s pontos estdo
equiespacados.

Comparando a técnica de interpolacdo com a interpolacdo referente ao teorema da
amostragem, se no caso equidistante as amostras forem nulas nos pontos de amostragem, o
somatorio (4.120) é truncado para a Gltima amostra ndo nula e o nimero de termos é igual ao
nimero de amostras ndo nulas. Entretanto, todo o intervalo da varidvel g, fica especificado
com um namero finito de termos do somatdrio. O mesmo ndo acontece para a amostragem
ndo uniforme. Para este caso, o nimero de termos ndo fica limitado ao nimero de amostras
ndo nulas e o intervalo da variavel s6 fica completamente especificado com um ndmero
infinito de pontos.

Existe, entdo, o problema da obtencdo das incognitas a,. Vejamos uma forma de as obter,
baseada na expressao do factor de agrupamento.

Para que o factor de agrupamento passe pelo ponto £, com o valor E(45,) impde-se que

M Sen|:|£ (ﬂzi - ﬂzk )}
LY a, =F () (4.124)

a Ly
z(ﬂzi ﬂzk)

de modo que considerando M pontos distintos chega-se a um sistema de M equacdes. Para o
determinar, na préatica o valor de M deve ser finito. Considerando a seguinte representagao:

A=[a, a, - a,]
- sen| 5 (Bu-B.)| sen| 5(Bu-Bu)|
SBa-be) S(Ba-Bu)
.- sen[li(ﬂz2 —,le)} . [;(ﬂzz B )J
_ % (,BZZ. Py % " - o) (4.125)
s L (B~ 5.)] ] 5 (8 )] 1
SB35 (B Bu) _

F=[F(B.) F(B,) - FBu)I
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a solucdo é obtida pela equagéo
A=B'F (4.126)

Substituindo os valores de a, em (4.123) calcula-se o factor de agrupamento. A distribuicdo
respectiva pode ser determinada por (4.122) ou atraves do metodo da Relacdo de Fourier.

Como era de esperar, escolhendo pontos equidistantes, o vector A é igual ao das amostras
multiplicado por L e os resultados sdo iguais aos obtidos pelo teorema da amostragem.

4.6.2 - Exemplos de Aplicagdo da Técnica de Interpolacéo

Nos agrupamentos discretos, devido a periodicidade do factor de agrupamento, era facil
impor um numero finito de amostras ndo equidistantes para sintese de um dado agrupamento.
Para um agrupamento continuo, mesmo o teorema da amostragem tem, teoricamente, um
namero infinito de amostras. No entanto, como se viu na seccao anterior, se elas forem nulas
nos pontos de amostragem tem-se uma série truncada, cujo calculo pode ser facilmente
realizado.

Na amostragem ndo uniforme constatou-se que, mesmo com amostras nulas nos pontos de
amostragem, a série que da a distribuicdo de corrente ou o factor de agrupamento pode nao ser
truncada para um valor finito. Isto traduz-se, nalguns casos, numa dificuldade da sua
aplicacdo na sintese de agrupamentos. Como em termos de calculo a série deve ser finita, 0
factor de agrupamento serd especificado dentro de um certo intervalo, ndo havendo controlo
do mesmo fora desse intervalo. No entanto, como o factor de agrupamento tem maior
importancia dentro da janela visivel, a especificacdo das amostras sera realizada em torno da
origem.

Consideremos que se pretende obter o agrupamento de Taylor através da técnica de
interpolagéo, supondo o exemplo apresentado na figura 4.15, com L=2, K=11 e SLL=30 dB.
Como pontos de interpolacdo utiliza-se a amostra na origem com amplitude unitaria e 0s
restantes sdo os zeros do factor de agrupamento, com os K primeiros zeros determinados pela
expressao (4.26) e os restantes pontos equidistantes, como no teorema da amostragem. A
figura 4.46 indica o resultado para M=101. Como se pode comprovar pela figura, a diferenca
de resultados é inferior a conseguida pela técnica da sec¢do 4.3.1.2. Quanto maior for M
menor € essa diferenca.

Como se constatou pelo exemplo anterior, nalguns casos € suficiente especificar um
pequeno numero de amostras por onde se pretenda que passe o factor de agrupamento e o
processo de interpolacdo constroi o resto da funcao.

No contexto dos agrupamentos de Taylor, Elliot [40] apresenta um factor de agrupamento
com lobulos assimétricos, gerado através de um método iterativo. Consideremos a técnica da

interpolagdo para obter esse exemplo, em que n=8, SLL=20 dB, excepto trés dos lébulos mais
proximos do centro de um lado da funcdo que tém -30 dB. Para o realizar recorre-se, mais
uma vez, & funcdo definida em (4.26), com SLL=20 dB e K=9 e aplica-se a técnica de
interpolacdo com M=32 pontos, definidos pelo teorema da amostragem com este nimero de
pontos. Depois determina-se a posi¢do dos extremos dos I6bulos secundarios que se pretende
estarem a -30 dB e desloca-se as trés amostras mais proximas para as posi¢oes desejadas. A
figura 4.47 mostra o factor de agrupamento assim calculado.
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Fig. 4.46 - Aplicacdo da técnica de interpolacdo para obter o agrupamento de Taylor: a) factor de agrupamento;
b) distribuicdo de corrente.
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Fig. 4.47 - Obtencédo do agrupamento de Taylor com niveis de I6bulos diferentes.

Como se pode ver pela figura 4.47, os I6bulos secundéarios ndo tém os niveis pretendidos,
incluindo os mais baixos. Uma forma de melhorar os resultados obtidos é fazendo uma
correccdo desses trés I6bulos a -30 dB, como foi efectuado nos agrupamentos discretos,
através do deslocamento da posigdo das amostras para 0s seus extremos. Todavia, continua-se
a verificar que o primeiro lobulo secundario a -20 dB, do lado direito, é demasiado elevado e
0s restantes decaem bruscamente. Isto pode ser resolvido deslocando todas as amostras do
lado direito desse l6bulo para a esquerda e as do lado esquerdo, até a origem, para a direita.
Neste caso o deslocamento foi de 15% da distancia entre amostras. A figura 4.48 mostra o
resultado. Esta forma de gerar um factor de agrupamento assimétrico é mais simples e conduz
a melhores resultados do que a técnica da sec¢éo 4.3.1.5.
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Fig. 4.48 - Obten¢do do agrupamento de Taylor com niveis de I6bulos diferentes ap6s correccdo da posicdo das
amostras: a) factor de agrupamento; b) respectiva distribuicéo de corrente.

Uma situacdo ja analisada nos agrupamentos discretos, e onde a aplicacdo da técnica de
interpolacdo se torna atraente, € a geracao de nulos no factor de agrupamento. Quer para nulos
de banda larga quer para de banda estreita, a aplicacdo desta técnica, com uma escolha
conveniente da posicdo das amostras, pode conduzir a bons resultados.

Consideremos um outro exemplo, em que se pretende gerar nulos em £=30°, 112,5° e 130°
no factor de agrupamento da figura 4.3, ou seja, para um factor de agrupamento tipo pedestal
com L=104.

A técnica de interpolacdo pode ser empregue supondo um nudmero elevado de pontos.
Contudo, como quanto maior for M mais tempo de processamento é necessario, convém que 0
naumero de pontos utilizados ndo seja muito elevado. Também se notou que para valores de M
de algumas centenas, a distribuicdo de corrente ap6s insercdo dos nulos diferia pouco da
original, mas continha uma pequena oscilacdo, mais concentrada nos extremos da
distribuicdo, dependente do comportamento do factor de agrupamento nas zonas mais
afastadas da origem. A informacdo dos nulos estava muito nesta ondulacdo em torno de um
valor médio, o que tornava um agrupamento fisicamente mais dificil de ser realizado. Por
outro lado, para valores de M pequenos o factor de agrupamento decai mais rapidamente.
Como o que nos interessa € o factor de agrupamento dentro da janela visivel, pode-se
especificar um valor de M que evite a ondulacdo na distribuicdo de corrente.

Para o exemplo em causa, escolnendo M=25 pontos, a figura 4.49 mostra o resultado.
Tendo a funcéo original um nivel maximo de I6bulos secundérios de 28,2 dB, bastou corrigir
um lébulo para manter esse nivel.

A técnica de interpolacdo apresentada permite corrigir, caso seja pretendido, os niveis dos
I6bulos secundéarios, de modo a terem valores praticamente iguais dentro da janela visivel.
Nesse sentido, determina-se 0s extremos dos mesmos e impde-se a posi¢cdo desejada para as
amostras.
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Fig. 4.49 - Geracdo de nulos num factor de agrupamento tipo pedestal: a) factor de agrupamento original (a
tracejado) e final (a traco continuo); b) distribui¢do de corrente original (a tracejado) e final ( trago continuo).

A técnica de interpolagdo desenvolvida mostrou ter potencialidades acrescidas sobre o
teorema da amostragem na sintese de agrupamentos. Estas advém da amostragem néo
uniforme do factor de agrupamento que permite outro tipo de controlo do mesmo.

Comparando com as distribuicdes discretas, agora a escolha de todos os pontos pode ser
mais complicada, uma vez que ndo é possivel especificar todo o dominio da variavel, ja que é
infinito. No entanto, com alguns exemplos comprovou-se como a técnica pode ser empregue
para gerar um factor de agrupamento que apresente algumas caracteristicas desejadas.

4.7 - Sumario

Foram desenvolvidas varias técnicas que utilizam, com vantagem, as potencialidades do
método da Relacdo de Fourier. Essas técnicas sdo gerais, tendo sido apresentados exemplos
com o0 objectivo de demonstrar a aplicabilidade das mesmas nalguns casos mais conhecidos
da sintese de agrupamentos.

Verificou-se que a aplicacdo dessas técnicas permitia ndo s6 obter alguns agrupamentos
tradicionais de uma forma mais simples e rapida, mas também chegar a solu¢es normalmente
conseguidas apenas pelos processos iterativos.

A possibilidade de combinacdo das varias técnicas permite realizar agrupamentos que
aproximem a solucdo desejada segundo um dado critério de erro e com algumas
caracteristicas. Um exemplo € a geracédo de factores de agrupamento com equiripple impondo,
ao mesmo tempo, nulos na funcéo.
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5.1 - Introducéo

Pretende-se neste capitulo delinear as contribuic6es deste trabalho para o avanco da analise
e sintese de agrupamentos, destacando-se os aspectos de originalidade e relevancia dos
resultados alcancados.

No final, mostrar-se-d0 possibilidades de continuidade da investigacdo em futuros
desenvolvimentos, mostrando, nalguns casos, que formas de abordagem podem ser utilizadas.

5.2 - Resumo

Numa situacdo de campo distante, quando cada elemento de uma dada distribuicdo de
fontes pode ser obtido por uma translacdo de uma fonte de referéncia, o factor de
agrupamento e a distribuicdo de fontes relacionam-se pela transformada de Fourier
tridimensional, afectada de uma constante. Designada por Relacéo de Fourier, esta teoria abre
novas possibilidades na analise e sintese de agrupamentos.

Neste trabalho, a Relacdo de Fourier foi aplicada a agrupamentos continuos e discretos
com elementos equidistantes a uma dimensdo espacial. Nesse sentido, foram determinadas
expressOes para analise e sintese desses agrupamentos. Como a ferramenta base € a
transformada de Fourier, uma parte da teoria do processamento de sinal teve um papel
importante na compreensdo e demonstracdo de aplicacdes e resultados, sendo de salientar o
teorema da amostragem e as propriedades da transformada de Fourier. O método assim
desenvolvido foi designado por método da Relacdo de Fourier.

Apbs a apresentacdo do método, que serviu de base a todo a elaboracdo deste trabalho,
demonstrou-se como alguns métodos deterministicos tradicionais podem ser considerados
como casos particulares da Relacdo de Fourier. Para mais, mesmo com as especificidades
proprias de cada um deles, comprovou-se que 0 método da Relacdo de Fourier, ainda nesses e
noutros casos, permite simplificar a analise e sintese, tornando mais rapido e eficiente o
préprio método.

Foram, também, criados algoritmos, de modo a permitir 0 uso sistematico da FFT no
contexto deste trabalho. Com esse intuito, houve a necessidade de resolver o problema da
determinacdo do numero de pontos a utilizar para a FFT. Baseado nalguns conceitos da teoria
do processamento de sinal, nomeadamente nos limites do espectro, foi desenvolvida uma
técnica com esse objectivo, sendo o erro cometido na aproximagdo o parametro de interesse.
Os exemplos apresentados serviram para validar a unificacdo e simplificacdo que existe
quando se utiliza 0 método da Relacdo de Fourier.
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Algumas técnicas aplicadas no projecto de filtros podem também ser empregues na sintese
de agrupamentos. Uma delas ¢ a técnica das janelas que foi aqui utilizada para limitacdo da
distribuicdo de fontes. Embora seja vasto o rol de janelas que podem realizar esse objectivo,
optou-se apenas por aquelas que continham parametros de controlo, como foram as janelas de
Taylor, para distribui¢des continuas, e de Tschebyscheff e Kaiser, para distribuicdes discretas
de fontes. Com estas conseguiu-se algum controlo do factor de agrupamento final.

A técnica da multiplicacdo de funcgdes, apresentada no capitulo dos novos procedimentos
na sintese de agrupamentos, recorre a algumas caracteristicas da Relacdo de Fourier para
simplificar, ainda mais, a obtencdo de alguns dos agrupamentos tradicionais mais usados ou
sO realizados por métodos iterativos. A técnica baseia-se no facto de que qualquer
multiplicacdo no factor de agrupamento corresponde a uma convolucdo na distribuicdo de
fontes. Foram enunciadas as vantagens e desvantagens das técnicas ai desenvolvidas face a
outras com 0 mesmo objectivo.

Com a técnica da interpolacdo polinomial, para distribui¢fes discretas, foi generalizada a
amostragem do factor de agrupamento, ou seja, ela permite realizar uma amostragem néo
uniforme do mesmo. Com esta técnica, o factor de agrupamento pode passar por qualquer
conjunto de pontos distintos, quer sejam ou ndo equidistantes. A forma de determinar o
conjunto de pontos de interpolacdo, de modo a realizar os objectivos desejados, foi
exemplificada atravées de algumas aplicacGes no processo de sintese de agrupamentos.

Quando apenas se pretende que o factor de agrupamento passe por um conjunto limitado
de pontos e os restantes sejam aproximados pelos minimos quadrados, a técnica de
aproximacdo polinomial mostra-se mais atraente. A utilizacdo de alguns exemplos de sintese
demonstraram as potencialidades desta técnica.

Para agrupamentos continuos, também foi obtida uma técnica que realiza a amostragem
ndo uniforme do factor de agrupamento. A geracdo de nulos no factor de agrupamento é um
exemplo de aplicacdo da mesma, podendo ser, no entanto, empregue quando se pretende
impor valores determinados em pontos concretos do factor de agrupamento.

5.3 - Conclusoes

Muito do trabalho recentemente desenvolvido na sintese de agrupamentos passa por
utilizar métodos iterativos para obtencdo da solucdo. Esses métodos, embora consigam dar as
respostas desejadas dentro de certas condigdes, podem padecer de uma teoria que desenvolva
0 conhecimento e apresente uma visao mais alargada e simples da realidade.

O método e técnicas aqui desenvolvidos pretendem ir mais longe porque vao aos
fundamentos e retiram dos mesmaos as suas potencialidades inerentes.

Para entender melhor as possibilidades do método da Relagdo de Fourier, vejamos 0
exemplo da sintese de Tschebyscheff. O calculo das correntes do agrupamento foi motivo de
varios artigos em revistas da especialidade. Um dos ultimos trabalhos publicados, a que o
autor teve acesso, foi em 1994 [1], que, como se observa, foi ha relativamente pouco tempo.
Através do método da Relacdo de Fourier ndo so essa distribuicdo foi determinada de uma
forma muito mais simples e rapida do que nos processos anteriores, devido ao recurso da FFT
e do teorema da amostragem adaptados a este trabalho, como também ela é obtida de uma
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forma coerente. De facto, se a relagéo entre o factor de agrupamento e a distribuicdo de
corrente € uma transformada de Fourier, afectada de uma constante, sera natural aplicar essa
transformada para realizar o célculo das correntes. Em qualquer situacdo do feixe principal,
dos parametros do agrupamento e de mudanca de variavel, ndo € necessario outro método de
calculo sendo este.

Nos agrupamentos de Taylor ndo é preciso recorrer ao método de Woodward, ou outro,
para se determinar a distribuicdo de corrente. Mais uma vez, basta aplicar o método da
Relacéo de Fourier, onde as propriedades da transformada desempenham um papel essencial.

O que foi dito aplica-se a qualquer agrupamento continuo ou discreto, dentro das condicGes
do teorema da pequena translacdo referente a Relacdo de Fourier. Sempre que se dispde do
factor de agrupamento, em qualquer das suas formas, a distribuicdo de fontes é determinada
pelo método da Relacdo de Fourier. O mesmo sucede com a andlise, em que se dispondo da
distribuicdo de fontes a aplicagdo da transformada inversa fornece o factor de agrupamento.
Com isto deixa de ser necessario qualquer outro método para realizar a analise e sintese,
desde que as condic¢des do problema sejam as da Relagéo de Fourier.

Dois métodos que continuam a serem referidos por muitos autores para o problema da
sintese de agrupamentos sdo o método de Fourier e 0o método de Woodward. Ficou
demonstrado que eles sdo apenas casos particulares da Relacdo de Fourier. O primeiro
consiste na sintese de um agrupamento de modo a que a aproximacao seja a dos minimos
quadrados. Obviamente trata-se da aplicacdo directa da Relacdo de Fourier ao factor de
agrupamento, sendo a distribuicdo de fontes truncada pela janela rectangular. O segundo
emprega o teorema da amostragem para truncar a distribuicdo de fontes. Os resultados sdo
diferentes devido ao fendmeno de aliasing inerente no segundo caso. Além destas duas
formas a serem utilizadas no problema de sintese, a limitacdo da distribuicdo de fontes através
de uma janela, além da rectangular, permitiu fornecer bons resultados com as janelas
apresentadas neste trabalho.

Nem sempre € possivel o recurso a formulas exactas para definir o factor de agrupamento
ou a distribuicdo de corrente. Mesmo que se disponha de uma funcdo bem conhecida, o
calculo exacto da transformada de Fourier pode nédo ser facil. O recurso a FFT para realizar o
calculo computacional demonstrou ser eficiente em qualquer problema onde se pode aplicar a
Relacdo de Fourier. Neste caso, é importante o controlo do erro produzido para que 0s
resultados sejam efectivamente uma aproximacao aos valores exactos. O erro de truncamento
de uma funcdo é controlado considerando o ponto a partir do qual se pretende desprezar a
funcdo. O erro devido ao efeito de aliasing é controlado pela técnica desenvolvida baseada
nos limites do espectro. A determinacdo do erro quadratico médio para uma série de
problemas concretos provou que o parametro de controlo, utilizado nesta técnica, € um bom
indicador do erro cometido. O nimero de pontos da FFT pode, assim, ser calculado com base
no erro permitido para a aproximacao.

Agrupamentos como o de Taylor simétrico e assimétrico, Villeneuve simétrico e
assimétrico, de Bayliss e de Zolotarev, podem ser obtidos de uma forma bem mais simples
quando se recorre as caracteristicas da Relacdo de Fourier. A aplicacdo da técnica da
multiplicagdo de funcbes ndo pretendeu ser exaustiva, tendo apenas como objectivo ver em
que medida o recurso ao método da Relacdo de Fourier pode abrir novas perspectivas no
problema da sintese de agrupamentos.
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Pela técnica da interpolagdo polinomial concluiu-se que as mudancas de variavel utilizadas
em agrupamentos como o de Tschebyscheff e Zolotarev sdo casos particulares aplicaveis a
funcBes simétricas em relagdo a origem. Uma mudanca de variavel mais geral permitiu lidar
com qualquer tipo de funcéo.

A generalizacdo do processo de amostragem é um passo indispensével para o problema da
sintese. Com efeito, com ele pode-se fazer com que o factor de agrupamento passe em
qualquer ponto desejado. Anteriormente, com 0 teorema da amostragem s6 se podia impor
pontos equidistantes, embora com qualquer valor da funcéo. Pelo método da colocacdo das
raizes no circulo unitario de Schelkunoff pode-se ter qualquer posi¢do, mas sé se pode impor
valores nulos para a fungdo. A técnica da interpolacdo polinomial desenvolvida neste trabalho
veio colmatar esta lacuna, permitindo colocar um ponto do factor de agrupamento em
qualquer posicdo e com qualquer valor. Com esta técnica, 0 numero de pontos que se pode
controlar é igual ao nimero de elementos da distribuicéo de fontes.

Uma das aplicacdes onde a técnica de interpolacdo pode ser eficaz é na obtencdo de
factores de agrupamento com equiripple. Para isso foi determinada uma forma de colocacgéo
dos pontos, baseada nos zeros e maximos dos polindmios de Tschebyscheff, para controlo do
nivel dos I6bulos secundéarios e do ripple da zona do feixe. Outra aplicacdo da técnica de
interpolacdo é na geracdo de nulos no factor de agrupamento. A vantagem desta técnica face a
outras consiste na sua simplicidade e no facto de se poder corrigir niveis ou valores da funcao
que tenham sido alterados apds a insercdo dos nulos.

5.4 - Trabalhos Futuros

Em todo o decorrer deste trabalho, lidou-se com um dimensdo espacial, optando-se por
escolher o eixo dos ZZ por simplicidade e coeréncia com o angulo 6. Pela Relacéo de Fourier
retira-se que apenas com uma distribuicdo tridimensional de fontes se pode controlar o factor
de agrupamento em cada direc¢do do espaco [2]. Um dos futuros trabalhos de continuacao
deste é a generalizacdo do método desenvolvido as trés dimensdes espaciais. A teoria de base
é a mesma, mas a elaboracdo de algumas das técnicas apresentadas exige um cuidado
acrescido. Por exemplo, os agrupamentos circulares requerem uma defini¢do da transformada
de Fourier a duas dimensdes, podendo-se, porém, trabalhar a uma dimensdo com auxilio da
transformada de Hankel.

Os métodos de sintese de diagramas de poténcia, utilizados por alguns autores, tém alguma
vantagem face aos métodos de sintese de tensdo, pelo facto destes ultimos, normalmente, ndo
utilizarem a fase do factor de agrupamento. Apesar de ndo ser uma limitacdo dos diagramas
de tensdo, existe uma dificuldade em encontrar uma técnica capaz de usar a informacao de
fase, de forma eficiente e fundamentada, o que ainda ndo se conseguiu a ndo ser por métodos
iterativos [3]. O método da Relacdo de Fourier pode mostrar-se importante para esse estudo.
Na realidade, alguns autores verificaram que a utilizacdo de factores de agrupamento sem a
informacdo de fase origina, para 0 mesmo modulo da fungdo, zeros no plano complexo que
podem ser iguais [4]. Daqui a limitacdo do uso apenas do modulo do factor de agrupamento.
Uma sugestdo de abordagem do problema poderé ser a obtencdo da relagcdo que existe entre o
processo de interpolacdo, desenvolvido neste trabalho, e a representacdo das raizes do factor
de agrupamento no plano complexo. J& € do conhecimento que as posic¢Ges dos zeros do factor
de agrupamento correspondem a raizes no circulo de Schelkunoff, ou seja, pontos bem
determinados para aplicacdo da interpolacdo polinomial. Também foi demonstrado em [5] que
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supondo g,=arccos{In[r./(jAd)]}, sendo r,a raiz n do factor de agrupamento, a parte real de 6,
indica a posi¢do de um nulo no diagrama de poténcia e a parte imaginaria representa se esse
nulo é efectivamente um zero ou se é um extremo inferior do ripple na zona do feixe do
diagrama. Passando para a variavel de interesse deste trabalho, tem-se que g,=In[r./(jd)].
Deste modo, a posicdo dos extremos inferiores do ripple na zona do feixe do factor de
agrupamento é dada pela parte real de S, e o valor da funcdo nesse ponto depende da parte
imaginaria de S,,. No entanto, falta arranjar uma forma eficiente de se obter os valores de £,
gue permitam sintetizar um agrupamento com as caracteristicas desejadas, sem que se tenha
de enveredar por técnicas iterativas. Esta abordagem ficara, igualmente, para futuros
desenvolvimentos.

O método desenvolvido ndo pode ser aplicado directamente em situacdes fora das
condigdes da Relacdo de Fourier. Por exemplo, para aplicar esta teoria a um agrupamento
discreto as fontes devem ser paralelas, pois s6 assim cada elemento € obtido por translacao de
uma fonte de referéncia. Contudo, este problema pode ser transformado num outro, em que
cada fonte é decomposta nas trés direc¢Oes espaciais [6]. A Relacdo de Fourier é, nesse caso,
utilizada para cada um das direcgdes e o resultado serd a soma vectorial dos trés campos
obtidos. Esta ideia pode ser a base do estudo de agrupamentos ndo paralelos, como sdo as
antenas curvas.
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Apéndice A - Algoritmos das funcgGes fftcont e fftdisc

function [Uz,z]=fftcont(uBz, TF,tau,sigma)
% Calcula a FFT de uma funcéo continua.

P=length(uBz);

if round(P/2)==P/2
Bz=-P*TF/2:TF:(P-2)*TF/2;
z=-pi/TF+sigma*2*pi/(P*TF):2*pi/(P*TF):(P-2)*pi/(P*TF)+sigma*2*pi/(P*TF);
uBz=uBz.*exp(-j*Bz*sigma*2*pi/(P*TF));
uBz=fftshift(uBz);

else
Bz=-(P-1)*TF/2:TF:(P-1)*TF/2;
z=-(P-1)*pi/(P*TF)+sigma*2*pi/(P*TF):2*pi/(P*TF):(P-1)*pi/(P*TF)+sigma*2*pi/(P*TF);
uBz=uBz.*exp(-j*Bz*sigma*2*pi/(P*TF));
uBz=[uBz((P-1)/2+1:P) uBz(1:(P-1)/2)];

end

Uz=fftshift(Fft(uBz)). *exp(-j*tau* TF*2)*TF:
-------------------- /A

function [Uz,z]=fftdisc(uBz,d,tau,sigma)
% Calcula a FFT de uma funcdo discreta.

P=length(uBz);

if round(P/2)==P/2
Bz=-pi/d:2*pi/(P*d):(P-2)*pi/(P*d);
z=-P*d/2+sigma*d:d:(P-2)*d/2+sigma*d;
uBz=uBz.*exp(-j*Bz*sigma*d);
uBz=fftshift(uBz);

else
Bz=-(P-1)*pi/(P*d):2*pi/(P*d):(P-1)*pi/(P*d);
z=-(P-1)*d/2+sigma*d:d:(P-1)*d/2+sigma*d;
uBz=uBz.*exp(-j*Bz*sigma*d);
uBz=[uBz((P-1)/2+1:P) uBz(1:(P-1)/2)];

end

Uz=fftshift(fft(uBz)).*exp(-j*tau*z*2*pi/(P*d))*2*pi/P;
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Apéndice B - Algoritmos das funcgdes ifftcont e ifftdisc

function [uBz,Bz]=ifftcont(Uz, Tc,sigma)
% Calcula a FFT inversa de uma fungdo continua.

P=length(Uz);

if round(P/2)==P/2
Bz=-pi/Tc:2*pi/(P*Tc):(P-2)*pi/(P*Tc);
Uz=fftshift(Uz);

else
Bz=-(P-1)*pi/(P*Tc):2*pi/(P*Tc):(P-1)*pi/(P*Tc);
Uz=[Uz((P-1)/2+1:P) Uz(1:(P-1)/2)];

end

uBz=fftshift(ifft(Uz)).*exp(j*Bz*sigma*Tc)*Tc*P/(2*pi);

____________________ |
function [uBz,Bz]=ifftdisc(Uz,d,sigma,flag)
% Calcula a FFT inversa de uma fungéo discreta.

P=length(Uz);

if round(P/2)==P/2
Bz=-pi/d:2*pi/(P*d):(P-2)*pi/(P*d);
Uz=fftshift(Uz);

else
Bz=-(P-1)*pi/(P*d):2*pi/(P*d):(P-1)*pi/(P*d);
Uz=[Uz((P-1)/2+1:P) Uz(1:(P-1)/2)];

end

uBz=fftshift(ifft(Uz)).*exp(j*Bz*sigma*d)*P/(2*pi);

f=strcmp(flag,'s")|strcmp(flag,'S";
if f==1
I=round(d);
if (2*1-1)*.5==d
I=1-1;
end
uBz0=uBz;
if round(P/2)==P/2
Bz=-pi*(2*1+1)/d:2*pi/(P*d):pi*(2*1+1)/d-2*pi/(P*d);
else
Bz=-(pi*(2*1+1)/d-pi/(P*d)):2*pi/(P*d):(pi*(2*1+1)/d-pi/(P*d));
end
for i=1:1
uBz=[uBz0*exp(-j*2*pi*i*sigma) uBz uBz0*exp(j*2*pi*i*sigma)];
end
end
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Apéndice C1 - Algoritmo para Sintese de um Agrupamento
Continuo

% entrado de dados
P=1024;

TF=.1;

tau=0;

% amostras do factor de agrupamento e FFT
if round(P/2)==P/2
Bz=-P*TF/2:TF:(P-2)*TF/2;
else
Bz=-(P-1)*TF/2:TF:(P-1)*TF/2;
end

beta=2*pi;

BO=Dbeta*cos(4*pi/9);

Nel=fix(BO/TF);

Bz1=-Nel*TF:TF:-TF;

Bz2=0:TF:Nel*TF;

FBz=[cos(Bz2*pi/(2*B0)) zeros(1,P-(2*Nel+1)) cos(Bz1*pi/(2*B0))];
FBz=fftshift(FBz);

[Uz,z]=fftcont(FBz, TF,tau,0);
cz=Uz/(2*pi);

% formula directa
czd=(1/(2*pi))*(BO*pi*cos(B0*z)./(pi*2/4-B0"2*2./2));

% factor de agrupamento
subplot(1,1,1), plot(Bz,FBz)
axis([-beta beta 0 1])

pause

% distribuigéo de corrente

subplot(2,1,1), plot(z,20*log10(abs(cz)),z,20*log10(abs(czd)),"")
axis([-40 40 -80 0])

grid

subplot(2,1,2), plot(z,abs(cz),z,abs(czd),"")

axis([-40 40 0 max(abs(cz))*1.1])

grid
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Apéndice C2 - Algoritmo para a Sintese de Taylor

% entrada de dados
L=2;

nb=8;

SLL=25;

P=1024;

tau=1e-8;

S=L;
TF=2*pi/S;

% amostras do factor de agrupamento e FFT
if round(P/2)==P/2
Bz=-P*TF/2:TF:(P-2)*TF/2;
else
Bz=-(P-1)*TF/2:TF:(P-1)*TF/2;
end

A=(1/pi)*acosh(10"(SLL/20));

m=1:nb-1,;
um=nb*sqrt(A"2+(m-.5).72)/sqrt(A"2+(nb-.5)"2);
Bzm=(2*pi/L)*um;

FBzA=sin(L*(Bz+tau*TF)/2)./(L*(Bz+tau*TF)/2);

FBzB=ones(1,length(Bz));

FBzC=ones(1,length(Bz));

for m=1:nb-1
FBzB=FBzB.*(1-((Bz+tau*TF)."2)/(Bzm(m))"2);
FBzC=FBzC.*(1-((Bz+tau*TF)."2)/(m*2*pi/L)"2);

end

FBz=FBzA.*FBzB./FBzC;

[Uz,z]=fftcont(FBz,TF,tau,0);
cz=Uz/(2*pi);

% calculo pela formula
for m=1:nb-1
FBzT(m)=1,
for n=1:nb-1
FBzT(m)=FBzT(m)*(1-m"2/um(n)"2);
end
FBzT(m)=FBzT(m)*(gamma(nb)*2/(gamma(nb+m)*gamma(nb-m)));
end
czT=1;
for m=1:nb-1
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czT=czT+2*FBzT(m)*cos(2*pi*m*z/L);
end
czT=czTI/L;

% factor de agrupamento

Bz=-10*2*pi/L:1/100:10*2*pi/L;

FBzA=sin(L*Bz/2)./(L*Bz/2),

FBzB=ones(1,length(Bz));

FBzC=ones(1,length(Bz));

for m=1:nb-1
FBzB=FBzB.*(1-(Bz."2)/(Bzm(m))"2);
FBzC=FBzC.*(1-(Bz."2)/(m*2*pi/L)"2);

end

FBz=FBzA.*FBzB./FBzC;

subplot(1,1,1), plot(Bz,20*log10(abs(FBz)))

axis([-10*2*pi/L 10*2*pi/L -50 0])

grid

pause

%distribuicdo de corrente

subplot(2,1,1), plot(z,abs(cz),z,abs(czT),"")
xlabel('z")

ylabel(lc(2)[)

grid on

subplot(2,1,2), plot(z,angle(cz),z,angle(czT),"")
xlabel('z")

ylabel(‘arg[c(2)])

grid on
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Apéndice C3 - Algoritmo para a Sintese de Bayliss

% entrada de dados
L=2;

nb=10;

A=1.6413; %SLL=30;
aux=zeros(1,nb-1);
aux(1)=2.0708"2;
aux(2)=2.6275"2;
aux(3)=3.4314"2;
aux(4)=4.3276"2;
aux(5)=A"2+5"2;
aux(6)=A"2+6"2;
aux(7)=A"2+772;
aux(8)=An2+8"2;
aux(9)=A"2+972;
P=1024;
tau=1/2+1e-8;

S=L;
TF=2*pi/S;

% amostras do factor de agrupamento e FFT
if round(P/2)==P/2
Bz=-P*TF/2:TF:(P-2)*TF/2;
else
Bz=-(P-1)*TF/2:TF:(P-1)*TF/2;
end

um=zeros(1,nb-1);

for m=1:nb-1
um(m)=(nb+.5)*sqgrt(aux(m))/sqrt(A*2+nb"2);

end

Bzm=(2*pi/L)*um;

FBzA=(L/2)*(Bz+tau*TF).*cos(L*(Bz+tau*TF)/2);

FBzB=ones(1,length(Bz));

FBzC=ones(1,length(Bz));

for m=1:nb-1
FBzB=FBzB.*(1-((Bz+tau*TF).~2)/(Bzm(m))"2);

end

for m=0:nb-1;
FBzC=FBzC.*(1-((Bz+tau*TF)."2)/(2*pi*(m+1/2)/L)"2);

end

FBz=FBzA.*FBzB./FBzC,;
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[Uz,z]=fftcont(FBz,TF,tau,0);
cz=Uz/(2*pi);

% calculo pela formula
FBzT=ones(1,nb);
FBzTA=ones(1,nb);
FBzTB=ones(1,nb);
for m=0:nb-1
for n=1:nb-1
FBzTA(m+1)=FBzTA(m+1)*(1-(m+.5)"2/um(n)"2);
end
for n=0:nb-1
if n~=m
FBzTB(m+1)=FBzTB(m+1)*(1-(m+.5)."2/(n+.5)"2);
end
end
FBzT(m+1)=(pi*2*(-1)"m*(m+.5)"2/2)*FBzTA(m+1)/FBzTB(m+1);
end
czB=0;
for m=0:nb-1
czB=czB+(2/(j*L))*FBzT(m+1)*sin(2*pi*(m+.5)*z/L);
end

% factor de agrupamento

Bz=-10*2*pi/L:1/100:10*2*pi/L;

FBzA=(L/2)*Bz.*cos(L*Bz/2);

FBzB=ones(1,length(Bz));

FBzC=ones(1,length(Bz));

for m=1:nb-1
FBzB=FBzB.*(1-(Bz.”2)/(Bzm(m))"2);

end

for m=0:nb-1;
FBzC=FBzC.*(1-(Bz."2)/(2*pi*(m+1/2)/L)"2);

end

FBz=FBzA.*FBzB./FBzC;

subplot(1,1,1), plot(Bz,20*log10(abs(FBz)/max(abs(FBz))))

axis([-10*2*pi/L 10*2*pi/L -50 0])

grid on

pause

% distribuigéo de corrente

subplot(2,1,1), plot(z,abs(cz),z,abs(czB),"")
xlabel('z")

ylabel(lc(2)[)

axis([-L/2 L/2 0 2])

subplot(2,1,2), plot(z,angle(cz),z,angle(czB),"")
xlabel('z")

ylabel(‘arg[c(z)])

axis([-L/2 L/2 -pi pi])
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Apéndice C4 - Algoritmo para Sintese de um Agrupamento
Discreto

% entrada de dados
P=1024;

d=.6;

tau=0;

sigma=.5;

% amostras do factor de agrupamento e FFT
beta=2*pi;
Nell=ceil(P*d*cos(4*pi/9));
Nel2=fix(P*d*cos(pi/3));
if round(P/2)==P/2
Bz=-pi/d:2*pi/(P*d):(P-2)*pi/(P*d);
FBz=[zeros(1,P/2+Nell) ones(1,Nel2-Nel1+1) zeros(1,(P-2)/2-Nel2)];
else
Bz=-(P-1)*pi/(P*d):2*pi/(P*d):(P-1)*pi/(P*d);
FBz=[zeros(1,(P-1)/2+Nell) ones(1,Nel2-Nel1+1) zeros(1,(P-1)/2-Nel2)];
end

[Uz,z]=fftdisc(FBz,d,tau,sigma);
cz=Uz/(2*pi);

%formula directa
czd=0;
if round(P/2)==P/2
n=-P/2:(P-2)/2;
else
n=-(P-1)/2:(P-1)/2;
end
czd(n+P/2+1)=(1/pi)*exp(-j*(n+sigma)*d*(beta*cos(pi/3)+beta*cos(4*pi/9))/2).*
(sin((beta*cos(pi/3)-beta*cos(4*pi/9))*(n+sigma)*d/2)./(n+sigma));

% distribuicdo de corrente
subplot(2,1,1), stem(z,abs(cz),.")
axis([-10 10 0 .2])

xlabel('z")

ylabel(lc(2))

grid on

subplot(2,1,2), stem(z,angle(cz),"."
axis([-10 10 -pi pi])

xlabel('z")

ylabel(‘arg[c(2)])

grid on
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Apéndice C5 - Algoritmo para a Sintese de Tschebyscheff com
x=x0cos(Bz*d/2)

% entrada de dados

N=9;

SLL=30;

P=16;

d=.561;

tau=0;

if round(N/2)==N/2
sigma=1/2;

else
sigma=0;

end

% amostras do factor de agrupamento e FFT

if round(P/2)==P/2
Bz=-pi/d:2*pi/(P*d):(P-2)*pi/(P*d);

else
Bz=-(P-1)*pi/(P*d):2*pi/(P*d):(P-1)*pi/(P*d);

end

beta=2*pi;

Bzd=beta*cos(pi/3);

x0=cosh(acosh(10"(SLL/20))/(N-1));
FBz=cos((N-1)*acos(x0*cos((Bz+tau*2*pi/(P*d)-Bzd)*d/2)));

[Uz,z]=fftdisc(FBz,d,tau,sigma);
cz=Uz/(2*pi);

% factor de agrupamento
Bz=-beta:pi/200:beta;
FBz=cos((N-1)*acos(x0*cos((Bz-Bzd)*d/2)));
subplot(1,1,1), plot(Bz,20*log10(abs(FBz)))
axis([-beta beta -40 40])

pause

% distribuigéo de corrente
subplot(2,1,1), stem(z,abs(cz),".")
xlabel('z")

ylabel(lc(2)[)

axis([-P*d/2 P*d/2 0 max(abs(cz))])
subplot(2,1,2), stem(z,angle(cz),"."
xlabel('z")

ylabel(‘arg[c(z)])

axis([-P*d/2 P*d/2 -pi pi])
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Apéndice C6 - Algoritmo para a Sintese de Tschebyscheff com
x=wcos(Bz*d)+h

% entrada de dados
N=7;

SLL=20;

P=16;

d=1/24;

tau=0;

sigma=0;

% aplicagédo da FFT

if round(P/2)==P/2
Bz=-pi/d:2*pi/(P*d):(P-2)*pi/(P*d);

else
Bzz‘(P-l)*pi/(P*d):2*pi/(P*d);(p_l)*pi/(P*d);

end

beta=2*pi;

x0=cosh(2*acosh(10"(SLL/20))/(N-1));
w=(1+x0)/(1-cos(beta*d));
h=-(1+x0*cos(beta*d))/(1-cos(beta*d));
FBz=cos(((N-1)/2)*acos(w*cos((Bz+tau*2*pi/(P*d))*d)+h));

[Uz,z]=fftdisc(FBz,d,tau,sigma);
cz=Uz/(2*pi);

% factor de agrupamento
Bz=-pi/d:pi/200:pi/d;
fBz=cos(((N-1)/2)*acos(w*cos(Bz*d)+h));
subplot(1,1,1), plot(Bz,20*log10(abs(fBz)))
axis([-beta beta -40 40])

grid on

pause

% distribuicdo de corrente
subplot(2,1,1), stem(z,abs(cz),".")
xlabel('z")

ylabel('lc(2))

axis([-P*d/2 P*d/2 0 max(abs(cz))])
grid on

subplot(2,1,2), stem(z,angle(cz),"."
xlabel('z")

ylabel(‘arg[c(2)]")

axis([-P*d/2 P*d/2 -pi pi])

grid on
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Apéndice C7 - Algoritmo para a Sintese de Gegenbauer

% entrada de dados

N=11;

SLL=25;

P=11;

d=.6;

tau=0;

if round(N/2)==N/2
sigma=1/2;

else
sigma=0;

end

% amostras dos factores de agrupamento e FFT

if round(P/2)==P/2
Bz=-pi/d:2*pi/(P*d):(P-2)*pi/(P*d);

else
Bz=-(P-1)*pi/(P*d):2*pi/(P*d):(P-1)*pi/(P*d);

end

x01=cosh(acosh(10"(SLL/20))/(N-1));
t1=.5;

x02=1.056;

t2=1,

x03=1.045;

beta=2*pi;
x=x01*cos((Bz+tau*2*pi/(P*d))*d/2);
FBz1=cos((N-1)*acos(x));
FBz1=FBz1/cos((N-1)*acos(x01));

x=x02*cos((Bz+tau*2*pi/(P*d))*d/2);
FBz2=0;
FBz2max=0;
for m=0:fix((N-1)/2)
FBz2=FBz2+((-1)"m)*gamma(N-1+t1-m)*((2*x).*(N-1-2*m))/
(gamma(tl)*gamma(m+1)*gamma(N-1-2*m+1));
FBz2max=FBz2max+((-1)"m)*gamma(N-1+t1-m)*((2*x02).~(N-1-2*m))/
(gamma(tl)*gamma(m+1)*gamma(N-1-2*m+1));
end
FBz2=FBz2/FBz2max;

x=x03*cos((Bz+tau*2*pi/(P*d))*d/2);
FBz3=0;

FBz3max=0;

for m=0:fix((N-1)/2)
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FBz3=FBz3+((-1)"m)*gamma(N-1+t2-m)*((2*x).~(N-1-2*m))/
(gamma(t2)*gamma(m+1)*gamma(N-1-2*m+1));
FBz3max=FBz3max+((-1)"m)*gamma(N-1+t2-m)*((2*x03).*(N-1-2*m))/
(gamma(t2)*gamma(m+1)*gamma(N-1-2*m+1));
end
FBz3=FBz3/FBz3max;

[Uz,z]=fftdisc(FBz1,d,tau,sigma);
cz1=Uz/(2*pi);
[Uz,z]=fftdisc(FBz2,d,tau,sigma);
cz2=Uz/(2*pi);
[Uz,z]=fftdisc(FBz3,d,tau,sigma);
cz3=Uz/(2*pi);

% factor de agrupamento
Bz=-beta:pi/200:beta;

x=x01*cos(Bz*d/2);
FBz1=cos((N-1)*acos(x01*cos(Bz*d/2)));
FBz1=FBz1/cos((N-1)*acos(x01));

x=x02*cos(Bz*d/2);
FBz2=0;
FBz2max=0;
for m=0:fix((N-1)/2)
FBz2=FBz2+((-1)"m)*gamma(N-1+t1-m)*((2*x).*(N-1-2*m))/
(gamma(tl)*gamma(m+1)*gamma(N-1-2*m+1));
FBz2max=FBz2max+((-1)"m)*gamma(N-1+t1-m)*((2*x02).~(N-1-2*m))/
(gamma(tl)*gamma(m+1)*gamma(N-1-2*m+1));
end
FBz2=FBz2/FBz2max;

x=x03*cos(Bz*d/2);
FBz3=0;
FBz3max=0;
for m=0:fix((N-1)/2)
FBz3=FBz3+((-1)"m)*gamma(N-1+t2-m)*((2*x)."(N-1-2*m))/
(gamma(t2)*gamma(m+1)*gamma(N-1-2*m+1));
FBz3max=FBz3max+((-1)"m)*gamma(N-1+t2-m)*((2*x03).*(N-1-2*m))/
(gamma(t2)*gamma(m+1)*gamma(N-1-2*m+1));
end
FBz3=FBz3/FBz3max;

% factor de agrupamento

subplot(1,1,1),
plot(Bz,20*log10(abs(FBz1)),Bz,20*log10(abs(FBz2)),"',Bz,20*log10(abs(FBz3)),"--")
axis([-beta beta -40 0])

grid on

pause
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% distribuigdo de corrente
subplot(2,1,1), stem(z,abs(cz1))
xlabel('z")

ylabel(lc(2)[)

axis([-4 4 0 max(abs(cz1))*1.1])
grid on

hold on

subplot(2,1,1), stem(z,abs(cz2),*")
hold on

subplot(2,1,1), stem(z,abs(cz3),'s")
hold off

subplot(2,1,2), stem(z,abs(cz1))
xlabel('z")

ylabel(‘arg[c(z)])

axis([-4 4 -pi pi])

grid on

hold on

subplot(2,1,2), stem(z,abs(cz2),*")
hold on

subplot(2,1,2), stem(z,abs(cz3),'s")
hold off
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Apéndice C8 - Algoritmo para a Sintese de Zolotarev

global SLL
global n

% entrada de dados
N=20;

SLL=30;

P=N;

d=.5;

sigma=1/2;

% amsotras do factor de agrupamento e FFT

if round(P/2)==P/2
Bz=-pi/d:2*pi/(P*d):(P-2)*pi/(P*d);

else
Bz=-(P-1)*pi/(P*d):2*pi/(P*d):(P-1)*pi/(P*d);

end

beta=2*pi;

x0=1; %ou
%x0=1/sin(beta*d/2);
n=N/2-1;

k=fzero('x2zolot',.99999);
x=x0*sin(Bz*d/2);
x(fix(P/2)+1)=0;

K=ellipke(k"2);
kl=sqrt(1-k"2);
Kl=ellipke(kl"2);
g=exp(-pi*KI/K);
gl=exp(-pi*K/KIl);
M=-K/(2*n+1);
x3=ellipj(-M,k"2);
[sn,cn,dn]=ellipj(M,k"2);
x1=klI*x3/dn;

I=find((x(:)>=0)&(x(:)<=x1));

xI=x(1);

t=xI*cn./(sqrt(1-x1.72)*kl*sn);

phi=ellipticf(t,(kl*ones(1,length(x1)))."2);

aux=zeros(1,length(x1));

r=1;

term=1,;

while max(abs(term))>1e-10
term=((-1)r*g™(2*r)/(r*(1-g™(2*r))))*sin(r*pi*M/K)*sinh(r*pi*phi/K);
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aux=aux+term;

r=r+1;
end
hMphik=pi/2-atan(tan(pi*M/(2*K))*tanh(pi*phi/(2*K)))+2*aux;
FBzA=cos((2*n+1)*hMphik);

I=find((X(:)>X1)&(x(:)<=x3));
x1=x(1);
p=(1/K)*sqrt((sn”2-x11.72)./(sn"2*(1-x11.72)));
s=ellipticf(p,(k*ones(1,length(xIl))).*2);
aux=zeros(1,length(xIl));
r=1;
term=1,
while max(abs(term))>1e-10
term=(g"r/(r*(1-g™(2*r))))*sin(r*pi*M/K)*sin(r*pi*s/K);
aux=aux-+term;
r=r+1;
end
fMsk=4*aux;
FBzB=cos(n*pi)*cosh((n+1/2)*fMsk);

I=find(x(:)>x3);
if round(P/2)==P/2
xH=[x(I) x0];
else
xI1=x(1);
end
ri=(sn/cn)*(sqrt(1-x111.22)./x111);
phi=ellipticf(rl,(klI*ones(1,length(x11l))).”2);
aux=zeros(1,length(xI111));
r=1,
term=1;
while max(abs(term))>1e-10
term=(qI™(2*r)/(r*(1-gl™(2*r))))*sinh(r*pi*M/KI)*sin(r*pi*phi/Kl);
aux=aux+term;
r=r+1;
end
gMphik=-pi*M*phi/(K*KI)+2*atan(tan(pi*phi/(2*Kl))/tanh(pi*M/(2*Kl)))-4*aux;
FBzC=cos((n+1/2)*gMphik);

FBzAn=-fliplr(FBzA(2:length(FBzA)));
FBzBn=-fliplr(FBzB);
FBzCn=-fliplr(FBzC);
if round(P/2)==P/2
FBz=[FBzCn FBzBn FBzAn FBzA FBzB FBzC(1:length(FBzC)-1)];
else
FBz=[FBzCn FBzBn FBzAn FBzA FBzB FBzC];
end
[Uz,z]=fftdisc(FBz,d,0,sigma);
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cz=Uz/(2*pi);

% factor de agrupamento

Bz=-pi/d:pi/100:pi/d;

FBz=0;

for i=-P/2:P/2-1
FBz=FBz+cz(i+P/2+1)*exp(j*Bz*d*(2*i+1)/2);

end

subplot(1,1,1), plot(Bz,20*1og10(abs(FBz)))
axis([-pi/d pi/d -20 40])

grid on

pause

% distribuuicdo de corrente
subplot(2,1,1), stem(z,abs(cz),".")
xlabel('z")

ylabel(lc(2))

grid on

subplot(2,1,2), stem(z,angle(cz),"."
xlabel('z")

ylabel(‘arg[c(2)])

grid on

____________________ .
function y=x2zolot(k);

global SLL

global n

b=10"(SLL/20);

K=ellipke(k"2);

kl=sqrt(1-k"2);

Kl=ellipke(kl"2);

g=exp(-pi*KI/K);

M=-K/(2*n+1);

x3=ellipj(-M,k"2);

[sn,cn,dn]=ellipj(M,k"2);

x2=x3*sqrt(1-cn*jacobizeta(M,k"2)/(sn*dn));

p=(1/k)*sqrt((sn"2-x2.12)./(sn"2*(1-x2."2)));

s=ellipticf(p,k."2);

aux2=0;

for r=1:100
aux2=aux2+(gr/(r*(1-g™(2*r))))*sin(r*pi*M/K)*sin(r*pi*s/K);

end

fMsk=4*aux2;

y=abs(cos(n*pi)*cosh((n+1/2)*fMsk))-b;
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Apéndice C9 - Algoritmo para a Sintese de Villeneuve

N=41;

SLL=25;

nb=6;

P=64,

d=.5;

tau=.1;

if round(N/2)==N/2
sigma=1/2;

else
sigma=0;

end

% amostras do factor de agrupamento e FFT

if round(P/2)==P/2
Bz=-pi/d:2*pi/(P*d):(P-2)*pi/(P*d);

else
Bz=-(P-1)*pi/(P*d):2*pi/(P*d):(P-1)*pi/(P*d);

end

beta=2*pi;

x0=cosh(acosh(107(SLL/20))/(N-1));

m=1:nb-1;

Bzm=nb*2*pi*acos((1/x0)*cos((2*m-1)*pi/(2*(N-1))))/
(d*N*acos((1/x0)*cos((2*nb-1)*pi/(2*(N-1)))));

FBzA=sin(N*d*(Bz+tau*2*pi/(P*d))/2)./sin(d*(Bz+tau*2*pi/(P*d))/2);
FBzB=ones(1,length(Bz));
FBzC=ones(1,length(Bz));
for m=1:nb-1
FBzB=FBzB.*sin(d*(Bz+tau*2*pi/(P*d)-Bzm(m))/2).*
sin(d*(Bz+tau*2*pi/(P*d)+Bzm(m))/2);
FBzC=FBzC.*sin(d*(Bz+tau*2*pi/(P*d)-2*pi*m/(N*d))/2).*
sin(d*(Bz+tau*2*pi/(P*d)+2*pi*m/(N*d))/2);
end
FBz=FBzA.*FBzB./FBzC,

[Uz,z]=fftdisc(FBz,d,tau,sigma);
cz=Uz/(2*pi);

% calculo pela formula
FBzl=zeros(1,nb);
FBz1A=1;

FBz1B=1,

for g=1:nb-1

215



Apéndices

FBz1A=FBz1A*(sin(Bzm(q)*d/2))"2;
FBz1B=FBz1B*(sin(q*pi/N))"2;
end
FBz1(1)=N*FBz1A/FBz1B;
for m=1:nb-1
FBz1A=1;
FBz1B=1;
for g=1:nb-1
FBz1A=FBz1A*sin(m*pi/N-Bzm(q)*d/2)*sin(m*pi/N+Bzm(q)*d/2);
if g~=m
FBz1B=FBz1B*sin((m-q)*pi/N)*sin((m+q)*pi/N);
end
end
FBz1(m+1)=N*((-1)"m)*FBz1A/(sin(m*pi/N)*sin(2*m*pi/N)*FBz1B);
end
if round(N/2)==N/2
M=N/2;
czl=zeros(1,2*M);
for p=-M+1:M
for m=1:nb-1
czl(p+M)=czl(p+M)+FBz1l(m+1)*cos(2*pi*(p-1/2)*m/N);
end
czl(p+M)=(FBz1(1)+2*cz1(p+M))/N;
end
z1=-M*d+d/2:d:(M-1)*d+d/2;
else
M=(N-1)/2;
czl=zeros(1,2*M+1);
for p=-M:M
for m=1:nb-1
czl(p+M+1)=cz1(p+M+1)+FBz1l(m+1)*cos(2*pi*p*m/N);
end
czl(p+M+1)=(FBz1(1)+2*cz1(p+M+1))/N;
end
z1=-M*d:d:M*d;
end

% factor de agrupamento

Bz=-beta:.01:beta;

FBzA=sin(N*d*Bz/2)./sin(d*Bz/2);

FBzB=ones(1,length(Bz));

FBzC=ones(1,length(Bz));

for m=1:nb-1
FBzB=FBzB.*sin(d*(Bz-Bzm(m))/2).*sin(d*(Bz+Bzm(m))/2);
FBzC=FBzC.*sin(d*(Bz-2*pi*m/(N*d))/2).*sin(d*(Bz+2*pi*m/(N*d))/2);

end

FBz=FBzA.*FBzB./FBzC,;

subplot(1,1,1), plot(Bz,20*log10(abs(FBz)/max(abs(FBz))))

axis([-beta beta -50 0])
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grid
pause

% distribuicéo de corrente
subplot(2,1,1), stem(z,abs(cz),".")
xlabel('z")

ylabel(lc(z)[")

axis([-10 10 0 2.5])

grid on

subplot(2,1,2), stem(z,angle(cz),"."
xlabel('z")

ylabel(‘arg[c(2)])

axis([-10 10 -pi pi])

grid on
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Apéndice C10 - Algoritmo para Analise de um Agrupamento
Continuo

% entrada de dados
L=1;

P=1024;

Tc=.1,;

sigma=.5;

% amostras da distribuicdo de corrente e FFT inversa
if round(P/2)==P/2
z=-P*Tc/2+sigma*Tc:Tc:(P-2)*Tc/2+sigma*Tc;
else
z=-(P-1)*Tc/2+sigma*Tc:Tc:(P-1)*Tc/2+sigma*Tc;
end

Nell=fix((L-sigma*Tc)/Tc);

x1=Tc*sigma:Tc:(Nell+sigma)*Tc;

Nel2=fix((L+sigma*Tc)/Tc);

x2=(-Nel2+sigma)*Tc:Tc:(-1+sigma)*Tc;

cz=[(-(1/L)*x1+2).*exp(-j*10*(x1-pi/20)) zeros(1,P-(Nell+Nel2+1)) ((1/L)*x2+2).*
exp(-j*10*(x2-pi/20))];

cz=fftshift(cz);

[uBz,Bz]=ifftcont(cz,Tc,sigma);
FBz=uBz*2*pi;

% férmula directa
FBzd=j*L*(sin((Bz-10)*L/2)./((Bz-10)*L/2)).A2+2*j*sin((Bz-10)*L)./(Bz-10);

% factor de agrupamento

subplot(2,1,1), plot(Bz,20*log10(abs(FBz)),Bz,20*log10(abs(FBzd)),"")
axis([-30 30 -50 10])

grid

subplot(2,1,2), plot(Bz,angle(FBz),Bz,angle(FBzd),"")

axis([-30 30 -pi pi])

grid
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Apéndice C11 -Algoritmo para Analise de um Agrupamento
Discreto

% entrada de dados
P=1024;

d=.6;

sigma=0;

% correntes e FFT inversa

if round(P/2)==P/2
z=-P*d/2+sigma*d:d:(P-2)*d/2+sigma*d;

else
z=-(P-1)*d/2+sigma*d:d:(P-1)*d/2+sigma*d;

end

c0=8.6964e-2;

c1=8.7556e-2-j*7.0271e-5;
€2=8.0915e-2+j*7.6383e-4;
€3=7.3089e-2+)*3.5872e-4;
c4=6.2324e-2+j*5.9001e-4;
€5=5.2538e-2+)*7.2686e-4;
€6=3.7824e-2+j*1.1156e-3;
c7=2.8887e-2-j*4.9986e-4;
€8=2.0709e-2+j*1.6623e-3;
€9=1.2677e-2+j*4.8930e-4;

cz=[c0 c1 c2 c3 c4 ¢5 c6 c7 c8 c9 zeros(1,P-19) conj(c9) conj(c8) conj(c7) conj(c6) conj(c5)
conj(c4) conj(c3) conj(c2) conj(cl)];
cz=fftshift(cz);

[uBz,Bz]=ifftdisc(cz,d,sigma,'s");
FBz=uBz*2*pi;

% distribuicdo de corrente
subplot(2,1,1), stem(z,abs(cz),".")
xlabel('z")

ylabel(lc(2)[)

axis([-10*d 10*d 0 max(abs(cz))*1.1])
grid on

subplot(2,1,2), stem(z,angle(cz),"."
xlabel('z")

ylabel('arg[c(2)]")

axis([-10*d 10*d -pi pi])

grid on

pause
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% factor de agrupamento

subplot(2,1,1), plot(Bz,20*1og10(abs(FBz)))
axis([Bz(1) Bz(length(Bz)) -60 0])

grid on

subplot(2,1,2), plot(Bz,angle(FBz))
axis([Bz(1) Bz(length(Bz)) -pi pi])

grid on

pause

subplot(2,1,1), plot(180*acos(Bz/(2*pi))/pi,20*log10(abs(FBz)))
axis([0 180 -60 0])

grid on

subplot(2,1,2), plot(180*acos(Bz/(2*pi))/pi,angle(FBz))

axis([0 180 -pi pi])

grid on
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Apéndice C12 - Algoritmo para Anélise de um Agrupamento Nao
Equidistante

% entrada de dados
P=65536;
Tc=.001;

% corrente e FFT inversa

if round(P/2)==P/2
z=-P*Tc/2:Tc:(P-2)*Tcl/2;

else
z=-(P-1)*Tc/2:Tc:(P-1)*Tc/2;

end

cz=zeros(1,P);
cz(1)=1;
cz(.382/Tc+1)=1;
cz(.8363/Tc+1)=1;
€z(1.302/Tc+1)=1,
cz(1.722/Tc+1)=1,;
€z(2.355/Tc+1)=1,
€z(3.093/Tc+1)=1,;
€z(3.843/Tc+1)=.515;
cz(P-.382/Tc+1)=1;
cz(P-.8363/Tc+1)=1,
cz(P-1.302/Tc+1)=1,
cz(P-1.722/Tc+1)=1;
cz(P-2.355/Tc+1)=1,
cz(P-3.093/Tc+1)=1,
cz(P-3.843/Tc+1)=.515;

cz=fftshift(cz);

[uBz,Bz]=ifftcont(cz,Tc,0);
FBz=uBz*2*pi/Tc;

% calculo pela soma directa
FBzd=.515*exp(j*3.843*Bz)+exp(j*3.093*Bz)+exp(j*2.355*Bz)+exp(j*1.722*Bz)+
exp(j*1.302*Bz)+exp(j*.8363*Bz)+exp(j*.382*Bz)+1+exp(-j*.382*Bz)+exp(-j*.8363*Bz)+
exp(-j*1.302*Bz)+exp(-j*1.722*Bz)+exp(-j*2.355*Bz) +exp(-j*3.093*Bz) +
515*%exp(-j*3.843*Bz);

% grafico da distribuicdo de corrente
subplot(1,1,1), stem(z,abs(cz),".")
xlabel('z")

ylabel('c(z)")
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axis([-4 40 1.1])
grid on

pause
% gréfico do factor de agrupamento

subplot(2,1,1),
plot(Bz,20*log10(abs(FBz)/max(abs(FBz))),Bz,20*1og10(abs(FBzd)/max(abs(FBzd))),"--")
axis([-2*pi 2*pi -40 0])

grid on

subplot(2,1,2), plot(Bz,angle(FBz),Bz,angle(FBzd),'--")

axis([-2*pi 2*pi -pi-.5 pi+.5])

grid on
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Apéndice D - Algoritmo da funcéo jacobizeta

function z=jacobizeta(u,m)

% jacobizeta(phi,m) calcula o "Jacobi zeta function ™
% segundo o processo apresentado em "Handbook of Mathematical Functions, Abramowitz e
Stegun™ (pag. 578)

if length(u)~=length(m)
error('Os vectores ndo tém 0 mesmo comprimento’)
end

phi=asin(u);
for p=1:length(m)
a(1)=1;
b(1)=sart(1-m(p));
_C((lj):sqrt(m(p));
i=0;
erro=c(1);
while erro>1e-10
i=i+1;
a(i+1)=(a(i)+b(i))/2;
b(i+1)=sart(a(i)*b(i));
c(i+1)=(a(i)-b(i))/2;
erro=c(i+1);
end
N=i;
Fi(N+1)=2~"N*a(N+1)*ellipticf(u(p),m(p));
z(p)=0;
for i=N:-1:1
z(p)=z(p)*c(i+1)*sin(Fi(i+1));
Fi(i)=(asin(c(i+1)*sin(Fi(i+1))/a(i+1))+Fi(i+1))/2;
end
end
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Apéndice E - Algoritmo da funcéo ellipticf

function u=ellipticf(x,m)

% ellipticf(phi,m) calcula o "elliptic integral of the first kind"

% F(phi,m)=integral de 0 a phi de (1-msen(theta)"2)"(-1/2)dtheta

% segundo o processo apresentado em "Handbook of Mathematical Functions, Abramowitz e
Stegun”

if length(x)~=length(m)
error(‘Os vectores ndo tém o mesmo comprimento’)
end

phi=asin(x);
senAlfa(1,:)=sqrt(m);
Fi(1,:)=phi;
for p=1:length(m)
i=0;
erro=1-senAlfa(1,p);
if senAlfa(1,p)>1e-10;
while erro>1e-10
i=i+1;
cosAlfa(i+1,p)=2/(1+senAlfa(i,p))-1;
senAlfa(i+1,p)=sqgrt(1-cosAlfa(i+1,p)"2);
erro=1-senAlfa(i+1,p);
Fi(i+1,p)=(asin(senAlfa(i,p)*sin(Fi(i,p)))+Fi(i,p))/2;
end
aux=1,
for k=2:i+1
aux=aux*senAlfa(k,p);
end
u(p)=sqrt((1/senAlfa(1,p))*aux)*log(tan(pi/4+Fi(i+1,p)/2));
else
u(p)=phi(p);
end
end
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Apéndice F1 - Curvas para o Parametro C2 da Técnica
Alternativa ao Método de Zolotarev
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Apéndice F2 - Curvas para o Parametro C3 da Técnica
Alternativa ao Método de Zolotarev
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