Patricia Marlene Teixeira Nobrega de Freitas

4111|I--

UNIVERSIDADE da MADEIRA

www.uma.pt

12019



Modelos Matematicos Discretos
Aplicados a Dinamica de Populacoes
DISSERTACAO DE MESTRADO

Patricia Marlene Teixeira Noébrega de Freitas
MESTRADO EM MATEMATICA, ESTATISTICA E APLICACOES

ORIENTADOR
Rafael Domingos Garanito Luis



Resumo

As equacdes de diferencas usualmente descrevem a evolucdo de um certo fendmeno ao longo
de um determinado periodo de tempo. Matematicamente escrevemos x,,1 = f,(x,), onde o
tamanho da geracdo n + 1, dado por x,,,, € obtido em funcdo do tamanho da populagéo
emn, dado por x,. Neste trabalho faz-se um estudo qualitativo da teoria das equacdes de
diferencas e sua aplicacdo a dindmica populacional, estudando a evolucdo das populacdes ao
longo de um periodo de tempo. Nestes modelos a variavel de estudo x,, representa o tamanho
ou densidade da populagéo (ou crescimento populacional) podendo a variavel ser afetada por
diversos fatores tais como variagdes do meio ambiente, mudancas na taxa de sobrevivéncia ou
na taxa de reproducdo, aparecimento de doencas, interacbes competitivas, relagdes de
predador-presa, entre outros, limitando o crescimento da populagé&o.

Nas equacOes de diferencas é usada uma modelagem de tempo discreto, relacionado com a
estrutura dos dados populacionais. Nesta modelagem existem duas abordagens distintas: (i) os
modelos autbnomos, onde a evolucéo é prevista sem considerar mudancas ao longo do tempo
e (i) os modelos nao auténomos, dependentes das mudancas ao longo do tempo.

Assim, o0 objetivo deste trabalho é apresentar em resumo os resultados da teoria de
estabilidade de equacdes de diferencas e aplicar ao estudo de alguns modelos, em particular a
dindmica populacional, em ambos os casos, modelos autdnomos e modelos ndo auténomos.
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Abstract

The difference equations usually describe an evolution of a certain phenomenon
over a certain period of time. Mathematically we write x,,,; = f,,(x;), where the size of
generation n + 1, given by x,,,1, is used as a function of population size in n, given by x,,. In
this paper, a qualitative study of the theory of difference equations is given and its application
to population dynamics, studying the evolution of populations over a period of time. In these
models, the variable x, represents the population size or density (or population growth)
which may be affected by various fators, such as changes in the environment, changes in
reproduction rates or reproduction rates, disease display, competitive interactions, predator-
prey relationships, among others, limiting population growth.

In the difference equations a discrete time model is used, related to the population data
structure. In this kind of models there are two distinct approaches: (i) autonomous models
where evolution is predicted without considering changes over time and (ii) non-autonomous
models, dependent on changes over time.

Thus, the objective of this work is to present a summary of the results of the theory of
stability of differences equations and to apply it in some models, in particular to population
dynamics.

Key Words

Differences equations; Fixed points; Orbits; Periodicity; Stability; Bifurcation.



Agradecimentos

Ao Professor Doutor Rafael Luis, meu orientador, por todo o apoio e orientacdo
indispensaveis na realizacao deste trabalho.

A toda a minha familia, especialmente & minha mée pelo incansavel apoio no meu dia
a dia para concilia¢do do trabalho com os estudos.

Aos meus colegas de mestrado por toda a ajuda e companheirismo ao longo destes
dois anos.

Aos meus amigos e colegas de trabalho pelo incentivo e apoio demonstrados, por me
relembrarem constantemente da prioridade em terminar esta dissertacdo apesar do pouco
tempo disponivel.

A todos os meus professores, fundamentais no percurso académico e na minha
formacéo profissional.



indice

1.

Introducdo Tedrica a Estabilidade dos PONtOS FIX0S ........cccvcvveiveiiiiiieiicie s 1
1.1.  Orbitas e Pontos de EQUIITDIIO..........co.vevriieieiecsiceeeecee et 1
1.2.  Estabilidade e Diagramas em Teia de aranha...........ccoocveveieniieneniieseeneeie e 5
1.3.  Orbitas € PONOS PEIIOUICOS ........c.cvverreieerceeieieeee e, 12
1.4.  Aequacdo Logisticae a Bifurcagao ...........coceoiiiiiiiiiieicseee s 15

1.4.1. Pontos de equilibrio (Pontos FIX0S 08 FLUL) ..c.cccevvevieiiecieeie e 15

1.4.2.  Ciclos de periodo doiS (2-CICI0)........ccieririiiriiriie e 16

1.4.3.  Ciclos de periodo qUatro € SUPEIIOIES........ccervereierierieiriesienesre e 17

1.4.4.  Bifurcacdo e Diagramas de BifurCagao ..........ccccererireniiineiieiee e 18

Modelos Auténomos Aplicados a Dindmica de POPUIACBES..........ccevvevueiiieviveriesieceeias 22
2.1, Mo0deloS POPUIACIONGIS .......cceeiveiieiieecie ettt sae e 22
p N Y, oo (=1 (o I (=3 o) (- PSS 23
2.3.  Modelo de Beverton-Holt...........ccoiiiiiiiiieice e 26
A O 1T I o[- 11 1 o o PR UT 27
2.5, MOUEIO A8 PIEIOU.......eiuiiiiiiieiieieee e e 29
2.6.  Modelo de Crescimento de GOMPEIZ..........ccvevueiieiiiiieiiece e 29
2.7, ETEIO A8 AIIBE ...t nn 32

2.7.1.  Modelo de Beverton-Holt com efeito de Allee ........ccceevveivieiieiie e 32

2.7.2.  Modelo de Ricker com efeito de Allee.........cooveiveiiiiiiiee e 34

2.7.3.  Modelo Polinomial com efeito de Allee........cccoovveiiiiiiiiicee 38

2.7.4. Modelo Logistico com efeito de AllEe .........ccoveeveiiiiciicccce e 40

Modelos Ndo Auténomos Aplicados & Dindmica de Populagies...........cccovevrereeenienen. 45
T8 S 11 =14 4 P S =T o Lo oo SR 45
3.2, Modelo de RIiCKer PErIOTICO .........ccevieriieieiieie et 48
3.3.  Modelo de Beverton-Holt periodiCo..........cccuevveieiiiiicecec e 49
3.4.  Modelo Polinomial com efeito de Allee periodiCo...........coevvveveiieieeiicie e, 51
3.5, Envolvéncia (“ENveloping™) ....cccooiiieiiiiiiieiieeie s 55

3.5.1.  Envolvéncia em modelos PeriodiCoS ..........coereriereiiriiiiieeeee e 56

352, APIICAGOES ..t 59

3.5.21.  MOdelo de RICKET ......cceiiiiieie s 59
3.5.2.2.  Modelo de Beverton-Holt generalizado ............cccccevveviiiiieiie i, 60



3.5.2.3. IMOAEIOS IMHISTOS ...ttt e e e e e ae s 62

3.5.2.3.1. Modelo de Beverton-Holt agindo com o modelo de Ricker.................. 62
3.5.2.3.2. Modelo Exponencial e modelo Racional ..............cccoeveiiiininiiinnnen 64
3.5.2.3.3.  MOdelo QUAAIALICO .....c.eevverieieiiiciecieeieie e 65
3.5.2.3.4. Modelo de Beverton-Holt com Colheita.........c.ccccovvviiininiiinnieiieieens 66

3.6.  Atenuancia e Ressonancia (“Attenuance and Resonance™).........ccccovvvvevnieeiivennnnnnn. 67
3.6.1. A Equacao de Beverton-Holt............cccooveiiiiiiesee e 67
3.6.2.  Nem atenuancia Nem reSSONANCIA........ccueruereereereaieseesieeseesreesreesee e seeeseesseees 68
3.6.3.  Uma extensdo: FUNGBES MONOLONAS ........coveuirieriririerieieesie s 69
3.6.4. A perdade atenudncia: RESSONANCIA ........ccvverueiieiieniiiineiieeeee e 70
(O] Tod [11S7: o TSP 72
=] 1o [0 o= 1 - USSR USSOSRUSN 73
INAICE REMISSIVO .....v.eveecveeees ettt ettt sttt en et ens st nens 76

Vi



Lista de Figuras

FIGURA 1.1 - Pontos fixos da funcdo f(x) = x% —4x 4+ 6. ..coooeviiiiiiiiiiiiieiieceeee, 3
FIGURA 1.2 - Eventual ponto de equilibrio i da equacdo ilustradano EXEMPLO 1.3......5
FIGURA 1.3 - llustracdo de um ponto fiXo eStAVEL. ..........cccevvieiiiiicececce e 6
FIGURA 1.4 - llustragdo de um ponto fixo instavel. ...............coiiiiiiii, 6
FIGURA 1.5 - llustragdo de um ponto fixo assintoticamente estavel. ............................ 7
FIGURA 1.6 — Estabilidade: analogia comumabola. ... 7
FIGURA 1.7 - Diagrama de Cobweb paraa funco f(x) = x2. ........ooiiiiiiiiiieis 9
FIGURA 1.8 - Diagrama de Cobweb para f(x) = 143:;95' .......................................... 11
FIGURA 1.9 - Diagrama de Cobweb para f(x) = 9x3 +3x% + X, ..cooooeiiiiiiiiiiiiinn. 11
FIGURA 1.10 - Identificacdo de pontos fixos e de pontos periodicos da fungdo f(x) =
B = X o 13
FIGURA 1.11 - llustracdo do diagrama de bifurcacao da equacéo logistica. .................. 21
FIGURA 2.1 - Quando 0 <p <2, o ponto fixo x*=p do modelo de Ricker &
assintoticamente ESTAVEL. ..........oooii i 24
FIGURA 2.2 - Quando p > 2, o ponto fixo x* = p do modelo de Ricker € instavel. ........ 25
FIGURA 2.3 - Estudo da estabilidade dos pontos fixos do modelo de Beverton-Holt quando
K =2er =15 > 1, concluimos que x* = K é globalmente assintoticamente estavel. ...... 27
FIGURA 2.4 - A curva de Ricker (linha solida) e a curva de Beverton-Holt (linha tracejada)
adaptadas aos dados populacionais de (a) Salmao e (b) Anchoveta. ................................ 28
FIGURA 2.5 - Curvas hipotéticas para 4 populacbes A, B, C,D. .........coooviiiiiiiin.n. 28

FIGURA 2.6 - Identificacdo dos pontos fixos de f e 2, com f(x) = x(1 — 1.8 [n(x))...... 30
FIGURA 2.7 - Estabilidade do ponto fixo positivo do modelo de crescimento de Gompertz

QUANAOD 7 = 1.8 K 2. ottt ittt e e e e 31
FIGURA 2.8 - Instabilidade do ponto fixo positivo do modelo de crescimento de Gompertz
UANAO 77 = 2.2 > 2. ot 31
FIGURA 2.9 - Representacdo gréfica do fator de crescimento, r(x) = 1;};;2' ................ 33

FIGURA 2.10 - Fixando o valor de b = 2 no modelo de Beverton-Holt com efeito de Allee e
variando o valor do parametro r, temosem (a) r = 2, em (b) r =vV8eem () r = 4. ....... 34
FIGURA 2.11 - Assumindo p = 0.8 < 1 e x, = 0.75, concluimos que o ponto x* = 0 é um
ponto fixo globalmente assintoticamente estavel do modelo de Ricker com efeito de Allee. 35
FIGURA 2.12 - Assumindo p = 1 e (a) xo, = 0.40 < 1 temos que 0 ponto x* = 0 é um ponto
fixo assintoticamente estavel; (b) x, = 1.52 > 1 temos que o ponto fixo x* =1 é semi-

ESTAVEL @ dITBITA. ... e 36
FIGURA 2.13 - Os pontos fixos do modelo de Ricker com efeito de Allee para p = 1.5 sdo
X' =0,x" =A=03ex" =K = 2.36. ittt 37

FIGURA 2.14 - Em (a) verificamos que x* = 0 é um ponto fixo localmente assintoticamente
estdvel quando 0 < x < 4; em (b) concluimos que x* = K é um ponto fixo localmente
assintoticamente estavel qUANdO A < x < K .o.oniiriniii e 38

Vii



FIGURA 2.15 - Estudo da estabilidade dos pontos fixos do modelo polinomial com efeito de

k-1
Alleequandok =4eu=5<k (&) = 9.48148 .... Assumindo x, = 0.83, concluimos

que x* = 0 é globalmente assintoticamente estavel. .................coiiiiiiiiiiiiiii 40
FIGURA 2.16 - Estudo da estabilidade dos pontos fixos do modelo polinomial com efeito de

k-1
Allee quando k =4eu =9.48148 =k (ﬁ) . Assumindo x, = 0.83, concluimos que

*

X' =-——¢ localmente assintoticamente estavel a direita. .........ooovieeei i 41

FIGURA 2.17 - Estudo da estabilidade dos pontos fixos quando k=4eu =10 >

k—1
k (ﬁ) = 9.48148. Assumindo x, = 0.73, concluimos que x* = A é instavel e x* = K ¢
localmente assintoticamente EStAVEL. ..., 41

FIGURA 2.18 - Estudo da estabilidade dos pontos fixos do modelo logistico com efeito de
k-1

Allee quando k=2eu=3<k (ﬁ) = 4. Assumindo x, = 0.70, concluimos que

x* = 0 é globalmente assintoticamente estavel. ... 43

FIGURA 2.19 - Estudo da estabilidade dos pontos fixos do modelo logistico com efeito de

k-1
Allee quando k=2eu=4=k (&) . Assumindo x, = 0.70, concluimos que x* =

k-1 1, . . , < e -
—— =58 localmente assintoticamente estavel a direita. .........ooveeeeeie e 43

FIGURA 2.20 - Estudo da estabilidade dos pontos fixos do modelo logistico com efeito de

k-1
Allee quando k=2eu=5>k (ﬁ) = 4. Assumindo x, = 0.47, concluimos que
x* = A éinstavel e x* = K é localmente assintoticamente estavel. .............................. 44
FIGURA 3.1 - Ciclo completo do EXEMPLO 3.1. ..., 47
FIGURA 3.2 - Regido S de estabilidade global, no espaco dos pardmetros r,0ry, para o
modelo de Ricker 2-perifdiCo. .........c.ooiuiiiii i 50

FIGURA 3.3 - Regido de estabilidade local, no espaco de parametros p,0u,, onde 0s pontos
fixos de f; o f, sdo localmente assintoticamente estaveis e as funcdes sdo dadas por f;(x) =

IiXZ (1 = ), 1= 0,2 oo, 54
FIGURA 3.4 - Regifes de estabilidade local no espaco de parametros da equacgdo 2-periddica
quando k =3 (@) €k =4 (D). ouiriri 55
FIGURA 3.5 - Este exemplo mostra que a composicdo de modelos populacionais pode nédo
ser um modelo populacional. ... 58
FIGURA 3.6 - Uma ilustracio da “envolvéncia individual” (curvas mais finas) e da
“envolvéncia composta” (curva a negrito) numa familia de fun¢des de Ricker. ............... 60
FIGURA 3.7 - Este exemplo mostra que ndo existe estabilidade global no modelo de
Beverton-Holt 2-periddico, quando py = 1.1, w3 =7, ¢ =75, ¢, =230 coiiiiiiniinnn. 62

viii



Lista de Tabelas

TABELA 1.1 - Sequéncia produzida pelo processo de dupla bifurcacdo [5].........ccccccevvrennne. 17
TABELA 1.2 - Os principais tipos de bifurcacbes para pontos fixos ndo hiperbdlicos em
fungdes uNIdiMeNSIONAIS [L0]. .......oiiiiiieieie e 19



Introducao

Este trabalho foi elaborado no ambito da dissertagdo do 2.° ano do Mestrado em Matematica,
Estatistica e Aplicacdes. O tema proposto foi Modelos Matematicos Discretos Aplicados a
Dinamica de PopulacGes.

O objetivo deste trabalho é apresentar em resumo alguns resultados da teoria de estabilidade
de equacdes de diferengas (ou sistemas dinamicos discretos) e aplicar ao estudo de alguns
modelos, em particular & dindmica populacional. N&o é objetivo desta dissertacdo apresentar
as demonstracbes dos teoremas expostos, visto que estas podem ser consultados na
bibliografia que se apresenta no final deste trabalho.

Um dos conceitos matematicos de um sistema dindmico é baseado no simples facto de que
existem certas regras que governam as nossas leis naturais. Essas regras, em geral, podem ser
descritas por modelos matematicos discretos.

Na dindmica populacional, e do ponto de vista matematico, existem duas principais
estratégias de modelagens: (i) a abordagem de tempo continuo usada na teoria das equacdes
diferenciais e (ii) a abordagem de tempo discreto usada nas equacdes de diferencas, a qual
estd mais relacionada com a estrutura dos dados de uma populacdo. Neste trabalho apenas
sera referenciada a abordagem de tempo discreto.

Assim, um Sistema Dindmico Discreto, ou equacdo de diferencas, é toda a relacdo que
cumpra a regra x,,+; = fn(x,), n € Z*, onde x € X e X é um espaco topolégico qualquer.
Existem duas abordagens diferentes para o tempo discreto: (i) 0 modelo autébnomo onde a
dindmica do sistema é dada pela mesma funcdo. Este tipo de sistemas prevéem a evolucéao
sem considerar mudangas ao longo do tempo. Por outras palavras, a equacdo que gera o
sistema tem parametros constantes, (ii) o modelo ndo autonomo, isto é, equacdes de
diferencas cujo lado direito depende explicitamente da mudanca ao longo do tempo.
Consequentemente, influéncias sazonais, efeitos externos e outros mecanismos sdo permitidos
nos modelos ndo-autbnomos. Em concreto, a sequéncia de pardmetros constantes sao
substituidas por sequéncias de parametros dependentes do tempo.

No primeiro capitulo apresentamos toda a teoria necessaria para o desenvolvimento do
segundo e terceiro capitulos. Comecamos pela apresentacdo de definicdes importantissimas
tais como ponto fixo, estabilidade, entre outros. Seguidamente apresentamos diversos
teoremas que serdo utilizados nos capitulos seguintes. Toda esta teoria pode ser encontrada
tanto na bibliografia apresentada como na tese de mestrado de Rafael Luis [1].

No segundo capitulo estudamos diversos modelos autonomos aplicados a dindmica de
populages tais como o modelo de Ricker, 0 modelo de Beverton-Holt, entre outros. Damos a
conhecer o conceito de efeito de Allee e alguns modelos modificados para o efeito.

Por fim, no terceiro capitulo estudamos alguns modelos periddicos. Introduzimos conceitos
como a envolvéncia, atenuancia e ressonancia, conceitos recentes e ainda em
desenvolvimento. A informacéo relativa a este ultimo capitulo pode ser encontrada de forma
mais detalhada no livro de Rafael Luis [2] bem como nas outras referéncias apresentadas.

X



Refira-se que, na sua generalidade, a informacéo que consta neste capitulo nao esta disponivel
em Portugués, visto ser matéria de estudo recente e como tal ainda ndo consta nas obras em
Portugués.
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1.Introducao Teoérica a Estabilidade dos Pontos
Fixos

Neste primeiro capitulo sdo apresentados 0s conceitos essenciais para o estudo qualitativo das
equac0es de diferencas de primeira ordem bem como a estabilidade das solucdes constantes.

Assim, na seccdo 1.1., introduzimos o conceito de drbitas e pontos de equilibrio, come¢ando
pela apresentacdo de um sistema dindmico discreto seguido da introducdo de um teorema
fundamental neste dominio, o teorema do ponto fixo.

Na secgdo 1.2 damos a conhecer o conceito de estabilidade aliada aos pontos fixos de uma
equacdo de diferencas de primeira ordem e o Diagrama de Cobweb, uma ferramenta que
permite-nos visualizar Orbitas e detetar a natureza da estabilidade de pontos fixos.
Introduzimos também o conceito de pontos fixos hiperbdlicos e damos a conhecer 0s
teoremas que nos ajudam a concluir a sua estabilidade.

Na seccdo 1.3 definimos pontos periddicos, drbitas e a sua estabilidade.

Por ultimo, introduzimos o conceito de bifurcacdo e de ciclos k-periddicos, aplicando o
exemplo a equacdo logistica.

1.1. Orbitas e Pontos de Equilibrio

As equacdes de diferencas usualmente descrevem a evolugdo de um certo fenémeno ao longo
de um determinado periodo de tempo. Isto é, por exemplo, ao assumir que uma certa
populacdo tem geragdes discretas, o tamanho da geracdo n + 1, dado por x,,, é obtido em
funcdo do tamanho da populacdo em n, x,,. Esta relacdo pode ser expressa numa equacédo de
diferencas da seguinte forma:

Xn+1 = f(xn)
A equacdo anterior é um exemplo de uma equacao de diferencas de primeira ordem.

Assim, um Sistema Dindmico Discreto, ou equacdo de diferencas, é toda a relacdo que
cumpra a regra x,.1 = f(x,), n € Z*, onde x € X e X é um espaco topolégico® qualquer.

Considerando uma populacdo inicial, x,, e aplicando de forma sucessiva a funcdo f,
determinamos uma sequéncia de estados:

xo, f(x0), f(f(xo)) = fz(xo)' f (f(f(xo))) = fg(xo)' I

1 Seja X um conjunto. Topologia em X é uma familia T de subconjuntos de X com as seguintes propriedades:
(a) @ eX pertencemaT;
(b) A unido de uma familia arbitraria de membros de T pertence a T;
() Aintersec¢do de uma familia finita de membros de T pertence a T;

Os membros de T sdo chamados de abertos. O par (X, T ) ¢ chamado de espago topoldgico.

1



Modelos Matematicos Discretos Aplicados a Dindmica de Populagdes

Esta sequéncia de estados da-nos as iteradas de x, por f, isto €, f(x,) é chamado de primeira
iterada de x, por f; f2(x,) é chamado de segunda iterada de x, por f.

Generalizando, f™(x,) é a n-ésima iterada de x, por f.

DEFINICAO 1.1 (Orbita): Ao conjunto de todas as iteradas da fungdo f no ponto x, chama-
mos orbita de x, e representamos por 0(xy) = {f™(xy): Vn € Z3 }.

NOTA: Este procedimento iterativo ¢ um exemplo de um sistema dindmico discreto.

OBSERVACAO 1.1: As equagbes de diferengas e os sistemas dinamicos discretos
representam dois lados da mesma moeda. Equacdes de diferencas sdo referidas como a analise
tedrica e os sistemas dindmicos discretos como aspetos topoldgicos e geométricos.

DEFINICAO 1.2 (Ponto Fixo ou Ponto de Equilibrio de f): Dado um subconjunto I € R e
uma funcdo f:1 — I, entdo x* € [ é dito ser um ponto fixo (estado estacionario, ou ainda,
ponto de equilibrio) de f se f(x*) = x™.

Por outras palavras, x* € um ponto que ao ser iterado vai permanecer invariante,
independentemente do nimero de iteradas aplicadas.

OBSERVACAO 1.2: No sistema cartesiano, sdo considerados os valores de x,, no eixo das
abcissas e x,., N0 eixo das ordenadas. De seguida, representamos graficamente a equacéo
Xn+1 = f(xy,). Um ponto fixo da funcdo f sera um ponto onde x,,,; = f(x,) interseta a
bissetriz dos quadrantes impares, (y = x), que nas variaveis apresentadas sera expressa por

Xn+1 = Xn-

EXEMPLO 1.1

Seja f(x) = x? — 4x + 6. Na FIGURA 1.1 esta representada a funcéo f e os seus respetivos
pontos de equilibrio. Analiticamente, os pontos de equilibrio sdo as solu¢bes da equacédo

fx™) =x"
X —4x*+6=x"x?-5x"+6=0

Aplicando a formula resolvente, coma =6, b =8ec = —3 vem:

. 5%(-5)2—-4x1x6
X =

X1 © x;=2Vx,=3.

EXEMPLO 1.2

O ponto fixo associado ao modelo discreto afim, é a solugdo da equagdo x* = ax* + b, ou
. b T
seja, x* = T,coma # 1. No caso a = 1, surgem duas possibilidades:

1) Sea =1eb # 0, ndo existe ponto fixo, é o caso em que as funcbes f(x) =ax+ b e
a bissetriz dos quadrantes impares ndo se intersetam em nenhum ponto;
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2) Sea=1eb =0, as retas sdo coincidentes, ou seja, todos os pontos satisfazem a
definicdo de ponto fixo.

Tp+1 f(:l?)

$n+1 = Tn

Ty

1 2 3 4 5

FIGURA 1.1 - Pontos fixos da fungéo f(x) = x? — 4x + 6.

OBSERVACAO 1.3: Considerando a relacio da forma x,.., = f(x,) onde f é uma funco
real que admite x*como ponto fixo (ou seja, f(x*) = x*), entdo, se x, = x*, a Orbita de x,
sera {x*,x*, x", ... }.

Dada a definicdo de ponto fixo, estamos agora em condic¢des de introduzir um dos principais
objetivos da teoria de estabilidade de sistemas dindmicos discretos. Trata-se do estudo do
comportamento das drbitas na vizinhanca de pontos fixos. Por outras palavras, é o estudo do
comportamento das solucdes de equacbes de diferencas quando os pontos iniciais encontram-
se suficientemente préximos dos pontos fixos.

E possivel que numa equacéo de diferencas uma solugio n&o seja um ponto de equilibrio mas
pode chegar a sé-lo apds um numero elevado mas finito de iteracfes. Ou seja, um estado de
ndo equilibrio pode chegar a ser um estado de equilibrio num tempo finito. Isto leva-nos a
seguinte definicéo:

DEFINICAO 1.3 (Eventual Ponto Fixo): Um ponto x, pertencente ao dominio de f, é um
eventual ponto fixo da fungéo f se existe um inteiro positivo k e um ponto fixo x* de f tal
que f¥(x) = x*, mas f*1(x) # x*.



Modelos Matematicos Discretos Aplicados a Dindmica de Populagdes

EXEMPLO 1.3
Consideremos a equacgdo x,,1 = f(x,,), onde

1
2x,0<x < >
f@) = 1 .
2(1—x), S<x<1

Os pontos fixos desta equacdo sdo obtidos resolvendo f(x*) = x*. Neste caso particular,
~ 2
obtemos duas solugbes, x* =0 ou x* =3- Para encontrarmos um eventual ponto de

CrL e . 1 e .
equilibrio, consideremos x, = L Paraeste valor inicial temos que:

1

a=f)=f(3)=2x;=7
X, = f(x;) = f(0.5) =2x%x0.5=1;
x3=f(x)=f(1)=2x1-1)=0=x".
Entéo, i ¢ um eventual ponto de equilibrio, pois a sua Orbita converge para o ponto de
equilibrio x* = 0 ap0s ser iterado trés vezes (k = 3). Notemos que
e 1(xe) = f2(x) =2%x05=1# x*.

Esta situacdo € exemplificada na FIGURA 1.2, com x, = i.

. . 1 . - .
Refira-se ainda que, pontos da forma —, j > 1, representam uma familia de eventuais pontos

de equilibrio uma vez que se x, = —, x; = =, x =z xi=1lexi,;=0
q q 0 = 57 ML T, A2 T G AT j+1 — Y-

OBSERVAGCAO 1.4: E importante referir que nem todas as funcdes tém pontos fixos, como
por exemplo a funcéo f(x) = Inx.

Em seguida vamos apresentar um importante resultado nesta area. Antes, observe-se que:

Seja f:1 — I uma funcdo continua, onde I = [a, b]. Se definirmos g(x) = f(x) — x resulta
que g(a) =f(a)—a=0eg() =f(b)—b<0. Como g(a) x g(b) <0, resulta pelo
teorema de Bolzano que 3x € [a, b]: g(x) = 0. Consequentemente

f)—x=0e f(x) =x,
ou seja, f possui um ponto fixo.
Resumindo:

TEOREMA 1.1: Seja f:1 — I uma funcdo continua, onde I = [a, b] € um intervalo fechado
em R. Entdo, f tem um ponto fixo.

OBSERVACAO 1.5: No caso de termos f:I = [a,b] —» Ruma funcdo continua tal que
f(I) o I. Entdo, f tem um ponto fixo em I.

4
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EXEMPLO 1.4

Seja f(x) =x%—4x+3, x €[0,4] e defina-se g(x) = f(x) —x = x* — 5x + 3. Temos
que, g(0) =3 e g(4)=16—-20+3=—-1. Como g(0) x g(4) <0, pelo teorema de
Bolzano, 3x € ]0,4[: g(x) = 0 e consequentemente f(x) = x. Logo f tem um ponto fixo em
10,4[ (como foi determinado no EXEMPLO 1.1).

mn—i—l

f(x
02 o4 0.6 0.8

FIGURA 1.2 - Eventual ponto de equilibrio % da equacéo ilustrada no EXEMPLO 1.3.

1.2. Estabilidade e Diagramas em Teia de aranha

Nesta sec¢do vamos apresentar o conceito de estabilidade e resultados que ajudam no seu
estudo. Introduzimos também o conceito de diagrama em teia de aranha, uma ferramenta
grafica que ajuda-nos a investigar a estabilidade dos pontos fixos.

Assim sendo, comegamos por apresentar a defini¢éo de estabilidade local.

DEFINICAO 1.4 (Estabilidade Local): Dado uma funcéo f:1 — I, onde I é um intervalo de
nameros reais, e x* um ponto fixo de f, entdo x* é:

1) Localmente estavel se para todo o € > 0 existe § > 0, tal que para todo x, € I com
|xg — x*| < & temos |f™(x,) —x*| < &V n € N. Caso contrério, x* é instavel;

2) Atrator se existe n > 0 tal que |xo — x*| < n implica lim,,_,, f™(xy) = x*;

3) Localmente assintoticamente estavel se for simultaneamente estavel e atrator. Caso em
2) n = oo, entdo x* é globalmente assintoticamente estavel.
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Na FIGURA 1.3 visualiza-se um exemplo de um ponto fixo estavel.

A FIGURA 1.4 mostra que considerando um ponto inicial x,, na vizinhanca 6 de x*, a sua
Orbita afasta-se da vizinhanca € de x* apds uma certa ordem, pelo que x* € instavel.

A FIGURA 1.5 representa um exemplo de ponto fixo assintoticamente estavel, isto &,
qualquer ponto inicial escolhido dentro do intervalo [x* —n, x* + n], ap6s uma certa ordem
converge para o ponto de equilibrio x*, entdo x* € um ponto fixo assintoticamente estavel.

Ty
"+ e
x* 49
m*
Ip!
¥ — 0
¥ —e€
n
FIGURA 1.3 - llustracdo de um ponto fixo estavel.
Tn
'+ ¢
¥+ 4
:_B*
3'}[]'
5 — 4
" —¢
n

FIGURA 1.4 - llustragdo de um ponto fixo instavel.

Para melhor compreender o conceito de estabilidade, podemos fazer a analogia com uma bola.
As bolas representadas na FIGURA 1.6 sdo alusivas a um estado de equilibrio. A primeira
bola estd numa posi¢do instavel, pois quando afastada ligeiramente da sua posi¢do de
equilibrio ndo voltard a mesma. A segunda bola estd numa posigdo estavel, pois quando
afastada ligeiramente da sua posicéo de equilibrio, a ela voltara.
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*
L
L X ]
o0

8
=]
®

FIGURA 1.5 - llustracdo de um ponto fixo assintoticamente estavel.

N, ¥,

FIGURA 1.6 — Estabilidade: analogia com uma bola.

N&o sendo uma tarefa facil determinar, a partir da DEFINICAO 1.4, a estabilidade de um
ponto de equilibrio, podemos recorrer a técnicas graficas para facilitar essa tarefa. Para nos
ajudar a compreender o comportamento de uma solucdo na vizinhanca dos pontos de
equilibrio de uma equacdo, podemos utilizar o grafico em forma de “teia de aranha”, também
conhecido como diagrama de degraus ou diagrama de Cobweb.

O diagrama de Cobweb é uma ferramenta importante no estudo da estabilidade das equacoes,
pois permite-nos visualizar orbitas e detetar a dindmica na vizinhanga dos pontos fixos.

Para criar um diagrama de Cobweb, o primeiro passo € representar o gréfico da funcéo f no
plano (x,, x,+1)- No mesmo grafico deve ser representada a bissetriz dos quadrantes impares,
X, = Xn4+1. Posteriormente, indicamos um qualquer valor inicial, x,, no eixo das abcissas. A
partir do ponto x,, traga-se uma linha vertical até se encontrar o grafico de f, no ponto
(x0, f(x0)) que ird corresponder ao x; = f(x,). O proximo passo sera encontrar o ponto
(x1,x,). Para tal tragamos uma reta horizontal, paralela ao eixo O, até encontrarmos a reta
X, = Xn41. De seguida, voltamos a tracar uma linha vertical, a partir do Gltimo ponto
encontrado até voltar a encontrar a funcdo f, determinando o ponto (x;, x,). Continuando este

7
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processo, podemos visualizar todos os pontos na Orbita de x, ou seja, 0 conjunto

{XOJ f(xo); fZ(xo), ---;fn(xo)» }

EXEMPLO 1.5

Seja a equacio x,.; = f(x,), onde f(x) = x2. Os pontos fixos desta equagdo sdo x* = 0 ou
x*=1.

. ... 3 .
Selecionando, por exemplo, o valor inicial x, = S+ encontramos x; desenhando uma linha

vertical a partir do ponto x, =% até intersetar a funcdo f(x) = x?, ou seja, x; = f G) =

2
3 9 . . 7 = .
(Z) = Seguidamente é necessario achar o ponto (x;,x;). Para tal basta tracar uma linha

horizontal a partir do ponto (xy,x;) = (2136) até intersetar a bissetriz dos quadrantes

. 9 9 . . .

impares, y = x, no ponto (x;,x,) = (1—6,1—6). De seguida, voltamos a tracar uma linha vertical
. ;- ~ 9 81

a partir desse ponto até intersetar a funcdo f, teremos o ponto (xq,x,) = (EE)

Continuando este processo, podemos visualizar a localizacdo dos valores de x,,Vn > 0,
conforme ilustrado na FIGURA 1.7.

Antes de apresentarmos um resultado simples mas poderoso na teoria de estabilidade dos
pontos fixos, é necessario introduzir alguns conceitos, como é o caso da semi-estabilidade e
dos pontos fixos hiperbdlicos.

Podem surgir pontos de equilibrio semi-estaveis, ou seja, 0 ponto de equilibrio pode ser
estavel & esquerda (ou & direita) e ser instavel a direita (ou & esquerda). A DEFINICAO 1.5
apresenta este conceito.

DEFINICAO 1.5 (Semi-estabilidade): Diz-se que um ponto de equilibrio, x*, da
equacao x, ., = f(x,) é semi-estavel:

a) Adireita, seVe>038>0:xy>x" xp—x" <8 =x, —x* <¢;
b) Aesquerda,seVe>036>0:xy<x", x"—xy<d =>x"—x, <e&.

Para conhecermos a estabilidade local dos pontos fixos (ou pontos de equilibrio) devemos
dividi-los em dois tipos: hiperbdlicos e ndo hiperbdlicos. Assim, um ponto fixo x* da funcéo
f, sendo f diferenciavel, é hiperbdlico se |f'( x*)| # 1, caso contrério é ndo hiperbdlico.

A estabilidade dos pontos fixos hiperbdlicos resume-se as alineas a) e b) do TEOREMA 1.2.

O critério de estabilidade para pontos fixos ndo hiperbolicos € mais complexo, antes de
apresenta-lo é necessario introduzir a nocao de derivada de Schwartz. Esta denota-se por Sf e
é definida da seguinte maneira:

nr n 2
SF () _f (x)_3<f (x)> _

i) 2\f'()
Em particular, quando f'(x*) = —1, temos Sf(x*) = —f""(x*) — % [ (x")]2.
8
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FIGURA 1.7 - Diagrama de Cobweb para a funcéo f(x) = x2.

NOTA: No livro [3] podemos visualizar uma classificacdo completa de pontos fixos
hiperbdlicos.

OBSERVACAO 1.6: Notemos que se f'(x*) =—1eg = fof, entdo temos Sf(x*) =
%glll(x*) egll(x*) — 0

TEOREMA 1.2 (Estabilidade) [3]: Seja x*, ponto de equilibrio da equagdo x,.; = f(x;),
com f continuamente diferenciavel no ponto x*. Ent&o:

a) Sel|f'(x*)| <1, x™ éassintoticamente estavel;
b) Se|f'(x*)| > 1, x* é instavel;
c) Sef'(x*) =1, existem quatro casos distintos:
1. Se f"(x*) > 0, x* é instavel, mas semi-estavel a esquerda;
2. Se f"(x*) <0, x" éinstavel, mas semi-estavel a direita;
3. Se f"(x*) = 0, existem dois casos a considerar:
i. Sef'""(x*)>0,x"éinstavel;
ii. Sef'"(x*) <0, x"élocalmente assintoticamente estavel.
d) Se f'(x*) = —1, entdo existem dois casos:
1. SeSf(x*) <0, x* élocalmente assintoticamente estavel,
2. SeSf(x*) >0, x* éinstavel.
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EXEMPLO 1.6

Vamos determinar a estabilidade dos pontos de equilibrio da equacdo x,., = 1?;’;71. Seja
Xna1 = f (n) COM f(x) = =

Os pontos de equilibrio da equacdo sdo x* = 0 ou x* = % Como f'(x) = ﬁ temos que

f'(0) =3 >1, e portanto, pela alinea b) do TEOREMA 1.2, x* =0 é um ponto de
equilibrio instavel. Para o ponto fixo positivo resulta |f’ (§)| = % < 1. Assim, pela alinea a)

do TEOREMA 1.2, x* = %é um ponto de equilibrio assintoticamente estavel.

A dindmica na vizinhanga dos pontos fixos de f estd resumida na FIGURA 1.8, onde,
qualquer que seja o ponto inicial escolhido, a sua 6rbita aproxima-se de x* = % Note-se que,
no caso de x* = 0, a érbita de um ponto proximo deste afasta-se.

EXEMPLO 1.7

Vamos determinar a estabilidade e semi-estabilidade dos pontos de equilibrio da equacao
Xps1 = 9x3 +3x2 + x,. Seja xp41 = f(x,), com f(x) =9x3 + 3x? + x.Os pontos de
equilibrio da equacdo sdo —1 e 0. Como f'(x) = 27x* + 6x + 1, entdo f'(—1) =27 — 6 +
1=122>1, pelo que x* = —1 é instavel. Temos que f'(0) =1 e f"(x) = 54x + 6 pelo
que f""(0) = 6 # 0, entdo pela alinea c) do TEOREMA 1.2, o ponto de equilibrio x* =0 é
instdvel. No entanto, este ponto fixo apresenta semi-estabilidade a esquerda uma vez que
f'(0)=1ef"(0)=6>0.

A FIGURA 1.9 ilustra a instabilidade do ponto x* = 0 a direita e a semi-estabilidade a
esquerda.

O TEOREMA 1.2 déa-nos garantias da estabilidade local. W. Coppel propds o seguinte
resultado que em certos casos estabelece a estabilidade global de pontos fixos:

TEOREMA 1.3 [4]: Seja I =[a,b] € Ref:I -1 uma funcdo continua. Se a equacao
f(f(x)) = x ndo tiver raizes a excecdo das raizes possiveis de f(x) = x, entdo é garantido
que todas as orbitas da funcdo f convergem para um ponto fixo.

Este teorema ndo é suficiente para garantir a estabilidade global. No entanto se o ponto fixo
for Unico, entdo ele é globalmente estavel.

10
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T2

T3

T1

3x
1+9x°

FIGURA 1.8 - Diagrama de Cobweb para f(x) =

Fnt1 f(x)

Ln

FIGURA 1.9 - Diagrama de Cobweb para f(x) = 9x3 + 3x? + x.

11
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EXEMPLO 1.8

Consideremos 0 modelo de Ricker dado por x,,; = x,e?™*n,p > 0. Seja f(x) = xeP™*. A
fungdo f tem dois pontos fixos, a origem que é instavel e x* = p que é assintoticamente
estavel quando 0 < p < 2 (no capitulo 2, seccdo 2.2, esta condigdo é apresentada em detalhe).

Da igualdade f(f(x))=x resulta f(x)eP~ /™ =x, ou seja, xeP™™ x eP~*¢"™" =y,
Simplificando vem x =0 Vv 2p —x — xeP™* = 0. Claramente que x* =p é solugdo da
segunda equacdo.

E possivel verificar que a equagdo 2p — x — xeP~* = 0 ndo tem mais nenhuma soluc&o para
além de x* = p, sempre que 0 < p < 2, como se ilustra na seccéo 2.2.

Assim, x* = p € o Unico ponto fixo da funcdo f em x > 0. Pelo TEOREMA 1.3, x*=p ¢
globalmente assintoticamente estavel sempre que x > 0.

1.3. Orbitas e Pontos periodicos
Vamos comecar esta seccdo com a definicdo de ponto periddico e ponto eventualmente
periodico.
DEFINICAO 1.6 (Ponto periodico e ponto eventualmente periédico): Consideremos b, um
ponto pertencente ao dominio da funcéo f (x). Dizemos que:

a) b é um ponto periddico de periodo k da equacdo x,,; = f(x,), se dado um inteiro
positivo k, temos que f*(b) = b, ou seja, b é um ponto k -periddico se é um ponto
fixo (ou ponto de equilibrio) da funcdo f*.

Chama-se k-ciclo a 6rbita periédica do ponto b,

0* () ={b, f(B), f2(D), ..., 1 (D)}

b) b € um ponto eventualmente k-periodico se, dado um inteiro positivo, m, temos que
£™(b) € um ponto k-periodico, isto é, se f**™(b) = f™(b).

Notemos que se k = 1, entdo f(fm(b)) = f™(b) e b € um eventual ponto fixo. Jase m = 0,
entdo b é k-periddico, f*(b) = b.

Em termos graficos, um ponto k-periddico é a abcissa do ponto onde o grafico de f* e a
bissetriz dos quadrantes impares (y = x) se intersetam.

EXEMPLO 1.9

Na FIGURA 1.10 podemos observar os pontos fixos de f e f2 da equacdo x,,; = f(x,),
onde f(x) = 3.4x(1 — x). Verificamos que f? tem 4 pontos fixos e 2 destes sdo também
pontos fixos de f. Os dois pontos de f2 que ndo sdo pontos fixos de f formam um 2-ciclo
(ciclo de periodo k = 2), mais concretamente o conjunto {0.45196, 0.84215}.

12
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Apresentada a definicdo de ponto k-periddico, podemos determinar se as Orbitas desses
pontos Sa0 ou nao estaveis.

DEFINICAO 1.7 (Estabilidade de um ponto k-periddico): Consideremos b um ponto k-
periddico de f. Dizemos que b é:

1. Estavel, se for ponto fixo estavel de f*;
2. Assintoticamente Estavel, se for ponto fixo assintoticamente estavel de f*;
3. Instavel, se for ponto fixo instavel de f*.

OBSERVACAO 1.7: Se x, = b, entdo a estabilidade do ponto b determina a estabilidade de
todos os pontos do k-ciclo,

{xo =b, x; = f(b), x = f2(b), ..., X_1 = f¥1(D)}.

Assim, para estudar a estabilidade de um ponto k-periddico da equacdo x,., = f(x,), basta
estudarmos a estabilidade do ponto de equilibrio da equacdo x,,; = g(x,) e aplicar o
TEOREMA 1.2 4 fungdo g = f*.

I (x)

FIGURA 1.10 - Identificacdo de pontos fixos e de pontos periddicos da funcdo f(x) =
3.4x(1 - x).

TEOREMA 1.4 (Estabilidade do ciclo) [4]: Seja 0(b) = {b = xy, X1, X3, ..., Xk—1} UM
k —ciclo de f, sendo f uma funcéo continua e diferencidvel em b. Entdo o k-ciclo O(b) é:

1) Assintoticamente estavel, se | f'(xo) X f'(xq) X .. X f'(xp_1)| < 1;
2) Instavel, se |f'(xg) X f'(x1) X ... X f'(x-1)| > 1.
13
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OBSERVACAO 1.8: Quando |f'(x¢) X f'(x1) X ... X f'(xx_1)| = 1 aplicamos as alineas c)
e d) do TEOREMA 1.2 a fungdo g(x) = f*(x) em x = x,.

EXEMPLO 1.10

Consideremos a funcdo f(x) = 5x(1 — x), x € [0,1]. Vamos calcular o 2-ciclo e estudar a
sua estabilidade.

A equacdo apresentada tem 4 raizes, duas dessas raizes correspondem aos pontos de
CroL s ~ 4 ,

equilibrio de f, séo elas os pontos 0 e = As outras duas raizes correspondem aos pontos de

equilibrio de f2 que néo sdo pontos fixos de f.

Para encontrarmos o ciclo de periodo 2, é necessario resolver a equagdo f2(x) = x. Daqui
resulta

5F)(1—f(x)—x=0e52x(1—x)(1-5x(1—x)) —x =0
& x=0V—53%3+250x% —150x + 52 — 1 = 0.

Sabemos que % é raiz do polinémio —53x3 + 250x% — 150x + 52 — 1 = 0 (por ser ponto

fixo de f). Entdo podemos aplicar a regra de Ruffini para fatorizar o polinbmio, como se
ilustra em seguida:

—125 250 —150 24
4
5
—100 120 —24
—125 150 —30 0

Assim,

4
x, =0 V(x - E) (—125x2 + 150x — 30) = 0

4 —150 — V7500 —150 + V7500
<:>x1=OVx2=§Vx3= 550 Vx, = T .

O nosso 2-ciclo é dado por

—150 — V7500 —150 + v7500
—250 ’ —250 '

{x3,%4} = {

Sabendo que f'(x) = 5 — 10x, temos que

—150 — V7500 —150 + V7500
X[5—10 X
—250 —250

) f el = ‘(5 C10x

14
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= |25 2( 150) + 22500 Z 75001 _ 1595 ¢
B 5 625 B ’

pelo TEOREMA 1.4, o0 2-ciclo {x3, x,} € instavel.

1.4. A equacao Logistica e a Bifurcacao

Para terminar este capitulo, vamos estudar a equacao logistica em detalhe. O estudo desta
equacdo esteve na base do desenvolvimento da teoria moderna dos sistemas dindmicos
discretos. Apesar de ser um modelo ndo linear simples, podera apresentar comportamentos
dindmicos muito complicados.

A equacdo de diferencas logistica surge através da iteracdo da funcdo logistica F,(x) =
ux(1 — x) e é representada pela equacgao x,,, = ux,(1 — x,), onde x € [0,1] e u €]0,4].

1.4.1. Pontos de equilibrio (Pontos Fixos de F )

Para encontrar os pontos de equilibrio de F, resolvemos a equagao:

FO)=x @ w'(l-x)=x ex(-D-ux)=0ex" =0V, =2

Vamos analisar a estabilidade dos dois pontos de equilibrio em separado.

Analisando o ponto fixo x*; = 0, observamos que F;(0) = y, pois F, (x) = [ux — ux?]" =
u — 2ux. Aplicando o TEOREMA 1.2 chegamos as seguintes conclusdes:

1) x*, é assintoticamente estavel se 0 < u < 1;
2) x*; éinstavel se u > 1.

O caso em que u =1 merece especial atencdo, pois F,(0) =1 e F/'(0) =—-2# 0.2
Concluimos que x*; € instavel, mas semi-estavel a direita. Assim, x*; é assintoticamente
estavel quando 0 < u < 1.

Estudando agora o ponto fixo x*, = “Tl com p > 1, observamos que F; (”T_l) =u—2u+
2 = 2 — u. Aplicando o TEOREMA 1.2 chegamos as seguintes conclusoes:

1) x*, é assintoticamente estavel se |2 — u| < 1, de onde resultaque 1 < u < 3;
2) Quando u = 3, temos F3(x*,) = —1, que pela definicdo de ponto fixo hiperbdlico,
x*, € um ponto nao hiperbdlico. A derivada de Schwartz,
3 3 3
Sf'3G'2) = =f" (') = S[f" (') = 0= S[~6]° = —5 %36 = ~54 <0,
logo, o ponto de equilibrio x*, = % é assintoticamente estavel;

3) O ponto fixo x*, é instavel para u > 3.

2 Pois ;" (x) = [u — 2ux]" = —2u.
15
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Resumindo:

a) x*, éassintoticamente estavel para1 < u < 3;
b) x*, é instavel para u > 3.

1.4.2. Ciclos de periodo dois (2-ciclo)
Para encontrarmos o 2-ciclo é necessario resolver a equagao
F#Z(x) =xou*xQ-x)1-uwx(@1-x)]—-x=0
Sx=0V!(l—-x)[1—-—pux(1—-x)]-1=0
Sx=0V-—udx3+2u3x%2+ (—p?2 —pHx+ @?-1) =0.

Sabemos que “T_l é raiz do polindmio —u3x3 + 2u3x? + (—u? — u®)x + (u? — 1) (por ser
ponto fixo de f). Entdo podemos aplicar a regra de Ruffini para fatorizar o polindmio.

—u? 2u® (—u® =) (w*—-1)
u—1
[ 3 2 3 2
o i p—p —u +1
—p® W3+ —ut-pu | 0

De onde resulta x = 0V (x — “T_l) (—u3x? + (3 + pHx + (—p? — ) = 0.

Assim, os pontos fixos de Fuz, gque ndo sao pontos fixos de F,, sdo:

o= (u+1)—/ (u+1)(u-3) o F = (u+1)+y/ (u+1)(u-3)
0 — 1~ .

2u 2u

Notemos que se 0 < u < 3, entdo X, e ¥; ¢ R. No caso de u > 3, entdo /(u + D) (u—3) €
R. Quando u = 3, temos X, = X;, pelo que chegamos a conclusdo que ndo é possivel obter
um ciclo de periodo 2. Portanto, o ciclo de periodo 2 {X,, x,} s existe para u > 3.

Pelo TEOREMA 1.4, este 2-ciclo é assintoticamente estavel se
|E/(Zo)F,/ (x)] < 1,
ou seja,
—1<—p?+2u+4<1.

Daqui resulta que o 2-ciclo é assintoticamente estavel quando 3 < u < 1++6.Parau =1+
V6 temos que |E,' (%)F,' (¥1)| = —1 e pelo TEOREMA 1.2 concluimos que S£,*(%,) < 0 e
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Sfuz(fl) < 0, o que implica que o ciclo de periodo 2 é assintoticamente estavel. O ciclo
torna-se instavel para yu > 1 + 6.

Resumindo:

a) Para3 < u <1++6,0 2-ciclo {x,, %, } é assintoticamente estavel;
b) Parap > 146, 0 2-ciclo {¥,, %, } & instavel.

1.4.3. Ciclos de periodo quatro e superiores

Uma vez que resolver a equacgéo F#“(x*) = x* implica resolver uma equacdo polinomial de

grau 12, o que é impossivel analiticamente, voltamo-nos para a andlise grafica e numérica
para nos ajudar a encontrar outros ciclos.

Existe um ciclo de periodo 4 quando u > 1+ /6. Este é assintoticamente estavel quando
1++/6 < u < 3.54409. O ciclo perde a sua estabilidade quando p > 3.544009.

A histéria de duplicacdo de periodo repete-se quando u > 3.54409, o 22-ciclo bifurca
tornando-se instavel e aparece um ciclo estavel de periodo 23.

Este processo de dupla bifurcacdo continua indefinidamente e produz uma sequéncia de
nameros {uy, }o=1-

TABELA 1.1 - Sequéncia produzida pelo processo de dupla bifurcacéo [5].

n HUn Un — Un-1 ‘u—n — Hn1
Hn+1 — Hn

1 3 - -

2 3.449489... 0.449489... -

3 3.544090... 0.094601... 4.751419...

4 3.564407... 0.020317... 4.656248...

5 3.568759... 0.0043521... 4.668321...

6 3.569692... 0.00093219... 4.668683...

7 3.569891... 0.00019964... 4.669354...

Da TABELA 1.1 podemos observar o seguinte:

1. A sequéncia {u,} parece tender para um nimero especifico, u, = 3.570.
2. O tamanho da diferenca (i, — tn—1), depois de sucessivos valores de u; torna-se
mais estreito, aproximando-se de 0.
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HUn—Hn-1

3. A razéo o aproxima-se de uma constante designada de constante de
n+1 n
Feigenbaum?®, 6 ~ 4.669201609.

Em geral, uma oOrbita de periodo 2% é formada por 2* pontos fixos de f* que sio
assintoticamente estaveis.

A sequéncia de duplicacdo de periodo e em particular a universalidade da constante de
Feigenbaum, fazem parte do minucioso estudo elaborado por M. Feigenbaum sobre a
renormalizacdo na década de 70 do século XX, antes mesmo da era digital. De entre 0s seus
trabalhos destacamos os artigos [6], [7] e [8].

1.4.4. Bifurcacao e Diagramas de Bifurcac¢ao

DEFINICAO 1.8 (Bifurcacdo): Uma bifurcacdo é uma mudanca qualitativa na dinamica de
uma equacdo do tipo x,4+1 = f(x,) em relacdo a variacdo de um parametro. O valor onde
ocorre uma mudanga de comportamento qualitativo do sistema é denominado ponto de
bifurcagéo.

Existem quatro espécies de bifurcaces tipicas das equacdes de diferencas de 1.2 ordem. De
acordo com [9] temos:

1) Bifurcacdo transcritica;

2) Bifurcacao de duplicacdo de periodo;
3) Bifurcacdo sela-no / “saddle-node”;
4) Bifurcagdo forquilha / “pitchfork”.

O primeiro caso (Bifurcacdo transcritica) ocorre se, proximo do ponto de bifurcacdo (x*, u*),
a funcdo possui duas curvas de pontos fixos no plano (u,x) que passem no ponto de
bifurcagdo e que posicionem-se em ambos os lados da linha u = p*. Esta bifurcagéo tem a
forma normal x,.,, = x, + ux, + x2 e é caraterizada por uma mudanca de estabilidade no
ponto de bifurcacéo.

A Bifurcacdo de duplicacdo de periodo ocorre se, proximo de um ponto de bifurcacdo
(x*,u"), a funcdo possui uma Unica curva de pontos fixos no plano (u, x), enquanto a segunda
iterada f2 sofre uma bifurcacdo “pitchfork” no ponto de bifurcagdo, isto é, um ponto de
equilibrio estavel torna-se instavel e origina um 2-ciclo estavel.

A Bifurcacdo sela-n6 / “saddle-node” ocorre se, proximo de um ponto de bifurcagdo (x*, u*),
a funcdo possui uma unica curva de pontos fixos no plano (u,x) que passe no ponto de
bifurcacéo e posicione-se num dos lados da linha u = p*. Esta bifurcagéo tem a forma normal
Xps1 = Xp £ 0 E X7

Uma Bifurcagdo forquilha / “pitchfork” ocorre se, proximo do ponto de bifurcacdo (x*, u*), a
funcdo possua duas curvas de pontos fixos no plano (u,x) passando ambas no ponto de
bifurcacdo e uma delas posicione-se nos dois lados da linha u = u*. Esta bifurcacdo tem a

3 B a razdo que determina o limite de cada intervalo de bifurcacio, entre cada duplicagio de periodo, de uma funcio a
um parametro.
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forma normal x,,., = x,, + ux, + ax3, onde para a > 0 é supercritica e para a <0 é
subcritica.

Os quatro tipos de bifurcagdes aqui apresentados séo resumidos na TABELA 1.2.

TABELA 1.2 - Os principais tipos de bifurcacbes para pontos fixos ndo hiperbdlicos em
fungdes unidimensionais [10].

Tipo de

. . of 0°f

Bifurcacdo em Lo | =—(x* s x* I x
o Fey| w® | ey | qee @] e | osre

“Saddle-node” 1 #0 #0 - - -

Transcritica 1 0 #0 #0 - -

“Pichfork” 1 0 0 #0 #0 -
Duplicacédo de 1 ) ) 40 i 40

Periodo

DEFINICAO 1.9 (Diagrama de Bifurcacdo): Um diagrama de bifurcacdo é um grafico que
mostra solugdes de equilibrio, drbitas periodicas e suas estabilidades em relagdo a um
parametro.

No diagrama de bifurcacdo da equacdo logistica, o eixo horizontal representa os valores do
parametro u e o eixo vertical as iteracdes FM"‘(xO) de um ponto inicial especifico x,. O
diagrama representa o limite de x,, quando o parametro u admite um determinado valor.

Para u < 1, verificamos que a fungdo tende para o ponto fixo x; = 0, independentemente do
valor inicial x,. Para 1 < u < 3, a fungéo tende para o ponto fixo x; = ”T_l Ja quando u = 3,
0 ponto fixo assintoticamente estavel torna-se instavel e da origem a uma 6rbita de periodo 2,
0 que acontece na bifurcacdo de duplicacdo de periodo, entdo, a funcdo oscila entre dois
valores quando 3 < u < 1++/6. A partir deste ponto, os calculos séo feitos por métodos
numeéricos, e ao fazermos esses célculos, verificamos que o cenério de bifurcacdo de
duplicacio de periodo continua. Assim, para valores de u ligeiramente superiores a 1 + V6 é
originado um ciclo de periodo 4 que posteriormente dara origem a um ciclo de periodo 8, 16,
etc. Também aparecem ciclos de ordem impar e eventualmente uma situacdo cadtica. Esta
descricdo pode ser verificada pelo teorema de Sharkovsky.

O teorema de Sharkovsky foi estabelecido inicialmente por A. N. Sharkovsky, em 1964 [11],
posteriormente foi traduzido para Inglés por J. Tolosa, em 1995 [12]. Este resultado tem
desempenhado um papel de extrema importancia na dindmica a uma dimensao.

Para apresentar o referido teorema, é necessario introduzir a ordem dos inteiros positivos de
Sharkovsky, a ordem é denotada por o e definida da seguinte forma:
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3¥265%27%x29%20 > (2m+1)x21 & -
3x2" 52" 742" > 92" > > (2m+ 1) * 2" > -

W2t 2l e 523 521 & 20,

Podemos agora introduzir um teorema muito importante para o estudo da dindmica de uma
fungdo unidimensional. Este teorema s é valido a uma dimenséo, sendo que ainda néo foi
provado para dimensdes superiores.

TEOREMA 1.5 (Teorema de Sharkovsky) [12]: Seja f:1 — I uma funcdo continua que
possui uma oOrbita periddica de periodo k. Entdo, para qualquer inteiro positivo £ que precede
k na ordem de Sharkovsky, isto €, k = ¢, existe uma Orbita periodica de periodo #.

Por outras palavras, se f possui uma Orbita de periodo k e se k = ¢, entdo f possui uma orbita
de periodo #.

Outro teorema muito conhecido e fundamental para o estudo a uma dimensao é o teorema
denominado “Periodo 3 implica caos” (ou em inglés, “Period three implies chaos”). O
teorema foi introduzido por Tien-yien e James A. Yorke [13] e é uma consequéncia direta do
TEOREMA 1.5.

TEOREMA 1.6 (Periodo 3 implica caos): Seja f: I — I uma fungdo continua que possui uma
Orbita de periodo 3. Entdo f possui Orbitas de todos os periodos, pois 3 é 0 maior nimero na
ordem de Sharkovsky.

Podemos entdo afirmar pelo TEOREMA 1.5 que uma fungdo que apresente um ponto
periddico x de ordem 3, isto é, f3(x) = f o f o f(x) = x, apresenta pontos periddicos de
qualquer ordem.

No caso da logistica, quando u € (0,4), a equacgdo possui um 3-ciclo. Segundo A. J. Fidélis e
L. C. Martins em [14], a zona de periodo 3 ocorre quando:

11 1 1
1+V8<u<1+ 5 +(A—B)F+(4+B),

onde A =22 e B = 2% (humericamente, 3.8284271 < u < 3.8414990).

Assim, de acordo com o teorema de Sharkovsky, a equacgéo logistica possui ciclos de todas as
ordens. Pelo TEOREMA 1.6 apresenta caos. Esta situacdo estd ilustrada no diagrama de
bifurcacdo, na FIGURA 1.11.

Este aspeto de natureza cadtica da equacgéo logistica, como se visualiza na FIGURA 1.11,
representa sensibilidade as condi¢des iniciais. Ou seja, a possibilidade de estados t&o
proximos quanto se queira sofrerem evolucdes muito diferentes. Nestes casos nao podemos
utilizar solugbes numéricas com total confianca, pois existem erros de célculo pelo meio, 0s
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quais podem produzir solucbes bastante diferentes. Dai, em certas regibes do parametro,
torna-se impossivel escrever o ciclo.

08
06
04

0.2

FIGURA 1.11 - llustracdo do diagrama de bifurcacdo da equacéo logistica.
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2.Modelos Autonomos Aplicados a Dinamica de
Populacoes

Neste capitulo serdo apresentados varios modelos auténomos aplicados a dindmica de
populagdes. O principal objetivo é aplicar alguma da teoria apresentada no capitulo 1.

Primeiramente introduzimos o conceito de modelo populacional, de seguida introduzimos o
modelo de Ricker, um modelo aplicado a pesca, 0 modelo de Beverton-Holt que também é um
modelo aplicado a pesca, seguido do modelo de Pielou e do modelo de crescimento de
Gompertz.

Posteriormente damos a conhecer o conceito de efeito de Allee e alguns modelos modificados
por este efeito, tais como o modelo de Beverton-Holt, o modelo de Ricker, o modelo
Polinomial e para finalizar, o modelo Logistico, sendo este Gltimo um caso particular do
modelo Polinomial.

2.1. Modelos populacionais

Um modelo populacional € um modelo matematico que se aplica a dindAmica de uma ou mais
populacdes, isto é, € um modelo que nos permite estudar a evolugdo das populagbes ao longo
de um periodo de tempo. Habitualmente a varidvel resposta, ou seja, a variavel de estudo é a
densidade (“tamanho”) da populagdo (ou crescimento populacional). Esta varidvel pode ser
afetada por diversos fatores, desde a fecundidade, as catastrofes naturais, a competicéo, etc.

OBSERVACAO 2.1: N&o existe um consenso em relacdo a definicdo de modelo
populacional, no entanto, alguns autores tendem a definir modelo populacional como
podemos ver na seguinte definicéo.

DEFINICAO 2.1 (Modelo Populacional) [3]: Uma funcéo, £, continua definida em [0, o0) —
[0, ©0), € um modelo populacional se:

a) f(0) = 0e f tem um Unico ponto fixo x* no intervalo positivo;
b) f(x)>xpara0 <x<x"ef(x) <xparax > x";
c) f'(xy) =0ex, <x*entdo f'(x) >0parad <x <x,ef'(x) <Oparax>x,,¢€

f(x) > 0.

EXEMPLO 2.1

Consideremos o modelo logistico, onde a funcdo é dada por f(x) = ux(1 —x), u>2, x €
[0,1]. Claramente f(0) =0 e x* = ”T_l é 0 Unico ponto fixo positivo de f.

Quando u > 1, temos que f(x) > x, V x € ]O“T_l[ e f(x)<x, Vx€ ]"T—l 1[. Sabemos
que f'(x) = 0 quando x = % Tem-se que % < “7_1 quando u > 2. Assim, para u > 2 verifica-

* z 1 1
se que x,, < x° e f € crescente em 0 < x < - e decrescente quando ~ < x < 1.
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Concluimos que a equacao logistica € um modelo populacional em conformidade com a
DEFINICAO 2.1.

O teorema seguinte garante que o ponto fixo de um modelo populacional no intervalo positivo
da funcdo f ¢ globalmente assintoticamente estavel.

TEOREMA 2.1 [15]: O ponto fixo do modelo populacional € globalmente assintoticamente
estavel em (0, ), se e s6 se 0 modelo néo tiver um 2-ciclo.

Para detetar a existéncia de 2-ciclos num modelo, podemos representar graficamente y =
f(f(x)) e areta y = x, sendo que quaisquer pontos de intersecdo entre estas duas fungdes
representam ciclos de periodo 2. Assim, se existir outros pontos de intersecdo para além dos
pontos de equilibrio de f, entdo o ponto fixo ndo é globalmente estavel.

2.2. Modelo de Ricker

O modelo de Ricker ¢ um modelo aplicado a pesca. Este modelo integra os fatores ambientais
para a limitacdo do crescimento populacional, prevendo uma convalescenca decrescente ao
longo do tempo, isto é, o nimero de descendentes em x,,, Serd inferior ao nimero de
adultos em x,,.

Este modelo ¢ definido pela seguinte expressao matematica:
Xp41 = XpeP™*n, comx, = 0ep >0,

onde x, representa a densidade da populacdo no periodo de tempo n e p representa a
capacidade de suporte da populagdo (“Carrying Capacity” [16]).

O crescimento na maioria das populacdes é limitado por fatores tais como varia¢cdes do meio
ambiente, mudancas na taxa de sobrevivéncia ou na taxa de reproducdo, aparecimento de
doencas, interacbes competitivas, relacdes de predador-presa, etc. Estes fatores influenciam as
populacdes em relacdo ao seu tamanho e sdo referidos como dependentes da densidade.
Temos dependéncia da densidade quando a nossa equacdo de diferencas é ndo linear. O
tamanho a que uma populacdo tenderd a retornar em resposta a estes fatores € conhecido
como capacidade de suporte (capacidade de carga ou “carrying capacity”).

Dada a equacédo de diferencas que representa o modelo de Ricker, temos que f(x) = xeP™.
Os pontos fixosde f sdo x* =0 oux™ = p.

Vamos estudar a estabilidade dos dois pontos fixos em separado. Para isso calculamos a
primeira derivada da fungé@o f em cada ponto fixo e aplicamos 0 TEOREMA 1.2.

Uma vez que f'(x) = (xeP )" = eP™*(1 — x), temos que para x* = 0, |f'(0)| = |eP| > 1,
para todo p > 0, logo x* = 0 € um ponto fixo instavel.

Para x* =p, p > 0 temos que |f'(p)| =|e°(1 —p)| = |1 —p|. Neste caso surgem trés
situacoes:
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1) Se |1 —p| > 1, o que acontece quando p > 2, pelo TEOREMA 1.2, x* =pé um
ponto fixo instavel (ver FIGURA 2.2) .

2) Se |1 —p| < 1, 0que acontece quando 0 < p < 2, pelo TEOREMA 1.2, x* =pé
um ponto fixo assintoticamente estavel (ver FIGURA 2.1).

3) Se |1 —p| = 1, 0que acontece quando p = 2, temos f'(2) = —1. Pelo TEOREMA
1.2 é necessario calcular a derivada de Schwartz neste ponto. Assim,

3
Sf(2)=—-f"(2) —E[f”(Z)]2 =-1<0,
logo x* = p é um ponto fixo assintoticamente estavel.*

OBSERVACAO 2.2: No caso de p = 2 é possivel visualizar a convergéncia grafica, embora
esta seja muito lenta.

f(z

FIGURA 2.1 - Quando 0 <p <2, o ponto fixo x*=p do modelo de Ricker é
assintoticamente estavel.

Vamos estudar a estabilidade global dos pontos fixos. Para isso e conforme descrito no
TEOREMA 1.3 é necessario calcular as raizes da equacdo f(f(x)) = x e ver se esta equacao
ndo tem raizes, a excecdo das possiveis raizes de f(x) = x.

Temos que

f(f(0) =x © f(xeP™) = x & xeP ™ « eP—xeP™* _
S x=0VeP ™« ep—xep‘x —1=0
& x = 0 Ve2p—x1+e?™) — q

VFT(0) = (=2 4 x)eP*, logo f(2) = 0; F'(x) = (3 — x)eP~*, logo f"(2) = 1.
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Sx=0V2p—x(1+eP™)=0.

Seja g(x) = 2p —x — xeP™*. Vamos verificar que se 0 <p < 2, entdo x = p é a Unica
solucdo de g(x). De facto, sob esta condi¢cdo no parametro, g é estritamente decrescente e
portanto s6 tem um Unico zero.

Sejah(x) =g'(x) = =1+ eP ™™ (x —1). Tem-se que h'(x) = (2 — x)eP™* e portanto h tem
um Unico ponto critico em x = 2. Note-se que h'(x) > 0 parax < 2 e h'(x) < 0 para x > 2.

Observando a concavidade de h, constata-se que h"(2) < 0. Assim, x = 2 ¢ um maximo
absoluto de h. Como h(2) = e?~2 — 1, temos h(2) < 0 sempre que 0 < p < 2.

Isto estabelece que h(x) = g'(x) < 0 (s6 se tem h(x) = 0 quando x = 2 ep = 2). Assim a
funcdo g(x) € estritamente decrescente sempre que 0 < p < 2. Portanto, a fungdo f ndo pode
ter pontos periodicos de periodo 2.

Concluimos que f(f(x)) = x ndo tem raizes a exce¢do das raizes x = 0 e x = p quando
0 <p <2 epelo TEOREMA 1.3 temos que todas as Orbitas da funcdo f(x) convergem
para um ponto fixo. Uma vez que x* = 0 é um ponto fixo instavel e x* = p € o0 Unico ponto
fixo na linha real positiva, concluimos que todas as érbitas convergem para o ponto fixo
x* = p, logo a condicdo de estabilidade local do ponto x* = p implica estabilidade global na
parte positiva da linha real. Em termos matematicos, isto significa que, toda a érbita que
comece em x, > 0 converge parax* = p quando 0 < p < 2.

Se continuarmos a aumentar o valor do parametro p para além de 2, irdo ocorrer duplicacGes
de periodo, levando a uma dindmica aperiddica intitulada caos (ilustrado na FIGURA 2.2).

Tn+1

o

FIGURA 2.2 - Quando p > 2, o ponto fixo x* = p do modelo de Ricker é instavel.
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OBSERVACAO 2.3: Aperiodica significa que nenhum valor se repete 2 vezes. O conceito
de caos também ¢é caracterizado pela dependéncia das condicbes iniciais, isto €, duas
condi¢des iniciais proximas afastam-se com o tempo, sendo impossivel prever o
comportamento assintotico de uma solugdo num regime caotico.

2.3. Modelo de Beverton-Holt

O modelo de Beverton-Holt descreve a convalescenca dependente da densidade de uma
populagdo com recursos limitados em que estes ndo sdo compartilhados igualmente. Neste
modelo é assumido que o numero de descendentes por cabega é inversamente proporcional a
funcéo de crescimento linear do nimero de adultos.

Tal como o Modelo de Ricker, o0 Modelo de Beverton-Holt também é um modelo aplicado a

, K . .
pesca. Este é dado por x,,; = ﬁ onde x,, > 0 representa a densidade populacional no
- n

ano n, K >0 é a capacidade de suporte da populagdo e r > 1 representa a taxa de
crescimento da populacéo.

rKx

A funcéo associada ao modelo é f(x) = pavE—

Os pontos fixos da funcdo fsdo x* = 0 oux* = K. E facil verificar que f é uma funcéo
crescente com f(x) > x, Vx € ]0,K[ e f(x) < x, paratodo x > K. Como lim,_,, f(x) =

K A = , p ..
(Tr_—l), resulta que a sequéncia {x,} € mondtona e limitada, logo convergente. VVamos

determinar esse valor de convergéncia.

K?r

Para tal, vamos estudar a estabilidade dos pontos fixos. Sabemos que f'(x) = K-

K2

Assim, f'(0) = r—z =1r > 1. Pelo TEOREMA 1.2 resulta que o ponto fixo x* = 0 € sempre
K

instavel.

Para 0 ponto x* = K, temos que f'(K) =r%=%. Para que o ponto fixo x* = K seja

localmente assintoticamente estavel é necessario que - < 1. Logo o ponto fixo x" =K &
sempre estavel.

Pela estabilidade local, concluimos que a sequéncia {x,} sé pode convergir para x* = K,
sendo que este ponto fixo é globalmente assintoticamente estavel em R*. Esta afirmacdo é
também verificada pelo facto da equagdo f (f (x)) = x nao ter solugdes para além de x* =

. . _ Krix . (rP-1)(K-0x
0 oux* = K. Com efeito, de f(f(x)) = x resulta Croioos = b ou seja, S 5= =0

K+(r2-1)x
Daqui resulta apenas as solucfes 0 e K. Na FIGURA 2.3 ¢ ilustrado a estabilidade global do
ponto fixo x* = K.
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OBSERVACAO 2.4: O caso em que r = 1 pode ser estudado inspecionando a funcio e

percebendo que qualquer ponto é um ponto fixo. E facil de verificar que quando r = 1 temos

flx) = % = x, coincidindo com aretay = x.

3 _—
Ln41
2
K
1
T
PN T
? 1 2 3 4

FIGURA 2.3 - Estudo da estabilidade dos pontos fixos do modelo de Beverton-Holt quando
K =2er =1.5> 1, concluimos que x* = K é globalmente assintoticamente estavel.

2.4. Caso de estudo

Podemos colocar uma questdo: Qual destes modelos, modelo de Ricker ou modelo de
Beverton-Holt, adapta-se melhor a dados reais?

De acordo com Saber N. Elaydi em [3], a FIGURA 2.4 mostra incerteza e inconclusividade
na resposta. Por exemplo, embora haja um bom ajuste das curvas aos dados populacionais de
uma espécie de Salmdo, os dados da populacdo de Anchovetas mostra uma variacdo
consideravel sobre as curvas hipotéticas de acdes de convalescenca (ver pag.58 de [3]).

Recruits

Spawning Stock
(@)
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Recruits

Spawning Stock

(b)

FIGURA 2.4 - A curva de Ricker (linha sélida) e a curva de Beverton-Holt (linha tracejada)
adaptadas aos dados populacionais de (a) Salmao e (b) Anchoveta.

Notemos que em qualquer um dos modelos a derivada da fungdo no ponto x = 0 indica
quanto ingreme é a curva. Na fungdo de Beverton-Holt f'(0) = r e na funcdo de Ricker,
f'(0) = eP. Quanto maior o valor de r ou p, maior a resposta "compensatoria” esperada da
populacdo as mudancas de densidade e maior a colheita.

A FIGURA 25 mostra o grafico de 4 populacdes. A Populacdo , tem a resposta
compensatéria mais forte, enquanto que a Populacgdo , tem a mais fraca indicando a
tendéncia da populacdo extinguir-se. Assim, a Populacio p, requere interferéncia imediata
para prevenir a extingdo da espécie.

xr .
ntl Populacgao

0.6

> y =
Populagaop

Populacaoc

> y a7
Populagaop

Tn

FIGURA 2.5 - Curvas hipotéticas para 4 populacdes A, B, C, D.
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2.5. Modelo de Pielou

O modelo de Pielou é um caso particular do modelo de Beverton-Holt sendo representado
matematicamente pela equacéo

axy

Xn41 = ———
n+1l 1+ﬁxn

onde x, representa a densidade da populacdo no periodo n, @ > 0 representa a capacidade de
suporte e B > 1 representa a taxa de crescimento da populagdo. A funcdo f que caracteriza a

equacdo é definida por f(x) = —— ~ € 0s pontos fixos sédo
c—ovxr =21
x = x© =
B
Para estudar a estabilidade local dos dois pontos fixos, sabemos que
, a(l+px) —[axx ] a
flx) =
[1+ Bx]? [+ Bx]*

Assim, para x* = 0 vem
(0) = r(ety 2L
FO=aef () =1
pelo que,

|f(0)|<1<:>a<1e|f( )|<1<:>a>1

Quando a =1 vem f"(x) = 1+ﬁ
um ponto fixo instavel, mas semi- estavel a direita.

= Assim f"'(0) = =28 < 0. Concluimos que x* =0 ¢é

. " , , . " -1, ,
Assim, x* = 0 é estavel se « € (0,1] eiinstavel paraa > 1 e x* = “T é estavel paraa > 1
e instavel caso contrério.

lsz

1+Bx

A estabilidade global é verificada pelo facto de f(f(x)) = x resultar ™y

= x, OU Seja,
1+Bx

2 =1+ pB(1+ a)x de onde resulta apenas as solucdes 0 e “T_l, precisamente 0s pontos
fixos da equacéo.

2.6. Modelo de Crescimento de Gompertz

O modelo de crescimento de Gompertz é um caso especial da funcdo logistica generalizada.
Foi inicialmente desenvolvido para descrever a mortalidade humana. Mais tarde foi
modificado para ser aplicado a biologia e aos detalhes populacionais [17]. Este modelo pode
ser expresso matematicamente pela seguinte equacgéo:
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1
Xn41 = X,(1—rinx,), r>0, x € [O'e_r]'

Para esta equacdo, f(x) = x(1 — rlnx). Assim, os pontos fixos de f sdo x* = 0Vx* = 1.

Sabendo que f'(x) =1 —r(Inx + 1), temos que |f'(0)| = |1 — [rIn0 + r]| = oo, pelo que
x*=0 ndo ¢ assintoticamente estavel, e |f'(1)|=|1—r|, pelo que x* =1 ¢
assintoticamente estavel quando 1 —r < 1, 0 que acontece quando 0 < r < 2. Quando r = 2,
temos f'(1)=—-1¢e Sf= —%rz —r <0, logo x* =1 é localmente assintoticamente
estavel. Parar > 2, f'(1) =1ef""(1) = —r <0, logo x* = 1 é instavel, mas semi-estavel
a direita.

Resumindo, o ponto fixo x* = 0 € sempre instavel e o ponto fixo x* = 1 é assintoticamente
estavel quando 0 < r < 2.

Para o estudo da estabilidade global e dada a dificuldade em manipular a equacéo
algebricamente, é possivel constatar graficamente que f (f (x)) = x nao tem solucdes para
além dos pontos fixos de f quando r < 2 (ver FIGURA 2.6 para um caso). Assim, neste
caso, 0 ponto fixo positivo é globalmente assintoticamente estavel pelo TEOREMA 1.3. A
FIGURA 2.7 e a FIGURA 2.8 ilustram estabilidade, para r < 2 ¢ instabilidade r > 2,
respetivamente.

0.8 1
0.6 1
04 4

0.2

02 04 06 08 1 12 14 16 &

FIGURA 2.6 - Identificacdo dos pontos fixos de f e f2, com f(x) = x(1 — 1.8 In(x)).
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Ln4+1

f(x)

O
3/4 1

FIGURA 2.7 - Estabilidade do ponto fixo positivo do modelo de crescimento de Gompertz
quandor = 1.8 < 2.

L +1

J(x)

Ln
O v
3/4 \
FIGURA 2.8 - Instabilidade do ponto fixo positivo do modelo de crescimento de Gompertz
quandor = 2.2 > 2.
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2.7. Efeito de Allee

Os modelos discretos com dindmica populacional, em geral, consideram o fator de
crescimento como uma funcgéo decrescente do tamanho (densidade) da populacéo, justificada
pela competicdo intraespecifica (competicdo por espaco e nutrientes).

Ora, se uma populacdo é muito pequena, ndo ha razdo para que ocorra a competicdo
intraespecifica, por isso, é razodvel considerar, para densidades populacionais muito
pequenas, o fator crescimento como uma funcdo crescente da densidade populacional. Este
mecanismo é conhecido como Efeito de Allee.

No artigo [18] o efeito de Allee é definido como um fendmeno no qual a aptiddo individual
aumenta com o aumento da densidade, isto é, ao contrario da dinamica classica onde temos
uma dependéncia negativa relativamente a densidade (a aptiddo diminui com o aumento da
densidade), o efeito de Allee produz uma dependéncia positiva (a aptiddo aumenta com o
aumento da densidade).

Em [19] podemos encontrar a descricdo de varios cenarios que causam o efeito de Allee em
animais e plantas tais como parasitismo, competicdo intraespecifica, carateristicas do solo,
polinizacdo, hibridizagdo, etc.

Segundo [18], qualquer funcdo f cujo grafico passe pela origem e permaneca abaixo da
diagonal proximo de zero e depois cruze a diagonal duas vezes, dara origem ao efeito de
Allee. O primeiro cruzamento designa-se por limite de Allee (A) e o segundo por capacidade
de suporte (K).

Considerando a equacdo x,,; = f(x,), onde x, representa o tamanho da populagdo na
geracdo n e admitindo que f tem a solucdo de equilibrio trivial x* = 0 e pelo menos uma nao
trivial x* = K, a condicdo para que uma populacdo apresente efeito de Allee é f(x) >
f'(0)x, para valores suficientemente pequenos de x.

O efeito de Allee é chamado forte se 0 < f'(0) < 1, neste caso existe pelo menos um ponto
de equilibrio entre x* =0 e x* =K. Se f'(0) > 1, entdo o efeito de Allee é chamado de
fraco, sendo que, uma populacdo que apresenta um efeito de Allee fraco apresenta um fator
de crescimento pequeno para densidades populacionais baixas, ou seja, a populacéo cresce
mais lentamente quando o numero de individuos é pequeno. No caso do efeito de Allee forte,
é introduzido um limiar populacional abaixo do qual a populacéo ira a extingéo (A).

Vamos agora estudar alguns modelos modificados pelo efeito de Allee.

2.7.1. Modelo de Beverton-Holt com efeito de Allee

Um modelo que considera a dinamica de uma populagdo que apresenta efeito de Allee pode

2
ser dado pela seguinte equacdo x,,; = f(x,), onde f(x) = 1:;2’ r e b sd0 constantes
positivas. Ou ainda x,,,; = x,7(x,), onde r(x) = 1:;;2 é o fator de crescimento dependente

da densidade populacional x.
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Representando graficamente o fator de crescimento, verificamos que este cresce até um
méaximo (efeito de Allee) e depois decresce aproximando-se de zero (efeito da competicdo
intraespecifica). Analisando este fator, podem ocorrer trés situacdes:

1) Se|r(x)| > 1, x, cresce com as geragdes sucesivas;
2) Se|r(x)| <1, x, decresce com as geragdes sucesivas;
3) Selr(x)| =1, x, é constante.

Os pontos de equilibrio sdo encontrados resolvendo a equagdo

ra*? i Y rx* 1
— —=x"ox*= —_—— =
1+ bx*? 1+ bx*?

r+Vr2—-4p

Sx*=0Vx' =
v 2b

Concluimos que os pontos fixos da equagdo dependem diretamente dos valores de r e b,
sendo que:

1) Ser? < 4b, existe um Unico ponto de equilibrio que é trivial, x; = 0;
2) Ser? = 4b, existem dois pontos de equilibrio,

T
x{=0ex’2*=5;

3) Ser? > 4b, existem trés pontos de equilibrio,

" " r—Vr2—4b N r+VrZ—4p
X1 =0,X2 =Tex3 =T.
tor (?\
0.51
Ln
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
FIGURA 2.9 - Representacdo grafica do fator de crescimento, r(x) = 1:};2'

Concluido o calculo dos pontos fixos, podemos agora estudar as suas estabilidades, sabendo
2rx

que f'(x) = —2X

(1+bx2)2’
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2
Caso 2 < 4b, a desigualdade (1:% < x é satisfeita para todo x > 0, ou seja, o grafico de f

)
esta abaixo da diagonal y = x, sendo que qualquer sucessdo de iteracbes de f tende para zero.

Neste caso a origem é globalmente assintoticamente estavel.

rx?
(1+bx?2)
sdo os pontos fixos ndo nulos calculados anteriormente para 2 > 4b. Sendo que x5 é instavel
e x3 € localmente assintoticamente estavel.

Se r2 > 4b, entdo a desigualdade > x € satisfeita quando x; < x < x3, onde x; e x3

Quando r? = 4b, x; e x3 coincidem e o grafico de f tangencia a reta diagonal y = x. Neste
caso, x;, = x3 = % sendo este um ponto fixo estavel, pois f’ (%) =bh<1.

A FIGURA 2.10 ilustra estas trés situacdes, sendo que em (a) temos 0 caso r2 < 4b, em (b)
0casor? = 4b eem (c) 0 caso r2 > 4b.

FIGURA 2.10 - Fixando o valor de b = 2 no modelo de Beverton-Holt com efeito de Allee e
variando o valor do pardmetro r, temos em (a) r = 2, em (b) r = V8 eem (c) r = 4.

2.7.2. Modelo de Ricker com efeito de Allee

A equacdo x,.,; = x2eP™*n, onde x,, > 0 é a densidade da populacdo e p > 0 ¢ a capacidade
de suporte, representa 0 modelo de Ricker modificado com o efeito de Allee (também
conhecido por modelo exponencial).

Os pontos fixos sdo dados pelas solucdes da equacao x2eP ™ =x* o x* =0Vvxtel ¥ =
1, sendo que x*eP™* = 1 ndo tem solucdo se p < 1 e tem exatamente uma solucdo quando
p=1queé x* =1.Parap > 1,aequacdo x*2eP~*" = x* tem duas solucdes, x* = A, sendo
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A o ponto limite de densidade populacional e x* = K > 1, sendo K a capacidade de suporte
da populacéo.

Para o estudo da estabilidade destes pontos fixos € necessario considerar trés casos:

1)

2)

3)

Quando p <1, a origegm é o Unico ponto fixo em R{, sendo globalmente
assintoticamente estavel (ver FIGURA 2.11);

Quando p = 1, a origem é um ponto fixo localmente assintoticamente estavel, pois
f'(0) = 0 e a sua bacia de atracdo’ é representada pelo conjunto [0,1[ U J4,, +o],
onde A, representa a pré-imagem a direita de 1, isto é, a maior solucdo da equacéao
x*eP™* =1, dada por ~ 3.51286. O ponto fixo x* = 1 é semi-estavel a direita, pois
f'1)=1¢e f"(1)=-1<0, (TEOREMA 12), a sua bacia de atragdo é
representada pelo conjunto [1, A,] (ver FIGURA 2.12);

Quando p > 1, a origem é um ponto fixo localmente assintoticamente estavel e a sua
bacia de atragdo é o conjunto [0, 4,.[ U ]A,, +o[, onde A, é a pré-imagem a direita de
1.

Para determinar a estabilidade dos outros dois pontos de equilibrio, calculamos a
primeira derivada da funcédo f, f'(x) = x(2 — x)eP™*, para os valores ndo triviais
temos f'(x) = (Z;x)f(x). Temos que |f'(A)| = |2 — A| que é superior a 1 quando
0 < A < 1, sendo que pelo TEOREMA 1.2 x* = A sera um ponto fixo instavel. Para
o ponto fixo x* = K > 1, temos que |f'(K)| = |2 — K|, pelo TEOREMA 1.2 temos

que x* = K é um ponto fixo localmente assintoticamente estavel quando 1 < K < 3.
Considerando este caso, a bacia de atracdo de x* = K € |4, A,-[ (ver FIGURA 2.13).

Ln+1

Lo

I !

T

T3

C :B’n,

1 2

FIGURA 2.11 - Assumindo p = 0.8 < 1 e x, = 0.75, concluimos que o ponto x* = 0 € um
ponto fixo globalmente assintoticamente estavel do modelo de Ricker com efeito de Allee.

5> O conjunto maximal que ¢ atraido para um atrator M ¢ designado de bacia de atracio de M. [1]
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(a)

[
I
I
[
I
I
[
I
I
[
I
I
3

2 3 3.51286

(b)

FIGURA 2.12 - Assumindop = 1 e (a) x, = 0.40 < 1 temos que 0 ponto x* = 0 € um ponto
fixo assintoticamente estavel; (b) x, = 1.52 > 1 temos que o ponto fixo x* =1 é semi-
estavel a direita.
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FIGURA 2.13 - Os pontos fixos do modelo de Ricker com efeito de Allee para p = 1.5 sédo
x*=0,x"=A=03ex" =K = 2.36.

O caso em que p > 1 apresenta trés pontos fixos, a origem, x* = A4 e x* = K > 1. Vamos
calcular numericamente o valor de A e de K para o caso em que p = 1.5.

(@)
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/

2 f(x)

Lnt1 T4
1 I3
T
T
Ln
Y 1 2 3
(b)

FIGURA 2.14 - Em (a) verificamos que x* = 0 é um ponto fixo localmente assintoticamente
estdvel quando 0 < x < A4; em (b) concluimos que x* = K é um ponto fixo localmente
assintoticamente estavel quando A < x < K para o0 modelo de Ricker com efeito de Allee.

Para estudar a estabilidade no caso de p > 1, vamos assumir p = 1.5 e vamos considerar duas
condicdes iniciais distintas, assim a FIGURA 2.14 representa (@) x* =0<x, =0.17 <
x*=A;,b)x*=A<x,=042 < K.

2.7.3. Modelo Polinomial com efeito de Allee

Consideremos a equacdo de diferencas x,.; = u,x,,**(1 —x,), onde x, € [0,1], u >

0 ek, = 2,3,4,... para qualquer inteiro ndo negativo n. Para esta equacdo temos que f(x) =
k

ux (1 —x).

O estudo detalhado deste modelo pode ser consultado em [20].

OBSERVACAO 2.5: Quando p,, = pe k, = 1 para todo n, a equagao x,4; = ux, (1 —
X,) corresponde a equacao logistica estudada na seccdo 1.4.

Para garantir que x, pertence ao intervalo unitario I =[0,1] (caso contrario as Orbitas
divergem), consideramos a hip6tese H sobre os parametros dada por

k, + 1\
- > (kn + 1),71 =0,12,....

H:,unS(

n

H garante que todas as Orbitas de f sdo limitadas.
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Supondo isto, vamos estudar a estabilidade dos pontos fixos da funcéo f. J& sabemos que para
determinar os seus pontos fixos € necessario resolver a equacdo wx**(1 —x*) = x*, que
eliminando a solucgdo trivial x* = 0, vem px*t1—x) =1 In() = —(k— 1) In(x) —
In(1 — x).

Consideremos g(x) = —(k — 1) In(x) —In(1 — x). Sabemos que g(x) >0,vx € (0,1) e
que g é convexo no intervalo unitério, atingindo o seu minimo em g(cg), onde ¢, = % éo
unico ponto critico de g no intervalo unitério.

Seja 0, a bacia de atragdo imediata da origem:

1) Se g(c,) > In(w), entdo In(u) = —(k — 1) In(x) — In(1 — x) ndo apresenta solucdes,

k-1

sendo x* = 0 o Unico ponto fixo da fungdo f quando u < k (%) . Este ponto €

globalmente assintoticamente estavel, dado ser o Unico ponto fixo no intervalo unitario

I = [0,1]. Isto acontece porque na origem f'(0) = 0, consequentemente 0, = [0,1].
2) Se g(c,) =In(w), entdo In(u) = —(k — 1) In(x) — In(1 — x) apresenta uma Unica

solugdo, x* =%= cg, consequentemente a funcdo f tem um Unico ponto fixo
k.
k-1
pelo TEOREMA 1.2 concluimos que x* = — = é um ponto fixo instavel, mas

semi-estavel a direita. A sua bacia de atracdo imediata € dada pelo conjunto
[x*, maxf~1({x*})] de f~1({x*}) é a pré-imagem de {x*}. A bacia de atracio da
origem é dada por 0, = I\[x*, maxf ' ({x*})].

3) Se g(c;) <In(w), entio In(u) =—(k—1)In(x) —In(1—x) apresenta duas
solugdes positivas. Consequentemente a funcdo f tem dois pontos fixos quando

k-1
positivo quando u = k( ) . Notemos que |f'(x*)|=1¢e |f"(x")| = —k? <0,

k-1
u>k L . O ponto fixo de menor valor é denotado por A, e é conhecido como
k-1 u

ponto fixo de Allee, sendo um ponto fixo sempre instavel. O ponto fixo de maior valor
e denotado por K, e € conhecido como a capacidade de suporte do modelo, sendo um

ponto fixo localmente assintoticamente estavel no intervalo (4,, maxf~*({A,})) se
|k — uK¥| < 1. A bacia de atragdo imediata da origem é dada por 0, = [0,4,) U

(maxf=*({4,}). 1)]
~ A k+1\K ,
OBSERVACAO 2.6: Notemos que a sequéncia aj = (T) (k+ 1) que é usada para
definir a hipotese sobre os parametro H, vai aumentando para k = 2,34, ....
Estas ideias podem ser resumidas no seguinte teorema:

TEOREMA 2.2: Seja f(x) = ux*(1—x),k =2,3,4,..., entdo podemos escrever as
seguintes conclusdes:

k-1
1) Se u<k(&) , entdo x* =0 € o unico ponto fixo de f e é globalmente

assintoticamente estavel, sendo a sua bacia de atracdo o intervalo unitario I = [0,1]
(ver FIGURA 2.15).

39



Modelos Matematicos Discretos Aplicados a Dindmica de Populagdes

k-1 _
2) Seu=k (ﬁ) , entdo f tem dois pontos fixos, a origem e ponto fixo x* = %

sendo este segundo ponto fixo localmente assintoticamente estavel a direita e a sua
bacia de atracdo [x*,maxf~1({x*})]. A bacia de atracdo da origem é dada por
0, = I\[x*,maxf~'({x*})] (ver FIGURA 2.16).
k-1

3) Seu>k (&) , éntdo f tem trés pontos fixos, a origem, o ponto fixo limite A, e a
capacidade de suporte K, sendo que A, < K,. O ponto fixo limite & sempre instavel
e se |k —ukX| < 1, a capacidade de suporte é localmente assintoticamente estavel
com bacia de atragéo (Aﬂ,maxf_l({A#})). A bacia de atragio da origem ¢ dada por

0, = I\[4,, maxf~*({4,})] (ver FIGURA 2.17).

FIGURA 2.15 - Estudo da estabilidade dos pontos fixos do modelo polinomial com efeito de

Alleequandok =4eu=5<k (&) = 9.48148 .... Assumindo x, = 0.83, concluimos
que x* = 0 é globalmente assintoticamente estavel.

2.7.4. Modelo Logistico com efeito de Allee

O modelo logistico com efeito de Allee é um caso particular do modelo polinomial com efeito
de Allee quando k = 2. A funcéo associada a este modelo é dada por f(x) = ux?(1 — x).
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o
I

f(x)

FIGURA 2.16 - Estudo da estabilidade dos pontos fixos do modelo polinomial com efeito de

k

k—1
Allee quando k =4eu =9.48148 =k (ﬁ) . Assumindo x, = 0.83, concluimos que

x* = — ¢ localmente assintoticamente estavel a direita.

:En-{-l

f(x)

Ly

0.70 1

FIGURA 2.17 - Estudo da estabilidade dos pontos fixos quando k =4eu= 10>

k

k-1
k (—) = 9.48148. Assumindo x, = 0.73, concluimos que x* = A € instavel e x* = K é

k-1

localmente assintoticamente estavel.
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As conclusfes que chegamos sdo retiradas do TEOREMA 2.2 :

42

1)

2)

3)

Se u < 4, a origem é 0 Unico ponto fixo no intervalo unitario sendo globalmente
assintoticamente estavel (ver FIGURA 2.18).
Se u = 4, existem dois pontos fixos, a origem e x* = % = % A bacia de atracdo da

1+/5
4 )

origem é 0, = [0%) u(

E%ﬁ] O ponto x* = %é semi-estavel a direita (ver FIGURA 2.19).

1], enquanto que a bacia do ponto fixo positivo é

Se u > 4, entdo f tem trés pontos fixos, a origem, o ponto limite 4, = %(1 - ”7_4) e

a capacidade de suporte K,, = %(1 + /”7_4> Quando u > 4 temos

a) =3+ - /ﬂ
|f(AM)|—3+2 1+ p > 1,

conseguentemente A, € um ponto fixo instavel. Similarmente vemos

(k)| =3~ F fﬂ 16
If'(K,)| =3 S| 1+ p <lsed4<p<—.

Quando u = 13—6 temos que f'(K,) = —1 e Sf(K,) < 0, pelo TEOREMA 1.2 segue-
se que o ponto fixo K, € assintoticamente estavel, portanto, o ponto fixo x* = K, €
localmente assintoticamente estavel quando 4 < u < 1?6 e a sua bacia de atracdo é o
conjunto (Au,maxf‘l({Au})). A bacia de atracdo da origem é dada por O, =
[0,4,) U (maxf~*({A,}), 1] (ver FIGURA 2.20).
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Lo
Tn+1

I

Ir2

f(x)

T3

T4

5
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FIGURA 2.18 - Estudo da estabilidade dos pontos fixos do modelo logistico com efeito de

k-1
Allee quando k=2eu=3<k (ﬁ) = 4. Assumindo x, = 0.70, concluimos que
x* = 0 é globalmente assintoticamente estavel.
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FIGURA 2.19 - Estudo da estabilidade dos pontos fixos do modelo logistico com efeito de

1

k-1
Allee quando k=2eu=4=k (&) . Assumindo x, = 0.70, concluimos que x* =

k-1 1, . . , N
— =58 localmente assintoticamente estavel a direita.
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$n+1

I

f(x)
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FIGURA 2.20 - Estudo da estabilidade dos pontos fixos do modelo logistico com efeito de
k k-1

Allee quando k=2eu=5>k (k— = 4. Assumindo x, = 0.47, concluimos que

-1
x*=A é instavel e x*=K é localmente assintoticamente estavel.
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3. Modelos Nao Autonomos Aplicados a Dinamica de
Populacoes
Neste capitulo vao ser apresentados varios modelos ndo auténomos (mais precisamente

periddicos), aplicados a dinamica de populacdes.

O estudo analitico das equagdes associadas a estes modelos é em geral complexo, havendo
casos em que se torna impossivel encontrar explicitamente os pontos fixos dado a
complexidade dos calculos.

Primeiramente vamos introduzir os conceitos tedricos necessarios para o desenvolvimento
deste capitulo. De seguida, vamos introduzir modelos periddicos tais como o modelo de
Ricker, o modelo de Beverton-Holt e 0 modelo Logistico.

Posteriormente, apresentamos o conceito de envolvéncia e mostramos a sua aplicacdo em
modelos tais como Ricker, 0 modelo de Beverton-Holt, e ainda em modelos mistos tais como
Beverton-Holt agindo com o modelo de Ricker, o modelo exponencial com o modelo
Racional, de entre outros.

Por ultimo, introduzimos o0s conceitos de atenuancia e ressonancia e aplicamos a alguns
modelos periodicos.

3.1. Sistemas Periodicos

Vamos agora introduzir a teoria relativa aos sistemas perioddicos. Dizemos que uma equacgao
de diferengas é ndo auténoma se segue a regra x, ;1 = fn(x,),n € Z*, onde x € X e X é um
espaco topoldgico.

Neste caso, a Orbita do ponto x, é gerada pela sequéncia de composi¢édo das funcdes f,, fi,

for oo
Mais explicitamente temos:
x1 = fo(xo),
x; = f1(x1) = f1 ° fo(x0),

Xn+1 = fn © fue1© 0 f1 0 fo(xo),

Assim, podemos considerar trés casos:

1) Se f, = fi = f, =+, osistema é dito autbnomo (ja estudado no capitulo 1);

2) Se em geral a sequéncia de funcgdes é diferente, o sistema é dito ndo-autébnomo;

3) Se a sequéncia de funcdes € periddica, isto &, f,,, = f,, paratodo o n =0,1,2,.. e
p > 1, sendo p um inteiro positivo, o sistema diz-se ndo-autbnomo periddico.
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No terceiro caso, falamos de equacBes de diferencas ndo autdnomas periddicas, onde p é o
periodo minimal da equagdo x,,,; = f,,(x,) e X = R.

DEFINICAO 3.1 (Ciclo r-periédico): Um conjunto ordenado de pontos
C, = {Xo, Xy, ..., Xr_1} € um ciclo r-periodico em X se

f(i+nr)mod p(fi) = f(i+1)modr ,n € AR
Em particular,
fik) =%11,0 <i<r—2,€ fi(Xtmoar) = Xt41moar , T—1<t<p—-1
Notemos que um ciclo r-periddico C,. em X gera um ciclo s-periédico em

XY (Y ={fo fr, fp})

da forma

Cs = {(fo mod 1 fO mod p): (fl mod fl mod p)' e (f(s—l)mod T f(s—l)mod p)}'
onde s = mmc|r, p] € 0 minimo maltiplo comum entre r e p.

Para distinguir estes dois ciclos, o ciclo r-periédico C, em X é chamado de ciclo r-geométrico
(ou simplesmente ciclo r-periédico quando ndo ha confusdo), e o ciclo s-periédico €, em
X * Y é chamado de ciclo s-completo. E de notar que existem trés possibilidades, r < p, r =
pour > p.

EXEMPLO 3.1

Seja x,41 = fn(x,), onde X =R e a sequéncia de funcdes pertence ao conjunto Y =
{fo, fi, [ f3, 1}, com f, .« = f,, paratodo o n. Claramente p = 5.

Consideremos que o conjunto C5; = {x,, X;, X, } € um 3-ciclo da equacdo, isto é,
f(i+3n)mod S(Xi) = f(i+1)mod 3, para todo o n.

Neste caso o0 3-ciclo C; gera um ciclo de periodo 15 (completo) no conjunto X x Y. Na
FIGURA 3.1 ilustramos este ciclo completo.

Definimos o operador de composicdo ® como sendo ®% = f1i—1 © ..o fi41 © f;. Quando
i = 0 escrevemos ®9 como @,,.

Como consequéncia das observagBes anteriores, segue-se que o ciclo s-completo C, é um
ponto fixo do operador composicdo ®%, por outras palavras, ®%(X; mod ) = Xi mod r-

Se a sequéncia de funcdes {f;}, i = 0 é uma familia de funcdes definidas por um parametro,
entéo por [21] X; mea » € UM ponto fixo de ®,,.

Em [22], Elaydi e Sacker demostram que, em geral, quando temos um ciclo r-geométrico com
r < p, 0 Sseguinte teorema é valido:
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FIGURA 3.1 - Ciclo completo do EXEMPLO 3.1.

TEOREMA 3.1 [23]: Assumindo que X é um espago métrico conexo e que cada f; €Y é
uma funcdo continua em X. Seja C, = {Xy, X4, ..., X,_1} um ciclo r-geométrico da equacéao
Xn+1 = fn(x,). Se C, é globalmente assintoticamente estavel, entdo r|p, isto é, r divide p.

OBSERVACAO 3.1: Considerando 0 EXEMPLO 3.1 em que o 15-ciclo é globalmente
assintoticamente estavel (ver FIGURA 3.1), temos que p = 5er = 15. Logo r|p, ou seja
15]5.

O proximo teorema mostra como construir um sistema dindmico dado dois inteiros positivos
r epcomr|p.

TEOREMA 3.2 [23]: Dado dois inteiros positivos r e p com r|p, entdo existe um sistema
dindmico ndo-autbnomo com periodo minimo p e que tem um ciclo r-geométrico
globalmente assintoticamente estavel com periodo minimo r-.

LEMA 3.1: Seja C, um ciclo r-periédico da equacdo p-periodica x,,q; = f(x,) € s =
min[r,p] 0 minimo multiplo comum entre r e p. Entéo, a orbita de C, interseta cada fibra
F;, i =0,1,...,p— 1 em exatamente £ = s/p pontos e cada um destes pontos € periodico sob
0 produto enviesado com periodo s.

OBSERVACAO 3.2: No EXEMPLO 3.1, constata-se que a Orbita de C;5 interseta cada fibra
em exatamente 3 pontos (ver FIGURA 3.1) e 3 = 1?5
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3.2. Modelo de Ricker Periodico

Considerando a equacdo de diferencas periodica x,,, = R,,(x,), onde R,(x) representa a
densidade da populacdo e € dada por R,(x) = xe™™*, n=0,1,2,..,x=>0,e 1, >0, n=
0,1,2, ..., é asequéncia de capacidades de suporte individuais.

A condicdo de estabilidade local para cada funcdo individual R;(x) é dada por 0 <r; < 2,
i =0,1,2, ..., conforme estudado na sec¢éo 2.2.

Para que o modelo seja periddico temos que exigir que este apresente uma periodicidade p, e
por isso, temos que assumir que R,., = R, para todo n = 0,1,2, ..., isto é, a sequéncia de
parametros satisfaz 7, = 1,m04 p, Para todo n. Mais especificamente temos:

T'O = T'p = rzp = e
' =Tip = Tit42p =

T2 =To4p = To42p =

Tp—1 = T2p-1 = T3p-1 = '

Sabemos que o operador de composicdo @, (x) = R,_1 © ..o Ry o Ry(x) €é continuo em R,
porque se trata da composicdo de funcdes continuas em R .

Em [24] demonstra-se que a fungdo @, tem um ponto fixo globalmente assintoticamente
estavel quando 0<mn, <2,n=0,1,2,... Como a sequéncia de funcbes é injetiva
relativamente aos parametros, em [21] estd mostrado que o ponto fixo globalmente
assintoticamente estavel de @, gera um ciclo p-periodico globalmente assintoticamente

estavel da forma {x,, %y, ..., %,_1 }, onde
X1 = Ro(%p), X = Ry(%1), ..., Xp_1 = Rp_2(Xp_3), Xp = X,.

Pela regra da cadeia sabe-se que @5, (%)) = R,_1(%p—1)Rp_2(Xp_5) ... R{ (%) R;(%,). Como
R;(x) = (1 — x)e"i~* e sabendo que a dinamica das 6rbitas periddicas é dada por

fi+1 = fieri_fi, i = 0,1,2, e, P — 1,
a condicdo de estabilidade da oOrbita periddica é dada por Hfz_olll —x;| < 1.
!
Para se observar este facto, de |(d>p (JZO)) | < 1 resulta
|(1 —xp)e™ %0 x (1 —%;)e™ ™1 X . X (1 —%,_;)e17-1| < 1,
ou seja,

p-1_

|(1 — X)X (1—X%)%X..X (1 — J?p_l)ez?golri_zho xi| < 1.
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Mas pelo facto de {fo,fl, ...,fp_l} ser um p-ciclo globalmente assintoticamente estavel,
resulta x, = ®,(X,), ou seja,

fo = fp_lerp—l_xp—l (=4

& Xy = fp_zerp—z—fp—zerp—l—qu PN
p-1 p—1_
&Sy = foezizo i~ iz %i =4

p-1 p-1

XA XA 2 -

& 1 = e4i=o0 "iT4i=0 M & = Xi.
i=0 i=0

Sendo assim, a condicao de estabilidade € ]'[f;olll - x| <1

OBSERVACAO 3.3: A condicdo de estabilidade global obtida por R. Sacker em [24]
relativamente aos pardmetros é dada por 0 <7, <2,n=0,..,p — 1. Esta condi¢cdo de
estabilidade pode ser ampliada no espago de pardmetros como se pode observar na FIGURA
3.2 na regido S (ver [9] para mais detalhes). Em [25], Eduardo Liz, demonstrou esta
observacao para p = 2, utilizando o TEOREMA 3.3.

TEOREMA 3.3 [26]: Seja a=>0,b > ae g:(a,b) = [a,b] uma fungdo continua com um
unico ponto fixo x* tal que (g(x) —x)(x —x*) < 0 para todo x # x*. Assumimos que
existem pontos a < ¢ < x* < d < b tal que a restricdo de g para (c,d) tem no maximo um
ponto de viragem e sempre que fizer sentido, g(x) < g(c) paratodoo x < c, e g(x) = g(d)
para todo 0 x = d. Se g decresce no ponto x*, assumimos adicionalmente que Sg(x) <0
para todo 0 x € (¢, d) exceto no maior ponto criticode ge —1 < g'(x*) < 0. Entdo o ponto
fixo x* € globalmente estavel.

OBSERVAGCAO 3.4: Permanece por mostrar a estabilidade global para p > 3.
Em suma temos:

1) A origem é um ponto fixo instavel;

2) A equacdo de diferencas periddica carateristica do modelo de Ricker tem um ciclo p-
periodico globalmente assintoticamente estavel sempre que r, € (0,2] para todo n;

3) Em termos de relacdo entre os pontos fixos individuais e os pontos da orbita periddica,
concluimos que em média a populacdo obtera uma capacidade de suporte igual a
média da capacidade de suporte individual, isto &,

rno+r++1r_q4 Xo+xX;++ X
p p
(na sec¢do 3.6.2 este tema sera abordado com mais detalhe).

3.3. Modelo de Beverton-Holt periddico

Consideremos a equacgdo de diferencas x,,; = B,(x,), onde B, (x) representa a densidade
~ _ rKnx _ /

da populacdo dada por B,(x) = ravereyi i 0,1,2,.., x=>0,eonder >1¢é ataxade

crescimento da populagéo e K,, > 0 é a capacidade de suporte individual.
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As condicOes para a estabilidade de cada funcéo individual B,, ja foram estabelecidas na
apresentacdo do modelo de Beverton-Holt (ver se¢éo 2.3).

FIGURA 3.2 - Regido S de estabilidade global, no espaco dos parametros r,Ory, para o
modelo de Ricker 2-periddico.

Tal como no modelo de Ricker, para que haja periodicidade é necessario considerar que
K,+p = K, paratodo o n e p > 1. Sabemos que cada funcdo individual € monotona e ainda
que a composicao de funges mondtonas é monotona. Assim,

(Dp = Bp—l o BP—Z °..o° Bl ° Bo(X)
é uma funcdo mono6tona com Orbitas limitadas, pois B, (x) < ﬁKn para todo o n.
A fungéo @, gera um ciclo p-periddico globalmente assintoticamente estavel da forma

{0, %1, e, Xp1),
onde
X1 = Bo(X), X2 = B1(X1), ..., Xp—1 = Bp_2(Xp-2), X = Xo.

Em [22], Elaydi e Sacker calculam uma solucéo para a equacdo de Beverton-Holt periddica.
Assim, apos duas iteragdes temos

12K KoXo
KiKo + (u — )My X,

X, = B1(f1) =B;° Bo(fo) =
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e indutivamente, apos p iteragcdes obtemos

,upr_le_z Kofo
Kp_le_z "'KO + (‘u - 1)Mp_1fo’

fp = Bp—l o BP—Z ..o Bo(fo) =

onde M,, satisfaz a equacéo de diferencas linear de primeira ordem:

Mn+1 = Kn+1Mn + ,un+1KnKn_1 "'KO' MO = 1

Portanto,
p-2 -2 p-2
My_q = 1—[Kj+1 + z 1_[ Kivr |u™ KK q . K.
j=0 m=0 \i=m+1

Dado L,_; = K,_1K,_, ... Ko, finalmente obtemos a fungdo composta &,, dada por

Hpr—ﬂEo
Ly-1+ (n— 1)Mp—1f0'

cbp(f) = Bp—l o BP—Z °..o0 Bo(fo) =

Concluimos que a equagdo x,.; = ®,(x,) tem um Unico ponto fixo positivo dado por
* __ uP-1 Lp-1
u=1 Mp_y’
positivas. Pelo TEOREMA 3.1 sabemos que x* tem periodo minimo p ou r, onde r|p.

que € globalmente assintoticamente estavel com respeito a condicGes iniciais

Também se conclui que a média da capacidade individual de suporte é inferior a média de
Ko+Kqi++Kp_ Xo+Xq++Xp—

. 1p P 22— P=2 [27] e [28]. De uma
forma geral, percebemos que ao forcar o sistema a ser periédico, com flutuacbes na
capacidade de suporte individual, pode ser benéfico para a populacdo, uma vez que em média,

a populacdo obtera uma capacidade de suporte superior a média da capacidade de suporte
individual.

nameros no ciclo p-periodico, isto é,

Resumindo:

1) ®,(x) assume dois pontos fixos, a origem e x* = Kg,
2) O ponto fixo x* = K§ € globalmente assintoticamente estavel e gera uma Orbita p-
periodica da forma {%o, %y, ..., %1 }.

3.4. Modelo Polinomial com efeito de Allee periddico

Vamos comecar este exemplo com a introducdo de um lema aplicado as equacbes de
diferencas ndo autéonomas da forma x,,,; = ux,,**(1 — x,,), quando k = 2.

LEMA 3.2 (seccdo 2.7.3): Considere-se a equacéo de diferengas ndo autdbnoma dada por
Xn+1 = /’Lnxnz(l — Xn),
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onde
27
X, € [0,1], u, € (O'T]' paran =0,1,2, ...

e 0, a bacia de atracdo imediata da origem. Entdo

onde O, é dada por

00=[0.) 0 (1] 0 = 05 tmae s (1)) 1.

maxf 1 ({Ag}) ~ 0.97162 (ver [29] para mais detalhes).
4

Vamos estudar 0 caso em que a equagio X,.; = ux,* (1 —x,) é p-periodica, isto &,
fn+p = fn Paratodon = 0,1,2,.... A dinamica desta equacdo € determinada pelo operador de
composicao de fungoes @, = f,,_4 © ..o f1 © fo.

Da hipotese H, assumida no Modelo Polinomial com efeito de Allee, resulta que @, (1) € I
com &,(0) =0 e ®,(1) = 0. Consequentemente, o operador de composi¢do &, tem um
ponto fixo no intervalo unitario. Pelo TEOREMA 1.2, temos que x* = 0 é um ponto fixo
localmente assintoticamente estavel de @, pois, |®,'(0)| =0 < 1.

Caso |d>p(x)| < x, para todo x € (0,1), x*=0 é o Unico ponto fixo do operador de
composicdo @, no intervalo unitario, sendo globalmente assintoticamente estavel e a sua

bacia de atracdo € o intervalo unitario. Este é o caso onde a estabilidade local implica a
estabilidade global, pois todas as orbitas de x, € I irdo convergir para a origem.

Considerando Cq,, COMO O conjunto dos pontos criticos de @, ou seja, 0 conjunto que contém
todas as solu¢des no intervalo unitério das p equacdes ®;(x) =c¢;, i =0,1,...,p — 1, onde ¢;
€ 0 ponto critico da fungdo f;, entdo ®,(x) < x, para todo x € (0,1) se @, (cq,p) < C,,
onde Co, € Co,,-

Caso |d>p(x)| > x para algum x € (0,1), o operador de composigdo ®,, tem mais do que um
ponto fixo. Pelo TEOREMA 1.3 sabemos que qualquer érbita converge para um ponto fixo
se e sO se a equagdo @, o @, (x) = x ndo tem solugdo com a excegdo dos pontos fixos de @,,.
Notemos que ndo é possivel, em geral, dizer muito sobre o nimero de pontos fixos de @,
uma vez que temos varios cenarios. Contudo, todas estas fungdes f; tém um ponto fixo de
Allee 4; e assumindo A,, = min {4y, Ay, .., Ap_1} € Ay = max{Ay, Ay, ..., Ay_,}, entdo
podemos mostrar que o menor dos pontos fixos positivos de @, Ao, posiciona-se entre A,, e
Ay, sendo um ponto fixo instavel. Perante este cenario, a bacia de atracdo imediata da origem

é Uis1 Ji Onde]i cle q)p(]l') C [O,Aq;p).
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Se x* € um ponto fixo ndo trivial de ®,, entédo
C={% =x"% = fo(Xo), % = f1(%1), v Xp_g = fp—z(fp—z)}
é um ciclo periddico da equacéo
Xn+1 = .uxnkn(1 — Xp).

Isto acontece porque cada ponto fixo da fungdo composta @, a excecdo de x* = 0, gera uma
Orbita periddica na equagio x,,; = ux, (1 — x,). O ciclo C ¢ localmente assintoticamente
estavel quando | @}, (x| = |[Th-, £ (%:)] < 1.

Vamos estudar apenas 0s casos onde € possivel visualizar a regido de estabilidade dos pontos
fixos da funcdo composta ®,, que sdo os casos onde p = 2 e k = 2,3,4, isto €, vamos estudar
a dindmica do sistema quando a sequéncia de funcdes é 2-periddica e dada por

fn mod(2) (x) = Hn mod(2) xk(l —x),k =2,34.

Comecando pelo caso em que k = 2 e seguindo as técnicas implementadas em [30], podemos
encontrar a regido de estabilidade local dos pontos fixos da fungcdo composta @, = f; o f,,
calculando a fronteira quando |®5(x*)| = 1. Isto acontece quando

{f1(f0(X*)) =x"
f(foGx))fsx) =1

{f1(fo(x*)) =x"
f1'(fo(x*))fo'(x*) =-1

Localizando, no espaco de parametros, as curvas onde as duas equagfes anteriores sao
satisfeitas, encontramos a regido onde a estabilidade do ponto fixo de &, ocorre. A FIGURA
3.3 representa a regido de estabilidade local, no espacgo de parametros p,0u; .

Se 0s parametros u, e u, pertencem a regido O, entdo a origem é um ponto fixo globalmente
assintoticamente estavel. Quando os parametros atravessam a linha tracejada, da regido O
para a regido S, ocorre uma bifurcacdo sela-n6. O ponto fixo x* = 0 torna-se instavel e
aparece um novo ponto de fixo estavel de @,. Este ponto fixo é um ciclo 2-periédico da
equagao x,.; = ux,* (1 — x,,). Agora, se 0s parametros atravessarem a linha tracejada da
regido S para a regido R, ocorrera uma bifurcagdo sela-n6. O ciclo 2-periddico torna-se
instavel e aparece um novo ciclo 2-periodico localmente assintoticamente estavel.

Quando os parametros cruzam a linha continua da regido S para a regido 4;,i = 1,2,3 ocorre
uma duplicacdo de periodo. O 2-ciclo torna-se instavel e aparece um 4-ciclo localmente
assintoticamente estavel.

Para uma estrutura geral de bifurcacdo numa equacéo de diferencas periodica a uma dimenséo
temos como referéncia o trabalho em [9].
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10F

Ho

FIGURA 3.3 - Regido de estabilidade local, no espaco de parametros p,0u4, onde 0s pontos
fixos de f; o f, sdo localmente assintoticamente estaveis e as fungdes sdo dadas por f;(x) =
wix?(1—x), i =0,2.

As conclusdes para os casos em que k = 3 e k = 4 séo similares ao caso em que k = 2 (ver
FIGURA 3.4).
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FIGURA 3.4 - Regifes de estabilidade local no espaco de parametros da equagdo 2-periddica
quando k =3 (a) e k = 4 (b).

3.5. Envolvéncia (“Enveloping”)

Um conceito alternativo para se estudar a estabilidade global em modelos autbnomos, é o
conceito de envolvéncia (“enveloping”). Em varios artigos cientificos, P. Cull e os seus
colaboradores apresentam uma teoria que afirma que envolvéncia implica estabilidade global
para certos modelos autdbnomos. O conceito de envolvéncia € o seguinte:

DEFINICAO 3.2 (Envolvéncia [15]): Uma funcéo h(x) envolve uma fungdo f(x) se e s6 se:

(i) h(x) > f(x), Vx € (0,x* = 1);
(i) h(x) < f(x) parax > x* = 1talque h(x) > 0e f(x) > 0;

Em consequéncia da DEFINICAO 3.2 e do TEOREMA 2.1 surge o seguinte resultado:

TEOREMA 3.4 [15]: Se f(x) é envolvido por g(x) e g(x) € globalmente assintoticamente
estavel, entdo f(x) é globalmente assintoticamente estavel.

A funcéo de envolvéncia cria uma regra central que é apresentada em [31] pelo teorema que
se segue.

TEOREMA 3.5: Seja h(x) uma funcdo mondtona decrescente que é positiva em (0,x, > 1)
de modo que h(h(x)) = x. Assumindo que f(x) é uma funcdo continua, temos:

M h(x) > f(x) em (0,1);
(i) h(x) < f(x) em (1,xp);
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(iii)  f(x) >xem (0,1);
(iv) f(x) <xem(1,o);
(v)  f(x) > 0semprequex >1

Entdo, paratodo x > 0, lim,_ f"(x) = 1.

O TEOREMA 3.5 mostra a importancia da fungéo de envolvéncia na estabilidade global, o
desafio passa por encontrar uma envolvéncia apropriada. Para isso, a transformacdo de
Mabius pode ajudar.

TEOREMA 3.6 [31]: Se f(x)é envolvido por uma fungdo linear fracionaria da

1-ax ~ Ie e

forma h(x) = oa—Dx @€ [0,1), entdo f(x) € globalmente estavel.

OBSERVACAO 3.5: Em [32] sdo estudadas fungdes de envolvéncia para modelos da forma
Xn+1 = X + f(xy,) € para tal é usado a derivada de Schwartz da funcdo f, os seus resultados
sdo baseados na seguinte proposicao.

PROPOSICAO 3.1: Seja f um modelo populacional e suponhamos que f é uma funcéo de
classe €3 que tem no maximo um ponto critico x.. Se |f'(x*)| < 1e Sf(x) <0,V x # x,,
entdo x* é um ponto fixo globalmente assintoticamente estavel de f, onde Sf é a derivada de
Schwartz de f dada por

SF(x) = f'x) 3 <f”(x)> |

e 2\f'(

3.5.1.  Envolvéncia em modelos periodicos

Na dindmica de populagbes & comum trabalhar com familias de funcBes definidas por
parametros. Se estamos a trabalhar com um certo modelo populacional, podemos sempre
redimensionar o ponto fixo positivo para x* = 1. Perante este cenario, uma familia de funcdes
terd 0 mesmo ponto fixo positivo. Considerando esta ideia, podemos formular uma hipdtese.

HIPOTESE 1: Seja F = {f,, f1, f>, ... } um conjunto de modelos populacionais (de classe C*)
tal que f;(1) =1, Vi =0,1,2,.... Onde a composi¢do

Dy (x) = fp-10 0 fro fo(x)

é continua no subconjunto dos nimeros reais ndo negativos. Assumindo ainda, por forma a
garantir a periodicidade da equacdo x, ., = f(x;), que as funcbes de F sdo de periodo p, isto
4 — +
€ fn+p - fn ,Vn € ]RO'

OBSERVACAO 3.6: A composicido de modelos populacionais nem sempre é um modelo
populacional, isto vai depender das fungdes individuais.

EXEMPLO 3.2

Em [33], R. Luis e E. Rodrigues ddo como exemplo as func¢bes
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4xse0<x<0.6

—35x+45se06<x<1
fo(x) =31

—sex>1
X

3xse0<x<0.5

£ = —x+2s5e05<x<1
1 - 1 '

—sex>1
X

Na FIGURA 3.5 podemos observar o gréafico da fungdo @, = f; o f;(x). Claramente que @,
ndo € um modelo populacional, uma vez que apresenta mais do que um ponto fixo positivo.

Este exemplo motivou a seguinte proposicao:

PROPOSICAO 3.2 [33]: Sob a HIPOTESE 1 a fungéo composta &, (x) é crescente em
(0, ce), para um determinado cq, > 0. Além disso, existe x4 < xg tal que

&, (x) > fi(x), Vx € (0,xp), i €{0,1,...,p — 1} com @, (x3) = x5.

A apresentacdo de uma segunda hipotese carece da introducdo de um exemplo. Em [33] esta
mostrado que a “envolvéncia individual” ndo implica a “envolvéncia periodica”.

EXEMPLO 3.3

Dado f,(x) = xe*0=¥ e f,(x) = xe'?(0~% e assumindo que f,1p =f, Vn €RY,
concluimos que fy, f1 € F e x,41 = fn(xy) € uma equacédo de diferengas 2-periddica.

As funcbes f, e f; sdo envolvidas pela funcdo g(x) = xe?=%), sendo g(x) um modelo
populacional globalmente assintoticamente estavel uma vez que estd envolvida pela funcdo
fracionaria decrescente h(x) =2 —x. Pelo TEOREMA 3.4, podemos concluir que as
fungdes individuais f;(x), i = 0,1 sdo globalmente estaveis ja que sdo envolvidas por g(x).

Para estudar a dindmica da equacdo de diferencas 2-periodica, estudamos a dindmica da
funcéo

o, (x) = fy o fo(x) — xe2.7—1.5x—1.2xel'5(1_x).

Representado o grafico de @, (x) podemos concluir que existe um valor positivo a < 1 = xg,
tal que
@, (x) > xe?0¥), vx € (0,a) e d,(x) < xe?1¥), vx € (a,1).

Contudo, @, (x) ndo é envolvida por g(x) ( recorde-se que as fungbes individuais f; e f; 0
sdo0). Consequentemente, ndo podemos concluir a estabilidade de &,(x) através da
envolvéncia individual g(x). No entanto, ®,(x) é envolvida por h(x) =2—x e
consequentemente é globalmente estavel (ver TEOREMA 3.6).

Para encontrar uma certa classe de funcBes onde a envolvéncia individual implica a
envolvéncia periddica e considerando os exemplos anteriores, temos que garantir: (i) que a
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composicdo de modelos populacionais € um modelo populacional e (ii) que a envolvéncia
individual é também uma envolvéncia para a funcdo composta, isto é, temos que garantir que
a fungdo composta tem exatamente dois pontos fixos, a origem e um ponto fixo positivo xg, €
que ®,(x) > xsex € (0,x3) e P, (x) < x sex > xg, € entdo existe uma envolvéncia para
uma sequéncia de fungdes individuais f; que envolvem a fungdo composta. Estas observacoes
motivam a apresentacao da segunda hipotese.

/‘0 0.5 1 15 2 25 3 35

FIGURA 3.5 - Este exemplo mostra que a composicdo de modelos populacionais pode nédo
ser um modelo populacional.

HIPOTESE 2: Existe uma envolvéncia h, decrescente, tal que h(x) envolve todas as funcées
no conjunto F e h o h(x) = x.

A seguinte proposicéo pode ajudar-nos na construgdo de uma envolvéncia.

PROPOSICAO 3.3: Seja h uma envolvéncia de um modelo populacional f nas condicdes da
HIPOTESE 2. Considerando o grafico de f e a curva S¢, obtida pela simetria do grafico de f
com respeito a diagonal y = x, temos que o grafico de h posiciona-se entre o grafico de f e a
curva Sy, a excegdo do ponto fixo x* = 1.

Estamos agora aptos a apresentar o seguinte resultado:

TEOREMA 3.7: Sob a HIPOTESE 1 e HIPOTESE 2, a funcdo composta ®,(x) € um
modelo populacional globalmente assintoticamente estavel.

Seré benéfico, em certos casos considerar o seguinte corolario:
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COROLARIO 3.1: Se fy, fi, -, fp—1 540 modelos populacionais e se a funcdo composta
®,, ndo € um modelo populacional, entdo ndo pode existir uma envolvéncia h nas condicoes
da HIPOTESE 2 tal que h envolva todos os modelos populacionais individuais.

3.5.2. Aplicagoes
3.5.2.1. Modelo de Ricker

Consideremos a equagéo de diferencas periodica x,,1 = R, (x,), onde a sequéncia R, (x) é
dada por

R,(x) = xe™(= ¢ >0,n=0,1,2,...

A condicdo de estabilidade local é 0 < 7, < 2, n € {0, 1, ...} para cada modelo populacional
individual R;(x). Esta implica estabilidade global de R;(x), uma vez que as funcdes
individuais R,(x), n€{0,1,...} sdo envolvidas por h(x) =2 —x, que é uma funcéo
fracionaria decrescente com a = 1/2 (ver TEOREMA 3.6). Por outras palavras, x* = 1 é um
ponto fixo globalmente assintoticamente estavel de R,(x), n € {0,1,...}. Notemos que
h o h(x) = x, portanto a HIPOTESE 2 é satisfeita.

Por forma a haver periodicidade, exigimos que
Rusp =Rp, Y1 =0,1,2,..,

isto €, a sequéncia de parametros satisfaz a condi¢ao 7;, = 73, 104 p, Para todo o valor de n.
Sabemos que a fung¢do composta

CDp(x) = Rp—l © ..o R1 o Ro(x)

é continua em R{. Consequentemente, a HIPOTESE 1 ¢ satisfeita. Do TEOREMA 3.7
segue-se que @, (x) € um modelo populacional globalmente assintoticamente estavel, isto e,
a equacdo de diferencas p- periddica de Ricker € globalmente estavel sempre que

m €(0,2], n=0,1,2,....

Concluimos assim que nesta familia de modelos populacionais, envolvéncia individual
implica envolvéncia periddica.

Na FIGURA 3.6 é representado um exemplo concreto onde r, = 1.8, , = 1.2 er, = 0.5. A
funcdo composta ®; = R, o R, o R, € representada pela curva solida. A linha tracejada
representa a funcdo envolvente enquanto que as outras linhas representam os modelos
populacionais individuais. Neste caso envolvéncia individual implica envolvéncia periodica e
consequentemente a estabilidade global do ponto fixo positivo da equag&o periddica.

Notemos que 1'[5’;01 |1 —r;| < 1¢éacondicdo de estabilidade para o ponto fixo x* = 1 perante
a funcdo composta @,,.
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OBSERVACAO 3.7: Em [24] é usado um método diferente para mostrar a estabilidade
global do modelo do tipo de Ricker dado por x,,; = x,e™™ *n na regido do pardmetro
0<n<2,n=012..,p—-1

3.5.2.2. Modelo de Beverton-Holt generalizado

Sejax,.q = By(x,), n=0,1,2, ..., onde a fungdo B, é dada por B, = ﬁ
Vamos assumir que u, >1e0<c, <2, paratodon=0,1, 2, ....

A funcéo individual populacional B,(x) tem dois pontos fixos, a origem e um ponto fixo
positivo dado por x* = 1. A origem é um ponto fixo instavel pois

|B,(0)| =y, >1, Vvn=0,1.2,...
A condicdo de estabilidade local do ponto fixo positivo é dada por
Un(cn, —2)<c,,vn=0,1,2,...

Esta condicdo implica estabilidade global uma vez que cada funcdo individual B,(x), n =
0,1,2,.. é envolvida por h(x) =§, que é uma funcdo fracionaria decrescente com h o
h(x) = x. Consequentemente a HIPOTESE 2 é satisfeita.

0 1 2 3 4
FIGURA 3.6 - Uma ilustragdo da “envolvéncia individual” (curvas mais finas) ¢ da
“envolvéncia composta” (curva a negrito) numa familia de fungdes de Ricker.
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Vamos assumir agora a periodicidade da funcdo B, tomando como regras p,.q = Un €
Cn+r = Cp, Para qualquer g, r =1,2,3,... Isto implica que B,,, =B, onde p=
mmc(q,1).

Pelo facto de u, > 1, paratodon, segue-se que 1+ (u, —1)x» >0, para x € R*.
Consequentemente, a funcdo composta do modelo de Beverton-Holt é bem definida e dai é
garantida a continuidade da fungio composta, logo, a HIPOTESE 1 é satisfeita. Pelo
TEOREMA 3.7 temos que

Cl)p(x) ES Bp—l °..o0 Bl o Bo(x)

é¢ um modelo populacional globalmente assintoticamente estavel. Assim, a equagdo p-
periddica de Beverton-Holt

Xnt+1 = Bn(xn)an+p = B, n=201,2,..
é globalmente estavel quando
Un>1lel0<c, <2

Notemos que a condigéo de estabilidade do ponto fixo positivo de &, é dada por

p—1 p—1
[ [+ @-va-ei<] [w
i=0 i=0

OBSERVACAO 3.8: Quando c, = 1, temos 0 modelo de Beverton-Holt classico estudado
na sec¢éo 3.3.

Por forma a ter um estudo completo deste modelo, temos que estudar os casos onde c,, > 2
para todo n por um possivel caso de mistura nos parametros c,,, isto é, alguns dos parametros
sdo inferiores ou iguais a 2 e outros sao maiores que 2. Perante este cenario, a envolvéncia
individual é dada por

1
—sec, <2

X
cn—1—(cp,—2)x
cn—2—(cp—3)x

h(x) = .
secy, > 2

Em certos casos é possivel encontrar uma envolvéncia comum para todas as p funcoes
individuais e consequentemente a estabilidade global da equacgéo periodica. Contudo, isto ndo
€ um caso geral, como mostramos no EXEMPLO 3.4.

EXEMPLO 3.4

Sejauy =1.1,u;, =7, ¢y = 7.5, c; = 2.3, entdo as fungdes individuais sdo dadas por

fo(x) =

1.1x
140.1x95

7x
1+6x23°

e filx) =
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As fungdes f, e f; sdo modelos populacionais globalmente assintoticamente estaveis com
respeito ao ponto fixo positivo ja que estas funcdes sdo envolvidas por

6.5—5.5x
5.5—4.5x

1.3-0.3x
0.3+0.7x

ho(x) =

eh(x) =

respetivamente. Na FIGURA 3.7 podemos ver que neste caso ndo é possivel encontrar uma
envolvéncia decrescente que envolva simultaneamente os modelos populacionais individuais

foefr

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1 2 14 16 18 2 22 24 26 28

FIGURA 3.7 - Este exemplo mostra que ndo existe estabilidade global no modelo de
Beverton-Holt 2-periddico, quando uy = 1.1, u; =7, ¢; = 7.5, ¢; = 2.3.

Como é claramente verificado na FIGURA 3.7, a funcdo composta ®,(x) = f; o fo(x)
apresenta trés pontos fixos (e consequentemente nao pode ser globalmente estavel), pelo que
®, ndo é um modelo populacional. Do COROLARIO 3.1 concluimos que ndo pode existir
uma envolvéncia decrescente h, com h o h(x) = x, tal que h envolve simultaneamente f; e f;.

Notemos que, se esta envolvéncia existisse, entdo pela PROPOSICAO 3.3 ela posicionava-se
entre os graficos de f; e f; e as respetivas curvas Sy e Sy obtidas de f; e f; fazendo o
simétrico com respeito a diagonal y = x. Como € claramente visivel na FIGURA 3.7, existe
um intervalo Ja, b[c]1.5,1.6[ onde ndo se verifica envolvéncia.

3.5.2.3. MODELOS MISTOS

3.5.2.3.1. Modelo de Beverton-Holt agindo com o modelo de Ricker
Consideremos que a sequéncia de fungdes é dada por
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xe™(1=%) ' sen é par
fn(x) = HnX
1+ (up — Dxcn

, sen é impar’

onde0<nrn, <2, u,>1e0<c, <1, paratodon.

E necessario assumir a periodicidade dos parametros, isto &,

Th+q = Tw Hntr = Un € Cnits = Cny

para algum inteiro positivo q,r e s. Consequentemente, a equagdo x,,; = fn(x,) é p-
periodica com p = mmc(q, 1, s). Claramente, f,(x) € F e consequentemente a HIPOTESE
1 é satisfeita.

Agora, da seccdo do Modelo de Ricker, temos que a sequéncia de fungbes f5,(x), n =
0,1, ... é envolvida pela funcdo decrescente h(x) = 2 — x.

Verificamos que

Hon+1X
1+ (pu2n+1 — Dxconn

fons1(x) = , Uy >1e0<c, <1, n=1,35,..

é igualmente envolvida por h(x) = 2 — x. Temos que

fan+1(1) = h(D),

onde h é decrescente e f,,,,+1(x) é crescente ja que

Hons1 + Honst (Uonsr — D (1 — cp)x 241
(1 + (zns1 — Dxconsr)?

logo, a HIPOTESE 2 é satisfeita. Do TEOREMA 3.7 segue-se que
Cbp(x) = fp—1 °..ofyofo(x)

é¢ um modelo populacional globalmente assintoticamente estavel, pelo que a equacdo de
diferengas p-periddica x,, 41 = f,(x,,), n = 0,1,2, ... & globalmente estavel.

f2n+1,(x) = >0,

Por fim determinamos a condi¢do de estabilidade perante o operador de composi¢do, que é
dado por |®5,(1)| < 1, com

(21
(1 - an)(ﬂ2n+1 - (ﬂ2n+1 - 1)CZn+1) ,
| | se p é par
, n=0 HUon+1

£

2
(1 =120 (M2n+1 — Wan+1 — Dean1)

(1 - rp—l)

\ n=0

se p é impar

Uon+1
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OBSERVACAO 3.9 : Notemos que uma abordagem semelhante pode ser feita no caso de
considerarmos a sequéncia de Beverton-Holt quando n é par e a sequéncia do modelo de
Ricker quando n e impar.

3.5.2.3.2. Modelo Exponencial e modelo Racional

Consideremos a equacdo de diferencas ndo autonoma dada por

(1 + a,e’)x,
1+ a,ebn¥n’

Xn+1 =

onde0 < b, <2ea, >0, paratodon = 0,1, 2, ..., definida pela funcéo

(1+ aneP)x,
1+ a,ebn¥n ’

fa(x) =

A condicdo de estabilidade no ponto fixo x* = 1 é dada por
a, (b, — 2)ebn <2
e implica estabilidade global uma vez que cada funcéo f,, é envolvida por
h(x) =2 —xemR{.
Notemos que o ponto fixo x* = 1 é estavel quando |f'(1)| < 1. Como

(1+ ae?)(1 + ae?) — (1 + ae?)abe?*

fix) = (1 + aebx)2
temos que
D) = (1+ae”)? — (1 +ae”)abe”| abe®
fl= (1 + aeb)? (1+ aed)|

Para |f'(1)] < 1 vem

) abe? c1vi1 abe? S
(1 + aeb) (1 + aeb) ’
de onde sai que
abe? abe?

T taeh) >0V T taeh) < 2.
Isto é equivalente a
0 < abe? < 2(1 + ae?),
ou seja,
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a(b —2)e? < 2.
Seja
Apyq = Ap € bpyy = by, paratodon =0,1,2,....

Entdo a sequéncia de funcdes é p-periddica, onde p = mmc(q,r), isto é, a equacdo de
diferengas ndo auténoma x,,; = f,(x,) € p-periddica. Claramente, a funcdo composta
@, (x) é continua em R pois

1+ a,eP* + 0, paratodon =0,1,2, ....

Sob a HIPOTESE 1 e a HIPOTESE 2 resulta, pelo TEOREMA 3.7 que a equagio de

_ (1+aneln)x,

diferengas x,,; = T, apresenta estabilidade global.
n

3.5.2.3.3. Modelo Quadratico
Seja
Xn+1 = Ln(xn)’

onde

1
Ly() =x(1+p,(1-x)),x €I, = [0,1 + M—],para todon =0,1,2, ....

n

A condicdo para a estabilidade local para cada modelo populacional individual L, (x), n €
{0,1,...,p — 1} 6 0 < ; < 2. A funcdo fracionaria h(x) = % envolve cada funcdo

L,(x), ne{0,1,..,p—1}
Assim L, (x) € um modelo populacional globalmente assintoticamente estavel. Note-se que
hoh(x) = x,
pelo que a HIPOTESE 2 é satisfeita.
Vamos agora assumir a periodicidade da equacdo de diferencgas fazendo
Lyip = Ly, paratodon =0,1,2, ...,

isto €, a sequéncia de parametros & p-periodica. Por forma a garantir a continuidade do
operador de composigdo, vamos construir o intervalo J da seguinte forma:

Seja 7 um intervalo dado por

p—1

1
J= ﬂ [0,1 + —],
Hn

n=0
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o intervalo J é definido como

]= ﬁ Ly (9).
i=0

Concluimos que J=210,1], ®,(1) =1e d,(x) € continuo para todo x €/, logo a
HIPOTESE 1 é satisfeita. Do TEOREMA 3.7 temos que

q)p(.X) = Lp—l °..o0 L1 o Lo(x), X E]
é um modelo populacional globalmente assintoticamente estavel quando
0<p,<2,n=012,...

Consequentemente, x* = 1 é um ponto fixo globalmente estavel da equacdo de diferencas p-
periddica x,,; = L, (x,).

3.5.2.3.4. Modelo de Beverton-Holt com Colheita

Consideremos a equagdo de diferengas x,, .1 = f,(x;,), onde a sequéncia de funcoes f, é dada
por

T X

fa(x) = 1+ (r, — Dx

—cpx(1—x),1m,>1, 0<c, <1, paratodon.

Neste modelo, vamos considerar x no intervalo

(rn - 2)\/& - \/rn(rn(4 + Cn) - 4’)
Z(rn - 1)\/&
Claramente, f,,(x) é um modelo populacional para todo x € 7,,. Além disso, o ponto fixo de

extingdo é instavel jA que f,(0) =mn, + ¢, > 1, paratodon =0,1,2,.... A condicdo de
estabilidade local para x* = 1 é dada por

7, = |0,

1+mn,
0 < ¢, <——, paratodon.
7

n

A funcgdo fracionaria h(x) = 181__58; envolve cada funcdo individual f,(x), n =0,1,1,... e

assim f,,(x) € um modelo populacional globalmente assintoticamente estavel para todo x
pertencente ao intervalo definido 7, e 0 < ¢, < 1;& n =20,1,2,.... Notemos que h o h(x) =

x e que portanto a HIPOTESE 2 é satisfeita.

Vamos agora assumir a periodicidade dos parametros fazendo
Theq =T € Cnyr = Cn, VN =0,12, ...

Consequentemente, a sequéncia de funcGes é p-periddica, onde p = mmc(q, r). Definindo o
intervalo J da seguinte forma
66



Modelos N&o Auténomos Aplicados a Dinamica de Populacdes

p—-1 p—-1
J= ﬂfn(ﬂ),ondeﬂ = ﬂﬂn.
n=0 n=0

A HIPOTESE 1 e a HIPOTESE 2 séo satisfeitas, segue pelo TEOREMA 3.7 que D, (x) =

_1°..0f10fo(x), x €] é um modelo populacional globalmente assintoticamente estavel
P 1
+rn

quando 0 < ¢, < , n=20,1,2,.., isto é x* =1 é um ponto fixo globalmente estavel da

n

equacdo de diferencas p-periddica de Beverton-Holt com colheita.

Em termos de conclusdo, se a sequéncia de modelos populacionais é envolvida por uma
funcdo decrescente comum h tal que h o h(x) = x, entdo a equacdo periodica é globalmente
estavel com respeito ao ponto fixo positivo.

3.6. Atenuancia e Ressonancia (“Attenuance and
Resonance”)

Vamos estudar a atenuéncia e a ressonancia em alguns modelos periddicos, isto €, vamos
comparar a média das capacidades de suporte (“carrying capacities”) com a média do ciclo
periddico.

DEFINICAO 3.3 (Atenuancia e Ressonancia): Diz-se que um sistema periddico globalmente
assintoticamente estavel é atenuante se a média dos membros de um ciclo periddico é inferior
a média dos pontos fixos das fun¢des individuais. Caso contrario, o sistema diz-se ressonante.

EXEMPLO 3.5

Sejam x; e x;7, pontos fixos globalmente assintoticamente estaveis de f; e f;, respetivamente.

Sabemos que {X,,x;} € um 2-ciclo globalmente assintoticamente estavel de x,,; = f,(x,).
x Xo+X o+x1 5 2 Xo+X o+x1 5 2
Entdo se % < % a equagdo € atenuante e se % > % a equacdo é ressonante.
Xo+X o+x1 R
Quando == = =1, 3 equagio ndo é atenuante nem ressonante.

3.6.1. A Equacao de Beverton-Holt

Em [28] é admitido que uma equacdo de Beverton-Holt p-periodica ndo autbnoma com uma
variagdo periodica da capacidade de suporte deve ser atenuante. Isto significa que se C, =

{fo,fl, ...,fp_l} é um ciclo p-periodico globalmente assintoticamente estavel, e K;, 0 <i <
p — 1 representam as capacidades de suporte individuais, entdo
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Como o ciclo periddico C,, € globalmente assintoticamente estavel em (0, o), concluimos que
para qualquer densidade populacional inicial x,, a média de tempo da densidade populacional
X, é eventualmente menor que a média das capacidades de suporte, i.e.,

3

-1 p—1

1
llm X <— E K;.
n—-oon p

i i=0

Il
o

A relacdo anterior dd uma justificacdo para o uso da palavra atenuante para descrever o
fendmeno em que uma flutuacéo periodica da capacidade de suporte da equacédo de Beverton-
Holt tem um efeito lesivo na populacédo. Esta conjetura foi primeiramente provada por Elaydi
e Sacker em [23] e [34] e independentemente por Kocic [35] e Kon [36], entre outros. O
seguinte teorema sumariza estas descobertas.

TEOREMA 3.8 [34]: Consideremos a equacédo de Beverton-Holt p-periddica

pKn Xy
Xpiq = , n €Z,
i B;l+_(ﬂ'_ 1)xn
onde
p>1, Kypp =Ky, e K, >0.
Entdo x,,, = %n € Z* tem um ciclo p-periédico globalmente assintoticamente

estavel atenuante.
Kocic [35], utilizou a desigualdade de Jensen® chegando ao seguinte resultado mais geral.
TEOREMA 3.9 [35]: Assumindo u > 1 e {K,,} uma sequéncia limitada de nimeros positivos

0<a<K,<p<oo.

UKnXn

———F—F— temos
Kn+(u—1)xp

Entdo, para toda a solugdo positiva {x,,} de x,,,, =

n—1 n—1
lim- ) x; < lim—- ) K,

n—-ocon n—-oon
i=0 i=0

3.6.2. Nem atenuancia nem ressonancia

Sacker [24] mostra que ndo ocorre nem atenudncia nem ressonancia quando a funcéo de
Ricker dada por R(x) = xe™* é forcada periodicamente.

¢ A desigualdade de Jensen [40] afirma que, dada uma funcéo f: (a, b) — R duas vezes diferenciavel, temos que:
1. Se f"(x) = 0 (funcdo convexa) em todo o intervalo (a, b), entao f(x1)+f(x2n)+"'+f(x”) >f (x1+x2:"+x”),
para quaisquer xy, x5, X, € (a, b);
2. Se f"(x) < 0 (funcdo cdncava) em todo o intervalo (a, b), entdo
para quaisquer x;, x,, X, € (a, b).

FOe)+f )+ 41 (xn) X1txz++xn
n = f( )'

n
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Consideremos o sistema k-periodico
Xn41 = Xn€ W, 1y =1, NE LT,

Se 0 <mn, <2, aequacdo anterior tem um ciclo p-periddico globalmente assintoticamente
estavel [24].

Seja Cp = {%, X1, ...,fp_l} esse unico ciclo p-periddico. Entdo
Xo = Xp = fp_lerp—l‘fp—l
= fp_zeTP-Z"zp—Zerp—l—fp-1’
E por iteracdo obtemos
%y = FpeZico i"El F,
Daqui decorre que

p-1 -1

X;,
= =0

S| -
S| -

Isto é, ndo existe nem atenuancia nem ressonancia.

3.6.3. Uma extensdo: Funcoes mondtonas

Usando uma extensao as fun¢des monotonas, Kon [36] considerou uma equacao de diferencas
p-periddica da forma

Xn+1 = g(xn/Kn)xnr ne Z+'

Onde K,y = Ky, K, >0, x4 € [0,00) e g: R* — R* é uma funcéo continua que cumpre
com as seguintes propriedades:

e g()=1

e g(x) > 1paratodo x € (0,1).

e g(x) <1lparatodo x € (1,0).

TEOREMA 3.10 [36]: Seja C, = {x,, X4, ..., X-_1} um ciclo r-perioddico positivo de x,,; =
g(xn/Kp)xy tal que K; # K, paraalgum 0 < i < p — 1. Assuindo que zg(z) é estritamente
cbncava num intervalo (a,b), 0 < a < b contendo todos 0s pontos % € (a,b), 1<i<rp,

concluimos que o ciclo C, é atenuante.
O TEOREMA 3.10 fornece uma prova alternativa da atenuancia da equacdo de Beverton-
Holt peri6dica dada por x,,,, = —tanin

Kn+(u—1)xp’

Consideremos a equacgdo em [36] dada por
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Xn

a—1
) o<a<i,
Kn) ¢

Xnt+1 = (

Onde K4, = K,, n € Z*, e K; # K;, para algum i € Z*. As funcdes satisfazem a hipotese

a—1
do TEOREMA 3.10. Consequentemente, xn+1=(i—") tem um ciclo p-periodico

globalmente assintoticamente estavel que é atenuante.

3.6.4. A perda de atenuancia: Ressonancia

UKnXn
Kn+(p—1)xn
parametros u,, e K,, sdo periddicos de periodo comum p. Esta equacdo pode ser atenuante ou
ressonante. De facto, quando p = 2, Elaydi e Sacker [34] demostram que

Ko — Ky _ (o — Dy — 1)

Considerando a equagdo de Beverton-Holt perioddica x,,., = onde ambos 0s

¥x=K+o (Ko — K1)%,
2 2(uops — 1) ° !
onde
x— 2 e - 2 )
0=M,0S|0|<1,
pot1 — 1
(5]

po(uf — 1Ko + py (u — 1Ky
A= 77 o7 >
to(uy — 12Ky + (o — D (g — D (ops + DKoK: + py (o — 1)K
Segue-se que a atenuancia esta presente se (u; — o) (Ko — K;) < 0 (fora de fase) ou se a
soma algébrica dos ultimos dois termos de
Ko — Ky _ (uo — Dy — 1)
2 2(uops — 1)

é negativa. Por outro lado, a ressonancia esta presente se a soma algébrica dos Gltimos dois
termos de

0.

x=K+o (Ky — K1)?

Ko — K, _ (o — Dy — 1)

(Ko — K1)?
2 2(uops — 1) 0 T

x=K+o

é positiva.

Notemos que se py = p; = i comp = 2, entdo temos

1 _ 1 H(Ko + K1) (K — Ko)2
) Xi==) K~ 2 2 27
D 4 p 2[uK§ + (u? + DKoK; + uKy]
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Que da-nos uma expressao exata para as diferencas nas médias.

OBSERVAGCAO 3.10: Agora para po =4, p; = 2, Ky = 11,e K; = 7, temos ressonancia
visto que

Por outro lado, podemos verificar que para py =2, u; =4, K, =11, e K; = 7, temos

atenuancia como pode ser visto a partir da relacao

Ko — K, _ (o — Dy — 1
2 2(uou, — 1)

¥x=K+o (Ko, — K12
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Conclusao

Este trabalho teve por base a apresentacdo de modelos discretos autbnomos e nao autbnomos
aplicados a dindmica de populacdes. A necessidade de redigir um trabalho como este surge da
dificuldade em se encontrar bibliografia em lingua portuguesa sobre os modelos discretos ndo
auténomos.

Toda a teoria e resultados descritos constam nos livros e artigos apresentados na bibliografia.

Julgamos que os objetivos foram cumpridos por este trabalho apresentar de forma sintetizada
a teoria e alguns resultados recentes, em lingua portuguesa, de um tema em constante
evolucdo, podendo esta informacdo ser utilizada para o ensino e iniciagdo a investigacao.

O resultado final superou as nossas expetativas por compilar toda esta informacdo em trés
capitulos onde abordamos varios contetdos da teoria de estabilidade que séo relevantes ndo s
para a biologia, mas para diversas areas de estudo e investiga¢do que utilizem modelos como
0s aqui apresentados.
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