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Resumo

A teoria de conjuntos & o estudo da associagio entre objectos com uma mesma pro-
priedade, ou seja pertencentes ao mesmo conjunto, utilizando uma notacao precisa
e definindo uma série de operaces e propriedades desses objectos.

Esta teoria teve a sua primeira axiomatizacao por volta de 1907 com FErnest
Zermelo. Desta axiomatizacio fazem parte os axiomas da extensionalidade, da es-
pecificacae, do emparelhamento, da unido, da poténcia, do infinito, da escolha ¢ da
substituigdo.

Toda esta axiomatizaciio constitul a primeira parte deste trabalho e baseia-se
naquilo que Paul Halmos apresenta no livro "Naive Set Theory".

Ao longo da construgiio desta teoria surgem propriedades que se podem provar da
forma clédssica (utilizando o ldpis e o papel). Contudo, pode-se utilizar um ambiente
de prova denominado Isabelle que permite fazer estas provas, quer de forma assistida,
quer automdtica. Neste ambiente estd disponivel uma representacio da teoria de
Zermelo-Fraenkel (ZF) como extensao da légica de primeira ordem FOL (First-
Order Logic). L utilizando esta representacio que se demonstram algumas dessas
propriedades, na segunda parte, apresentando as tdcticas e tacticais disponiveis para.
o efeito.
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Abstract

Set theory is the study of the association between objects sharing one property,
that is belonging to the same set, using a precise notation and defining operations
and properties of these objects. This theory had its first axiomatization around
1907 with Ernest Zermelo. This axiomatization includes the axioms of extension,
specification, pairing, union, power, infinite, choice and substitution.

The first part of this thesis presents this axiomatization and its properties and
is based in Paul Halmos book "Naive Set Theory™,

The second part of the thesis is dedicated to reproducing the proofs of properties
of set theory in computer form. For that purpose the proof environment Isabelle is
used. In Isabelle a representation of Zermelo-Fraenkel (ZF) theory is available as
an extension of the First-Order Logic (FOL). Proofs are carried in Isabelle/ZF and
are, in general, interactive {assisted) but some can be established authomatically.
The tactics and tacticals to build proofs and proof strategies are presented.

Key Words

Set Theory; Sistem of Zermelo-Fraenkel ; Axiomatic; Automatic Demonstration;
Isabelie; Tactics and tacticals.

L.__M



Agradecimentos

A Universidade da Madeira (UMa), em particular ao seu Departamento de
Matemadtica e Engenharias (DME).

Ao Professor Doutor Francisco Miguel A. C. de Sousa Dionfsio, meu orienta-
dor, pelo seu incentivo, apoio e orientacdo constantes. Pela confianga que sempre

demonstrou no meu trabalho.

A todos os professores que leccionaram as cadeiras da parte curricular do meu
mestrado.

A Direccao Executiva e todos os meus colegas da Escola Bésica dos 2° e 3° Ciclos
do Canigo, por todo o apoio manifestado durante a elaboragdo desta tese.

Ao Rafael pelo seu incansdvel e carinhoso apoio.

A minha familia, pela amizade, apoio e dedicagéo.

vil




Indice

Introdugao 1
1 Teoria ingénua de conjuntos 3
1.1 Imfroduglo . . . . . . . . . . 3
1.2 Axioma da extensionalidade . . . . ... ... ... oo 3
1.3 Axioma daespecificacio . . . ... . ... e 4
1.4 Paresnacordenados . ... ... ... ... L o 5
1.5 UniGes eintersecgoes . . . . . v v v v v v v i v e e e 7
1.6 Complementares . . . . . . . . . .. e e e 9
1.7 Conjuntodas partes . . . . . . ... ... 11
1.8 Paresordenados . . . . . . . . . ... e e e e 12
1.9 RelacBes . . . . . . . e e e 15
110 Fungbes . . . . . o o e 18
1.11 Famiflias . . . . . . . o o e e 19
1.12 Tnversa @ COmPOSta . .« v v v v v i e e e e e e 21
1.13 Numeros naturals . . . . . .« . e e e e 23
1.14 Axiomasde Peano . . . . . . .. 25
115 Aritmética . . . . . . . L 28
1.16 Cardinalidade . . . . . . . . . . . e 35
117 Ordem . . . L L o e e e 38
1.18 Axioma daescoltha . . . . . . . ... 41
1.19 Lemade Zorn . . . . . . . . e e e 43
2 Teoria de conjuntos em Isabelle 47
2.1 Introduclo . . . . . . . e e e e e 47
2.2 FOL . . . . e e e 48
221 SIntaxe. . . o . e e e e e e 48
2.2.2  Defini¢des de abreviaturas . . . . . ... ... Lo 49
223 Regras . . . .. .. e 49
224 Exemplosdeprovas. . . . .. . .. .. . 0o 50

2.3 ZF e e 58
2.3.1 Axioma da extensionalidade e subconjuntos . . . .. ... .. 58
232 UniCeseintersecgles . . . . . . . . ... . .. .. 59
2.3.3 Complementares . . . . . . . . e 67
234 Conjuntodaspartes . . ... .. .. ... 84
235 Paresordenados. . . ... .. .. .. . . o 86
2.3.6 Numeros naturais e aritmética . . . . . .. .. .. ... .. .. 100

ix




2.4 Simplificacio
3 Conclusao

A Provas em Isabelle

Al FOL

A2 ZF
A.2.1 Propriedades da uniao
A.2.2 Propriedades da intersecgio
A.2.3 Propriedades distributivas
A.2.4 Propriedades da complementacao
A.2.5 Propriedades do conjunto das partes
A.2.6 Propriedades dos pares ordenados .
A.2.7 Propriedades da aritmética dos naturais

A3 Simplificacao
A31 FOL_ss
A32 ZF _ss

Bibliografia




Introducao

O presente trabalho foi elaborade como dissertacdo do 2° ano do Mestrado em
Matemética (drea de especializacdo de Matemdtica para o ensino), da Universidade
da Madeira. O tema proposto foi teoria de conjuntos em Isabelle.

Este trabalho estd dividido em duas partes. A primeira contém uma parte da
teoria de conjuntos apresentada por Paul Halrmos no livro "Naive Set Theory™".

A teoria dos conjuntos é a teoria Matemadtica que trata das propriedades dos
conjuntos. Esta teoria surgiu na parte final do século XIX, com o matemstico
Georg Cantor (1845 - 1918) e baseia-se na ideia de definir conjunto como uma nogao
primitiva,

Inicialmente no desenvolvimento desta teoria lidava-se com uma nogdo intuitiva
de conjunto. Estes eram considerados como um agregado de elementos que verifi-
cavam uma determinada condigdo, ou seja, se ¢ ¢ uma condicdo, entdo existe um
conjunto cujos elementos verificam . Este & o principio da ebstracgdo. Contudo, o
uso deste sem restrigdes originou alguns paradoxos, nomeadamente, o paradoxo de
Russel. A partir desta altura deu-se por concluida a fase ingénua da teoria dos con-
juntos e deu-se inicio a uma busca de principios {axiomas) subjacentes & formago
de conjuntos. A primeira axiomatizagio da teoria dos conjuntos deve-se a Ernest
Zermelo (1871-1953) por volta de 1907.

O primeiro dos axiomas de Zermelo, o axioma da extensionalidade, fornece uma
condic&o necessdria e suficiente para a igualdade entre dois conjuntos. Segue-se o
axioma da especificagao que, dada uma condigao ¢, garante que para todo o conjunto
A existe um conjunto B formado pelos elementos de A que verificam ¢. Ou seja, é
possivel separar os elementos de A em dois conjuntos: o conjunto de elementos que
satisfazem ¢ e o conjunto dos elementos de A que néao satisfazem . Ao contrério
do principio da abstraccio que leva a contradigoes, o axioma anterior evita-as, pois
limita a formago do conjunto B ao conjunto A.

O axioma da especificagio s6 é eficaz se houver & partida muitos destes conjuntos
A, ou seja, 56 se tem realmente uma teoria de conjuntos se se assegurar a existéncia
de um nimero razodvel de conjuntos & partida. E esse o papel dos chamados axiomas
de existéncia da teoria de Zermelo-Fraenkel (ZF). Séo eles os seguintes: axioma do
emparelhamento, o axioma da unifio, axioma da poténcia e o axioma do infinito.
Os trés primeiros permitem respectivamente formar {(com o auxilio do axioma da
especificagdo) os conjuntos {a,b}, UC, P (z). Por sua vez, o axioma do infinito
permite formar o conjunto w dos numeros naturais. Desta axiomatizagdo fazem
ainda parte os axiomas da escolha e da substituiggo. O primeiro destes garante que
o produto cartesiano de uma familia néo vazia de conjuntos néo vazios é nao vazio.
O axioma da substituigdo garante que a imagem de um conjunto por uma funcgao é




Introdugao

ainda um conjunto.

Na segunda parte, apresenta-
mais importantes referidas ao lon
genérico de prova denominado Isabelle,
wma extensao de FOL- First-Order Logic ).

se a demonstracio de algumas das propriedades
go da primeira parte, com recurso a um sistema
que inclui uma representagao de ZF (que é




Capitulo 1

Teoria ingénua de conjuntos

1.1 Introducao

A teoria dos conjuntos desenvolveu-se intensamente, de tal forma que pode dizer-
-se que todos os ramos da Matematica foram influenciados e enriquecidos por esta
teoria. A linguagem rmatemdtica utiliza constantemente termos e notagoes da teo-
ria dos conjuntos, sendo possivel definir grande parte dos conceitos matemdticos &
custa dos conjuntos. Neste capitulo pretende-se ilustrar precisamente este facto, ou
seja, apresenta-se o modo de definir alguns objectos mateméticos, tais como pares
ordenados, produto cartesiano, mimeros naturais, usando conceitos da teoria de
conjuntos.

1.2 Axioma da extensionalidade

Um dos principais conceitos primitivos® da teoria de conjuntos é o conceito de con-
junto. Este ¢ de forma intuitiva visto como uma colecgao de objectos quaisquer, os
quais sao chamados elementos cu membros desse conjunto. Um conjunto pode ele
préprio ser um elemento de um outro conjunto, neste caso usar-se-d4 a designagao
coleccao de conjuntos.

Além do conceito de conjunto e de elemento, o conceito de pertencga é também
um conceito primitivo da teoria de conjuntos.

Se x pertence a A, ou seja, se « é um elemento de A, onde A é um conjunto,
escreve-se simbolicamente

x e A

A negacio desta afirmacdo, x ndo pertence a A & normalmente representada por
¢ A
Uma relagéo possivel entre conjuntos é a igualdade, que é denotada por

A=B.

'Um conceito primitivo é um conceito que nio é definido & custa de outros, mas cue se admite
saber o que significa.
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Se os conjuntos A e B ndo sio iguais escreve-se
A+ D.
A igualdade de conjuntos ¢ definida como se segue.

Axioma 1.1 (da extensionalidade) - Dois conjuntos A e B sio tguais se e 6
se tiverem exactamente 08 MESMOS elementos, isto &,

(A=DB) e (v« (re Az}

Definicio 1.2 Sejom A e B dois conjuntos quaisquer, diz-se que A estd contido em
B (AC B), ouque A 6 um subconjunto de I3, ou ainda, que B contém A (B2 A),
se e s6 se todo o elemento de A € um clemento de B, ou sejo, AC B & Yo sex € A
entdo © € B.

De acordo com a definigdo tem-se que qualquer conjunto A & subconjunto de si
préprio, ou seja, A C A, que & 0 mesmo que dizer que a relagéo "estd contido" &
reflexiva. O mesmo acontece Com & ignaldade de conjuntos (A= A).

Definigio 1.3 Sc A e B séio dois conjuntos quaisquer tais que ACBeA#D,
entiio diz-se que A estd estritamente contido em B, ou seja, A € uma parte propric
{ou um subconjunto préprio) de B e que se denota por A C B.

Se A, B e C so conjuntos tais que A C Be B C C, entio A € C, que éo
mesmo que dizer que a relagao Hagtd contido" é transitiva. Esta propriedade também
& valida no caso da. igualdade de conjuntos (se A=BeB=C entéo A = C).

Qe A ¢ B sio dois conjuntos tais que AC BeB C A, entéo A e B tém os mesmos
clementos. Logo pelo axioma da, extensionalidade A = B, que & o mesmo que dizer
que a relagio "estd contido" é anti-stméirica. O axioma da extensionalidade pode
entao ser reformulado do seguinte modo: se A e B sio conjuntos, entao uma condicao
necessaria e suficiente para se ter A = B & verificar-se simultaneamente ACBe
B C A

No caso da igualdade tem-se que 5¢ A = B, entdo necessariamente B = A, ou
scja, a igualdade & simétrica.

1.3 Axioma da especificacao

Todos os axiomas bésicos da teoria dos conjuntos, excepto o axioma da extensio-
nalidade, sdo utilizados para construir novos conjuntos a partir de outros.

A primeira sugestdo de definicio de conjuntos admitia que sendo @ uma pro-
priedade, entdo existia o conjunto dos elementos que verificavam ¢, ou seja, 17 1 ¢ ()} .
No entanto, esta definicio pode levar a paradoxos. Por exemplo, considere-se que
¢ & a condiggo T ¢ z e suponha-se que existe um conjunto A = {T: w{z)}. Se
A € A, entdo verificarse ¢ (A) e portanto A ¢ A. Se A ¢ A, entdo A nao satisfaz
a condicdo ¢ (z) e logo A € A Obtém-se assim, que A € Asee s6se Ad Ao
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Pares ndo ordenados

que é uma contradigio. Este exemplo ficou conhecido como paradoxo de Russel®.
Esta definicio assume implicitamente a existéncia de um universo global (conjunto
de todos os objectos}, o paradoxo de Russel mostra que néo se pode assumir a
existéncia desse universo global. A forma de resolver esta questio é a seguinte: dado
um conjunto A e uma propriedade @ é possivel definir o subconjunto dos elementos
de A que satisfazem ¢ ({z € A e ¢ (z)}). Este principio ¢ o axioma seguinte.

Axioma 1.4 (da especificacio’®) - A todo o conjunto A e a toda a condigdo S ()
corresponde um conjunto B cujo os elementos sdo exactamente os elementos x de A
que verificam S (z), ou seja, se S(x) € uma condigdo, entdo para qualquer A existe
um conjunto B = {z & A: S(x)}.

1.4 Pares nao ordenados

A partir de agora assume-se que existe de facto um conjunto”.

Uma consequéncia de se ter assumido a existéncia de um conjunto é a de que
existe um conjunto sem elementos. De facto, se A é um conjunto, aplicando o axioma
da especificacdo a A com a condigdo "z # 2”7 (ou uma outra condigio universalmente
falsa), o resultado é o conjunto {z € A: z # =} e rapidamente se verifica que este
ndo contém elementos. Pelo axioma da extensionalidade tem-se que existe apenas
um conjunto nestas condigbes, ou seja, existe apenas um conjunto sem elementos.
Este conjunto é denominado conjunto vazio e representa-se por @ ou {}.

Facilmente, se verifica que o conjunto vazio € subconjunto de todos os conjuntos,
stimbolicamente

Vi ©C A

Para provar esta propriedade basta pensar do seguinte modo. Quer-se provar que
todo o elemento do conjunto vazio pertence ao conjunto A, mas uma vez que nao
existem elementos no conjunto vazio, entdo a condi¢do é satisfeita.

A teoria dos conjuntos desenvolvida até este momento tem apenas um conjunto
e este & vazio. Assim, é necessdrio um novo axioma que permita construir novos
conjuntos.

2Este paradoxo aparece reformulado pelo préprio Russel, numa versio mais popular. Considere-
-se uma peguena aldela que possui um tinico barbeiro, que obedece a seguinte regra: ele faz a barba
de todos os homens da cidade que n&o se barbeiam e somente a esses,

Considere-se agora a seguinte pergunta: quem faz a barba do barbeiro?

E intrigante considerar que, numa tal aldeia nio pode existir um harbeiro assim, pois, se ele se
barbear, estard fazende a barba de alguém que se barbela, o que néo satisfaz a regra, ao passo
que, se ele ndo se barbear, ele terd que ter a barba feita por si préprio, o que também vai contra
o estabelecido.

¥ A designaciio deste axioma & traducio do termo em inglés "specification” utilizado por Halmos.
Em portugués é também denominado axioma da separacéo.
4De facto a existéncia de um conjunto é imposta pelo axioma 1.44 (do infinito), mais 4 frente.
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Axioma 1.5 (do emparelhamento® ) - Para quaisquer dois comjuntos existe sem-
pre um conjunto ao qual ambos pertencer.

Uma das consequéncias deste axioma ¢ que para dois conjuntos quaisquer existe
am conjunto que os contém como Ginicos elementos. De facto, se a e bsao conjuntos e
se A é um conjunto tal quea € Aeb € A, entfio aplicando o axioma da especificagio
ao conjunto A, com a condicio @ = a ouz =1b" 0 resultado & o conjunto

{mGA::Ezaoua:r:b}.

Como & evidente, este conjunto contém apenas @ € b. O axioma da extensionalidade
H

garante que existe apenas um conjunto com esta propriedade. Normalmente, este

conjunto ¢ representado por

{a,b}

e denominado par ou per ndo ordenado formado por a ¢ b.

Se ¢ & um conjunto, entao pode-se formar o par {a,a} que é representado por

{a}

e denominado conjunto singular®. Este conjunto & caraterizado pela condicfio de que
a é o seu unico elemento. Daqul conclui-se que, por exemplo, & e {@} sdo conjuntos
muito diferentes, o conjunto & néo tem elementos € o conjunto {@} tem um unico
elemento, o &.

O axioma do empareihamento assegura que todo o conjunto & um elemento de
algum outro conjunto e que dois conjuntos s&o simultaneamente elementos de um
mesmo conjunto. Além disso, este axioma garante a existéncia de muitos conjuntos.
Como exemplos considere-se os conjuntos &, (o), {{o}}, {{{@}}}, - e os pares
tais como {@, {@}} , formados por quaisquer dois dos conjuntos anteriores. Pode-se
sinda formar outros pares a partir dos pares anteriores ({{@,{2}}.{{2}, @}

ou misturando um par com um conjunto singular qualquer ({@,{2,{2}}}).

5 A designacio deste axioma & tradugio do termo em inglés "pairing” utilizado por Halmos. Em
portugués & também denominado axioma dos pares.
6Note-se que {a,a} representa o mesmo que {a}, pois pelo axioma da extensionalidade o que
realmente interessa sdo os elementos de cada conjunto.
\
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1.5 Unioes e interseccoes

Uniao

Por vezes, é 1til juntar todos os elementos de dois ou mais conjuntos num so
conjunto. O axioma seguinte permite construir esse tipo de conjunto.

Axioma 1.6 (da unido) - para toda o colecgdo de conjuntos existe um conjunto
gue contém todos os elementos que pertencem o pelo menos um dos conjunios dessa
colecgdo de conjuntos.

Por outras palavras, o axioma da unio diz que para toda a colecgio de conjuntos
C existe um conjunto A tal que se x € X para algum X em C, entdo x € A. Mas
o conjunto A pode conter elementos que ndo pertencam a nenhum dos conjuntos X
da colecciio C. Como o que se pretende & garantir que A tenha apenas elementos
que pertencam a algum dos conjuntos X de C, aplica-se o axioma da especificagao
para formar o seguinte conjunto

{x e Az € X para algum X € C}.

Deste modo, verifica-se que uma condigio necesséria e suficiente para que z pertenca
a este conjunto é que x pertenca a X, para algum X pertencente & colecgio C. Se
se representar o nove conjunto por U tem-se,

U={z:z € X para algum X € C}.

O conjunto U é denominado unido da colecgdo de conjuntos C, que poders ser
representado por:

U = U
01l

U = u{X:Xel}
ou

U = UgeeX.

Note-se que, o axioma da extensionalidade garante a unicidade deste conjunto.

Notagao 1.7 - U{X: X € {A,B}} = AUDB, ouseja, x € AUDB seesdsex
pertence o A ou a B, ou a ambos. Assim, tem-se

AUB={z:2¢ A ouz € B}.

Em seguida, apresenta-se uma série de propriedades cujas demonstragdes se deixa
ao cuidado do leitor.

Algumas dessas demonstragoes encontram-se feitas em Isabelle na subseccio
2.3.2. As restantes estdo na subsecgao A.2.1 do apéndice.
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Propriedades da unido de conjuntos

Sejam A, B e C conjuntos qualsquer.

1. U{X : X € @} = @ ou de forma mais simples, UD = &;

2. U{X : X € {A}} = A ou de forma mais simples, U {A} = A,
3. AUD = A

4. AUB = B U A {comutativa);

5. AU(BUC) = (AU B)UC (associativa);

6. AU A = A (idempotencia);

7. ACAUDB,

8 ACB& AUB=EB.

Intersecgéo

Definicao 1.8 Sejam A e B dois conjuntos quaisquer, a interseccio de A e B €0

conjunto
ANB={zcA:zeBy={zecB:z €A}

Assim, z € ANBscesésez € Aex € B, deste modo tem-se

AnB={z:z€Aex € B}.

Propriedades da intersecgdo de conjuntos
1. Ang = 2

2. AN B = BN A (comutativa);

3. AN(BNC) = (AN B)NC (associativa);

4. AN A = A; (idempotencia)

ACB&e& ANB= A

E‘,}"

6. ACBAACC—ACBNC.

As provas destas propriedades ficam ao cuidado do leitor.
Algumas dessas demonstragoes encontram-se feitas em Isabelle na subsecgao
539 Ag restantes estio na subseccio A.2.2 do apéndice.

1 usual designar por conjuntos disjuntos os conjuntos cuja interseccdo & vazia.,
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Propriedades distributivas

1. AN(BUC) = (ANBYU(ANC);

2. AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

As provas em Isabelle destas propriedades encontram-se na subsecgio A.2.3 do
apéndice.

Para generalizar a operacao de intersec¢io a classes hd que mostrar que dada
uma classe C, existe o conjunto que contém exactamente aqueles elementos que
pertencem a todos os conjuntos de C. Note-se que esta intersec¢iio ndo estd definida
se C = @. Ou seja, para cada coleccao C, diferente de @, existe um conjunto V
tal que v € V se e 86 se x € X para todo o X em C. Para provar esta assercao,
considere-se um conjunto A qualquer de C (C # @) e

V={zeA:z€ X para todo X em C}.

Seja qual for a escolha do conjunto A obtém-se o mesmo conjunto V.

O conjunto V' é chamado intersecgdo da colecedo de conjuntos C' e o axioma da
extensionalidade garante a sua unicidade. O conjunto V' é usualmente representado
por,

N{X:XeC}
ou
MxecX.

1.6 Complementares

Defini¢ao 1.9 Se A e B sdo conguntos, a diferenca entre A e B ou como é mais
conhecido complementar de B em A é o conjunto A — B definido por

A-Be={reA:x¢gB}.

Assume-se que todos os conjuntos mencionados nesta secgdo sdo subconjuntos
de E e que todos os complementares seréo formados com base em F.

O complementar do conjunto A serd representado por A’.

Em seguida, apresenta-se uma série de propriedades cujas demonstragtes se deixa
ao cuidado do leitor.

Algumas dessas demonstragdes encontram-se feitas em Isabelle na subsecgio
2.3.3. As restantes estdo na subseccdo A.2.4 do apéndice.
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Propriedades

1. (A = 4

2 o =E;

3. B =g

4 ANA = ;

5 AUA =E,

6. AC B« B CA,

7. (AUB) = A' N B (lei de De Morgan);

8 (ANB) = A U B (lei de De Morgan);

9. A—(BUGC) = (A~ B)n{A - C) (i de De Morgan};
10, A— (BNC) = (A—- B)U{A - C) (lel de De Morgan);
11. A—-B=ANB,

12, ACB& A—- B =g

13, A~ (A—B)=ANB;

14. AN(B-C)=(ANnB)-(ANnC),

15, AnNBC(AnCYu(BNC);

16. (AuC)N{BUC") ¢ AUB.
Principio da dualidade

A cada. propriedade verdadeira de subconjuntos de F escrita usando inclusao,
igualdade, unifio, intersecgio e complementagdo, corresponde uma outra propriedade
verdadeira (dual da primeira) que se obtém trocando a ordem das inclusdes e
substituindo unides por intersecgdes, intersecgdes por unides e cada conjunto pelo
seu complementar, Este facto designa-se "principio da dualidade para conjuntos".

Definicdo 1.10 - Se A ¢ B sdo conjuntos, a soma de A e B é o conjunio A+ B
definido por

A+ B=(A~B)U(B - A).
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Propriedades da soma,

1. A+ B = B+ A (comutativa);

2. A+ (B+C)=(A+ B)+ C (associativa);
3. A+ @ = A

4 A+ A=0.

As demonstracoes destas propriedades deixam-se ao cuidado do leitor. No en-
tanto, estas encontram-se feitas em Isabelle na subsecgdo 2.3.2.

1.7 Conjunto das partes

Axioma 1.11 (da poténcia’) - Para cada conjunto existe uma colecgdo de con-
Juntos que contém entre os seus elementos fodos os subconjuntos desse conjunto.

Por outras palavras, se £ é um conjunto, entdo existe um conjunto (colecgéo) P
tal que se X C E, entao X € P.

O conjunto P descrito acima, pode ser maior do que se deseja, pois pode conter
outros elementos além dos subconjuntos de E. Para ultrapassar este problema, basta
aplicar o axioma da expecificagio para formar o conjunto seguinte:

{(XeP:XCE},

Uma vez que para todo o X, uma condigdo necessdria e suficiente para que X
pertenga a este conjunto é que X seja um subconjunto de E, entdo tem-se:

P={X:XCE}.

O conjunto P é chamado conjuntos das partes de E. O axioma da extensionalidade
garante a sua unicidade. A dependéncia de P de E ¢é representada por P (E}, em
vez de apenas P.

Exemplos:

1. P(2) = {2};
2. P({a}) = (2, {a}}

3. P({a,8)) = {2, {a} , {0}, {a.0}};

4. P({a,b,e}) = {2.{a} , {8}, ¢} {a,8} , {a, ¢}, {b,}, {a,b,c})

TA designacio deste axioma é traducio do termo em inglés "powers" utilizado por Halmos, Em
portugués é também denominadoe axioma das partes.
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Em seguida, apresenta-se uma série de propriedades Cujas demonstracoes se deixa
ao cuidado do leitor.

Algumas dessas demonstragoes encontram-se feitas em Isabelle na subsecgao
2.3.4. As restantes estao na subseccao A.2.5 do apéndice.

Propriedades

1. Se E C F, entdo P{E) € P (F);

9. P(E)NP(F)=P(ENF);
3. P(E)UP(F)QP(EUF);
4. NP (E) = &;

a2}

. E=UP(E).

1.8 Pares ordenados

Um conceito matemdtico que pode ser definido utilizando a teoria dos conjuntos é
o conceito de par ordenado.

Qual o significado de organizar os elementos de um conjunto A numa certa
ordem?

Suponha-se que se tem um conjunto A == {a,b,¢,d} em que todos os seus ele-
mentos sao distintos. Ordene-se os clementos de A numa determinada ordem, por
exernplo

c b d a.

Pode-se, para cada posigho em particular da lista ordenada, considerar o conjunto
de todos os elementos que ocorrem Iesse posigio ou antes. Assim, obtém-se 08

conjuntos
{c} {cb} {c,b,d} {e,b,d,a}.

Considere-se agora a colecgao C que contém todos estes conjuntos.

¢ ={{c},{c b} e b, d}, {c,b,d,a}}.

Serd que a partir da colecgio C se pode descobrir a ordem pela qual estavarn 08
elementos do conjunto A?

A resposta é sim. Para tal, em primeiro lugar procura-se um conjunto da coleccao
C que esteja contido em todos 0s outros conjuntos de C, neste caso {c}.Em seguida,
remove-se este de C. Como {c} & o primeiro que verifica a condi¢do anterior, entao
isso quer dizer que ¢ & o primeiro elemento da lista. Agora, entre 08 restantes
conjuntos de C escothe-se aguele que estd contido em todos os outros € retira-se
este de C. Neste caso {c,b}. Assim, b & o elemento seguinte da lista. Procedendo
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do mesmo modo até que C fique sem elementos, verifica-se que os elementos de A
estavam inicialmente ordenados do seguinte modo:

eb d a,

como era de esperar.

Utilizando este processo, constata-se que é possivel passar do conjunto C para
a lista ordenada de elementos de um dado conjunto A. Assim, para cada ordem
pode-se associar uma. colecgdo C de subconjuntos de A, de tal modo que a ordem
dada pode ser recuperada de forma unica, a partir de C.

A passagem de uma ordem dos elementos do conjunto A para a colecgio C pode
ser ilustrada com maior facilidade se o conjunto A tiver apenas dois elementos, por
exemplo:

A={a,b}.

Se neste caso se desejar que a seja o primeiro elemento, entio

C = {{a},{a,0}}.

Se por outro lado se quiser b em primeiro lugar, entéo

C = {{b} ,{a,b}}.

Fste processo de ordenacgéo de elementos de um conjunto A leva & definicdo de
par ordenado. Deste modo, o par ordenado de a e b, com primeira coordenada a e
segunda coordenada b & o conjunto (a, b) definido por

(a,0) = {{a},{a,b}}.

Proposicao 1.12 - Se{a,b) e (z,y} sdo pares ordenados e se (a,b) = (z,y), entdo
a=2zeb=y.

Prova. Em primeiro lugar, note-se que se @ = b, entdo {a,b} = {a,a} ¢
pelo axioma da extensionalidade, {a,a} = {a}. Portanto, o par ordenado (a,b) =
{{a},{a,b}} = {{a},{a}} Novamente, pelo axioma da extensionalidade,{{a},{a}} =
{{a}}, ouseja, {a,b) & um conjunto singular. Por outro lado, se (a,b) = {{a}, {a,0}}

é um conjunto singular, entdo {a} = {a,b}, deste modo b € {a}, logo a = b.

Suponha-se agora que (a,b) = (2,y).

¢ Se a = b, entdo (a,b) e (z,y) s@o conjuntos singulares. Uma vez que,
{z} € (a,b) e {a} € (z,y), entdo a,b, z,y sdo todos iguals, e assim, z = y.

e Se a # b, entdo tanto (a,b) como (z,y) contém exactamente um conjunto
singular, nomeadamente {a} e {z} respectivamente, de tal modo que a = z.
Uma, vez que neste caso tanto (e,b) como (z,y)}, contém unicamente um par
néo ordenado, que néo é um conjunto singular {a,b} e {z,y}, respectivamente,
entdo {a,b} = {z,y}. Em particular, b € {z,y}. Como b # z, pois caso
contrirvio, a = x e b = z, e logo @ = b, 0 que contradiz a hipdtese, assim,
tem-se que ter b = y.
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Se A e B sio conjuntos, serd que existe um conjunto que contém todos os pares
ordenados (a,b), coma € Acb € BY

A resposta é sim. De facto, se a € A e b € B, entao {a} C Ae{b} C B eentao
{a,b} C AU B. Uma vez que, também {a} € AU B tem-se que, tanto {a} e {a,b}
si0 elementos de P (AU B) . Isto faz com que {{a}, {a,b}} seja um subconjunto de
P (AU B), o que quer dizer que {{a},{a,b}} & um elemento de P (P (AU B)); por
outras palavras (a,b) € P (P (AU B)) sempre que a € A ¢ be B.

Assim, sabendo que existe um conjunto que contém todos os pares ordenados
(a,b) com a € A e b € B, basta aplicar 0 axioma da especificagio e o axioma da
extensionalidade para construir o conjunto Ax B, queéo conjunto de todos os pares
ordenados (a,b) coma € Aebe B. Este conjunto é denominado produto cartesiano
de A e B.

AxB={zeP(P(AUB)):z = (a,b) paraalguma € A e para algum b € B}.

A unicidade deste & garantida pelo axioma da especificagio.
O produto cartesiano de dois conjuntos & um conjunto de pares ordenados e o
mesmo acontece a todo o subconjunto de um produto cartesiano.

Proposicao 1.13 - Se R é um conjunto tal que todo o elemento de R & um par
ordenado, entéo existem dois conjuntos A e B tais que RC AxB.

Prova. Quer-se provar que todo o conjunto de pares ordenados é um subcon-
junto do produto cartesiano de dois conjuntos. Suponha-se que z € R tal que
v = {{a} {a,b}}, para algum a e para algum b. Uma vez que os elementos de R
50 conjuntos, pode-se considerar a uniao de conjuntos em R. Como z & um con-
junto pertencente a R, entao os elementos de z pertencem & unidio de conjuntos em
R. Como {a,b} ¢ um dos clementos de z entéo {a,b} € UR. Formando a uniao
de conjuntos em UR e como {a,b} & um desses conjuntos, logo os elementos de
{a,b} pertencem a essa unido e assim, tanto @ como b pertencem a UtJ R, logo
(a,b) EUUR X UUR.

Para se ter R C A x B, pode-se considerar Ae B3 ambos iguais a UU K. &

Os "menores" conjuntos A e B, que satisfazem a propriedade anterior, s&o
definidos usando o axioma da especificagio da seguinte forma:

A={a€UUR: paraalgumb ({(a,b) € R)}

e
B={beUUR: paraslguma ((a,b) € RY}.

Rstes conjuntos sdo denominados projecgoes de R na primeira e segunda coordenada
respectivamente.

Desta seccdo, aquilo que ¢ importante reter & que os pares ordenados sao deter-
minados de forma tnica pela sua primeira e segunda coordenadas, que o produto
cartesiano pode ser formado e que todo o conjunto de pares ordenados é subconjunto
de algum produto cartesiano.
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Em seguida, apresenta-se uma série de propriedades cujas demonstragdes se deixa
ao cuidado do leitor.

Algumas dessas demonstragtes encontram-se feitas em Isabelle na subseccio
2.3.5. As restantes estdo na subsecgio A.2.6 do apéndice.

Propriedades

Se A, B, X eY sao conjuntos, entéo

L (AUB) x X ={Ax X)U(Bx X);

2 (ANB)x{(XnY)=(AxX)N(BxY);
3 (A-B)xX=(AxX)~(BxX).

4. A=0ouB=2seeséise Ax B= 0.

. Se ACXeBCY, entao AxBC X xY.

ot

[oa

CSe AXBHFBeAXBCXxY, entao AC X eBCY,

1.9 Relagoes

No nosso dia-a-dia estd-se constantemente a relacionar objectos, pessoas, etc. Por
exemplo, quando se diz "a Joana ¢ filha da Rita", estd-se a relacionar (associar) a
Joana com a Rita.

Para se relacionar dois objectos usa-se normalmente wma condicio ou propriedade
que esses objectos satisfazem, ou seja, se P (z,y) é essa condigfo, ela pode definir
uma relagio formada. pelos pares ordenados (z,¥) , que satisfazem P (z,y).

Exemplo 1.14 - Se P(z,y) é o condigdo "z é a capital de y", entdo (Lisboa,
Portugal) é um par ordenado que satisfaz esta condigdo. A relagio definida por
Plz,y) € entdo o conjunto dos pares ordenados que satisfazem esta condigdo.

Com este exemplo, facilmente se verifica que para definir uma relagéo, recorrendo
a teoria dos conjuntos, se utilizam os pares ordenados. Qutro aspecto importante
é a ordem, que neste caso & relevante. Por exemplo, considerando a relagio acima
referida, verifica-se que o par (Portugal, Lishoa)}, ndo a satisfaz.

Assim sendo, uma relagdo é um conjunto de pares ordenados, ou seja, R é uma
relagdo se cada um dos seus elementos for um par ordenado. Logo, se z € R, entédo
existern z e y tais que z = (z,v) .

Notagao 1.15 - Seja R uma relagdo, entio pode-se escrever xRy em wvez de
{z,y) € R. Quando (z,y) € R escreve-se zRy.
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zRy lé-se "z estd em relagdo com y por R" ou "z est4 na relagao R com y".

O produto cartesiano de dois conjuntos X e Y qualsquer ¢ exemplo de uma
relacdo.

Na seccao anterior, viu-se que associado a todo o conjunto R de pares ordenados,
existern dois conjuntos denominados projecgdes de 1 na primeira e segunda coorde-
nada. Neste caso, estes conjuntos sio conhecidos como dominio e contradominio de
R, que se designa por dom (R) e cod () , respectivamente.

Relembre-se que:

dom (R) = {z € X : para algum y (zRy}},

ou seja, dom (R) € o conjunto de todos os z para os quais existe um y tal que, zRy.

cod{R) = {y € X : paraalgumn z (zRy)},

ou seja, cod (R) é o conjunto de todos os y para os quais existe um z tal que, z1y.
Se R= X x Y, entdo dom (R) = X e cod (R) =Y.
Se R for a relagio de igualdade em X, entéo dom (R) = cod (R) = X.

Defini¢do 1.16 - Seja R uma relagdo contida no produte cartesiano X X X.

P,

R é reflexiva se ¢ 56 se, para todo o x € X, TRT.
R é simétrica se e 86 se, para todo o x,y € X, se xRy, entdo yRx.

R ¢ transitiva se e sd se, para todo o z,y,z € X, se 1Ry e yRz, entdo xRz

e Mo

R ¢ wma relagdo de equivaléncia se e s6 se I ¢ refleziva, sumétrica e
transitiva.

Definicdo 1.17 - Uma particdo de X é uma colecgio C, disjunta®, de subconjuntos
néio vazios de X, cuja unido é o conjunto X.

Exemplo 1.18 - Seja X = {a,b,c,d,e}. Uma posstvel particio de X éC =

{{a,b} ,{d} {e.e}}

Defini¢ao 1.19 - Dada wma relagdo de equivaléncia R num conjunto X, diz-se que
dois elementos © ey de X sio equivelenies se e 6 se zRy.

Definicdo 1.20 - Se R ¢ uma relagdo de equivaléncia em X e se x € X, entao
a classe de equivaléncia de x segundo R ou mddulo R, que se designa por o/ R ou
()5, é o conjunto de todos os elementos y de X que sio equivalentes a x, ou seja,
todos os elementosy de X tais que cRy. Ao elemento x chama-se representante da
classe.

Exemplo 1.21 - Se R ¢é a igualdade em X, entdo cada classe de equivaléncia é um
comjunto singular, ou seja, se v € X entio x/R = [z]p = {z}.

8(¥x, x.ec (X1 # X2 — X1 N Xy = 2))




Relagdes 17

Exemplo 1.22 - Se R = {(a,a),(a,b),{b,a),{b,b),(c,c}} com X = {a,b,c} onde

a,b e c sdo elementos distintos tem-se:

a/R=lalp = {a,b}; b/R= [b]R ={a,b}; ¢/R= (el = {c}-

Teorema 1.23 - Sejo R uma relagdo de equivaléncia num conjunto X e sejam a e
b elementos quaisquer de X. Tem-se

i) a € lalg;
i) aRRb se e s6 se [a), = [b];
ii1) aldb se e 56 se [a], N [b], = @.

O conjunto de todas as classes de equivaléncia de todos os elementos de X chama-
-se conjunto quociente de X segundo R ou mddulo R, que se designa por X/R.

X/R={lz]p:z € X}

Exemplo 1.24 - Seja B = {(a,a),(a,b),(d,a),(b,b),(c,c)} a relagio em X =
{a,b,c}, com a,b,c distintos. Tem-se

X/R = {lajg, [dp} = {{a, 0}, {c}}.
Observacao 1.25 - Se X = @, entdo X/R = @.

Teorema 1.26 - Seja R uma relagdo de equivaléneia num conjunto X, ndo vazio.
Entao X/R eonstitui uma particéo de X, a particio de X induzida por K.

Prova. Relembrando, uma particdo de X é uma colecgfio C, disjunta, de sub-
conjuntos nao vazios de X, cuja unido ¢ o conjunto X. Como X & um conjunto
nao vazio, entao nenhuma classe de equivaléncia de elementos de X & vazia, pois se
z € X entdo x € [z],.

Todo o elemento z € X pertence a alguma classe de equivaléncia, nomeadamente
a classe [z],, . Por defini¢do de classe de equivaléncia todas estas sio formadas apenas
por elementos de X. Logo a unido de todas as classes de equivaléncia originam
o conjunto X. Finalmente, por ) do teorema anterior, classes de equivaléncia
distintas séio disjuntas. Assim, X/R constitui uma particdo de X. m

No exemplo anterior, X/R constitul uma parti¢io de X, a particio induzida por
R.
Considere-se agora a relagio X/C, definida em X por

z(X/Cy

apenas no caso de = e y pertencerem ao mesmo conjunto da coleccio C, onde C é
uma particao de X. Denomine-se X/C relagao induzida pela particio C.

A ligacao entre as relagdes de equivaléncia e as particdes pode ser descrita dizendo
que a passagem de C para X/C ¢ a passagem inversa de R para X/R.

Lema 1.27 Se R ¢é uma relag¢do de equivaléncia em X, entdo o conjunto das classes
de equivaléncia é uma particdo de X, que induz a relagdo R. Se C ¢ uma particéo
de X, entdo a relagdo induzide é uma relagdo de equivaléncia, cujo conjunto das
classes de equivaléncia é C.
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Prova. Seja R uma relacdo de equivaléncia. Uma vez que 2 pertence a alguma
classe de equivaléncia, (por exemplo z € x/R), entao a uniao de todas as classes
de equivaléncia é todo 0 X. Se z € = /RN y/R, logo xRz e zRy, portanto T Ry.
Isto significa que se duas classes de equivaléncia tém um elemento em comum, entao
ko classes idénticas. Por outras plalavras, duas classes de equivaléncia distintas sao
sempre disjuntas. Assim, o conjunto das classes de equivaléncia é um partigao. Se
dois elementos pertencem ao mesmo conjunto (classe de equivaléncia) desta parti¢io,
entdo por definicio estdo na relagdo It um com o outro. A prova da primeira parte
da afirmacio estd concluida.

Para se provar a segunda parte de afirmacao, considere-se uma parti¢do C e a
relacdo induzida X/C. Uma vez que todo o elemento de X pertence a algum conjunto
de C, entdo tem-se gue x pertence ao mesmo conjunto de C que ele proprio, logo
z{X/C)z, ou seja, a reflexiva ¢ verificada. Se z (X/C)y, entdo x ¢ y pertencem ao
mesmo conjunto de C. Logo y e x também pertencenl a0 mesmo conjunto de C e
assim y (X/C) x, ou seja, & simétrica é também verificada. Se @ (X/C)y ey (X/C) 2,
entao x e y pertencem ac mesmo conjunto de C, e y e z pertencem &0 mesmo conjunto
de €. Logo z e z também pertencem ao mesmo conjunto de € e assim 2 {X/C) z, ou
seja, a transitiva é verificada. A classe de equivaléncia de cada z € X ¢ o conjunto
de C ao qual z pertence. E a prova esté conclufda. =

1.10 Funcgoes

Se X e Y sho conjuntos, uma fungdo de X paraY” é uma relagio f tal que, dom (f) =
X e, para cada z € X, existe um unico elemento y € ¥ de modo que (z, y) € f, ou
seja, dom (f) = X ese{z,y) € fe (z,2) € [ entdo y = 2.

Assim, se f & uma fungfo, representar-se-é y por f(z) e escrever-se-d f{z) =y
e vez de (z,y) € f, ou zfy.

y & a imagem de z por f, ou valor de f em z. De modo equivalente pode-se dizer
que f transforma z em y.

Ao conjunto f de pares ordenados chama-se de grifico da fungao f.

Para indicar que f é uma funcio (aplicagao, correspondéncia) de X para Y,
escreve-se

f:X—=Y

Os conjuntos X e Y sao designados por conjunto de partida (on dominio) e conjunto
de chegada, respectivamente.

Definicdo 1.28 - Ao conjunto de elementos de Y para 0s quais existe um € € X
tal que, f(z) =y, chama-se contradominio de [, que se designa por cod (f) .

Assim, se f: X — Y, entdo dom(f) = X e cod(f) €Y.

Definigiio 1.29 - Seja f: X =Y e AC X, designa-se por tmagem de A por f, o
conjunto, que se denota por f (A), formado por todos 0s y € Y para 0s quais existe
umz € A tal que, f{z)=y. Assim,

FA)={f(z)eY z€A}.
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Definigdo 1.30 - Se X ¢é um subconjunto de Y, a funcdo f definida por® f (z) = =,
para cada x € X é chamada inclusdo de X em Y.

Observacao 1.31 - A inclusio de X em X é denominada identidade em X.

Definigao 1.32 - Se f é wma fungéo deY pare Z, e se X CY, chama-se restricdo
de f ao conjunto X, & fungdo, que se designa por fiX, assim definida

f{X:X—; VA
(f1X) (z) = f(2), para cada z € X.

Observagao 1.33 - cod (f|X) = f{X).

Considere-se agora dois conjuntos X e Y quaisquer. A funcio f de X x¥Y em X,
definida por f ((z,y)) = = é a projecgio de X x Y em X. Analogamente, a fungio
gde X XY em VY, definida por f((z,y)) =y ¢ a projecgiode X x Y em Y.

Observagao 1.34 - A terminologia utilizada nesta secedo é ligeiramente diferente
de uma usada anteriormente. Assim, se R = X X Y aquilo que anteriormente
era destgnado por projecgdo de R na primeira coordenada é agora designado por
contradominio da projeccio f.

Definicao 1.35 - Considere-se uma aplicacdo [ X — Y qualquer.

{a) [ & injectiva se e 6 se quaisquer dois elementos distintos de X iém tmagens
distintas por f.

(b) [ & sobrejectiva se e $6 se qualquer elemento do conjunto de chegada for imagem
por f de algum elemento do conjunto X. Neste caso cod (f) =Y.

(¢} f é bijectiva se e 86 se f ¢ injectiva e sobrejectiva.

Definicao 1.36 - Se A ¢ um subconjunto de X, a fungdo caracteristica’ de A é a

. ) x(z)=1lsexze A
Jungdo x de X pare {0,1} tal que { Y@ =0sexgA
Um aspecto importante da teoria de conjuntos é que os niimeros sdo definidos
como conjuntos. Assim, como se verd mais adiante 0 = @ e 1 = {@}.

1.11 Familias

Por vezes, a linguagem e as notages que se introduz para as fungdes sofre certas
modificagoes,

Suponha-se que z é uma fungio de um conjunto I para um conjunto X, ou seja,
z: I - X. Cada elemento do conjunto / é denominado indice, assim, I é o conjunto

9A frase "a funcio definida por ..." implica que existe apenas uma fungdo que satisfaz aquela
condicio.

1WA funcdo caracteristica perrmite identificar quais os elementos de X que pertencem a A e quais
08 que néo pertencem.
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dos ndices. A Tuncdo z chama-se familia ¢ o valor da fungio o no fndice i, que se
denota por a; (para cada i € I, @ (i) = x;), ¢ denominado termo ou elemento da
familia.

Para a familia usa-se a notagfo (z;);c; ou {Zi},; -

O contradominio desta funcio, dado por cod (z) = {a; : 4 € I}, & por designado
por conjunto indezado, ou conjunto de elementos da familia.

Alguns conceitos anteriormente referidos podem ser generalizados a familias.

Considere-se a famflia. {A4;} de subconjuntos de X, que representa a fungio A
de um conjunto de dices J para P (X). A unifo do contradominio da familia &
chamada unido da famflia {4;}, ou unifio dos conjuntos A;, que se representa por

UserA; ou U; A;,

se néo houver risco de confusio. Esta unifo generaliza a uni&o de conjuntos.

Da definicio de unido decorre que z € U;A; se e 86 se x pertence a A;, para pelo
menos um 4,

Considere-se T = 2, de tal modo que o contradominio da famflia {A;} & o par
néo ordenado {Ap, A1} . Entdo U;A; = Ag U Ar.

Note-se que néo existe perda de generalidade quando se considera uma famiiia
de conjuntos em vez de uma colecgdo arbitrdria de conjuntos, pois toda a colecgao
de conjuntos é o contradominio de alguma. familia.

Suponha-se que {I;} ¢ uma familia de conjuntos com dominio J. Considere-se
agora K = UjI; e seja {Ax} uma familia de conjuntos com dominio K. Tem-se
entdo que

UrexAr = Ujes (Uier, A)

que é a versdo generalizada da lei associativa da uniao.

Observe-se que a unifio de conjuntos vazios faz sentido e ¢ vazia, pois se se
considerar um 2 qualquer, 2 € UD se e s6 s¢ £ € X para algum X € @. Como nao
existe nenhum X em &, entdo z ¢ UG, logo U = @.

Pelo contrdrio, a intersecgdo de conjuntos vazios ndo faz sentido, pois se se con-
siderar um z qualquer, ¢ € NP se ¢ 86 se € X para todo o X € @. Verifica-se
que qualquer z satisfaz esta condi¢do, uma vez que se assim nao fosse existiria um
Xecotalquez & X,

Existem formulacdes da teoria de conjuntos em que & sempre pressuposto um
universo fixo U, ou seja, todos os conjuntos referidos séo subconjuntos desse universo.
Nesse caso, NG = U. No entanto, néo ¢ essa a formulagdo apresentada aqui. Por
outro lado, sabe-se que nfio existe um universo "global" (ver paradoxo de Russel,
pégina 4}. Assim sendo, & excepgio deste caso, a notagao e terminologia para o
caso da interseccio ¢ paralela & unifio em todos os aspectos. Deste modo, se {Ai}
6 uma familia nio vazial! de conjuntos, a intersecgdo do contradominio da familia
¢ denominado interseccio da famflia {A;} ,ou interseccéo dos conjuntos A;, que se
denota por

Nierds ou N A,

caso ndo haja risco de confusao.

11pgr familia nio vazia, entendemos, familia cujo dominio I néo é vazio.
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Da. definigio de intersecgiio decorre que se I # &, entdo uma condicio necesséria
e suficiente para que = pertenga a M;A; é que = pertenca a A;, para todo o1 € I.
Se {A;} ¢ a familia de subconjuntos de X e B C X, entdo

BnuA = U (BNA)
e
BUﬂi/‘li = ﬂi(BUAi),

que sao as generalizagdes das propriedades distributivas, referidas na secciio dedicada
as unides e intersecgoes.

Utilizando a notacao de familia generaliza-se o produto cartesiano como se segue.

O produto cartesiano de dois conjuntos X e Y foi definido como o conjunto
de todos os pares ordenados (x,y) com z € X e y € Y. Considere-se um par nao
ordenado qualquer {a,b} com a # b. Considere-se o conjunto Z de todas as familias
z, indexadas por {a,b},tal que 2, € X e z, € Y. Se a fungfo f de Z para X x Y ¢
definida por f (2) = (2,,2), entdo f é uma funcdo injectiva. A diferenca entre Z e
X x Y & meramente uma questdo de notacao.

Se {X;} &€ uma familia de conjuntos, com ¢ € I, o produto cartesiano da familia
é, por definigdo, o conjunto de todas as familias {z;} , com z; € X;, para cada i € I,
que se denota por Hief X;.

Se todo o X; for ignal a X, entéo H_EI X;=X'.8el={ab),coma#b, entio

H ; X; =X, x Xy, ese I = {a}, entdo H ; X; = X, Os triplos ordenados, os
i€ Lic i . )
quédruplos ordenados, etc., podem ser defnidos como famflias cujos conjuntos de
indices sao triplos, quadruplos ndo ordenados, etc.

1.12 Inversa e composta

2

Dada uma fungio f de X para Y, a inverse'” de f, que se denota por f~% éa
fungéo de P (V') para P {X), tal que se B CY, entdo

fHBy={zreX:f(z)e B}.

Por outras palavras, f~! (B) ¢ o conjunto formado por todos os elementos de X
cuja imagem por f estd em B. O conjunto f~! (B) é denominado magem inversa,
ou pré-tmagem de I3, por f.

Uma condicgéo necesséria e suficiente para que f seja uma fungdode X em Y, é que
a imagem inversa por f, de cada subconjunto nao vazio de Y, seja um subconjunto
nae vazio de X.

Uma condigdo necessdria e suficiente para que f seja injectiva, é que a imagem
inversa por f, de cada conjunto singular de cod (f), seja um conjunto singular de X.
Assim, para fungdes f injectivas, pode dizer-se que f~* (y) = z se e 56 se f (z) = y.

Seja f uma fungdo de X para V.

2Note-se que nfio se deve confundir esta inversa de f com a fungio que normalmente & designada
por fungéo inversa quando existe. A fungio f~! de P {y) para P {z) tem a vantagem técnica de
ser sempre possivel defini-la.
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Proposicdo 1.37 - Se B C Y, entdo

f(f7H{B) € B.

Prova. Sey € f(f~1(B)), entdoy = f{(x) para algum = € ' (B). Mas por
definicdo f1(B) ={zx € X : f(z) € B}, logo f(x) € B, ou sejo, y € B. m

Proposicio 1.38 - Se f é wma fungdo de X para Y, onde cod (f ) =Y, entdo

B =B

Prova. Sey € B, entioy = f{z) para algum 2 € X,ou seja, para algum
z € f~V(B). Isto significa quey € f(f71(B)). ®

Proposicao 1.39 - Se A ¢ X, entdo

AC (A,
Prova. Sex € A, entiio f{z) € f(A), o que significo quex € f~1 (f(A)). »
Proposicao 1.40 - Se f é injectiva, entdo

A=fT(f(4).

Prova. Sex € f~1(f(A)), entdo f{(z) € f(A) e portanto f (x} = f(u) para
algum u € A, o que implica que © = u, pois f ¢ injectiva. Logo x € Am

Proposicio 1.41 - Se {B;} é uma familia de subconjuntos de Y, entdo

FH B = Ui (B

FTHNB) = nif (B

No fundo, ao se estudar as fungdes inversas, verifica-se que aquilo que uma funcéo
faz pode ser desfeito.

O préximo passo, serd verificar que o que duas fungdes fazem, pode muitas vezes
ser feito num s6 passo, ou seja, por uma sé funcdo. Hsta & conhecida por fungao
composta.

Se f é uma funciio de X para ¥ e g uma fungio de ¥ para Z, entao todo o
elemento do contradominio de f pertence ao dominio de g, e consequentemente
g {(f(z)) tem significado para cada z € X.

Definicio 1.42 - Sendo f: X — Y eg:Y — Z, chama-se fungdo composta de f
e g & fungio de X para Z, que se denota por go f, definida por go f () =g (f ()}
para todo o x € X,
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Observe-se que a ordem ¢ importante, pois para que go f seja definida é necessério
que o contradominio de [ esteja contido no dominio de g, o que pode acontecer sem
que o contrério se verifique, simultaneamente. Mesmo que tanto go f e fog estejam
definidas, o que acontece se se considerar, por exemplo as fungdes f de X para Y e
g de Y para X, as fungdes g o f e f o ¢ ndo sdo necessariamente iguais. Por outras
palavras, a composicao de funcgdes ndo é necessariamente comutativa. No entanto,
a composi¢ao de fungdes é sempre associativa. Se [ é uma funco de X para ¥, g
uma fungéo de ¥V para Z e h uma funcédo de Z para V, facilmente se prova que

ho(gofy=(hog)o f.

A relagdo entre a inversa e a composicdo ¢ muito importante. Se f: X — Y e
g:Y - Z,entdo f1:PY) > P(X)eg: P(Z)— P(Y). Neste caso, tem-se
que f~log™! éainversade go f.

A inversa e a composicdo de fungbes sfio casos especiais de operagoes similares
para as relagdes. Assim, em particular, associada a toda a relagdo K de X para YV
existe uma relagio inversa R~ de Y para X. Por definido, yR™ = significa que
TRy,

Seja R uma relagio de X para Y e S uma relagdo de Y para Z. A relacio
composta T de X para Z, denotada por S o R, & definida de tal modo que, 27z se
e 50 se existe um y € Y tal que xRy e ySz. Se tanto R e S sfo fungdes, entdo 2Ry
e Sz podem ser reescritos como R (z) = y ¢ S{y) = z, respectivamente. Assim,
S{R (z)) = z se e 86 se 2Tz, de tal modo que a fungdo composta é de facto um caso
especial da relagdo composta.

A composicao de fungdes estd relacionada com a inversa de acordo com a seguinte
igualdade

(SR)' =R 57,

No caso das relagdes serem fungdes (fog) = g1 o f~1 & um caso particular da
igualdade acima.

1.13 Ntuimeros naturais

O préximo objectivo é definir os nimeros naturais utilizando a teoria de conjuntos.

Definicao 1.43 - Para todo o conjunto x, define-se o sucessor de x, denotado por
suc(x), como sendo o conjunto obtido juntando a x todos os elementos de z. Por
outras palavras, suc(x) =z U {z}.

Pode-se definir 0,1 e 2 da seguinte forma: 0 =@, 1 = {@}, 2 = {&,{2}}. Em
geral, cada nimero natural é definido como sendo igual ao conjunto de todos os seus
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antecessores. Assim tem-se,

&

suc(0) = {2} = {0}

suc(1) = {2, {2}} = {0,1}3

— suc(2) = 2,19} {2, {8}}} = {0,1,2);

_ sue(®) = {2,{2} {2, {e}} {2. (2} {2,{2)}}} = {0,1,2,3}

W L b o OO
i

A definicho dos ndmeros naturais sugere a existéncia de um conjunto infinito.

Axioma 1.44 (do infinito) - existe um conjunio que contém o zero e todos os
sucessores de cada um dos seus elementos.

Pode-se definir que um conjunto A & wnm conjunto sucessor se 0e Aesuc(z) € A,
sempre que = € A, Assim, 0 axioma anterior diz que existe um tal conjunto A.

Proposicio 1.45 A intersecgdo de toda o familia, ndo vazia, de conjuntos suces-
sores € um conjunto SUCEsSSOT.

Prova. Seja A; uma familia néo vazia de conjuntos sucessores, com € I. Tem-
se que @ € A; para todo ot € I ¢ para todo 0 @ € I, suc () € A, sempre que
z e A;. Logo @ € NA; e suc(z) € NA; sempre que = € NA; Assim, NA; & um
conjunto sucessor. W

Da proposigio anterior decorre que & interseccio de todos 0s conjuntos sucessores
contidos em A & um conjunto sucessor W,

Proposicao 1.46 - Fizado um conjunto A, o conjunto w ¢ subconjunto de todo o
conjunto sucessor contido em A.

Prova. Sejam A e B conjuntos sucessores qualsquer, entdo AN B ¢ também
um conjunto sucessor. Uma vez que, ANB C Aew é a intersecgdo de todos s
conjuntos sucessores contidos em A, entdo w € AN B. Consequentemente, w € B.

]
Note-se que w néo depende da escolha inicial do conjunto sucessor A, O axioma

da extensionalidade garante a unicidade do conjunto w.

Cada um dos elementos do conjunto sucessor w & designado por conjunto natural
ou natural, ou ainda, nimero natural, sendo este conjunto denominado conjunto dos
ntimeros naturais. O conjunto sucessor w € tambeém, representado por No.

Definicio 1.47 - Uma famdlia {z;} cujo conjunio de indices ¢ um numero natural
é denominada sequéncia finita.

Definicao 1.48 - Uma famdlia {a;} cujo conjunto de indices é o conjunto de todos
os numeros naturais é designadae sequéncia infinita.
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Se {A;} & uma sequéncia de conjuntos, cujo conjunto de indices é o nimero
natural suc(n), entdo a unido das sequéncias é denotada por

OAi ou AgU ... U A,

1=

Se o conjunto de fndices é o conjunto w, entdo a unido das sequéncias é representada,
por

o0

JAioudouAu..

i=0
No caso da intersecgdo, tem-se:

ﬁ/—li ou AgN...M" A,

i=0
e
o0
mA1 ou Ao ﬁAl i .
i=()
respectivamente.
Para o produto cartesiano tem-se
n
HA'i ou Ay X ... x A,
i=0
e
(o)
T A ou 4 x Ay x ...,
i=0
respectivamente,

1.14 Axiomas de Peano

O que se sabe de mais importante sobre o conjunto de todos os mimeros naturais
(w), & que este & o Unico conjunto sucessor que ¢ subconjunto de todo o conjunto
SUCESSOT.

Dizer que w é um conjunto sucessor significa que:

Proposi¢ao 1.49 1) 0 € w;
Proposicao 1.50 11) se n € w, entdo suc(n) € w, onde suc(n) =nU {n}.
O facto de w ser 0 menor conjunto sucessor significa que:

Proposigio 1.51 III) se 0 € S e se suc(n) € S sempre que n € S, entdo w C S.
Se além disso S C w, entdo S = w.

o
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Esta propriedade é conhecida como principio de inducdo matemdtica ¢ &
um método de prova, usado para estabelecer que uma determinada afirmacgao ¢
verdadeira, para todos os mimeros naturais. Assim, seja P uma afirmagio e 5 =
{n:P(n)}.Se0¢c S, ouseja, P(0) 3 Fsen e S, entdo suc(n) € 5, ou seja, s¢
P (n) entao P (suc(n))*. Pode-se concluir que 5 = w, ou seja, que todos os mimeros
naturais satisfazem P. Assim, tem-se duas técnicas alternativas equivalentes para
estabelecer VP {n) .

Proposigio 1.52 IV) suc(n) # 0, para todo o n € w.

Prova. Uma vez que n C suc(n) e 0 = & tem-se suc {(n) 5 0, para todo o
new m

Proposicio 1.53 V) se n,m € w ¢ s¢ suc(n) = suc (m), entdo n = m.

Para se poder provar a proposiio V) & necessdrio estabelecer as duas proposigoes
seguintes.

Proposicao 1.54 i) Nenhum nimero natural é subconjunto de nenhum dos seus
elementos.

A prova desta proposigao & uma aplicacio do principio de indugao matemadtica

Prova. Scja § = {n € w: paratodoox €n,n Ll

Base de indugdo: 0 € S, pois é verdade que para todoox e @, @ ¢ .

Passo de inducio: Assuimindo que para todo o & € n tem-se n ¢ @, quer-se
provar que para todo o y € suc (n), suc{n) € y, ou seja, para, todo o y € suc(n),
nUin} ¢ v

Suponha-se com vista a um absurdo, que existe um y € nU{n} tal que niu{n} C

Se y € nU {n}, tem-se dois casos possiveis: y € n, ou y = 1.

Se y € n, como nU {n} C y, entdo n C y, tem-se deste modo que existe um
y € n, tal que n €y, 0 que contradiz a hipétese de indugao.

Se y = n, como nU {n} C v, entdo, nU {n} C n, o que implica que n € n €
assim, nU {n} = n C n, o que contradiz a hipétese de indugao. =

Proposi¢ao 1.55 i) Todo o clemento de um ndmero nolural é wm subconjunto
desse nifmero natural.

Definicdo 1.56 - Um conjunto I € tronsitivo se T €y ey € E, entio x € E.
Assim, a proposicao 1.55 i) diz que todo o mimero natural, é transitivo.

Prova. Seja S = {n€w: paratodooz&€n,zC n}.
Base de inducdo: 0 € S, pois é verdade que para todooz €@,z C O

I3gste passo do principio ¢ designado por Base de Indugao.
1 Este passo & conhecido como Passo de Indugho, sendo P (n) a Hipétese de Indugdo e P {suc (n))
a Tese de Indugdo.
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Passo de indugao: Assumindo que para todo o z € n, z € n, quer-se concluir
que para todo o y € suc(n), y C suc(n), ou seja, para todo o y € n U {n},
y CnU{n}.

Se y € nU {n}, tem-se dois casos possiveis: y € n, ou y = n.

Seye€n,entioy CnCnU{n}.

Sey=mn,entdoy CnlU{n}. m

Prova. V) Suponha-se que n e m s&o nimeros naturais e que suc (n) = suc(m).
Uma vez que n € suc(n), entdo n € suc(m). Assim, tem-se dois casos possiveis:
n € m, ou n = m. Por outro lado, como m € suc{m), entdo m € suc(n) e portanto
tem-se m € n, Ou 1= M.

Se n # m, entdon € m e m € n. Como por #%) n & um conjunto transitivo,
entdo n € n. Logo n C n, o que contradiz ¢). Portanto n=m. =

As proposicbes I),H),III),IV) e V) sfo conhecidas como os Axiomas de
Peano. A partir destes axiomas, juntando os axiomas da teoria dos conjuntos,
¢ possfvel definir os mimeros inteiros, os nimeros racionais, os nimeros reais, 0s
nmimeros complexos, ¢ derivar as sua aritmética e propriedades analfticas. Contudo,
este nao é o objectivo deste trabalho.

O principio de indugdo matemdtica ¢ muitas vezes utilizado néo apenas para
provar afirmagées, mas para definir funcdes.

Suponha-se que f é a fun¢io de um conjunto X para o mesmo conjunto X, e
que ¢ € X. Parece natural definir uma sequéncia infinita. {u {n)} de elementos de
X (ou seja, uma fungéo u de w para X), de tal modo que:

u(0) = q

u(l) = f(u{0);

w(2) = f{f(0))=f(u(l)};
w(d) = FUF((0))=[(u(2);

e assim por diante.
Paya justificar a defini¢io indutiva necessita~se do resultado seguinte que esta-
belece a existéncia da funcio u.

Teorema 1.57 (da Recursdo) - Se a ¢ wm elemento de um conjunto X, e se f é
uma fungdo de X para X, entdo existe uma fungdo u de w pare X tal que, u(0) = a
e para todo n € w, u(suc(n)) = f (u{n)).

Prova. Recorde-se que uma fungio de w para X & um certo tipo de subcon-
junto de w x X, assim, construir-se-4 u como um conjunto de pares ordenados.
Para tal, considere-se a colecgdo C de todos os subconjuntos A de w x X, para
os quais (0,a) € A e (suc(n), f(z)) € A sempre que (n,2) € A Ou s¢ja, C =
{A:ACwxXe (0,a) € 4 ese (n,z)} € A, entho {suc(n), f(z)) € A}. Uma ve
que w X X tem estas propriedades, entdo a colecgio C é nao vazia. Pode-se assim,
formar a intersecgfo u de todos os conjuntos da colecgao C, ou seja, u = NC.

Facilmente, se verifica que « € C, falta provar que u é uma fungio. Tem-se assim,
que provar que para cada nimero natural n existe no méximo um elemento z € X
tal que (n,z) € u (ou seja, se tanto (n,z) e (n,y) pertencem a u, entdio z = y).

o
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A prova serd feita por indugao. 3

Seja S o conjunto de todos os numeros naturais n para os quais se verifica que
(n,z) € u, para no Méximo um 2.

Provar-se-4 que 0 € S e quese n € 5, entdo suc(n) € S.

Base de indugdo: 0 € 57 1 l

Se 0 ¢ S, entdo (0,b) € u para algum b # a. Considere-se, neste caso, 0 conjunto |
u — {(0,b)} . Observe-se que este conjunto ainda contém (0,a), pois b # a. B que
se este conjunto contém (n,z) , entao também contém (suc (n), f(x)), isto porque
suc(n) # 0. Logo (0,b) # (suc (n), f(x)). Por outras palavras, u — {(0,0)} € C,
o que contradiz a facto de u ser o0 menor conjunto de C, (pois u € & interseccao de
todos os conjuntos de C), logo 0 € S.

Passo de inducdo: Suponha-se que 1 € S, quer-se provar que Suc (n)esS.

Se n € S, entdo existe um tnico elemento T € X tal que (n,z) € u. Como
(n,z) € u, segue que (suc (n), f(z)) €u.

Se suc(n) ¢ S, entdo (suc (n), y) € u, paraalgumy +£ f (x) . Considere-se, neste
caso, o conjunto u — {(suc(n) ,y)}. Observe-se que este conjunto contém (0,a),
uma vez que suc(n) # 0. E que se este conjunto contém (m,t), entao também
contém (suc(m), f(t)). De facto, se m =, entio t = z. Assim, o conjunto .
o ((sue (n) ,y)]} contém (suc(n), f (2)) poraue f (2) # .

Por outro lado, se m # n, entdo a razao pela qual o conjunto u — {(suc (n),y)}
contém (suc(m), f(t)) éque suc (m) # suc(n). Ou seja, u— {(suc(n),y)} €C,0
que contradiz o facto de u ser 0 menor conjunto de C, logo suc (n)eS =

1.15 Aritmética

Soma.

A introducéo & adi¢do dos nimeros naturais € um exemplo de uma defini¢ao por |
indugéo. De facto, do teorema da recursao decorre que, para cada nimero natural
m existe uma funcdo S,, de w para w, tal que, \

S, (0) =m (1.1) \

Sy (suc (n)) = suc(Sm (n)) (1:2) ll

para todo o natural n. ‘
Por definicio o valor de S, () € a soma m + n.

Propriedades
Associativa

(k4+m)+n=k+(m+ n), Vemnew (1.3)

Prova. A prova seré feita por indugéo em 7.
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Base de inducao: se n = 0, entao
a que
(k+m)+0 = k+m = k+(m+0).
(1.1) (1.1)
f Hipétese de indugdo: (k+m)+n=k+(m+n), Vimnew
junto | Tese de inducdo: (k+m) + suc(n) =k+ (m+suc(n)), Vemmew-
, que [
rque
€C, (k +m) + suc(n) = suc ((k +m) +n)
0 de J e
= suc (k+ (m+n))
’- = k+ suc(m+n)
(1.2)
ome = k+ (m + suc(n))
5 m ,
este
@), "
ém Comutativa
into
+ = m) an w: 1‘4
)} m+n=n-+ ne (1.4)
>, 0 Para provar esta propriedade, em primeiro lugar, tem-se que provar as duas
igualdades seguintes.
‘ (i) 0+n="n Vacw
(i) suc(m)+n=suc(m+n) Ymnew
‘ Prova. (i) A prova ser feita por indugao em n.
5 Base de inducéo: se n =0, entdo 0 + 0 (1=1) 0
. Hipétese de indugao: 0+n =n, Vyecw.
or f Tese de indugdo: 0+ suc(n) = suc(n) Vnew.
al 'I
. | 0 + suc(n) e suc (0 +n) = suc (n).
|
1)
) Prova. (ii) A prova serd feita por indugao em n.
7 Base de indugao: se n = 0, entao
) .

‘ suc(m) +0 o suc(m+0).

Hipétese de indugdo: suc(m)+n = suc(m+ Bl Vemnew:
Tese de indugdo: suc(m) + suc(n) = suc(m+ suc(n)) Vmnew.

suc (m) + suc(n) B suc (suc(m) +n)

! = suc (suc(m + n))
T (m + suc(n)).
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u
Est4-se agora em condigdes de provar a propriedade conutativa.
Prova. A prova serd feita por indugéo em m.
Base de inducdo: se m = (), entao
O+n=n = n+0
NN R
Hipdétese de indugao: m +n = n -+ Yonnew
Tese de inducao: suc(m) +n=n-+ suc (m) Vincw-
suc(m) +n = suc{m+n)
(i)
= sucin-+m
I ( )
= n - suci{m).
= (m)
|

Multiplicacdo

Para definir & multiplicagéo, aplica-se o teorema da recursio para coustruir a

fungﬁ.o ,Pm tal que, vméw

P, (suc{n)) = Pn(n) + M Vacw- (1.6)
O valor de B, (n) é por definicao o produto m - n.

Antes de enunciar ¢ provar algumas propriedades da multiplicaco, & til provar
a seguinte igualdade.

Yuew suc{m) = 1 n. (1.7)

Prova. A prova sera feita por inducdo em n.
Base de inducio: se n = 0, como suc (0) = 1 por definigéo e 1 + 0 = 1, entao

suc{0)=1+0.
Hipétese de indugao: suc (n)=1+n.
Tese de indugdo: sue(suc(n)) =1 suc(n).
suc (suc(n)) 5 sue (1+mn)

= 1+4s .
) + suc(n)
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Propriedades
Distributiva a direita da multiplicagdo em relagdo a adicao
E-tm+n)=k-m+k n, Vimnew- (1.8)
Prova. A prova ser4 feita por inducdo em n.
Base de indugdo: se n = 0, entio k- (m+ 0) o k - m. Por outro lado,
kem+k0=Fkom+0 = k-m |
(1.5) (1.1}

Hipé6tese de indugdo: k- (m+n)=k-m+k-n
Tese de indugao: k- (m+suc(n)) =k-m+k-suc(n).

k- (m+ suc(n})) 5 k- suc(m +n)

i

E-{m+n)+k
(1.6)

; k-m+k-n+k

2

fl

E-m+k-suc(n).

—
—_
(=2}

6)

Associativa

(Eem) n=k (mn) Yemncw
Prova. A prova serd feita por inducao em n.
Base de indugdo: se n =0, entdo (k- m) - (1m) 0. Por outro lado, se n = 0,
5
entdo k- (m-0) = k-0 =0
(1.5) (1.5)
Hipdétese de indugdo: (k-m) -n=k (m n) Yymnew
Tese de indugao: (k-m)-suc(n) ==k (m- suc(n)) Vimnecw-

(k- m) - suc(n) o (k-m) n+k-m
Ii'.’c-(m-n)*iwlc-??’l
(}i}h(m-n-}-m)

o k-(m-suc(n)).

Comutativa

mNn=n-m Ypnaew. (1.9)

Antes de provar esta propriedade é necessdrio estabelecer, por indugio, as igual-
dades seguintes:

(1) 0-m=0 Vimew.
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(i) suc{n) m=mn-m +m Yinew

Prova. (i) A prova seréd feita por indugao em m.
Base de indugdo: se m =0, entdo 00 (==) 0.
1.5

Hipodtese de indugdo: 0-m = 0 Yieew-
Tese de indugdo: (- suc (m) =0 Vigw

0-suc(m) = 0-m+0 = 0+0 = 0.
(1.6) HI a.n

n
Prova. (ii} A prova seré feita por indugio em m.

Base de indugdo: se m =0, entio suc{n)-0 (m) 0. Por outro lado, 010 (:)
1.5 1.5

0+0 =
(1.1)

Hipdétese de indugao: suc (n)-m=mn-m-+m Vo new-
Tese de inducio: suc(n) - suc (1) = n - sue (m) -+ suc (m) VYnew-

suc (n) - sue(m) 5 suc (n) - m + suc (n)

= n.m—+m+sue(n)

1L
= n-m+suc(m-+n)
(1.2)
= n-m+suc(n+m)
(34)
= n.m+n -+ suc(m)
(1.2}
= n - suclm) +suclim;.
5 (m) (m)
]
Agora esté-se em condicoes de provar a propriedade comutativa da multiplicagao.
Prova. A prova serd feita por inducdo em n.
Base de indugao: se n =0, entdo m - 0 (:) 0 ==0-m.
15 ()
Hipdtese de indugao: m-n="n- M Vo new-
Tese de indugao: m : suc (n) = suc (n)-m Vinew
m - suc{n) = m-n-+m
(1.6)
= n-m+m
HI
= guc(n) +m.
(i)
u

Elemento neutro da multiplicagao

1-m=n YVicw (1.10}

Prova. A prova serd feita por inducéo em n.
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Base de indugao: se n =0, entdo 1-0 {1=5) 0.

Hipdtese de indugao: 1-n=n Vg,
Tese de indugao: 1-suc(n) = suc(n) Vew

I-suc(n) = 1-n+1
(16)

= n+1
H.L

o sue(n).

Distributiva & esquerda da multiplicagdo em relagio a adigao

(m—+n)-k=m-k+n-k, Yemnecw

Prova. A prova sera feita por indugdo em n.
Base de inducdo: se n = 0, entdo (m+0) -k = m k. Por outro lado,
m-k+0-k =m-k+k-0 =m-k+0 = m- k. '
(1.9) ( (1.1)

1.5)
Hipétese de indugdo: {m+n)-k=m -k+n-k.
Tese de indugdo: (m + suc(n)) - k= m k+ suc{n) - k.

(m + suc(n)) k ) e (m+n) -k
= k- suc(m+n)

(1.9)

= k- (m4n)+k
(1.6)

= (m+n)-k+k

(L9)

= m-k+n-k+k

= m-k+k-n+k
(1.9)

w= - k4 ko suc(n)
(16)

= m - k4 suc(n) - k.
(1.9)

| |
Poténcias

Para definir o conceito de poténcia, aplica-se novamente o teorema, da recurséo
para construir a funcio E,, tal que

En{0) =1 Voew(oy (1.11)

E.(suc(n)) = Epn(n) m Yopocw. (1.12)

O valor de E,, (n) é por definicio a poténcia m”.
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Propriedades

1" =1 (1.13)

Prova. A prova serd feita por inducao em n.

Base de indugao: se n =0, entdo 1° 410 1.
Nt
Hipétese de indugao: 1" = 1.

Tese de indugao: psueln = 1.

1suc(‘n) = 171 = 1-1 = 1.
{1.32) H.l (1.10}

Multiplicagdo de poténcias com a mesma base

(1.14)

m’ e ‘?'.’lk == ﬂq’”-‘“k V'nn,n‘k(iw'

Prova. A prova serd feita por indugfo em 1.

Base de indugéo: se n = 0, entéo w0k = 1-mf = mF = mOrE,
(1.11) a0y (L

Hipétese de indugao: m™ - mb = mrrk,

Tese de indugao: o) b = i AL

e T m¥ e mF
(1.12)

= m*-mF-m

= m™.m
H.I

— m,.suc(ﬂ%—k)
(1.12)
—_ 7nstlc(k+n)
(1.4)

— ﬂ.Lk—i-suc(n-)

(1.2)

msuc(n)%—k )

()

Multiplicagao de poténcias com 0 mesmo expoente

noom n
mop = (771 ' p) V?n,ﬂ,pew-

Prova. A prova serd feita por indugfo em n.
Base de indugdo: se n =0, enta mdopt = 1.1 = 1 = (m: ¢
e inducgdo: se n = 0, entao A o Lo (m - p)

Hipétese de indugao: m” L= (mep)”
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sue(n)

Tese de indugao: m*c™ . psuel) = (1. p)
msuc(n) . psuc{n) = mtom- pn p
(1.12)
m® o pt-m-p
-{m-p)

— (m ) p)Suc(n) ‘

Poténcia de poténcia

k ¥
(m™)" =m"™" Yemaew

Prova. A prova serd feita por inducéo em k.

Base de indugdo: se k = 0, entio (m")° et 1. Por outro lado
111
m*! = mb =
(15) (L1
Hipétese de indugfo: (m™)* = mm*
Tese de indugao: (m™) ™) w pymsuc(k)
iy suc(k) — nyk on
(m™) T (m™)* - m
— Tnn-k .
H.L
— 7nn<k+n
(1.14)
- ?nn-suc(k)
(1.2) '
|

1.16 Cardinalidade

O préximo assunto, que merege alguma atengdo, ¢ a teoria da ordenagio no conjunto
dos ndmeros naturais. Com este objectivo, examine-se o conceito de pertenca entre
os nimeros naturais.

Definicao 1.58 - Diz-se que dois nimeros naturais m e n sdo compardveis se
METN, OUM=T", 0OUNE M.

Axioma 1.59 - Dois nimeros noturais sdo sempre compardveis.
Antes de se provar este axioma é necessério introduzir alguma notacao.
Para cada n € w, S(n) & o conjunto de todo o m € w tal que m e n sdo

compardveis. Seja S o conjunto de todos os n para os quais S (n) = w.

Prova. Inicia-se a prova mostrando que S (0) = w, ou seja, 0 € S.
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Obviamente, 0 € §(0), pois 0 = 0. Sem € S (0) ,entdo, uma vez que m € 0
& impossivel, ou m = 0 e neste ¢aso 0 € suc{m), ou 0 € m e tambeém neste caso
0 € suc(m). Portanto, em todos os casos, s¢ m € §(0), entéio suc(m) € 3 (0), o
que prova que S (0} = w.

Conclui-se a prova mostrando que se .5 (n) = w, entdo S (suc (n)) = w.

0 € 8 (suc(n)), uma vez que suc (n) € 5(0).

Falta provar que se m € S (suc (n)), entdo suc(n) € & (suc(n))-

Como m € S {suc(n)), entdo ou suc (n) € m e neste caso suc (n) € suc(m), ou
suc(n) = m e também neste caso suc (n) € suc(m), oum € suc (n) . Neste ultimo
caso, OU 7 = N € assim, suc (m) = suc(n), oum €n. Este dltimo caso divide-se de
acordo com o comportamento de suc (m) e n. Uma vez que para suc (m) € S{(m)
tem-se, n € suc{m), ou n = Suc {m), ou suc (+n) € n. A primeira possibilidade &
imcompativel com m € 7, pois se n € suc (M), entao 1 € M oW = n, de tal modo
que em cada caso n C M € sabe-se que nenium numero natural é subconjunto de
um dos seus elementos.

Ambas as possibilidades que restam, implicamn que suc (m) € suc {(n) ¢ deste
modo a prova estd completa. ®

O axioma anterior implica que se m,n € W, entio uma das trés possibilidades
(men,m=n,ne¢ m) & vexificada e & f4cil verificar que de facto apenas umma delas
& verificada. Uma outra consequéncia é que se 1. e m <do nimeros naturais distintos,
uma condi¢iio necessdria e suficiente para m € n & que m C 7.

Se m € n, ou se de forma equivalente, m C n, esCreve-se m < m, quese l& "mé
menor que n'.

Ge m & menor ou igual a n, escreve-se m < n. Note-se que " < e <7 sao
relaghes em w.

A relaciio < é reflexiva e transitiva, mas nao & simétrica. A relacio < & apenas
transitiva.

Sem < nen<m,entdo m="n.

Definicao 1.60 - Dots conjuntos E e F sGo equivalentes, simbolicamente B ~ I,
se existe uma correspondéncia injective entre eles.

Proposicao 1.61 - Todo o subconjunto proprio de um niimero notural n é equiva-
lente a algum namero natural menor, (isto &, o algum elemento de n).

Prova. A prova serd feita por indugéo em 7.

Seja S = {n : para todo o n, para todo o m, se M C n, m # n, entio existe
¢ € n tal que m ~ z}.

Base de indugdo: 0 € 5, pois & verdade que para todo o m, se m C0,m#0,
entdo existe z € 0, tal que m ~ .

Passo de inducdo: Assumindo que n € S, quere-se provar cue Suc (n) =
nU{n} € S, ou seja, quere-se provar que se CnuU{n} e m s nU{n}, entao
existe z € nU {n} tal que m ~ .

Como m C nl{n}, tem-se trés casos possiveis: m C n, m = 1, OU M Cnu{n}.

Se m C n, entdo por hipdtese de inducéo, existe z € n U {n} tal que m ~ .

Se m = 7, entdo neste caso r =N EN U{n}e consequentemente m ~ T.
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Se m CnU{n}, logo n € m. Seja m’ = m M n, por hipétese de inducdo, como
m' C n, entdo existe 2’ € n, tal que m' ~ z’. Considere-se z = suc(2’) € nU {n},
pois ' € neassim, m~z. B

Definigao 1.62 Um conjunto A é um congunto finito se for equivalente o algum
nimero natural, caso contrério, é wm conjunto infinito.

Proposigao 1.63 Um conjunto pode ser equivalente a no mdximo wm nidmero
natural.

Um conjunto finito nunca é equivalente a um seu subconjunto préprio, ou seja,
desde que se considere conjuntos finitos, o todo é sempre maior que qualquer uma
das suas partes.

Uma vez que todo o subconjunto de um numero natural é equivalente a um
niimero natural, tem-se também que todo o subconjunto de um conjunto finito é
finito.

O mimero de elementos de um conjunto finito A &, por definigio, o tinico nimero
natural equivalente a A. Este denota~se por §{A).

Proposicao 1.64 Se A e B sdo conjuntos finitos tais que A C B, entdo
f(A) <§(B).
Proposicao 1.65 Se A e B sdo conjuntos finitos, entdo AU B ¢ finilo.

Proposicao 1.66 Se A e B sdo conjuntos finitos disjuntos, entdo
F(AUB) =§(A) +4(B).

Proposicdo 1.67 Se A e B sdo conjuntos finitos, entdo também o sio Ax B e AB.

Proposigao 1.68 Se A e B sdo conjuntos finitos, entdo § (A x By =§(A)-§(B) ¢
f (AB) =} (A)H(B) _

Proposigdo 1.69 Se A é um conjunto finito, entdo P (A) ¢ finito

Proposigao 1.70 Se A é um conjunto finito, entdo | (P (A)) = 2400,

Prova. A prova serd feita por indugao em n = jA.

Pretende-se provar que qualquer que seja o conjunto A, se A tem n elementos
entdo P (A) tem 2" elementos.

Base de indugédo: Se n = 0 entéo o conjunto A ndo tem elementos, ou seja,
A= @. Neste caso P (@) = {2} que tem 1 = 20 elementos.

Hipdtese de indugho: Qualquer que seja o conjunto A, se A tem n elementos
entdo P (A) tem 2" elementos,

Tese de inducao: Qualquer que seja o conjunto A, se A tem n + 1 elementos
entdo P (A) tem 27+ elementos.

Considere-se entdo o conjunto A qualquer com n+1 elementos. Fixe-se agora um
elemento = de A e considere-se o conjunto B formado pelos restantes elementos de
A. Como B tem n elementos entdo por hipdtese de indugdo P (B) tem 2™ elementos.

Por outro lado, os subconjuntos de A séo os subconjuntos de B mais os conjuntos
que se obtém juntando a estes o x. Assim, o nimero de elementos de P (A) ¢ igual
ac dobro do mimero de elementos de P (B). Logo, como P (B) tem 2™ elementos
entdo P (A) tem 2 x 2 = 2**! glementos. ®
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1.17 Ordem

Definigdo 1.71 Uma relagdo R num conjunto X ¢ anti-simétrica se, para todo
x,y € X, xRy e yRx, entdo x = y.

Definicdo 1.72 Uma relagio de ordem parcial ou simplesmente ordem. num
conjunto X, é uma relagdo em X, reflexiva, anti-simélrica e transitiva.

O stmbolo mais utilizado para representar esta relagio é o sfmbolo da designal-
dade (<). Assim, uma relagao de ordem parcial em X pode ser definida como a
relacio < em X tal que, Vi .cx tem-se:

(1) =<
(1) sez <yey <o, entio s =y
(iii) sex <yey <z entaox < 2

Definicdo 1.73 Se uma relagdo é wna relagdo de ordem parcial e para todo o x,y €
X, ouz <y ouy <z, entdo a relagdo < € umao relagéo de ordem total.

Observacio 1.74 Frequentemente, um conjunto totalmente ordenado é conhecido
como cadeia.

Definicdo 1.75 - Um conjunto parcialmente ordenado ¢ wm par ordenado (X, <)
onde X ¢ um conjunto e a relagdo < é uma relagio de ordem parciol em X,

Dir-se-4 que "X é um conjunto parcialmente ordenado” em vez de "seja X o
dominio de uma ordem parcial".

Suponha-se que X é um conjunto parcialmente ordenado e que z ¢ Y sa0 elemen-
tos de X. Escreve-se y = z quando z < y. Por outras palavras, > ¢ a inversa da
relagao <.

Sexz < yex # y, escreve-se & < Y, que s & "z menor que y" ou "z & o
predecessor de y". Nas mesmas condigdes escrever-se y > & que s¢ 1& "y maiot que
z" ou "y é o sucessor de z".

A relacio < & tal que

(3) para nenhum elemento z ey, & <y ey <z se verificam simultaneamente
S
(1) sex < yey<zentdo x < z, Ou s€ja, a relacio < é transitiva.

Se X éum conjunto parcialmente ordenado, esea € X, 0 conjunto {z € X : & < a}
¢ o segmento inicial determinado por a, que se denotard por s (a).

O conjunto {z € X : x < a} é o segmento inicial fraco determinado por ¢, ¢
serd, representado por 3 (a) .

Seja X um conjunto parcialmente ordenado e E um subconjunto qualquer de X.

Definicdo 1.76 Um elemento a de X é um minorante de B se e 86 seVeepr 0 <€
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Esta defini¢do diz que wm minorante de F & um elemento de X que é menor ou
igual que todos os elementos de E.

Exemplo 1.77 Seja X = w e F = {4,5,6,7,8} . Qualquer niimero, pertencente o
w, menor ou igual a 4 é um minorante de E.

Definicao 1.78 Um elemento a de X ¢ um majorante de E se e 86 se Veep € < a.

Neste caso, um majorante de £ é um elemento de X que é maior ou igual que
todos os elementos de E

Exemplo 1.79 Seja X = w ¢ E = {4,5,6,7,8}. Qualquer mimero, pertencente a
w, maior ou gual a 8 é um majorante de E.

Defini¢ao 1.80 Diz-se que E é minorado ou limitado infertormente (em X ), se e
50 se existir um minorante de B em X, ou seja, Juex Veer a < e

Definigao 1.81 Diz-se que E ¢ majorado ou limitado superiormente (em X ), se e
86 se I tiver pelo menos um majorante em X, ou seja, Joex Veer € < a.

Defini¢ao 1.82 Diz-se que F ¢ limitado (em X ) se e s6 se for minorado e majo-
rado, ou sejo, se € 86 s Jypex Veep aLe < b

Exemplo 1.83 Seja X = w e £ = {4,5,6,7,8}. O conjunto E ¢é minorado e
majoradoe, sendo portanto limitado.

Definicao 1.84 Diz-se que um elemento a (de X ) é um elemento minimal de E se
esédsea€ FE eVep (see<aentioa=e).

Exemplo 1.85 Seja X =w e £ = {4,5,6,7,8}. O 4 é um elemento minimal de
E.

Definigao 1.86 Diz-se que um elemento a {de X ) é um elemento maximal de E se
esédsea€ E eVeer (sea<eentioa=c¢).

Exemplo 1.87 Seja X = w e E = {4,5,6,7,8}. O 8 é um clemento mazimal de
E.

Definigao 1.88 Diz-se que um elemento a (de X } é minimo de E se esd sea € F
eVeer a<e,

Por outras palavras, um minimo de £ é um elemento de E que & menor ou igual
que todos os elementos de E.

Observagao 1.89 Um subconjunto E de X pode ndo admitir minimo, mas se
admitir este € 1nico.

Exemplo 1.90 Seja X =w e E = {4,5,6,7,8}. 4 é o ménimo de E.
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Verifica-se ainda, que o minimo de £ (quando existe) ¢ um minorante de F, e
que qualquer minorante de E, que pertenga a £, ¢ um minimo de E.

Tem-se ainda, que um minimo de £ & sempre um elemento minimal de J, mas o
recfproco pode ndo se verificar, ou seja, um elemento minimal pode ndo ser minimo.

Exemplo 1.91 Sejo X = {1,2,3,a, 8,7} e R o relagdo definide do seguinte modo:
R=1{(1,1);(1,2);(1,3);(2,2):(2,3);(3,3); (a,0) 5 (@, 8); (e, 7)3 (B, 6) 1 (B,7)5 (v}
1 ¢ wm elemento minimal pois Vaex se wltl entdo 1 = =, mas ndo é minimo pois

1Ra, 1RB e 1Ry,

Definicdo 1.92 Diz-se que um elemento a (de X} é mdaimo de E se ¢ s6 sea € E
eVeer €= 0.

Observagao 1.93 Um subconjunto E de X pode ndo admilir mdzimo, mas se ad-
mitir este é unico.

Exemplo 1.94 Sejo X =w e b= {4,5,6,7,8}. 8 & o mdzimo de F.

Definicio 1.95 Diz-se que wm elemento a de X é infimo de E se e s6 se a ¢
minorante de E e qualquer outro minorante de E precede o de acordo com a ordem
<, ou seja, Veer 0 S € € Vaex (seVeer T <eentio < ay.

Assim, um fnfimo de um subconjunto E de X & o maior dos minorantes de [,
ou seja, & o maximo do subconjunto de X formado por todos os minorantes de f
ern X. Como o méximo de um subconjunto de X pode nfo exsitir, mas s¢ exisbir
& tnico, entdo um subconjunto E de X pode néo admitir fnfimo, mas se admitir &
dnico.

Além disso, como se referin acima, qualquer minorante de F que pertenca a fv
& um minimo de E. Logo, como o infimo de E & um minorante de E, se o infimo
existir e pertencer a E, entao o tmfimo de E coincide com o minimo de L.

Por outro lado, se existir o minimo de E cle coincide com o seu infimo.

Exemplo 1.96 Seje X =w e [ = {4,5,6,7,8}. 4 €0 infimo de E.

Definicao 1.97 Diz-se que um clemento a de X é supremo de E se e 56 s¢a é
majorante de E e qualquer outro majorante de E sucede o de acordo com o ordem
<, ou sejo, Veep € < a € Voex (se Voep ¢ <z entdoa S x) .

Exemplo 1.98 Seja X =w e &= {4,5,6,7,8}. 8 é o supremo de E.
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1.18 Axioma da escolha

Sabe-se que qualquer conjunto ou ¢ vazio, ou ndo o é. Se um conjunto é néo vazio,
sabe-se, por defini¢io de conjunto vazio, que esse conjunto tem um elemento.

Se X e Y sdo conjuntos e se um deles é vazio, entdo o produto cartesiano X xY é
vazio, Por outro lado, se tanto X como Y néo sdo vazios, entdo existe um elemento
x € X ¢ existe um elemento y € Y, e assim, (z,y) € X x Y, deste modo, o produto
cartesiano X x Y & ndo vazio. O reciproco também é verdade: se X x Y # & entéo
existezr € X ey €Y.

Se {z;} é uma sequéncia finita de conjuntos, onde i € n, entdo uma condicio
necessdria e suficiente para que o seu produto cartesiano seja vazio & que pelo menos
umn dos conjuntos seja vazio. Generalizando esta afirmacdo para familias infinitas,
obtém-se o seguinte axioma.

Axioma 1.99 (da escolha) - O produto cartesiano de uma familia ndo vazia de
conjuntos nao vazios é nio vazio.

Por outras palavras, se {X;} ¢ uma familia de conjuntos, ndo vazios, indexados
por um conjunto néo vazio I, entéo existe uma familia {z;},47 € I, tal que z; € X;
para cada ¢ € I. |

Suponha-se que C é uma colecgdo ndo vazia de conjuntos néo vazios. A colecgao |
C pode ser vista como uma familia, ou seja, pode ser convertida num conjunto |
indexado se se usar a prépria colec¢do € como conjunto de fndices e a identidade em
C, como indexante. Assim, o axioma da escolha diz que o produto cartesiano dos
conjuntos da colecgdo C tem pelo menos um elemento. Um elemento de tal produto
cartesiano é, por definigéio, uma fungéo (familia, conjunto indexado) cujo dominio
¢ o conjunto de fndices (C) e cujo valor em cada fndice pertence ao conjunto que
origina esse fndice. Assim, pode-se concluir que existe uma funcdo f com dominio
C tal que se A € C, entéo f{A) € A. Esta fungio pode ser vista como sendo uma,
fungéo que "escolhe" um elemento de cada um dos conjuntos da coleccao C e é por
este facto que o axioma se denomina "Axioma da escolha". Uma funcdo com estas
caracteristicas é chamada funcdo escolha.

Antes de se enunciar o axioma da escolha, j4 se podia garantir que, se a colecgo
de conjuntos for finita, entdo é possivel "escolher" um elemento de cada conjunto,
isto como consequéncia da definicdo de produto cartesiano. O papel do axioma
anterior é garantir que tal & possivel para uma colec¢io qualquer.

Apresenta-se agora um exemplo da aplicagao do axioma da escolha.

Proposicao 1.100 Se um conjunto é infinito, entdo tem um subconjunto equiva-
lente a w.

Informalmente, a prova desta afirmagéo ¢ feita do seguinte modo. Seja X um
conjunto infinito, entdo X & ndo vazio, (ou seja, nfo é equivalente a 0 = &}, logo
tem um elemento, por exemplo 2p. Uma vez que X nio é equivalente a 1, entdo o
conjunto X — {xo} € néo vazio e portanto tem um elemento, x;. O préximo passo é
dizer que X — {2y, z:} € nfo vazio e portanto tem um elemento x,. Repita-se este




42 Teoria ingénua de conjuntos

argumento infinitamente. O resultado & uma sequéncia infinita {z,} de elementos
distintos de X . Deste modo, encontra-se wm subconjunto de X equivalente a w.

Prova. Seja f afungao escolha para X, ou s€ja, f & uma fungao de uma colecgao
de todos os subconjuntos ndo vasios de X para X, tal que f (A) € A, para todo o A
pertencente ao dominio de f. SejaC a coleccho de todos 08 subconjuntos finitos de X.
Uma vez que X & infinito, se A€ C,entdo X —Aéum conjunto néo vazio ¢ portanto
X — A pertence ao domfnio de f (pois X — A éum subconjunto de X, nao vazio).
Seja ¢ uma fungao de € para C definida por g (A) = AU{S (X — A)}. Por outras
palavras, g (A) é obtido juntando a A 0 elemento que f escolhe de X — A. Aplica-se
agora o teorema da recursdo a fungdo g Resulta deste modo que existe uma fungao
U dew paraC tal que U (0) =@ ¢ U (suc(n)) = g U (n)) = U (muif (X = U@m)}
para todo 0 nimero natural 7.

Assercio: se v{n) = [ (X~ U (n)), entdo v & um correspondéncia injectiva de
w para X € assim, w & equivalente a algum subconjunto de X, nomeadamente
o contradominio de v. Para provar esta assercao, tem-se de fazer uma série de
ohservagoes.

1- v (n) ¢ U (n) para todo o 0.

2- v (n) € U (suc(n)) para todo o 7.

3. Qe n ¢ M sB0 nUmeros naturais e 7 < m, entdo U{n) G U (m}.

4 Se n e m sdo NUMEros naturais ¢ n < m, entao v n) # v (m), pois
v (n) € U (m), mas v (m) ¢ U{m).

A 4* ohservacio implica que & fungao v transforma nuimeros naturais distintos
em elementos distintos de X. Deste modo, encontrou-se um subconjunto de X
(contradominio de v) que € equivalente a w ¢ a Prova estd completa. =

Como consequéncia deste resultado, tem-se & seguinte ProposiGac.

Proposi¢ao 1.101 Um conjunio ¢ infinito se ¢ 8¢ se ¢ equivalente o urm SEU sub-
conjunto préprio.

Prova. Para se provar esta afirmacao, tem-se que considerar dois casos.

1- Se X & um conjunto infinito, entdo X & equivalente & um seu subconjunto
préprio. Para se provar esta, afirmacho, considere-se um conjunto infinito X escjav
uma correspondéncia injectiva de w para X. Se £ é0 contradominio de v, & =V (n)
define-se h () = v (suc(n)) - Qe 7 néo & o contradominio de v, ESCIEVE-Se h{z) = .
Verifica-se que h & uma correspondéncia injectiva de X para X. Uma vez que O
contradominio de h é um subconjunto préprio de X, pois ndo contém v (0}, a prova
estd completa.

9. G¢ X & equivalente a wm seul subconjunto proprio, entdo X & um conjunto
infinito. Esta afirmagdo & equivalente a dizer que, 56 X & um conjunto finito, entio
X ndo pode ser equivalente a um seu subconjunto proprio. Este facto decorre
da definicio de subconjunto préprio e do proprio conceito de equivaléncia entre
conjuntos. W
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1.19 Lema de Zorn

Lema 1.102 (de Zorn) - Se X ¢ um conjunto parcialmente ordenado tal que toda
a cadeia em X tem wm majorante, entdo X contém um elemento mazimal.

Este lema diz que se se tiver um conjunto parcialmente ordenado X de tal modo
que toda a cadeia em X'° tem um majorante, entdo pode-se concluir que existe um
clemento a em X tal que, se a < z, entéo a = x.

A ideia base da prova deste lema ¢ a seguinte.

Uma vez que por hipdtese o conjunto X & ndo vazio, entdo tem um elemento
2o. Se zp & maximal, entdo a prova estd concluida, sendo existe um elemento z;
estritamente maior que zg. Se z; é maximal, a prova termina, sendo continua-se. Se
se repetir este argumento infinitamente este levard a um elemento maximal.

Prova. Seja < uma relacéo de ordem parcial qualquer em X.

O primeiro passo da prova é substituir a ordem parcial < pela inclusao. Mais pre-
cisamente, considere-se para cada z € X, o segmento inicial 5(z) = {y € X : y < z}.
Considere-se agora a fungéio § de X para P (X) que a cada z faz corresponder 3 {z).
O contradominio .S da funcdo 3 é parcialmente ordenado pela inclusdo. Verifica-se
que § & injectiva e que 5 (z) C 5{y) se e 86 se ¢ < y. Assim, a tarefa de encontrar
um elemento maximal em X é a mesma que encontrar um elemento maximal em
S, ou seja, a cada cadeia maximal de S corresponde um elemento maximal de X ,ou
ainda z ¢ wm elemento maximal em X se e 86 se 3{x) é um elemento maximal em
S.

Antes de provar a afirmacéo anterior é necessdrio mostrar que 3{y) =3{z) se ¢
56 se = 4.

Considere-se que 3 (y) = 5 (z). Assim, $(y} 2 3(x) e portanto y > z. Por outro
lado, 5(y) €5 (), logo y < z. Entdo x = y pois X é parcialmente ordenado.

Se z =y, entdo obviamente 3 {z) = 3 (y).

1- Suponha-se que 2 é um elemento maximal em X, quer-se provar que 5 (z) é
urn elemento maximal em S. Seja C € § tal que C 2 5(z). Se C € S, entéo existe
um ¢ um s6 y tal que C =3 (y). Assim, como 3 (y) D 3(z), entho y > z. Como z &
maximal em X, logo z = y e portanto C = 3(z), ou seja, 3(z) =3 (y). Logo 5(z) &
um elemento maximal em S.

2- Suponha-se que C ¢ urn elemento maximal em S. Considere-se que € =3 ().
Quer-se provar que x é um elemento maximal em X. Sejay > z. Entéo{y) 25(x).
Como 5 (z) & um elemento maximal em S, logo (z) = 3(y), ou seja, = = y.

Além disso, toda a cadeia em X tem majorante se e sé se toda a cadeta em S
tem majorante. A prova desta afirmagfo € a seguinte.

Assuma-se que toda a cadela em X tem majorante. Quer-se provar que toda
a cadela em S tem majorante. Seja & C Cy C (€3 uma cadeia em S. Entdo

t

H 1l
s{za)  slwa)  s(wa)
existe uma cadeia z; < z3 < 23... em X. Por hipStese esta cadeia tem majorante .
Como x; < y, entdo s{z;) = C; € 3{y). O mesmo acontece para qualquer z; que se
considere. Portanto 3(y) ¢ majorante de S.

15Uma cadeia em X ¢ um subconjunto de X totalmente ordenado.




R

-
S

fadns

i

R

5
3
7

=

44 Teoria ingénua de conjuntos

Assuma-se agora que toda & cadeia em S tem majorante. Quer-se provar que
toda a cadeia em X tem majorante. Seja Ty < Tp S T3 O X . Entdo existe uma
cadeia s(z;) C s(a2) € ¢ (z3) ... em S que por hipdtese tem majorante C. Seja
¢ = 3(y). Como s(x1) S 3(y), entéo T3 = Y. O mesmo acontece para qualquer
s (@) que se considere. Logo y ¢ majorante de 7 € o < 23

Seja X o conjunto de todas as cadeias em X. Verifica-se que todo o elemento
de X esté contido em 5 {z) para algum z € X, pois por hipétese toda a cadela tem
majorante. Por outras palavras, dada uma cadeia A, seja z um seu majorante, entio
A C F(x). Como o conjunto & & (vacuosamente) uma cadeia ter-se que @ € X @
assim, a colecgdo X & uma coleccho de conjuntos ndo vazia parcialmente ordenada
pela inclusdo. Além disso, se C ¢ uma cadeia em X, entdo a uniao de todos os
conjuntos em C pertence a X, ou scja, UC & uma cadeia em X. Para verificd-lo
considere-se 1, 2 € UC. Entao 7y e &2 pertencermn a pelo menos wna das cadeias de
C,sejamCy e C, essas cadelas, respectivamente. Como C & wma cadela ou C, =Cq0u
C, CCyouly CCr Deste modo verifica-se que ) € T2 pertencem & nesma cadeia
de C (C, ou Cy). Seja C; essa cadeia. Como C; &€ uma cadeia e 71,22 € Ci, entdo
Ty == Tg, OU Ty < Ty, OU TR < x;. Mostrou-se que dados , e zg arbitrdrios cm uc,
entdo @ = T, OU Ty < Tg, OU T2 < 27, OU seja, UC 6 uma cadeia em X.

Antes de prosseguir a prova, repare-s¢ queé uma vez que cada elemento de A
esté contido em algum conjunto de G, ent@o se se passar de S para X nao se estard
a introduzir nenhum novo clemento maximal, ou seja, se M for maximal em &
tambem ¢ maximal em G. A prova desta afirmacdo é a seguinte. Assuma-se que M
& maximal em &. Por hipotese todas as cadeias tém majorante . B facil ver que
M CF(m).Comos(m) e Xe M & maximal em X, entdo M =3 (m), logo M € S.
Além disso, M também é maximal em S.

Uma vantagem técnica de & € que se pode caracterizar os majorantes das cadeias.
De facto, se ¢ for uma cadeia em X entio UC & o (menor) majorante da cadeia.

Outra vantagem técnica de X & que contém todos 08 subconjuntos de cada um
dos seus conjuntos. Isto faz com que seja possivel alargar um conjunto nao maximal
de X, acrescentado a este um elemento de cada vez.

Verifica-se de seguida que A tem clemento maximal. De facto vai-se verificar que
todas as colecces que satisfazem as duas condicdes seguintes ténl elemento maximal.
Para tal considere-se uma colecgao nio vazia X’ de subconjuntos nfo vazios de X,
sujeita a duas condigdes:

1. seAC_ZBeBGX’,enté,oAGX’;

9 se C & uma cadeia em X7, entdo UC € &7,

Note-se que o conjunto X das cadeias em X verifica as condicBes anteriores,
como se mostra de seguida.

1.se AC Be Be X, entao & f4cil concluir que A é uma cadeia de X, ou seja,
Ae X

9 se C & uma cadeia em A, entao UC € X, como jé se viu anteriormente.

A primeira condigao implica que & € X'. Agora pretende-se provar que existe
em X' um conjunto maximal.

Seja f a fungio escolha para X, ou seja, f: P (X)\& — X tal que f(A) €A
para todo A € P (X)\&.

Para cada A € &7, seja A={zeX: Au{z}e X'}, ou seja, A é o conjunto
dos elementos de X que se podern acrescentar um a um ao conjunto A de modo a
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que o conjunto assim obtido ainda pertenca a A”.
Seja g wma funcéoe de X7 para X' definida como se segue:

se A— A # @entf—iog(A)zAU{f(E—A)}
se A—A = @ entio g(A) = A

Esta. funcio tem como propriedade fundamental o facto de g (A) (que contém sempre
A) conter no méximo mais um elemento que A (o elemento que a funcio escolha f
"escolhe" do conjunto A- A, quando este é ndo vazio).

Da definigao de A vem que A— A= sees6se Afor maximal. A prova desta
afirmagio ¢ a seguinte.

1-Se A — A =@ entdo A é maximal. R

Suponha-se com vista a um absurdo que A — A = @ ¢ A néo ¢ maximal. Entao
existe B # Ae B 2 A. Ou seja, existeum b € B, tal que b € A. Assim, AU{b} C B
e AU {b} € X' 0 que contaria o facto de A — A = @. Logo A é maximal.

2- Se A é maximal, entdo A — A= @. R

Suponha-se com vista a um absurdo que A é maximal e A — A # @. Ent8o existe
be Xtalquebe Aeb ¢ A Logo AU{b} € & e AU{d} D A, contrariando o facto
de A ser maximal. Portanto A — A = @,

Assim, tem-se que provar que existe em A’ um conjunto A tal que g (A4) = A.

Agora para facilitar a exposigdo da prova introduz-se a definicio seguinte.

Definicao 1.103 Uma subcolecgio J de X' diz-se wma torre se:

i) @ e J;
it) se A€ J, entdo g(A) € J;
iti} se C é uma cadeia em J, entdo UC € J.

H4 pelo menos uma torre que é a coleccdo A’ toda, pois esta verifica as trés
condicdes anteriores, como se pode ver de seguida.

i) @ e A

i1) se A € X', tem-se dois casos possiveis:

se A— A= entdo g(A) = A € X',

se A— A # @ entdo g(A) = AU {f (2 - A) } Por definicio de E, o elemento

~

que a funcao f "escolhe" em A-A {que obviamente pertence a A) é um elemento que
se se juntar ao conjunto A, faz com que o conjunto assim formado ainda pertenca a,
X', ou seja, AU{f(E—A)} e &,

i11) se C & uma cadela em X', entdo UC € X', por definicio de X",

Seja T a coleccdo de todas as torres em X’ e J; = NT. Entao Jy é uma torre e
é a menor, pois verifica as trés condigdes anteriormente referidas, como se pode ver
de seguida.

i) como & pertence a cada elemento de T, entdo @ pertence a Jy;

it) se A € Jp, entdio A pertence a todas as torres de T, assim g (A4) também
pertence a todas as torres de 7' e portanto pertence a Jy;

14) se C & uma cadeia em Jy, logo C & uma cadeia em cada J € T, assim, para
todo o J € T, UC € J, entdo UC € J;.
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i) Seja J uma torre qualquer de T, entdo obviamente Jo = NT € J.
O préximo objectivo € provar que Jo & uma cadeia. Para tal introduz-se a
definico seguinte.

Definicio 1.104 Um conjunto C e Jy é compardvel se para todo A € Jo, ACC
ou C C A.

Assim, dizer que Jp ¢ uma cadeia significa que todos os conjuntos em Jg s80
comparaveis.

Seja C' um conjunto comparédvel arbitrrio.

Suponha-se que A € Jo, A C CeA#C UnmavesqueC ¢ compardvel, entao
g(A) C Coul Cg(A). Se C C g(A) tem-se dois casos possiveis: C' = g{A) ¢
neste caso obviamente g {A) € C,ouC Cyg (A). O dltimo caso nao se verifica pois
ce assim nao fosse, tinhase A C C C g(A) elogog (A) — A tinha mais do que um
clemento, o que contradiz a definicdo da fungao g. Conclui-se assim, que g (A) € C.

Counsidere-se a colecgio U de todos os conjuntos A € Jo para os quais A € C
ou g(C) C A, ouseja, U = {A€ Jp: AC Coug{C)C A}. A colecgio U & mais
Mexigente" que a colecgao de conjuntos em Jo compardvel a g (C), pois se A € U,
entdio, uma vez que C C g(C), AC g (CYoug(C)C A

Prova-se, em seguida, que I & uma torre.

i) Como @ € Joe @ C C, entdo @ € U,

i) Quer-se provar que se A € U, entdo g (A) € U. Para tal considere-se os trés
casos seguintes:

l-se A C C e A# C, entdo pelo que se apresentou acima g (A) © C. Assim,
g(A)eld.

0. se A = (, entdo g{A) = g(C) e obviamente g(C) € g{A), logo
g(A)eld.

3-se g (C) C A, entdo g (C) € ¢ (A), logo g (A) € U.

ii1) Da definigéo de U decorre que se C é uma cadeia em U, entio UC € U. Nao
& diffeil ver que qualquer unido de conjuntos em U pertence a ld.

Concluf-se assim, que U & uma torre contida em Jo. Mas como Jy € a menor
torre, entdo U == Jo.

Das consideracdes acima conclui-se que para cada conjunto compardvel C em
Jo, o conjunto g (C) & também compardvel em Jg. Isto porque, se ¢ é compardvel
em Jy = U, entdo para todo o Ae Jy, ACCou g(C) C A Se A C C, entdo
AC ¢(C). Logo tem-se A C g (C) ou g{C) C A, para todo o A € Jo.

Sabe-se que @ & compardvel e que a funcdo g tansforma conjuntos comparavels
em conjuntos compardveis. Alem disso, a unifo de uma cadeia de compardveis ¢
comparédvel. Logo os conjuntos compardveis em Jo formam uma torre ¢ portanto o
conjunto dos conjuntos comparéveis em Jp é igual a Jp. Assim, fica. provado que Jo
& uma cadeia.

Se Jy & uma cadela, entdo A = UJy € Jo. Uma vez que a uniao contém todos
os conjuntos pertencentes a Jo, entao g (A) € A. Como se tem sempre AC g(A),
entdo A4 = g(A), ou seja, A ¢ maximal em X. W




Capitulo 2

Teoria de conjuntos em Isabelle

2.1 Introducao

Isabelle ¢ win sistema genérico interactivo de prova que permite a prova, de teoremas
matermndticos, com um didlogo constante entre o utilizador ¢ o computador. Fol
desenvolvido por Lawrence C. Paulson (Universidade de Cambridge, Reino Unido)
e Tobias Nipkow (Universidade Técnica de Munique, Alemanha). A sua primeira
versdo fol apresentada em 1986 ¢ tem vindo a ser actualizado desde entdo. Este
sistema permite ao utilizador representar e utilizar sistemas dedutivos para diferentes
légicas. Istas logicas tanto podem ser as légicas que estéo disponfveis no sistema
ou outras légicas criadas pelo utilizador.

Para representar um sistema dedutivo para uma determinada légica é necessario
codificar as férmulas e regras de inferéncia numa outra légica, a metaldgica. As
formulas da metalégica so denominadas metaférmulas e a légica que se pretende
definir designa-se ldgica objecto. Para se obter a linguagem da légica objecto é
necessdrio declarar as fungdes que representam as férmulas objecto, os conectivos
e 0s operadores relevantes. As formulas da légica objecto sao entendidas como
metaférmulas atémicas. As regras de inferéncia da légica objecto sdo codificadas
como axiomas da metaldgica (metaférmulas). A representacio de um sistema dedu-
tivo para a légica objecto designa-~se por teoria.

Depois de definir a representagio de um sistema dedutivo, para uma determinada
légica, numa teoria, estabelecem-se metaférmulas que decorrem dessa teoria. Ao
se estabelecerem estas metaférmulas estd-se a mostrar que determinadas férmulas
decorrem, nesse sistema, de determinadas hipéteses. O processo de estabelecer
metaférmulas em Isabelle é designado por demonstragio. Uma demonstracio pode
ser automdtica ou assistida. Em qualquer um dos casos o sistema verifica a correccéio
de cada passo da prova.

Neste capftulo tem-se por objectivo fazer uma pequena introducio a teoria FOL
(First-Order Logic) e & teoria Isabelle que codifica a teoria de conjuntos de Zermelo-
Fraenkel. Esta teoria é designada por teoria ZF e implementa a teoria de Zermelo-
Fraenkel como uma extensdo da teoria FOL.

Nas secgOes seguintes, apresentam-se as defini¢des e regras em Isabelle para al-
guns dos assuntos tratados no capitulo anterior. Apresenta-se também as provas
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em Isabelle das propriedades da uniao,
partes e pares orden

ados {produto cartesiano), apresent

Tharia de

intersecy

No entanto, algumas destas provas séo remetidas para © apéndice

raciocinios utilizados a0 andlogos. Para
das referidas propriedades,
Além disso, faz-se a prova

quer neste capitulo,
por indugao de algu

facilitar
quer no apéndice.

capftulo 1, na $eCqa0 dedicada aos NmMeros naturais e & sua aritm

2.2 FOL

A l6gica FOL é a légica ¢
(IFOL) juntando a regra classical.

9.2.1 Sintaxe

Constantes
Designagao

Negagao
Tautologia
Absurdo

Conectivos
Designagao

Conjungao
Disjungao
Implicacao
Equivaléncia
Tgualdade

Quantificadores
Designagao

Universal
Existencial

L) simbolo de implicagéo, em Tsabelle,
texto ird aparecer mujtas vezes apenas com u
sistema.

lassica e ¢ obtida & partir

da I6gica clds

Nome Simbolo

Not
True

T
False i

Norme Simbolo

conj &
disj |
imp — >
iff < -

Nome Simbolo

All ALL
Ex EX
Exl EX!

& representado com dois tragos, no
m trago. Isto deve-

a0, complm*mnt‘.aqéi,o,
adas no capitulo anterior.
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se & formatagdo
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automatica do



FOL

2.2.2  Definigoes de abreviaturas

Designacao

Definicao

True_def True === False —> False

not_ def “P == P -> False
iff def P<>Qe=(P->Q)& (Q-—>P)
ex] def Ex1(P) == EXx. P(x) & (ALL y. P(y) -> y = x)

2.2.3 Regras

Igualdade
Designacao Regra
refl a = a
subst {| a=Db; P(a) || ==> P(b)

Conjuncao, disjuncéo e absurdo

Designacao Regra
conjl [PQll==>P&Q
conjunctl P& Q==>P
conjunct2 P& Q==>Q
disjIl P ==> PiQ
disjI2 Q ==> P|Q
disjE IP|Q; P ==> R; Q ==> Ri]==> R
impl (P === Q) == P> Q
mp | P->QP|==>Q
FalgeE False =z=> P
Quantificadores
Designacao Regra
alll (Ux. P(x}) ==> ALL x. P(x)
spec ALL x. P{x) ==> P(x)
exl P(x) ==> EX x. P{x)
exB [ EX x. P(x); Ix. P(x) ==> R {]==>R
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Regras derivadas

Designacaoc

sym
trans
ssubst,
Truel
notl
notk

iffl

HIE
iffbH1
iffD2
ex1l
exlE
excluded _middle
disjClI
exCl
impCE
iffCE
notnotD
swap

Classical

Regra

a=h==>b=a

[a=Ihb=cl|] ==>a=c¢

[| b =2 Pla) || ==> F(b)

True

(P ====> False) ==> P

7P| ==>R

| P ==> @ Qu=> Pl ==>P <>Q
(P<>QP->QQ-—>Pl==>R|==>R
P <> QP ==>Q

[P <> Qi Q| ==>P

| P(a); Ix. P(x) ==>x =8 | ==> EX! x. P(x)

[| EX! x. P(x); Ix. [| P(x); ALL y. P(y) >y =x == R ]==>R

“P | P

("Q==>P) ==>P | Q

(ALL x. "P(x) ==> P(a)) ==> EXx. P(x)

(|P->Q P==>R Q==>R|[==>R

[P <>QPQI==>R1[ P Ql==>R[==>R
TP ==>P

[| "Pa; "P ==> Pal] ==> P

Designacao Regra
classical (TP ==> P) ==>P

2.2.4 Exemplos de provas

Para iniciar a prova de proposigdes em Isabelle FOL & que em primeiro lugar iniciar
o Isabelle indicando que se pretendo utilizar o FOL. Para tal basta escrever na linha

de comandos

isabelle FOL

Uma prova em Isabelle ¢ feita estabelecendo objectivos (ou subobjectivos) através
da aplicacdo de tdcticas. Estas tdcticas dao por sua vez origem a novos subobjec-

tivos.
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1. {A&B~>C;A}|“FCLB -> C.

Ao iniciar uma prova é necessdrio indicar o que se quer provar, ou seja, qual o
objectivo. Para tal, e neste caso, escreve-se na linha de comandos

Goal "[[(A&B)->C;Al|l==>(B—>O)";
Obtém-se assim:

> Goal "[|(A&B)->CiAll==>(B—>C)";
Level 0 {1 subgoal)
[A&B->CA|]==>B—>C
LIA&B-—>CA|j==>B->C
val it = [} : Thm.thm list

Neste exemplo, tem-se um subobjectivo que é a meta-férmula
L[| A& B> C; Al ==>B->C,

neste caso numerado por 1. Este significa que & preciso estabelecer B -»> C a
partir da hipéteses A&B~>C e A. A concluséo B->C decorre da aplicacdo de
regra de introducéo da implicagdo, designada por impl e que é o meta-axioma
(PPee=>7Q)===>TP-7Q). Durante a aplicagdo desta regra, em primeiro lugar é
feita a identificagio das férmulas adequadas para 7P e 7Q. Para tal o sistema iden-
tifica 7P->7Q como sendo B->C, verificando assim, que 7P = B e 7(Q) = C. Depoais,
como (7P s=> 7Q) ==> 7P -> Q7 significa que para obter P —> 7(Q) é necessério
a partir de 7P deduzir 7Q, o sistema apresenta um novo subobjectivo no qual 7P ¢
7Q j4 aparecem substituidos pelas férmulas convenientes.

L [|A&B -»> C, A; B ==> C

O processo descerito, de identificacio das férmulas convenientes ¢ a sua substitu-
ic8o, & designado por unificacdo. Este associado & apresentacio de novos subobjec-
tivos designa-se por resoluc¢do e & obtido em Isabelle através da tdctica de resolucdo
resolve_tac [regras/ 4, que quando aplicada apenas a uma regra pode ser abreviada
por rtac regra . A aplicagao by (rtac regra i} & abreviada por br regra 1. Neste
exemplo,

by (rtac impl 1);

ou abreviadamente
br impl 1;

0 1 introduzido apds a tdctica significa que se estd a aplicar aquela téctica de
resolucdo ao subobjectivo numerado por 1. Isto é importante quando se tem mais
do que um subobjectivo, como se verd mais 4 frente.

> br impl 1;

Level 1 (1 subgoal)

[A&B->C Al ==>B->C
LJA&B—>C A B|==>C
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val it = {) : unit

O préximo passo da prova € estabelecer C a partir das hipéteses A&B > C, A
e B. A conclusio C advém da aplicagio da regra mp (1 7P => QTP || == 7Q).
Esta significa que para se concluir 7Q) & necessdrio estabelecer 7P->7Q) e 7P, ou seja,
tem-se dois novos subobjectivos.

> br mp 1;

Level 2 (2 subgoals)

[A&DB->C Al ==>B-> C

1. [A&B->C A B ==>TPl-> C
2. | A& B->C; A; B || ==> 7P1

val it = () : unit

Observando o primeiro subobjectivo verifica-se que surgiu ?P1, ou seja, wma
férmula que ainda nao foi qubstitufda. Neste caso o que se pretende ¢ Ml = A&
B e portanto 7P1 > C = A & B —> C. Para tal basta utilizar wm outro tipo de
{4ctica, uma tdctica que compara sintacticamente a conclusio do subobjectivo com
as respectivas hipéteses do Jado esquerdo. Esta é designada por thctica de wmficagdo
comn hipsteses {assume_tac i). Na linha de comandos digita-se

by (assume_ tac 1};

ou abreviadamente
by (atac 1);

ou ainda
ba 1;

¢ obtém-se:

Level 3 (1 subgoal)

lA&B->C Al ==> B ->C
LIA&B->CAB| ==> A&DB
val it = () : unit

O novo subobjectivo apresentado diz que & necessério, a partir das hipdtese A &
B -> C, A e B, obter A & B. Para tal utiliza-se a regra conjl ([| P; Q] ==>P &
Q).

> br conjl 1;

Level 4 (2 subgoals)

|A&B->C Al ==> B> C
L{A&B->CABIl ==> A
2. (ALB->CAB|==>D
val it = () : unit

Obtém-se assim dois noves subobjectivos que sio resolvidos utilizando a tdctica
de unificacio com hipéteses.
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> ba 1,

Level 5 (1 subgoal}
|A&B->C; Al] ==>B->C
LEA&B->C A; Bl ==>B
val it = () : unit

> ba 1;

Level 6
[A&B-—>CA|l=>B->C
No subgoals!

val it = () : unit

Para se poder efectuar provas que envolvem abreviaturas é necessério reescrever
as férmulas de acordo com as definigdes correspondentes. Para tal, pode-se utilizar
o comando

Goalw {defini¢des| "metaférmula®;

Este reescreve as abreviaturas de acordo com a defini¢des, em todas as férmulas que
estdo presentes na metaférmula. Ainda assim, no decorrer da prova podem surgir
novamente formulas que utilizam abreviaturas. Neste caso, serd necessdrio reescrever
a férmula, pois como o objectivo estd escrito de forma abrevida e as hipéteses nao,
ou sgja, as formulas tém estrutura sintdctica diferente, entéo a unificaco falha. Para
resolver este problema basta digitar a téctica

by (rewrite goals tac [definigGes]);

QO exemplo seguinte ilustra o uso do comando Goalw e da tédctica anterior para
a abreviatura da negagéo (TP == P -> False).

2. FrorL” Tp&T (p->q)->""q

> Goalw [not_def] ""Tp&T 7 (p->q)->""q";

Level 0 (1 subgoal)

TTp& TT(p—>q) > "Tq

L. ((p —> False) —> False) & (((p —> q) —> False) ~> False) —>
(q ~=> False) ~> False

val it = {] : Thm.thm list

> br impl 1;

Level 1 (1 subgoal}

TTp& TT(p—>q) > "7q

1. ((p —> False) —> False} & (((p —> q) ~> False} > False)
==> (q > False} —> False

val it == () : unit

> br impl 1;

Level 2 (1 subgoal)

Tp& T (p>q)-> TTq

L. [| {((p —> False) —> False) & (((p —> q) ~> False) —> False);
q —> False |}

=== False

val it = () : unit
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> br mp 1;
Level 3 (2 subgoals)
“p& T (p > q) >
- H ((P ~> False) ~> Faise) & ({{p —> q) —> Palse) —> False);
q > False ||
"*“"> P2 > False
2. || ((p —> False) —> False) & (((p —> q) —> False) > False);

q —> False {]

= TP2

val it = () : unit

> ba 1

Level 4 (1 subgoal)

”"p & T(p->q)-> 9
1. [l ((p —> False) -> False) & (((p => q) ~> False) --> Falsc);

q > False |

mmemD>

val it = () : unit

> brmp 1;

Level 5 {2 subgoals)
Tp& (> >
1. [| ((p —> False) —> False) & (((p ~> q) ~> False) -> False);

q —> False ||

==> TP3 > q

2. [| ((p —> False) —> False) & {{p -> q) —> Falsc) -> False);
q —> False |}

m=>> 7P3

val it == () : unit
> br notnotD 2;
Level 6 (2 subgoals)
~”p & "(p->q >
1. [l ((p —> False) —> False) & (((p—> q) —> False) ~> False);
q ~> False ||
=> TP3->q
[| ((p —> False) —> False) & (((p > q) —> False) —> False);
q ~> False |]
==> ""1P3
val it = () : unit
> br conjunctl 2;
Level 7 (2 subgoals)

’"’p & "(p->q) >

1. {| {{p —> False) ~> Faise) & ({({(p > 4q) - False) —> False);
q —> False |}
== 1P3->
2. | ((p > False) —> False) & (((p -> q) > False) —> False);
q ~> False ||
== " T7P3 & TQ5

val it = () : unit
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Com se pretende que no subobjectivo 2, ~7IP3 & Q5 seja
((p —> TFalse) > False} & {((p -> q) —> False) ~> False), entdo tem-se de
reescrever o subobjectivo de modo a que a unificaciio néo falhe.

> by (rewrite_goals _tac [not_def});

Level 8 {2 subgoals)

Tp&TT(p->q) > "Tq

1. [} ((p —> False) ~> False) & (((p —> q} —> False) —> False);
q —> False ||

==> 7P3 -> q

2. [| ((p —> False) —> False) & (((p —> q) —> False) —> False);
q —> False |}

==> ((TP3 ~> False) —> False) & 7Q5

val it = () : unit

Agora & s6 utilizar a téctica de unificagio com hipéteses para se obter o desejado.

> ha 2;

Level 9 (1 subgoal)

Tp& TT(p->q) > "Tq

L {| ((p => False) —> False) & (((p —> q) —> False} ~> False};
q —> False ||

==>Dp->q

val it = () : unit

> br notnotD 1;

Level 10 (1 subgoal)

Tp&TT(p->q)->""q

L. [} {({(p —> False) -> False) & (((p —> q) —> False) —> False);
q ~> False ]

==>""(p > q)

val it = () : unit

> br conjunct2 1;

Leve] 11 (1 subgeal)

TTp& TTp->q)-> TTg

L. [| {(p —> False) —> False) & ({({p —> q) —> False) —> False);
q ~> False ||

==> P77 & ""(p-> q)

val it = () : unit

> by (rewrite_goals_tac [not_def]);

Level 12 {1 subgoal)

Tp& T (p>q) > "

L [} ((p —> False) —> False) & (((p > q) > False) —> False);
q —> False ]

==> TP7T & (((p —> q) —> False} —> False)

val it = () : unit

> ba 1;
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Level 13
Tp&TTp>9) > g
No subgoals!

val it == () : unit

3. %"*FOL Eyvl Q ('an) - Vzay Q (:L:y) .

> Goal "(EX y. ALL x. Q(xy))>(ALL x. EXy. Qix,y))"
Level 0 (1 subgoal)

(EX y. ALL x. Q{x,y)) > (ALL x. EXy. Qlx, v))

1. (EX y. ALL x. Q(x, y)) —> (ALL x. EXy. Qx, v))
val it = {] : Thm.thm list

> brimpl 1;

Level 1 (1 subgoal)

(EX y. ALL x. Q(x, y)) => (ALL x. BEXy. Qx, y))

1. EXy. ALL x. Q(x, y) ==> ALL x. EXy. Qx, v)
val it = () : unit

> br alll 1;

Level 2 (1 subgoal)

(EX y. ALL x. Q(x, y)) —> {(ALL x. BEX y. Qx, v))

1. x. EX y. ALL x. Q(x, y) ==> EXy. Q(x, y)

val it = () : unit

Neste momento da prova surge a necessidade de utilizar a regra ezl que & a
metaformula [| EX x. 7P(x); !x. 7P(x) ==> TR || ==> 7R. Esta significa que para
obter 7R & necessario ter como hipstese EX x. 7P(x) e que a partir de !x. TP (x) se
tem de deduzir ?R.

Se se aplicar resolve_tac [exE] 1 obtém-se:

Level 3 (2 subgoals)

(EX y. ALL x. Q(x, y)) => (ALL x. EXy. Qlx, v))

1. Ix. EX y. ALL x. Q(x, y) ==> EX xa. 7P2(x, Xa)

9. Ux xa. || EX y. ALL x. Q(x, y); 7P2(x, xa) || ==> EXy. Qx, y)
val it = () : unit

Neste caso, serd necessério usar a tactica de unificagio com as hipoteses aplicada
ao primeiro subobjectivo, pois 0 que se pretende & que EX xa. 7P2(x, xa) seja KX
v. ALL x. Q{x, y) e assim, 7P2(x, xa) seja ALL x. Q(x, y).

> ba 1;

Level 4 (1 subgoal)

(EX y. ALL x. Q(x,y)) > (ALL x. EXy. Q(x, v))

1. x xa. [| EX y. ALL x. Q(x, y); ALL x. Q(x, xa) | ==> EX y. Q(x, )
val it == () : unit

No entanto, além da tdctica de resolugdo resolve_tac [regras] 1 existe também
a tdctica de resolucdo com eliminagdo que & equivalente & resolucio seguida de
unificacio da primeira premissa, por hipétese. Fsta regra usa-se para regras de
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climinagio, ou seja, regras esquerdas e é a tactica eresolve_tac fregras/ i. A téctica
eresolve_tac fregraf 1, pode ser abreviada por etac regra i. A aplicacio by (etac regra
i) & abreviada por be regra i

No entanto, por vezes esta tdctica ndo poderd ser utilizada, isto acontece quando
a unificacao da primeira permissa, por hipdtese nao é imediata.

De seguida apresenta-se a prova completa da propriedade 3 recorrendo & téctica
elac.

> Goal "(EX y. ALL x. Q(x,¥))->{ALL x. EX y. Q(x,y)";
Level 0 {1 subgoal)

(EXy. ALL x. Q{x,y}) —> (ALL x. EX y. Q(x, v))
L. (EXy. ALL x. Q(x,y)) —> (ALLx. EX y. Q(x, ¥))
val it = [} Thm.thm list

> brimpl 1,

Level 1 (1 subgoal)

(EXy. ALLx. Q(x,y)) —> (ALLx. EX y. Q(x, y))
1. EXy. ALL x. Q(x,y) ==> ALL x. EX y. Q(x, y)
val it = {} : unit

> br alll 1;

Level 2 (1 subgoal}

(EX y. ALL x. Q(x,¥)) > (ALL x. EX y. Q(x, y))
1% EXy. ALL x. Q(x,y) ==>EXy. Q{x, vy)

val it = () : unit

> be exE 1;

Level 3 (1 subgoal)

(EX y. ALL x. Q{x, y)) —> (ALL x. EX y. Q{x, ¥))
L xy ALL x. Q(x, y) ==> EX y. Q(x, y)

val it = () : unit

> brexI 1

Level 4 (1 subgoal)

(EXy. ALLx. Q(x,¥)) —> (ALL x. EX y. Q(x, v))
L. Hxy ALL x. Q(x, y) ==> Q(x, 7y3(x, y))

val it = () : unit

> br spec 1,

Level 5 {1 subgoal)

(EX y. ALL x. Q(x,y}) —> (ALL x. EX y. Q{x, ¥))
L xy ALL x. Q(x, y) ==> ALL xa. Q(xa, 7y6(x, xa, y))
val it = () : unit

> ba I;

Level 6

(EXy. ALL x. Q(x, y)) -> (ALL x. EX y. Q(x, y))
No subgoals!

val it = () : unit
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2.3 ZF

Durante esta sec¢io serao apresentadas as representagdes basicas da teoria ZF que
permitem introduzir a teoria de conjuntos descrita no capitulo anterior. Depois
passar-se-d & apresentagao das provas em Tsabelle das propriedades da. unido, da
intersecgo, da complementaridade, dos conjuntos das partes, etc. seguindo & ordem
pela qual estes conceitos foram referidos no capftulo anterlor.

Como ja foi referido anteriormente, & teoria ZF implementa a teoria de conjuntos
de Zermelo-Fraenkel como uma extensdo da teoria FOL, portanto todas as regras
disponfveis na teoria FOL estdo também disponiveis na teoria ZF.

Em Isabelle ZF o conjunto vazio (@) é representado poreo stmbolo de pertenge
por : . Assim, por exemplo se se quiser representar € A, digita-se x © A No caso
de se querer z ¢ A, escreve-se x":A.

2.3.1 Axioma da extensionalidade e subconjuntos

No capftulo anterior, 0 primeiro axioma apresentado & 0 arioma da extensionalidade.
Relembrando

(A= B) & (Vs (zre Az € B)).

Em seguida, definiu-se o conceito de subconjunto. Em ZI° esta definicio designa-se
por subset_def e é representada por:

A <= B == ALL xtA. xxI3 ,
onde <= representa o simbolo & .

Verificou-se apés esta definigao que o axioma da extensionalidade podia ser re-
formulado dizendo que:

(A=B)<:>A_C_B/\B§A.
Em ZF este é designado por extension e codificado do seguinte modo:

AsB<—>A<xB&B<=A

Clomo consequéncia deste axioma e do conceito de subconjunto, em Z¥ foram
derivadas as seguintes regras para subconjuntos, para a igualdade de conjuntos e
para o Conjunto vazio.
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subset] Mx. x: A==>x:B)==>A<=B

subsetD [A<=Bj;c: Af]==>¢:B

subsetCE [A<=DB;¢™: A==>P;c: B==>P | ==>P
subset_refl A<=A

subset_trans [[A<=B;B<=Cl| ==>A<=C

equalityl JA<=B;B<=A]==>A=D8

equalityD1 A=B==>A<=08
equalityD2 A=B=m=>B<=A

equalityE [A=B;[|]A<=B;B<=Al] ==>P|]==>P
emptyE a:0==>R

empty-subsetl 0 <= A

equals0l {Ny. y+ A ==> False) ==> A =0

equalsOD A=0==>a"1A

2.3.2 Unioes e interseccoes

Uniao

O azioma do unido fol o segundo axioma apresentado no capitulo anterior. Em
ZF este ¢é designado por Union_iff e é codificado do seguinte modo:

A : Union(C) <-> (EX B:C. A:B)

onde Union(C) é a representacdo em ZF da unido de uma classe de conjuntos
(ue).

A unido de uma classe que contenha apenas dois conjuntos A e B é designada
por Un e a sua definicio é a seguinte:

Un_def A Un B == Union{Upair(A,B))

onde Upair ¢ a designacdc em ZF de par ndo ordenado. Assim, Upair(A,B) repre-
senta o conjunto {A, B}.

Se se desejar denotar o conjunto singular {A} utiliza-se Upair(A,A).

Em ZF tem-se as seguintes regras para a unifo generalizada (Union) e para a
unido de dois conjuntos (Un).

L
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Unionl [B:CA:B|==>A: Union(C)
UnionE (| A: Union(C); IB. [ A:B;B: C | ==>R | ==>R

Union_upper B: A ==>D <= Union(A)
Union_least  (Ilx. x: A ==>x <= () ==> Union(A) <= C

Unll ¢c:A==>c¢:AlUnD

Unl2 c:B==>c: AUnDB

UnClI (¢ 72 Bm==>c: A)==>cC AUnDB

Unk lc: AUnBjc: A==>Pc: B==> P | ==>P

Un_upperl A <= A Un B"
Un upper2 DB<=AUnD
Un_Jeast |A<=CB<=Cl==>AUn B<=C

De seguida apresenta-se provas de algumas das propriedades da unido de con-
juntos apresentadas na secgdo 1.5.

2. byp U {A} =A

> Goal "Union{{A})=A";

Level 0 (1 subgoal)

Union({A}) = A

1. Union{{A}) = A

val it =[] : Thm.thm list

> br equalityl 1;

Level 1 (2 subgoals)

Union{{A}) = A

1. Union({A}) <= A

2. A <= Union({A})

val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 2 (2 subgoals)

Union({A}) = A

1. I'x. x : Union({A}) ==>x1 A
9. A <= Union({A})

val it = () : unib

= br subset! 2;

Level 3 (2 subgoals)

Union({A}) = A

1. M. x: Union({A}) ==>x: A
9. x. x: A ==> x: Union{{A})
val it = {) : unit

> be Unionk® 1;
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Level 4 (2 subgoals)

Union({A}) = A

1L "W B [|x:B;B: {A} ] ==>x: A
2. Ix. x ¢ A ==> x: Union{{A})
val it = () : unit

> be singletonE 1;

Level 5 (2 subgoals)

Union{{A}) = A

LIxB. {|x:BB=Al|==>x:A
2. Ix. x 0 A ==> % Union({A}}
val it = (} : unit

> be equalityE 1;

Level 6 (2 subgoals)

Union({A}) = A

LB [|x:B;B<=AA<=B| ==>x:A
2. 'x. x ¢ A ==>x: Union({A})
val it = () : unit

> be subsetD 1;

Level 7 (2 subgoals)

Union({A}) = A

LIxB. [lx:BA<=B|l==>x:B
2. Ix. x: A ==>x: Union({A})
val it = () : unit

> ba 1;

Level 8 (1 subgoal)

Union({A}} = A

1 % x: A ===>x: Union({A})
val it = {} : unit

> br Unionl 1;

Level 9 (2 subgoals)

Union({A}) = A

1Moo A == 7B7(x) : {A}
2. % A==>x:1B7(x)

val it = () : unit

> ba 2;

Level 10 (1 subgoal)

Union({A}) = A

Lo Nx. x: A == A {A}

val it = {) : unit

> br singletonl 1;

Level 11

Union({A}) = A

No subgoals!

val it = () : unit

61
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4. ?*ZFAUB=BUA

> Goal "A Un B =B Un A"
Level 0 {1 subgoal)
AUnB=BUnA
LAUnB=DBUnA

val it = [} : Thin.thm list

> br equalityl 1;

Level 1 (2 subgoals)
AUnB=BUnA
1.LAUnB<=BUnA

2. BUnA<=AUnB

val it = () : unit

> br subset] 1;

Level 2 (2 subgoals)
AUnB=DBUnA

1. x, x: AUn B ==>x: BUnA
2. BUnA<=AUnDB

val it = () : unit

> be UnE 1;

Level 3 (3 subgoals)
AUnB=3BUnA

1Mk x: A==>x:BUnA
2. Ilx, x: B==>X: B Un A
3. BUnA<=AUnD

val it = () : unit

> br UnI2 |5

Level 4 (3 subgoals)
AUnB=BUnA

LWx. x: A==>x:4A

9. U, x: Be==>%: BUnA
3. BUnA<=AUnD

val it = () : unit

> bha 1;

Level 5 (2 subgoals)
AUnB=BUnA

1 M x:B==>x:BUnA
9 BUnA<=AUnDB

val it = () : unit

> br Unll 1;

Level 6 (2 subgoals)
AUnB=BUnA

1.Ix. x: B==>x:8

2. BUnA<=A4AUnDB

val it = () : unit

> ba l;

Level 7 (1 subgoal)

Teoria de conjuntos em Isabelle




AUnB=BUnA

1. BUnA<=AUnB

val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 8 (1 subgoal)
AUnB=BUnA

LM x:BUnA==>x: AUnB
val it = () : unit

> be UnE 1;

Level 9 (2 subgoals)
AUnB=DBUnA
LlIx.x:B==>x:AUnB
2. M x: A==>x: AUnB
val it = () : unit

> br Unl2 1;

Level 10 (2 subgoals)
AUnB=BUnA

1 x, x: B==>x: B

2. Mx. x: A==>x:AUnB
val it = () : unit

> ba l;

Level 11 {1 subgoal)
AUnB=BUnA

ILx.x: A==>x:AUnB
val it = () : unit

> br Unll I;

Level 12 (1 subgoal}
AUnB=BUnA

1% % As=>x: A

val it = () : unit

> ha 1;

Level 13

AUnB=BUnA

No subgoals!

val it = () : unit
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As provas das restantes propriedades da unifo sfo semelhantes as anteriores e

podem ser vistas na subsec¢io A.2.1 do apéndice.

Interseccao

A definigéo da intersecgdo de uma classe A em ZF ¢ designada por Inter def e

é codificada por
Inter(A) == {x: Union(A) . ALL y:A. x: y}

A intersecgao de dois conjuntos A e B ¢ denotada por A Int B ¢ ¢ definida por

Int_def A Int B == Inter(Upair(A,B))
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Em 7F tem-se as seguintes regras para & interseccio generalizada, (Inter) e para
a intersecgio de dois conjuntos (Int).

Designagao

Interl
TnterD
InterE

Inter Jower
Inter _greatest

Inti
IntD1
IntD2
Intis

Int_lowerl

Int lower2
Int_greatest

De seguida apres

Regra

[t x: C==> A C =0 ==>A: Inter(C)
(| A: Inter(C); B: C | ==>A:B
(A :Inter(C); B C==>R A B==>R|==>R

B A ==> Inter(A) <= DB
[A7=0;!x x: A==> C<=xl]==>0C<= Inter(A)

lc: Aje: Bl ==> ¢t Alnt B

c: AlptB==>c: A

¢c: Alnt B==>c: DB

le: Alnt By fjo: Ase: B || ==> P || ==>7P

Alnt B<= A

Alnt B<=DB
[|C<xA;C<-:BH:':::>C<"-:A1nt]3

enta-se a prova de algumas das propriedades da interseceao de

conjuntos apresentadas na secgdo 1.5.

.-ANG =0

~ Goal "A Int 0

— Oll;

Level 0 (1 subgoal)

Alnt 0 =0
1. AInt0=20

val it = [} : Thm.thm list

> br equalityl 1;

Level 1 (2 subgoals)

Alnt0=20
1. AInt0 <=0
9.0 <= AInt 0

val it = () : unit
> br subsetl 1;

Level 2 (2 subgoals)

Alnt 0=20
1. Mx. x: Alnt
9.0 <=AlInt0

val it = {) : unit
> br subsetl 2;

= X 0

Level 3 (2 subgoals)

Adnt 0=0




LM x: Alnt0==>x:0
2 M. x:0==>x:Alnt0
val it == () : unit

> hr emptylh 2;

Level 4 (2 subgoals)
AInt0=0

Llx.x: AInt Q0 ==>x:0
2. x. % O ==>T7a3(x): 0
val it = {) : unit

> ba 2;
Level 5 (1 subgoal)
Alnt 0 =20

LM x: Ant0==>x:0
val it == () : unit

> be IntD2 1;

Level 6

Alnt 0=0

No subgoals!

val it = {) : unit

2.Fkzp ANB=BNA

> Goal "AInt B=3BInt A",
Level 0 (1 subgoal)
AlntB=BInt A
I.LAItB=BInt A

val it = [} : Thm.thm list

> br equalityl 1;

Level 1 (2 subgoals)

Alnt B=BInt A

I AInt B <= Blnt A

2. BInt A <=AIntB

val it = () : unit

> br subset] 1;

Level 2 (2 subgoals)

Alnt B=Blnt A

LIk, x: AIntB==>x:BInt A
2BIntA<=AIntB

val it = () : unit

> br Intl 1;

Level 3 (3 subgoals)

AInt B=BiInt A

LMx.x: Alnt B==>x:B
2. x: AlntB==>x:A
3. BInt A <=AlIntB

val it = () : unit

> br IntD2 1;
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Level 4 (3 subgoals)

Alnt B=DBInt A

1. Wx. x : Alnt B ==>x: 7A3(x) Int B
2. lx. x: Alnt B==>x: A

3. BInt A<=AInt B

val it = {} : unit

> ba 1,

Level 5 (2 subgoals)

Alnt B=3BInt A

1.0k x: Alnt B==>x:A
2.BInt A <=AIntB
val it = () : unit

> br IntD1 1,

Level 6 (2 subgoals)
Alnt B=BIat A

1 Ux x: Alnt B ==>x:
2. BInt A <= Alnt B
val it = {) : unit

> ha 1;

Level 7 (1 subgoal)
AlntB=DBInt A

1. BInt A <= Alnt 13
val it = () @ unit

> br subsetl 1;

Level 8 (1 subgoal)
Alnt B=BInt A
1M x: Blnt A ===>x: Alnt BB
val it = () : unit

> br Intl 1;

Level 9 (2 subgoals)

Ant B=BInt A

1 Ux. x: BInt A==>x: A

2. Ux. x: Blnt A ==>x:DB

val it = () : unit

> br IntD2 1;

Level 10 {2 subgoals)
AlntB=BInt A

1% x: BInt A ==>x: TA7(x) Int A
2 x. x: BInt A==>x:D8

val it = () : unit

> ba 1;

Level 11 (1 subgoal)

AInt B=BInt A

L. x:Blnt A==>x:13

val it = () : unit

> br IntD1 1;

Level 12 (1 subgoal)

A Int 734(x)
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Alnt B=BInt A

LoMx x: BInt A ==>x: B Int 7B8(x)
val it = () : unit

> ba I

Level 13

Alnt B=BInt A

No subgoals!

val it = () : unit

As provas das restantes propriedades da interseccdo sio semelhante as anteriores
¢ podem ser vistas na subseccdo A.2.2 do apéndice. As provas das propriedades
distributivas referidas na seccéo 1.5 podem ser consultadas na subsecgio A.2.3 do
apéndice,

2.3.3 Complementares

A diferenca entre dois conjuntos A e B é denotada em ZF por A - B e é definida, por

Diff def A-B == {X:A . x~:B}

O complementar de um conjunto é neste caso representado utilizando a diferenca.
Assim, se AC F, entdao A' = FE — A.
Em ZF tem-se as seguintes regras para a diferenca entre dois conjuntos.

Designagao Regra
Diff] lc: Aje™: Bl ==>c:A-B

DiffD1 C:A'B:=>C:A

Diff D2 c; A-B==>¢" B

DiffE fc:A-Bi[lc: A;ec™: Bl ==>P|l==>P

Em seguida, apresenta-se a prova em Isabelle ZF de algumas das propriedades
referidas na sec¢ao 1.6.

Lbgp(A) = A

> Goal "A<=E ==> (E-(E-A)) = A";
Level 0 (1 subgoal)
A<=E==>E-{E-A)=A

L A<=E==>E-(E-A)=A

val it = [} ; Thm.thm list

> br equalityl 1;

Level 1 (2 subgoals)
A<=E==>E-(E-A)=A
LA<=E==>E-(E-A) <=A
2A<=E==>A<=E-(E-A)
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val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 2 {2 subgoals)
A<=E==>E-(E-A)=A

1x [|A<=Ex: E-(E-4A) | ==>x:A
9 A <=B==>A<=E- (E-A)

val it = () @ unit

> be DUIE 1;

Level 3 (2 subgoals)
Ac=E==>E-(E-A)=A

LMk [|A<=Ex:Ex™ E-Alj==>x:4A
9. A<= B ==>A<=E-(E-A)

val it = () : unit

> bhe swap 1;

Lavel 4 (2 subgoals)
A<=E==>FE-(E-A)=A

1M | A <=Byx: Byx T Al == x - A
9. A <=B==>A<=E-([-A)

val it = () : unit

> br Diffl 1,

Level 5 (3 subgoals)
A<=E==>L-(E-A)=A

1ok [ A <=Eyx: Byx 7 Al]==>x 1
2 Mx A <=Ex:Ex T Al ==>x 1A
3. A<=FE==>A<=E-(E-4)

val it == () : unit

> ha l;

Level 6 (2 subgoals)
A<c=BE==>E-E-A)=A

Lx [[A<=Ex:Ex7: A | == x T8 A
2. A <=E==>A<=E-(E-A)

val it = () : unit

> ba l,

Level 7 (1 subgoal)
A<=E==>E-(E-A)=A
1LA<=E==>A<=E-(E-A)

val it = () : unit

> br subset] 1;

Level 8 (1 subgoal)
A<=E==>E-(E-A)=A

LIk | A<= Ex: Al ==>x: E-{E-A)
val it = () : unit

> br Diffi 1;

Level 9 (2 subgoals)
A<=E==>E-(E-A)=A

L [A<=Ex: All==>x:L

2. x| A <=Ejx: Al ==>x" E-A
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val it = () : unit

= be subsetD 1;

Level 10 (2 subgoals)
A<=E==>E-(E-A)=A
Ll % A==2%: A

2.Ix. |[A<=E;x: A|]==>x":E-A
val it = () : unit
> ba 1;

Level 11 (1 subgoal)
A<=E==>E-(E-A)=A

Ll As=Exi1All==sx": E-4
val it = () : unit

> br notl 1;

Level 12 (1 subgoal)
A<=E==>E-(E-A)=A

1. Ix. [A<=E;x: A;x: E- A|] ==> False
val it = () : unit
> be DiffE 1;

Level 13 (1 subgoal)
A<=E==>E-(E-A)=A

L |As=B%xi Avk: Brg ™ Al] == Bilse
val it = () : unit

> be notE 1;

Level 14 (1 subgoal)
A<=E==>E-(E-A)=A

I M. [AceBin: Apur Ell==sn1 A
val it = () : unit

> ba.1;

Level 15

A<=E==>E-(E-A)=A

No subgoals!

val it = () : unit

Por vezes, torna-se necessdrio modificar a ordem pela qual as hipéteses sao
apresentadas. Para tal usa-se a téctica rotate_tac n i que roda as hipéteses do
subojectivo 4, n posigdes: da direita para a esquerda, se n for positivo e da esquerda
para a direita, se n for negativo. Em substitui¢@o, pode-se usar o comando back()
as vezes que forem necessdrias para as hipéteses fiquem pela ordem desejada. Na
prova da propriedade seguinte ilustra-se a aplicacao de rotate_tac.

6. Fzp ACB& B CA

> Goal "[|A<=E;B<=E|]==>(A<=B)<->(E-B)<=E-A ";
Level 0 (1 subgoal)

[ Ax=F; Be=Ff|==sAs=BesBE-Be=E-4

L. [| & &= B B <=B|] == AZ=B<H E:Bv=E: A
val it = [] : Thm.thm list
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= br iffT 1;

Level 1 (2 subgoals)

|A<=EB<=E| ==> A<=B<>E-B<=E-A
L[lA<=EB<=EA<=3B| ==>E-B<=E-A

2. [|A<=E;B<xE;EmB<r:E-AH ==> A <=B

val it == (} : unit

> br subsetl 1;

Level 2 (2 subgoals)

(A <=EB<=E]| > A<=B<>E-B<=E-A
LMk [A<=EB<=EA<=DBx: E-B|l ==>x:E-A
2. HA<=E;B<$E;E-B<::E~AH == A <= B

val it = () : unit

> br Diffl 1;

Level 3 (3 subgoals)

[A<=EB<=Ef==>A<=B<> E-B<=E-A
LI [|A<=EB<=EA<=DBx: E-Bj ==>x: 5
2. k. [A<=EB<=E A<= x:1- B ==>x " A
3.A<=EB<=EE-B<=D- Al ==> A <=1

val it = () : unit

> be DIiffE 1,

Level 4 (3 subgoals)

[A<=EB<=Ef==>A<=B<> E-B<=E-A
Lk [A<=EB<=EA<=Bx: Bx 7Bl ==>x: B
9. x. [ A <=E; B <= A <=DBx: E-Bj==>x": A
3. [{A<xE;B<=E;E—B<=E-A|] ==> A <=1

val it = () : unit

> bhal;

Level 5 (2 subgoals)

[A<=EB<=E|[ = A <= B <> B-Ba=E-A
LIk [|A<=EB<=E A<=DBx: E-B ==>x" A
2. [[A<=EB<=EE-B c=FE-Al|==>A<=D

val it = () : unit

> br notl 1;

Level 6 (2 subgoals)

lA<=EB<=E] e A =B <>E-Ba=E-A
Lk [A<=EB<=E A<= B x: E-B;x: Al ==> Falsc
2. HA<::E;B<zE;E—~B<xE-Ai] ==> A <= B

val it = () @ unit

> be DiffE 1;

Level 7 (2 subgoals)

[A<=EB<=E]| = A<=B<>E-B<=E-A
Lk [A<=EDB<=E A<=Brx: Ayx: Eyx T Blj==> False
2. [1A<-:_-E;B<=E;E—B<$E—A!] ==> A <=B

val it = () : unit

> be notE 1;

Level & (2 subgoals)
[iA<::E;B<=E|]=:>A<xB<w>E-B<::E-A




Lix [A<=EB<=EA<=B;x: A;x: E|]==>x:B
2[[A<=EB<=EE-B<=E-A| ==>A<=8

val it = () ; unit

> be subsetD 1;

Level 9 (2 subgoals)
JA<=EB<«<=E|==>A<=B<>E-B<=E-A

Lk [A<=EB<=Ex: A;jx:Efj==>x: A
2.[[A<=EB<=EE-B<=E-Al|==>A<=B

val it = () : unit

> ba 1;

Level 10 (1 subgoal)
[A<=E;B<=E|]=>A<=B<>E-B<=E-A
LA<=EB<=EE-B<=E-A| ==>A<=D8

val it = () : unit

> br subset] 1,

Level 11 (1 subgoal}
[A<=EB<=E||=>A<=B<>E-B<=E-A

1L.Ix |A<=EB<=EE-B<=E-A;jx: Al]==>x:B

val it = () : unit

> br classical 1;

Level 12 (1 subgoal)
lA<=EB<=E|==>A<=B<>E-B<=E-A

L!x. [A<=EB<=EE-B<=E-A;x: A;jx :B||]==>x:B
val it = {} : unit

> br FalseE 1,

Level 13 (1 subgoal)
[A<=EB<=E||==>A<=B<>E-B<=E-A

LM [A<=EB<=EE-B<=E-A;x: A;x 7 B ===> False
val it = () : unit

> br notE 1;

Level 14 (2 subgoals)
[A<=EB<=E|]=>A<=B<>E-B<=FE
Lix [A<=EB<=EE-B<=E-A;x: A;x~
2 JA<=EB«<=EE-B<=E-A;x: A
val it = () : unit

X
-X‘w

b

-A
: B ==> "TP11{x)
: B[] ==> 7P11(x)

Como se pretende que no subobjectivo 2 TP11(x) seja x : A, entdo tem-se que
colocar esta hipétese em primeiro lugar, ou seja, tem-se de fazé-la rodar da direita
para a esquerda 3 posigdes. Isto porque quando se aplica a tdctica de unificacio
com hipdteses esta compara sintacticamente a concluséo do subobjectivo com as
hipéteses. Neste caso qualquer uma das hipdteses ¢ sintacticamente igual a 7P11(x}
e logo qualquer uma delas unificaria com a conclusao.

> by (rotate_tac 3 2);

Level 15 (2 subgoals)
[A<=EB<=E|==>A<=B<>E-B<=E-A

LUIx [A<=EB<=EE-B<=E-A;x: A;jx 7 B ==> "TP11(x)

|
|
5
?
|
|
:
|
|
|
|
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2. Mx [lx: Ayx T By A<= B Be=EE-B<=E-Al ==> 7P11(x)
val it = () : unit

Agora se se aplicar a tactica de unificagdo com hipéteses obtém-se o desejado.

> ba Z;

Level 16 (1 subgoal)

[A<=EB<=E| ee> Ac=B<>E-B<=E-A
1. x. [[A<=E;B<ﬂE;E-B c=E-Ax: Ayx Bl ==>xT A
val it = () : unit

> br DiffD2 1;

Level 17 (1 subgoal)

| A <=E; B <=E| ==> Ac<=B<>E-B<=E-A
1. x. [1A<xE;B<mE;E—B<mE—A;x: Ayx T B
==> x : TA12(x) - A

val it = (} : unit

> be subsetD 1;

Level 18 (1 subgoal)

(| A <=E; B <=E| ==> Ac=B<>E-B<=E-A
1 fx | A <=E B <=Ex: Ax T B|l==>x:E-B
val it = () : unit

> br DiffI 1;

Level 19 (2 subgoals)
[|A<=E,B<:EH::>A<:B<—>E—B<zl*-A
1. x [|A<::E;B~<:E,><::A;};~ Bl ==>x:E

2. x [\A<:E;B<xE};x:A;x" Bl ==>x"D

val it = () : unit
> be subsetD 1;

Level 20 (2 subgoals)

[lA<:—-E;B<=EH > A<=B<>E-B<=E-A
1 Wx || B<=E;x: Ajx Bll==>x:A

2. x. [| A <=E; B <=L; x¢ Ayx i Bll==>x":D8
val it == () : unit

> ba 1,

Level 21 (1 subgoal)

[A<=EB<=E| e Ac=B<>E-B<=E-A
1Lk | A<=EB<=Ex: Ax T Bl==>x":B
val it = () : unit

> ba l;

Level 22

| A<=EB<=E] —en Ac=B<>E-B<=E-A
No subgoals!

val it = () : unit

As provas da restantes propriedades séo semelhante &s anteriores e podem ser

vistas na subseccdo A.2.4 do apéndice.
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As préximas provas siio as provas das propriedades da soma de conjuntos apre-

sentadas na secgao 1.6, Relembre-se que a soma de dois conjuntos A e B era definida
1o weguinte modo:

A+B={A-B)U(B—A).

]m |“"zj.' A‘{“B = B+A

> Goal "((A-B)Un(B-A))=((B-A)Un(A-B))",

Level 0 (1 subgoal)
A-BUn(B-A)=B-AUn(A-B)
LA-BUn(B-A)=B-AUn(A-B)

val it = [] : Thm.thm list

= br equalityl 1;

Level 1 (2 subgoals)
A-BUn(B-A)=B-AUn(A-DB)
LLA-BUn(B-A)<=B-AUn(A-B)
2B-AUn{A-B)<=A-BUn(B-A)

val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 2 (2 subgoals)

A-BUn(B-A)=B-AUn (A-B)

LM x:A-BUn (B-A)==>x:B-ATUn(A-B)
2B-AUn(A-B)<=A-BUn (B-A)

val it = (} : unit

> br subsetl 2;

Level 3 (2 subgoals)
A-BUn{B-A)=B-ATUn(A-B)

LM x:A-BUn(B-A)==>x:B-AUn(A-B)
2. x:B-AUn(A-B)==>x:A-BUn (B-A)
val it = () : unit

> be UnE 1;

Level 4 (3 subgoals)
A-BUn(B-A)=B-AUn{A-B)

L. x: A-B==>x:B-AUn(A-B)

2% x:B-A==>x:B-AUn(A-B)

3 M. x:B-AUn(A-B)==>x:A-BUn(B-A)
val it = () : unit

> br Unl2 i;

Level 5 (3 subgoals)
A-BUn(B-A)=B-AUn(A-B)

LM x: A-B==>x:A-B

2. x. x:B-A==>x:B-AUn(A-B)

30 x:B-AUn(A-B)==>x: A-BUn(B-A)
val it = () : unit

> ba 1;

Level 6 (2 subgoals)
A-BUn(B-A)=B-AUn(A-B)
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1. x. x: B-A==>x:B-AUn (A-D)
9 fx. x: B-ATUn(A-B)==>x: A-BUn(B-A)
val it = () : unit

> br Unll 1;

Level 7 (2 subgoals)
A-BUn(B-A)=DB-AUn (A-DB)

1. Ux. x: B-A==>x:B-A

9. Mx. x: B-AUn(A-B)==>x: A-BUn(B-A)
val it = () : unit

> bha 1;

Level 8 (1 subgoal)
A-BUn(B-A)=B-AUn(A- B3)

1 Ix. x: B-AUn(A-DB)==>x: A-BUn(B-A)
val it = {) + unit

> he UnE 1,

Level 9 (2 subgoals)
A-BUn(B-A)=DB-AUn (A - B}
1. x:B-A==>x:A-BlUn (B-A)
9 My x: A-B==>x:A-BUn (B - A)
val it = () @ unt

> br Unl2 1;

Level 10 (2 subgoals)
A-BUn(B-A)=DB-AUn (A -B)

1L lMx x:B-A==>x:B-A

9 lx. x: A-B==>x:A-BUn (B-A)
val it = () : unit

> ba l;

Level 11 (1 subgoal)

A-BUn(B-A) =B-AUn{A-B)
Lt x:A-B==>x:A-BUn (B-A)
val it = () : unit

> br Unll 1;

Level 12 (1 subgoal)
A-BUn(B-A)=DB-AUn (A - B)
Lixx:A-B==>x:A-B

val it = {) : unit

> ba 1

Level 13

A-BUn(B-A)=B-AUn (A - B)

No subgoals!

val it = () : unit
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2- }_ZFA“F(B'}‘C‘) =(A*“§"B)‘+'C

Para provar esta propriedade torna-se mais fcil, em primeiro lugar, provar os
dois lemas seguintes.

Lema 1:

> val [ml,m2,m3]= Goal "[|x A - B; x":A==>R; x:B==>R|]==>R";
Level 0 (1 subgoal)

R

I.R

valml = "x 7 A-B" |] : Thm.thm

valm2 = "x 71 A==> R" [] : Thm.thm

val m3 = "x : B ==> R" {] : Thm.thm

> br classical 1;

Level 1 (1 subgoal}

R

1. "R==>R

val it = () : unit
> br m3 1;

Level 2 (1 subgoal)
R

1. R==>x:8
val it == () ; unit
> br classical 1;
Level 3 (1 subgoal)

R

L Rx"Bj==>x:B
val it = () : unit

> br FalseE 1,

Level 4 (1 subgoal)

R

I. [| "R; x 7: B |] ===> False
val it = () : unit

> br notE 1;

Level 5 (2 subgoals)

R

LI Ryx™: B ==> "7P3
2. Ryx": B ==> 7P3
val it = () : unit

> ba 1;

Level 6 (1 subgoal)

R

L Ryx B ==>R
val it = () : unit

> brm2 I;

Level 7 (1 subgoal)

R
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L Rx":Bf]==>xT1 A

val it = () : unit

> br notl 1;

Level 8 (1 subgoal)

R

1. {| Ry x 7: Byx: A} ==> False
val it = () : unit

> br notk 1;

Level 9 (2 subgoals)

R

L[ "Ryx 7 Byx: Al ==>"1P5
2.4 "Ryx Ti Byx: A} ==> TP
val it = {) @ unit

> br ml 1;

Level 10 (1 subgoal)

R

LR x 7 Byx: Al == x A-DB
val it = () : unit

> br Diflf 1;

Level 11 (2 subgoals)

R

L[ Ryx ™ Byx: Afl ==>x: A
2.0 TRyx i Byx: Afj==>x":D
val it = () © unit

> ba 1;

Level 12 (1 subgoal)

R

LY Ryx:Byx: All==>x": D
val it = () : unit

> ba l;

Level 13

R

No subgoals!

val it = () : unit

Para que este lema fique disponfvel para a prova da propriedade anterior ou
outra, basta digitar o comando ged com o nome desejado para o lema, entre aspas.
Neste caso,

> ged "nDifE";

val nDIfIE = "[| 7x 72 7A - 7B; 7x T TA ==>TR; 7% B ==> TR || ==>
?RH

: Thm.thm

val it == () : unit
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> val [ml,m2] = Goal "[|x A Un B; [| x™:A ; x":B |} ==> R|] ==>R";

Level 0 {1 subgoal)
R

1.R

valml ="x 71 AU
valm2 = "[| x 71 A;
> br m2 I;

Level 1 (2 subgoals)
R

Lx™ A
2.x7: B

val it = () : unit
> brnotl 1;

Level 2 (2 subgoals)
R

1. x: A ==> False
2.x7: B

val it = () : unit

> br notl 2;

Level 3 (2 subgoals)
R

1. x: A ==> False
2. x: B ==> False
val it = () : unit

> br notE 1;

Level 4 (3 subgoals)
R

Lox: A==>"7P2
2. x: A==>"7P2
3. x: B ==> False
val it = () : unit

> brml 1;

Level 5 (2 subgoals)
R

Lx: A==>x:A
2. x: B ==> False
val it = () : unit

> br notE 2;

Level 6 (3 subgoals)
R
l.x:A==>x:A
2. x: B==>"7P3
3. x: B ==>x>7P3
val it = () : unit

> br ml 2;

n B" [] : Thm.thm

x 7 B ] ==>R"[]: Thm.thm

Un B

UnB
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Level 7 {2 subgoals)

R

l.x: A==>x:AUnB
2. x:B==>x:AUnB
val it == () : unit

> br Unll 1;

Level 8 (2 subgoals)

R

1.x: A==>x:A

2. x:B==>x:AUnD
val it = () : unit

> br Unl2 2;

Level 9 (2 subgoals)

R

1.x: A==>x: A
2.x: B==>x:13

val it = () : unit

> ba 1;
Level 10 {1 subgoal)
R

Lx:B==>x:8
val it = () ¢ unit

> ba 1

Level 11

R

No subgoals!

val it = (} : unit

> qed "nUnE";

val nUnE = "[ 7x 7 7A Un 7B; || 7x 2A; x T IB | == TR ] == R
: Thm.thm

val it == () © unit

Contudo, apesar de se poder utilizar os lemas anteriores para provar a pro-
priedade referida, esta ¢ macadora pois tem muitos nfveis. Para superar este
problema pode-se construir uma téctica que permita fazer demonstracio automndtica
em vez de demonstracio assistida. Esta thctica serd constituida por tacticals, pelas
tdcticas anteriormente referidas e pelos lemas nDIffE e nUnk.

Un tactical & um operador que permite combinar tacticas. Os tacticals utilizados
neste caso sio THEN, ORELSE , REPEAT ¢ REPEAT FIRST. Istes usam-sc na
forma tac! THEN tac?, tac ORELSE tacg, REPEAT tac e REPEAT FIRST tacf.

sac! THEN tac? é a composigio sequencial de duas tédcticas. Em primeiro lugar,

esta composicio aplica a tactica tacl ao subobjectivo desejado, obtendo a sequéncia
dos préximos subobjectivos. Depois aplica tac2 e concretiza o resultado.

tac] ORELSE tac2 & a composi¢ao alternativa de duas técticas. Esta com-
posicho aplica a tdctica tacl ao subobjectivo desejado e apresenta o resultado, se
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esta nao falhar. No entanto, se tac! falhar, entdo tac? é aplicada. Esta ¢ uma
escolha deterministica: se tacl ndo falhar, entdo tac2 nio é aplicada.

REPEAT fac aplica repetidamente a téctica fac ao subobjectivo desejado, até a
téctica falhar.

REPEAT _FIRST facf aplica a funcio t4ctica tacf, uma ou mais vezes, a cada
subobjectivo, por ordem decrescente.

Para que a nova tictica fique disponfvel para provar a propriedade 2 e outras,
terd de ser guardada num ficheiro ML, em conjunto com as tdcticas que permitem a
prova dos dois lemas anteriores. Neste caso, o ficheiro foi designado ZF.ML e o seu
contetdo é o seguinte.

val [m1,m2,m3]= Goal "[[x ™A - B; x":A==>R; x:B==>R|]==>R";
br classical 1;
br m3 1;

br classical 1;
br FalseE 1;
br notE 1;
ba I;

br m2 1;

br notl 1;

br notE 1;

br ml 1;

br Diffl 1;

ba 1;

ba 1;

qed "nDIiffE";
val [m1,m2] = Goal "[[x T:A Un B; [| x™:A ; x™:B {] ==> R|] ==>R";
br m2 1;

br notl 1;

br notl 2;

br notE 1;

br mi 1;

br notE 2;

br ml 2;

br Unll 1;

br Unl2 2;

ba 1;

ba 1;

ged "nUnE";
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val ftactl = fni=> ((resolve_tac [notI,iffi,sxlbsetl,equaiityl,Difﬂ,emptyHsubsetl,lntl]
i) ORELSE (eresolve _tac [equalityE,emptyE,UnionE,UnE,DifﬂB,IntE,subsetD,subsetMtrans
subset__reﬂ,nUnE,nDiffE] ));

val ftact2 = i => (((ztac Unll i) THEN (atac i) ) ORELSE {(rtac Unl2
i) THEN {atac i)) ORELSE (REPEAT (rtac Unll i) THEN (atac i)) ORELSE
(REPEAT (rtac Uni2 i) THEN (atac 1) ORELSE (((rtac Unil i) THEN (rtac Unl2
i))THEN (atac 1)) ORELSE (((rtac Unl2 i) THEN (rtac UnIl 1))THEN (atac 1))
ORELSE (((rtac Unll i) THEN (rtac Diff i)) THEN (atac 1)) ORELSE ({(rtac Unl2
i) THEN (rtac Difil 1)) THEN (atac 1)) ORELSE ((rtac Unl2 i) THEN (rtac Diffl
i) THEN (rtac Unl2 i) THEN (rtac Difff i) THEN (atac i)) ORELSE ((rtac Unl2
i) THEN (rtac Difff i) THEN (rtac Unil i) THEN (rtac Diffl 1) THEN (atac i))
ORELSE ((rtac Unll i) THEN (rtac Difff i) THEN (rtac Unll i) THEN (rtac Diffl
i) THEN (atac i)) ORELSE ((rtac Unll i) THEN (rtac Diffl i) THEN (rtac Unl2 i)
THEN (rtac Difil i) THEN (atac 1)} )

val fax1 = fn i => (((atac i) ORELSE (etac Falsels 1) ORELSE ((etac noti i)
THEN (atac i )) ORELSE (etac emptyE 1)));

val ftact3 = fn i => ((fax1 i) ORELSE (ftactl i ) ORELSE (ftact21) );

val tactfinal = (REPEAT_FIRST (ftact3));

A téctica foi denominada tactfinal e & composta por técticas e tacticals. A ideia
principal desta t4ctica & aplicar em primeiro lugax as tacticas mais simples, deixando
para o final as t4cticas cuja a aplicagio & mais complicada.

O primeiro passo & verificar se & possivel aplicar a tgctica de unificagho com a8
hipdteses, ou seja, verificar se existe algum subobjectivo que seja posstvel resolver
por hipétese. Se isto ndo acontecer & téctica verifica se & possivel aplicar as tacticas

| : cuja unificagho com hipoteses € imediata, ou seja, nao dependem da aplica a0 de
; i outras regras (FalselS, n0tE, emptyE). 1sto & conseguido com a tdctica faxl.

De seguida a tactica verifica se & possivel aplicar alguma das regras de introdugao.
Quando j& nao for possivel aplicar nenhuma destas técticas aplica as tacticas de
climinagio. A téctica ftactl € responsavel por este processo.

As regras de introducio da unido (Unll e Unl?2) tém de ser aplicadas de forma
diferente, uma vez que & aplicagho destas depende daguilo que se tem por hipétese
e daquilo que se quer provar. Entdo, em primeiro lugar, é necessario verificar se @
possivel aplicar alguma destas regras, sendo aplicada de seguida a téctica atac. Con-
tudo, se a unificagdo com as hipdteses nao for possivel, entdo talvez seja necessario
aplicar as regras de introdugio da unidio mais do que uma vez (REPEAT (rtac Unll
i) ou REPEAT (rtac Unl2 1)), seguidas de atac. No entanto também este processo
poderd falhar. Assim, & necessario combinar as duas regras sequencialmente, apli-
cando de seguida atac. Poderd ainda ser necessario combinar estas regras com Diffl.
Todo este processo & conseguido através da aplicacio da tdctica ftact2.

As trés técticas descritas anteriormente sio aplicadas utilizando a téctica ftacts.

Finalmente, juntou-se todo este processo numa s6 tdctica, que aplica este pro-
cesso a todos os subojectivos i. Fsta ¢ a tactica designada por tacfinal.

Para que o ficheiro 7 ML seja executado usa-se O comando use "ZF.ML". Apds
a execucio deste ficheiro a tactica tactfinal fica disponivel. Assim, a prova da pro-
priedade 2 resume-se a0 seguinte:
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mtl] > Goal "((A-((B-C)Un(C-B)))Un(((B-C)Un(C-B))-A))=({{{A-B)Un(B-A))-C)Un(C-
6 trans, ((A-B)Un(B-A))";

Level 0 (1 subgoal)
A-B-CUn(C-B)) Un(B-CUn (C-B)-A) =
A-BUn(B-A)-CUn{C-(A-BUn(B-A))
LA-B-CUn(C-B))Un(B-CUn{(C-B)-A)=
A-BUn(B-A)-CUn(C-(A-BUn(B-A))
val it = [] : Thm.thm list
> by tactfinal;
Level 1
A-B-CUn(C-B)) Un(B-CUn (C-B)-A) =
A-BUn(B-A)-CUn(C-(A-BUn({(B-A))
No subgoals!
val it = {) : unit

3 Fegp A+T = A

> Goal "({A - 0)Un(0 - A))=A",
Level 0 (1 subgoal) |
| A-0Un(0-A)=A
. : 1.A-0Un(0-A)=A
val it = || 1 Thm.thm list
> br equalityl 1;
_- Level 1 (2 subgoals)
; 5 A-0Un(0-A)y=A
3 L LA-0Un(0-A)<=A
: 2A<=A-0Un{0-A)
_ _ val it = (} : unit |
. : > br subsetI 1;
: Level 2 {2 subgoals)
A-0Un(0-A)=A

LM x:A-0O==>x: A
20 x: 0-A==>x: A
3. A<=A-0Un(0-A)
. val it = () : unit
. > be DiffD1 1;

: Level 4 (2 subgoals)
_ A-0Un(0-A)=A
s L M. x:0-A==>x:A |
- : 2.A<=A-0Un(0-A)

val it = () : unit

3
) LM x:A-0Un(0-A)==>x:A
) 2.A<=A-0Un(0-A)

. val it = () : unit

' > be Unk 1;

| Level 3 (3 subgoals)

) A-0Un{(0-A)=A
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> br DiffD1 1;
Level 5 (2 subgoals)
A-0Un{0-A)=A

1. % x: 0-A==>X" A - 7B4(x)
2. A<=A-0Un(0-A)
val it = () : unit

> undo();
Level 4 {2 subgoals)
A-0Un(0-A)=A
Lk x:0-A==>X: A
9 A<=A-0Un(0-A)
val it = () : unit

> be DIffE 1

Level 5 (2 subgoals)
A-0Un(0-A)=A
LUk fx:0x e Al ==>x: A
6 A<=A-0Un(0-A)
val it = () + unit

~ be emptyE 1;

Level 6 (1 subgoal)
A-0Un(0-A)=A

1. A<=A-0Un (0-A)
val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 7 (1 subgoal)
A-0Un(0-A)=A

1. Mx x 0 A ==> X1 A-0Un (0-A)
val it = () : unit

= br Unll 1;

Level 8 (1 subgoal)
A-0Un(0-A)=A

1 I x 0 A ==2 X0 A-0
val it = () @ unit

- br Difff 1,

Level 9 (2 subgoals)
A-0Un(0-A)=A
LW x: A==>%x:1 A
g . x: A==>x 0
val it = () @ unit

= bha 1

Level 10 {1 subgoal)
A-0Un{(0-A)=4A
LMk x: A==>x":0
val it = () + unit

> br notl 1;

Level 11 (1 subgoal)
A-0Un(0-A)=A4A
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LM x s Ay x: 0] ==> False
val it < () ¢ unit

s he emptyE 1;

Lavel 12

A-OUn (0-A)= A

Nu subgoals!

val it == () : unit

Ou utilizando a tdctica anterior.

= Goal "((A - 0)Un(0 - A))=A";
Laevel O (1 subgoal)
A-0Un(0-A)=A
LLA-0Un(0-A)=A

val it == [+ Thm.thm lst

= by tactfinal;

Lovel 1

A-O0Un(0-A)=A

No subgoals!

val it = () : unit

4 bep A+ A=0

> Goal "A - A = 0",
Level 0 (1 subgoal)
A-A=90

ILA-A=0

val it = [ : Thm.thm list
> by equality! 1;

Level 1 (2 subgoals)

A-A=D
I.A-A <=0
2.0<=A-A

val it = () : unit
> br subset] 1;
Level 2 (2 subgoals)

A-A=Q
M. x: A-A==>x:0
20<=A-A

val it = () : unit

> br subset] 2;

Level 3 (2 subgoals)
A-A=0

Lol x: A-A==>x:0
2. x:0==>x:A-A
val it = () : unit

> be DIffE 1;

Level 4 {2 subgoals)
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A-A=20

L [[x: Ajx T Al==>x:0
2. llx. x: 0==>x:A-A
val it = () : unit

> be notE 1;

Level 5 (2 subgoals)
A-A=0

1My x: Am=>x: A

2. Ux. x: 0==>x:A-A
val it == (} : unit

> bal;

Level 6 {1 subgoal)
A-A=0

1. x: 0==>x:A-A
val it = {) © unit

> be emptyE 1;

Level 7

A-A=90

No subgoals!

val it = (} : unit

Ou

> Goal "A - A=0";
Level 0 (1 subgoal)
A-A=0

LA-A=0

val it = {} : Thm. thm list
> by tactfinal;

Level 1

A-A=0

No subgoals!

val it = ()} : unit

2.3.4 Conjunto das partes

O conjunto das partes de um conjunto A ¢ denotado em 7F por Pow(A).
O axioma da poténcia em ZF & designado por Pow_iff e ¢ codificado do seguinte
modo:

Pow_iff A :Pow(B) <-> A <= B

As regras para o conjunto das partes em ZF sao as seguintes.




Designacao Regra
Powl A <= B ==> A : Pow(B)
PowD A : Pow(B) ==> A <= B

A prova em ZF apresentada a seguir é a prova de uma das propriedades do
conjunto das partes referidas na secgéo 1.7. As provas das restantes podem ser
vistas na subsecgdo A.2.5 do apéndice.

1. ECFrypeP(E)CP(F)

> Goal "(E<=F)==>(Pow(E)<=Pow(F))";
Level 0 (1 subgoal}

E <= F ==> Pow(E) <= Pow(F)

I. E <= F ==> Pow(E) <= Pow(F)

val it = [} : Thm.thm list

> br subset] 1;

Level 1 (1 subgoal)

E <=F ==> Pow(E) <= Pow(F)

Llx [|E<=F;x: Pow(E) || ==> x: Pow(F)
val it = {) : unit

> br Powl 1,

Level 2 (1 subgoal)

E <= F ==> Pow(E) <= Pow(F)

Lk |[E<=F;x: Pow(E) || ==>x<=F
val it = () : unit

> br subset trans 1;

Level 3 (2 subgoals)

E <=F ==> Pow(E) <= Pow(F)

L% [|E <=F; x: Pow(E) || ==> x <= 7B2(x)
2. [| E <=F; x: Pow(E) || ==> 1B2(x) <=F
val it = () : unit

> ba 2;

Level 4 (1 subgoal)

E <= F ==> Pow(E) <= Pow(F)

Lk |E<=Fx:Pow(E) | ==>x<=E

val it = () : unit

> br PowD 1;

Level 5 (1 subgoal)
E «=F ==> Pow(E) <= Pow(F)

L x. [ E<=F;x: Pow(E) || ==> x: Pow(E)
val it = () : unit

> ba 1;

Level 6

E <= F ==> Pow(E) <= Pow(F)
No subgoals!
val it = () : unit
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2.3.5 Pares ordenados

Um par ordenado com primeira coordenada @ € segunda coordenada b representa-se
e Isabelle ZE por <a,b>. A sua definigao & designada por pair_ def e ¢ a seguinte:

<ab> == {{aa} {a,b}}.

O produto cartesiano de Ae B & denotado por Sigma(A,B) e asua definicdo por
Sigma_ def. Esta definigio & representada por

Sigma(A,B) == UN x:A. UN y:B(x). {<xy>}

As regras para pares ordenados e produto cartesianc sao as seguintes:

Designagio Regra

Pajr _injectl <&, b> = <¢, d» ==> 8 =70

Pair_inject2 <& b = <c, d> ==> Db = d

Pair_inject || <8 b = <¢,d> [ 8= b =d | ==> Rl ==> R
Pair_neq_0 <& b = 0 ==> R

Sigmal la:Ayb: Bla) || ==> <&, b : Sigma(A, B)
Sigmals | ¢: Sigma(A, Btk y. [l x: Ay B(x); ¢ = <X, ¥> | == P[] ==>

Sigmak2 [| <a, b>: Sigma(A, B); [l a: Ayb e Bla) i) ==> P ==>P

De seguida apresenta-se & prova de algumas das 1)1‘01)1‘1(—3(1&(103 apresentadas na
secgho 1.8.

Scjam A, B, X e Y conjuntos.
1. i—zp(AUB)xX::(AxX)U(BxX)

Para se efectuar a prova desta propriedade & necessario cm primeiro lugar provar
o lema [|x=< a,b>;<a,b>:A]]=:>x:A, que no final designar-se-a por lemal.

> Goal “[lxz<a,b>;<a,b>:AHzm>x:A”;
Level 0 (1 subgoal)

[ x = <a, b>; <a, b> 1 Al] ==> X A

1 [l x = <a, b>; <a, b> o Al ==> X0 A
val it = [} : Thmm.thm st

~ br ssubst 1;

Level 1 (2 subgoals)

| x = <a, b>} <a, b> Alj==>%x: A
L[| x = <a, b>; <3, b All==> A= Ta
9. || x = <a, b>; <o, b Al ==> %0 Ta,
val it = () : unit

> back();

Level 1 {2 subgoals)
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x=<ab> <a,b>: All==>x: A

L [| x=<a,b> <a,b>: Al ==>x=7a
2. [lx=<ab> <a,b>: Al ==>Ta: A
val it = {} : unit

> ba l;

Level 2 (1 subgoal)

([ x=<a,b> <a,b>: All==>x: A

Lllx==<xa,b><ab>: Al ==><a b>: A

val it = () : unit

> ba I;

Level 3

| x=<a b> <a,b>: Al] ==>x: A

No subgoals!

> ged "lemal”;

val lemal = "[| 7x = <7a, Tb>; <%a, 7b>: TA || ==> ?x: ?A" : Thm.thm
val it = () : unit

Agora estd-se em condigdes de provar a propriedade desejada.

> Goal "AUnB)*X =(A*X)Un (B*X)"

Level 0 (1 subgoal)

AUnB)*X=A*XUnB*X

L (AUnB)*X =A*XUnB*X

val it == [] 1 Thm.thm list

> br equalityl 1;

Level 1 (2 subgoals)

(AUnB)*X=A*XUnB*X

. AUnB) *X <=A*XUnB*X
2A*XUnB*X <= (AUnB) *X

val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 2 (2 subgoals)

(AUnB)*X=A*XUnB*X

LM x: (AUnB)*X==>x: A*XUnB*X
2AXUnB*X <=(AUnB)*X

val it = () : unit

> be SigmakFE 1;

Level 3 (2 subgoals)

AUnB)*X=A*XUnB*X

LMxxay [[xa: AUnB;y: X;x=<xa,y> |l ==>x: A*X UnB*X
2A*XUnB*X <= (AUnB)*X

val it = {} : unit

> bhe UnE 1;

Level 4 (3 subgoals}

{(AUnB)*X=A*XUnB*X

Lllxxay [[y: Xjx=<xa, y>;xa: Al ==>x: A*XUnB*X
2. xxay [|[y: Xjx=<xa, y>xa: Bl ==>x: A*XUnB*X
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s A¥XUnB*X<=(AUnB)*X

val it = () : unit

= br Unll 1;

Level 5 (3 subgoals)

(AUnB)*Xr—-A*XUnB*X

1. 'k xay. Hy:X;x::<xa,y>;xa.: Al ==> X A*X

2. x xa y. Ly X x = <xa, y> & Bl ==>x: A*XUnB*X
3. A*XUnB*X<:=(AUnB)*X

val it = () : unit

> br Unl2 2;

Level 6 (3 subgoals)

(AUnB)*X:A*XUnB*X

1. x xa y. Hy:X;x:<xa,y>;xa: Al ==>x: A*X

9. 1x xa y. Hy:X;x:<xa,y>;xa: B ==>x: B*X

3. A*XUnB*X<=(AUnB)*X

val it = () : unit

< be lemal 1;

Level 7 (3 subgoals)

(AUnB)*X=A*XUnB"X

1. xxay ly:Xxa: A} ==> <xa,y> A*X

9 Nxxay [y Xx=<X& y>;xa: Bl ==> X" B*X

3. A*XUnB*X<=:(AUnB)*X
val it = () : unit

> be lemal 2

Level 8 (3 subgoals)
(AUnB)* X =A*XUnB*X

1 xxay [|y: Xxa: A ] == <xa, Yy A*X
9 Ilxxay [y Xxa: B ] = <X, Y2 B
s A*XUnB*X<=(AUnB) "X

val it == () + unit

- br Sigmal 1;

Level 9 (4 subgoals)
(AUnB)*X:A*XUnB*X

1 lUxxay [jy: Xixa: Al ==>xa: A

9 xxay [Jy:Xxa: All==>y: X

3 Uxxay [[y:Xxa: B ==> <xa,y> ¢ B*X
4. A*XUnB*X<=(AUnB)*X

val it = () : unit

= ba 1}

Level 10 (3 subgoals)
(AUnB)*XmA*XUnB*X

1 Mxxay [ly: Xixa: Al==>y:X

9 xxay [ly: X xa: B || ==> <xa, y> B*X
3 A*XUnB*X <= (AUnB)* X

val it == () @ unit

> ba l;

Level 11 (2 subgoals)
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(AUnB)*X=A*XUnB*X
Lilxxay [|y: Xjxa: B ==> <xa, y>: B*X
2 A*XUnB*X <= (AUnB) *X
val it = () : unit

> br Sigmal 1;

Level 12 (3 subgoals)
(AUnB)*X=A*XUnB*X
Lxxay {|y: X;xa: Bl ==>xa: B
2. xxay [ly: X;xa: B ==>y:X
3A*XUnB*X <=(AUnB)*X
val it = () : unit

> ba 1

Level 13 (2 subgoals)
(AUnB)*X=A*XUnB*X
Lilxxay [[y: Xixa: Blj==>y:X
2A*XUnB*X <=(AUnB)*X
val it = () : unit

> ba 1;

Level 14 (1 subgoal)
(AUnB)*X=A*XUnB*X
LA*XUnB*X <= (AUnB)*X

> br subset] 1;

Level 15 (1 subgoal)
(AUnB)*X=A*XUnB*X

Lix x: A*XUnB*X ==>x: (AUnB)*X
val it = () : unit

> be Unk 1;

Level 16 (2 subgoals)

(AUnB)*X =A*XUnB*X

L. x: A*X ==>x: (AUnB)*X
2. x 1 B*X ==>x: (AUnB)*X
val it = () : unit

> be SigmaFE 1;

Level 17 (2 subgoals)
(AUnB)*X=A*XUnB*X
Lllxxay [[xa: Ajy: Xyjx=<xa, y> || ==>x: (AUnB)*X
2 x: B*X==>x: (AUnB)*X
val it = () : unit

> be lemal 1;

Level 18 (2 subgoals)

(AUnB)*X =A*XUnB*X
Lxxay [[xa: Ajy: X[} ==> <xa,y>: (AUnB) *X
2. x:B*X==>x:(AUnB)*X
val it == () : unit

> br Sigmal 1;

Level 19 (3 subgoals)
(AUnB)*X=A*X UnB*X
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1. xxay [ xa: Ay X ] ==>xa: AUnB
0. xxay || xa: Ay X||==>y: X

3. lx, x: B¥X==>x: (AUnB)*X

val it = () : unit

= ha 2,

Level 20 (2 subgoals)
(AUnB)*X:——A*XUnB*X

Llxxay [[xa: Ajy: X || == xa AUnB
9 lx, x: B* X ==>X: (AUnB)*X

val it = {) : unit

> br Unll i;

Level 21 (2 subgoals)
(AUnB)*XmA*XUnB*X

1 lxxay l[xa: Ay X | ==>xat A

2. k. x: B* X==>X: (AUnB)* X

val it = () : unit

> ba 1;

Level 22 (1 subgoal)
(AUnB)*X“:-A*XUnB*X

1. Uy, x: B* X s==> X% (AUnB)*X

val it = {) : unit

> be Sigmak 1

Level 23 (1 subgoal)
(AUnB)*X—:A*XUnB*X

1 lxxay. [ xa: Byy: Xox == <xa y> |} ==> % (AUnB)* X
val it == () : unit

> be lemal 1;

Level 24 (1 subgoal)

(A Un B) *X =A*XUnB*X

L Mxxay [[xa:Biy: X || ==> <xa,y>: (AUnB)*X
val it = () : unit

> br Sigmal 1;

Level 25 (2 subgoals)

(A UnB) +¥X=A*XUnB*X

1L lxxay [xa: Byy: X || ==> xa: AUnDB
2. Nxxay [[xa:Biy: X||==>y: X

val it = () : unit

> br Unl2 1;

Level 26 (2 subgoals)

(A Un B) *X=A*XUnB*X

L Mxxay [[xa: Byy: X || ==>xa: DB

2. Uxxay [[xa:By: X ==>y: X

val it = () : unit

> bal,

Level 27 (1 subgoal)
(AUnB)*XzA*XUnB*X

Llxxay [[xa: Byy: K| ==>y: X
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val it == () : unit

> ba 1;

Level 28
(AUnB)*X=A*XUnB*X
No subgoals!

val it = () : unit

Esta propriedade pode ser provada automaticamente, se se usar a tactica Blast_tac,
como se pode ver de seguida. A téctica Blast _tac vem com a distribuicio de ZF ¢
¢ baseada em tableaux. N&o serd descrita aqui.

> Goal "(A Un B) * X = (A * X) Un(B * X)";
Level 0 (1 subgoal)

(AUnB)*X =A*XUnB*X
L(AUnB)*X=A*XUnB*X
val it = [} : Thm.thm list

> by (Blast_tac 1);

J#+# Search depth = 0

##t4# Search depth = 1

Level 1
(AUnB)*X=A*XUnB*X
No subgoals!

val it = () : unit

Na prova da propriedade seguinte é necessdrio utilizar o lemal estabelecido
anteriormente.  Além disso, usa-se uma nova tdctica de resolugdio que permite
acrescentar uma premissa, ou vdrias, que depois tém de ser provadas. Esta é
designada. por subgoal_tac () no caso de se acrescentar apenas uma premissa e
subgoals_fac quando se acrescenta mais do que uma premissa. Na prova seguinte
¢ necessdrio acrescentar a permissa <za,y>=<zbh,ya> ao subobjectivo 1 no "level"
21, para tal escreve-se by (subgoal _tac "<wma,y>=<azb,ya>" 1);.

2. '_ZF (AQB)X(XQY)=(AX.X)Q(BXY)

> Goal "(AInt B) * (X Int Y) = (A * X) Int (B * V)",
Level 0 (1 subgoal)

(Alnt B) * (X IntY) = A*XInt B*Y
LAMB*(XIntY)=A*XIntB*Y
val it = [} : Thm.thm list

> br equalityl 1;

Level 1 (2 subgoals)

At B) * XInt Y) = A*XInt B*Y
L{AmBY*(XInt Y) <= A*XInt B*Y
2. A*XInt B*Y <= (A Int B) * (X Int Y)
val it = {} : unit

> br subset] 1

Level 2 (2 subgoals)
AntB)*XIntY)=A*X It B*Y
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1. x. x o (Anb B) * (X Int Y) == X AFX It B*Y

o A* X It B*Y <= (A1 B) * (X Int ¥)

val it = () ¢+ unit

> br subset! 2;

Level 3 (2 subgoals)

(AIntB) * (XIn‘LY) == A*XIntB*Y

1,4k %8 (A Int B) * (XIntY) ==> X A*XlntB*Y

9. Ik X A*XIntB*Y == X (A Int B) * (XIntY)

val it == () + unit

< by Intl 1;

Level 4 (3 subgoals)

(A Tnt B) * (X Inb ¥)=A*X mtB*Y

1 Ux x: (Alnb B) * (X Int Y) == X AFX

g lix, x @ (Adnt B) * (X Int Y) == X B*FY

3 Mx. x: A £ Int B*Y ==2 % (A Inb B) * (X Int Y)

val it = () - unit

- be Sigmals 13

Level 5 (3 subgoals)

(AIntB) * (X It Y) = A*KInt B*Y

1 Uxxay (Lo At Byy: % ot Y x = <X& ¥~ || s X A*X
o, lx. x ¢ (AInt B) * (X Int Y) > X B*Y

g Wx. x: AT N Int B *Y == X (A Tt B) * (X tot Y)

val it = () @ wnit

> be lemal 13

Level 6 (3 subgoals)

(AIntB) * (XIntY) _AFX It BYY

1. Mx xay. || X&° Alnt By - X Int Y |} == <X y>: AF R
o Wx. x @ (At B) * (X ot Y) == X B*

3. Ux x: A £ Int BFY == 0 (A Int 1) * (X Int Y)
valit = () - unib

< be Intl® 1

Level T (3 subgoals)

(A Int B) * (X Int Y) = A* XTIt BY Y

1 Mxxay By: < ot Y, xa Ay xe Bl ==> <% y> 1 AT X
2. Uz % (AIntB) * (X Int Y) ==~ x:B*Y

3. M ox A*XIn‘uB*Y::::> X (AIntB) * (X Int Y)
val it = () = unit

> be IntE 1y

Level 8 {3 subgoals)

(AIntB) * (XIntY) = A*XIntB*Y

1. Mxxay (| xa: Ayxa: BY: X y: Y ==~ <xa, Y7 AxXX
9. lx. x & (Alnt B) * (XIntY) e x: BFY

3. x, X A*XIntB*Y == X (A Int B) * (X Int Y)
val it = () » unit

- br Sigmal 1

Level 9 (4 subgoals)

(A Tnt B) * (X Int Y) = A*XIntB*Y




Lllkxay [[xa: Ajxa: Bjy: X;y: Y| ==>xa: A

2 lxxay [[xa: Ajxa: By : X;y: Y||==>y: X

3l x: (AIntB)*(XIntY) ==>x%x:B*Y

4 M x: A*XInt B*Y ==>x: (Alnt B) * (X Int Y)

val it = {) : unit

> ba 1;

Level 10 (3 subgoals)

(AItB)* (XInt Y) = A* X It B*Y

Lllxxay [[xa: Ajxa:By: Xjy: Y|==>y:X

2 M x: (AIntB) * XIntY) ==>x:B*Y

3.k x: A*XInt B*Y ==>x: (Alnt B) * (X Int Y)

val it == () : unit

> bha 1

Level 11 (2 subgoals)

(At B)* (XInt V) = A* X Int B* Y

L x: (Alnt B) * (X Int Y) =e=> x: B*Y

2 x: A*X It B*Y ==>x: (AlInt B) * (X Int Y)

val it = () : unit

> be Sigmak 1;

Level 12 (2 subgoals)

AntB)* XIntY)=A*XIntB*Y

Lllxxay [[xa: Alnt By y: XInt Y x = <xa, y> |] ==>x: B*Y

2. x A¥X It BRFY ==>x: (Alnt B) * (X Int Y)

val it = () : unit

> be lemal 1;

Level 13 (2 subgoals)

(AIntB)* (XIntY)=A*XInt B*Y

Lllxxay [[xa: AInt By : XInt Y |] ==> <xa, y>: B*Y

2. x: A*XInt B*¥Y ==>x: (A Int B) * (X Int Y)

valit = {} : unit

> be IntE 1;

Leve] 14 (2 subgoals)

AntB)*(XIntY)=A*XInt B*Y

Llxxay [Jy: XInt Yixa: Ajxa: B|] ==> <xa,y>: B*Y

2. x: A*XInt B*Y ==>x: (Alnt B) * (X Int Y)

val it == () : unit

> be IntE 1;

Level 15 (2 subgoals)

(AIntB)*(XIntY)=A*XInt B*Y

Lilxxay [Ixa: Ajxa:Biy: Xy: Y| ==><xa,y>: B*Y

2. x: A*XInt B*Y ==>x: (AInt B) * (X Int Y)

val it = () : unit

> br Sigmal 1;

Level 16 (3 subgoals)

AIntBY* (XIntY)=A*XInt B*Y

Lilxxay [[xa: Ajxa: Byy: Xy: Y
|

==>xa: B
22 Mxxay [[xa: Ajxa: Bjy: Xjy: Y=

|
|==>y:Y
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3. Ix. x A*XIntB*Y ==>X" (Ant B) ¥ (X Int Y)
val it = {) : unit

> ba 1}

Level 17 (2 subgoals)

(A Int B) ¥ (XInt Y) = A*XIntB*Y

1. Uxxay [ xa: Ayxa: B;y:X;y:YH ==yl Y

o Mg x: A*XIngBFY ==X (A Int B) * (X Int Y)
val it = () & unit

> ba l;

Level 18 (1 subgoal)

(A Int B) * (XIntY) = A*X It B*Y

1 Mx. x: A¥XIntB #Y === %t (AlInt B) * (X Int Y)
val it = () : unit

= be IntE 1;

Level 19 (1 subgoal)

(ATnt B)* (X Int Y) = A # X It B*Y

1ok I xs AP XX B*Y || ==>x: (A Int B) * (X Int Y)
val it = () : unit

> be Sigmals 1;

Level 20 (1 subgoal)

(A Int B) * (X Tnt Y) AKX It BTY

1. e xay.

[x:B*Y;xa: Ay Xy R <X, ¥ 1

——>x: (At B) * (X Int Y)

val it = () : unit

~ be Sigmalt 1;

Level 21 (1 subgoal)

(A Int B) * (X Int Y) = A*X It B*Y

1. !x xa y xb ya.

(| xa: Ajy: X5 X == <X y>; xb o Byya: Y x = <xh, ya> Il
e x : (ATt B) * (X Int Y)

val it = () : unit

> by (subgoal _tac 0 oy = <xbya>" 1)

Level 22 (2 subgoals)

(ATnt B) * (X IntY) =A*XIntB*Y

1. llx xa y xb ya.

xa: Ayy: X x = <X, Y25 sh: Byya: Y;x= <xb, ya>;
<xa, y> = <xb, ya> I

> x: (AIntB) * (X Int Y)

2. 'x xa y xb ya.

[|xa: Ay: X;x=<xa,y>;xb: B:ya: Y x = <xb, ya> i
s <xa, Y = <xb, ya>

val it = () : unit

> be lemal 13

Level 23 (2 subgoals)

(A Int B) ¥ (XIntY) = A*XIntBFY

1. x xa y xb ya.




ZF

[[xa: Ajy: X;xb: Byya: Y; x = <xb, ya>; <xa, y> = <xb, ya> ]
==> <xa, y> ! (A Int B) * (X Int Y)

2. Ix xa y xb ya.

[[xa: Ajy: X;x=<xa,y> xb: B;ya: Y;x = <xb, ya> Il

== <Xa, y> = <xb, ya>

val it = () : unit

> br Sigmal 1;

Level 24 (3 subgoals)

AImtB)*XIntY)=A*XImtB*Y

1. x xa y xb ya.

([xa: Ajy: X;xb: Byya: Y; x = <xb, ya>; <xa, y> = <xb, ya> ||
==>xa: A Int B

2. Ix xa y xb ya.

[[xa: Ajy: X;xb: Byya: Y;x = <xb, ya>; <Xa, y> = <xb, ya> ||
==>y: XIntY

3. lIx xa y xb ya.

[[xa: Ajy: X;x = <xa, y>; xb: By ya: Y; x = <xb, ya> [}

==> <xa, y> = <xb, ya>

val it = () : unit

> br Intl 1;

Level 25 (4 subgoals)

At B)*XIntY) =A*XInt B*Y

1. Ix xa y xb ya.

(xa: Ajy: X;xb: Byya: Y, x = <xb, ya>; <xa, y> = <xb, ya> I}
== XA A

2. Ix xa y xb ya.

([xa: Ajy: X;xb: B;ya:Y;x = <xb, ya>; <xa, y> = <xb, yax ||
= ¥a, 0 3

3. x xa y xb ya.

[[xa: Ajy: X;xb: Byya: Y, x = <xb, ya>; <xa, y> = <xb, ya> |]
==>y: XIntyY

4. Ix xa y xb ya.

[[xa: Ajy: Xy x = <xa, y>; xb: By ya: Y; x = «<xb, ya> |]

== <Xa, Y o= <xb, ya>

val it = () : unit

> ba 1;

Level 26 (3 subgoals)

(AIntB) * (XInt V) =A*XInt B*Y

I. "x xa y xb ya.

[[xa: Ajy: X;xb: Byya: Y; x = <xb, ya>; <xa, y> = <xb, ya> ||
===> X4 B

2. Ix xa y xb ya.

(|xa: A;y: X;xb: Byya: Y, x = <xb, ya>; <xa, y> = <xb, ya> |]
==>y: XIntY

3. Ix xa y xb ya.

[[xa: Ajy: X; x = <xa, y>; xb: B;ya: Y; x = <xb, ya> ||

==> <Xa, y> = <xb, ya>
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val it = () + unit

~ be ssubst 1;

Level 27 (3 subgoals)

(AInt B) * (X Int Y) SAFX It B*Y

1. llx xa y xb ya.

[l xa: Ajy: X:xb: Byya: Y; <x8, y> = <xb, yax» || ==> Xa: B
9. Iix xa y xb ya.

lxa: Ay X Wb B:ya: Y x = <xb, yazi <X y> = <xb, ya> il
—e=> oy X Int Y

3. lx xa y xb ya.

[ xa: Ay Ko x = <X, Y b Byya: Yy x = <xb, ya> ]
> <xXa, y> = <xb, ya>

val it = () : unit

< br Pair_inject 1;

Level 28 (4 subgoals)

(A Tot B) * (X Int Y)=A*XIntB *Y

1. Ux xa y xb ya.

[ xa: Ay X «b s Brya: Y, <xa, ¥y> = <xb, ya> |l

s <7222(x, X8, ¥, XD, ya), Th22(x, 8, Y, xh, ya)> =
<7¢22(%, %8, Y, xb, va), 7d22(x, X8, Vs xb, yay>

9. Ix xa y xb ya.

lxa: Ayy: X;oxb o By yas Y <xa, y> = <xh, ya>;

2a22(x, xa, ¥, Xb, ya) = 7¢22(x, X&, ¥, xb, ya);

Mh22{x, xa, Y, xh, ya) =7 d22(x, xa, ¥, xb, ya) ii

== Xa 1 B

3. Hx xa y xb ya.

lxa: Ayy: X:xb: Byya: Yy X = <xb, ya>; <xa, y> ¥ <xb, ya> !
==y XIEY

4, 'x xa y xb ya.

lxa: Ayy: X; x = <xa, ¥>) xh: Byya: Yy x = <xb, ya> |}
s> <xa, Yy = <xb, ya>

val it = {) + unit

= ba 1

Lovel 29 (3 subgoals)

(A Tot B) * (X Int Y)=A*XInt B *Y

1. lx xa y xb ya.

lj xa: Ay Xy xbe Byya: Y; <xa, ¥y> = <xb, ya>, Xa = xb,
y = vya |l

== xa B

9. x xa y xb ya.

[xa: Ayy: XS wb: B ya: Y;x = <xb, yazs <xa, y> = <xb, ya> 1
—=>y: X Int Y

3. llx xa y xb ya.

| xa: Ay X;x:=<xa,y>;xb:B;ya:Y;x:<xb,ya> I}
s <xa, y> = <xb, ya>

val it = () : unit

~ he ssubst 1;
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Level 30 (3 subgoals)

At BY* XInt Y)=A*XInt B*Y

1. Ix xa y xb ya.

Ixa: A y: X;xb: Byya: Y;xa=xb;y =ya || ==> xa: B
2. Ix xa y xb ya.

([xa: Ajy: Xixb: Byya: Y x = <xb, ya>; <xa, y> = <xb, ya> |]
==>y: XIntY

3. Ix xa y xb ya.

[ xa: Ajy: X;x=<xa,y> xb: Byya: Y;x = <xb, ya> ||
==> <Xa, y> = <xb, ya>

val it = () : unit

> back();

Level 30 (3 subgoals)

AntB)*XIntY)=A*XInt B*Y

1. !x xa y xb ya.

[xa: Ajy:X;xb: Byya:Y; <xa, y> = <xb, ya>; y = ya ]
==>xb: B

2. x xa y xb ya.

[fxa: Ajy: Xixb: Byya: Y; x = <xb, ya>; <xa, y> = <xb, ya> ||
>y X IntY

3. "x xa y xb ya.

[[xa: Ajy: Xix = <xa, y>;xb: Byya: Y;x = <xb, ya> |]
==l <Xa, Y o= <xb, ya>

val it = () : unit

> ba 1;

Level 31 (2 subgoals)

(AIntB) * XInt Y) == A*XInt B*Y

1. x xa y xb ya.

| xa: Ajy: X;xb: Byya: Y;x = <xb, ya>; <xa, y> = <xb, ya> i
==>y: XIntyY

2. Ix xa y xb ya.

[xa: Ajy: X;x=<xa, y> xb: Byya: Y;x = <xb, ya> ||
==> <Xa, y> = <xb, ya>

val it = () : unit

> be Pair _inject 1;

Level 32 (2 subgoals)

At B) * (XInt Y)=A*XInt B*Y

1. llx xa y xb ya.

[[xa: Ajy: X;xb: Byya: Y;x = <xb, ya>; xa = xb; y = ya ||
==>y: XIntyY

2. IIx xa y xb ya.

[[xa: Ajy: X;x=<xa, y>;xb: Byya: Y;x = <xb, ya> I}
==> <Xa, y> = <xb, ya>

val it = () : unit

> br Intl 1;

Level 33 (3 subgoals)

(At B)* XIntY)=A*XIntB*Y
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1. Ux xa y xb ya.
Hxa:A;y:X;xb:B;ya:Y;Xx<xb,ya>;xaxxb;yr:yal]
==>y: X

2. 1lx xa y xb ya.

[l xa: Ayy: Xoxb: Byya: Y x = <xb,ya>;xa==xb;y:xya[]

3. x xa y xb ya.

[[xa: Ay Xy x = <X8, y>; xb: Byya: Yy x = <xb, ya> 1]
—=> <xa, y> = <xb, ya>

val it = () : unit

> ba 1,

Level 34 (2 subgoals)

(Ant B) * (X Int Y) =A*¥XIntB*Y

1. Ux xa y xb ya.

(| xa: Ayy: X5 b By ya: Y; x == <xb, ya>; xa = xbh; y = ya ]
==y Y

2. lIx xa y xb ya.

Mxa: Ayy: Xjx = <X, ¥ <h: B ya: Y x = <xb, ya> il
> <xa, ¥ = <xb, ya>

val it = () : unit

> be ssubst 1;

Level 35 (2 subgoals)

(A Int B) * (X Int Y)=A*XInt B =Y

1. lx xay xb ya.

[ xa: Ajy: Xxb B; ya: Y xa = xby = ¥a ==y Y
2, 1x xa y xb ya.

(| xa: Ayt X x == <x8, V23 xb: By ya: Y x = <xb, ya> |
= <xa, Y = <XDb, yaz

val it = () : unit

> back();

Level 35 (2 subgoals)

(ATnt B) * (X Int Y) = AXX It BFY

1, !x xa y xb ya.

[ xa: Ayy: X5xb: By ya: Y;x= <xb, yas; y = ya || ==> Y
9. Ilx xa y xb ya.

[[xa: Ajy: X x = <x& y>; xb: B; ya: Y x = <xb, ya> 1]
= <A, Y = <xb, ya>

yal it = {) : unit

> back(};

Level 35 (2 subgoals)

(Alnt B) * (X Ine Y) = A* X It B*Y

1. Ulx xa y xb ya.

[[xa: Ajy: Xoxb: Byya: Y; X = <xb, ya>; xa = xb || ==>ya: Y
2. x xa y xb ya.

| xa: A;y:X;x:<xa,y>;xb: B;ya: Y; x = <xb, ya> il
—> <Xa, Y = <xb, ya>

val it == () : unit

f
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> ba I;

Level 36 (1 subgoal)

AIntB)* (XIntY)=A*XIntB*Y
L. x xa y xb ya.

[ xa: Ajy: Xix = <xa, y>; xb: B; ya:

==> <Xa, y> = <xb, ya>

val it = () : unit

> br ssubst 1;

Level 37 (2 subgoals)

AntB)*(XInt Y)=A*XInt B*Y
1. 'x xa y xb ya.

(| xa: Ajy: X;x= <xa, y>;xb: B;ya:

==2> <xb, ya> = 7a27(x, xa, y, xb, ya)
2. lx xa y xb ya.

[[xa: A;y: X;x = <xa, y>; xb: B; ya

== <xa, y> = 7a27(x, xa, y, xb, ya)
val it = {) : unit

> br sym 1;

Level 38 (2 subgoals)
AtB)*(XIntY)=A*XInt B*Y
1. IIx xa y xb ya.

[[xa: Ajy: X;x = <xa, y>; xb: B; ya:

==> 1a27(x, xa, y, xb, ya) = <xb, ya>
2. x xa y xb ya.

[xa:Ajy: X;x=<xa,y> xb: B;ya:

== <xa, y> = 7a27(x, xa, y, xb, ya)
val it = () : unit

> ba I

Level 39 (1 subgoal)
AntB)* XIntY) = A*XInt B*Y
1. llx xa y xb ya.

[[xa: Ajy: X x=<xa, y> xb: B;ya:

==> <Xa, y> = X
val it = () : unit

> br sym 1;

Level 40 (1 subgoal)

(AInt B) *(XInt V) = A*XInt B*Y
I. x xa y xb ya.

[[xa: Ajy: X; x = <xa, y>;xb: B ya:

==> X = <xa, y>

val it = () : unit

> ba 1;

Level 41

AIntB) * XInt V) =A*XImt B*Y
No subgoals!

val it = () : unit

Y; x = <xb, ya> |]

=
%
I

<xb, ya> ||

Y; x = <xb, ya> (]

Y; x = <xb, ya> ]

Y, x = <xb, ya> |]

Y; x = <xb, ya> ||

Y; x = <xb, ya> |}

99




100 Teoria de conjuntos e€ni Isabelle

Ou utilizando a téctica referida anteriormente:

> Goal "(A Int B) * (X Int Y) = (A * X) Int (B * Y
Level 0 (1 subgoal)

(A Int B) * (X Int Y) —A*XIntB*Y

1. (AInt B) * (XInt Y)=A X Int B*Y

val it == [ : Thm.thm list

> by (Blast_tac 1);
Ht4F Search depth
F4+4F Search depth = 1

Level 1

(A Int B) * (X Int Y) = AFXIntB*Y
No subgoals!

val it = () : unit

i

As provas das restantes propriedades ¢ presentadas na seccho 1.8 a0 semelhante
js anteriores e podem ser vistas na subseccao A.2.6 do apoéndice,

2.3.6 Numeros naturais € aritmética

A teoria Nat define os nimeros naturais e a indugao matematica. O conjunto dos
nimeros naturais (w) é designado por nat ¢ & teoria Arith desenvolve a aritmética
dos niumeros naturals.

Relembrando suc{z) = =Y {z}. Em Isabelle a definicio da fungao sucessor

(succ_def) ¢ feita & custa da fungiio cons cuja definicio ¢

cons _def cons {(a,A) == Upalr (a,n) Un A.

Assim,
succ_def suce (1) === cons (1,3).

As regras para a fungao sucessor s0 as seguintes.

Designagao Regra

succll i+ succ(i)

succl2 jr]==>1 succ(j)

suceCl T j==>i= j) == 1 suce(j)

succE i suce(j); i = ==> Pii:j==>P|==>P
suce_neq_0 suce(n) = 0 ==> R

succ _inject succ(m) = succ(n) ==>m =N

succ_inject iff suce(m) = suce(n) <-> m =1

Repare-se que as Tegras succ_neq_ 0 e suce_inject sao respectivamente 08
axiomas IV e V de Peano, apresentados na seccao 1.14.

De seguida, apresenta-se a prova do lema a=b ==> succ(a)=suce(b) que se
denominard subsucc € que seré utilizado, mais 3 frente, na prova de outros lemas €
propriedades.
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> Goal "a=b ==> succ(a)=succ(b)";

Level 0 (1 subgoal)

a = b == succ(a) = succ(b)

L. a=b ==> succ(a) = succ(b)

val it = [} : Thm.thm list

> br equalityl 1;

Level 1 {2 subgoals)

a = b === succ(a) = succ(b)

Lo a=1b==> succ(a) <= suce(b)

2. a=b ==> suce(b) <= succ(a)

val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 2 (2 subgoals)

a = b ==> succ(a) = succ(b)

L Ix [Ja=b;x: succ(a) || ==> x : suce(b)
2. a = b ==> suce(b) <= succ(a)

val it = () : unit

> br subst 1;

Level 3 (3 subgoals)

a = b ==> succ{a) = succ(b)

Lo [ a=b;x: suce(a) || ==> 7a2(x) = succ(b)
2. Mx. [} a=b;x: succ(a) |] ==> x : 7a2(x)
3. & == b ==> suce(b) <= succ(a)

val it = () : unit

> back();

Level 3 (3 subgoals)

a = b ==> succ(a) = suce(b)

LM% [l a=b; x: suce(a) |] == 7a2(x) = b
2. x. [la=b;x: succ(a) || ==> x : suce(?a2(x))
3. a = b ==> suce(b) <= suce(a)

val it = () : unit

> ba I,

Level 4 {2 subgoals)

a = b == succ(a) = suce(b)

Lo x [ja=Dh;x: succ(a) ] ==> x : succ(a)
2. a =D ==> suce(b) <= suce(a)

val it = () : unit

> ba 1;

Level 5 (1 subgoal)

a = b == suce{a) = succ(b)

L a=b ==> succ(b) <= suce(a)

val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 6 (1 subgoal)

a = b ==> succ(a) = succ(h)

L lx [l a=b;x: suce(b) || ==> x : succ(a)
val it = () : unit
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~ br subst 1;

Level 7 {2 subgoals)

g == b ==> succ(a) = suce(b)

LMk [la=bx: suce(b) || ==> 2a4(x) = suce(a)
2. Ux, la=hx: suce(b) lj ==> X 7ad(x)

val it == () : unit

> back();

Level 7 (2 subgoals)

g = b ==> suce(a) = suce(b)

1M a=byx: succ(b) || ==> Ta4(x) = 8

2 Ux [ja=hx: suce(b) || ==> X suce(7ad{x))
val it = () © wnit

> br sym 1;

Level 8 (2 subgoals)

a = b ==> succ(a) = suce(b)

1.k la=bx: suce(b) || ==> a = Tad(x)

2. x. [la =D x: suce(b) {] ==> X suce(7a4(x))
val it = () : unit

> ba 1;

Level 9 (1 subgoal)

a = b ==> succ(a) = suce(b)

1k [la=hbx: suce(b) |] ==> X suce{b)

va} it = () : unit

> ha 1;

Level 10

a = b ==> succ(a) = suce(b)

No subgoals!

val it == () : unit

> ged "subsucc';

val subsuce = "Ta = Th ==> suce{7a) = suce(7h)" : Thm.thm
val it = () : unit

Uma operagio no conjunto dos naturais s6 estd bem definida se 0s seus argli-
mentos forem numeros naturals. Assim, para minimizar a necessidade de provar gque
um argumento & natural, construiu-se a funcao notify. Fsta ¢ definida de tal modo
que

natify(n) = nsen & um imero natural;
natify(succ(z)) = succ(natify (x)) para todo o =
c

natify(z) = 0 para o8 restantes casos.

O beneficio desta fungao & que a adigdo e multiplicagio tém sempre como resultado
um nimero natural, independentemente dos seus argumentos.

As leis algébricas (conutativa, sssociativa e distributiva) s8o incondicionais.

As regras apresentadas de seguida 8o as regras para o funcio notify.
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Designacio Regra

natify 0 natify(0) = 0

natify non_suce ALL z. x ~= succ(z) ==> natify(x} = 0
natify _in_nat natify(x) : nat

natify ident N nat ==> natify(n) = n

natify _eqB [i natify(x) = y; x : nat || ==> x =y
natify _idem natify(natify(x)) = natify(x)
add_natifyl natify(m) #+ n = m #+ n"
add_natify2 "m #£+ natify(n) = m #+ n
mult_natifyl "natify(m) #* n = m #* n"
mult_natify2 m #* natify(n) == m #* n

As trés repras apresentadas de seguida sdo os axiomas I ,1I e III de Peano.

Designacdo Regra

nat_0f 0 : nat
nat_succl 1 : nat ==> suce(n) : nat
nat_induct  [fn: nat; P(0); x. [| x : nat; P(x) [} ==> P(succ(x)) ] ==> P(n)

Iacilmente, se verifica que a regra nat_induct & o principio de indugdo matemdtica.

De seguida, apresenta-se as regras para a adicdo e multiplicaciio de ntimeros
naturais. Algumas dessas regras (associativa e comutativa da adi¢do e da multi-
plicagdo) serao provadas posteriormente, pois as suas provas servem para ilustrar o
modo de fazer uma prova por inducao em Isabelle ZF, bem como o modo de aplicar
algumas das restantes regras.

Designacao Regra

add_type m #-+ n: nat

add_ 0 natify 0 -+ m = natify(m)

add_suce succ(m) #+ n = succ(m #-+ n)

add 0 "m: nat ==> 0 #+ m = m"
add_0_right_natify m #-+ 0 = natify(m)

add_succ_right m #+ succ(n) = suce(m #+ n)

add_0_right m : nat ==>m#+ 0 =m

add_left _cancel natify k #+4 m =k #4 n ==> natify(m) = natify(n)
add _left cancel li=hi#+m=j#+nm: nat; n: nat | ==>m=n
add _assoc m #+ n #4+ k =m #+ (n #4+ k)

add commute m#-+n=n#+m

add_left commute m FE (0 #t k) =0 #+ (m #+ k)
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Designagao Regra

mult _type m #* n: nat

mult_ 0 0#*m=20

mult _suce suce(m) #* n = n £+ m #* 1

mult 0 right m #* 0 = 0"

mult _succ__right m #* suce(n) = m #-+ m FF n"
muit_ 1 natify 1 4% n = natify{n)
nult_ 1 right_natify —n#* 1= natify(u)

mult 1 nonab ==> 1 n = n

mult 1 right n:onat ==>n #* 1 =n

mult _commute m % 0= n HF m

add mult_ distrib (m -+ n) 5 ko= kofEr #Ek
add _mult__distrib_left k S (b n) == kO k ##*n
mult__assoc m o n A ko= mfEE (o ##* k)

mult left _commute m f* (0 k) = 0 A (n #¥ )

A propriedade a ser provada de seguida ¢ a propriedade conutativa da adigaho.
Contudo, antes de provd-la & HECESSATIo Provar uma nova regra, (ue facilitard a
prova da mesma. Hsta nova regra ¢ a jungio das regras add 0 ¢ add_0_righl ¢
designar-se-d commi3ase.

> Goal "nmab == Offbn=ng-40";

Level 0 (1 subgoal)

0 nat ==> 0 -+ n=n#+0

1. o nat ==> 0 4 n=n -t 0

val it = {]  Thnuthm list

> by (subgoals_tac ["0 -+ nen ™, en a0,

Level 1 (3 subgoals)

n: nat ==> 0 #n =+ 0

1 n: naty 0 #4n=nn=n 0 || = Ot 0= nffet
2. | m: nat; 0 #f+ 1= [j == 0= - 0

3. n: nat ==> 0 - n=n

val it == (} : unit

> bradd_0 3;

Level 2 (3 subgoals)

0 onat =e=> 0 4 n=n g0

1L {n:nat; O+ n=nn=n Ht- O |} ==> 0 #4- n=n JE4 0
2. (| n: nat; 0 #+ n=n | ==>n=ndt 0

3. n: nat ==> n: nat
val it = () : unit
> ba 3;

Level 3 (2 subgoals)

1 nat ===> 0 #44 n=n#+0

1 {{n:nat; O #+n=nn=n#+0 ] ===> 0 -k 1= n #+ 0
2. {n:nat; 0+ n=nl]==>n=n #H-4+ 0

val it = () : unit

> br sym 2;
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Level 4 (2 subgoals)

n:nat ==> 0 #4+n=n #+ 0

1. {n: nat; 0 #+n=n;n=n#4+0|] == 0 4+ n=n #+ 0
2 [[n:nat; O+ n=n|==>n#+0=n

val it = () : unit

> bradd_0_right 2;

Level 5 (2 subgoals)

n:nat ==>0#+n=n#+0

L [In: nat; 0 #+n=n;n=n#+ 0| ==> 0 #+n=n -+ 0

2. | n:nat; 0 ¢4+ n=n|] ==>n: nat
val it = () : unit
> ba 2;

Level 6 (1 subgoal)

n:nat ==>0#+n=n #+0

1. [|n: nat; 0 #+n=n;n=n #+ 0 |] ==>0#+n=n#+0
val it = () : unit

> be trans 1;

Level 7 (1 subgoal)

n:nat ==>04#+n=n4#+0

L{in:natin=n#+0[ ==>n=n#+0

val it = () : unit

> ba 1;

Level 8

N onat ==> 0 #4 n = n #4 0

No subgoals!

val it = () : unit

> ged "commBase":

val commBase = "1 : nat ==> #+ =M #+ 0" : Thm.thm
val it = () : unit

Agora estd-se em condicdes de provar a propriedade comutativa. Chama-se 3
atengdo o leitor para o facto de que esta propriedade é a regra, add_commut, em
Isabelle 7F.

> Goal "[[nmat;menat|J==>n#-+m=mgn"
Level 0 (1 subgoal)

{| n: nat; m: nat || == D #+ m=m #+n
L [|n:nat;m: nat|] ==>n#+m=m #+n
val it = [} : Thm.thm list

> br nat_induct 1;
Level 1 (3 subgoals)

[l n: nat; m: nat |] == 0 4 mo=m 4 n
L [ n: nat; m: nat |] ==> m #4 n : nat
2. (In:nat;m: nat ] ==>n #+ m =0

3. x. [ n: nat; m: nat; x : nat; n #4+ m = x ] ==> n #+ m = suce(x)
val it = () : unit
> back();
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Level 1 (3 subgoals)

i| n: nat; m: nat ) ==>n #+m=m #4+n

1. [| n: nat; m: nat ] ==>n: nat

9. {| n: nat; m : nat |j ==> 0 4+ m=m #+ 0

3. x. [| n: nat; m: nat; x: nat; x #-+ m = moffl X g

= guce(X) #E+ m = m 7t suce(x)

val it = () : unit

> ba 1;

Level 2 (2 subgoals)

(| n: nat; m: nat || ==>n g+ m = m 41

1. {| n: nat; m: nat ] ==> 0 4 m=m #+ 0

2. Ux. [ n: nat; m @ nat; x: nat; x #4 m = m # X !

s> suce(x) FE+ m = m F suce{x)

val it = () : unit

> br commBase 15

Level 3 (2 subgoals)

{| n: nat; m: nat |] s==> n £+ m=m 4+ n

1. [| n: nat; m: nat ] ===> m : nat

2. fx. [| n: nat; m: nat; X nat; x -+ m = m -+ X il

== succ(x) F-- m = m 4 suce(x)

val it = () + unit

> ba 1;

Level 4 (1 subgoal)

[l n: nat; m: nat | ==> n 4 mo=m Jf-4- 11

1. Wx [l n: nat;m @ nat; x: nat; x - m = m -t x il

= guce(X) -+ m = m suce(x)

val it = (} © unit

> by (subgoals_tac [" suce(x)fE+m = suce{xt-m)", Nguee(xdff-rm) = suce(mif+x)",
"suce(mp-tx) = m #+ suce(x)"] 1);

Level 5 (4 subgoals)

[| n: nat; o nat || ==> n #-+m=m #

1. % {| n: nat; m: nat; X nat; x fE-+ m = m gt X

suce(x) #-+ m = suce(x #+ m); suce(x #-+ m) = suce(m - x);

succ(m #-+ x) = m #+ suce(x) |]

== succ(x) #+ m = m - suce(x)

2. Ux. [} n: nat; m: nat; x: nat; x #-+ m = m #-+ %

succ(x) #+ m = suce(x #+ m); suce(x #+ m) = succ{m -+ x) |

= suce(m #+ x) = m suce(x)

3. 1. {j n: nat; m: nat; x: nat; x #+ m = m #+ X

succ(x) #+ m = suce(x F+ m) ||

=3 suce(x #A+ m) = succ(m #-+ x)

4. 1x. [} n: nat; m: nat; X nat; x #4 m = m #F+ % Il

= suce(x) #-+ m = succ(x #+ m)

val it = () : unit

> br add_succ 4;

Level 6 (3 subgoals)

{| n: nat; m: nat || ==>n#+m=m #H- 1
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L x. [| n: nat; m: nat; x : nat; x #+ m = m #+ x;

succ(x) #+ m = suce(x #-+ m); suce(x #+ m) = succ(m #+ x);
suce(m #+ x) = m #-+ suce(x) [}

=== suce(x) #-+- m = m #+ succ(x)

2. "% [] n: nat; m: nat; x : nat; x #4 m = m #+ x;

succ(x) #+ m = suce(x #+ m); suce(x #+ m) = succ(m #+ x) |)
== succ{m #+ x) = m #+ suce(x)

3. Us. [| n: nat; m: nat; x : nat; x #+ m = m #+ x;

succ(x) #-+ m = succ(x #+ m) []

== succ(X #-+ m) = suce(m #-+ x)

val it = () : unit

> br subsuce 3;

Level 7 (3 subgoals)

[ n:nat; m: nat |} ==>n #+ m=m #+n

L Mx. [| n: nat; m: nat; x : nat; x #4 m = m #+ x;

succ(x) #+ m = suce(x #-+ m); suce(x #+ m) = suce(m F#+ x);
suce(m #+ x) = m g+ suce(x) |]

==> suce(x) #-+ m = m #- suce(x)

2. x. [| n: nat; m: nat; x : nat; x #4+ m = m #+ x;

succ(x) #+ m = suce(x #-- m); suce(x #+ m) = succ(m #+ x) |]
==> succ(m #+ x) = m #-+ suce(x)

3. . [ n: nat; m : nat; x : nat; X #+m =m #+ x;

succ(x) #-+ m = suce(x #+ m) {]

== X -+ m=m #+ x

val it = () : unit

> ba 3;
Level 8 (2 subgoals)
In:nat;m: nat || ==> n #+m =m#+n

L !x. [I n: nat; m: nat; x : nat; x #4+ m = m #+ x;

suce(x) #-+ m = suce(x #+ m); suce(x #+ m) = suce(m H#+ x);
suce(m #+ x) = m #+ suce(x) {]

w2 SUCe(X) #-+ m = m #+ suce(x)

2. Ux. [ o onat; m o nat; x @ nat; x #4+ m o= m H#+ x;

suce(x) #+ m = succ(x #-+ m); suce(x #+ m) = suce(m #+ x) |]
==> succ{m #+ x) = m #+ succ(x)

val it == {) : unit

> br sym 2;

Level 9 {2 subgoals)
[[n:nat;m:nat|]==>n#+m=m#+n

1. x. || n: nat; m: nat; x : nat; X #4+ m = m #+ x;

suce(x) #+ m = suce(x #+ m); suce(x #+ m) = succ(m #+ x);
suce(m #+ x) = m #+ suce(x) |]

== SUcC(X) #+ m = m #+ succ(x)

2. x. [| n: nat; m: nat; x : nat; x #4+ m = m #+ x;

suce(x) #+ m = succ(x #+ m); succ(x #+ m) = succ(m #+ x) ||
==> m #+ succ(x) = succ(m #+ x)

val it = () : unit
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> br add_succ_right 2;

Level 10 (1 subgoal)

(| n: nat; m: nat |} ==>n #4 m = m -+ n

1. Ux. || n: nat; m: nat; x: nat; x #+ m=m#+ X
suce(x) #+ m = suce(x #+ m); succ{x #+ m) = suce(m F#+ X
suce(m F£+ x) = m #+ suce(x) |]

> guce(X) -+ m = m g suce(x)

val it = () : unit

> be trans 1;

Level 11 (1 subgoal)

[| n : nat; m: nat 1 ==>n f+m=m #+ 1

1. Ux. {| n: nat; ;1 : nat; x: nat; x #-- m = m #+ X
suce(x #-+ m) = suce(m #-+ x); suce(m -+ x) = m #+ suce(x) ]
x> suce(x -+ m) = m At suce(x)

val it = () : unit

= be trans 1;

Level 12 (1 subgoal)

{| n: nat; m: nat ] ==> n #+ m=m fE4+ 1

1. Mx. || n: nat; m: nat; x: nat; x #4 m =m A %
suce(m #+ x) = m #+ suce(x) j

=% succ(m Fb x) = m succ(x)

val it = () : unit

> hal;

Level 13

[| n: nat; m: nat [ == n o= 1m #4n

No subgoals!

val it = () : unit

2.4 Simplificagao

A simplificacdo consiste na reescrita. de expressoes complexas em expressoes
equivalentes mais simples.

Simp_tac 4 simplifica 0 subobjectivo © utilizando o conjunto de sirnplificagao
{em inglés tsimpset"), em uso. Pode resolver o subobjectivo por completo se este se
tornar trivial, depois de utilizada a téctica de resolugao do conjunto de simplificagio.

Asm_simp_tac i € semelhante a Simp_tac i, mas extral regras de reescrita
adicionais das hipdteses locais.

Full_simp_tacié semelhante a Simp_tac 1, mas também simplifica as hipoteses
locals (sem utilizar as hipéteses locals para se simplificarem umas s outras ou 0O
subobjectivo 7).
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Asm_full stmp_ tac i é semelhante a Asm_ simp_tac i, mas também simplifica
as hipéteses locais. Em particular, as hipéteses locais podem se simplificar umas as
outras.

set trace_ simp,; & o comando que permite ao utilizador visualizar as operacoes
internas do simplificador.

O simplificador é controlado pela informacéo contida no conjunto de simplifi-
cagao, conforme documentado no capitulo 10 de [§].

Em Isabelle ZF o conjunto de simplificacdo ¢ designado ZF _ss e em Isabelle
FOL, FOL _ss.

print_ss aa; & o comando que permite visualizar o contéudo do conjunto de
simplificacao aa.

Exemplo

Este exemplo ¢ a prova da regra add_ 0_ right utilizando, neste caso, a simplifi-
cacao,

> Goal "ninat ===> nff-4-Q==n";
Level 0 (1 subgoal)

n:nat ==>n#4 ) =n
IL.n:nat ==>n#+0=n
val it = [ : Thm.thm list

O primeiro passo & aplicar a regra de inducao,

> br nat _induct I;

Level 1 (3 subgoals)

n:nat ==>n#+0=n

L. n: nat ==>n: nat

2.0 nat ==> 0 #- 0 =

3. !x. [l n: nat; x : nat; x #4 0 = x |} ==> suce(x) #+ 0 = suce(x)
val it = () : unit

O subobjectivo 1 & resolvido por hipdtese,

> ba 1;

Level 2 (2 subgoals)

n:nat ==>n#+0=nq

1on:nat ==> 044 0 =0

2. Ix [[n:nat;x: nat; x #4 0= x [} == suce(x) #+ 0 = suce(x)

val it = () : unit

Neste momento tem-se dois subobjectivos. O primeiro ¢ a base de indugéo e o
segundo & o passo de inducao.

Para se resolver o primeiro basta aplicar Simp_tac.

> by (Simp_tac 1);
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Level 3 (1 subgoal)

n: nat ==>n#+ 0 =n

1. % [| n: nat; x : nat; x #+ 0 =X || === suce(x) #+ 0= suce(x)
val it = () @ unit

Para se resolver o tltimo subobjectivo & necessario utilizar Asm_simp__tac para

que as hipdteses de inducio scjam usadas ¢Omo regras de reescrita.

> by (Asm_simp_tac 1);
Tevel 4

n:nat ==>n#4+0=n
No subgoals!

val it = () : unit

ol

~ Goal "nmat ==> n#-+0=n";
Level 0 (1 subgoal)

n:nat ==>un#+0=n

1. nn: nat ==>n#+ 0=n
val it = {] : Thm.thm list

> by (Asm_simp_tac 1);

Level 1

n:nat ==>n#+-0=n

No subgoals!

val it = () : unit

Como foi referido, anteriormente, O comando set_trace simp permite ao uti-

fizador visualizar as operagOes internas do simplificador. Para o exemplo anterior
tem-se:

> get trace simp;

val it = true : bool

> Goal "mnat ==> n#--0=n";
Level 0 (1 subgoal)

n: nat ==>nf+0=n

L. n:nat ==>un#+0=n
val it = [ + Thm.thm list

> br nat_induct 1;

Level 1 (3 subgoals)
n:nat==>n#+0=n

1. 0 : nat ==> n: nat

2.1 : nat ==> 0 #+0=10

3. fx. [I n: nat; x : nat; x #4 0 =x || ==> succ(x) #+ 0= suce(x)
val it = () ¢ unit

> ba l;

Level 2 (2 subgoals)

n: nat ==>n#+0=n
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lLninat==>0#+0=10

2. . [ n: nat;x: nat; x #+ 0 = x || ==> succ(x) #+ 0 = succ(x)
val it = () : unit

> by (Simp_tac 1};

SIMPLIFIER INVOKED ON THE FOLLOWING TERM:
n:nat ==>0#+0=10

Applying instance of rewrite rule "Arith.add 0 right natify™:
ml #-+ 0 == natify(?m1)

Rewriting:

0 #4 0 == natify(0)

Applying instance of rewrite rule "Arith.natify 0"

natify(0) == 0

Rewriting:

natify () ==

Applying instance of rewrite rule "IFOLIFOL_simps_1":
7al = 7al == True

Rewriting:

0 =0 == True

Level 3 (1 subgoal)

n:nat ==>n#4+0=n

L !x i n nat; x @ nat; x #4 0 = x || ==> succ(x) #+ 0 = suce(x)
val it == () : unit

> by (Asm_simp_tac 1);

SIMPLIFIER INVOKED ON THE FOLLOWING TERM:

Ix. [[ n: nat; x @ nat; x #+ 0 = x || ==> succ(x) #+ 0 = suce(x)
Adding rewrite rule:

n : nat == True

Adding rewrite rule:

X @ nat == True

Adding rewrite rule:

X H#+0 == x

Applying instance of rewrite rule "Arith.add 0_right natify":
ml #+ 0 == natify(?m1)

Rewriting:

suce(.x) #+ 0 == natify(succ(.x))

Applying instance of rewrite rule "Arith.natify ident":

7y 1 nat ==> natify(7y) == 7y

Trying to rewrite:

succ(.x) : nat ==> natify(succ(.x)) == succ{.x)
SIMPLIFIER INVOKED ON THE FOLLOWING TERM:
suce(.x) : nat

{1}Applying instance of rewrite rule "Nat.nat_succ_ iff":

suce(?nl) : nat == Tnl : nat
{1]Rewriting:
suce(.x) @ nat == x : nat

[1]Applying instance of rewrite rule;
X : nat == True
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1jRewriting:

X : nat == True
[1]SUCCEEDED
natify(suce(.x)) == succ(.x)
(1)Applying instance of rewrite rule MFOLIFOL _simps_ 1"
7al = 7al == True
{1jRewriting:

suce(.x) = suce(.x) == True
Level 4

n: nat ==>n#4+0=n
No subgoals!

val it = () : unit

cu

Goal "runat ==> n-+0=n";

Level 0 (1 subgoal)

n:nat ==>n#+0=n

1. n:nat ==>n#+0=n

val it = [} : Thm.thm list

> by (Asm_simp_tac 1);

[1]SIMPLIFIER INVOKED ON THE FOLLOWING TERM:
n:nat==>n+¢-+0=n

Adding rewrite rule:

n : nat == True

Applying instance of rewrite rule "Arith.add 0 right_natify™:
ml #-+ 0 == natify(?ml)

Rewriting:

0 #+-+ 0 == natify(n)

Applying instance of rewrite rule "Arith.natify _ident™:

?y 1 nat ==> natify(7y) == Ty

Trying to rewrite:

n @ nat ==> natify(n) ==n

SIMPLIFIER INVOKED ON THE FOLLOWING TERM:
n: nat

[1}Applying instance of rewrite rule:

n : nat == True

[1]Rewriting:

n : nat == True

[1]SUCCEEDED

natify(n) == n

[1]Applying instance of rewrite rule "TFOL.IFOL_simps_1":
?al = 7al == True

[1IRewriting:

n = n == True
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Level 1
n:nat==>n#+0=n
No subgoals!

val it = () : unit
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Capitulo 3

Conclusao

Este trabalho teve por base a teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel (ZF), que foi
uma das primeiras axiomatizacoes desta teoria.

Na primeira parte, procedeu-se a descri¢do desta axiomatizacio, bem como 3
apresentacao das propriedades e teoremas que se obtém desta teoria.

Na segunda parte, utilizou-se como ferramenta de trabalho o sistema de prova,
Isabelle, para provar as propriedades apresentadas na primeira parte. Estas provas
foram feitas, na maioria das vezes, de forma assistida, embora tenham sido referi-
das e exemplificadas algumas das técticas de demonstracdo automética que estdo
disponfveis. Foram também referidas técnicas que permitem desenvolver técticas
utilizando tacticais. Naturalmente, nio se cobriram todos os desenvolvimentos
desta teoria que poderdo ser objecto de trabalho futuro. Realga-se em particular a
demonstra¢ao em Isabelle/ZF do lema de Zorn.

Espera-se que esta tese seja 1til a quem queira conhecer ou ensinar a Teoria de
Conjuntos e, também, a demonstracio em computador das suas propriedades.
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Apéndice A

Provas em Isabelle

Neste apéndice apresenta-se as provas das propriedades cuja prova nfo foi apresen-
tada anteriormente, uma vez que a mesma nao trazia nada de novo.

A.1 FOL

4. Fror (Vay P(z) = Q) & (3 P(2) =V, Q)

% G(ialv&E [iff def] ';(ALL xy. P(x)->Q(y))<->((EXx. P(x))->(ALLy. Q(y))";
Level 0 (1 subgoal

(ALL xy. P(x) —> Q(y)) <-> (EX x. P(x)) => (ALL y. Q(y))
1. (ALL xy. P(x) —> Q(y)) —> Ex(P) —> Al(Q)) &

((Bx(P) —> AIl(Q)) > (ALL x y. P(x) > Q(y)))

val it = [] : Thm.thm list

> br conjI 1;

Level 1 (2 subgoals)

(ALL x y. P(x) > Q(y)) <-> (EX x. P(x)) —=> (ALL y. Q(y))
1. (ALL xy. P(x) > Q(y)) —> Ex(P) —> Al(Q)

2 1(EX(P()) -> All(Q)) —> (ALL x y. P(x) —=> Q(y))

val it = () : unit

> by impl 1;

Level 2 (2 subgoals)

(ALL xy. P(x) —> Q(y)) <-> (EX x. P(x)) => (ALL y. Q(y))
1. ALL x y. P(x) = Q(y) ==> Ex(P) — All(Q)

% 1(E}‘:(P()) -> All(Q)) > (ALL x y. P(x) —> Q(¥))

val it = () : unit

> br impl 1;

Level 3 (2 subgoals)

(ALL x y. P(x) > Q(y)) <-> (EX x. P(x)) => (ALL y. Q(y))
L [| ALL x y. P(x) = Q(y); Ex(P) [| ==> All(Q)

2, ]_(EX(P()) -> All(Q)) —> (ALL x y. P(x) —> Q(y))

val it = () : unit
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> br alll 1;

Level 4 (2 subgoals)

(ALL x y. P(x) > Q(y)) <-> (EX x. P(x)) -> (ALL y. Q())
1. Ix [} ALL xy. P(x) => Q(y); Ex(P} |] ==> Q(x)

2. (Ex(P) > Al(Q)) —> (ALL x y. P(x} —> Q(y))

val it = {) : unit

> be exE 1;

Level 5 (2 subgoals)

(ALL x y. P(x) —> Q(y)) <-> {(EX x. P(x)) => (ALL y. Q(y)}
L M xa [ ALL xy. P(x) —> Qy); P(xa) || ==> Q(x)

2. (BEx(P) —> Al(Q)) > (ALL x y. P(x) —> Q(y))

val it == () : unit

> br mp 1;

Level 6 (3 subgoals)

(ALL xy. P(x) -> Q(y)) <-> (EX x. P(x}) -> (ALL y. Q(y))
1. Mxxa. [| ALL x y. P(x) => Q(y); P{xa) |] ==> 7P5(x, xa) —> Q{x)
2. "x xa. [| ALL x y. P(x) => Q(y); P(xa) {] ==> TP5(x, xa)
3. (Ex(P) —> Al(Q)) -> (ALL x y. P(x) —> Q(¥))

val it = () : unit

> br spec 1;

Level 7 (3 subgoals)

(ALL xy. P(x) ~> Q(v)) <-» (EX x. P{x)) > (ALL y. Q(y))
1. x xa.

[l ALL x y. P(x) ~> Q(y); P(xa) |]

wm> ALL xh. 7P8(x, xb, xa) —> Q(xb)

2. Mx xa. {| ALL x y. P{x) => Q{y); P(xa) || ==> "P8(x, x, xa)
3. (BEx(P) -> Al(Q)) > (ALL x y. P(x) -> Q(y))

val it = () : unit

> br spec 1;

Level 8 (3 subgoals)

(ALL x y. P(x) ~> Q(y)) <-> (EX x. P(x)} —> (ALL y. Q(y))
1. Ix xa.

I ALL x y. PG —> Q(y); P(xa) [

==> ALL xb xc. 7P10(x, xa, xb, x¢) -> Q(xc)

2. lx xa.

[| ALL x y. P(x) => Q(y); P(xa) |] ==> 7P10(x, xa, 7x9(x, xa), x)
3. (Ex(P) —> AI(Q)) -> (ALL x . P(x) > Q(y))

val it = () : unit

> ba 1;

Level 9 (2 subgoals)

(ALL xy. P(x) => Qy)) <-> (BX x. P(x)) > (ALL y. Q(y))
1. Mexa. || ALL x y. P(x) => Q(y); P(xa) |} ==> P(™x9(x, xa)}
2. (Ex{P) —> Al(Q)) -> (ALL x y. P(x) -> Q{¥))

val it = () : unit

> ba 1;

Level 10 (1 subgoal)

(ALL x y. P(x) > Q(y)) <-> (BX x. P(x)) > (ALL y. Q(y))
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1. I(EX(P()) —> All(Q)) = (ALL x y. P(x) —> Q(¥))

val it = () : unit

> br impl 1;

Level 11 (1 subgoal)

(ALL x y. P(x) > Q(y)) <-> (EX x. P(x)) > (ALL y. Q(y))
1. Ex(P) —> All(Q) ==> ALL x y. P(x) —> Q(y)

val it = () : unit

> br alll 1;

Level 12 (1 subgoal)

(ALL x y. P(x) > Q(y)) <-> (EX x. P(x)) -> (ALL y. Q(y))
L !x. Ex(P) —> All(Q) ==> ALL y. P(x) —> Q(y)

val it = () : unit

> br alll 1;

Level 13 (1 subgoal)

(ALL x y. P(x) => Q(y)) <-> (EX x. P(x)) —> (ALL y. Q(y))
L xy. Ex(P) —> Al(Q) ==> P(x) —> Q(y)

val it = () : unit

> br impl 1;

Level 14 (1 subgoal)

(ALL x y. P(x) -> Q(y)) <-> (EX x. P(x)) —> (ALL y. Q(y))
L Uxy. [| Ex(P) —> Al(Q); P(x) [] ==> Q(y)

val it = () : unit

> br spec 1;

Level 15 (1 subgoal)

(ALL x y. P(x) => Q(y)) <-> (EX x. P(x)) => (ALL y. Q(y))
L xy. [| Ex(P) —> Al(Q); P(x) || ==> ALL x. Q(x)

val it = () : unit

> br mp 1;

Level 16 (2 subgoals)

(ALL xy. P(x) > Q(y)) <-> (EX x. P(x)) > (ALL . Q(y))
1. lxy. [| Ex(P) —> All(Q); P(x) [] ==> P17(x, y) —> (ALL x. Q(x))
2. Ix y. [| Ex(P) —> Al(Q); P(x) || ==> 7P17(x, y)

val it = () : unit

> br exI 2;

Level 17 (2 subgoals)

(ALL xy. P(x) > Q) <-> (EX x. P(x) => (AL y. Q(y))
1. lxy

| Ex(P) > Al(Q); P(x) |

==> (EX xa. 7P18(x, y, xa)) —> (ALL x. Q(x))

2. xy. [| Ex(P) —> Al(Q); P(x) || ==> 7P18(x, y, 7x18(x, y))
val it = () : unit
> ba 1;

Level 18 (1 subgoal)
(ALL x y. P(x) => Q(y)) <-> (EX x. P(x)) —> (ALL y. Q(y))

L lxy. [| Ex(P) —> Al(Q); P(x) || ==> P(?x18(x, y))
val it = () : unit
> ba 1;
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Level 19

(ALL x y. P(x) > Q(y)) <-> (EX x. P(x)) = (ALL y. Q)
No subgoals!

val it = () : unit

A2 ZF
A.2.1 Propriedades da uniao
l.bzpU@ =9

> Goal "Union(0)=0";
Level 0 (1 subgoal)

Union(0) =0
1. Union(0) = 0
val it = [] : Thm.thm list

> br equalityl 1;

Level 1 (2 subgoals)

Union(0) =0

1. Union(0) <=0

2. 0 <= Union(0)

val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 2 (2 subgoals)

Union(0) =0

1. !x. x : Union(0) ==>x:0
2. 0 <= Union(0)

val it = () : unit

> br subset] 2;

Level 3 (2 subgoals)

Union(0) =0

1. "'x. x : Union(0) ==>x:0
2. Ix. x : 0 ==> x : Union(0)
val it = () : unit

> be emptyE 2;

Level 4 (1 subgoal)

Union(0) =0

1. IIx. x : Union(0) ==>x:0
val it = () : unit

> be UnionE 1;

Level 5 (1 subgoal)

Union(0) =0

L. IxB.[|[x:B;B:0[J==>x:0
val it = () : unit

> be emptyE 1;
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Level 6
Union(0) =0
No subgoals!

val it = () : unit

S Fzr AU =A

> Goal "A Un 0=A";
Level 0 (1 subgoal)

AUn0=A
1.AUnO=A
val it = [| : Thm.thm list

> br equalityT 1;
Level 1 (2 subgoals)

AUn0=A
1. AUnO <= A
2.A<=ATUno0

val it = () : unit
> br subsetl 1;
Level 2 (2 subgoals)

AUn0=A
1. Ix. x: AUnQO==>x: A
2.A<=ATUno0

val it = () : unit

> > br subset] 2;

Level 3 (2 subgoals)
A=A

1. U o e s T Dt g A
2. Mx. x: A=>%:AUn0
val it = () : unit

> be UnE 1;

Level 4 (3 subgoals)
AUnO0O=A

Ll A=—"% A
A R e
M A== x:ATUn(
val it = () : unit

> ba 1;
Level 5 (2 subgoals)
AUn0=A

LM x:0==>x: A
2.Mx.%: A==>x: AUnd
val it = () : unit

> be emptyE 1;

Level 6 (1 subgoal)
AUnO0=A

.. x: A==>x:AUno0

121




——————'r

122 Provas em Isabelle

val it = () : unit
> br Unll 1;
Level 7 (1 subgoal)
AUnO=A

1. lx. x: A==>x: A
val it = () : unit
> ba 1;

Level 8
AUnO0=A

No subgoals!

val it = () : unit

5-¥_ZFAU(BUC)=(AUB)UC

> Goal "A Un (BUnC) = (A Un B) Un C";
Level 0 (1 subgoal)

A Un (B Un C) =AUnBUnC

1. AUn (B UnC) =AUnBUnC

val it = [] : Thm.thm list

> br equalityl 1;

Level 1 (2 subgoals)

A Un (B Un C) =AUnBUnC

1. AUn (B UnC) <=AUnBUnC

2. AUnBUnC<=ATUn (B Un C)

val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 2 (2 subgoals)

A Un (B Un C) =AUnBUnC

1. x. x: AUn (B Un C) ==>x: AUnBUnC
2.AUnBUnC<=AUn (B Un C)

val it = () : unit

> be UnE 1,

Level 3 (3 subgoals)

A Un (B Un C) =AUnBUnC

1. Ix. x: A==>Xx! AUnBUnC

2. Ix. x: BUn C==>x: AUnBUnC
3. AUnBUnC<=AUn (B Un C)

val it = () : unit

> br Unll 1;

Level 4 (3 subgoals)

A Un (B Un C) =AUnBUnC

LMk x: A==>x:AUnB

2. x. x: BUn C ==>x: AUnBUnC
3.AUnBUnC<=ATUn (B Un C)

val it = () : unit

> br Unll 1;

Level 5 (3 subgoals)
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AUn(BUnC)=AUnBUnC

L lle. g As=mny A

2% x:BUnC==>x:AUnBUnC
3.AUnBUnC<=ATUn (BUnCQ)
val it = () : unit

> ba 1;

Level 6 (2 subgoals)
AUn(BUnC)=AUnBUnC
LM x:BUnC==>x: AUnBUnC
22AUnBUnC<=ATUn (BUnC)
val it = () : unit

> be UnE 1;

Level 7 (3 subgoals)
AUn(BUnC)=AUnBUnC

L. bt 3¢ B==bx: Aln BUnC
2. x: C==>x: AUnBUnC
3. AUnBUnC<=ATUn (BUnC)
val it = () : unit

> br Unll 1;

Level 8 (3 subgoals)
AUn(BUnC)=AUnBUnC

L xyB==—sxiAUnB
2.t s Q=—3%: ATUn B UnC
3. AUnBUnC <= A Un (BUnC)
val it = () : unit

> br Unl2 1;

Level 9 (3 subgoals)
AUn(BUnC)=AUnBUnC

1. Il ¥ B==5%:B

2. x:C==>x:AUnBUnC
3. AUnBUnC <=ATUn (BUnC)
val it = () : unit

> ba 1;

Level 10 (2 subgoals)
AUn(BUnC)=AUnBUnC
Lzt C==xn: ATUnBUn C
22AUnBUnC<=ATUn (BUnC)
val it = () : unit

> br Unl2 1;

Level 11 (2 subgoals)
AUn(BUnC)=AUnBUnC
Lol O ==nxs O
2AUnBUnC<=ATUn (BUnC)
val it = () : unit

> ba 1,

Level 12 (1 subgoal)
AUn(BUnC)=AUnBUnC
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1, AUnBUnC <= ATUn (BUnC)
val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 13 (1 subgoal)
AUn(BUnC)=AUnBUnC
LMk x: AUnBUnC==>x:ATUn(BUnC)
val it = () : unit

> be UnE 1;

Level 14 (2 subgoals)
AUn(BUnC)=AUnBUnC

1. lx. x: AUnB==>x: AUn (B UnC)
2. lIx. x: C==>x: AUn (BUnC)
val it = () : unit

> be UnE 1,

Level 15 (3 subgoals)
AUn(BUnC)=AUnBUnC

1. x. x: A==>x: AUn (B UnC)
9. Ix. x: B==>x: A Un (B UnC)
3. 1lx. x: C==>x: AUn (B UnC)
val it = () : unit

> br Unll 1;

Level 16 (3 subgoals)
AUn(BUnC)=AUnBUnC

T Uy A ==wid

2. x. x: B==>x: A Un (B Un C)

3. lIx. x: C==>x: AUn (BUnC)
val it = () : unit
% a3

Level 17 (2 subgoals)
AUn(BUnC)=AUnBUnC

L. x. x: B==>x:AUn(BUnC)
9. lIx. x: C==>x: AUn (BUnC)
val it = () : unit

> br Unl2 1;

Level 18 (2 subgoals)
AUn(BUnC)=AUnBUnC
.. x: B==>x:BUnC

9. Ix. x: C==>x: A Un (B UnC)
val it = () : unit

> br Unll 1;

Level 19 (2 subgoals)
AUn(BUnC)=AUnBUnC

L, lxgx: B==>x:B

2. x. x: C==>x:AUn (BUnC)
val it = () : unit

> ba 1;

Level 20 (1 subgoal)
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AUn(BUnC)=AUnBUnC
L. x:C==>x%: AUn(BUnC)
val it = () : unit

> br Unl2 1;

Level 21 (1 subgoal)
AUn(BUnC)=AUnBUnC
L. Mt 1 O == o B T
val it = () : unit

> br Unl2 1;

Level 22 (1 subgoal)
AUn(BUnC)=AUnBUnC
1. h 2 O =l ey I

val it = () : unit

> ba 1;

Level 23
AUn(BUnC)=AUnBUnC
No subgoals!

val it = () : unit

6-Fzr AUA=A

> Goal " A Un A =A";
Level 0 (1 subgoal)

AUnA=A
1.AUnA=A
val it = [| : Thm.thm list

> br equalityl 1;

Level 1 (2 subgoals)
AUnA=A
1.AUnA<=A
22A<=ATUnA

val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 2 (2 subgoals)
AUnA=A

1 e % AURA==5%iA
22A<=ATUnA

val it = () : unit

> be UnE 1;

Level 3 (3 subgoals)
AUnA=A

L.y Beempn &
2w A=—ugs i
3. A<=ATUnA

val it = () : unit

5 Doy

Level 4 (2 subgoals)
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AUnA=A

1. Ix. x: A==>x: A
2. A<=AUnA

val it = () : unit

> ba 1;
Level 5 (1 subgoal)
AUnA=A

1. A<=ATUnA

val it = () : unit

> br subset] 1;

Level 6 (1 subgoal)
AUnA=A

.. x: A==>x: AUnA
val it = () : unit

> br Unll 1;

Level 7 (1 subgoal)
AUnA=A

1. x. x: A==>x: A
val it = () : unit

= b L

Level 8

AUnA=A

No subgoals!

val it = () : unit

s g & € ADB

> Goal "A <= A Un B
Level 0 (1 subgoal)
A= AUnB
1.A<=AUnB

val it = [] : Thm.thm list
> br subsetl 1;

Level 1 (1 subgoal)
A<=AUnB

T, Ux 3 A ==s%%iAUnb
val it = () : unit

> br Unll 1;

Level 2 (1 subgoal)
A<=ATUnB

1. . x5 A==3>x1 A
val it = () : unit

» ba 1;

Level 3

A<=ATUnB

No subgoals!

val it = () : unit
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8 rzr ACB& AUB=2RH

> Goal "A<=B <-> A Un B = B";
Level 0 (1 subgoal)
A<=B<>AUnB=B
.LA<=B<->AUnB=B

val it = [| : Thm.thm list

> br iffl 1;

Level 1 (2 subgoals)
A<=B<>AUnB=B
l.LAx=B==>ATnB=8B
2AUnB=B==>A<=8B

val it = () : unit

> br equalityl 1;

Level 2 (3 subgoals)
A<=B<>AUnB=B

L. A€=B === ATUnhB<=B

2. AZ=B==5>B<=ATUnB

3 AllnB=B==s A«=B

val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 3 (3 subgoals)
A<=B<>AUnB=B

1. Ix. | A<=B;x: AUnB| ==>x%x: B
22A<=B==>B<=AUnB

3. AUlnB=B==>A<=B

val it = () : unit

> be UnE 1;

Level 4 (4 subgoals)
A<=B<>AUnB=B

Ll |As=Bi#: Al =B
2k [ A=B%iBll=—=2%:B
3. A<=B==>B<=AUnB

L AT B=B=—sl v=1

val it = () : unit

= bai2:

Level 5 (3 subgoals)
A<=B<>AUnB=B

LIx. [|A<=B;x: A|]==>x:B
2.A<=B==>B<=AUnB

3. AUnB=RB==xs A 2_F

val it = () : unit

> be subsetD 1;

Level 6 (3 subgoals)
A<=B<>AUnB=B
LM o A A
22A<=B==>B<=AUnB
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8-I—ZFA§B<=>AUB=B

> Goal "A<=B <-> A Un B = B";
Level 0 (1 subgoal)
A<=B<>AUnB=B

1L A<=B<>AUnB=B

val it = [ : Thm.thm list

> br iffT 1;

Level 1 (2 subgoals)
A<=B<>AUnB=B

1. A<=B==>AUnB=B
22AUnB=B==>A<=B

val it = () : unit

> br equalityl 1;

Level 2 (3 subgoals)
A<=B<>AUnB=B
l.LA<=B==>AUnB<=B
22A<=B==>B<=AUnB
SAln=PRe=s Aeg=]H

val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 3 (3 subgoals)
A<=B<>AUnB=B

Ll | A«=Bigs AUnB|[[=>%:B
2A<=B==>B<=AUnB

3 AllnB=B ==5>A==B

val it = () : unit

> be UnE 1;

Level 4 (4 subgoals)
A<=B<->AUnB=B

1. I [ A<=Biz: A ||=—2>%: B
2 b [|Ae=Bx:B||=>%: B
3. A<=B==>B<=AUnB

4  AUnB=B==>A«=B

val it = () : unit

> ba 2;

Level 5 (3 subgoals)
A<=B<>AUnB=B

1. 'x. [A<=B;x: A||==>x:B
22 A<=B==>B<=AUnB

3 AUnB=B==3xA<=B

val it = () : unit

> be subsetD 1;

Level 6 (3 subgoals)
A<=B<>AUnB=B

L. M ooy Aesmmmn A
2A<=B==>B<=AUnB

127




128 Provas em Isabelle

3. AUnB=B==>A<=B

val it = () : unit

> ba 1

Level 7 (2 subgoals)
A<=B<>AUnB=DB
1.LA<=B==>B<=AUnB
2.AUnB=B==>A<=8B

val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 8 (2 subgoals)
A<=B<>AUnB=B

1. [[A<=B;x:B|]==>x: AUnB
2. AUnB=B==>A<=3B

val it = () : unit

> br Unl2 1;

Level 9 (2 subgoals)
A<=B<>AUnB=B

1.!x. [A<=B;x:B||==>x:B
2.AUnB=B==>A<=B

val it = () : unit

> ba 1;

Level 10 (1 subgoal)
A<=B<>AUnB=B

1. AUnB=B==>A<=8

val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 11 (1 subgoal)
A<=B<>AUnB=B

L.Ix. [AUnB=B;x:A||]==>x:B
val it = () : unit

> be equalityE 1;

Level 12 (1 subgoal)
A<=B<>AUnB=B8B

L. [[x: A;AUnB<=B;B<=AUnB | ==ttt § B
val it = () : unit

> br subsetD 1,

Level 13 (2 subgoals)
A<=B<>AUnB=B

1. Ix. [[x: A;AUnB<=B;B<=AUnB ] ==> 7A9(x) <=B
2.Mx. [[x: A;AUnB<=B;B<=ATUnB || ==> x: 7A9(x)
val it = () : unit

> ba 1;

Level 14 (1 subgoal)
A<=B<>AUnB=8B

1. x. [|x:A;AUnB<=B;B<:AUnB| ==>x:AUnB
val it = () : unit
> br Unll 1;
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Level 15 (1 subgoal)
A<=B<>AUnB=B
Llx [[x: AfJAUnB<=B;B<=AUnB| ==>x:A
val it = () : unit

> ba 1;

Level 16

A<=B<>AUnB=B

No subgoals!

val it = () : unit

A.2.2 Propriedades da intersecgio

3. J—ZF AO(BHC)Z(AHB)QC

> Goal "A Int (B Int C) = (A Int B) Int C";
Level 0 (1 subgoal)

Alnt (BInt C) = A Int B Int C

1. Alnt (BInt C) = A Int B Int C
val it = [] : Thm.thm list

> br equalityl 1;

Level 1 (2 subgoals)

A Int (B Int C) = A Int B Int C

1. Alnt (B Int C) <= A Int B Int C
2. Alnt BInt C <= A Int (B Int C)
val it = () : unit

> br subsetlI 1;

Level 2 (2 subgoals)

Alnt (BInt C) = A Int B Int C
L!x.x:Alnt (BInt C) ==>x: AInt BInt C
2. Alnt BInt C <= A Int (B Int C)
val it = () : unit

> br Intl 1;

Level 3 (3 subgoals)

Alnt (B Int C) = A Int B Int C
LM x: AInt BInt C) ==>x: AInt B
2 x: Alnt BInt C) ==>x: C
3. Alnt BInt C <= A Int (B Int C)
val it = () : unit

> br IntI 1;

Level 4 (4 subgoals)

A lInt (B Int C) = A Int B Int C
LIx x: AInt BInt C) ==>x: A
2.x. x: Alnt (BInt C) ==>x: B
3 M. x: AlInt BInt C) ==>x: C
4. AInt BInt C <= A Int (B Int C)
val it = () : unit
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> br IntD1 15

Level 5 (4 subgoals)

Alnt (BInt C)=AInt B Int C

1. x. x : A Int (B Int C) ==>X: A Int 7B4(x)
9 lx. x: Alnt (BInt C) ==>x: B

3 1x. x : A Int (B Int C) ==>x: C

4. A Int B Int C <= A Int (B Int C)

val it = () : unit

> ba 1;

Level 6 (3 subgoals)

Alnt (BInt C) = AInt B Int C

1k x: Alnt (BInt C) ==>x:B

9. x. x : A Int (B Int C) ==>X: C

3. A Int B Int C <= A Int (B Int C)

val it = () : unit

> br IntD1 1;

Level 7 (3 subgoals)

Alnt (BInt C) =AInt B Int C

1. 'x. x : A Int (B Int C) ==>x: B Int 7B5(x)
9. x. x : Ant (B Int C) ==>x: C

3. A Int B Int C <= A Int (B Int C)

val it = () : unit

> br IntD2 1;

Level 8 (3 subgoals)

Alnt (BIntC) =AInt B Int C

1. Ix. x : AInt (B Int C) ==> X 7A6(x) Int (B Int 7B5(x))
9. k. x : A Int (BInt C) ==>Xx: C

3. A Int B Int C <= A Int (B Int C)

val it = () : unit

> ba 1;

Level 9 (2 subgoals)

A Int (B Int C) = A Int B Int C

1. x. x : A Int (B Int C) ==>X: C

9. A Int B Int C <= A Int (B Int C)

val it = () : unit

> br IntD2 1;

Level 10 (2 subgoals)

Alnt (BInt C)=AInt B Int C

1. % x: AInt (B Int C) ==>x: ?7A7(x) Int C
9. A Int B Int C <= A Int (B Int C)

val it = () : unit

> br IntD2 1;

Level 11 (2 subgoals)

A Int (B Int C) = A Int B Int C

1. x. x : A Int (B Int C) ==>x: ?7A8(x) Int (7A7(x) Int C)
9. A Int B Int C <= A Int (B Int C)

val it = () : unit
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> ba 1;

Level 12 (1 subgoal)

AlInt (BInt C) = AInt BInt C

1. AInt BInt C <= A Int (B Int C)

val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 13 (1 subgoal)

AlInt (BInt C) = AInt BInt C

I "x. x: AInt BInt C==>x: A Int (B Int C)
val it = () : unit

> br IntI 1;

Level 14 (2 subgoals)

AlInt (B Int C) = A Int BInt C

Lx. x: AIntBInt C==>x: A

2. . i Alnt BInt C ==>x: B Int €
val it = () : unit

> br IntD1 1;

Level 15 (2 subgoals)

AlInt (BInt C) = AInt BInt C

1. % s At BInt € ==3> % A Int'?7B1I{x)
2. x  AlntBInt C==>x: BInt C
val it = () : unit

> br IntD1 1;

Level 16 (2 subgoals)

Alnt (BInt C) = Alnt BInt C

1. Ix. x: Alnt B Int C==>x: AInt ?B11(x) Int 7B12(x)
2. x: Al BInt C==>x; BInt C
val it = () : unit

> ba 1;

Level 17 (1 subgoal)

AlInt (BInt C) = AInt BInt C
Lixx: AIntBIt C==>x:BInt C
val it = () : unit

> br IntI 1;

Level 18 (2 subgoals)

AInt (B Int C) = A Int BInt C

1 U 2 A BIMC—=5x2B
2z A BInC==5%: C

val it = () : unit

2 brIntD21:

Level 19 (2 subgoals)

Alnt (BInt C) = A Int BInt C

L x. x: Alnt BInt C ==> x: 7Al4(x) Int B
2. lxom: AInt BInt C==3x: C

val it = () : unit

> br IntD1 1,

Level 20 (2 subgoals)
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Alnt (BInt C) = Alnt BInt C

1 lx x: AInt B Int C==>x: TAl4{x) Int B Int. 71315(x)
o Mx. x: At BInt C==>x:C

val it = () : unit

> ba l;

Level 21 (1 subgoal)

Alnt (BInt C) = A Int BInt C

g x: Alnt BInt C==>x:C

val it = () : unit

> br IntD2 1;

Level 22 (1 subgoal)

Alnt (B Int C) = A Int B Int C

L % x: Ant B Int C ==> x: 7A16(x) Int C
val it = {) : unit

> bal;

Level 23

A Tnt (B Int C) = A Int B Int C

No subgoals!

val it = () : unit

4- i‘"szﬁAw““:A

< Coal "A Int A = A"}
Level 0 (1 subgoal)

Alnt A=A

1. Alnt A=A

val it = [] : Thm.thm list
> br equalityl 1;

Level 1 (2 subgoals)
Alnt A=A

. AlntA<=A

2. A<=Alnt A

val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 2 (2 subgoals)
Alnt A=A

1 Ix. x: Alnt A ==>x1 A
2. A <=Alnt A

val it = () : unit

> br IntD1 1;

Level 3 (2 subgoals)
Adnt A=A

1.k x: Alnt A ==>x: Alnt TB2{x)
2. A<=AInt A

val it = () : unit

> ba 1

Level 4 {1 subgoal)
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AInt A=A
l.LA<=AInt A

val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 5 (1 subgoal)
AInt A=A

L A==2x: ATt A
val it = () : unit

> br Intl 1;

Level 6 (2 subgoals)
AInt A=A

LV 3 A==5%iA
2l oy A ==ngu A
val it = () : unit

> ba 1;
Level 7 (1 subgoal)
AlInt A=A

1 gy 5o 3 Aosessow s
val it = () : unit

> ba 1;
Level 8
AlInt A=A
No subgoals!

val it = () : unit
Fzr ACB&S ANB=A

>Goal"A<=B<->AInt B=A",
Level 0 (1 subgoal)
A<=B<>AIntB=A
lLA<=B<>AIntB=A
val it = [] : Thm.thm list

> br iffl 1;

Level 1 (2 subgoals)
A<=B<>AIntB=A
lLLAx=B==>AIntB=A
2 At B=A==>A<=B
val it = () : unit

> br equalityl 1;

Level 2 (3 subgoals)
A<=B<>AIntB=A
LA<=B==>AntB<=A
2 A<=B=—3>A%=AInt'B
3. AInt B=A==>A<=8B
val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 3 (3 subgoals)

133




134 Provas em Isabelle

A<=B<>AntB=A

1. Ix. |[A<=B;x: Alnt B|] ==>x: A
2.A<=B==>A<=AntB

3. AlItB=A==>A<=B

val it = () : unit

> br IntD1 1;

Level 4 (3 subgoals)
A<=B<>AIntB=A

1. Ux. |A<=B;x: Alnt B[] ==>x: A Int 7B3(x)
2. A<=B==>A<=AntB

3. AItB=A==>A<=B

val it = () : unit

> ba 1;

Level 5 (2 subgoals)
A<=B<>AntB=A
1.A<=B==>A<=AIntB

2. AItB=A==>A<=B

val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 6 (2 subgoals)
A<=B<>AntB=A

1. Mx. [|A<=B;jx: Al ==>x: Alnt B
2. AltB=A==>A<=B

val it = () : unit

> br IntI 1;

Level 7 (3 subgoals)
A<=B<>AntB=A

1. Ix. [A<=B;x: Al ==>x: A

2. Ix. [A<=B;x: Alj==>x:B

3, AInB=A==>A<=B

val it = () : unit

=>bal;

Level 8 (2 subgoals)
A<=B<>AIntB=A

LIk [[A<=Bix: Al ==> % B

2. AlntB=A==>A<=B

val it = () : unit

> br subsetD 1;

Level 9 (3 subgoals)
A<=B<>AntB=A

1. Ix. [[A<=B;x: Al]==> 7A6(x) <=B
2. Ix. [[A<=B;x: Al ==>x: 7A6(x)
3. AIntB=A==>A<=8B

val it = () : unit

> ba 1;

Level 10 (2 subgoals)
A<=B<>AIntB=A




ZF

Lik JA<=BxiAl||==>x: A

Al B=A==—2 A<=PB

val it = () : unit

> ba 1;

Level 11 (1 subgoal)

A<=B<>AIntB=A

1. Alnt B=A ==z A <=8

val it = () : unit

> be equalityE 1;

Level 12 (1 subgoal)

A<=B<>AntB=A
LAIntB<=A;A<=AIntB||==>A<=B

val it = () : unit

> br subsetlI 1;

Level 13 (1 subgoal)

A<=B<>AIntB=A

LIx. |AItB<=A;A<=AIntB;x: A||==>x:B
val it = () : unit

> br IntD2 1;

Level 14 (1 subgoal)

A<=B<>AIntB=A

L Ix. | AIt B<=A;A<=AIntB;x: A|]==>x: 7A9(x) Int B
val it = () : unit

> br subsetD 1;

Level 15 (2 subgoals)

A<=B<>AIntB=A

L' |AItB<=A; A<=AIntB;x: A || ==> TA10(x) <= 7A9(x) Int B
2, Iz [| AInt’B €= A A<=ATht By xr A || ==5 ¢ TAIOE)
val it = () : unit

> ba 1;

Level 16 (1 subgoal)

A<=B<>AIntB=A

LIx. |[AItB<=A;A<=AIntB;x: A|]==>x: A
val it = () : unit

> > ba 1;

Level 17

A<=B<>AIntB=A

No subgoals!

val it = () : unit

6- ACBANACC—-ACBNC

> Goal "[|[A<=B&A<=C||==>A<=(B Int C)";
Level 0 (1 subgoal)
A<=B&A<=C==>A<=BntC
LAe=B&A<=0==bA<=BIntC

val it = [] : Thm.thm list
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> br subset] 1;

Level 1 (1 subgoal)
A<=B&A<=G=~=>A<=BIntC

1L Mx [|[A<=B&A<=(Cx: All]==>x:BInt C
val it = () : unit

> br Intl 1;

Level 2 (2 subgoals)
A<=B&A<:C:=>A<=B1nt0

1. !x. [lA<=B&A<=C;x: Al]==>x:B

2. i [|A<=B&A<=C;x: Afj==2xiC

val it = () : unit

> br subsetD 1;

Level 3 (3 subgoals)
A<=B&A<=C=:>A<:Blntc

1. [[A<=B& A<= C;x: Al ==>1A2(x) <= B
3. . [[A<=B&:A<=C;x: Al ==>x: 7A2(x)
3 lx. | A<=B&A<=Cix: & || ==pm:1C

val it = () : unit

> br conjunctl 1;

Level 4 (3 subgoals)

A<=B& A=<= —=>A<=BIntC

1Lk |[A<=B&A<=0Cx: A ==> 7A2(x) <=B & 1Q3(x)
9. x. [| A <=B & A <=Cix: Al ==> x: 7A2(x)
3 lx. | A<=B&A<=Cix: Afj==21 0

val it = () : unit

> ba 1;

Level 5 (2 subgoals)
A<=B&A<=C—;=>A<:B1nt0

1. N []A<=B&:A<=C;X:A\] ==>x:A

2. x. [A<=B&A<=Cx: Al==2%:C

val it = () : unit

> ba 1;

Level 6 (1 subgoal)

Ae=B A<= —=>A<=BIntC

1.k |[A<=B&A<=Cix: All==2%1 C

val it = () : unit

> br subsetD 1;

Level 7 (2 subgoals)
A<=B&A<=C=:>A<:Blnt6

1. x. | A<=B&A<= C;x: Al ==> 1A4(x) <= C
2. x. | A<=B&A<=Cx: A ==> x: 7A4(x)
val it = () : unit

> br conjunct2 1;

Level 8 (2 subgoals)
A<=B&A<=C=:>A<:B1ntc

1L Ix. |[A<=B&A<= C;x: Al ==>7P5(x) & 7A4(x) <=C
2. x. || A<=B&A<=Cix:Al|==>x: 7A4(x)
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A.

val it = () : unit

> ba 1;

Level 9 (1 subgoal)
A<=B&A<=C==>A<=BIntC
LIIx. [A<=B&A<=Cjx: A|]==>x:A
val it = () : unit

> ba 1;

Level 10
A<=B&A<=C=>A<=BIntC
No subgoals!

val it = () : unit

2.3 Propriedades distributivas

L. Fzr AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

> Goal "A Int (B Un C)=(A Int B)Un(A Int C)";

Level 0 (1 subgoal)

AInt BUnC)=AInt BUn A Int C

1.AInt (BUnC)=AInt BUn A Int C

val it = [] : Thm.thm list

> br equalityl 1;

Level 1 (2 subgoals)

AInt (BUnC) =A Int BUn A Int C

1.LAInt (BUnC) <=AInt BUn A Int C

2. AInt BUn A Int C <= A Int (B Un C)

val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 2 (2 subgoals)

AInt (BUnC)=AInt BUn A Int C

1. % x: Alnt (BUnC) == x: ATnt B Un.AIntC
2. AInt BUn A Int C <= A Int (B Un C)

val it = () : unit

> br subsetl 2;

Level 3 (2 subgoals)

AInt (BUnC)=AInt BUn A Int C

1. b sp: Alnt (BUn€) ==>x: Alnt B Un A Int:C
2.x. x: AInt BUn A Int C==>x: AInt (B UnC)
val it = () : unit

> br UnE 1;

Level 4 (4 subgoals)

AInt (BUnC)=AInt BUn A lnt C

1. Ix. x: AlInt (B Un C) ==> ?c3(x) : ?A3(x) Un 7B3(x)
2. !x. [| x: Alnt (B Un C); ?c3(x) : 7A3(x) |]
==>x:AInt BUnAlInt C

3. x. [| x: Alnt (B Un C); ?c3(x) : 7B3(x) |]
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——>x:AIntBUnAInt C

4 Mx x: Alnt BUn Alnt C==>x: A Int (B Un C)

val it = () : unit

> br IntD2 1;

Level 5 (4 subgoals)

Ant (B Un C) = A Int BUn A Tnt C

1. x. x : A Int (B Un C) ==> ?7¢3(x) : 7A4(x) Int (?A3(x) Un 7B3(x))
2. x. [| x: Alnt (B Un C); 7¢3(x) : 7A3(x) Il
——>x:AIntBUnAInt C

3. lx. [| x: Alnt (B Un C); 7e3(x) : 7B3(x) |]
——>x:AIntBUnAInt C

4 Nx. x: AInt BUn AlInt C==>x: A Int (B Un C)

val it = () : unit

> ba 1;

Level 6 (3 subgoals)

A Int (B Un C) —AIntBUnAInt C

1. !'x [|x: Alnt (BUnC);x: B|]==>%: AInt BUn Alnt C
2. x. [| x: Alnt (B Un C); x: Cl||==>x: AInt BUn AInt C
3 llx. x: AInt BUn AInt C==>x: A Int (B Un C)

val it = () : unit

> br Unll 1;

Level 7 (3 subgoals)

A Int (B Un C) —AIntBUnAInt C

1. x. [| x: Alnt (BUnC);x: Bl]==>x: A Int B

9. Ix. [|x: Alnt (B UnQ);x: Cl|==>x: Alnt BUn Alnt C
3. llx. x : AInt BUn AInt C==>Xx: A Int (B Un C)

val it = () : unit

> br Intl 1;

Level 8 (4 subgoals)

A Int (B Un C) —AIntBUnAlnt C

1. x [| x: Alnt (BUnC);xiB||==>x: A

2. Wxe [ AInt (BUnC)x: B|l==>%1B

3. x [|x: Alnt (BUn C); x: Cl]==>x: Alnt BUnAlnt C
4. Mx. x: Alnt BUnAlInt C==>x: A Int (B Un C)

val it = () : unit

> ba 2;

Level 9 (3 subgoals)

A Int (B Un C) —ATnt BUnAlInt C

1 U [ ATnt (B UnC);x: B[] ==>x: A

9. x. [ x: Alnt (B Un C);x: C|]==>x: Alnt BUn Alnt C
3 x. x: Alnt BUnAlInt C==>x: A Int (B UnC)

val it = () : unit

> be IntD1 1;

Level 10 (2 subgoals)

A Int (B Un C) —AInt BUnAInt C

1. k. [| x: Alnt (BUn C);x: Cl]==>x: Alnt BUn Alnt C
9. x. x: Alnt BUn A Int C==>x: A Int (B Un C)
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val it = () : unit

> br Unl2 1;

Level 11 (2 subgoals)

AInt (BUnC)=AInt B UnA Int C

L!x [[x: AInt (BUnC);x: C|] ==>x: Alnt C

2.lx. x: AInt BUn A Int C==> x: A Int (B Un C)

val it = () : unit

> br IntI 1;

Level 12 (3 subgoals)

AInt (BUnC)=AInt BUn A Int C

Lx [[x: AInt (BUnC);x: C|] ==>x: A

2. [[x: Alnt (BUnC); x: C|| ==>x: C

3. llx. x: AInt BUn AInt C==>x: A Int (B Un C)

val it = () : unit

> ba 2;

Level 13 (2 subgoals)

Alnt (BUnC)=AInt BUn A Int C

Lx [|x: AInt(BUnC)yx: Cll==>x:A

22x. x: AInt BUnAInt C==>x: A Int (B Un C)

val it = () : unit

> be IntD1 1;

Level 14 (1 subgoal)

AInt (BUnC)=AInt BUn A Int C

Llx.x: Alnt BUnAInt C==>x: Alnt (B Un C)

val it = () : unit

> br UnE 1,

Level 15 (3 subgoals)

AInt (BUnC)=AInt BUn A Int C

L !x. x: Alnt BUn A Int C ==> ?cl1(x) : 7Al11(x) Un 7B11(x)
2. x. [|x: Alnt B Un A Int C; ?¢11(x) : ?A11(x) []
==>x:AInt (B UnC)

3. !x. [[x: AInt B Un A Int C; ?cll(x) : 7B11(x) |]

==>x: A Int (B Un Q)

val it = () : unit

> ba 1;

Level 16 (2 subgoals)

Alnt (BUnC) = A Int B Un A Int C

LUIx [|x: AInt BUnAInt Cx: Alnt B|] ==> x: A Int (BUn C)
2% [[x: AIntBUnAInt C;x: Alnt C || ==>x: A Int (BUn C)
val it = () : unit

> br Intl 1:

Level 17 (3 subgoals)

Alnt (BUnC)=AInt BUn A Int C

Ll [[x: ANt BUnAInt C;x: Alnt B[] ==>x: A
2% [|[x: AIntBUnAInt C;x: AInt B|] ==> x : B Un C
3!k [|x: AIntBUnAInt C;x: Alnt C|) ==>x: A Int (B Un C)
val it = () : unit
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> be IntD1 1;

Level 18 (2 subgoals)

A Int (B Un C) —AIntBUnAlnt C

1. Uk [ x: AlInt BUnAlnt G x: AIntBl|]==>x: BUnC
% e [t A Int B Un A Int C;x: Alnt C|==>x:Alnt (B Un C)
val it = () : unit

> br Unll 1;

Level 19 (2 subgoals)

A Int (B Un C) —AtBUnAIntC

1. Mx [ x: AlInt BUnAInt G x: AIntB||==>x:B

2. Mx. [|x: Alnt BUnAlInt G x: AInt C|| ==>x: Alnt (B Un C)
val it = () : unit

> be IntD2 1;

Level 20 (1 subgoal)

A Int (B Un C) —AmtBUnATnt C

1ok [ x: A Int B Un A Int Gy x: Alnt Cll==>x: Alnt (B Un C)
val it = () : unit

> br Intl 1;

Level 21 (2 subgoals)

A Int (B Un C) —AIntBUnAIntC

1. [ x: AInt BUn Alnt G x: At Cll==>x: A

2. x (| x: AInt BUn AlInt G x: Ant C || ==>x: BUnC
val it = () & unit

> be IntD1 1;

Level 22 (1 subgoal)

A Int (B Un C) _AIntBUnAInt C

1. M [ x: Alnt BUn AlInt G x: Alnt C || ==>x: BUnC
val it = () @ unit

> > br Unl2 1;

Level 23 (1 subgoal)

A Int (B Un C) —AItBUnAIntC

1. M [l %2 Alnt BUn Alnt Gx: AlntCl|==>x:C

val it = () : unit

> be IntD2 1;

Level 24

A Int (B Un C) —AmmtBUnAnt C

No subgoals!

val it = () : unit

2. ‘_ZF AU(BOC) = (AUB)Q(AUC)

> Goal "A Un (B Int C) = (A Un B) Int (A Un Q)"
Level 0 (1 subgoal)

A Un B Int C = (A Un B) Int (A Un C)
1.LAUnBInt C= (A Un B) Int (A Un Q)

val it = [] : Thm.thm list

> br equalityl 1;
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Level 1 (2 subgoals)

A Un B Int C= (A UnB) Int (A Un C)

1. AUn B Int C <= (A Un B) Int (A Un Q)

2. (A Un B) Int (A Un C) <= A Un B Int C

val it = () : unit

> br subsetl 2;

Level 2 (2 subgoals)

A Un BInt C= (A Un B) Int (A Un C)

1. AUn B Int C <= (A Un B) Int (A Un Q)

2% x: (AUnB)Int (AUnC)==>x: AUnBIntC
val it = () : unit

> be IntE 2;

Level 3 (2 subgoals)

AUnBInt C= (A UnB) Int (A Un C)

1. AUn B Int C <= (A Un B) Int (A Un C)

2.x. [[x: AUnB;x: AUnC|]==>x: AUnBInt C
val it = () : unit

> be UnE 2;

Level 4 (3 subgoals)

A Un B Int C= (A UnB) Int (A Un C)

1. AUn B Int C <= (A Un B) Int (A Un C)

2% [|x: AUnGCjx: A|]==>x: AUnBInt C
3! [|[x: AUnC;x:B|]==>x: AUnBInt C
val it = () : unit

> be UnE 3;

Level 5 (4 subgoals)

A Un B Int C = (A UnB) Int (A Un Q)

1. AUn B Int C <= (A Un B) Int (A Un C)

22 [x: AUnGx: All]==>x: AUnB Int C
B W% [oo: By r A || ==fonp s & UnB TuiC

4 x. [|x:B;x: C|]==>x: AUnBInt C

val it = () : unit

> brUnll 3;

Level 6 (4 subgoals)

A Un B Int C = (A Un B) Int (A Un Q)

1. AUn B Int C <= (A Un B) Int (A Un C)

2. Ix. [|[x: AUnGC;x: A|]==>x: AUnBInt C
3 M || x:Bix: Al ==>m: A

4. . [|x:B;jx: C|l==>x: AUnBInt C

val it = () : unit

> ba 3;

Level 7 (3 subgoals)

A Un B Int C= (A UnB) Int (A Un C)

1. AUn B Int C <= (A Un B) Int (A Un Q)

2 Ix. [|x: AUnGC;x: A|]==>x: AUnBInt C
3. 1%, || xu By oo @] ==be 5o & WU Bin G

val it = () : unit
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> br Unl2 3;

Level 8 (3 subgoals)

A Un B Int C = (A Un B) Int (A Un C)

1. AUnBInt C <= (A Un B) Int (A Un C)
2. x. [[x: AUn G x: Al ==>x: AUnBInt C
3. 1x [|x:B;x: Cll —=>x:BIntC

val it = () : unit

> br Intl 3;

Level 9 (4 subgoals)

A Un B Int C = (A Un B) Int (A Un C)

1. AUnBInt C <= (A Un B) Int (A Un C)
2. x. [[x: AUnGyx: Al ==>x: AUnBInt C
3. Mx [ x: Byx: Q=== B

i g [ e Bix Q] == C

val it = () : unit

> ba 3;

Level 10 (3 subgoals)

A Un B Int C = (A UnB) Int (A Un C)

1. AUnBInt C <= (A Un B) Int (A Un C)
2. x. [[x: AUnGyx: All==>x: AUnBInt C
3. Ik [|x: Byx: Cll=>x:C

val it = () : unit

> ba 3;

Level 11 (2 subgoals)

A UnBInt C = (A UnB) Int (A UnC)

1. AUnBInt C <= (A Un B) Int (A Un C)
2. Ix. [[x: AUnGCyx: All==>x: AUnBInt C
val it = () : unit

> be UnE 2;

Level 12 (3 subgoals)

A Un B Int C = (A UnB) Int (A Un C)

1. AUnBInt C <= (A Un B) Int (A Un C)
9. i [ gy S5 1 A || === &1 AUnBInt C
3. lx [|x: Ayx: Cll==>x%: AUnBInt C
val it = () : unit

% b Ul o3

Level 13 (3 subgoals)

A Un B Int C = (A Un B) Int (A Un C)

1. AUnBInt C <= (A Un B) Int (A Un C)
2. x. [ x: Ayx: A==t AUnBInt C
3. Uz || x4 X0 g} =524k

val it = () : unit

> ba 3;

Level 14 (2 subgoals)

A Un B Int C = (AUnB)Int (A Un C)

1. AUnBInt C <= (A Un B) Int (A Un C)
9. lx. [|x: Ayx: Al ==>x: AUnBInt C
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val it = () : unit

> br Unll 2;

Level 15 (2 subgoals)

AUnBInt C = (A UnB) Int (A Un C)

1. AUn BInt C <= (A Un B) Int (A Un C)

2 D, Nl e mr Al eemmga A

val it = () : unit

= P

Level 16 (1 subgoal)

A Un B Int C = (A Un B) Int (A Un Q)

1. AUn B Int C <= (A Un B) Int (A Un C)

val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 17 (1 subgoal)

A Un B Int C = (A Un B) Int (A Un C)

LIx. x: AUnBInt C==>x: (AUnB) Int (AUn C)
val it = () : unit

> be UnE 1;

Level 18 (2 subgoals)

A Un B Int C= (A Un B) Int (A Un C)

L. x: A==>x%: (AUnB) Int (A UnC)

2. lx. x:BImt C==>x: (AUnB) Int (A Un C)
val it = () : unit

> br Intl 1;

Level 19 (3 subgoals)

A Un B Int C= (A UnB) Int (A Un C)

Io Moo s A== 1 AUn B

2 Il gt fl—="vm 1 ATUnC

3. lIx. x: BInt C==>x: (A UnB) Int (A Un C)
val it = () : unit

= brTnll 1;

Level 20 (3 subgoals)

AUnBInt C= (A UnB) Int (A Un C)

L g A==nxi A

2. Ix.xs A==>%:AUnC

3. x. x: BInt C==>x: (A UnB) Int (A Un Q)
val it = () : unit

> ba 1;

Level 21 (2 subgoals)

A Un B Int C= (A UnB) Int (A Un C)

L. x: A==>x:AUnC

2. !x. x: BInt C==>x: (A UnB) Int (A Un C)
val it = () : unit

> br Unll 1;

Level 22 (2 subgoals)

AUnBInt C= (A UnB) Int (A Un C)

Llle g A==mny A
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2 lx. x: BInt C==>X" (A Un B) Int (A Un Q)
val it = () : unit

> ba 1;

Level 23 (1 subgoal)

A Un B Int C = (A Un B) Int (A Un C)
1. Ix. x: BInt C==>X: (A Un B) Int (A Un C)
val it = () : unit

> br IntI 1;

Level 24 (2 subgoals)

A Un B Int C = (A Un B) Int (A Un Q)
1. Mx. x: BInt C==>X: AUnB

9 lx, x: BInt C==> X" AUnC

val it = () : unit

> br Unl2 1;

Level 25 (2 subgoals)

AUnBInt C= (A Un B) Int (A Un C)
1. Ix. x: BInt C==>X: B

9 lx. x: BInt C==>Xx: AUnC

val it = () : unit

> br IntD1 1;

Level 26 (2 subgoals)

AUnBInt C= (A Un B) Int (AUnC)
1. x: BIntC==>x:B Int 7B18(x)
9 lx. x: BInt C==>x: AUnC

val it = () : unit

> ba 1

Level 27 (1 subgoal)

AUnBInt C= (A Un B) Int (A Un C)
1. Ux. x: BInt C==>X: AUnC

val it = () & unit

> br Unl2 1;

Level 28 (1 subgoal)

AUnBInt C= (A Un B) Int (A Un C)
1. Ix. x: BInt C==> X" C

val it = () : unit

> br IntD2 1;

Level 29 (1 subgoal)

AUnBInt C= (A Un B) Int (A Un C)
1. x. x: BInt C==> X" ?A20(x) Int C
val it = () : unit

% b33

Level 30

AUnBInt C= (A Un B) Int (A Un C)
No subgoals!

val it = () : unit
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A.2.4 Propriedades da complementacao

2.Fzp @ =FE

> Goal "E-0=E";
Level 0 (1 subgoal)

E-0=E
1. E-0=E
val it = [| : Thm.thm list

> br equalityl 1;
Level 1 (2 subgoals)

E-0=E
1. E-0<=E
2 E<=E-0

val it = () : unit
> br subsetl 1;
Level 2 (2 subgoals)

E-0=E
.M. x:E-0==>x:E
2.E<=E-0

val it = () : unit

> br subsetl 2;

Level 3 (2 subgoals)
E-0=E

1. Ix % BE«0==5%%5 E
2 I xr E==szx:E-0
val it = () : unit

> be DiffE 1;

Level 4 (2 subgoals)
E-0=E

L e [ By ™0 || == E
2. k. i BE==bxiE-=0
val it = () : unit

zha

Level 5 (1 subgoal)
E-0=E

Lille %: B==35%35 E-1
val it = () : unit

> br Diffl 1;

Level 6 (2 subgoals)
E-0=E

L. dbe. 50y Be=sim s B

2. % i B=—u"1 1
val it = () : unit

> ba 1;

Level 7 (1 subgoal)
E-0=E
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LIk x:E==>x7:0
val it = () : unit

> br notl 1;

Level 8 (1 subgoal)
E={=FE

1.k [|x: Byx: 0 || ==> False
val it = () : unit

> be emptyE 1;

Level 9

E-0=E

No subgoals!

val it = () : unit

3. Fzp E=9

> Goal "E-E=0";

Level 0 (1 subgoal)
E-E=0

1.E-E=0

val it = [] : Thm.thm list
> br equalityl 1;

Level 1 (2 subgoals)

E-E=0
1.E-E<=0
2.0<=E-E

val it = () : unit
> br subsetl 1;
Level 2 (2 subgoals)

E-E=0
1. !!x.x:E—E=r—>x:0
2.0<=E-E

val it = () : unit

> br subset] 2;

Level 3 (2 subgoals)
E-E=0

LlIx x: E-E==>x:0
2. 1x. x: 0==>x:E-E
val it = () : unit

> be emptyE 2;

Level 4 (1 subgoal)
E-E=0

LM x: E-E==>x:0
val it = () : unit

> be DiffE 1;

Level 5 (1 subgoal)
E-E=0

1 Mx [|x: Bsx 7 Efl=>x:0
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val it = () : unit
> be notE 1;
Level 6 (1 subgoal)
E-E=0

L2 2 Bt E
val it = () : unit
> ba 1;

Level 7

E-E=0

No subgoals!

val it = () : unit

4, FZFADA’:'-Q

> Goal "A<=E ==> (AInt (E- A)=0)";
Level 0 (1 subgoal)
A<=E==>AInt(E-A)=0
lLA<=E=>AInt(E-A)=0

val it = (] : Thm.thm list

> br equalityl 1;

Level 1 (2 subgoals)

A<=E==>AInt (E-A)=0
LA<=E=>AInt(E-A) <=0

2 A<=E==>0<=AInt (E- A)

val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 2 (2 subgoals)

A<=E=>AInt (E-A)=0

LI [|[A<=Ex: AInt (E-A) || ==>x:0
2 A<=E==>0<=Alnt (E- A)

val it = () : unit

> br subsetl 2;

Level 3 (2 subgoals)

A<=E==>AInt (E-A)=0

L [[A<=Ex: Alnt (E-A) || ==>x:0
2k [|A<=E;jx: 0| ==>x: Alnt (E- A)
val it = () : unit

> be IntE 1;

Level 4 (2 subgoals)

A<=E==>AInt (E-A)=0

Lix [A<=Ex: A x:E-A||]==>x:0
2, 0% [| A<=E; g0 || == xs AInt{E - A)
val it = () : unit

> be DiffE 1;

Level 5 (2 subgoals)
A<=E==>AInt(E-A)=0

Lix [A<=Ex: Ajx:Ex:A|l==>x:0
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2. Ix. [|A<=E;x: 0] ==>x: Alnt (E-A)
val it = () : unit

> be notE 1;

Level 6 (2 subgoals)

A<—E==>AInt (E-A) =0

1 x [| A<=E;x: A;x:Ef|==>x:4A

2. Ix. [A<=E;x:0 || ==>x: Alnt (E-A)
val it = () @ unit

> ba 1

Level 7 (1 subgoal)

A<=E==>AInt (E-A)=0

1L Ux [|A<=Ex:0 | ==>x: Alnt (E- A)
val it = () : unit

> br Intl 1;

Level 8 (2 subgoals)
Ac=E==>At(E-4)=0

1 x| A<=Ex: 0| ==>x: A

2. Ix. [| A<=E;x: ol =>x:B-5

val it = () : unit

> be emptyE 1

Level 9 (1 subgoal)

A<c=E==>AInt (E-A)=0

1. x| A<=E;x:0|==>x: E-A

val it = () : unit

> be emptyE 1;

Level 10

A<c=E==>AInt (E-A)=0

No subgoals!

val it = () : unit

5 Fzp AUA =E

> Goal "(A<=E)==>A Un (E-A) = EY
Level 0 (1 subgoal)
A<c=E==>AUn(E-A)=E

1. A<=E==>AUn (E-A)=E

val it = [] : Thm.thm list

> br equalityl 1;

Level 1 (2 subgoals)
A<=E==>AUn(E-A)=E

1. A<=E==>ATUn (E-A)<=E

9. A<=E==>E<=AUn (E-A)
val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 2 (2 subgoals)
A<=E==>AUn(E-A) =B

1L Wx |[A<=E;x:AUn (E-A) || ==>x: E




2.A<=E=>E<=AUn(E-A)

val it = () : unit

> be UnE 1;

Level 3 (3 subgoals)
A<=E==>AUn(E-A)=E

lLIx. [ A<=E;x: A|]==>x: E
2.x. [A<=E;x:E-A||==>x:E
3. A<=E=>E<=AUn(E-A)
val it = () : unit

> be subsetD 1;

Level 4 (3 subgoals)
A<=E==>AUn(E-A)=E

L Ux. x: A==>x: A

2. [|A<=E;x:E-A||==>x:E
3. A<=E=>E<=AUn (E-A)
val it = () : unit

> ba 1;

Level 5 (2 subgoals)
A<=E==>AUn(E-A)=E

L' |A<=E;x:E-A||==>x: E
22 A<=E==>E<=ATUn (E-A)
val it = () : unit

> be DiffE 1;

Level 6 (2 subgoals)
A<=E==>AUn(E-A)=E

L. . | A<=E;x:Ex":Al]==>x: E
22.A<=E==>E<=AUn(E-A)
val it = () : unit

= ba 13

Level 7 (1 subgoal)
A<=E==>AUn(E-A)=E
lLA<=E==>E<=AUn(E-A)
val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 8 (1 subgoal)
A<=E==>AUn(E-A)=E

LIx |A<=Ex:E||==>x:AUn(E-A)
val it = () : unit

> br UnClI 1;

Level 9 (1 subgoal)
A<=E==>AUn(E-A)=E

Lk [A<=Eyx:Ejx T E-All==>%: A
val it = () : unit

> be swap 1;

Level 10 (1 subgoal)
A<=E==>AUn(E-A)=E

LIk |A<=Ex: Ex": All==>x: E=A
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val it = () : unit

> br Diffl 1;

Level 11 (2 subgoals)
A<=E==>AUn(E-A)=E

LIk |A<=Ex:Ex™ All==2x1 &
2. x. [A<=E;x: E;x™: All==x": A
val it = () : unit

> ba 1;

Level 12 (1 subgoal)
A<=E==>AUn(E-A)=E

LIx [A<=Ex:Ex™: Afl===x"1.A
val it = () : unit

> ba 1;

Level 13

A<=E==>AUn(E-A)=E

No subgoals!

val it = () : unit

7. Fzr (AUB)Y =ANB

> Goal " [\A<=E;B<=El]=:>(E— (A Un B))=((E - A) Int (E-B))"
Level 0 (1 subgoal)

|A<=EDB <=E|==>E-(AUn B) = (E- A) Int (E - B)

L. [|A<=EB<=E| ==> E-(AUnB)=(E-A)Int (E - B)
val it = [} : Thm.thm list

> br equalityl 1;

Level 1 (2 subgoals)

|A<=EB<=E | ==>E-(AUnB)= (E - A) Int (E - B)
1.|[A<=EB <=E||=>E- (A UnB) <= (E - A) Int (E - B)
2. [|A<=E; B <=E| ==> (E-A)Int (E-B)<=E- (A Un B)
val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 2 (2 subgoals)

|A<=EB<=E |==>E-(AUnB)= (E- A) Int (E - B)

1. x [|A<=EB<=Ex: E-(AUnB) || ==>x: (E- A) Int (E-B)
2. | A<=E;B<=E | ==> (E- A) Int (E-B)<=E- (A Un B)
val it = () : unit

> br Intl 1;

Level 3 (3 subgoals)

|A<=EB<=E |==>E-(AUnB) = (E- A) Int (E - B)

1L x [|A<=EB<=Ex: E-(AUnB)|]==>x: E-A

2. x. [| A <=E; B <=E;x: E-(AUnB)|]==>x: E-B
3.|A<=E;B<=E| ==> (E- A) Int (E - B) <=E- (A Un B)
val it = () : unit

> br DiffI 1;

Level 4 (4 subgoals)

|A<=EB<=E|==> E-(AUnB)=(E-A)Int (E- B)




L!Ix [[A<=E;B<=E;x:E-(AUnB)||==>x:E

2 [|[A<=EB<=Ex:E-(AUnB)|[[==>x": A

3 x. | A<=E;B<=E;x: E-(AUnB)||==>x:E-B

4 [|[A<=E;B<=E| ==> (E-A) Int (E- B) <=E- (A UnB)
val it = () : unit

> be DiffE 1;

Level 5 (4 subgoals)
[A<=E;B<=E|==>E-(AUnB)=(E-A)Int (E- B)
LIIx. | A<=E;B<=E;x: E;x ™ ATnB ||==sx: E

22x. [A<=E;B<=E;x:E-(AUnB)|]==>x": A

3 x. [A<=E;B<=E;x: E-(AUnB)||==>x:E-B

4. [[A<=E;B<=E|==> (E-A)Int (E-B) <=E- (A UnB)
val it = () : unit

&= bal

Level 6 (3 subgoals)
[A<=EB<=E|==>E-(AUnB)=(E-A)Int (E-B)
LI [[A<=EB<=Ex:E-(AUnB)||==>x": A

2. |A<=E;B<=E;x:E-(AUnB)||==>x:E-B

3. A<=E;B<=E| ==> (E- A) Int (E - B) <=E- (A Un B)
val it = () : unit

> be DiffE 1;

Level 7 (3 subgoals)

|A<=EB<=E| ==>E- (A UnB)=(E-A) Int (E - B)
Lix. [A<=EB<=Ex:Ex":AUnB||==>x": A
2.x. [A<=E;B<=E;x: E-(AUnB)||==>x: E-B
3.|[A<=E;B<=E|==>(E-A)Int (E-B) <= E- (A UnB)
val it = () : unit

> br notl 1;

Level 8 (3 subgoals)
|A<=EB<=E|==>E-(AUnB)=(E-A)Int (E- B)

I I [| A=F:Ba«=TFrx: Brx ™ AUnB;x: A|] ==> False
2.x. [A<=E;B<=E;x: E-(AUnB)||==>x:E-B
3.[|A<=EB<=E| ==> (E-A) Int (E- B) <=E- (A UnB)
val it = () : unit

> be notE 1;

Level 9 (3 subgoals)

[A<=E;B<=E| ==>E-(AUnB)=(E-A)Int (E-B)
LlIx [[A<=E;B<=E;x:Ex:A||==>x: AUnB

2.x. |[A<=E;B<=E;x: E-(AUnB)||==>x:E-B
3.|[A<=E;B<=E| ==> (E- A) Int (E- B) <=E- (A UnB)
val it = () : unit

> br Unll 1;

Level 10 (3 subgoals)

[A<=EB<=E| ==>E-(AUnB)=(E-A)Int (E-B)
LM [[A<=EB<=E;x:Ejx: Al]==>x: A

2% |A<=E;B<=E;x:E-(AUnB)| ==>x:E-B
3.[|A<=E;B<=E| ==> (E- A) Int (E - B) <=E- (A Un B)
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val it = () : unit

> ba 1;

Level 11 (2 subgoals)

|A<=EB<=E|==> E-(AUnB)=(E-A)Int (E - B)
LIx [|A<=E;B<=Ex: E-(AUnB)||==>x:E-B
2. [|A<=EB<=E| ==> (E-A)Int (E-B) <=E- (A Un B)
val it = () : unit

> br Diffl 1;

Level 12 (3 subgoals)

|A<=EB<=E|==> E- (A UnB)=(E-A)Int (E - B)
1. x. |[A<=E;B<=Ex: E-(AUnB) || ==>x:E

2. Ix. | A<=E;B<=E; x: E-(AUnB)|[|==>x":B

. |[A<=EB<=E|== (E- A) Int (E - B) <=E-(AUnB)
val it = () : unit

> be DiffE 1;

Level 13 (3 subgoals)

|A<=EB<=E| ==>E- (AUnB)=(E-A)Int (E - B)

1 M [[A<=E;B<=E;X:ng": AUnB|==2>%:E

2. Ix. [|A<=E; B<=Ex: E-(AUnB)||==>x":B
3.|A<=EB<=E| ==> (E-A)Int (E-B) <=E- (A Un B)
val it = () : unit

> ba 1;

Level 14 (2 subgoals)

|A<=EB<=E| ==>E- (A UnB) = (E- A) Int (E - B)

1. Ix. [|[A<=E;B<=E;x:E- (AUnB)||==>x "B

2. |A<=E;B<=E[==> (E-A)Int (BE-B) <=E- (A Un B)
val it = () : unit

> br notl 1;

Level 15 (2 subgoals)

|A<=EB<=E|==>E- (AUnB) = (E- A) Int (E-B)

1. Ix. [| A<=E; B <=E;x: E-(AUnB);x: Bl ==> False

2 | A<=E;B<=E[==>(E-A)Int (E-B) <=F- (A Un B)
val it = () : unit

> be DiffE 1;

Level 16 (2 subgoals)

[A<=EB<=E|==>E- (AUnB)=(E-A)Int (E - B)

1. x. [|A<=EB<=Ex: B;x:E;x :AUnB || ==> False
2 | A<=E;B<=E|[ ==>(E-A)Int (E-B) <=F- (A Un B)
val it = () : unit

> be notE 1;

Level 17 (2 subgoals)

|A<=EB<=E|==>E- (AUnB) = (E- A) Int (E-B)

1. Ix. | A<=E;B<=Ex:Bjx: E[]==>x:AUnB
2.|A<=EB<=E| ==> (E-A)Int (E-B)<=E- (A Un B)
val it = () : unit

> br Unl2 1;

Level 18 (2 subgoals)
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|A<=E;B<=E||==>E-(AUnB)=(E-A)Int (E-B)

L IIx. |[Ac=E;Bec=Ex:BixiE ||=2%3B

2. | A<=E;B<=E||==>(E-A) Int (E-B) <=E- (A UnB)
val it = () : unit

> ba 1;

Level 19 (1 subgoal)
A<=E;B<=E||=>E-(AUnB)=(E-A)Int (E-B)

1. |[A<=E;B<=E|==>(E-A)Int (E-B) <=E- (A UnB)
val it = () : unit

> br subsetl] 1;

Level 20 (1 subgoal)
|A<=E;B<=E||==>E-(AUnB)=(E-A)Int (E-B)

.. | A<=E;B<=E;x: (E-A)Int (E-B) || ==>x: E- (A UnB)
val it = () : unit

> br Diffl 1;

Level 21 (2 subgoals)
|A<=E;B<=E||==>E-(AUnB)=(E-A)Int (E-B)

.. [A<=E;B<=E;x: (E-A)Int (E-B)||]==>x: E

2 !x. [A<=E;B<=E;x: (E-A)Int (E-B)|]==>x": AUnB
val it = () : unit

> be IntE 1;

Level 22 (2 subgoals)
[A<=E;B<=E||==>E-(AUnB)=(E-A)Int (E- B)

Lilx. |Ax=E;B<=Ex: E-A;x: E-B|[|==>x: E

2% [[A<=EB<=Ex: (E-A)Int (E-B)|]==>x": AUnB
val it = () : unit

> be DiffE 1;

Level 23 (2 subgoals)

[A<=E;B<=E| =>E-(AUnB)=(E-A)Int (E-B)

L% | A<=EB<=E%: B~-BRXIEX TA|]=—2%:E
2.x. [A<=E;B<=E;x: (E-A)Int (E-B)|[]==>x": AUnB
val it = () : unit

= i 1

Level 24 (1 subgoal)
|A<=E;B<=E|==>E-(AUnB)=(E-A)Int (E-B)

L. '%. [|[A<=E;B<=E;x: (E-A)Int (E-B)||]==>x": AUnB
val it = () : unit

> br notl 1;

Level 25 (1 subgoal)
[A<=E;B<=E||==>E-(AUnB)=(E-A)Int (E-B)

1. Ix. [ A<=E;B<=E;x: (E-A) Int (E-B);x: A Un B || ==> False
val it = () : unit

> be UnE 1;

Level 26 (2 subgoals)
[A<=EB<=E||==>E-(AUnB)=(E-A)Int (E-B)

LIx. |[A<=E;B<=E;x: (E-A)Int (E-B); x: A || ==> False
2% |A<=E;B<=E;x: (E-A)Int (E- B); x: B|] ==> False
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val it = () : unit

> be IntE 1;

Level 27 (2 subgoals)

[l A «=E;B<=E| ==>E- (AUnB) = (E- A) Int (E - B)

1. [lA<=E;B<=E;x: Ayx:E-Ajx: E - B || ==> False

2. Ix. [ A<=E;B <= E x: (E-A)Int (E- B); x: B || ==> False
val it = () : unit

= be DiffE 1;

Level 28 (2 subgoals)

|A<=EB <=E||=>E- (AUnB) = (E- A) Int (E - B)

1.Ix. [A<=EDB =B x: Ajx: E-Byx: Ex " All==> False
2. x. | A<=E; B <= E;x: (E-A) Int (E- B); x: B || ==> False
val it = () : unit

> br notE 1;

Level 29 (3 subgoals)

|A<=EB <=E|==>E- (AUnB) = (E- A) Int (E - B)

1. x. |A<=EDB <=E;x: A;jx: E-Bix: Ex:All== ~7P23(x)
9. IIx. [[A<:E;B<:E;x: A;x: E-Byx: E x™: Al ==> 7P23(x)
3 lx. | A<=EB<=EXx: (E - A) Int (B - B); x: B || ==> False
val it = () : unit

> ba 1;

Level 30 (2 subgoals)

|A<=EDB <=E|==>E- (A UnB) = (E- A) Int (E-B)

1. = []A<:E;B<=E;x: A;x: E-Byx: Ex"i All==>x: A
2. Ix. [ A<=E;B<= E; x: (E-A)Int (E-B);x: B || ==> False
val it = () : unit

> ba 1;

Level 31 (1 subgoal)

|A<=E;B «=E || =>E- (AUnB)= (E - A) Int (E - B)

1. [|[A<=EDB<= E;x: (E-A)Int (E-B);x: B || ==> False
val it = () : unit

> be IntE 1;

Level 32 (1 subgoal)

|A<=E;B<=E|==>E- (A Un B) = (E - A) Int (E- B)

1. [|[A<=EDB <c=E:x:B;x: E-Ajx: E - B || ==> False
val it = () : unit

> by (rotate_tac 4 1

Level 33 (1 subgoal)

|A<=EDB <=E|]|==>E- (AUnB) = (E- A) Int (E-B)

1 M [ xe E—B;A<=E;B<=E;x: B xid E- A || ==> False
val it = () : unit

> be DiffE 1;

Level 34 (1 subgoal)

Il A<=EB<=E|==>E- (AUnB) = (E- A) Int (E-B)

1. "x. || A<=EB<=Ex:Bx: E-Ajx: BEx B || ==> False
val it = () : unit

> be notE 1;
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Level 35 (1 subgoal)
[A<=EB<=E|==>E-(AUnB)=(E-A)Int (E-B)
LIx [A<=E;B<=Ex:B;x:E-A;x:E||==>x:B
val it = () : unit

> ba 1;

Level 36
|A<=E;B<=E|==>E-(AUnB)=(E-A)Int (E-B)
No subgoals!

val it = () : unit

8. Fzr (ANB) = AUB

> Goal "[|A<=E;B<=E|[]==>(E -(A Int B))=((E - A)Un(E - B))";
Level 0 (1 subgoal)
[A<=EB<=E|==>E-AIntB=E-AUn (E-B)

L |A<=EB<=E|==>E-AIntB=E-A Un (E-B)

val it = [] : Thm.thm list

> br equalityl 1;

Level 1 (2 subgoals)
|[A<=EB<=E|==>E-AIntB=E- A Un (E- B)
L[|[A<=EB<=E|==>E-AIntB<=E-AUn (E-B)
22.[|[A<=E;B<=E||==>E-AUn(E-B)<=E-AIntB
val it = () : unit

> br subsetI 1;

Level 2 (2 subgoals)
[A<=EB<=E|==>E-AIntB=E- A Un (E- B)

L!x. |[A<=EB<=E;x:E-AIntB||==>x:E-AUn (E-B)
22[|A<=EB<=E||==>E-AUn(E-B)<=E-AIntB
val it = () : unit

> br classical 1;

Level 3 (2 subgoals)
[A<=E;B<=E|[==>E-AIntB=E-AUn (E- B)

LlIx. |[A<=EB<=Ex:E-AIntB;x : E- A Un (E-B) ]
==>x:E-ATUn (E-B)
2.[|A<=E;B<=E||==>E-AUn(E-B)<=E-AIntB
val it = () : unit

> br Unl2 1;

Level 4 (2 subgoals)
[A<=E;B<=E|==>E-AIntB=E-AUn (E-B)

L!Ix [|[A<=E;B<=Ex:E-AIntB;x~: E-A Un (E-B) ||
==>x:E-B
2.[|[A<=E;B<=E||==>E-AUn(E-B)<=E-AIntB
val it = () : unit

> br DiffI 1;

Level 5 (3 subgoals)
|A<=E;B<=E|==>E-AIntB=E- A Un (E-B)

LUIx [|[A<=E;B<=E;x:E-AIntB;x~": E- A Un (E - B) []
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sl @i B

2. Ix. | A<=E;B<=Ex: E-AIntB;x~:E-AUn(E—B) 1)
==yt B

3 [A<=EB<=E[==>E-AUn(E-B) <=FE-AntB

val it = () : unit

> be DiffD1 1;

Level 6 (2 subgoals)

(A<=E;B<=E|==>E-AltB=E-AUn (E - B)

1. x. [|[A<=E;B<=Ex: E-AIntB;x ~: E-AUn (E-B) 1)
==>x B

2. [\A<=E;B<=EH ——~E-AUn(E-B)<=E-AntB

val it = () : unit

> br notl 1;

Level 7 (2 subgoals)

|A<=EB<=E]| ——>E-AIntB=E-AUn (E - B)

1. x. [|A<:E;B<:E;x:E—AIntB;x“':E—AUn(E—B);x: B ||
==> False

2. [A<=E;B<=E[==>E-AUn(E-B) <=F-AlntB

val it = () : unit

> br notE 1;

Level 8 (3 subgoals)
[lA<=E;B<=E|]==>E—AIntB=E-AUn(E-B)

1. Mx. [\A<=E;B<=E;x:E—AIntB;x":E—AUn(E—B);x: B ||
==> "TP7(x)

2. x. [| A <=E;B<=E;x: E-AInt B;x ": E-AUn (E-B);x: B |
==> TP7(x)

3 [lA<=E;B<=E|] ——~FE-AUn(E-B)<=E-AntB

val it = () : unit

> ba 1;

Level 9 (2 subgoals)

[A<=E;B<=E[==>E-AItB=E-AUn (E - B)

1. x. [|A<:E;B<:E;x:E—AIntB;x“: E-AUn (E-B);x: B
—=>x:E-AUn(E-B)

2. |A<=EB<=E]| ——>E-AUn(E-B)<=E-AntB

val it = () : unit

> br Unll 1;

Level 10 (2 subgoals)

|A<=EB<=E| "~ E-AIntB=E-AUn(E-B)

1. 'x. [\A<=E;B<=E;x:E-AIntB;x":E-AUn(E-B);x: B
==>x:E-A

9. |[A<=E;B<=E|==>E-AUn(E-B) &="B- A Tnt'B

val it = () : unit

> br DiffI 1;

Level 11 (3 subgoals)

|A<=EB<=E|==> E-AntB=E-AUn(E-B)

1L x [|A<=EB<=Ex: E-AlInt B;x ": E-AUn (E-B);x: B |
s ioh B
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2. [|[A<=E;B<=E;x: E-AInt B;x : E-AUn (E-B); x:

==>x": A

3| A<=E;B<=E||==>E-AUn(E-B)<=E-AIntB
val it = () : unit

> br DiffD1 1;

Level 12 (3 subgoals)
[A<=E;B<=E||==>E-AIntB=E-AUn (E-B)

LIx. [A<=E;B<=E;x:E-AIntB;x : E-AUn (E-B); x:

==> x: E - 7B10(x)

2. [|A<=E;B<=E;x: E-AInt B;x: E-AUn (E- B); x:

==>x": A
3.|A<=E;B<=E|==>E-AUn(E-B)<=E-AIntB
val it = () : unit

> ba I;

Level 13 (2 subgoals)
[A<=EB<=E||==>E-AIntB=E-AUn (E-B)

L. [A<=EB<=E;x:E-AIntB;x : E-AUn (E-B);x

==5%"i A
2.|A<=E;B<=E||==>E-AUn(E-B)<=E-AIntB
val it = () : unit

> br notl 1;

Level 14 (2 subgoals)
|A<=E;B<=E|==>E-AIntB=E-A Un (E-B)

LM [|[A<=E;B<=Ex:E-AIntB;x: E-AUn (E-B); x

x: Al

==> False
2.|A<=E;B<=E||==>E-AUn(E-B)<=E-AIntB
val it = () : unit

> br notE 1;

Level 15 (3 subgoals)
[A<=E;B<=E||==>E-AIntB=E-AUn (E-B)

L!Ix. [[A<=EB<=Ex:E-AIntB;x : E-AUn (E-B);x

x: Al
==% “TP12(x)

2.x. [|[A<=E;B<=E;x: E-AInt B;x": E-AUn (E-B); x

x: Al

==> TP12(x)

3| A<=E;B<=E||==>E-AUn(E-B)<=E-AIntB
val it = () : unit

= br Intl 2:

Level 16 (4 subgoals)
|A<=E;B<=E|==>E-AIntB=E- A Un (E- B)

L!x. |A<=EB<=Ex:E-AIntB;x: E-AUn (E-B);x:

x: Al
==> 7¢l13(x) 7: 7A13(x) Int 7B13(x)

22 [[A<=EB<=Ex:E-AIntB;x : E-AUn (E-B); x

x: Al

B ]

B ]

B ]

Bl

B;

B;

B;
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—=> 7c13(x) : 7A13(x)

3.1x. |A<=E;B<=Ex: E-AIntB;x :E-ATUn (E - B); x: B;
x: Al

==> 7c13(x) : 7B13(x)

4 [A<=E;B<=E|==>E-AUn(E-B)<=E-AntB

val it = () : unit

> ba 2;

Level 17 (3 subgoals)
[A<—EB<=E|[==>E-AMmtB=E-AUn(E-B)

L [|A<=E;B<=Ex: E-AIntB;x :E-ATUn (E-B); x: B;
x: Al

—=>x": (E- Alnt B) Int 7B13(x)

92 lx. []A<:E;B<=E;X:E—AIntB;x“:E—AUn(E—B);x:B;
x: Al

==> x : TB13(x)

3.[|A<=EB<=E]| ——>E-AUn(E-B)<=E-AInt B

val it = () : unit

> back();

Level 17 (3 subgoals)

|A<=EB<=E]| ——>E-AIntB=E-AUn(E-B)

LIk [|[A<=EB<=Ex: E-AIntB:x " E-AUn (E-B);x: B
x: Al

—=> x ~: B Int 7B13(x)

2. Ix. | A<=E;B<=Ex: E-AIntB;x :E-AUn (E-B);x: B
x: Al

==> x: 7B13(x)

3. [|[A<=EB<=E]| ——>E-AUn(E-B)<=E-AInt B

val it = () : unit

> back();

Level 17 (3 subgoals)

|A<=E;B<=E| ==> E-AIntB=E-ATUn(E-B)

1L [|[A<=EB<=Ex: E-AIntB;x :E-AUn(E-B);x: B
x: Al

—==>x ~: A Int 7B13(x)

2. x. [A<=E;B<=Ex: T+ b Int B 50 E-AUn (E-B);x: B;
x: Al

==> x: 7B13(x)

3. |A<=EB<=E| ——>E-AUn(E-B)<=E-AInt B

val it = () : unit

> ba 2;

Level 18 (2 subgoals)
|A<—EB<=E|[==>E-AmtB=E-AUn(E-B)

1. x. [\A<=E;B<=E;x:E—AIntB;x”:E—AUn(E—B);x: B;
x: Al

==>x": Alnt (E - A Int B)

2. [|A<=EB<=E]| ——>E-AUn(E-B)<=E-AntB

val it = () : unit
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> back();

Level 18 (2 subgoals)

|A<=EB<=E||=>E-AInt B=E-A Un (E-B)

1. ' [[A<=E;B<=E;x: E-AInt B;x : E-A Un (E-B); x: B;
x: Al

== At B
2.[|A<=E;B<=E||==>E-AUn(E-B)<=E-AIntB

val it = () : unit

> be DiffD2 1;

Level 19 (1 subgoal)
[A<=E;B<=E||==>E-AIntB=E- A Un (E-B)

1. |[A<=E;B<=E||==>E-AUn(E-B)<=E-AIntB

val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 20 (1 subgoal)
[A<=E;B<=E||=>E-AIntB=E-ATUn (E-B)

1. 'x. |A<=E;B<=E;x:E-AUn(E-B)||]==>x:E-AInt B
val it = () : unit

> br Diffl 1;

Level 21 (2 subgoals)
|A<=E;B<=E|==>E-AIntB=E- A Un (E-B)

1. . |A<=E;B<=E;x:E-AUn(E-B)||=>x:E

2z [[Ac=E:B<=Eix: E-AUn(BE-Bl||==>x": AInt B
val it = () : unit

> be UnE 1;

Level 22 (3 subgoals)
|A<=E;B<=E[==>E-AIntB=E-AUn (E-B)

1. Ix. | A<=E;Be=Ex:E-A||=>xE

2. llx. [ A€=E;B<=Eix: E-B||==3x:E

3. [A<=E;B<=E;x:E-AUn(E-B)||==>x": Alnt B
val it = () : unit

> be DiffE 1;

Level 23 (3 subgoals)
|A<=E;B<=E|==>E-AIntB=E-AUn (E-B)

Lk [Ae=E;Be=Ex:Ex 1Al|l=>%x:E

2. Ix [AAx=EB«=Ex; E-Bll=x: B

3. [[A<=E;B<=E;x: E-AUn(E-B)|]==>x": Alnt B
val it = () : unit

= ba 1;

Level 24 (2 subgoals)
|A<=E;B<=E||==>E-AIntB=E-AUn (E-B)

L. [|A<=E;B<=E;x: E-B||==>x:E

2 |A<=EB<=E;x:E-AUn(E-B)||==>x": AIntB
val it = () : unit

> be DiffE 1;

Level 25 (2 subgoals)
[A<=E;B<=E||==>E-AIntB=E-AUn (E-B)
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1.x. [A<=EB<
2. x. [A<=E;B<
val it = () : unit
> ba 1;

Level 26 (1 subgoal)
[|A<zE;B<:E|]=:>E—AIntB=E—AUn(E-B)

1. Y. [|A<=E;B<=E;x:E-AUn(E—B) |==>x": Alnt B
val it = () : unit

> br notl 1;

Level 27 (1 subgoal)
[|A<=E-,B<=E|]==>E-AIntB=E-AUn(E—B)

LIk [| A<=E;B<=Ex: E-AUn(E-B)x: A Int B || ==> False
val it = () : unit

> be UnE 1;

Level 28 (2 subgoals)

|A<=EB<=E]| ——>E-AltB=E-AUn(E-B)

1. x. | A<=E;B<=Ex: AlntB;x: E- Al ==> False

2. x. [| A<=E;B<=E; x: Ant B; x : E- B|] ==> False

val it = () : unit

> be IntE 1;

Level 29 (2 subgoals)

|A<=EB<=E|==> E-AIntB=E-AUn(E-B)

1. Ix. [|A<::E;B<:E;X:E—A;x: A; x : B|] ==> False

2. x. [| A<=E;B<=E;x: Alnt B; x : E- B|] ==> False

val it = () : unit

> be DiffE 1;

Level 30 (2 subgoals)

|A<=EB<=E]| ——>E-AIntB=E-ATUn(E-B)

1. T [|A<=E;B<=E;x: Az Bixu Bym™ A |] ==> False
2. Ix. [| A<=E; B<=E; x: AlInt B;x: E- B[] ==> False

val it = () : unit

> be notE 1;

Level 31 (2 subgoals)

[|A<=E;B<:E]] ——>E-AIntB=E-AUn(E-B)

1L Ix [|A<=EB<=Ex: Arx:Byx:E||==>x: A

2. IIx. [ A<=E;B<=E;x: AInt B; x : E-B|] ==> False

val it = () : unit

> ba 1;

Level 32 (1 subgoal)

|A<=EB<=E|==> E-AIntB=E-AUn (E-B)

1. M [|A<=E;B<=E;x:AIntB;x: E - B || ==> False

val it = () : unit

> be IntE 1;

Level 33 (1 subgoal)

|A<=EB<=E]| ——>E-AMtB=E-AUn(E-B)

1. ke [|A<=E;B<=E;x:E—B;x:A;x: B || ==> False

val it = () : unit

x i Blj=>x E

E;x: E;
E;x:E-AUn(E-B)| ==>x": Alnt B

(I
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> be DiffE 1;

Level 34 (1 subgoal)
|A<=E;B<=E|[==>E-AIntB=E- A Un (E- B)
L. Wse. [| A o= By BBy« Ayt By s By ™1 B || == Fulss
val it = () : unit

> be notE 1;

Level 35 (1 subgoal)
[A<=EB<=E||==>E-AIntB=E-AUn (E- B)
1o Mo A =B Bei=Em: Apx: Byxa B || =—x: B
val it = () : unit

> ba.l;

Level 36
|A<=EB<=E|==>E-AIntB=E-AUn (E-B)
No subgoals!

val it = () : unit

> Goal "A-(B Un C)=(A-B)Int(A-C)";

Level 0 (1 subgoal)

A-(BUnC)=(A-B)Int (A-C)
1.LA-(BUnC)=(A-B)Int (A-C)

val it = [] : Thm.thm list

> br equalityl 1;

Level 1 (2 subgoals)

A-BUnC)=(A-B)Int (A-C)
I.LA-(BUnC)<=(A-B)Int (A-C)
2.(A-B)Int (A-C)<=A-(BUnCQC)

val it = () : unit

> br subsetlI 1;

Level 2 (2 subgoals)

A-(BUnC)=(A-B)Int (A-C)

LIx x: A-(BUnC)==>x:(A-B)Int (A-C)
2(A-B)Int (A-C)<=A-(BUnQ)

val it = () : unit

> br subsetl 2;

Level 3 (2 subgoals)

A-BUnC)=(A-B)Int (A-C)

.M. x: A-(BUnC)==>x:(A-B)Int (A-C)
2 x: (A-B)Int (A-C)==>x:A-(BUnC)
val it = () : unit

> br Intl 1;

Level 4 (3 subgoals)

A-(BUnC)=(A-B)Int (A-CQC)

1. . x: A-BUnC)==>x:A-B

2. x: A-BUnC)==>x:A-C

3.Ix.x: (A-B)Int (A-C)==>x: A-(BUnCQ)
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val it = () : unit

> br Diffl 1;

Level 5 (4 subgoals)

A-(BUnC)=(A-B)Int (A-C)

LIk x: A-(BUnC)==>x:A

2. x. x: A-(BUnC)==>x":B

3 lx. x: A-(BUnC)==>x:A-C

4, x. x: (A-B)Int (A-C)==>x: A - (B UnC)
val it = () : unit

> be DiffD1 1;

Level 6 (3 subgoals)

A-(BUnC)=(A-B)Int (A -C)

LM x:A-(BUnC)==>x":B

9. Ix. x: A-(BUnC)==>x:A-C

3. x. x: (A-B) Int (A-C)==>x: A- (B UnC)
val it = () : unit

> be DiffE 1;

Level 7 (3 subgoals)

A-(BUnC)=(A-B)Int (A- C)

1. U [| e Apx 2 BUnQ|j==0x":0B

9 e x: A-(BUnQ)==>x:1A-C

3. x. x : (A-B)Int (A-C)==>x: A-(BUnC)
val it = () : unit

> br notl 1;

Level 8 (3 subgoals)

A-(BUnC)=(A-B)Int (A-C)

LMk [|x: A;x:BUnGjx: B || ==> False

9. x. x: A-(BUnC)==>x: A-C

3. lIx. x: (A-B)Int (A-C)==>x: A-(BUnC)
val it = () : unit

> be notE 1;

Level 9 (3 subgoals)

A-(BUnC)=(A-B)Int (A-C)

1k [ x: Ayx: Bl ==>x: B UnC

2. x. x: A-(BUnC) ==>x: A-C

3. IIx. x: (A-B)Int (A-C)==>x: A-(BUnCQC)
val it = () : unit

> br Unll 1;

Level 10 (3 subgoals)

A-(BUnC)=(A-B)Int (A-C)

1L [[x: A;x:B|]==>x:B

2. x. x: A-(BUn C) ==>x: A-C

3. lx. x: (A-B)Int (A-C)==>x: A~ (B UG
val it = () : unit

> ba l;

Level 11 (2 subgoals)

A-(BUnC)=(A-B)Int (A-C)
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LM x:A-BUnC)==>x:A-C

2. x: (A-B)Int (A-C)==>x:A-(BUnC)
val it = () : unit

> br Diff 1;

Level 12 (3 subgoals)

A-BUnC)=(A-B)Int (A-C)

L Uxomoy ol 5B Un 0} == ga A

2 x: A-BUnQ) ==>x":C

3 M. x: (A-B)Int (A-C)==>x:A-(BUnC)
val it = () : unit

> be DiffD1 1;

Level 13 (2 subgoals)

A-BUnC)=(A-B)Int (A-CQ)

L ke o A~-iB Ui C)y==3 ;0

2. x:(A-B)Int (A-C)==>x:A-(BUnC)
val it = () : unit

> be DiffE 1;

Level 14 (2 subgoals)

A-BUnC)=(A-B)Int (A-C)

L. A [[mew oy oo™ BN C ] eedowe "0 1@

2.x. x: (A-B)Int (A-C)==>x: A-(BUnC)
val it = () : unit

> br notl 1;

Level 15 (2 subgoals)

A-BUnC)=(A-B)Int (A-C)

LI [|x: A;x": BUnC;x: C|| ==> False
2.!x. x: (A-B)Int (A-C)==>x:A-(BUnCQC)
val it = () : unit

> be notE 1;

Level 16 (2 subgoals)

A-BUnC)=(A-B)Int (A-C)

L U [ Agxan G |==bx%sBUn0

2. x: (A-B)Int (A-C)==>x:A-(BUnCQC)
val it = () : unit

> br Unl2 1;

Level 17 (2 subgoals)

A-BUnC)=(A-B)Int (A-C)

Ll [|g: Aixe G|l ==33: C

2. x. x: (A-B)Int (A-C)==>x: A-(BUnCQC)
val it = () : unit

> ba 1;

Level 18 (1 subgoal)

A-(BUnC)=(A-B)Int (A-CQ)

L xoxs (A=B) Int (A= Q) ==x=xz A-{BUnC)
val it = () : unit

> br DiffI 1;

Level 19 (2 subgoals)
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A-(BUnC)=(A-B)Int (A-0Q)

1. x: (A-B)Int (A-C)==>x:4A

2. lx. x: (A-B)Int (A-C)==>x": BUnC
val it = () : unit

> be IntE 1;

Level 20 (2 subgoals)
A-(BUnC)=(A-B)Int (A-C)

1. Ux [[x: A-Bjx: A-Cl]==>x: A

2. x. x: (A-B)Int (A-C)==>x"" BUnC
val it = () : unit

> be DiffD1 1;

Level 21 (1 subgoal)

A-(BUnC)=(A-DB)Int (A- C)

1. x. x: (A-B)Int (A-C)==>x": BUnC
val it = () : unit

> be IntE 1;

Level 22 (1 subgoal)

A-(BUnC)=(A-B)Int (A- C)

1. x. [|x: A-B;x: A-CJ| ==>x":BUnC
val it = () : unit

> br notl 1;

Level 23 (1 subgoal)

A-(BUnC)=(A-B)Int (A-C)

L Ux [[x: A-Byx: A-Gx: B Un C || ==> False
val it = () : unit

> be UnE 1;

Level 24 (2 subgoals)
A-(BUnC)=(A-B)Int (A-C)

LMx [[x: A-Byx: A-Gx: B || ==> False
2. x. [|x: A-Bjx: A-Cix: C || ==> False
val it = () : unit

> be DiffE 1;

Level 25 (2 subgoals)
A-(BUnC)=(A-B)Int (A-C)

LIx [[x: A-Cyx:Byx: Ajx ™ B || ==> False
2. Ix. [[x: A-Byx: A-Cx: C |] ==> False
val it = () : unit

> be notE 1;

Level 26 (2 subgoals)
A-(BUnC)=(A-B)Int (A-C)

1 Ik [[x: A-Cx: Byx: All==2%:B

2. k. [|x: A-Byx: A-Gx: C || ==> False
val it = () : unit

> ba 1;

Level 27 (1 subgoal)

A-(BUnC)=(A-B)Int (A- C)

LUx [[x: A-Byx: A-Cx: C || ==> Balse




ZF

-

165

val it = () : unit

> by (rotate_tac 1 1);

Level 28 (1 subgoal)
A-BUnC)=(A-B)Int (A-C)

L!x [[x:A-Cjx:Cjx: A-B| ==> False
val it = () : unit

> be DiffE 1;

Level 29 (1 subgoal)
A-BUnC)=(A-B)Int (A-C)

L!x [[x:Cix: A-B;x: Ajx ~: C|] ==> False
val it = () : unit

> be notE 1;

Level 30 (1 subgoal)
A-(BUnC)=(A-B)Int (A-C)

Lx [[x:Cx:A-Byjx: Al]==>x:C
val it = () : unit

> ba 1;

Level 31

A-BUnC)=(A-B)Int (A-C)

No subgoals!

val it = () : unit

10. Fzrp A= (BNC) = (A— B)U (A= C)

> Goal "(A -(B Int C)) = ((A- B) Un (A - C))";
Level 0 (1 subgoal)
A-BIntC=A-BUn(A-C)
1.LA-BIntC=A-BUn (A-C)

val it = [] : Thm.thm list

> br equalityl 1;

Level 1 (2 subgoals)
A-BIntC=A-BUn(A-C)
1.LA-BIntC<=A-BUn (A-C)
2A-BUn(A-C)<=A-BIntC

val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 2 (2 subgoals)
A-BIntC=A-BUn(A-Q)

L% x:A-BInt C==>x:A-BUn(A-C)
2A-BUn(A-C)<=A-BInt C

val it = () : unit

> br classical 1;

Level 3 (2 subgoals)
A-BIntC=A-BUn(A-Q)

Llx [[x: A-BIntG;x ™ A-BUn (A-CQ) ||
==>x:A-BUn(A-C)
2A-BUn(A-C)<=A-BInt C
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val it = () : unit

> br Unl2 1;

Level 4 (2 subgoals)

A-BIntC=A-BUn(A-CQ)

LI [[x: A-BInt Gx ™ A-BUn{A-Q)||==>%x: A-C
2.A-BUn(A-C)<=A-BIntC

val it = () : unit

> br Diffl 1;

Level 5 (3 subgoals)

A-BIntC=A-BUn(A-C)

LIk [[x: A-BInt G x ™ A-BUn(A-C)||==>x:A
2. x. [|x: A-BInt Gy x ™ A-BUn(A-Q)[|==>x":C
3A-BUn(A-C)<=A-BIntC

val it = () : unit

> be DiffD1 1;

Level 6 (2 subgoals)

A-BIntC=A-BUn(A-C)

1. x. [|x: A-BInt Gx ™ A-BUn(A-C)|]==>x":C
9. A-BUn(A-C)<=A-BntC

val it = () : unit

> br notl 1;

Level 7 (2 subgoals)

A-BIntC=A-BUn(A-C)

LWIx. [|[x: A-BInt Gx ™ A-BUn (A-C)x: C|| ==> False
2. A-BUn(A-C)<=A-BInt C

val it = () : unit

> be notE 1;

Level 8 (2 subgoals)

A-BIntC=A-BUn(A-C)

1Lk [|x: A-BInt G x: Cf] ==>x: A-BUn (A-C)
2.A-BUn(A-C)<=A-BIntC

val it = () : unit

= b Uall L

Level 9 (2 subgoals)

A-BIntC=A-BUn(A-C)

1. x. [|x: A-BInt G x: Cl] ==>x: A-B
2.A-BUn(A-C)<=A-BInt C

val it = () : unit

> br DiffI 1;

Level 10 (3 subgoals)

A-BIntC=A-BUn(A-C)

1Lk [[x: A-BInt G;x: C|] ==>x: A

2. x. [x: A-BInt G;x: C|] ==>%"1B

3 A-BUn(A-C)<=A-BIntC

val it = () : unit

> be DifftD1 1;

Level 11 (2 subgoals)
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A-BIntC=A-BUn(A-Q)

Lx [[x: A-BInt C;x: C|j==>x": B
2A-BUn(A-C)<=A-BInt C

val it = () : unit

> br notl 1;

Level 12 (2 subgoals)
A-BIntC=A-BUn(A-C)

L!x [[x: A-BInt C;x: C;x: B || ==> False
2A-BUn(A-C)<=A-BIntC

val it = () : unit

> be DiffE 1;

Level 13 (2 subgoals)
A-BIntC=A-BUn (A-Q)

LUIx [|x:Cix:B;jx: Ajx~: BInt C || ==> False
2A-BUn(A-C)<=A-BInt C

val it = () : unit

> be notE 1;

Level 14 (2 subgoals)
A-BIntC=A-BUn(A-QC)

Lk [[x:Cx:Bjx: A|]==>x:BInt C
2A-BUn(A-C)<=A-BInt C

val it = () : unit

= bt I6tT 1

Level 15 (3 subgoals)
A-BIntC=A-BUn(A-C)

Lix [|x:Cx:Byx: Al]==>x:B

2 M [|x:CGx:Bjx: Al ==>x:C
3.A-BUn(A-C)<=A-BInt C

val it = () : unit

> ba 1;

Level 16 (2 subgoals)
A-BIntC=A-BUn(A-C)

LM [[x:Cx:Byx:All==>x:C
2A-BUn(A-C)<=A-BInt C

val it = () : unit

> ba I;

Level 17 (1 subgoal)
A-BIntC=A-BUn(A-Q)
LA-BUn(A-C)<=A-BIntC

val it = () : unit

> br subsetI 1;

Level 18 (1 subgoal)
A-BIntC=A-BUn(A-C)
Lx.x:A-BUn(A-C)==>x:A-BInt C
val it = () : unit

> br Diffl 1;

Level 19 (2 subgoals)
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A-BIntC=A-BUn(A-CQC)

1. M. x: A-BUn(A-C)==>x: A

2.Mx. x: A-BUn(A-C)==>x":BInt C
val it = () : unit

> be UnE 1;

Level 20 (3 subgoals)
A-BIntC=A-BUn(A-C)

L Umaes A-B==S%14A

% X A~-C==sxs i

3.M. x: A-BUn(A-C)==>x":BInt C
val it = () : unit

> be DiffD1 1;

Level 21 (2 subgoals)
A-BIntC=A-BUn(A-C)

1. Ix. x: A-C==>x:! A

2.1 x: A-BUn(A-C)==>x":BInt C
val it = () : unit

> be DifiD1 1;

Level 22 (1 subgoal)
A-BIntC=A-BUn(A-C)

.M x: A-BUn(A-C)==>x":BInt C
val it = () : unit

> br notl 1;

Level 23 (1 subgoal)
A-BIntC=A-BUn(A-C)

1. . [[x: A-BUn (A-C); x: BInt C || ==> False
val it = () : unit

> be UnE 1;

Level 24 (2 subgoals)
A-BIntC=A-BUn(A-C)

1. . [|x: BInt C; x : A- B |] ==> False

2. x. [ x: BInt C;x: A- C|] ==> False
val it = () : unit

> be IntE 1,

Level 25 (2 subgoals)

A-BInt C=A-BUn(A-C)

1. Ix. [|x: A-B;x: Byx: C|] ==> False
2. lx. [|[x: BInt C;x: A-C|] ==> False
val it = () : unit

> be DiffE 1;

Level 26 (2 subgoals)

A-BInt C=A-BUn(A-C)

L " [|x:B;x: Cyx: Ajx i B || ==> False
2. x. [[x:BInt C;x: A-C|] ==> False
val it = () : unit

> be notE 1;

Level 27 (2 subgoals)
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A-BIntC=A-BUn(A-Q)

LMoo [logs By Cex: All==n%: B
2.x. [|[x: BInt C;x: A- C|] ==> False
val it = () : unit

> ba 1;

Level 28 (1 subgoal)
A-BIntC=A-BUn(A-C)

Lllx. [|[x: BInt C;x: A-C|] ==> False
val it = () : unit
> be IntE 1;

Level 29 (1 subgoal)
A-BIntC=A-BUn(A-C)

LIx [|x: A-C;x: B;x: C|] ==> False
val it = () : unit
> be DiffE 1;

Level 30 (1 subgoal)
A-BIntC=A-BUn(A-C)

LMk [|x:Bjx: Cx: Ayx™: Q] ==> False
val it = () : unit
> be notE 1;

Level 31 (1 subgoal)
A-BIntC=A-BUn(A-C)

LU | miBi%: Cigadl||=—=x20
val it = () : unit

> ba 1

Level 32

A-BIntC=A-BUn(A-Q)

No subgoals!

val it = () : unit

11. Fzp A—B=ANBAB

> Goal "[|A<=E;B<=E|]==> A-B=AInt (E-B)"
Level 0 (1 subgoal)
|A<=E;B<=E||==>A-B=AInt (E-B)
L|[A<=EB<=E|==>A-B=AInt(E-B)
val it = [| : Thm.thm list

> br equalityl 1;

Level 1 (2 subgoals)

[A<=E;B<=E| ==>A-B=AInt (E-B)
L|A<=EB<=E| ==>A-B<=AlInt(E-B)
2.[[A<=E;B<=E||==>AInt(E-B)<=A-B
val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 2 (2 subgoals)
|A<=EB<=E|==>A-B=AInt (E-B)

Lllx. |[A<=E;B<=E;jx: A-B||==>x: Alnt (E-B)
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2.|A<=EB<=E|[==>Alnt (E-B)<=A-B
val it = () : unit

> br Intl 1;

Level 3 (3 subgoals)

|A<=EB<=E]] —=> A-B=AInt (E-B)

1. Bx. [lA<=E;B<iE;x:A-B|] sy g o

2. lx. [A<=E;B<=E;x: A-B|| ==>x: E-B
3. | A<=E;B<=E|==> Alnt (E-B)<=A-B
val it = () : unit

> be DiffE 1;

Level 4 (3 subgoals)
[|A<=E;B<=E|]==>A-B=AInt(E-B)

1. |[A<=E;B<=Ex Ag ™ Bl==mx A&
2. x. | A<=E;B<=E;x B-Bll==—x:EB=8
3.|A<=E;B<=E|==> AlInt (E-B)<=A-B
val it = () : unit

> ba 1;

Level 5 (2 subgoals)

|A<=EB<=E| —=> A-B=AInt (E-B)

1. k. | A<=E; B<=E;x: dzBll=—mF i L-B
2. | A<=E;B<=E| —=>AInt (E-B)<=A-B
val it = () : unit

> br DiffI 1;

Level 6 (3 subgoals)

|A<=E;B<=E]|] —=> A-B = AInt (E- B)

L [[A<=E;B<=Ex:A-B] =ty i

2. x. [A<=E;B<=E;x: AsBll=—2%"B
3.[|A<=EB<=E] —=>AInt (E-B)<=A-B
val it = () : unit

> be DiffE 1;

Level 7 (3 subgoals)

|A<=EB<=E]| —=>A-B=AInt (E-B)

1. x. [|A<=E;B<=E;x:A;x”:B\]z=>x: E
2. Ix. | A<=E;B<=Ex: B-Bll==uw ™ B
3. |A<=E;B<=E| ==> Alnt (E-B)<=A-B
val it = () : unit

> be subsetD 1;

Level 8 (3 subgoals)

[A<=E;B<=E| ==>A-B=AInt (E - B)

1L Ix. [|B<=E;x: Ajx 7 B ==>x: A

2. x. [ A<=E;B<=E;x: A-Bll==px" B
3.|A<=EB<=E|==>Alnt (E-B)<=A-B
val it = () : unit

> ba'l;

Level 9 (2 subgoals)

[A<=EB<=E|] —=> A-B=AInt (E-B)

1. Ix. [A<=E;B<=E;x: A:B|==&"15
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2.[|[A<=E;B<=E|==>AInt (E-B)<=A-B
val it = () : unit

> br notl 1;

Level 10 (2 subgoals)
|A<=E;B<=E|==>A-B=AInt (E-B)

LM [|[A<=E;B<=E;x: A-B;x: B| ==> False
2.|[A<=E;B<=E||==>AIht(E-B)<=A-B
val it = () : unit

> be DiffE 1;

Level 11 (2 subgoals)

[A<=E;B<=E| ==>A-B=AInt (E-B)

L. [| A<=E;B<=E;x: B;x: A;x ~: B[] ==> False
2. | A<=E;B<=E||==>AInt(E-B)<=A-B
val it = () : unit

> be notE 1;

Level 12 (2 subgoals)

[A<=E;B<=E| ==>A-B=AInt (E-B)

LlIx |[A<=E;B<=E;x:B;x: A|]==>x:B

2. | A<=E;B<=E||==>AInt(E-B)<=A-B
val it = () : unit

> ba 1;

Level 13 (1 subgoal)

|A<=E B<=E||==>A-B=AInt (E-B)
l.[A<=EB<=E|==>AInt(E-B)<=A-B
val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 14 (1 subgoal)

|A<=E;B<=E| ==>A-B=AInt (E-B)

1. IIx. | A<=E;B<=E;x: AInt (E-B) || ==>x: A-B
val it = () : unit

> br Diffl 1;

Level 15 (2 subgoals)
[A<=E;B<=E|==>A-B=AInt(E-B)

LI [|[A<=EB<=Ex: AIt(E-B)|]==>x: A
2. [|[A<=E;B<=E;x: Alnt (E-B)|]==>x": B
val it = () : unit

> be IntD1 1;

Level 16 (1 subgoal)

[A<=E;B<=E| ==>A-B=AInt (E-B)

LM [|[A<=E;B<=Ex: AInt (E-B)||==>x": B
val it = () : unit
> br notl 1;

Level 17 (1 subgoal)
[A<=E;B<=E||==>A-B=AInt(E-B)

L [[A<=E;B<=E;x: Alnt (E-B); x: B|] ==> False
val it = () : unit

> br IntE 1;
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Level 18 (2 subgoals)

[A<=E;B<=E|]==>A-B=AlInt (E-B)

L. Ix. |[A<=E;B<=E;x: Alnt (E-B);x: B

==> ?cld(x) : 7A14(x) Int ?B14(x)

2. Ix. | A <=E; B<=E;x: Alnt (E- B); x: B; 7cl4(x) : 7A14(x);
?c14(x) : 7B14(x) ||

==> False

val it = () : unit

> ba 1;

Level 19 (1 subgoal)

|A<=E;B<=E| ==>A-B=AInt(E-B)

1. Ix. [A<=E;B<=E;x: Alnt (E-B); x: By x: A;x:E-BJ
==> False

val it = () : unit

> be DiffE 1;

Level 20 (1 subgoal)

|A<=E;B<=E| ==>A-B=AlInt (E-B)

1. 'x. [A<=E;B<=E;x: Alnt (B=B)yx: Byx: Azt B
xT: B

==> False

val it = () : unit

> be notkE 1;

Level 21 (1 subgoal)

|[A<=E;B<=E| ==>A-B=AInt (E-B)

1. Mx. [A<=E;B<=E;x: Alnt (E-B);x: By x: Ay x: E
==>x: DB

val it = () : unit

> ba 1;

Level 22

[A<=E;B<=E|==>A-B=AInt (E - B)

No subgoals!

val it = () : unit

12.Fzp ACB& A-—B=9

> Goal "A<=B <-> A-B=0";
Level 0 (1 subgoal)
A<=B<>A-B=0

. A<=B<>A-B=0
val it = [ : Thm.thm list

> br iffl 1;

Level 1 (2 subgoals)
A<=B<>A-B=0

1. A<=B=>A-B=0
2A-B=0=>A<=B
val it = () : unit

> br equalityl 1;
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Level 2 (3 subgoals)
A<=B<>A-B=0
lLA«=B==>A-B<=0
2.A<=B=—30<=A-B
3. A= B==5A<=8B
val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 3 (3 subgoals)
A<=B<>A-B=0

L.Ix. | A<=B;x: A-B||==>x:0

2, Ax=Beus e=A-RB
3. AsB=0==pAx=8B
val it = () : unit

> be DiffE 1;

Level 4 (3 subgoals)
A<=B<>A-B=0

LI, [ A<=B;x: A;x": B||==>x:0

2. A<=B==>0<=A-B
3. A-B=0==>A<=8B
val it = () : unit

> be notE 1;

Level 5 (3 subgoals)
A<=B<>A-B=0

Lz [|Ac=Brx: All==23%:B

2.A<=B==>0<=A-B
3. A-B=0==> A<=B
val it = () : unit

> be subsetD 1;

Level 6 (3 subgoals)
A<=B<>A-B=0
L.l 2 A==Sg2 A

2, A<=B==>(0<=A-B
3. Az B=l==x A <=B
val it = () : unit

> ba 1;

Level 7 (2 subgoals)
A<=B<>A-B=0

L AZd=B ==t 0<=A=B
2.A-B=0==3A<=8B
val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 8 (2 subgoals)
A<=B<>A-B=0

L. Ix. |[A<=B;x:0|]==>x: A-B

2. A=Be=0==sAz=8B
val it = () : unit
> be emptyE 1;
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Level 9 (1 subgoal)

A<=B<>A-B=0
1.LA-B=0==>A<=B

val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 10 (1 subgoal)

A<=B<>A-B=0

1.x. |[A-B=0;x: A|]==>x:B

val it = () : unit

> br classical 1;

Level 11 (1 subgoal)

A<=B<>A-B=0

L. [|[A-B=0;x: A;x :B|]==>x:B

val it = () : unit

> br emptyE 1;

Level 12 (1 subgoal)

A<=B<>A-B=0

1L Ix. |A-B=0;x: Ajx 7: B[] ==> 7al0(x) : 0
val it = () : unit

> br subsetD 1;

Level 13 (2 subgoals)

A<=B<>A-B=0

LUx. [|A-B=0;x: A;x 7: B|] ==>7Al1(x) <=0
2. x. [A-B=0;x: A;x 7: B|] ==> 7al0(x) : 7A11(x)
val it = () : unit

> be equalityD1 1;

Level 14 (1 subgoal)

A<=B<>A-B=0

LM [|A-B=0;x: Ajx 7: B|] ==> 7al0(x) : A-B
val it = () : unit
> br DiffI 1,

Level 15 (2 subgoals)

A<=B<>A-B=0

1L Ix. [A-B=0;x: Ajx 7 B[] ==>7al0(x) : A
2. Ix. [A-B=0;x: A;x : B|] ==> Tal0(x) : B
val it = () : unit

> ba 1;

Level 16 (1 subgoal)

A<=B<>A-B=0

1. [|A-B=0;x: A;x :B||==>x":B

val it = () : unit

> ba 1;

Level 17

A<=B<>A-B=0

No subgoals!

val it = () : unit

b,
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13. FZFA—(A—B)=AOB

> Goal "A - (A - B) = A Int B";
Level 0 (1 subgoal)
A-(A-B)=AlntB
1.LA-(A-B)=AIntB

val it = [| : Thm.thm list

> br equalityl 1;

Level 1 (2 subgoals)
A-(A-B)=AIntB
1.LA-(A-B)<=AIntB

22 AIntB<=A-(A-B)

val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 2 (2 subgoals)
A-(A-B)=AIntB

l.x, x: A-(A-B)==>x: AInt B
2. Alnt B <= A - (A - B)

val it = () : unit

> br Intl 1;

Level 3 (3 subgoals)
A-(A-B)=AIntB

Te U A~k ~ B == A
2. k. As(A«B)==bwn: B
3. AIntB<=A- (A-B)

val it = () : unit

> br DiffD1 1;

Level 4 (3 subgoals)
A-(A-B)=AIntB

1. Ux. x: A-(A-B) ==>x: A-7B3(x)
22t A-(A-B)==3%: B
3. AInt B<=A-(A-B)

val it = () : unit

>ba 1

Level 5 (2 subgoals)
A-(A-B)=AIntB

L M. qp Aol o B == 51 B
22.AIntB<=A-(A-B)

val it = () : unit

> br classical 1;

Level 6 (2 subgoals)
A-(A-B)=AIntB

L. I [ xR A-A-BEE ™0 B|| =% B
22 AIntB<=A-(A-B)

val it = () : unit

> be DiffE 1;

Level 7 (2 subgoals)
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A-(A-B)=AIntB

LUk [[x:B;x: Ajx :A-B]==>x:B
2. Alnt B<=A-(A-B)

val it = () : unit

> be notE 1;

Level 8 (2 subgoals)
A-(A-B)=AIntB

L' [|[x: A;x : A-B|]==>x:B
2. Alnt B <=A- (A-B)

val it = () : unit

> back();

Level 8 (2 subgoals)
A-(A-B)=AIntB

.M. [|[x™: B;x: A|]==>x: A-B
2. Alnt B<=A- (A-B)

val it = () : unit

> br Diffl 1;

Level 9 (3 subgoals)
A-(A-B)=AIntB

LIk [[x:Byx: Af]==>x: A
2. % [|x:B;x: Al ==>x":B
3. AInt B <=A- (A-B)

val it = () : unit

> ba 1;

Level 10 (2 subgoals)
A-(A-B)=AIntB

Ltk |x™: Bix: All==>x"tB
2. Alnt B<=A-(A-B)

val it = () : unit

> ba 1;

Level 11 (1 subgoal)
A-(A-B)=AIntB
I.LAIntB<=A-(A-B)

val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 12 (1 subgoal)
A-(A-B)=AIntB

1. "x. x: AInt B==>x: A-(A-B)
val it = () : unit

= br-Difil. 1;

Level 13 (2 subgoals)
A-(A-B)=AntB

I Mx. xy Alnt B==>=xi A

2 Mk x: At B==>%":A-B
val it = () : unit

> be IntD1 1;

Level 14 (1 subgoal)
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A-(A-B)=AIntB

1. U o AInb Be==s g™ A-B
val it = () : unit

> br notlI 1;

Level 15 (1 subgoal)
A-(A-B)=AIntB

L. IIx. | x: AInt B; x: A-B || ==> False
val it = () : unit
> be IntE 1;

Level 16 (1 subgoal)

A-(A-B)=AIntB

LM [[x: A-B;x: A;x: B[] ==> False
val it = () : unit

> be DiftE 1,

Level 17 (1 subgoal)

A-(A-B)=AntB

LIx [[x: Ajyx:B;jx: Ajx ™: B|] ==> False
val it = () : unit

> be notE 1;

Level 18 (1 subgoal)

A-(A-B)=AIntB

L Ix [|[x: A;jx:B;x: Al ==>x:B
val it = () : unit

> ba 1;

Level 19

A-(A-B)=AIntB

No subgoals!

val it = () : unit

4. Fzrp AN(B-C)=(ANB)-(ANC0C)

> Goal "A Int(B - C)=(A Int B) - (A Int C)";
Level 0 (1 subgoal)

AlInt (B-C)=AIntB-AlntC

1. Alnt (B-C) = A Int B- A Int C

val it =[] : Thm.thm list

> br equalityl 1;

Level 1 (2 subgoals)

AInt (B-C)=AInt B- AInt C

I.LAInt (B-C) <=AInt B- AInt C
22.AIntB-AInt C<=AInt (B- Q)

val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 2 (2 subgoals)

Alnt B-C)=AInt B- Alnt C

LIxx: AInt(B-C)==>x: Alnt B- AInt C
22AInt B-AInt C <=AInt (B-C)
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val it = () : unit

> br Diffl 1;

Level 3 (3 subgoals)
Alnt(B-C)=AIntB-AInt C

L. x: Alnt (B-C)==>x: Alnt B
2. x. x: Alnt (B-C)==>x": Alnt C
3. Alnt B- AInt C <= A Int (B-C)

val it = () : unit

> br IntI 1;

Level 4 (4 subgoals)

Alnt (B-C)=AIntB-AInt C

.M. x: Alnt (B-C) ==>x: A

2. x. x: Alnt (B-C)==>x:B

3. x. x: Alnt (B-C)==>x": Alnt C
4, AInt B- AInt C <= AInt (B-C)

val it = () : unit

> be IntD1 1 ;

Level 5 (3 subgoals)
Alnt(B-C)=AIntB-AIntC

.M. x: AlInt (B-C)==>x:B

2. x. x: Alnt (B-C)==>x " Alnt C
3. Alnt B- AInt C <= A Int (B - C)

val it = () : unit

> be IntE 1;

Level 6 (3 subgoals)

Alnt (B-C)=AIntB-AInt C

L. [|x: Ajx: B-C||==>x:B

9. x. x: Alnt (B-C)==>x": Alnt C
3. AInt B-AInt C <= AInt (B-C)

val it = () : unit

> be DiffE 1;

Level 7 (3 subgoals)

Alnt (B-C) = Alnt B- Alnt C

LIk [[x: A;x:B;x: C|]==>x:B
2. x. x: Alnt (B-C)==>x": AInt C
3. Alnt B- AInt C <= AInt (B-C)

val it = () : unit

> ba 1;

Level 8 (2 subgoals)

Alnt (B-C)=AIntB-AInt C

Lk x: At (B-C)==>x": Alnt C
2. Alnt B- AInt C <= AInt (B-C)

val it = () : unit

> br notl 1;

Level 9 (2 subgoals)

Alnt (B-C) =ATnt B-Alnt C

1. x [[x: Alnt (B-C);x: Alnt C || ==> False

Provas em Isabelle
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2. Alnt B- AInt C <= A Int (B - C)
val it = () : unit

> be IntE 1;

Level 10 (2 subgoals)

Alnt (B-C)=AInt B- A Int C

L!x [[x: AInt C;x: A; x: B- C|] ==> False
2. AInt B-AlInt C <= AInt (B- Q)

val it = () : unit

> be DiffE 1;

Level 11 (2 subgoals)

AlInt (B-C)=AInt B- Alnt C

LIx. [|x: AInt C;x: A;x: By x ™ C |] ==> False
2.AInt B-Alnt C<=AlInt (B- Q)

val it = () : unit

> be IntE 1;

Level 12 (2 subgoals)

AlInt (B-C)=AInt B- Alnt C

L Mx [|x: Ajx:Byjx™: Cyx: Ajx: C | ==> False
2. AInt B-AInt C<=AInt (B- Q)

val it = () : unit

> be notE 1;

Level 13 (2 subgoals)

AInt (B-C)=AInt B- Alnt C

Lk [|x: Ajx:B;jx: Ajx: Cfl==>x:C
22AIntB-Ant C<=AInt (B- C)

val it = () : unit

> ba 1;

Level 14 (1 subgoal)

AlInt B-C)=AIntB- AlInt C
1LAIntB-AInt C<=AInt (B- Q)

val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 15 (1 subgoal)

Alnt (B-C)=AInt B- A Int C

Llx. x: AIntB-AInt C==>x: Alnt (B-C)
val it = () : unit

> br Intl 1;

Level 16 (2 subgoals)

Alnt B-C)=AInt B- A Int C

LI x: AItB-AIntC==>x: A

2. x: AIntB-AInt C==>x:B-C

val it = () : unit

> be DiffE 1;

Level 17 (2 subgoals)

Alnt (B-C)=AIntB-AlIntC

Lix [[x: AIntB;x: Alnt C || ==>x: A
2. x: AIntB-AInt C==>x:B-C
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val it = () : unit

> be IntD1 1,

Level 18 (1 subgoal)

Alnt (B-C)=AIntB-AInt C

.M. x: AlntB-AInt C==>x:B-C
val it = () : unit

> br Diffl 1,

Level 19 (2 subgoals)

Alnt B-C)=AInt B-AInt C

.M. x: AIntB-AInt C==>x:B

2 x. x: At B-AInt C==>x":C
val it = () : unit

> be DiffE 1;

Level 20 (2 subgoals)

Alnt (B-C)=AInt B-AInt C

1 Ix [[x: AlntB;x 7 Alnt C[] ==>x: B
2. lx. x: AIntB-AInt C==>x":C
val it = () : unit

> be IntD2 1,

Level 21 (1 subgoal)

ATnt (B-C)=ATnt B-Alnt C

LI x: AIntB-AInt C==>x":C
val it = () : unit

5 branoetl 1;

Level 22 (1 subgoal)

Alnt (B-C)=AInt B-Ant C

1 Ux [|x: Alnt B- Alnt C; x: C|] ==> False
val it = () : unit

> be DiffE 1;

Level 23 (1 subgoal)

Alnt (B-C)=AIntB-AIntC

LUx [|x: Cx: AlntB;x 7t Alnt C || ==> False
val it = () : unit

> be notE 1;

Level 24 (1 subgoal)

Alnt (B-C)=AIntB-AIntC

LIk [[x:Cx: Alnt B[] ==>x: Alnt C
val it = () : unit

> br Intl 1;

Level 25 (2 subgoals)
Alnt(B-C)=AIntB-AInt C

LlIx [|x: Cx: AIt B[] ==>x: A
2.k [[x: CGx: AlntB|]==>x:C
val it = () : unit

> be IntE 1;

Level 26 (2 subgoals)

Alnt B-C)=AInt B- AInt C
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Lix [[x:Cix: Ajx:B|]==>x: A
2 M [|x:CGx: AIntB|]==>x:C
val it = () : unit

> ba 1;

Level 27 (1 subgoal)

AlInt (B-C)=AIntB-AIntC
Lix [[x:Cix: AIntB|]==>x: C
val it = () : unit

> ba 1;

Level 28

AlInt (B-C)=AInt B-AInt C

No subgoals!

val it = () : unit

5. Fzrp ANBC (ANC)U(BNC)

> Goal "[|[A<=E;B<=E;C<=E||]==>(A Int B)<=((A Int C)Un (B Int (E-
o'

Level 0 (1 subgoal)

[A<=EB<=EC<=E| ==>AIntB <= A Int C Un B Int (E-Q)

L|A<=EB<=EC<=E| ==>AInt B<=A Int C Un B Int (E-Q)

val it = [] : Thm.thm list

> br subsetI 1;

Level 1 (1 subgoal)

|A<=E;B<=EC<=E| ==>AIntB<=AInt C Un B Int (E- Q)

Llx. [A<=EB<=E; C<=E;x: AlntB ||

==>x: Alnt CUn B Int (E- C)

val it = () : unit

> br classical 1;

Level 2 (1 subgoal)

A<=EB<=EC<=E|==>AIntB<=AlInt C UnB Int (E-Q)

LIx. |[A<=E;B<=E;C<=E;x: A Int B;

x 7 Alnt CUnBInt (E-C) ||

==>x: Alnt CUn B Int (E - C)

val it = () : unit

> br Unl2 1;

Level 3 (1 subgoal)

|A<=EB<=EC<=E| ==>AIntB <=AInt C Un B Int (E-Q)

L. [|A<=E;B<=E;C<=E;x: A Int B;

x7: Alnt CUnBInt (E- C) ]

==>x:BInt (E- Q)

val it = () : unit

> br Intl 1;

Level 4 (2 subgoals)

[A<=EB<=EC<=E| ==>AIntB<=AInt C UnB Int (E-C)

LlIx [[A<=E;B<=E;C<=E;x: A Int B;

x:AInt CUnBlInt (E-C) |
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==>x:B

D, & [|A<:E;B<=E;C<=E;x: A Int B;

x~: A Int C Un B Int (E-C) |l

—=>x:E-C

val it = () : unit

> be IntD2 15

Level 5 (1 subgoal)

[A<=EB<=EC<=E[==> A Int B <= A Int C Un B Int (E- C)
1. x. [\A<=E;B<:E;C<=E;x: A Int B;

x 7 AIntCUnBInt(E—C) Il

val it = () : unit

> br Diffl 1;

Level 6 (2 subgoals)

[|A<=E;B<=E;C<==El] ==>AInt B <= A Int C Un B Int (E-C)
1. [|[A<=EDB <=E;C<=E;x: A Int B

x~: A Int C Un B Int E-C) |l

==>x:E

9. I, [lA<-—=E;B<=E;C<=E;x:AIntB;

x~: A Int C Un B Int (E-C) |

—=>x:C

val it = () : unit

> be IntE 15

Level 7 (2 subgoals)

[|A<=—-E;B<=E;C<=E[] —=>AInt B <= A Int C Un B Int (E-C)
1. x HA<:E;B<=E;C<-=E;X”: AIntCUnBInt(E—C);x: A;
x: B

==>x:E

2. U [lA<:E;B<=—-E;C<=E;x: A Int B;

x ~: A Int C Un B Int (E-C) |

==>x":0C

val it = () : unit

> be subsetD 1;

Level 8 (2 subgoals)

[|A<=E;B<=E;C<=El] ==>AIntB <= A Int C Un B Int (E-C)
1. x. [lB<=E‘,C<zE;x”: AIntCUnBInt(E—C);x: A;x: Bl
==>x:A

2. N [[A<:E;B<=E;C<=E;x: A Int B;

x~: AInt C Un B Int (E-C) |

==>X C
val it = () : unit
> ba 1;

Level 9 (1 subgoal)

[|A<:E;B<=E;C<=EH ===>AIntB<=AIntCUnBInt (E-C)
1. x| A<=E;B<=E;C<:E;x: A Int B;

x~: AInt C Un B Int (E-C) |

==>x:C
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val it = () : unit

> br notl 1;

Level 10 (1 subgoal)

|A<=EB<=EC<=E| ==>AIntB <= A Int C UnB Int (E-C)
Llx. | A<=E;B<=E;C<=E;x: AlntB;

X AIntCUnBInt (E-C);x: C|

==> False

val it = () : unit

> be notE 1;

Level 11 (1 subgoal)

[A<=EB<=EC<=E[ ==>AInt B<=AInt C UnB Int (E - C)
LIx [|[A<=EB<=EC<=FE;x: Alnt B; x : C]

==>x:Alnt CUnBInt (E- Q)

val it = () : unit

> br Unll1 1;

Level 12 (1 subgoal)

|A<=E;B<=EC<=E| ==>AIntB<=AIntC UnB Int (E- Q)
1L.x. |[A<=E;B<=E;C<=E;x: At B;jx: Cl]==>x: AInt C
val it = () : unit

> br Intl 1;

Level 13 (2 subgoals)
|A<=EB<=EC<=E|==>AIntB<=AInt CUnB Int (E-0O)
LIx [[A<=EB<=E;C<=E;x: Alnt B; x : G ll==px: A

2. [[A<=EB<=EC<=FE;x: AInt B; x : Cll==su:C

val it = () : unit

> be IntE 1;

Level 14 (2 subgoals)

[A<=EB<=E;C<=E| ==>AIntB<=AInt CUnB Int (E-CQ)
L [|[A<=E;B<=E;C<=E;x: CXiAx:Bll==>x:4

2. . |A<=E;B<=E;C<=E; x: A It Bj %3 C'|] == w: €

val it = () : unit

> ba 1;

Level 15 (1 subgoal)

[A<=EB<=EC<=E| ==>AIntB <=AInt C Un B Int (E-C)
LIx [|[A<=EB<=EC<=E;x: Alnt B; x : C[| ==%=: 0

val it = () : unit

> ba 1;

Level 16
[A<=EB<=EC<=E|==>AIntB<=AInt C UnB Int (E-C)
No subgoals!

val it = () : unit

16. Fzr (AUC)N(BUC') CAUB
> Goal "[|A<=E;B<=E;C<=E|]==>((A Un C)Int(B Un (E-C)))<=(A Un B)";

Level 0 (1 subgoal)
|A<=E;B<=E;C<=E| ==> (AUnC)Int (BUn (E-C)) <=A UnB
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. |[A<=EB<=E;C<=E||=>(AUnC)Int (BUn (E-C)) <=A
Un B

val it = [] : Thm.thm list

> br subsetI 1;

Level 1 (1 subgoal)

[A<=E;B<=E;C<=E||==>(AUnC)Int (BUn(E-C))<=AUnB

.. [A<=E;B<=EC<=E;x: (AUnC) Int (BUn (E-C)) ||

==>x:AUnB

val it = () : unit

> be IntE 1;

Level 2 (1 subgoal)

[A<=E;B<=E;C<=E|]==>AUnC)Int (BUn(E-C))<=AUnB

Lz [|[Az=E;Bg=EC<=Ex: AlnCx:BUn(E-C}

==>x:AUnB

val it = () : unit

> be UnE 1;

Level 3 (2 subgoals)

[A<=E;B<=E;C<=E|==>(AUnC)Int (BUn(E-C))<=AUnB

1. . [A<=E;B<=E;C<=E;x:BUn(E-C);x: A|

=% ATH B

2.x. [A<=E;B<=E;C<=E;x: BUn (E-C);x: C|]

==>x:AUnB

val it = () : unit

> br Unll 1;

Level 4 (2 subgoals)

[A<=E;B<=E;C<=E||==>>(AUnC)Int (BUn(E-C))<=AUnB

1L.Ix. | A<=E;B<=E;C<=E;x:BUn(E-C);x: A|]==>x: A

2.x. |[A<=E;B<=E;C<=E;x: BUn (E-C); x: C|]

= %y A Un B

val it = () : unit

> ba 1;

Level 5 (1 subgoal)

[A<=E;B<=EC<=E|==>AUnC)Int(BUn(E-C))<=AUnB

I Ix. [ Ax=E;B<=E;C<=E;x:BUn (E-C)jx: C|]

==>x:AUnB

val it = () : unit

> be UnE 1,

Level 6 (2 subgoals)

[A<=E;B<=EC<=E|==>AUnC)Int(BUn(E-C))<=AUnB

1. Ix. |[A<=E;B<=E;C<=E;x:C;x:B||==>x: AUnB

2 Ik |[Ac=EBc=ECe=Ex:CGx:E-Cll=sx%:AlnB
val it = () + unit
> br Unl2 1;

Level 7 (2 subgoals)
[A<=E;B<=E;C<=E|==>AUnC)Int(BUn(E-C))<=AUnB
1. Ug. | Ax—=E;Bd=F, C<=Exs (;xz B ||==bxz2 B

2.x. |[A<=E;B<=E;C<=Ex: Cx: E-C|]==>x: AUnB
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val it = () : unit

> ba 1;

Level 8 (1 subgoal)

|A<=EB<=EC<=E|==>(AUnC)Int (BUn (E-C)) <=AUnB
1. Ix. [|[A<=EB<=E;C<=E;x:C;x:E-C|]==>x: AUnB

val it = () : unit

> be DiffE 1;

Level 9 (1 subgoal)

[A<=EB<=EC<=E|==>(AUnC)Int (BUn(E-C)) <=AUnB
LM [|A<=EB<=E;C<=E;x:C;x:E;x":C|l==>x: AUnB
val it = () : unit

> be notE 1;

Level 10 (1 subgoal)

|A<=EB<=EC<=E| ==>(AUnC)Int (BUn (E-C)) <=AUnB
LM |A<=E;B<=E;C<=E;x:C;x:E||==>x:C

val it = () : unit

= b3

Level 11

[A<=EB<=E;C<=E| ==>(AUnC)Int (BUn(E-C))<=AUnB
No subgoals!

val it = () : unit

A.2.5 Propriedades do conjunto das partes

2. Fzr P(E)NP(F)=P(ENF);

> Goal " Pow(E) Int Pow(F) = Pow(E Int F)";
Level 0 (1 subgoal)

Pow(E) Int Pow(F) = Pow(E Int F)

1. Pow(E) Int Pow(F) = Pow(E Int F)

val it = [] : Thm.thm list

> br equalityl 1;

Level 1 (2 subgoals)

Pow(E) Int Pow(F) = Pow(E Int F)

1. Pow(E) Int Pow(F) <= Pow(E Int F)

2. Pow(E Int F) <= Pow(E) Int Pow(F)

val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 2 (2 subgoals)

Pow(E) Int Pow(F) = Pow(E Int F)

1. !Ix. x : Pow(E) Int Pow(F) ==> x : Pow(E Int F)
2. Pow(E Int F) <= Pow(E) Int Pow(F)

val it = () : unit

> br Powl 1;

Level 3 (2 subgoals)

Pow(E) Int Pow(F) = Pow(E Int F)
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1. 'x. x : Pow(E) Int Pow(F) ==>x <=E Int F
2. Pow(E Int F) <= Pow(E) Int Pow(F)

val it = () : unit

> br Int_ greatest 1;

Level 4 (3 subgoals)

Pow(E) Int Pow(F) = Pow(E Int F)

1. Ix. x : Pow(E) Int Pow(F) ==> x <=E

2. Ix. x : Pow(E) Int Pow(F) ==> x <=F

3. Pow(E Int F) <= Pow(E) Int Pow(F)

val it = () : unit

> br PowD 1;

Level 5 (3 subgoals)

Pow(E) Int Pow(F) = Pow(E Int F)

1. . x : Pow(E) Int Pow(F) ==> x : Pow(E)
2. IIx. x : Pow(E) Int Pow(F) ==>x <=F

3. Pow(E Int F) <= Pow(E) Int Pow(F)

val it = () : unit

> br PowD 2;

Level 6 (3 subgoals)

Pow(E) Int Pow(F) = Pow(E Int )

1. 1x. x : Pow(E) Int Pow(F) ==> x : Pow(E)
9. Ix. x : Pow(E) Int Pow(F) ==> x : Pow(F)
3. Pow(E Int F) <= Pow(E) Int Pow(F)

val it = () : unit

> be IntE 1;

Level 7 (3 subgoals)

Pow(E) Int Pow(F) = Pow(E Int )

1. x. [| x : Pow(E); x : Pow(F) |] ==> x : Pow(E)
2. Ix. x : Pow(E) Int Pow(F) ==> x : Pow(F)
3. Pow(E Int F) <= Pow(E) Int Pow(F)

val it = () : unit

> ba 1;

Level 8 (2 subgoals)

Pow(E) Int Pow(F) = Pow(E Int F)

1. lx. x : Pow(E) Int Pow(F) ==> x : Pow(F)
2. Pow(E Int F) <= Pow(E) Int Pow(F)

val it = () : unit

> be IntE 1;

Level 9 (2 subgoals)

Pow(E) Int Pow(F) = Pow(E Int F)

1. !'x. [| x : Pow(E); x : Pow(F) |] ==>x: Pow(F)
2. Pow(E Int F) <= Pow(E) Int Pow(F)

val it = () : unit

> ba 1;

Level 10 (1 subgoal)

Pow(E) Int Pow(F) = Pow(E Int F)

1. Pow(E Int F) <= Pow(E) Int Pow(F)
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val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 11 (1 subgoal)

Pow(E) Int Pow(F) = Pow(E Int F)

L. I'x. x : Pow(E Int F) ==> x : Pow(E) Int Pow(F)
val it = () : unit

> br Intl 1;

Level 12 (2 subgoals)

Pow(E) Int Pow(F) = Pow(E Int F)

1. !x. x : Pow(E Int F) ==> x : Pow(E)

2. Ix. x : Pow(E Int F) ==> x : Pow(F)
val it = () : unit

> br Powl 1;

Level 13 (2 subgoals)

Pow(E) Int Pow(F) = Pow(E Int F)

L I ox: Pow(E Int F)==3%<=F

2. IIx. x: Pow(E Int F) ==> x : Pow(F)
val it = () : unit

> br Powl 2;

Level 14 (2 subgoals)

Pow(E) Int Pow(F) = Pow(E Int F)

1. Mx =i Pow(E It F)=—ux i='E

2. x: Pow(EInt F) ==>x <=F

val it = () : unit

> br subset trans 1;

Level 15 (3 subgoals)

Pow(E) Int Pow(F) = Pow(E Int F)

1. !Ix. x : Pow(E Int F) ==> x <= 7B12(x)
2. Ix. x: Pow(E Int F) ==> 7B12(x) <=E
3. U, x + Pow(E Int F)] ==3sx wi= F

val it = () : unit

> br PowD 1;

Level 16 (3 subgoals)

Pow(E) Int Pow(F) = Pow(E Int F)

1. Ix. x : Pow(E Int F) ==> x: Pow(?B12(x))
2. Ix. x : Pow(E Int F) ==> 7B12(x) <=E
3. !x. x: Pow(EInt F) ==>x <=F

val it = () : unit

> ba 1;

Level 17 (2 subgoals)

Pow(E) Int Pow(F) = Pow(E Int F)

Lix x:PowEItF)==>EInt F <=E
2.x. x: Pow(EInt F) ==>x <=F

val it = () : unit

> br Int_lowerl 1;

Level 18 (1 subgoal)

Pow(E) Int Pow(F) = Pow(E Int F)
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L. Ix. x: Pow(EInt F) ==>x <=F

val it = () : unit

> br subset_trans 1;

Level 19 (2 subgoals)

Pow(E) Int Pow(F) = Pow(E Int F)

1. !x. x : Pow(E Int F) ==> x <= 7B15(x)
2. x. x : Pow(E Int F) ==> 7B15(x) <=F
val it = () : unit

> br PowD 1;

Level 20 (2 subgoals)

Pow(E) Int Pow(F) = Pow(E Int )

1. !x. x : Pow(E Int F) ==> x : Pow(7B15(x))
2. x. x : Pow(E Int F) ==> 7B15(x) <=F
val it = () : unit

> ba 1;

Level 21 (1 subgoal)

Pow(E) Int Pow(F) = Pow(E Int F)

1. "x. x: Pow(EInt F) ==>EInt F <=F
val it = () : unit

> br Int_lower2 1,

Level 22

Pow(E) Int Pow(F) = Pow(E Int F)

No subgoals!

val it = () : unit

3. byr P(E)UP(F) CP(EUF)

> Goal " Pow(E) Un Pow(F)<= Pow(E Un F)";
Level 0 (1 subgoal)

Pow(E) Un Pow(F) <= Pow(E Un F)

1. Pow(E) Un Pow(F) <= Pow(E Un F)

val it = [] : Thm.thm list

> br subsetl 1;

Level 1 (1 subgoal)

Pow(E) Un Pow(F) <= Pow(E Un F)

1. x. x : Pow(E) Un Pow(F) ==> x : Pow(E Un F)
val it = () : unit

> br Powl 1;

Level 2 (1 subgoal)

Pow(E) Un Pow(F) <= Pow(E Un F)

1. !x. x : Pow(E) Un Pow(F) ==>x<=EUnF
val it = () : unit

> be UnE 1;

Level 3 (2 subgoals)

Pow(E) Un Pow(F) <= Pow(E Un F)

1. . x: Pow(E) ==>x<=EUnF

2. x. x: Pow(F) ==>x<=EUnF

Provas em Isabelle
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val it = () : unit

> br subset trans 1;

Level 4 (3 subgoals)

Pow(E) Un Pow(F) <= Pow(E Un F)

1. Ix. x : Pow(E) ==> x <= 7B3(x)

2. lIx. x: Pow(E) ==> "B3(x) <=EUn F
3. x. x: Pow(F) ==>x<=EUnF
val it = () : unit

> br PowD 1;

Level 5 (3 subgoals)

Pow(E) Un Pow(F) <= Pow(E Un F)

L. x. x: Pow(E) ==> x : Pow(?B3(x))
2. Ix. x: Pow(E) ==> "B3(x) <=EUnF
8. b oy PowlF)==sxe=HEUnF
val it = () : unit

> ba 1;

Level 6 (2 subgoals)

Pow(E) Un Pow(F) <= Pow(E Un F)

L lIx. x: Pow(E) ==>E<=EUnF
2. 1% % : Pow(F) == ¥ £=FE UhF
val it = () : unit

> br Un_upperl 1;

Level 7 (1 subgoal)

Pow(E) Un Pow(F) <= Pow(E Un F)

1. 'x. x: Pow(F) ==>x<=EUnF
val it = () : unit

> br subset_trans 1;

Level 8 (2 subgoals)

Pow(E) Un Pow(F) <= Pow(E Un F)

1. 'x. x : Pow(F) ==> x <= 7B6(x)

2. Ilx. = 1 Pow(F)] ==5 "1Bé@) <=ETUnF
val it = () : unit

> br PowD 1;

Level 9 (2 subgoals)

Pow(E) Un Pow(F) <= Pow(E Un F)

1. x. x : Pow(F) ==> x : Pow(7B6(x))
2. I'x. x: Pow(F) ==> 7B6(x) <=EUnF
val it = () : unit

> bad;

Level 10 (1 subgoal)

Pow(E) Un Pow(F) <= Pow(E Un F)

1. I, x2 Pow(F) == F<=EUnF
val it = () : unit

> br Un_ upper2 1,

Level 11

Pow(E) Un Pow(F) <= Pow(E Un F)
No subgoals!
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val it = () : unit
4, Fzp NP (E) =4d

> Goal " Inter(Pow(E))= 0"}

Level 0 (1 subgoal)

Inter(Pow(E)) =0

1. Inter(Pow(E)) =0

val it = [] : Thm.thm list

> br equalityl 1;

Level 1 (2 subgoals)

Inter(Pow(E)) = 0

1. Inter(Pow(E)) <=0

2. 0 <= Inter(Pow(E))

val it = () : unit

> br subsetI 1;

Level 2 (2 subgoals)

Inter(Pow(E)) =0

1. x. x : Inter(Pow(E)) ==>x: 0
2. 0 <= Inter(Pow(E))

val it = () : unit

> br subsetl 2;

Level 3 (2 subgoals)

Inter(Pow(E)) = 0

1. !x. x : Inter(Pow(E)) ==>x:0
2. Ix. x: 0 ==> x : Inter(Pow(E))
val it = () : unit

> br emptyE 2;

Level 4 (2 subgoals)

Inter(Pow(E)) =0

1. !x. x : Inter(Pow(E)) ==>x:0
2, Uz x: 0 == 7ad(x): 0

val it = () : unit

> ba 2;

Level 5 (1 subgoal)

Inter(Pow(E)) = 0

1. x. x : Inter(Pow(E)) ==>x:0
val it = () : unit

> be InterE 1;

Level 6 (2 subgoals)

Inter(Pow(E)) =0

1. !'x. 7B4(x) ~: Pow(E) ==>x:0
2. U % TBd(x) == %31 0

val it = () : unit

= ba 2;

Level 7 (1 subgoal)

Inter(Pow(E)) =0
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1. Ix. 0 7: Pow(E) ==>x: 0
val it = () : unit

> be notE 1;

Level 8 (1 subgoal)
Inter(Pow(E)) = 0

1. 'x. 0 : Pow(E)

val it = () : unit

> br Powl 1;

Level 9 (1 subgoal)
Inter(Pow(E)) = 0

1. Ix. 0 <=FE

val it = () : unit

> br empty subsetl 1;
Level 10
Inter(Pow(E)) = 0

No subgoals!

val it = () : unit

> Goal "E = Union(Pow(E))";

Level 0 (1 subgoal)

E = Union(Pow(E))

1. E = Union(Pow(E))

val it = [] : Thm.thm list

> br equalityl 1;

Level 1 (2 subgoals)

E = Union(Pow(E))

1. E <= Union(Pow(E))

2. Union(Pow(E)) <= E

val it = () : unit

> br subsetlI 1;

Level 2 (2 subgoals)

E = Union(Pow(E))

L. x. x : E==> x: Union(Pow(E))
2. Union(Pow(E)) <=E

val it = () : unit

> br subsetl 2;

Level 3 (2 subgoals)

E = Union(Pow(E))

L. 'x. x : E ==> x: Union(Pow(E))
2. Ix. x : Union(Pow(E)) ==>x: E
val it = () : unit

> br Unionl 1;

Level 4 (3 subgoals)

E = Union(Pow(E))

1. Ix. x : E ==> 7B3(x) : Pow(E)
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3. Ix. x : Union(Pow(E)) ==>x: E
val it = () : unit

> ba 2;

Level 5 (2 subgoals)

E = Union(Pow(E))

1. 'x. x : E==> E : Pow(E)

2. IIx. x : Union(Pow(E)) ==>x: E
val it = () : unit

> br Powl 1;

Level 6 (2 subgoals)

E = Union(Pow(E))

.LIx x:E=>E<=E

2. Ix. x : Union(Pow(E)) ==>x: E
val it = () : unit

> br subsetl 1;

Level 7 (2 subgoals)

E = Union(Pow(E))

1. Ixxa [|[x: Esxa: E|] ==>xa: E
2. IIx. x : Union(Pow(E)) ==>x: E
val it = () : unit

> ba 1;

Level 8 (1 subgoal)

E = Union(Pow(E))

1. !x. x : Union(Pow(E)) ==>x: E
val it = () : unit

> be UnionE 1;

Level 9 (1 subgoal)

E = Union(Pow(E))

1. B.[|x: B;B:Pow(E) || ==>x: E
val it = () : unit

> br subsetD 1;

Level 10 (2 subgoals)

E = Union(Pow(E))

1. Ix B. [| x: B; B: Pow(E) || ==> 7A7(x, B) <=E

2. Ix B. [| x: B; B: Pow(E) || ==> x: 7A7(x, B)
val it = () : unit
> ba 2;

Level 11 (1 subgoal)

E = Union(Pow(E))

1."'xB.[|x: B;B:Pow(E) || ==>B <=E
val it = () : unit

> br PowD 1;

Level 12 (1 subgoal)

E = Union(Pow(E))

1. x B. [| x: B; B : Pow(E) || ==> B : Pow(E)
val it = () : unit
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> ba 1;

Level 13

E = Union(Pow(E))
No subgoals!

val it = () : unit

A.2.6 Propriedades dos pares ordenados

3. *—ZF(A—B)XX—_—(AXX)—(BXX)

> Goal "(A - B*X = (A*X) - (B¥xX)";
Level 0 (1 subgoal)
(A-B)*X=A*X-B*X
LA-B)*X=A*X-B*X
val it = [] : Thm.thm list

> by (Blast_tac 1);

##4+ Search depth = 0

### Search depth = 1

Level 1
(A-B)*X=A*X-B*X
No subgoals!

val it = () : unit

4 tzr(A=@|B=0)e AxB=gp

> Goal "(A=0|B=0)<->A*B=0";
Level 0 (1 subgoal)
A=0|B=0<>A*B=90

L=l | B=0 &5 A¥B=1{
val it = [] : Thm.thm list

> by (Blast_tac 1);

##+4 Search depth = 0

#+4# Search depth = 1

##+4 Search depth = 2

#+4+# Search depth = 3

##+# Search depth = 4

Level 1

Al | Beaf) @ AR
No subgoals!

val it = () : unit
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= Goal "[|Ag=X;B<=Y||==3A*B<=X*Y";

Level 0 (1 subgoal)

[ A= B w=¥ || e A B e EHY

Ll Ax=XBa=¥ == A*Ba=0"Y

val it = [] : Thm.thm list

> br subsetl 1;

Level 1 (1 subgoal)

| A=EB =Y || ==l A ¥ B el=TWY

Lo A= BE=Tpus A*B |=—ex1 X*Y

val it = () : unit

> be SigmakE 1;

Level 2 (1 subgoal)

|| =X iB SN || e b * B &= X *=Y

L5y A= Bd="1li: My Bi%= & 5 || ==583 XYY
val it = () : unit

> be lemal 1;

Level 3 (1 subgoal)

A=K B =Y ||=—==AFBg=X*Y

Ly |A<=XBe=YmmiAy:B||= a7 XTY
val it = () : unit

> br Sigmal 1,

Level 4 (2 subgoals)

| =X B 2= | == A%*Bg=X*Y

Likmy A<= Be=Y;miEyiB |[|==m2m: K
. lxxan [Ag=XB<=Yxa; &y:iBl||l=3y: Y
val it = () : unit

> be subsetD 1;

Level 5 (2 subgoals)

[| Am=dGB =Y || == A*Be=X*Y

Lilxxay: | Be=Yixa: Ay: B ==>xa: A

ZWrmay |Ac=XB=a=Yixardsyus B ||=y: ¥
val it = () : unit
> ba 1;

Level 6 (1 subgoal)

[| Al BB =W || i i * B =W

LUsxasy A= Bd=VFrasAyyu Bl ==bsyu¥
val it = () : unit

> be subsetD 1;

Level 7 (1 subgoal)

[| Ad=XiB E=¥ || =5 A * B 4=X™Y

Lilszay |Ad=XxaiA;y: Bl|l==2%1B
val it = () : unit
> ba 1;
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Level 8

[A<=XB<=Y|| == A*YB<d=X%¥
No subgoals!

val it = () : unit

Ou

> Godl "[|A<=XB<=Y||==A*B<=X*Y";
Level 0 (1 subgoal)

[| Ace=Sa Be=Y == A¥Be=R*Y
L || A= B<d= || ==2A*B ag={*Y¥
val it = [] : Thm.thm list

> by (Blast_tac 1);

#+4# Search depth = 0

###4 Search depth = 1

###4 Search depth = 2

Level 1
l&ke=XiBz=Y||==3A*B&=X"*Y
No subgoals!

val it = () : unit

6. {AXxB#@AxBCXxY}rzr(ACX) & (BCY)

Goal "[|A*B™=0;A*B<=X*Y]||==>(A<=X)&(B<=Y)";
Level 0 (1 subgoal)

[A*B =0 A*Be=X*Y[[==3 Az=X&Bg=Y
L|A*B =0 A*B=X*Y|[=2Ax=X&B<=Y
val it = [] : Thm.thm list

> by (Blast_tac 1);

##£4 Search depth = 0

##4# Search depth = 1

### Search depth = 2

### Search depth = 3

Level 1

| &*B =0 A*Be=X*Y[==mAx=XEBx=Y
No subgoals!

val it = () : unit

A.2.7 Propriedades da aritmética dos naturais

As duas provas seguintes sio, respectivamente, as provas das regras add_ 0 e add_0_ right.

> Goal "n:nat ==>0#+n=n";
Level 0 (1 subgoal)

n:nat ==>0#+n=n
lL.n:nat ==>0#+n=n
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val it = [] : Thm.thm list

> by (subgoal _tac "O#-+n=natify(n)" 1);

Level 1 (2 subgoals)

n:nat==>0#+n=n

1. [| n: nat; 0 #4+ n = natify(n) || ==>0#+n=n
2. n: nat ==> 0 #+ n = natify(n)

val it = () : unit

> by (subgoal tac "natify(n)=n" 1);

Level 2 (3 subgoals)

n:nat==>0#+n=n

1. [| n: nat; 0 #+4 n = natify(n); natify(n) =n || ==>0+#+n=n
2. [| n: nat; 0 #+ n = natify(n) |] ==> natify(n) = n
3. n: nat ==> 0 #+ n = natify(n)

val it = () : unit

> br add 0 _natify 3;

Level 3 (2 subgoals)

n:nat==>0#+n=n

1. [| n: nat; 0 #+ n = natify(n); natify(n) =n || ==> 04+ n=n
2. [| n: nat; 0 #+ n = natify(n) || ==> natify(n) =n
val it = () : unit

> br natify ident 2;

Level 4 (2 subgoals)

n:nat==>0#+n=n

1. [| n: nat; 0 #+ n = natify(n); natify(n) =n || ==>0#+n=n
2. [| n: nat; 0 #+ n = natify(n) || ==> n : nat

val it = () : unit

> ba 2;

Level 5 (1 subgoal)

n:nat ==>0#+n=n

1. [| n: nat; 0 #+ n = natify(n); natify(n) =n || ==>0#+n=n
val it = () : unit

> be trans 1;

Level 6 (1 subgoal)

n:nat==>0#+n=n

1. [| n : nat; natify(n) = n || ==> natify(n) = n
val it = () : unit

= ba Iy

Level 7

i fat == 071 =1

No subgoals!

val it = () : unit

> Qoal "ninat ==> n#4+0=n";
Level 0 (1 subgoal)
n:nat==>n#+0=n
l.n:nat==>n#+0=n
val it = [] : Thm.thm list
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> br nat_induct 1;

Level 1 (3 subgoals)
n:nat==>n#+0=n
1. n: nat ==>n: nat

2. m mak==>30 #+ 0=

3. 'x. [| n: nat; x : nat; x #+ 0 = x || ==> succ(x) #+ 0 = succ(x)
val it = () : unit
> ba 1;

Level 2 (2 subgoals)

n:nat ==>n#+0=n

l.n:nat ==>04#+0=0

2. lx. [| n : nat; x : nat; x #4 0 = x |] ==> suce(x) #+ 0 = succ(x)
val it = () : unit

> by (subgoal _tac "0#+0=natify(0)" 1);

Level 3 (3 subgoals)

n:nat==>n#+0=n

L. [| n: nat; 0 #+ 0 = natify(0) || ==> 0#+0=0
2. n : nat ==> 0 #+ 0 = natify(0)
3. !Ix. [| n: nat; x : nat; x #+ 0 = x || ==> succ(x) #+ 0 = succ(x)

val it = () : unit

> by (subgoal _tac "natify(0)=0" 1);

Level 4 (4 subgoals)

n:nat ==>n#+0=n

L. [| n : nat; 0 #+ 0 = natify(0); natify(0) = 0| ==>0#+0=0

2. [| n: nat; 0 #+ 0 = natify(0) |] ==> natify(0) = 0
3. n: nat ==> 0 #+ 0 = natify(0)
4. 'x. [| n: nat; x : nat; x #+ 0 = x || ==> suce(x) #+ 0 = succ(x)

val it = () : unit

> br natify 0 2;

Level 5 (3 subgoals)

n:net ==>m #+ 0=n

1. [| n : nat; 0 #+4 0 = natify(0); natify(0) = 0[] ==>0#+0=0
2. n: nat ==> 0 #+ 0 = natify(0)

3. IIx. [| n: nat; x : nat; x #+ 0 = x || ==> succ(x) #+ 0 = succ(x)
val it = () : unit

> br add_0_ natify 2;

Level 6 (2 subgoals)

n:nat ==>n#+0=n

L. [| n : nat; 0 #+ 0 = natify(0); natify(0) =0 || ==> 0#+0=0

2. . [| n: nat; x : nat; x #+ 0 = x || ==> succ(x) #+ 0 = succ(x)
val it = () : unit
> br trans 1,

Level 7 (3 subgoals)

n:nat ==>n#+0=n

1. [| n: nat; 0 #+ 0 = natify(0); natify(0) =0 || ==> 0 #+ 0 = 7b4
2. [| n: nat; 0 #+ 0 = natify(0); natify(0) =0 || ==> b4 = 0

3. !x. [| n : nat; x : nat; x #+ 0 = x || ==> succ(x) #+ 0 = succ(x)

19¢
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val it = () : ‘unit

> ba 1;

Level 8 (2 subgoals)

1§ opnt ey ot p: O==n

1. [| n: nat; 0 #+ 0 = natify(0); natify(0) = 0 || ==> natify(0) = 0

2. IIx. [| n: nat; x : nat; x #+ 0 = x || ==> succ(x) #+ 0 = succ(x)
val it = () : unit
> ba 1;

Level 9 (1 subgoal)

n:nat==>n#+0=n

1. x. [| n: nat; x : nat; x #+ 0 = x |] ==> succ(x) #+ 0 = succ(x)
val it = () : unit

> by (subgoal _tac "suce(x)#+0=succ(x#+0)" 1);

Level 10 (2 subgoals)

n:nat==>n#+0=n

1. I'x. [| n: nat; x : nat; x #+ 0 = x; succ(x) #+ 0 = succ(x #+ 0) []
==> succ(x) #+ 0 = suce(x)

2. lx. [| n: nat; x : nat; x #+ 0 = x |] ==> succ(x) #+ 0 = succ(x #+ 0)
val it = () : unit

> by (subgoal _tac "succ(x#-+0)=succ(x)" 1);

Level 11 (3 subgoals)

n:nat ==>n#+0=n

1. x. [| n: nat; x : nat; x #+ 0 = x; suce(x) #+ 0 = succ(x #+ 0);
suce(x #+ 0) = suce(x) |]

==> succ(x) #+ 0 = succ(x)

2. Ix. [| n: nat; x : nat; x #+ 0 = x; succ(x) #+ 0 = suce(x #+ 0) ||
==> succ(x #+ 0) = suce(x)

3. Ix. [| n: nat; x : nat; x #+ 0 = x |] ==> suce(x) #+ 0 = succ(x #+ 0)
val it = () : unit

> br add_succ 3;

Level 12 (2 subgoals)

n:nat==>nd+0=mn

1. Ix. [| n: nat; x : nat; x #+ 0 = x; succ(x) #+ 0 = suce(x #-+ 0);
succ(x #+ 0) = suce(x) |]

==> succ(x) #+ 0 = succ(x)

2. Ix. [| n: nat; x : nat; x #+ 0 = x; suce(x) #+ 0 = succ(x #+ 0) |]
==> succ(x #+ 0) = succ(x)

val it = () : unit

> br subsucc 2;

Level 13 (2 subgoals)

1 : nat ==>n#+ 0=1

1. x. [| n : nat; x : nat; x #+ 0 = x; suce(x) #+ 0 = succ(x #+ 0);
succ(x #+ 0) = suce(x) |]

==> succ(x) #+ 0 = succ(x)

2. Ix. [| n: nat; x : nat; x #+ 0 = x; succ(x) #+ 0 = suce(x #+ 0) ||
== % #4- Di=F

val it = () : unit
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> ba 2;

Level 14 (1 subgoal)

n:nat ==>n#+0=n

L !"x. [| n: nat; x : nat; x #+ 0 = x; succ(x) #+ 0 = succ(x #+ 0);
succ(x #+ 0) = suce(x) |]

==> succ(x) #+ 0 = suce(x)

val it = () : unit

> be trans 1;

Level 15 (1 subgoal)

n:nat ==>n#+0=n

L. !x. [| n: nat; x : nat; x #+ 0 = x; succ(x #+ 0) = succ(x) |]
==> succ(x #+ 0) = succ(x)

val it = () : unit

> ba 1;

Level 16

1 ¢ nat ==> nf 0=n

No subgoals!

val it = () : unit

De seguida pretende-se provar a propriedade associativa da adicdo. No en-
tanto, para facilitar a prova da mesma é necessdrio em primeiro lugar provar o
lema seguinte, que serd designado id.

> Goal "[|m:nat;n:nat;kmat;m=n||==> k#+m = k#+n";
Level 0 (1 subgoal)

[m:nat;n:nat;k: nat;m=n||==>k#+m=k#+n
l.[[m:nat;n:nat;k: nat; m=n|]==>k#+m=k#+n
val it = [] : Thm.thm list

> be subst 1;

Level 1 (1 subgoal)

[m:nat;n: nat;k: nat; m=n|]==>k#+m=k#+n
l.[[m: nat;n: nat; k: nat || ==> k #+ m=k #+m
val it = () : unit

> br refl 1;

Level 2

[m:nat;n:nat;k: nat;m=n|==>k#+m=k#+n

No subgoals!

val it = () : unit

> ged "id";

val id =

"[| 7m : nat; ?7n : nat; 7k : nat; 7Tm = ™n || ==> 7k #+ ?m = 7k #+ ™"
: Thm.thm

val it = () : unit

Agora estd-se em condicGes de provar a associativa da adi¢do. Chama-se a
atencao o leitor para o facto de que a propriedade associativa é a regra add_ assoc,
em Isabelle ZF.
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> Goal "[|n:nat;k:nat;m:nat||==>(k#+m)#+n=k#+(m#+n)";

Level 0 (1 subgoal)

[| n: nat; k : nat; m : nat || ==> k #+ m #+ n =k #+ (m #+ n)
1. [| n: nat; k : nat; m: nat || ==> k #+ m #+ n = k #+ (m #+ n)
val it = [] : Thm.thm list

> br nat_induct 1;

Level 1 (3 subgoals)

(| n: nat; k : nat; m: nat || ==> k #+ m #+ n =k #+ (m #+ n)
1. [| n: nat; k : nat; m : nat || ==> k #+4 (m #+ n) : nat
2.[|n:nat;k:nat;m: nat || ==>k#+ m#+n=0

3. Ix. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #+ n =x ||
==> k #+ m #+ n = succ(x)
val it = () : unit

> back();

Level 1 (3 subgoals)

[| n: nat; k : nat; m: nat || ==> k #+ m #+ n = k #+ (m #+ n)
1. [| n: nat; k : nat; m : nat || ==> m #+ n: nat

2. | n: nat; k : nat; m: nat || ==>k #+ m #+n =k #+ 0

3. x. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #+ n =k #+ x ||
==> k #+ m #+ n = k #+ succ(x)
val it = () : unit

> back();

Level 1 (3 subgoals)

(| n: nat; k : nat; m : nat || ==> k #+ m #+ n = k #+ (m #+ n)
1. [| n: nat; k : nat; m : nat || ==> n : nat

2. [| n: nat; k : nat; m: nat || ==> k #+ m #+ 0 = k #+ (m #+ 0)

3. I'x. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat;

k #+ m #+ x = k #+ (m #+ x) |]

==> k #+ m #+ succ(x) = k #+ (m #+ suce(x))
val it = () : unit

> ba 1;

Level 2 (2 subgoals)

[| n: nat; k : nat; m : nat || ==> k #+ m #+ n = k #+ (m #+ n)
1. [| n: nat; k : nat; m : nat || ==> k #+ m #+ 0 =k #+ (m #+ 0)

2. llx. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat;

k #+ m #+ x = k #+ (m #+ x) |]

==> k #+ m #+ suce(x) = k #+ (m #+ succ(x))

val it = () : unit

> by (subgoals _tac ["(k#t+m)#+0 = k#t+m","k#+m = k#t+(m#40)"] 1);
Level 3 (4 subgoals)

[| n: nat; k : nat; m : nat || ==> k #+ m #+ n = k #+ (m #+ n)
1. [| n: nat; k : nat; m: nat; k #+ m #4+ 0 = k #+ m;

k #+ m =k #+ (m #+ 0) ||

==> k #+ m #+ 0 = k #+ (m #+ 0)

2. [| n: nat; k : nat; m: nat; k #+ m #+ 0 =k #+ m |]

==> k #+ m = k #+ (m #+ 0)

3.[|n:nat;k: nat; m: nat || ==>k#+ m#+ 0=k #+m
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4. l!x. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat;

k #+ m #+ x =k #+ (m #+ %) []

==> k #+ m #+ succ(x) = k #+ (m #+ succ(x))

val it = () : unit

> br add_0_right 3;

Level 4 (4 subgoals)

(I n: nat; k : nat; m: nat || ==> k #+ m #+ n = k #+ (m #+ n)
L. [| n: nat; k : nat; m : nat; k #+ m #+ 0 = k #+ m;

k #+ m =k #+ (m #+ 0) |]

==>k #+ m #+ 0 = k #+ (m #+ 0)

2. [ n: nat; k: nat; m: nat; k #+ m #+ 0=k #+m ||
==>k #+ m =k #+ (m #+ 0)

3. [| n: nat; k : nat; m: nat || ==> k #+4 m : nat

4. !'x. [| n : nat; k : nat; m : nat; x : nat;

k #4+ m #4+ x =k #+ (m #+ x) ||

==> k #f+ m #+ succ(x) = k #+ (m #+ succ(x))

val it = () : unit

> br add_ type 3;

Level 5 (3 subgoals)

[| n: nat; k: nat; m: nat || ==> k #+ m #+ n = k #+ (m #+ n)
L [| n: nat; k : nat; m : nat; k #+ m #+ 0 = k #+ m;

k #+ m =k #+ (m #+ 0) ||

==> k #+ m #+ 0 = k #+ (m #+ 0)

2. [| n: nat; k: nat; m: nat; k #+ m #+ 0=k #+ m ||
==> k #+ m =k #+ (m #+ 0)

3. Ix. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat;

k #+ m #+ x =k #+ (m #+ x) |]

==> k #+ m #+ succ(x) = k #+ (m #+ succ(x))

val it = () : unit

> be trans 1;

Level 6 (3 subgoals)

[ n: nat; k : nat; m: nat |] ==> k #+ m #+ n = k #+ (m #+ n)
L[| n: nat; k : nat; m: nat; k #+ m = k #+ (m #+ 0) |]
==>k #+ m =k #+ (m #+ 0)

2. [| n: nat; k : nat; m : nat; k #+ m #+ 0=k #+ m ||
==> k #+ m = k #+ (m #+ 0)

3. !!x. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat;

K #t m At x = k A4 (m 44 ) |

==> k #+ m #+ succ(x) = k #+ (m #+ succ(x))

val it = () : unit

> ba 1;

Level 7 (2 subgoals)

[ n: nat; k : nat; m : nat || ==> k #+ m #+ n = k #4 (m #+ n)
1. [| n: nat; k : nat; m: nat; k #4+ m #+ 0 =k #+ m ||
==>k #+ m = k #+ (m #+ 0)

2. !Ix. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat;

k #+ m #+ x = k #+ (m #+ x) |]

201
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==> k #+ m #+ succ(x) = k #+ (m #+ succ(x))
val it = () : unit

> brid 1;

Level 8 (5 subgoals)

[| n: nat; k : nat; m: nat || ==> k #+ m #+ n = k #+ (m #+ n)

1. [| n: nat; k : nat; m : nat; k #+ m #+ 0 =k #+ m | ==> m : nat

2. [| n: nat; k : nat; m : nat; k #+ m #+ 0 =k #+ m || ==> m #+ 0 : nat
3. [| n: nat; k : nat; m : nat; k #+ m #+ 0 =k #+ m || ==> k : nat

4. [|n: nat; k: nat;m: nat; k #F+ m#+ 0=k #+m|| ==>m=m #+0

5. l!x. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat;

k #+ m #+ x = k #+ (m #+ x) ||

==> k #+ m #+ succ(x) = k #+ (m #+ succ(x))
val it = () : unit

= ba. 1

Level 9 (4 subgoals)

[| n: nat; k : nat; m : nat |] ==> k #+ m #+ n =k #+ (m #+ n)

1. [| n: nat; k : nat; m : nat; k #+ m #+ 0 =k #+ m || ==> m #- 0 : nat
2. [| n: nat; k : nat; m : nat; k #+ m #+ 0 =k #+ m || ==> k : nat

3.[|n:nat;k:nat;m: nat; k #+ m#+ 0=k #+ m| =>m=m#+0
4. x. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat;

k #+ m #+ x = k #+ (m #+ x) |]

==> k #+ m #+ succ(x) = k #+ (m #+ suce(x))

val it = () : unit

> br add_type 1;

Level 10 (3 subgoals)

[| n: nat; k : nat; m : nat || ==> k #+ m #+ n =k #+ (m #+ n)

1. [| n: nat; k : nat; m: nat; k #+ m #+ 0 =k #+ m || ==> k : nat

2. [|n:nat;k:nat;m: nat; k #+ m#+ 0=k #+ m| ==>m=m#+0
3. IIx. (| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat;

k #4+ m #+ x = k #+ (m #4 x) |

==> k #+ m #-+ succ(x) = k #+ (m #+ suce(x))

val it = () : unit

> ba 1
Level 11 (2 subgoals)
[| n: nat; k : nat; m: nat || ==> k #+ m #+ n = k #+ (m #+ n)

1.[[n:nat;k: nat; m: nat; k #+ m#+ 0=k #+ m | ==>m=m #+0
2. I'x. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat;

k #+4+ m #4+ x = k #+ (m #+ x) |]

==> k #+ m #+ succ(x) = k #+ (m #+ succ(x))

val it = () : unit

> br sym 1;

Level 12 (2 subgoals)

[| n: nat; k : nat; m: nat || ==> k #+ m #+ n = k #+ (m #+ n)

1. [[n:nat;k: nat;m: nat; k #4+ m#+ 0=k #+ m|| ==>m #+ 0=m

2. Ix. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat;
k #+ m #4 x =k #4 (m 7+ x) |]
==> k #+ m #+ succ(x) = k #+ (m #+ suce(x))
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val it = () : unit

> br add_0_right 1;

Level 13 (2 subgoals)

[| n: nat; k : nat; m : nat || ==>k #+ m #+ n =k #+ (m #+ n)

1. [| n: nat; k : nat; m ; nat; k #+ m #4+ 0 =k #+ m || ==> m : nat

2. I'x. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat;

k #4+ m #+ x = k #+ (m #+ x) ||

==> k #f+ m #+ succ(x) = k #+ (m #+ succ(x))

val it = () : unit

> ba 1;

Level 14 (1 subgoal)

I n: nat; k : nat; m: nat || ==> k #+ m #+ n = k #+ (m #+ n)

L !x. [ n: nat; k : nat; m : nat; x : nat;

k #+ m #+ x = k #+ (m #+ x) |]

==> k #f4+ m #+ succ(x) = k #+ (m #+ succ(x))

val it = () : unit

> by (subgoals_tac ["k #+ m #+ succ(x)=succ((k #+ m)#4x)",
"succ((k #+ m)#+x)=succ(k#+(m#+x))", "suce(k#t+(m#+x))=k#+succ(m#+x) ",
"k#t+succ(m#t+x)=k #+ (m #+ succ(x))"] 1);

Level 15 (5 subgoals)

[[n: nat; k: nat; m: nat || ==> k #+ m #+n = k #+ (m #+ n)

L !x. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #+ x =k #+ (m #+ x);

k #+ m #+ succ(x) = succ(k #+ m #+ x);

succ(k #+ m #+ x) = succ(k #+ (m #+ x));

succ(k #+ (m #+ x)) = k #+ succ(m #+ x);

k #+ succ(m #+ x) = k #+ (m #+ succ(x)) |]

==>k #+ m #+ succ(x) = k #+ (m #+ succ(x))

2. I'x. [ n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #+ x = k 4+ (m #+ x);

k #+ m #+ succ(x) = suce(k #+ m #+ x);

succ(k #+ m #+ x) = succ(k #+ (m #4+ x));

succ(k #+ (m #+ x)) = k #+ succ(m #+ x) ||

==> k #+ succ(m #+ x) = k #+ (m #+ succ(x))

3. !lx. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #+ x = k #+ (m #+ x);

k #+ m 7+ succ(x) = succ(k #+ m #+ x);

succ(k #+ m #+ x) = succ(k #+ (m #+ x)) |]

==> succ(k #+ (m #+ x)) = k #+ succ(m #+ x)

4. !!x. [| n : nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #4+ m #+ x = k #+ (m #+ x);

k #+ m #+ succ(x) = suce(k #+ m #+ x) ||

==> succ(k #+ m #+ x) = succ(k #+ (m #+ x))

5. !'x. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat;

k #+ m #+ x = k #+ (m #+ %) ||

==> k #f4+ m #+ succ(x) = succ(k #+ m #+ x)

val it = () : unit

> br add_succ_right 5;

Level 16 (4 subgoals)

[ n: nat; k : nat; m : nat ] ==>k #+ m #+ n =k #+ (m #+ n)

L. x. [ n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #+ x = k #+ (m #+ x);
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k #+ m #+ suce(x) = suce(k #+ m #+ x);

succ(k #+ m #+4 x) = succ(k #+ (m #+ x));

succ(k #+ (m #+ x)) = k #+ succ(m #+ x);

k #+ suce(m #+4 x) =k #+ (m #+ suce(x)) |]

==> k #+ m #+ succ(x) = k #+ (m #+ suce(x))

2. Ix. [[n: nat; k: nat; m : nat; x : nat; k #+m #+x =k #+ (m #+ x);
k #+ m #+4 suce(x) = succ(k #+ m #+ X);

succ(k #+ m #+ x) = suce(k #+ (m #+ x));

suce(k #+ (m #+ x)) = k #+ succ(m #+ x) |]

==> k #+ succ(m #+ x) = k #+ (m #4 suce(x))

3. x. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #+ x = k #+ (m #+ x);
k #+ m #+ suce(x) = succ(k #+ m #+ xk

succ(k #+ m #+ x) = succ(k #+ (m #+ x)) |]

==> succ(k #+ (m #+ x)) = k #+ succ(m #+ x)

4. x. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #+ x = k #+ (m #4 x);
k #+ m #+ suce(x) = succ(k #+ m #+ x) || |
==> succ(k #+ m #+ x) = succ(k #+ (m #4+ x)) |
val it = () : unit ‘
> br subsucc 4;

Level 17 (4 subgoals)

[ n: nat; k: nat; m: nat || ==> k #+ m #+ n = k #+ (m #+ n)

1. !x. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #+ x =k #+ (m #+ x);

k #+ m #+ suce(x) = succ(k #+ m #+ x);

succ(k #+ m #+4 x) = succ(k #+ (m #+ x));

succ(k #+ (m #+ x)) = k #-+ succ(m #-+ x);

k #+ succ(m #+ x) = k #+ (m #+ suce(x)) |]

==> k #+ m #+ succ(x) = k #+ (m #+ succ(x))

2. I'x. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #+ x =k #+ (m #+ x);

k #£4+ m #+ succ(x) = succ(k #+ m #+ x);

succ(k #+ m #4 x) = suce(k #+ (m #+ x));

succ(k #+ (m #+ x)) = k #+ succ(m #+ x) []

==> k #+ succ(m #+ x) = k #+ (m #+ suce(x))

3. x. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #+ x = k #+ (m #+ x);

k #+ m #+ suce(x) = succ(k #+ m #+ x);

succ(k #+ m #+ x) = succ(k #+ (m #+ x)) |]

==> succ(k #+ (m #+ x)) = k #+ succ(m #+ x)

4. !x. [[ n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #+ x = k #+ (m #+ x);

k #+ m #+ succ(x) = succ(k #+ m #+ x) |]

==>k #+ m #+ x =k #+ (m #+ x)

val it = () : unit I
> ba 4;

Level 18 (3 subgoals)

[ n: nat; k: nat; m: nat || ==> k #+ m #+ n = k #+ (m #+ n)

1. !x. [|n: nat; k : nat; m : nat; X : nat; k #+ m #+ x = k #+ (m #+ x);

k #+ m #+ succ(x) = succ(k #+ m #+ x);

succ(k #+ m #4 x) = suce(k #+ (m #+ x));

succ(k #+ (m #+ x)) = k #-+ succ(m #+ x);
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k 7+ suce(m #+ x) = k #+ (m #+ suce(x)) |]

==>k #+ m #+ succ(x) = k #+ (m #+ succ(x))

2. !Ix. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #+ x = k #+ (m #+ x);
k #+ m #+ succ(x) = succ(k #+ m #+ x);

succ(k #+ m #+ x) = suce(k #+ (m #+ %) );

succ(k #+ (m #+ x)) = k #+ succ(m #+ x) ||

==> k #+ succ(m #+ x) = k #+ (m #+ succ(x))

3. 'x. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #+ x = k #+ (m #+ x);
k #+ m #+ succ(x) = succ(k #+ m #+ x);

succ(k #+ m #+ x) = succ(k #+ (m #+ x)) ]

==> succ(k #+ (m #+ x)) = k #+ succ(m #+ x)

val it = () : unit

> br sym 3;

Level 19 (3 subgoals)

[ n: nat; k : nat; m: nat || ==> k #+ m #+ n = k 4+ (m #4 n)

L. x. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #+ x = k #+ (m #+ x);
k #4 m #+ succ(x) = succ(k #+ m #4+ x);

succ(k #+ m #4 x) = suce(k #+ (m #+ x));

suce(k #+ (m #4 x)) = k #+ succ(m #+ x);

k #+ succ(m #+ x) = k #+ (m #+ suce(x)) ||

==> k #+ m #+ succ(x) = k #+ (m #+ succ(x))

2. !x. | n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #+ x =k #+ (m #+ x);
k #+4 m #+ succ(x) = succ(k #+ m #4+ x);

succ(k #+ m #+ x) = succ(k #+ (m #4+ x));

succ(k #+ (m #+4 x)) = k #+ suce(m #+ x) []

==> k #+ succ(m #+ x) =k #+ (m #+ succ(x))

3. Ix. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #+ x =k #+ (m #+ x);
k #+ m #+ succ(x) = succ(k #+ m #4+ x);

succ(k #+ m #+ x) = succ(k #+ (m #+ x)) ||

==> k #+ succ(m #+ x) = succ(k #+ (m #+ x))

val it = () : unit

> br add_succ_right 3;

Level 20 (2 subgoals)

[ n: nat; k : nat; m: nat || ==> k #+ m #+ n = k #+ (m #+ n)

L Ux. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #4 m #+ x = k #+ (m #+ x);
k #+ m #+ succ(x) = succ(k #+ m #+ x);

succ(k #+ m #+ x) = succ(k #+ (m #+ x));

succ(k #+ (m #+4 x)) =k #+ succ(m #+ x);

k #+4 suce(m #+ x) = k #+ (m #+ succ(x)) |]

==> k #+ m #+ succ(x) = k #+ (m #+ suce(x))

2. !x. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #+ x = k #+ (m #+ x);
k #4 m #+ succ(x) = succ(k #+ m #+ x);

succ(k #+ m #+ x) = succ(k #+ (m #+ x));

succ(k #+ (m #+4 x)) =k #+ succ(m #+ x) []

==> k #+ succ(m #+ x) = k #+ (m #+ succ(x))

val it = () : unit

> brid 2;
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Level 21 (5 subgoals)

[| n: nat; k : nat; m: nat || ==> k #+ m #+ n = k #+ (m #+ n)

1. x. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #+ x = k #+ (m #+ x);
k #+ m #+ succ(x) = succ(k #+ m #+ x);

succ(k #+ m #+ x) = succ(k #+ (m #+ x));

succ(k #+ (m #+ x)) = k #+ succ(m #+ x);

k #+ succ(m #+ x) = k #+ (m #+ suce(x)) ]

==> k #+ m #+ succ(x) = k #+ (m #+ succ(x))

2. Ix. [| n : nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #+ x = k #4 (m #+ x);
k #+4 m #+ suce(x) = succ(k #+ m #+ x);

succ(k #+ m #+ x) = succ(k #+ (m #+ x));

succ(k #+ (m #+ x)) = k #+ suce(m #+ x) ||

==> succ(m #+ x) : nat

3. Ix. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #+ x = k #+ (m #+ x);
k #+ m #+ succ(x) = succ(k #+ m #+ x);

succ(k #+ m #+ x) = suce(k #+ (m #+ x));

succ(k #4 (m #+ x)) = k #+ succ(m #+ x) |]

==> m #+ succ(x) : nat

4. 'x. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #+ x = k #+ (m #+ x);
k #+ m #+ suce(x) = succ(k #+ m #+ x);

succ(k #+ m #+ x) = succ(k #+ (m #+ x));

succ(k #+ (m #+ x)) = k #+ suce(m #+ x) ||

=i ki fish

5. Ix. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #4+ x =k #+ (m #+ X);
k #+ m #+ succ(x) = succ(k #+ m #+ x);

succ(k #+ m #+ x) = succ(k #+ (m #+ x));

succ(k #+ (m #+ x)) = k #+ suce(m #+ x) |]

==> succ(m #+ x) = m #+ succ(x)

val it = () : unit

> br sym 5;

Level 22 (5 subgoals)

| n: nat; k : nat; m: nat || ==> k #+ m #+ n = k #+ (m #-+ n)

1. Ix. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #+ x = k #4+ (m #+ x);
k #+ m #+ succ(x) = succ(k #+ m #+ x);

succ(k #+ m #+ x) = succ(k #+ (m #+ x));

succ(k #+ (m #+ x)) = k #+ succ(m #+ x);

k #+ succ(m #+ x) = k #+ (m #-+ suce(x)) |]

==> k #+ m #+ succ(x) = k #+ (m #+ succ(x))

2. x. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #+ x = k #+ (m #+ x);
k #+ m #+ succ(x) = succ(k #+ m #+ x);

succ(k #+ m #+ x) = suce(k #+ (m #+ x));

succ(k #+ (m #+ x)) = k #+ suce(m #+ x) |]

==> succ(m #+ x) : nat

3. x. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #+ x = k #+ (m #+ x);
k #+ m #+ suce(x) = succ(k #+ m #+ x);

succ(k #+ m #+ x) = succ(k #+ (m #+ x));

succ(k #+ (m #+ x)) = k #+ succ(m #+ x) ]
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==> m #+ succ(x) : nat

4. 'x. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #+ x = k #+ (m #+ x);
k #+ m #+ succ(x) = suce(k #+ m #+ x);

succ(k #+ m #+ x) = suce(k #+ (m #+ x));

succ(k #+ (m #+4 x)) =k #+ succ(m #+ x) |]

==> k : nat

5. lx. [| n: nat; k : nat; m: nat; x : nat; k #+ m #+ x = k #+ (m #+ x);
k #+ m #+ succ(x) = suce(k #+ m #+ x);

succ(k #+ m #+ x) = succ(k #+ (m #+ x));

succ(k #+ (m #+ x)) = k #+ succ(m #+ x) |]

==> m #+ succ(x) = succ(m #+ x)

val it = () : unit

> br add_succ_ right 5;

Level 23 (4 subgoals)

[| n: nat; k : nat; m: nat || ==> k #4+ m #+ n = k #+ (m #+ n)

1. 'x. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #+ x = k #4 (m #+ x);
k #+ m #+ succ(x) = suce(k #+ m #+ x);

succ(k #+ m #+ x) = succ(k #+ (m #+ x));

succ(k #+ (m #+ x)) = k #+ suce(m #+ x);

k #+ succ(m #+ x) =k #+ (m #+ suce(x)) ||

==> k #+ m #+ succ(x) = k #+ (m #+ suce(x))

2. I'x. [| n: nat; k : nat; m: nat; x : nat; k #+ m #+ x = k #+ (m #+ x);
k #+ m #+ succ(x) = succ(k #+ m #+ x);

suce(k #+ m #+ x) = succ(k #+ (m #+ x));

succ(k #+ (m #+ x)) = k #+ suce(m #+ x) |]

==> succ(m #+ x) : nat

3. x. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #4 m #+ x = k #+ (m #+ x);
k #+ m #+ succ(x) = succ(k #+ m #+ x);

succ(k #4 m #+ x) = succ(k #+ (m #+ x));

succ(k #+ (m #4 x)) = k #+ suce(m #+ x) ||

==> m #+ succ(x) : nat

4. !x. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #+ x = k #+ (m #4+ x);
k #+ m #+ succ(x) = succ(k #+ m #+ x);

succ(k #+ m #+ x) = succ(k #+ (m #+ x));

succ(k #+ (m #4 x)) = k #+ succ(m #+ x) |]

==> k : nat

val it = () : unit

> ba 4;

Level 24 (3 subgoals)

I n: nat; k : nat; m : nat || ==> k #+ m #+ n = k #+ (m #+ n)

L Ix. [| n: nat; k : nat; m: nat; x : nat; k #+ m #+ x = k #+ (m #+ x);
k #+ m ##+ succ(x) = succ(k #+ m #+ x);

succ(k #+ m #+ x) = succ(k #+ (m #+ x));

succ(k #+ (m #+ x)) = k #+ succ(m #+ x);

k #+ succ(m #+ x) = k #+ (m #+ suce(x)) |]

==> k #+ m #+ succ(x) = k #+ (m #+ succ(x))

2. Ix. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #4+ m #+ x = k #+ (m #+ x);
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k #+ m #+ suce(x) = succ(k #+ m #+ x);

suce(k #+ m #+ x) = succ(k #+ (m #4+ x));

succ(k #4 (m #+ x)) = k #+ succ(m #+ x) |]

==> succ(m #+ x) : nat

3. lx. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #+ x = k #+ (m #+ x);
k #+ m #+ succ(x) = succ(k #+ m #+ x);

suce(k #+ m #+ x) = succ(k #+ (m #+ x));

suce(k #+ (m #+ x)) = k #+ succ(m #+ x) |]

==> m #+ succ(x) : nat

val it = () : unit

> br add_type 3;

Level 25 (2 subgoals)

(| n: nat; k : nat; m : nat [| ==> k #+ m #+ n = k #+ (m 7+ n)

1. !'x. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #+ x = k #+ (m #+ x);
k #+ m #+ succ(x) = succ(k #+ m #+ x);

suce(k #+ m #+ x) = succ(k #+ (m #+ x));

succ(k #4 (m #+ x)) = k #+ succ(m #+ x);

k #£+ suce(m #4 x) = k #+ (m #+ suce(x)) |]

==> k #+ m #+ suce(x) = k #+ (m #+ suce(x))

2. x. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #+ x = k #+ (m #+ x);
k #+ m #+ succ(x) = succ(k #+ m #+ x);

succ(k #+ m #+ x) = succ(k #+ (m #+ x));

succ(k #+ (m #+ x)) = k #+ succ(m #+ x) |]

==> succ(m #+ x) : nat

val it = () : unit

> br nat_succl 2;

Level 26 (2 subgoals)

[| n: nat; k : nat; m : nat || ==> k #+ m #+ n =k #+ (m ##+ n)

1. x. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #+ x =k #+ (m #+ x);
k #+ m #+ succ(x) = succ(k #+ m #+ x);

succ(k #+ m #+ x) = succ(k #4 (m #+ x));

succ(k #+ (m #+ x)) = k #+ succ(m F##+ x);

k #+ succ(m #+ x) = k #+ (m #-+ suce(x)) (]

—=> k #+ m #+ succ(x) = k #+ (m #-+ suce(x))

2. Ix. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #+ x = k #+ (m #+ x);
k #+ m #+ succ(x) = succ(k #+ m #4 x);

succ(k #+ m #+ x) = succ(k #+ (m #+ x));

succ(k #+ (m #+ x)) = k #+ succ(m #+ x) |]

==>m #+ x : nat

val it = () : unit

> br add_type 2;

Level 27 (1 subgoal)

(| n: nat; k : nat; m: nat [| ==> k #+ m #+ n =k #+ (m #+ n)

1. . [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #+ x =k #+ (m #+ x);
k #+4 m #4 succ(x) = succ(k #+ m #+ x);

succ(k #4 m #+ x) = succ(k #+ (m #+ x));

suce(k #+ (m #+ x)) = k #+ succ(m #+ x);
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k #+ succe(m #+ x) =k #+ (m #+ succ(x)) ]

==> k #+ m #+ succ(x) = k #+ (m #+ succ(x))

val it = () : unit

> be trans 1;

Level 28 (1 subgoal)

[ n: nat; k : nat; m: nat || ==> k #+ m #+ n = k #+ (m #+ n)
L. "x. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #+ x = k #+ (m #+ x);
succ(k #+ m #+ x) = succ(k #+ (m #+ x));

succ(k #4 (m #+ x)) = k #+ succ(m #+ x);

k #+ succ(m #+ x) = k #+ (m #+ suce(x)) |]

==> succ(k #+ m #+ x) =k #+ (m #+ succ(x))

val it = () : unit

> be trans 1;

Level 29 (1 subgoal)

[| n: nat; k : nat; m: nat || ==> k #+ m #+ n = k #+ (m #+ n)
L. "x. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #+ x = k #+ (m #+ x);
succ(k #4 (m #+ x)) = k #+ succ(m #+ x);

k #+ succ(m #+ x) = k #+ (m #+ succ(x)) []

==> succ(k #+ (m #+ x)) = k #+ (m #+ succ(x))

val it = () : unit

> be trans 1;

Level 30 (1 subgoal)

[ n: nat; k : nat; m: nat || ==> k #+ m #+ n = k #+ (m #+ n)
L. !x. [| n: nat; k : nat; m : nat; x : nat; k #+ m #+ x = k #+ (m #+ x);
k #+ succ(m #+ x) = k #+ (m #+ succ(x)) |]

==> k #+ succ(m #+ x) = k #+ (m #+ succ(x))

val it = () : unit

> ba 1;

Level 31

[| n: nat; k : nat; m : nat || ==> k #+ m #+ n = k #+ (m #+ n)
No subgoals!

val it = () : unit

De seguida, apresenta-se a prova da propriedade comutativa da multiplicacgo.

Esta propriedade é a regra mult commute, em Isabelle ZF.

> Goal "[|n:nat;m:at|]==>m#*n=n#*m";
Level 0 (1 subgoal)

[n:nat;m:nat || ==>m#*n=n#*m
L[ n:nat;m:nat||==>m#*n=n#*m
val it = [] : Thm.thm list

> br nat_induct 1;
Level 1 (3 subgoals)

[n:nat;m:nat || ==>m#*n=n#*m
1. [| n: nat; m: nat || ==> n #* m: nat
2.n:nat;m:nat || ==>m#*n=0

3. !x. [| n: nat; m: nat; x : nat; m #* n = x || ==> m #* n = suce(x)
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val it = () : unit

> back();

Level 1 (3 subgoals)

[n:nat;m:nat [|==>m#*n=n#*"m
1. [| n: nat; m: nat || ==> m : nat

2. [|n:nat;m:nat|]==>0#*"n=n#*0

3. Ilx. [| n: nat; m: nat; x : nat; x #*n =n #* x|
==> succ(x) #* n = n #* succ(x)
val it = () : unit

> ba 1;

Level 2 (2 subgoals)

[n:nat;m:nat || ==>m#* n=n#*m
1. [[n:nat;m: nat || ==>0#*n=n#*0

2. llx. [| n: nat; m: nat; x : nat; x #*n=n#*x||
==> succ(x) #* n = n #* succ(x)

val it = () : unit

> by (subgoals _tac ["0#*n=0","0=n#*0"] 1);

Level 3 (4 subgoals)

[[n: nat; m: nat || ==>m#*n=n#"m

i [|n:nat;m:nat;O#*nzO;O:n#*OH=:>0#*n=n#*0
2. [|n:nat;m:nat;O#*n=D|]==>0=n#*0

3.[[n:nat;m: nat|]==>0#*n=0

4. Ix. [| n: nat; m: nat; x : nat; x #*n=n #* x|
==> succ(x) #* n = n #* suce(x)
val it = () : unit

> br mult_0 3;

Level 4 (3 subgoals)

[[n:nat;m: nat || ==>m#*n=n+#"m

1. [|n: nat;m: nat; 0 #*n=10;0=n#*0 || ==>0#*n=n#*0
2. [|n:nat;m: nat; 0 #*n=0[==>0=n#*0

3. e [|'m ¢ matym : nat; % ¢ nat; x #*n=n#* x|

==> succ(x) #* n = n #* succ(x)

val it = () : unit

> br sym 2;

Level 5 (3 subgoals)

[n:nat;m:nat||==>m#*n=n#*m
1.[[n:nat;m:nat; 0 #*n=0,0=n#*0[] ==>0#*n=n#*0
2. [[n:nat;m:nat; 0 #*Fn=0[==>n#*0=0

3. x. [| n: nat; m : nat; x : nat; x #¥ n =n #* x ]

==> succ(x) #* n = n #* succ(x)

val it = () : unit

> br mult 0 _right 2;

Level 6 (2 subgoals)

[n:nat;m:nat || ==>m#*n=n#*m

1.[[n:nat;m: nat; 0 #*n=0;0=n#* 0| ==>0#*n=n#*0
2. llx. [| n: nat; m: nat; x : nat; x #* n=n #* x||

==> succ(x) #* n = n #* succ(x)
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val it = () : unit

> be trans 1;

Level 7 (2 subgoals)

[[n:nat;m: nat|]==>m#*n=n#*m

L[ n:nat;m:nat; 0=n#*0|] ==>0=n#*0

2. Ix. [| n: nat; m: nat; x: nat; x #*n =n #*x ||
==> succ(x) #* n = n #* succ(x)
val it = () : unit

> ba 1;
Level 8 (1 subgoal)
[[n:nat;m: nat || ==>m#*n=n#*m

L !x. [| n: nat; m: nat; x: nat; x #* n = n #* x ||

==> succ(x) #* n = n #* succ(x)

val it = () : unit

> by (subgoals_tac ["succ(x)#*n = n#t+x#*n", "n#+x4*n = n#+nArx", "

nbnftx = nftsucc(x)"] 1);

Level 9 (4 subgoals)

[[n:nat;m: nat || ==>m#*n=n#*m

1. !!x. [| n: nat; m: nat; x : nat; x #* n = n #* x;

succ(x) #*n =n #+ x #¥ n; n #+ x #* n =n #+ n #* x;
n #+ n #* x = n #* succ(x) ||

==> succ(x) #* n = n #* succ(x)

2. lx. [| n: nat; m : nat; x : nat; x #* n = n #* x;

suce(x) #*n=n#+ x # n;n #+x #* n=n#+n #*x ||
==>n #+ n #* x = n #* succ(x)

3. x. [| n: nat; m : nat; x : nat; x #* n = n #* x;

succ(x) #¥n=n#+x #*n ||
==>n#+x#*n=n#+n#*x

4. I'x. [| n : nat; m : nat; x : nat; x #* n = n #* x ||

==> suce(x) #* n=n #+x #*n

val it = () : unit

> be trans 1;

Level 10 (4 subgoals)

[n:nat;m:nat || ==>m#*n=n#*m

1. 'x. [| n: nat; m: nat; x : nat; x #* n = n #* x;

D #+ X #*n=n#4+ n #* x; n #+ n #* x = n #* succ(x) ||
==>n #+ x #* n = n #* succ(x)

2. !Ix. [| n: nat; m: nat; x : nat; x #* n = n #* x;

succ(x) #Fn=n#+x#* nn#+x# n=n#+n#* x|
==>n #+ n #* x = n #* succ(x)

3. x. [| n: nat; m : nat; x : nat; x #* n = n #* x;

succ(x) #*n=n #+ x #*n ||

==>n#+x#* n=n#+n#*x

4. I'x. [| n: nat; m : nat; x : nat; x #* n = n #* x |]

==> suce(x) #* n=n#+x#*n

val it = () : unit

> be trans 1;
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Level 11 (4 subgoals)

[[n:nat;m: nat |} ==>m #*n =n #*m

L I [} n: nat; m: nat; x @ nat; x #* n = n #* X;
n #+n # x = n #* suce(x) |]

==> 1+ n #* x = 1 #* suce(x)

2. x. [ n: nat; m: nat; x : nat; x #* n = n #* X;
suce(x) #* 0 =n #+ x #¥ 0 #+ x #¥ n = n F# n #F x|
== 0+ 1 #% x =0 suce(x)

3. I'x. [I n: nat; m: nat; x : nat; x #*n =n 4 x;
suce(x) #* n = n #+ x #* n |]

mwm N X A n o= e n #% %

4. x| n: nat; m: nat; x: nat; x #% n = n #* x I}
==>succ(x) #* n =n #+ x #*n

val it = () : unit

> ba I;

Level 12 (3 subgoals)

[ n:nat;m: nat ] ==>m #*n = n #*m

Lox [ n:nat; m: nat; x @ nat; x #% n = n H#* x;
suce(x) #* n = n #+ x #¥ nyn 4 x #F 0 =n 4 n S x ]
== 0t 0 #* x = 0 suce(x)

2. x| n s nat; m: nat; x @ nat; x #*¥ 0= n #* x;
succ(x) #* n =n #+ x #* n |]

== 0 #4+ X #FF¥n =n #+ n #*x

3. Ux. [l n: nat; m: nat; x @ nat; x 4% n = n #* x il
s suce{xX) #*¥ n = n #4 x #F n

val it = () : unit

> br sym 1;

Level 13 (3 subgoals)

[|n:nat;m: nat || ==>m #*n=n #*m

1. Ux I ot nat; m: naty x @ naty x #% n o= n #* x
succ(X) #% 1 =10 #+ x #% nyn b x #F 0= b on A* x i
== 0 #* suce(x) = n 4 n H* x

2. x. {| 0t nat; m: nat; x : nat; x #¥ n o= n $#F x
succ(x) #* n = n #+ x #*n |]

==> 0 #+ x #* 0= n #4+ n H#*x

3.1 [ n: nat; m: nat; x @ nat; x #%n = n #* x ]
==> succ(x) #* n = n #4 x #*n

val it = {} : unit

> br mult _suce _right 1;

Level 14 (2 subgoals)

[[n:nat;m: nat || ==>m#*n=n#*m

L Uk {n:nat; m: nat; x : nat; x #* n =n #* x;
succ(x) #* n = n #-+ x #*n |]

==> 0 #+ x #F n=n #4n #* x

2. % [ n: nat; m: nat; x @ nat; x #%n = n # x ||
==> succ(x) #* n = n #+ x #*n

val it = () : unit
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> br mult_succ 2;

Level 15 (1 subgoal)

[| n: nat; m: nat || ==>m#*n=n#*m

L !x. [ n: nat; m: nat; x : nat; x #* n = n #* x;
suce(x) #* n = n #+ x #¥ n ||

==>n#+x# n=n#+n #*x

val it = () : unit

> brid 1;
Level 16 (4 subgoals)
[| n: nat; m : nat |] ==>m#*n=n#*m

L . [| n: nat; m: nat; x : nat; X #* n = n #* x;
succ(x) #¥ n =n #+ x #* n []

==> X #*n : nat

2. Ix. [| n: nat; m : nat; x : nat; x #* n = n #* x;
suce(x) #* n = n #+ x #* n ||

==>n #* x : nat

3. !x. [| n: nat; m: nat; x : nat; X #* n = n #* x;
suce(x) #* n = n #+ x #* n ||

==2>1n: nat

4. !'x. [| n: nat; m : nat; x : nat; x #* n = n #* x;
succ(x) #* n = n #+ x #* n ||
==>x#*n=n#*x

val it = () : unit

> br mult_type 1;

Level 17 (3 subgoals)

[| n: nat; m: nat || ==>m#*n=n #*m

L. x. [| n: nat; m : nat; x : nat; x #* n = n #* x;
suce(x) #*¥ n =n #+ x #* n ]

==>n #* x : nat

2.lx. [|n: nat; m : nat; X : nat; x #* n = n #* x;
succ(x) #* n =n #+ x #% n (]

==>n: nat

3. Ix. [ n: nat; m : nat; x : nat; x #* n = n #* x;
succ(x) #*n =n #4 x #*n l]
==>x#%n=n#*x

val it = () : unit

> br mult_type I;

Level 18 (2 subgoals)

[ n: nat; m : nat |[] ==>m#*n=n#*m
Lk [|n: nat;m:nat;x:nat;x#*n:n#*x;
succe(x) #* n =n #+ x #* n 1]

==>n: nat

2. x. [[ n: nat; m : nat; x : nat; x #* n = n #* x;
succ(x) #*n =n #4 x #* n []
==>x#*n=n#*x

val it = () : unit

> ba 1;
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Level 19 (1 subgoal)

[n:nat;,m:nat || ==>m#*n=n#*m
1: Uz [] 1 wet; ¢ ovietd o | Bh X ="
suce(x) #*n=n#+x#*n |

i T D=

val it = () : unit

> ba 1;

Level 20

[|m: natimic nat || ==> M A" =1 #*
No subgoals!

val it = () : unit

A préxima propriedade a provar ¢é a propriedade associativa da multiplicagao. No
entanto, antes do fazer & necessario estabelecer o lema seguinte, que serd designado
1d2.

> Goal "[|k:nat;m:nat;k:nat;m=n|]==>k#*m=k#*n";
Level 0 (1 subgoal)

[k:nat;m: nat; k: nat;m=n||==>k#* m=k#*n
l.[[k:nat;m: nat; k: nat; m=n||==>k#* m=k #*n
val it = [] : Thm.thm list

> be subst 1;

Level 1 (1 subgoal)

[[k:nat;m: nat;k: nat, m=n|]==>k#* m=k#*n
1. | k: nat; m: nat; k: nat || ==>k #* m =k #*m

val it = () : unit

> br refl 1;

Level 2

[| k2 nat; ms nat; ki paty me=n || ==k #F*m=k# n
No subgoals!

val it = () : unit

> ged "id2";

val id2 =

"[| 7k : nat; 7m : nat; 7k : nat; ?m = n || ==> Tk #* Tm = Tk #* ™"
: Thm.thm

val it = () : unit
Segue-se assim, a prova da associativa da multiplicagao.

> Goal "[|k:nat;m:nat;n:nat|]==> (k#*m)#*n = k#*(m#*n)";
Level 0 (1 subgoal)

[| k : nat; m : nat; n: nat [| ==> k #* m #* n =k #* (m #* n)

1. [| k : nat; m: nat; n: nat || ==> k #* m #* n = k #* (m #* n)
val it = [ : Thm.thm list

> br nat_induct 1;

Level 1 (3 subgoals)

[| k: nat; m : nat; n: nat || ==> k #* m #* n = k #* (m #* n)
1. [| k : nat; m: nat; n: nat || ==> k #* (m #* n) : nat
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2. [ k: nat;m: nat;n: nat || ==> k #*m #* n = 0

3. !x. [| k : nat; m : nat; n : nat; x : nat; k #* m #* n = x ||
==> k #* m #* n = succ(x)

val it = () : unit

> back();

Level 1 (3 subgoals)

[| k : nat; m : nat; n: nat ] ==>k #* m #* n = k 4#* (m #* n)
L [ k: nat; m: nat; n: nat || ==> m #* n : nat

2. [| k: nat;m: nat; n: nat || ==> k #* m #* n = k #* 0

3. !x. [| k : nat; m : nat; n : nat; x : nat; k #* m #* n =k #* x ||
==> k #* m #* n = k #* succ(x)
val it = () : unit

> back();

Level 1 (3 subgoals)

[l k : nat; m: nat; n: nat || ==> k #* m #* n = k #* (m #* n)
L. [l k: nat; m: nat; n: nat || ==> n : nat

2. [| k: nat; m: nat; n : nat || ==>k #* m #* 0 = k #* (m #* 0)

3. Ix. [| k : nat; m : nat; n : nat; x : nat;

k #% m 4% x = k #* (m #* x) ||

==>k #* m #* succ(x) = k #* (m #* suce(x))

val it = () : unit

= ba 13

Level 2 (2 subgoals)

[| k : nat; m: nat; n : nat || ==>k #* m #* n = k #* (m #* n)

L. [| k : nat; m : nat; n : nat ] ==>k #* m #* 0 = k #* (m #*0)

2. Ix. [| k: nat; m : nat; n : nat; x : nat;

kA% m 4% x = k 4% (m 4% x) |

==>k #* m #* succ(x) = k #* (m #* succ(x))

val it = () : unit

> by (subgoals_tac ["k #* m #* 0 = 0","0 = k#*0","k4*0= k #* (m #* 0)"]
1);

Level 3 (5 subgoals)

[| k : nat; m : nat; n : nat || ==>k #* m #* n =k #* (m #* n)

1. [| k: nat; m : nat; n : nat; k #* m #* 0= 0; 0 = k #* 0;

k #% 0 = k #* (m #* 0) |

==>k #*m #* 0 = k #* (m #* 0)

2. [| k: nat; m: nat;n: nat; k #*m#*0=0; 0=k #*0 |

==>k #* 0 = k #* (m #*0)

3. [ k: nat; m: nat; n : nat; k #* m#* 0 =01 ==> 0=k #* 0

4. [| k : nat; m : nat; n : nat || ==>k#*m#*0=0

5. !x. [| k : nat; m : nat; n : nat; x : nat;

k #% m 4% x = k #* (m #* x) |]

==> k #* m #* succ(x) = k #* (m #* suce(x))

val it = () : unit

> br mult_0_right 4;

Level 4 (4 subgoals)

[ k: nat; m : nat; n: nat || ==>k #* m #* n = k #* (m #* n)
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1. [ k:nat; m: nat;n: nat; k #* m #* 0 =0; 0 = k #* 0;

k #* 0 =k #* (m #* 0) ||

==k #F m 0 =k #F (m #*0)

2. [l k: nat; m: nat;n: nat; k #¥m#£*¥0=0; 0=k #*0 |}
==> k #* 0 = k #* (n #* ()

3. [ k:nat;m: natyn: nat; k #FHF m#AF0 =0 ==> 0=k #*0
4. !x. [| k: nat; m : nat; n : nat; x : nat;

k #% m #* x = k #* (m #* x) |]

==> k #% m #* suce(x) = k #* (m #* suce(x))

val it = {} : unit

> br sym 3;

Level 5 (4 subgoals)

| k: nat; m : nat; n: nat || ==>k #* m #* n = k 47 (m #* n)
1. | k : nat; m: nat; n @ nat; k #5 m 5 0 = 0; 0 = I 4% 0

k #%0 =k #* (m #* 0) []

==> k % m #* 0 = k #* {m #* 0}

2. [ k: nat; m: nat; o nat; k #FmA#F0=0; 0=k #* 0]
==> k #% 0= k 4% (m #*0)

3.0 k:nat;m: nat; n: nab k#F m 0= 0] == k47 0=0
4. Ux. [| k : nat; m @ nat; n : nat; x : nat;

k #7%F m 55 x =k #Y (m #Y ) ]

==> k #* m #* suce(x) = k #* (m * suce(x))

val it = () : unit

> br mult_0_right 3;

Level 6 (3 subgoals)

[| k: nat; m: nat; n: nat || ==>k#*m#*n=X% #* (m #* n)
1. {| k: nat; m : nat; n: nat; k #¥ m 50 = 0; 0 = k #* 0;
k%0 = Kk #* (m #* 0) |]

==> Kk #* m £ 0=k #* (m #*0)

2. [ k:mnat; m: nat;n:nat; k#FF m #F0=0,0=k #*0|]
==> k #* 0 = k #* (m #* 0)

3. . [l k: nat; m : nat; n : nat; x : nat;

kR m R x o=k (A x) ]

== kR m #F suce(x) = k #¥ (m #* suce(x))

val it == () : unit

> brid2 2;

Level 7 {6 subgoals)

(| k: nat; m: nat; n: nat [} ==>k #* m #* n = k #* (m #* n)
1. {| k : nat; m : nat; n: nat; k #¥ m #* 0 = 0; 0 = k " 0;

k #% 0 =k #* (m #* 0) ||

== ko HF m 0 = kS (m AT 0)

2. [| k: nat; m: nat; n: nat; k #* m #*¥ 0= 0, 0=k #* 0[] ==> k: nat
3. [ k: nat;m: nat;n: nat; k # m #¥ 0= 0, 0 =k #* 0] ==> 0 nat
4 [l k:natym: nat;n: nab k ##F m#F*0=0,0=k #* 0[] ==> k: nat
5. [[k:nat;m:nat;n: nat; k #F m#* 0= 0,0 =k #* 0]
me=> 0 =m #* 0

6. !x. [ k: nat; m : nat; n : nat; x : nat;
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K #%m 5 x =k #* (m #% %) |]
==>k #* m #¥* succ(x) = k #* (m #* suce(x))
val it = () : unit

> br sym 5;
Level 8 (6 subgoals)
[| k: nat; m: nat; n : nat | ==>k #* m #* n = k 4 (m #* n)

I. {| k: nat; m: nat; n : nat; k #* m #* 0 = 0; 0 = k #* 0,
kK0 =k #* (m 4 0) |]

==k #5 m #* 0 = k #% (m #* 0)

2. {| k: nat; m: nat: n : nat; k #*m #*0=0; 0 =k #* 0] ==> k : nat
3. [l k: nat; m: nat;n:nab k #* m #F0=0, 0=k #* 0] ==> 0 nat
4. [ k: nat; m: nat; n : nati k #* m #* 0= 0,0 =k #* 0] ==> k : nat
5. {| k : nat; m : nat; n ; nat;k#*m#*OzO;O:k#*Ol]

==>mH#¥ =0

6. x. [| k : nat; m: nat; n : nat; x : nat;

k% m % 5 = k 4% (m #% x) ||

== kA m % suce(x) = k #% (m #* suce(x))

val it = () : unit

> br mult_0 right 5;

Level 9 (5 subgoals)

[} k: nat; m : nat: n : nat I} ==>k #* m #* n = k #4* (m #* n)

L [} k: nat; m ; nat; n: nat; k #* m #% 0 = 0; 0 = k #* (;
k#%0 =k #* (m #*0) |

==>k #* m #* 0 =k #* (m #* 0)

2. [| k : nat; m: nat; n ; nat; K fF m#*0=0,0 =k #* 0] ==> k : nat
3. [l k: nat; m: nat; n ; nat;k#*m#*0=0;0xk#*0[] ==> 0 : nat
4. [l k : nat; m : nat n:nat kA m #*0=0,0=k #*0|] ==> k : nat
5 !x. || k: nat; m : hat, n : nat; x : nat;

k#%m #% x =k 4% (m #* x) ]

==>k " m #* suce(x) = k #* (m #* succ(x))

val it = () : unit

> ba 2;

Level 10 (4 subgoals)

[l k : nat; m : nat; n : nat || ==>k #* m #* n =k #* (m #* n)

1. [ k: nat; m: nat; n : nat; k #% m #* 0 =0; 0 = k #* 0,
k#%0 = Lk #* (m #* 0) ||

==>k #* m #* 0 = k #* (m #* 0)

2. {| k: nat; m : nat; n : nat; K #* m #*0=0,0 =k #* 0[] ==> 0: nat
3. [l k: nat; m: nat; n : nat; k #Fm #*0=0; 0=k #* 0 || ==> k : nat
4. x. || k: nat; m : nat; n: nat; x : nat;

k A% m #* x e ko K {m #*x) |}

==> k #* m #* succ(x) = k #* (m #* succ(x))

val it = () : unit

> br nat_ 01 2;

Level 11 (3 subgoals)

(| k:nat; m: nat;n: nat || ==> k #*m #*n = k #* (m #* n)

1. [|I<:nat;m:nat;n:nat;k#*m#*()zo;():k#*();




218 Provas em Isabelle

lest® 0 =2k #5F (i4£50) ]

—=> k #* m #* 0 = k #* (m #* 0)

2. [[k:nat;m: nat;n:nat; k#* m#*0=0;0=k #*0|] ==> k: nat

3. I'x. [| k : nat; m : nat; n : nat; x : nat;

k #% m 4% x =k #* (m #* x) ||

==> k #* m #* succ(x) = k #* (m #* succ(x))

val it = () : unit

> ba 2;

Level 12 (2 subgoals)

[| k : nat; m: nat; n: nat || ==> k #* m #* n = k #* (m #* n)

1. [| k : nat; m : nat; n: nat; k #* m #* 0= 0; 0 = k #* 0;

k #%0 =k #* (m #*0) |

==k #* m #* 0 = k #* (m #* 0)

2. !!x. [| k : nat; m : nat; n : nat; x : nat;

k #* m #* x = k #* (m #* x) |]

==> k #* m #* succ(x) = k #* (m #* succ(x))

val it = () : unit

> be trans 1;

Level 13 (2 subgoals)

[| k: nat; m: nat; n: nat || ==> k #* m #* n = k #* (m #* n)

1. | k:nat;m: nat;n: nat; 0=k #* 0; k #* 0 =k #* (m #* 0) |]

= [} il FF* [ 240

2, Ix. | k + mab; ma mat; no nat; o nak;

kA% m A% x = k A (m A% ) |

==> k #* m #* suce(x) = k #* (m #* succ(x))

val it = () : unit

> be trans 1;

Level 14 (2 subgoals)

[ k: nat;m: nat;n: nat || ==>k #* m #*n =k #* (m #* n)

1. [| k : nat; m : nat; n : nat; k #* 0 = k #* (m #* 0) |]

== k#* 0 =k #* (m #*0)

2. !x. [| k : nat; m : nat; n : nat; x : nat;

ket A% = kb (B 25 B ||

==> k #* m #* suce(x) = k #* (m #* suce(x))

val it = () : unit

> ba 1;

Level 15 (1 subgoal)

[| k : nat; m: nat; n: nat || ==> k #* m #* n = k #* (m #* n)

1. Ix. [| k: nat; m : nat; n : nat; x : nat;

k#* m 4% x =k #* (m #* x) ||

==> k #* m #* succ(x) = k #* (m #* succ(x))

val it = () : unit

> by (subgoals_tac [" k #* m #* succ(x) = (k# m)#+(k#*m)#*x",
" () (A = (kAP ) A KA ()", (i m) i ke (mit) =
k#* (mAE+m#E )", "k#* (mA+mA*x) = k#F* (m#*suce(x))"] 1);
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Level 16 (5 subgoals)

[| k : nat; m : nat;n:nat[]==>k#*m#*n=k#*(m#*n)

L. e [k nat; m: nat; n: nat; x : nat; k #* m #* x = k 4* (m #*x);
k#*m#*succ(x)=k#*m#+k#*m#*x;

k#7% m A4 k #% m #* x = k #* m #+ k #* (m #* x);

k% m f+ k #* (m #% x) = k #% (m #+ m £* x);

k£ (m 4+ m #* x) = k #* (m #* suce(x)) (]

==>k #* m #* succ(x) = k #* (m #* succ(x))

2. I'x. [| k : nat; m : nat; n : nat; x : nat;k#*m#*x=k#*(m#*x);
k#*m#*suce(x)=k#*m#—i—k#*m#*x;

K #% m itk #% m A% x = k £ m 44 k 4% (m £% x);

kA% m it k#* (m A %) = k 4% (m 44+ m 4 x) [

==> k #* (m #+ m #* x) = k #* (m #* suce(x))

3. !x. [| k: nat; m : nat; n: nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k#*m#*succ(x)=k#*m#+k#*m#*x;
k#*m#+k#*m#*x=k#*m#+k#*(m#*x) ]
==>k#*m#-l—k#*(m#*x):k#*(m#-i—m#*x)

4. 'x. [| k: nat;m:nat;n:na.t;x:nat;k#*m#*xzk#*(m#*x);
k#*m#*succ(x)=k#*m#+k#*m#*x|]
=x>k#*m#+k#*m#*x=k#*m#+k#*(m#*x)

5. x. [| k : nat; m : nat; n : nat; x : nat;

k #% m 4% x = k #* (m #* x) ||
=:>k#*m#*succ(x)=k#*m#+k#*m#*x

val it = () : unit

> br mult_succ_right 5;

Level 17 (4 subgoals)

[| k : nat; m: nat; n : nat[]=:>k#*m#*n=k#*(m#*n)

1. Mx. [| kv nat; m: nat; n: nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k#*m#*succ(x):k#*m#—f—k#*m#*x;
k#*m#+k#*m#*x=k#*m#+k#*(m#*x);
k#*m#+k#*(m#*x)zk#*(m#-l-m#*x);

k% (m 4+ m #% x) = k 4% (m 4 succ(x) |

==> k #* m #* succ(x) = k #* (m #* suce(x))

2. . [| k: nat; m: na.t;n:na.t;x:nat;k#*m#*x:k#*(m#*x);
k#*m#*succ(x):k#*m#+k#*m#*x;
k#*m#+k#*m#*x:k#*m#+k#*(m#*x);

k #% m #4+ k #* (m #* x) = k #* (m #+ m #* x) ||

==>k #* (m #+ m #* x) = k #* (m #* suce(x))

3. Ix. [| k: nat; m : nat; n : nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k#*m#*succ(x)=k#*m#+k#*m#*x;

k#% m 4+ k42 m 4% x = k 4% m 4+ k #% (m #* %) ||
::>k#*m#-l—k#*(m#*x)=k#*(m#+m#*x)

4. "% [ k: nat; m: nat; n: nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k#*m#*suce(x):k#*m#+k#*m#*x|]
=:>k#*m#+k#*m#*x=k#*m#+k#*(m#*x)

val it = () : unit

> brid 4;
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Level 18 (7 subgoals)

[| k: nat; m: nat; n: nat || ==>k #* m #* n = k #* (m #* n)

1. x. [| k : nat; m : nat; n : nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k #* m #* succ(x) = k #* m #+ k #* m #* x;

k #£* m #+ k #* m #* x = k #* m #+ k #* (m #* x);

k #* m #4 k #* (m #* x) = k #* (m #+ m #* x);

k #* (m #+ m #* x) = k #* (m #* succ(x)) |]

==> k #* m #* succ(x) = k #* (m #* succ(x))

2. Ix. [| k : nat; m : nat; n : nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k #* m #* succ(x) = k #* m #+ k #* m #* x;

k 4% m #+ k #% m 4% x = k #* m #4 k #* (m #* x);

k #* m #+ k #* (m #* x) = k #* (m #+ m #* x) ||

==> k #* (m #+ m #* x) = k #* (m #* succ(x))

3. x. [| k : nat; m : nat; n : nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k #* m #* succ(x) = k #* m #+ k #* m #* x;

k #*m #4+ k #* m #* x = k #* m #+ k #* (m #* x) |]

——> kA m A4 kA (m A x) =k A (m A m A x)

4. !x. [| k : nat; m : nat; n : nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k #* m #* succ(x) = k #* m #+ k #* m #* x |]

s oo™ poliop & mah

5. x. [| k : nat; m : nat; n : nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k #* m #* succ(x) = k #* m #+ k #* m #* x []

=g Jogtt (i SR8 %) 1 ek

6. !!x. [| k : nat; m : nat; n : nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k #* m #* succ(x) = k #* m #+ k #* m #* x ]

==% k #* i | nst

7. x. [| k : nat; m: nat; n : nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k #* m #* suce(x) = k #* m #+ k #* m #* x |]

=== k #* m #* x =k #* (m #* x)

val it = () : unit

> ba T,
Level 19 (6 subgoals)
[| k: nat; m: nat; n : nat || ==> k #* m #* n = k #* (m #* n)

1. !x. [| k : nat; m: nat; n : nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k #* m #* succ(x) = k #* m #+ k #* m #* x;

k #* m #4+ k #* m #* x = k #* m #+ k #* (m #* x);

k #* m #+ k #* (m #* x) = k #* (m #+ m #* x);

k #* (m #+ m #* x) = k #* (m #* succ(x)) []

==> k #* m #* succ(x) = k #* (m #* succ(x))

2. Ix. [| k : nat; m : nat; n : nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k #* m #* suce(x) = k #* m #+ k #* m #* x;

k #* m #4+ k #* m #* x = k #* m #+ k #* (m #* x);

k#*m #+ k #* (m #* x) =k #* (m #+ m #*x) |]

==> k #* (m #+ m #* x) = k #* (m #* succ(x))

3. x. [| k: nat; m : nat; n : nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k #* m #* succ(x) = k #* m #+ k #* m #* x;

k #* m #+ k #* m #* x = k #* m #+ k #* (m #* x) ||
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=:>k#*m#+k#*(m#*x)=k#*(m#+m#*x)

4. x. [| k : nat; m : nat; n : nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k#*m#*succ(x):k#*m#+k#*m#*xl]

==>k #* m #* x : nat

5. 1k, []k:nat;m:nat;n:nat;x:nat;k#*m#*x-——k#*(m#*x);
k#*m#*succ(x)=k#*m#+k#*m#*xl]

==>k #* (m #* x) : nat

6. !lx. [|k:nat;m:nat;n:nat;x:nat;k#*m#*xzk#* (m #* x);
k#*m#*succ(x)=k#*m#+k#*m#*xl]

==>k #* m : nat

val it = () : unit

> br mult_type 6;

Level 20 (5 subgoals)

[| k : nat; m : nat; n : nat |]==>k#*m#*n:k#*(m#*n)

1. !x. [| k: nat; m: nat;n:nat;x:nat;k#*m#*x=k#*(m#*x);
k#*m#*succ(x)=k#*m#+k#*m#*x;
k#*m#+k#*m#*x=k#*m#+k#*(m#*x);
k#*m#-}—k#*(m#*x):k#*(m#—f—m#*x);

k #% (m #+ m #* x) = k #* (m #* succ(x)) ]

==> k #* m #* succ(x) = k #* (m #* succ(x))

2. x, [| k= nat; m: nat; n: nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k#*m#*succ(x)=k#*m#+k#*m#*x;

K #% m 44+ k4% m 4 x = k #% m 44 k 4% (m 4* x);
k#% m A4 kA (m A% x) = k 4% (m A4 m #% ) |

==>k #* (m #+ m #* x) = k #* (m #* succ(x))

3. x. [| k: nat; m : nat; n: nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k#*m#*succ(x):k#*m#+k#*m#*x;

kA% m Ak #% m A x = K % m A k A (m 4 %) |
==>k#*m#+k#*(m#*x)=k#*(m#+m#*x)

4. x. [| k: nat; m: nat; n: nat; x : nat; k #* m #* x = k 4* ()
k#*m#*succ(x)=k#*m#+k#*m#*x[]
==>k #* m #* x : nat

0. dbst [| k& nat; m: nat; n: nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (e 7% %)
k #£% m #* suce(x) = k #* m #+ k #*% m #* x ||

==>k #* (m #* x) : nat

val it = () : unit

> br mult_type 5;

Level 21 (4 subgoals)
[lk:nat;m:nat;n:natH::>k#*m#*n=k#*(m#*n)

1 x. [| k: nat; m: nat; n : nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k#*m#*succ(x)=k#*m#+k#*m#*x;
k#*m#-l—k#*m#*x:k#*m#-f-k#*(m#*x);

k% m it k4 (m A% %) = k 4% (m 44 m £* x);

k#7% (m 46+ m #* x) = k #* (m #* succ(x)) (]

==>k #* m #* succ(x) = k #* (m #* suce(x))

2. IIx. [| k: nat; m : nat; n : nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k#*m#*succ(x)=k#*m#+k#*m#*x;

221
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k% m 4 k #Fm R x =k A m A kA (m # X)),
A% K (m % x) = kA (m ek m 4 ) [
== k #* (m #+ m #* x) = k #* (m #* suce(x))

3. x. [| k: nat; m: nat; n: nat; x : nat; k #F m #% x = k #* (m 4% x);

k #* m #* suce(x) = k #% m -+ k #F m #* x;
ko #%m 4 k5 m R x = kA m o kA (AR x|
mmm A mo k#F (o #F x) = kO (A m g x)

4, 1%, [I k: nat; m: nat; n: nat; x @ nat; k #F m A o= kS (mo x);

k 47 m ¥ suce(x) = k #% mo#- k #F mfE* x ]
w2 k fF* m#* x 0 nat

val it = (} : unit

> br mult__type 4,

Level 22 (3 subgoals)

k 5% m #F suce(x) == k #* m - ko mAE g

kA% m 4 kA4 m o x o= kA moAE kA (A %),
ko #* m b kA% (m #* x) = kA (m - moAE x);
k% (m o+ m A %) =k #F (m #EF suce(x)) ]

=== 0 5 mfEF suce{x) = k A (m o suee(x))

2. Wx. [l k@ nat; m : nat; n : nat; x : naty k #%5 m #% x = k4% (m # x);

k ##% m of#* suce(x) = k #% m -+ k 7 m A xg

k #% m -+ k #5 m 4% x = k #F mofb+ kA (m o x);
k % moff+ K (m % %) = k™ (m A m g x) ]
=== kAR (o m A X) = kAT (A suce(x))

3. M (| k@ nat; m: nat; no:onat; x :onat; doF m A o=l (m 4 x);

k #% m #* suce(x) = k #* m -+ k % m #* x;

ez kA m A kO (m o x) = kAT (A m A x)

val it = {) : unit

> brsym 3;

Level 23 (3 subgoals)

[l k: nat; m: nat; n: nat |} ==> k #% m #* n =k #* (m #* n)

1. Mx. [| k: nat; m: nat; n : nat; x : nat; k #% m #* x = k #* (m #* x);

k #% m #F succ(x) = k #* m #+ k #* m #* x;

k% m ik #F m T x =k T m o+ kA (m # x);
k #* m #4+ k #% (m #* x) = k #F (o #+ m #* x);

k #% (m -+ m #* x) = k #* (m #* suce(x)) ]

==> k #F m #* suce(x) = k #* (m #* suce(x))

2. Uk [l k : nat; m : nat; n : nat; x : nat; k #% m #% x = k #* (m #* x);

k #* m #% suce(x) = k #% m #+ k #F m #% x;

k % m 4 k #* m 5 x = k #F m o k#FF (m A x0);
kA% m g kA (m A x) = K (m A m A x) )
==> k #* (m #+ m #* x) = k #* (m #* suce(x))

3. x. [| k¢ nat; m : nat; n : nat; x : nat; k #* m #* x =k #* (m #* x);

k % m #* succ(x) = k #* m #+ k 5 m #* x;
K% m dt k4 m A x = k5 m e kA (m A %) |
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==> k#* (m b m A% %) = k #5 m A+ k # (m 4 x)

val it = () : unit

> br add_mult_distrib_left 3;

Level 24 (2 subgoals)

[ k: nat; m: nat; n: nat || ==>k #* m #* n = k #* (m #* n)

L !x. [| k : nat; m : nat; n : nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k #* m #* suce(x) = k #* m #+ k #* m #* x;

k #%* m #4 k #* m #* x =k #* m #+ k #* (m #* x);

K # m A4 kA% (m A% %) = k 4% (m 44+ m 4% x);

k #* (m #+ m #* x) = k #* (m #* succ(x)) |]

==> k #* m #* succ(x) = k #* (m #* succ(x))

2. x. [| k : nat; m : nat; n : nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k #* m #* suce(x) = k #* m #+ k #£* m #* x;

k#% m 74+ k #* m #* x = k #* m 4+ k #* (m #* x);

k #% m #+ k #* (m 4% x) = k #* (m #+ m #* x) ||

==>k #* (m #4+ m #* x) = k #* (m #* succ(x))

val it = () : unit

> br id2 2;

Level 25 (5 subgoals)

[| k: nat; m: nat; n: nat || ==> k #* m #* n = k #* (m #* n)

L. !x. [| k : nat; m : nat; n : nat; x : nat; k #* m #* x =k #* (m #* x);
k #* m #* succ(x) = k #* m #+ k #* m #* x;

kA% m A4 k4% m 4 x = k #% m 44 k 4% (m #* );
k5 m -k k # (m A% %) = k 4% (m et m 4% x);

k #* (m #4 m #£* x) = k #* (m #* succ(x)) ||

==> k #* m #* succ(x) = k #* (m #* succ(x))

2. x. [| k : nat; m: nat; n : nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k #* m #* suce(x) = k #* m #+ k #* m #* x;

k #% m #4+ k 4 m #* x = k #* m #4 k #* (m #* x);

k #* m A4 kA% (m 4% %) = k 4% (m 4+ m #* x) |

==> k : nat

3. x. [| k : nat; m : nat; n : nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k #* m #* suce(x) = k #* m #+ k #* m #* x;

k #% m #4 k4% m A x = k #% m 4+ k #* (m #* x);

k #% m #+ k #* (m #* x) = k #* (m #4 m #* x) |]
==>m #+ m #* x : nat

4. x. [| k : nat; m : nat; n : nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k #* m #* succ(x) = k #* m #+ k #* m #* x;

k # m A4+ k #% m A% x = k 45 m 4+ k 4% (m 4% x);

k % m #4 k #* (m #* x) = k #* (m #+ m #* x) ||

==> k : nat

5. !x. [| k : nat; m : nat; n: nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k #* m #* succ(x) = k #* m #+ k #* m #* x;

k#*m #4+ k 4% m #% x = k #% m #+ k #* (m #* x);

k #* m #4 k #* (m #* x) = k #* (m #+ m #* %) |]

==>m #+ m #* x = m #* succ(x)

val it = () : unit
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> br sym 5;
Level 26 (5 subgoals)
[| k: nat; m : nat; n: nat || ==> k #* m #* n = k #* (m #* n)

L !x. [| k : nat; m : nat; n : nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k #* m #* suce(x) = k #* m #+ k #* m #* x;

k #% m #+ k #* m #* x = k #* m #+ k #* (m #* x);

k #% m #+ k #* (m #* x) = k #* (m #+ m #* x);

k #* (m #4+ m #* x) = k #* (m #* succ(x)) |]

==> k #* m #* succ(x) = k #* (m #* succ(x))

2. x. [| k : nat; m : nat; n: nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k #% m #* succ(x) = k #* m #4+ k #* m #* x;

k #% m #4+ k #* m #* x = k #* m #+ k #* (m #* x);

k #* m #+ k #* (m #* x) = k #* (m #+ m #* x) |]

== It : mad

3. !x. [| k : nat; m: nat; n : nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k #* m #* suce(x) = k #* m #+ k #* m #* x;

k A% m A4+ k % m % x = k #% m 744+ k 4% (m 4 x);

k #* m #+ k #* (m #* x) = k #* (m #+ m #* x) |

==> m #+ m #* x: nat

4. Ix. [| k: nat; m : nat; n : nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k #* m #* suce(x) = k #* m #+ k #* m #* x;

k #* m #+ k #* m #* x = k #* m #+ k #* (m #* x);

k #% m #+ k #% (m 4% x) = k #* (m #+ m #* x) []

==> k : nat

5. x. [| k: nat; m : nat; n : nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k #*% m #* suce(x) = k #* m #+ k #* m #* x;

k #* m #4+ k #* m #* x = k #* m #+ k #* (m #* x);

k#*m #+ k #* (m #*x) =k #* (m #+ m #*x) ||

==> m #* succ(x) = m #+ m #* x

val it = () : unit

> br mult_succ_right 5;

Level 27 (4 subgoals)

[ k: nat; m: nat; n: nat || ==>k #* m #* n = k #* (m #* n)

1. x. [| k : nat; m : nat; n : nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k #* m #* succ(x) = k #* m #+ k #* m #* x;

k #* m #4 k #* m #* x = k #* m #+ k #* (m #* x);
k4% m 4+ k #* (m 4% x) = k #* (m #+ m #* x);

k #* (m #4 m #* x) = k #* (m #* succ(x)) |]

==> k #* m #* succ(x) = k #* (m #* succ(x))

2. Ix. [| k: nat; m: nat; n : nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k #%* m #* suce(x) = k #* m #+ k #* m #* x;

k #* m #4+ k #* m #* x = k #* m #+ k #* (m #* x);

K #% m 4 k A% (m 4% %) = k 4% (m A4 m 4% x) |

5 Bl

3. x. [| k : nat; m : nat; n: nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k #* m #* succ(x) = k #* m #+ k #* m #* x;

k #* m #+ k #* m #* x = k #* m #+ k #* (m #* x);
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k #* m #+ k % (m #* x) = k #* (m #4+ m #* x) |]

==> m #+ m #* x : nat

4. !x. [| k : nat; m : nat; n : nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k #* m #* suce(x) = k #* m #+ k #* m #* x;

kA% m 4+ kA% m A% x = K 4% m 4 k 4% (m 4% x);

k#% m A4 k A (m#* x) = k 4% (m 44+ m 4% x) |

==> k : nat

val it = () : unit

> ba 4;

Level 28 (3 subgoals)

[| k : nat; m : nat; n : nat || ==> k #* m #* n = k #* (m #* n)

1 Uz [| ez nat; m: nat; n: nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k #7% m #* suce(x) = k #* m #+ k #* m #* x;
k#*m#—!—k#*m#*x=k#*m#—|—k#*(m#*x);

k #* m 4+ k #* (m #* x) = k #* (m #+ m #* x);

k #* (m #4+ m #* x) = k #* (m #* succ(x)) |]

==> k #* m #* succ(x) = k #* (m #* succ(x))

20 [ ke nat; m: nat; n : nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k #* m #¥ suce(x) = k #* m #+ k #* m #* x;
k#*m#—}-k#*m#*x=k#*m#+k#*(m#*x);

kA% m A+ kA% (m A X) = K 4% (m et m 4% x) |

==> k : nat

3. x. [| k : nat; m : nat; n: nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k #% m #* suce(x) = k #* m #+ k #* m #* x;

k #% m #+ k 47 m #* x = k #* m #+ k #* (m #* x);

k #% m #+ k 4% (m #* x) = k #* (m #+ m #* x) |]
==>m #+ m #* x : nat

val it = () : unit

> br add_type 3;

Level 29 (2 subgoals)

[l k : nat; m : nat; n: nat || ==> k #* m #* n = k #* (m #* n)

L. !x. [| k : nat; m: nat; n : nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (BT %)
k #% m #* suce(x) = k #* m #4 k #* m #* x;

K m A4 kA% m 4 x = k #% m 4+ k #% (m 4 x);

k#% m 4 k% (m 4 %) = kA% (m £+ m #* x);

k # (m #4 m 4% %) = k #* (m #* suce(x)) |

==>k #* m #* succ(x) = k #* (m #* succ(x))

2. !x. [| k: nat; m : nat; n : nat; x : nat; k #* m #* x = k #* (m #* x);
k #* m #* suce(x) = k #* m #+ k #* m #* x;
k#*m#+k#*m#*x=k#*m#+k#*(m#*x);
kA% m A+ kA% (m A %) = k4% (m 44 m 4 x) |

==> k : nat

val it = () : unit

> ba 2;

Level 30 (1 subgoal)

[l k : nat; m : nat; n: nat || ==> k #* m #* n = k #* (m #* n)

L !x. [| k: nat; m : nat; n : nat; x : nat; k #% m #* x = k #* (m #* x);

225
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k #* m #* suce(x) = k #% m #+ k #%F m #* x;

k #* m #+ k #* m #* x = k #* m #4 k #% {m #* x);
k#% m #+ ko #* (m 4 x) = k #% (m 0+ m* x);

k #* (m #+ m #* x) = k #* (m #* suce(x)) |]

==> k #* m #* suce(x) = k #* (m #* suce(x))

val it = () : unit

> be trans 1;

Level 31 (1 subgoal)

[| k: nat; m : nat; n: nat {] ==> k #* m % n =k 4&* (m #* n)
L Ux. {| k: nat; m : nat; n: nat; x @ nat; k #% m % x = k #* (m 4% x);
k #% m 44 kA% m 45 x = k #F m #4 kP (0 H#F x)

k #* m -+ k #5 (m #* x) = k #* (m F4-- m#F x);

k #* (m #+ m #* %) = k #£* (m #* suce(x)) |]

e KO mofE kY m A = kA (R suce(x))

val it = () : uni$

> be trans I;

Level 32 (1 subgoal}

[| k: nat; m: nat; n: nat || ==> k #* m #*% n =k #* (m 4% n)
1. Ux, [| k: nat; m: nat; n: nat; x : nat; k #%F m #* x = k % (m 4% x);
KA m gk kA (A %) = kA% (m b m oA x);

k #% (m 4 m ¥ x) = Kk #F (m #F suce{x)) |]

==> k #* m - k #F (m #FF x) =k #F (m #F suce(x))

val it = () : unit

> be trans 1;

Level 33 (1 subgoal)

[l k: nat; m: nat; n: nat || ==> k % m 4% n = k #* (m #* n)
1M { k@ nat; m: nat; n:onat; xconab; k% m A5 x = k4 (m o ),
k% (m it m A x) = kA (m A suce(x)) |

smun> Yo (o m R x) = ko#* (m A suce(x))

val it = () : unit

> ba l;

Level 34

| k@ nat; m: nat; n: nat {] ==> k #* m #* n =k #* (m #* n)
No subgoals!

val it = () : unit

A.3 Simplificagao

A.3.1 FOL_ss

O conteddo do conjunto de simplificacio da teoria FOL, como foi referido na secgao
2.4, pode ser visto se se digitar o seguinte comando

print_ss FOL_ss;
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Este conjunto contém regras de simplificacio, procedimentos de simplificagédo e con-
gruéncias, como se pode ver de seguida.

simplification rules:

"(True ==> PROP 7P) == PROP 7P"
"(7P1 & 7Q1) & 7R1 == 7P1 & ?7Q1 & 7R1"
"(7P1 —> 7Q) & (TTP1 —> 7Q) == 1Q"
1Pl & 7P1 == False"

"7P1 & 7P1 & 7Q1 == 7P1 & 7Q1"
"TP1 & “7P1 == False"

"7Q & 7Q == Q"

"7P1 & False == False"

176 & Thig==10"

"False & 7P1 == False"

e & 16 ===10"

R0 =5 Q) s PO
"?7P1 —> T7P1 == ~7P1"
"7P1 —> 7P1 == True"
"?7P1 —> False == ~7P1"

"?P1 —> True == True"

"False —> 7P1 == True"

"True —> 7Q == 7Q"

IR 2 IO == {P] «25 RO
"7P1l <-> 7P1 == True"

""P1 <-> False == ~7P1"
Q<=5 Thue =="7Q"
"False <-> 7P1 == ~7P1"

“Tege.enss 70 ==700"

"?al = ?al == True"

P =501 | TR == 7P1 <> "701. | IR
"(?P1|?Q1) | 7R1 == ?P1 | 7Q1 | 7R1"

HqPL | TPl =="Tke!

"2QL | (7Pl TR1) =="P1 = 701 | 7R1"

12R1. | AR | 20T ==="TP] | ‘TG

NP1 | “7P1 == Triie"

"7Q | 7Q == 7Q"

"?7Q | False == 7Q"

WIPL | Teue ==="Tige"

"False | 7Q == 7Q"

"True | 7P1 == True"

"ALL x. 7P1 | 7Q1(x) == ?P1 | (ALL x. ?7Q1(x))"
"ALL x. 7P1(x) | 7Q1 == (ALL x. ?P1(x)) | 7Q1"
"ALL x. 7P1 —> 7Ql(x) == ?P1 —> (ALL x. 7Q1(x))"
"ALL x. 7P1(x) —> 7Ql == (EX x. ?P1(x)) —> 7Q1"
"ALL x. 7P1 & 7Q1(x) == ?P1 & (ALL x. ?Ql(x))"
"ALL x. ?P1(x) & 7Q1 == (ALL x. ?P1(x)) & ?7Ql1"
"ALL x. 7t1 = x —> ?P1(x) == 7P1(7t1)"
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"ALL x. x = 71 —> ?P1(x) == 7P1(?t1)"

"ALL 3. 16 =101

'EX & Tl =x == Truc!

'EX %. TP1 - 7Ql(x) == TPl <> (EX x 7QL{x)"
"EX x. TP1(x) —> 7Ql == (ALL x. 7P1(x)) —> 7Q1"
"EX x. 7P1 | ?Ql(x) == 7P1 | (EX x. ?Q1(x))"
"EX x. 7P1(x) | 7Ql == (EX x. ?P1(x)) | 7Q1"
"EX x. 7P1 & 7Ql(x) == 7P1 & (EX x. 7Q1(x))"
"EX x. 7P1(x) & 7Ql == (EX x. 7P1(x)) & ?Q1"
MR, T mac s TPL(x) == 2EI(7E)"

"EX % = tl.& TP1(%) == 7PL(?t1)Y

VEX x. 3 = 741 == Trus"

EX %, 70 == Q"

P 2701) ==""7P1 | ~2Q1"

Pl =5701) =="1P1 & ~7¢11"

PTG ==""1P1 & T 101"

AL, ‘TP == EXix, TP L™

V= (EX. %, TPL(x)) == ALL%. ~IP1L{x)"

Il”"‘?Q SR ?Qll
"“False == True"
""True == False"

Y PROPTY) == FROP TV"

simplification procedures:

defined ALL:

ALL x. 7P(x)

defined EX:

EX x. 7P(x)

congruences:

I TP == P PP ==5 10 == 10} || ==5 =% () == TP =5 P"
val it = () : unit

A.3.2 ZF ss

Para se visualizar o contetido do conjunto de simplificacio da teoria ZF,
procede-se de forma andloga & do FOL, tendo em conta que, neste caso, o conjunto
de simplificacao ¢ designado por ZF _ss.

> print_ss ZF ss;

simplification rules:

"if False then 7al else 7y == 7y" []

"if True then ?y else 7bl == ?y" []

1(Irie ==> PROP 7P) == PROP 7P"

"ALL x:Collect(?A1, 7Q1). 7P1(x) == ALL x:?Al. ?Q1(x) —> 7P1(x)"
"ALL x:RepFun(?Al, 7f1). 7P1(x) == ALL y:?A1. 7P1(?7f1(y))"

"ALL x:cons(?al, ?B1). ?P1(x) == 7P1(%al) & (ALL x:?Bl. 7P1(x))"
"ALL x:Union(?Al). ?P1(x) == ALL y:?A1. ALL x:y. 7P1(x)"
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"ALL x:succ(?i1). 7P1(x) == ?P1(7i1) & (ALL x:%i1. 7P1(x))"

"ALL x:7Al. 7al = x —> TP1(x) == 7al : ?A1 —> ?P1(%al)"

"ALL x:7Al. x = 7al —> ?P1(x) == 7al : ?A1 —> ?P1(%al)"

"ALL x:7Al. 7P1 —> 7Ql(x) == 7P1 —> (ALL x:?A1. ?7Ql(x))"

"ALL x:7Al. 7P1 | 7Q1(x) == ?P1 | (ALL x:?7A1. ?7Q1(x))"

"ALL x:7Al. 7P1 & 7Q1(x) == (7A1 =0 | 7P1) & (ALL x:?A1. 7Q1(x))"
"ALL x:?Al. 7P1(x) —> 7Ql == (EX x:?Al. ?P1(x)) —> 7Q1"

"ALL x:7Al. 7P1(x) | 7Q1 == (ALL x:?Al. 7P1(x)) | 7Q1"

"ALL x:?7Al. 7P1(x) & ?Ql == (ALL x:?Al. ?P1(x)) & (?A1 = 0| 7Q1)"
"ALL x:?A1. ?7P1 == (EX x. x : 7A1) —> 7P1"

"ALL x:0. 7P1(x) == True"

"EX x:Collect(?A1, 7Q1). 7P1(x) == EX x:7A1. ?Q1(x) & 7P1(x)"
"EX x:RepFun(?Al, 7f1). 7P1(x) == EX y:?Al. 7P1(?f1(y))"

"EX x:cons(?al, 7B1). ?P1(x) == 7P1(?al) | (EX x:?B1. ?P1(x))"
"EX x:Union(?Al). 7P1(x) == EX y:?Al. EX x:y. ?P1(x)"

"EX x:suce(?il). 7P1(x) == ?P1(?il) | (EX x:%il. ?P1(x))"

"B AL Tal =x== 75l i TAL!

"EX x:?Al. 7al = x & 7P1(x) == 7al : 7A1 & 7P1(%al)"

"EX x:7Al. x = 7al & 7P1(x) == ?al : 7A1 & ?7P1(?al)"

"EX x:7Al. x = 7al == 7al : 7A1"

"EX x:7Al 7P1-> 7Q1(x) == ?A1 = 0 | 7P1 -> (EX x:7AL. ?Q1(x))"
"EX x:7Al. 7P1 | 7QL(x) == ?A1 "= 0 & ?7P1 | (EX x:?Al. ?7Q1(x))"
"EX x:7Al. 7P1 & 7Q1(x) == 7P1 & (EX x:?Al. 7Q1(x))"

"EX x:7Al. 7P1(x) -> 7Ql == (ALL x:?Al. ?P1(x)) —> Al "= 0 & ?Q1"
"EX x:?A1L. ?P1(x) | 7Ql == (EX x:7Al. 7P1(x)) | 7A1 ~= 0 & ?Q1"
"EX x:7Al. 7P1(x) & 7Q1 == (EX x:7Al. 7P1(x)) & 7Q1"

"EX x:7Al. 7P1 == (EX x. x: 7Al) & 7P1"

"EX %0, TP1{x):== False!

"{x: 7A1. 7Q1} == if ?Q1 then ?A1 else 0" []

Uixn U - TR (x) b= B [

"RepFun(cons(?al, 7B1), ?f1) == cons(?f1(?al), RepFun(?B1, ?f1))" []
"RepFun(succ(?il), ?f1) == cons(?f1(%i1), RepFun(?i1, ?f1))" [

xe e By} == | ]

"RepFun(0, ?f1) == 0" [/]

. 3z 0, TR1Gx y)} ==10" [}]

"(7P1 & 7Q1) & 7R1 == 7P1 & 7Ql & 7R1"

"(?P1 —> 7Q) & (T7P1 —> 7Q) == 7Q"

""7P1 & 7P1 == False"

"IP1 & TP1 & Q1 == P1 & Q1"

"7P1 & ~7P1 == False"

"7Q & 7Q == 7Q"

"7P1 & False == False"

QL2 Trme e 700

"False & 7P1 == False"

lrueds 10 == Q"

"y -0 ==7y" []

"0 - ?7A1 == 0" []
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B0 o Q) == Q"

7Pl > TPl == "7P1"

"P1l —> TPl == True"

"7P1 —> False == "7P1"

"IP1 —> True === True"

"False —> 7P == True"

"True ~> 7Q == 7Q"

"al: {x: 7ALl. ?P1(x)} == ?al: 7Al & 7P1(7al)"
"bl : {M1(x) . x: A1} == EX x:TAL bl = f1{x)"
"7c1 : Upair(7al, ?bl) == 7cl = %al | 7cl = 7h1"

"7al : cons(?al, TB1} == True"

"7al : cons{?hl, A1) == Tal = ?bl | 7al : 7A1"

"2cl 7A1- 7B === 70l TAL & el Tr 7B1Y

"¢l i TAl Int 7B1 == 7cl : TAL & 7cl : 7B1"

161 1 7A1 Un 7B1 == 7cl : 7A1 | 7el : 7B1"

1241 ; Pow(?B1) == 7Al <= ?B1"

19h1; (UN x:7A1. 7B1(x)) == EX x:2A1. 7b1 : 7B1(x)"
"7A1 : Union{?C1) == EX B:?Cl. TAl : B"

"1 suce(?i1) == True"

"7al 1 0 s Faise”

"7P1 > QL) <-> P> TRI e TP > 7QL <> TRIY
*(7P1 —> 7R1) <-> ?Ql ~> YR1 == (TPl <-> Q1) | TR1"
NP1 <-> T1Q1 == TPL <> TQL"

"IP1 <> 7P1 == True"

"TP1 <-> False == "TP1"

190} <> True == 2Q"

"False <-> 7Pl == "1PL"

"True <-> 7Q == 7Q"

"7A1 <= 7TAl == True"

") <= 7A1 == True"

"eons(Tal, 731) = (0 == False"
"suce(Tml) == suce(nl) == 7ml = ni"
"suce(nl) = 0 == False"

"?al = 7al == True"

"0 = cons(?a2, 7B2) === False" []

"0 = suce(7n2) == False" [

"2A1 Int O == 0" [

"O Int 7Al == 0" {]

"7y Un 0 == 7y" ||

"0 Un 7y == Ty" |]

"(7P1 > 7Q1) | 7R1 == 7P1 > 7Q1 | 7R1"
(7P1 | 7Q1) | 7R1 == 7P1 | 7Q1 | 7R1"
"TIP1 7Pl == True"

"9Q1 | (PP1 —> 7R1) == 7P1 -> 7Q1 | 7R1"
"IP1 ] IPL ] 7QL == TPT | 7QQL"

"7P1 | TPl == True"

"7Q [ 7Q == Q"
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"?Q | False == 7Q"

"7P1 | True == True"

"Ealee | 70) =="TQ"

*Trae | 7Pl == True"

"ALL x. 7P1 | 7Q1(x) == 7P1 | (ALL x. ?Q1(x))"
"ALL x. 7P1(x) | 7Q1 == (ALL x. 7P1(x)) | 7Q1"
"ALL x. 7P1 -> 7Ql(x) == 7P1 -> (ALL x. ?Q1(x))"
"ALL x. 7P1(x) —> 7Ql == (EX x. 7P1(x)) —> ?Q1"
"ALL x. 7P1 & 7Q1(x) == ?P1 & (ALL x. 7Q1(x))"
"ALL x. 7P1(x) & 7Q1 == (ALL x. ?P1(x)) & ?Q1"
"ALL x. 7t1 = x —> 7P1(x) == ?P1(7t1)"

"ALL x, x = %1 —> 7P1(x) == 7P1(7t1)"

TALL %, 1Q==10"

TEX s il =% =="Trije"

"EX x. 7P1 -> 7Q1(x) == ?P1 > (EX x. ?7QL(x))"
"EX x. 7P1(x) > 7Ql == (ALL x. 7P1(x)) —> ?7Q1"
"EX x. 7P1 | 7Q1(x) == 7P1 | (EX x. 7Q1(x))"

"EX x. 7P1(x) | 7Q1 == (EX x. ?P1(x)) | 7Q1"

"EX x. 7P1 & 7Q1(x) == 7P1 & (EX x. 7Q1(x))"
"EX x. 7P1(x) & 7Q1 == (EX x. 7P1(x)) & ?Q1"
VEX % 76l =% & TPl{x] == TPLFEL"

"EX x. x = 71 & ?P1(x) == 7P1(?¢1)"

"EX x. x = 7t1 == True"

VEXK . ) == 7O

"INT x:?C1. ?A1 Un ?B1(x) =—

if 7C1 = 0 then 0 else 7A1 Un (INT x:?C1. ?B1(x))"
]

"INT x:2C1. cons(?al, 7B1(x)) ==

if 7C1 = 0 then 0 else cons(?al, INT x:?C1. ?B1(x))"
]

"INT x:7C1. ?7Al - 7B1(x) ==

if 7C1 = 0 then 0 else ?Al - (UN x:?C1. ?B1(x))"

[]

"INT x:?7C1. 7A1 Int ?B1(x) == ?Al Int (INT x:?C1. ?B1(x))" []
"INT x:?C1. ?A1(x) Un 7Bl ==

if 7C1 = 0 then 0 else (INT x:?C1. ?A1(x)) Un ?B1"
(]

"INT x:7CL. 7A1(x) - 7B1 == (INT x:?C1. ?Al1(x)) - 7B1" []
"INT x:7Cl. ?7A1(x) Int ?B1 == (INT x:?CL. ?A1(x)) Int ?B1" []
Inter({7y}) == 7y" []

""(ALL x:7Al. 7P1(x)) == EX x:?Al. ~7P1(x)"
""(EX x:7Al. 7P1(x)) == ALL x:7A1. ~7P1(x)"
ORI TG === =2P1 | SHO1Y

IP1 < 1Q1) =="7P1 & “7Q1"

PREPL | 2QL) == "1PL.& “7Q1"

""(ALL x. 7P1(x)) == EX x. ~“7P1(x)"

""(EX x. TP1(x)) == ALL x. ~7P1(x)"
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N==20) == Q"
""False == True"
"True == False"

"THE x. 7y == x === Ty" ]

"THE x. x == Ty == Ty" ]

"UN x:ReplFun(?Al, 7f1). 7Bl(x) == UN a:7Al. 7B1(?f1(a))" []
NUN 2 UN x7AL. 7B1(x). 7CL{z) == UN x:?Al. UN %:"B1(x). 7C1{z)" [
"UN x:Union(?A1). 7B1(x) == UN y:7Al. UN xy. 7B1(x)" []
"UN x:?7C1. TA’] - "Bl{x) ==

if 2C1 == 0 then 0 else 7A’1 - (INT x:7C1. 7B1(x))"

1

TON x:7CL 2A1(x) - 7B'1 == (UN x:7CL. 2AL(x)) - 731" []
"UN x:?CL 7A'1 Int 7B1(x) == 74’1 Int (UN x:7C1. 7B1())" |]
WUN x:7C1. ?A1(x) Int 78’1 == (UN x:7C1. 7A1(x)) Int 713°1" [
UN x:7C1. 2A°1 Un 7B1(x) ==

if 2C1 = 0 then 0 else 7A’1 Un (UN x:?C1. "Bi(x))"

i

if 7C1 = 0 then 0 else (UN x:?C1. 7Al(x)) Un ?B’L"
A

"UN x:7C1. cons(?al, 7B1(x)) ===

if 7C1 = 0 then 0 else cons(?al, UN x:?CL. 7B1(x))"
A

"Union(cons(?bl, 7A1)) == 7bl Un Union(?AL)" []
"Union(0) == 0" []

"(Ix. PROP ?V) == PROP 7V"

simplification procedures:

defined ALL:

ALL x. 7P(x)

defined BALL:

ALL x:7A. 7P(x) —> 7Q(x)

defined BEX:

EX x:7A. TP(x) & 7Q(x)

defined EX:

EX x. 7P(x)

congruences:

P == TP P = 1Q == 7Q) || ==> TP -> 1Q == TP’ -> 7Q""
"I7A == A% k. x 1 TAT == TP(x) == TP(x) |]
==> ALL x:7A. TP(x) === ALL x:7A’. 7TP’(x)"

M 7A == A% k. x 1 7A7 ==> TP(x) == TP’(x) ||
==> EX x:7A. 7P({x) == EX x:7A’. 7P’(x)"

MIPA == 7By lxy. x: IB ==> P(x, y) == TQ(x, y) |]
==> Replace(?A, 7P) == Replace(?B, 7Q)"

1| 7A == 7B; x. x 1 IB ==> {x) == 7g(x) |]
==> RepFun(?A, 7f) == RepFun(?B, 7g)"

M| 7A == 7B; Ix. x : B ==> TP(x) == 1Q(x) ||
==> {x: TA . TP(x)} == {3 7B . WQ(x)}"
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"7P == 7Q ==> if 7P then 7x else 7y == if 7Q then 7x else ?y"
val it = () : unit
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