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Resumo

O objetivo principal desta dissertagao é fazer uma introdugao a teoria espectral
de grafos. Abordaremos algumas propriedades dos grafos, nomeadamente o
polinémio caracteristico, os valores e vetores proprios de matrizes associadas
aos grafos. Nesta dissertacao iremos dar mais relevincia & matriz de adjacéncia
e & matriz laplaciana, fazendo uma andlise de alguns tipos especificos de grafos
e dos respetivos espectros. Iremos estudar o conceito de energia de um grafo e
de medidas de centralidade associadas aos grafos e aos seus conceitos inerentes.

Serao apresentadas duas aplicagoes no decorrer da dissertagao, uma referente
a Quimica e ao carbono quaterndrio, com o objetivo de descobrir se o carbono
quaterndrio existe ou nao na molécula em estudo e, outra referente as medidas
de centralidade em que serd feito a andlise do jogo de futebol “Portugal vs
Franca” a contar para a final do Europeu de 2016, com o intuito de descobrir as

performances dos jogadores.

Palavras-chave: energia de um grafo, espectro de um grafo, grafo, matriz
de adjacéncia, matriz laplaciana, medidas de centralidade.
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Abstract

The main purpose of this dissertation is to make an introduction to the spectral
graph theory. We will study some properties of graphs, namely the characteristic
polynomial, the eigenvalues and the eigenvectors specific to matrices associated
with graphs. In this dissertation, we will give more importance to the adjacency
matrix and to the Laplacian matrix and we will do an analysis of some specific
types of graphs and their respective spectra. We will study the energy of a graph
and the measures of centrality associated to graphs and their inherent concepts.

Two practical applications will be presented throughout the dissertation, one
related to chemistry and quaternary carbon, in order to find out whether or
not the quaternary carbon exists in the molecule under study, and another one
related to the centrality measures in which the analysis of the football match
“Portugal versus France”, that defined the European Champion of 2016 will be
done, with the objective of sorting out the performances of the players on the
field.

Key-words: adjacency matrix, centrality measures, energy of a graph,
graph, laplacian matrix, spectrum of a graph.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria dos grafos é um ramo da Matemdtica que trabalha com estruturas
denominadas de grafos. A literatura afirma que a teoria dos grafos comecou
a ser estudada em 1736 pelo matemético Leonhard Euler quando resolveu o
problema das sete pontes de Konigsberg. Um grafo G pode ser representado
graficamente, onde os vértices sao geralmente representados por pontos e as
arestas por ligacoes entre esses pontos. Também é possivel representar um grafo
na forma matricial, existindo propriedades de matrizes associadas a cada grafo.
Neste trabalho vamos abordar trés matrizes diferentes que podem representar
um grafo, sao elas: a matriz de adjacéncia, a matriz de incidéncia e a matriz
de Laplace. E de realcar que as matrizes de adjacéncia e de Laplace, além
de representarem grafos, sao muito utilizadas no estudo da teoria espectral de
grafos.

A teoria espectral de grafos teve o seu grande desenvolvimento apds a tese de
Doutoramento de Cvetkovi¢ [17], em 1971, e relaciona propriedades algébricas do
espectro de certas matrizes associadas a um determinado grafo e as propriedades
estruturais nele presentes. O espectro de uma matriz é o conjunto de valores
préprios dessa matriz. Neste trabalho vamos focar-nos no espectro da matriz
de adjacéncia e no espectro da matriz laplaciana, ou seja, no fundo o objetivo é
relacionar propriedades entre o grafo e o seu espectro. Como exemplo, temos o
segundo menor valor préprio de uma matriz laplaciana que desempenha um papel
relevante na teoria espectral, pois esse valor préoprio é chamado de conectividade
algébrica e sempre que esse valor for positivo entao o grafo serd conexo.

A energia de um grafo foi estudada pela primeira vez por Ivan Gutman [38] em
1978 e é a soma dos valores absolutos dos valores préprios do grafo em estudo.
Nesta dissertacao faremos uma breve abordagem sobre a energia adjacente e



a energia laplaciana de um grafo e apresentaremos uma aplicacao onde, uma
arvore quimica é um grafo molecular que representa a constituicao de um isémero
de alcano, com o intuito de descobrir se existe ou nao carbono quaterndrio na
molécula em estudo.

A centralidade é um conceito muito utilizado em teoria dos grafos e na
andlise de redes e, foi introduzido por Bavelas [3] em 1948. E definida como
uma medida que avalia a importancia de um vértice num grafo e, para tal, sao
analisados vdrios aspetos, entre os quais o de conseguir comunicar diretamente
com muitos outros vértices, o de estar préximo de muitos outros vértices e o de
existirem muitos pares de vértices que precisam de i (ou conseguem usar i) como
intermedidrio nas suas comunicacoes.

Existem vdarias medidas de centralidade. Neste trabalho vamos estudar
as medidas mais basicas (centralidade de grau, centralidade de proximidade
e centralidade de intermediacao) e as medidas baseadas na teoria espectral
(centralidade de vetor préprio e centralidade via conectividade algébrica). Com
base nestas medidas iremos mostrar como a teoria dos grafos e a andlise de
redes podem ser usadas para uma andlise de informacao estatistica de equipas
de Futebol, nomeadamente da selecao Portuguesa e medir a performance dessa
equipa e dos jogadores que a compoem.

O presente trabalho tem como objetivo, estudar as propriedades dos grafos
de modo a poder utilizar essas propriedades na teoria espectral e depois dar uso
da mesma nas medidas de centralidade.

Em virtude do que foi mencionado, esta dissertacao conta com sete capitulos,
cinco destinados ao desenvolvimento da dissertacao, um destinado & introducao
e outro direcionado a conclusao. O capitulo dois aborda a teoria dos grafos e
aponta os seus conceitos basicos. J4d no capitulo trés é feito uma breve introdugao
a algebra linear que vird a ser importante no decorrer da dissertacao. O capitulo
quatro é destinado ao estudo das matrizes de adjacéncia, incidéncia e de Laplace.
Dentro do capitulo cinco é estudado o espectro de alguns tipos de grafos e a
energia de um grafo. Por fim, no capitulo seis é feito uma andlise de como
as medidas de centralidade se relacionam com os grafos e é apresentada uma
aplicacao.



Capitulo 2

Teoria dos grafos

2.1 Introducao

A teoria dos grafos estabelece a relacao entre um objeto e um determinado
conjunto. Neste capitulo apresenta-se a terminologia bdsica, utilizada na teoria
dos grafos, com exemplos elucidativos assim como teoremas, proposicoes e
algumas observagoes que julgamos indispensédveis & compreensao do texto. Ao
leitor interessado recomendamos as referéncias [9], [12], [14], [18], [27], [37] e [41]

de onde nos baseamos para desenvolver este capitulo.

2.2 Alguns conceitos basicos

Os conceitos de grafo, multigrafo, grafos isomorfos e grafo dual sao nogoes bésicas
para a introducao a teoria espectral de um grafo.

Definicao 2.1 Um grafo G é uma estrutura composta por dois tipos de objetos:
V(G) ouV que representa um conjunto finito de elementos chamados vértices (ou
nodos) e por E(G) ou E que designa o conjunto dos pares de vértices chamados
de arestas. Denotamos por G = (V| E) o grafo que tem o conjunto de vértices V.
e o conjunto de arestas E. O nimero n de vértices do conjunto V é chamado
ordem do grafo G.

Seja G um grafo qualquer, denotamos por |V| o nimero de vértices do grafo
G, e por |E| o nimero de arestas.

Definicao 2.2 Um grafo é simples se nao existir mais do que uma aresta a unir
dots quaisquer vértices, nem existirem loops, isto é, arestas da forma xx, tal que,
u=A{z,z}.



Os vértices de um grafo sao habitualmente representados por pontos e as
arestas por ligacoes entre esses pontos, conforme exibido na Figura 2.1.

[l
[¥X)

I
Ln
i

Figura 2.1: Grafo simples G

Definigao 2.3 Num grafo G dizemos que x ey sdo vértices adjacentes se existir
uma aresta u que os une, ou seja, u = {x,y}, (ou u = zy, ou apenas ry). O
grau de um vértice x é o numero de arestas incidentes em x e representa-se por

deg(x).

Definigao 2.4 Para cada grafo G, associamos uma sequéncia de nimeros que
corresponde a lista dos graus dos vértices por ordem decrescente. Esta sequéncia
¢ chamada de grau sequéncia de G.

Teorema 2.5 Num grafo G a soma do grau dos vértices é igual ao dobro do
numero de arestas, ou seja,

n

>_ deg(v;) = 2|E].

i=1
Proposigao 2.6 Dado um grafo G, a soma do grau de todos os seus vértices é
um numero par. Temos ainda que o numero de vértices de G com grau impar é
um nUmero par.

Definicao 2.7 Dizemos que um grafo G é um multigrafo, quando um par de
vértices forma mais do que uma aresta, isto €, quando existem pelo menos duas
arestas que tém os mesmos nodos. Num multigrafo G = (V| E), E representa
um multiconjunto de pares nao ordenados de vértices. A multiplicidade de uma
aresta u = {x,y} é o nimero de vezes que ela ocorre em E.



Exemplo 2.8 Seja W o grafo representado na Figura 2.2.

Figura 2.2: Grafo W

Podemos ver que:

1. deg(1) =
deg(7)

deg(2) = 3, deg(3) = 4, deg(4) = 3, deg(5) = 3, deg(6) = 3,

3,
3, deg(8) = 0;

2. O grau sequéncia de W ¢é (4,3,3,3,3,3,3,0);
8
3. Y deg(x) =2|E|=2x11=22;
=1
4. Fxistem 6 vértices de grau impar;

Observacgao 2.9 Alguns autores consideram que nos multigrafos sao permitidos
loops, transformando um vértice adjacente em si proprio. Qutros autores, por
sua vez, ddo o nome de pseudografo aos grafos que possuem loops.

Exemplo 2.10 Seja G o grafo representado na Figura 2.3, constituido por 6
vértices e 7 arestas.

Figura 2.3: Multigrafo GG

5



Podemos afirmar que:

1. Este grafo é designado por G = (V, E), onde V ={1,2,3,4,5,6}, ou seja
V| =6 e E ={e1,eq,e3,€e4,€5,€6,€7}, isto é |E| =T7;

2. Uma vez que o grafo tem 6 vértices podemos concluir que o grafo é de
ordem 6;

3. O vértice 1 e o vértice 2 estao ligados através da aresta es, portanto é certo
dizer que o vértice 1 é adjacente ao vértice 2.

4. Os vértices 1 e 5 estao ligados através de duas arestas, e; e es; desta
forma consideramos que os vértices 1 e 5 sdo adjacentes e estao ligados
por arestas maltiplas, ou seja, o grafo G é um multigrafo.

5. O vértice 6 liga-se a si proprio, através da aresta er; assim, designamos a
aresta e7 de loop.

Definigao 2.11 Um caminho designa-se por P, e é uma sequéncia de
vértices e arestas do grafo, tal que, o0s wvértices e as arestas sao
adjacentes. Se o caminho for aberto entdo trata-se de um grafo simples com
V| =|E|+1 em que n > 2 é o mimero de vértices. Se os vértices inicial e final
de um caminho coincidirem temos um caminho fechado. O comprimento de um
caminho é o nimero de arestas que o compoem.

Na Figura 2.4 temos dois grafos caminhos (P e Py).

3 4

L @ &

1 2 3 1 2
P P,

L7

]

Figura 2.4: Grafo caminho aberto P3 e grafo caminho fechado Py

Podemos observar que P; tem comprimento 2 e P, tem comprimento 4.

Definicao 2.12 Um grafo diz-se conexo se existir sempre um caminho que une
dois quaisquer vértices. Caso contrario, diz-se que o grafo é mao conexo (ou
desconexo).



Exemplo 2.13 Consideremos o grafo da Figura 2.5:

L r— i 1

A
4 / \
5 7
H
Figura 2.5: Grafo F' conexo e grafo H desconexo

Podemos observar que no grafo F temos um caminho possivel para quaisquer
dois vértices, no entanto, o mesmo nao acontece com o grafo H, pois nao existe,
por exemplo, um caminho que una o vértice 1 ao vértice 5.

Observagao 2.14 Se o grafo for orientado, ao caminho chamamos caminho

oritentado ou caminho direto.
Definigao 2.15 Um ciclo é um caminho fechado.

Definicao 2.16 Dizemos que dois grafos G e H sao isomorfos e denotamos por
G = H se existir um isomorfismo entre o conjunto dos vértices de G e H, isto é,
se existir uma correspondéncia bijetiva entre G e H, tal que preserva a adjacéncia

dos vértices.

Na Figura 2.6 temos um exemplo de dois grafos isomorfos G e H, onde o

isomorfismo é dado pela seguinte bije¢ao:

G: 14 13 25 24 31 35 41 42
T
H: cb cd ae ab de de be ba

Existe portanto uma correspondéncia entre os grafos G e H

1 2 3 4 5

c a d b e

ou seja, os grafos G e H sao isomorfos.

7



3 d

G H
Figura 2.6: Grafos G e H isomorfos

Definigao 2.17 Seja G um grafo simples, o seu complementar designa-se por
G e contém todas as ligacdes que ndo estio em G.

4 4

1 3 1 @ l LE
2 2
G G

Figura 2.7: Grafo G e o seu complementar G

Definicao 2.18 Um grafo planar é um grafo onde existe pelo menos uma
representacao grafica no plano sem o cruzamento de arestas.

Segue-se um exemplo de um grafo nao planar e de um grafo planar.

1 2 1
3 3
5 5
4 4
D2

D1

Figura 2.8: Grafo D; nao planar e grafo Dy planar.
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Definigao 2.19 Dado um grafo planar G, o seu dual denotado por G' é obtido
ao inserir um vértice em cada superficie de G e uma aresta para cada duas
superficies adjacentes em G.

G Gel G’

Figura 2.9: Grafo G e o seu dual G

Definicao 2.20 H diz-se um subgrafo de G se V(H) C V(G) e E(H) C E(G).
Se V(H) =V(G) entio H é um subgrafo gerador de G.

1 2 3 1
& o
L
5 z
G

Figura 2.10: Grafo G e um subgrafo gerador de G denotado por H

Definigao 2.21 Um grafo direcionado ou orientado é um grafo onde é definido
um sentido nas arestas. Um grafo nao direcionado é um grafo em que ndao
existem restrigoes quanto a diregio a tomar.

Graficamente, esses grafos poderao ter o seguinte aspeto:

Figura 2.11: Grafo G nao direcionado e grafo H direcionado
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Defini¢ao 2.22 Dados dois grafos G1 = (V1, E1) e Go = (Va, Es), a sua unido
é o grafo Gy UGy = (V1 UV, By U Es).

2 3 g 2 3 g 2 3 i
1 5 1 5 1 B 5
Gy Gz GG,

Figura 2.12: Uniao do grafo G; com o grafo G,

Definicao 2.23 A excentricidade de um vértice v, designa-se por £(v) e é a
maior distancia' entre v e todos os outros vértices.

Definicao 2.24 O raio de um grafo G é a excentricidade minima dos vértices
de G e designa-se por r(G), ou seja, 7(G) = mine(v).

Definicao 2.25 O didmetro de um grafo G é a excentridade mdzima dos vértices
de G e designa-se por diam(G), ou seja, diam(G) = maxe(v). Quando G é um
grafo desconexo escrevemos diam(G) = oo.

Apés a introducao de algumas nocoes basicas de grafos apresentamos em
seguida vérios tipos de grafos.

2.3 Tipos de grafos

e Grafo completo: ¢ um grafo simples de ordem n, onde cada par de

vértices distintos forma uma aresta e cada vértice é adjacente a todos os

n(n—1)
2

outros vértices. Um grafo completo de ordem n tem arestas e é

designado por K,.

LA distancia entre dois vértices é o comprimento do caminho mais curto entre esses dois
vértices.

10



Seguem-se alguns exemplos de grafos completos:

[ ] @
1 2 1 3
K- K Ki

s ol
[
L

[

Figura 2.13: Grafos completos K,

e Grafo regular de grau r ou r-regular: é um grafo em que os seus

vértices tém o mesmo grau 7.

Na Figura 2.14 seguem-se alguns exemplos de grafos regulares.

2 2 4
@ [ W— A [ I
1 1 2 1 3 i 3

) 2 X3 Xa Xa

£

Figura 2.14: Grafos regulares X,

e Grafo ciclico: é um grafo simples onde o nimero de vértices é igual ao
nimero de arestas e os vértices tem todos grau 2, ou seja cada vértice
tem exatamente duas arestas incidentes nele, designaremos por C,, o grafo

ciclico com n vértices, onde n > 3.

Na Figura 2.15 temos vérios exemplos de grafos ciclicos.

-
w
=
ra
-
n

3 Cy C

o

Figura 2.15: Grafos ciclicos C),
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e Grafos roda: sao obtidos através dos grafos ciclicos adicionando mais um
vértice, designado por vértice centro, e ligando-o a todos os outros vértices
do grafo. Tais grafos designam-se por W,,, onde n é o niimero de vértices,
com n > 4. Temos ainda que W, tem 2(n — 1) arestas, o vértice centro

tem grau n — 1 e os restantes vértices tém grau 3.

Seguem-se dois exemplos de grafos roda, W, com 4 vértices e W5 com 5

vértices.

Wy Wj

Figura 2.16: Grafos roda W,

e Grafo nulo: é um grafo sem arestas e designa-se por N,, em que n

representa o nimero de vértices.

Seguem-se exemplos de grafos nulos:

-

S

]
ra i
. |
w i

ks

N N

L]

Figura 2.17: Grafos Nulos N,

e Grafo bipartido G: ¢ um grafo cujo conjunto dos vértices V' pode ser
separado em dois subconjuntos U e W, tal que cada aresta de G tem um

vértice em U e outro em W.
Num grafo bipartido nao existem loops nem arestas multiplas.
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e Grafo bipartido completo: ¢é um grafo onde cada vértice de um
subconjunto estd ligado a todos os vértices do outro subconjunto. Um
grafo bipartido completo que contenha m vértices num subconjunto e n
vértices no outro subconjunto ¢ designado por K, ,,.

Em seguida apresentamos um exemplo de um grafo bipartido e de um grafo
bipartido completo, respetivamente.

1 i 3 1 2
7 = 5 & 5 4 3
G K>3

Figura 2.18: Grafo G bipartido com U = {1,2,3} e W = {4,5,6,7} e grafo K3
bipartido completo com U = {1,2} e W = {3,4,5}

e Arvore: é um grafo conexo que nao possui ciclos. A uma colecao de
arvores chamamos floresta.

| I

]
q
Figura 2.19: Arvore G

Observacao 2.26 Um grafo G conexo com n vértices é uma drvore, se € SO se,
tiver n — 1 arestas.

Definicao 2.27 Seja G um grafo conexo. Designa-se por drvore gerada (ou
drvore suporte) todo o subgrafo de G que é uma drvore e que contém todos os
vértices de G.
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- 2 2 2
A L. /\ ._\
3 3 1 3 1 3 1 3

i i, Ga A

Figura 2.20: Grafo GG e as suas arvores geradas G, Gs e G3

Definicao 2.28 Um grafo ponderado ou pesado é um grafo que atribui a cada
aresta um niumero, designado habitualmente por peso.

Definicao 2.29 Seja G um grafo conexro e ponderado com mn vértices.
Chamamos matriz dos pesos do grafo G a matriz, de ordem n, P(G), cujas
entradas sao definidas por:

p.o_ ) Wi se {vi,v;} e E
] L.
0, caso contrario

onde w;j (i,j =1,....,n) é o peso da aresta que une o vértice i ao vértice j.

Observagao 2.30 A matriz referida na definicio 2.26 é sempre uma matriz

simétrica.

Exemplo 2.31 Seja G o grafo da Figura 2.21:

Figura 2.21: Grafo G ponderado

entdo, a matriz dos pesos P(G) é:

04 2 1
4010
PG =1y 1 ¢ 5
1050
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Capitulo 3

Algebra linear

3.1 Introducao

Neste capitulo serao apresentadas algumas nocoes bdsicas de dlgebra linear,
nomeadamente as definicoes de matriz, determinante de uma matriz, valores
proprios, vetores proprios e polinémio caracteristico. Os conceitos deste capitulo
podem ser encontrados em [5], [28], [30], [35] e [46].

3.2 Alguns conceitos basicos

A matriz A é uma tabela de m X n nimeros/simbolos dispostos em m linhas e
n colunas, como ilustrado em (3.1). Dizemos que a;; é a entrada ou o elemento
presente na linha 7 e na coluna j da matriz A.

11 Qa2 -+ Q1p
Q21 Q22 -+ Q2p

A= . (3.1)
am1 Am2 Amn

Uma matriz diagonal consiste numa matriz em que os elementos que estao
fora da diagonal principal sao iguais a zero. Uma matriz que sé possui uma
linha é denominada matriz linha, e uma matriz que sé possui uma coluna é
denominada matriz coluna. Um exemplo de cada uma destas matrizes pode ser
visto, respetivamente, nas matrizes B, C' e D seguintes. As matrizes linha e as
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matrizes coluna sao chamadas de vetores.

340 0 0 55
p- |V 700 C:[37116} p=|?
0 0 23 0 7
000 5 21

3.2.1 Matrizes

Igualdade de matrizes

Duas matrizes A e B sao iguais quando ambas tém o mesmo nimero de
linhas e o mesmo nimero de colunas e exatamente as mesmas entradas, isto é,
A = (a;j) é igual a B = (b;;) se, e s6 se, tanto A como B s@o matrizes m x n
onde a;; = b;; para cada entrada de escalares nas duas matrizes.

A=DBse esése, a;; =b;;, Vi=1,2,...m; e j=12,...,n

Adigao de matrizes

Duas matrizes m X n, podem ser adicionadas de uma forma natural para
formar uma nova matriz. Assim, se A = (a;;) e B = (b;;) sdo duas matrizes
m X n, a soma de A+ B é uma matriz cujas entradas da linha i e da coluna j
sao a soma das entradas que estao nestas posigoes em A e em B, ou seja,

A+ B = (a;; + by)

Exemplo 3.1 Considere as matrizes

-9 1 5 3 4 -6
A=12 3 -7 B=1|15 2
-2 5 4 5 0 =8

Uma vez que A e B sao ambas matrizes 3 X 3 entdao a soma dessas matrizes
existe e é a sequinte:

-9+3 1+4 5-6 -6 5 —1
A+B=|2+1 345 —-74+2| =3 8 =5
—2+5 5+0 4-8 3 5 —4

Observacgao 3.2 A adicio de matrizes sé pode ser usada quando o nimero de
linhas e de colunas é o mesmo para todas as matrizes.
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Produto de matrizes

Sejam A e B duas matrizes

aipx Q2 -+ QAip b1 b - blk

Q21 Q22 -+ Q2 bai by -+ by
A= B =

am1 Qm2 - Amn bnl bn2 o bnk

onde A é uma matriz m x n e B é uma matriz n X k. Entao o produto da matriz
A com a matriz B resulta na matriz m x k

C11  Ci2 Cik

Co1  Ca2 Cok,
AB = _

Cml Cm2 *°° Cmk

A entrada c;; na linha 7, coluna j deste produto de matrizes é a soma do
produto correspondente as entradas da linha ¢ da matriz A com a coluna j da
matriz B. Assim,

Cij = ainbij + aigby; + ... + ainby;

Exemplo 3.3 Seja A = 293 e B= L entao,
1 -7 4 5

2 3 1 4 2% 14+3x4 2% 44+3x%5
AB = X —
1 -7 " |4 5 Ix14(=7)x4 1x4+(=7)x5
~[15 23
|27 31

Multiplicagao por um escalar

A multiplicacao de uma matriz A = (a;;)mxn por um escalar (um niimero) A é
obtida multiplicando-se cada elemento de A pelo escalar A, ou seja, AA = A(a;;).

6
-8 3

—2x6 —2x1| |-12 -2
—2x(-8) —2x3| |16 -6

17

Exemplo 3.4 Considere a matriz A =

] e o escalar A = —2. Assim,

M= -2A=




Matriz quadrada

Uma matriz é dita quadrada se tem o mesmo niimero de linhas e colunas, ou
seja, quando podemos dizer que m tem a mesma quantidade de elementos que
n. Numa matriz quadrada A de ordem n, a diagonal principal é formada pelos
elementos a; ; tais que 7 = j, para 1 < i < n. No exemplo abaixo, a diagonal
principal da matriz quadrada A é formada pelos seguintes elementos: 1, 1 e 4.

1
A=13
2

S = Ot
~ =

Matriz identidade

Uma matriz quadrada de ordem n é denominada matriz identidade, I,, ou (1),
quando os elementos da sua diagonal principal sao iguais a 1 e os demais iguais
a 0. O trago de uma matriz identidade é igual a sua ordem, ou seja, tr([,) = n.

Observagao 3.5 Chamamos de traco de uma matriz quadrada de A, denotado
por tr(A), a soma dos elementos da sua diagonal principal.

Matriz transposta

Seja A uma matriz m x n, trocando as linhas de A pelas colunas de A obtemos
a chamada matriz transposta de A. Por exemplo, a transposta da matriz

4 -3 2
A=10 1 3
3 2 -1
é
4 0 3
AT =1-3 1 2
2 3 -1

Observe que as linhas da matriz A7 sdo precisamente as colunas da matriz

18



Matriz inversa

Uma matriz quadrada A é dita invertivel quando existe outra matriz denotada
por A~1, tal que

AxAT=T=A"1xA,

onde I é a matriz identidade.

Exemplo 3.6 Considere a matriz A =

2 k

s e seja AL = |1 ha , entdo
15 ko1 ko2

2 3| [kn kel [1 0]

X = <~

[1 5] [kgl kgg] [0 1
[to
o1

A igualdade das matrizes anteriores pode ser representada pelo sequinte
sistema linear:

2]€11 + 3]{721 2]{712 + 3]{722
kll + 5k’21 ]{712 + 5k22

2]{711 + 3]€21 =1
2]{Z12 + 3]622 =0

- . -
kig + Bkoy =1 kis =1 — Bkoy
—10ky; 4 3ka =1 ko1 = —1
_ _ 2
2 — 10kgy 4+ 3ko2 =0 - koo = Z
. ki =32
kg =—3
5 _3 1 5 _3
Como 3] [ 8 27] = [ 0] = [ n 27] [ 3] temos que a inversa
1oz 01| |-L 2|15
77 77
de A é

Matriz diagonalizavel

Uma matriz quadrada A é dita diagonalizdvel se existir uma matriz invertivel
P tal que P~'AP é uma matriz diagonal. Dizemos que P diagonaliza A.
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3.2.2 Determinantes

Um determinante é uma funcao matricial que associa a cada matriz quadrada
um escalar. Esta funcao permite saber se a matriz tem ou nao inversa, pois
as que nao tém sao precisamente aquelas cujo determinante é igual a 0. O
determinante de uma matriz A representa-se por det(A) (ou |A]).

Determinante de uma matriz de ordem 1

O determinante de uma matriz A = [all} de primeira ordem, é o préprio

nimero que origina a matriz, ou seja, det(A) = aq;.

Determinante de uma matriz de ordem 2

O determinante de uma matriz de ordem 2 é a diferenca entre o produto dos
termos da diagonal principal e o produto dos termos da diagonal secundéria.
Temos entao que,

d ain ai2|
et = 110922 — A12021.
A21 Aa22

2 5
Por exemplo, o determinante da matriz A = [ 1] ¢ dado por

2x(-1)—4x5=-22.

Determinante de uma matriz de ordem 3

O determinante de uma matriz de terceira ordem pode ser calculado
utilizando a regra de Sarrus, que resulta do seguinte célculo:

aix a2 Q13
det |aor agy ass| = (a11022a33 + 12023031 + a13a21a32) —
a31 32 33

(@12a21a33 + a11023a32 + A13022037 ).

— W
D

1 1
Por exemplo, o determinante da matriz A= | 2 1
-1 2

1 1
det(A) =det | 2 1 3| =(1+(=3)+16) — (2+6+ (—4)) = 10.
2

-1

— W
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Determinante de uma matriz de ordem maior ou igual a 4

Teorema 3.7 (Laplace) O determinante de uma matriz de ordem superior a
3 € calculado pelo teorema de Laplace, que ilustra o sequinte:

det(A) = Y (=1)"7 x a;; x det(A_;_;)
=1

ou
n

det(A) = ) (1) x a; x det(A_;_;),
j=1
onde n diz respeito ao numero de linhas da matriz, i é a posicao em relacao
as linhas enquanto que j é a posi¢io em relagdo as colunas e o det(A_,_;) € o
determinante da matriz A apds ser removida a linha i e a coluna j.

Observagao 3.8 O somatdrio anterior, ou depende das colunas em relagdo a
uma linha i escolhida, ou depende das linhas em relagao a uma coluna j escolhida,
portanto, devemos selecionar a linha ou a coluna com maior quantidade de zeros
de forma a facilitar os cdlculos.

Por exemplo, para o determinante da matriz A,

1 -2 0 3
e 2 0 2 3
3 1 -1
1 1 0 2

de ordem 4, escolhendo a coluna 3, pois é a coluna com mais zeros, temos:
4
det(A) = (1) x a3 x det(A_;_3) =

i=1

20 3 1 -2 3
=0x (—1)"*3 xdet |3 3 —1| +2x(~1)*P xdet |3 3 —1|+

11 2 1 1 2

1 —2 3] (1 —2 3]
Ix(=1)*P xdet |2 0 3| +0x(-=D*"*xdet|2 0 3

1 1 2 3 3 -1

Uma vez aplicada a regra de Sarrus no cdlculo de cada um desses
determinantes, facilmente chegamos a conclusao de que det(A) = —37.
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Observagao 3.9 Recorde-se que um polinémio de grau n é uma funcao da forma
P(z) = apx™ + ap_12" " + ... + a12 + ay,

onde o0s coeficientes ag,aq,...,a, S40 numeros reais, aos quais chamamos
coeficientes do polinomio. O grau de uma funcdo polinomial corresponde ao
valor do maior expoente da varidvel do polinémio.

A raiz (ou zero) de um polindmio é um numero, tal que, atribuido & varidvel
da fungao polinomial, faz com que a funcao se anule. Deste modo, se r é uma
raiz do polindmio P(z), entdo P(r) = 0. Um polindmio de grau n com a, # 0
terd sempre n raizes (reais ou complexas), existindo a possibilidade de repeti¢ao
de uma mesma raiz.

3.2.3 Valores e vetores préprios

Definicdo 3.10 Seja B uma matriz quadrada de ordem n, wm vector nao nulo ©
designa-se por vetor proprio de B se existe um escalar 6 € K tal que B(E) =0r.
Diz-se que & é um vetor préprio de B associado ao valor préprio 6. Ao conjunto
dos valores proprios de B designamos por espectro de B.

1 1
—2 4|

T
1. Mostre que x = [—1 1] nao é vetor proprio de B.

Exemplo 3.11 Considere a matriz B =

T
2. Mostre que y = [1 1} é vetor préprio de B.

Resolucao:

G-

r nao é wvetor préprio de B porque mdo existe nenhum escalar 0, tal

1. Bx =

que Bx = 0x.

4 -

y € o vetor proprio associado ao valor proprio 2.

2. By =
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Definicao 3.12 Uma matriz quadrada M é semidefinida positiva se a forma
quadrdtica associada x¥ Mx > 0, para todo o vetor x ndo nulo.

Proposicao 3.13 Se M ¢é uma matriz semidefinida positiva entao M pode ser
escrita da forma B x BT .

Proposicao 3.14 Dada uma matriz semidefinida positiva entao, todos os
valores proprios dessa matriz sao nao negativos.

3.2.4 Polinémio Caracteristico

Recorde-se que o polinémio caracteristico de uma matriz A de ordem n ¢é o
polinémio:

PA(0) = det(0I — A)
onde I é a matriz identidade e 6 sao os valores préprios da matriz A, que
correspondem as raizes do polinémio.

Definicao 3.15 Seja 0; um wvalor préoprio de A, a multiplicidade algébrica de
0; (mq(0;)), é a multiplicidade de 0; como raiz do polinémio caracteristico
Py(0) =det(01 — A).

Definicao 3.16 Seja 6 um wvalor préoprio da matriz A. Chama-se subespago
proprio de 0 ao conjunto Uy formado pela matriz nula e por todos os vetores
proprios associados ao valor préoprio 0. Assim, o subespaco préprio de um valor
proprio 0 é constituido pela solucao geral do sistema

(A—0I,)X = 0.

Definicao 3.17 Seja 0; um valor préprio de A, a multiplicidade geométrica de
0; (mgy(0;)), é a dimensdo do respetivo subespago proprio.

A multiplicidade geométrica de 6; é sempre menor ou igual & multiplicidade
algébrica de 6;.

Definicao 3.18 Os menores principais de uma matriz A de dimensio n X n sao
0s determinantes das submatrizes

a;x Q12 a3
aix a2
aii| a21 Q22 A23| , " 7A
a21 Q22

agy asz Aass
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Teorema 3.19 (Cayley-Hamilton) - Se A é uma matriz quadrada de ordem n
e P(0) = det((01 — A)) é o polinémio caracteristico de A, entdo P(A) = 0.

Teorema 3.20 (Perron-Frobenius). Se A é uma matriz quadrada e A > 0,
entao

(i) 6(A) > 0;
(ii) 6(A) é valor préprio de A;
(iii) Ewxiste um vetor z tal que Ax = 0(A)z, para © > 0;

(iv) 6(A) é um valor préprio algebricamente (e, dessa forma, geometricamente)
simples;

(v) |\ < 8(A) para todo o valor proprio de A, tal que A\ # 0(A), ou seja, 0(A)
¢ o 1unico valor préprio de maior modulo;

(vi) [0(A)TA]™ — H quando m — oo, onde H = zy”, A(z) = 0(A)x,
ATy =0(A)y, para x >0,y >0 e 2Ty =1.

A demonstracao deste teorema pode ser vista em [46].

Defini¢ao 3.21 Se M ¢é uma matriz quadrada, denotamos por M(i,j) a matriz
obtida pela elimina¢ao da linha i e da coluna j de M. Definimos cofator (i, j)
de M como o wvalor

(—1)" det M (i, ).

A matriz transposta dos cofatores de M chamamos de matriz adjunta de M
e ¢ denotada por adj(M), ou seja, a entrada (i, j) da adj(M) é o cofator (j,7) de
M.

Propriedades da matriz adjunta:

As seguintes propriedades sao vilidas para todas as matrizes K, ;.
1. adj(I) = I, onde I é a matriz identidade;

2. adj(0) = 0, em que 0 é a matriz nula;

3. adj(AB) = adj(B) x adj(A);

4. adj(AT) = adj(A)T;
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5. Axadj(A) = adj(A) x A=det(A) x I,
6. adj(AA) = X" tadj(A) em que A € R;
7. det(adj(A)) = (det(A))"

8. adj(adj(A)) = (det(A))" 2 A, para o caso particular de A ser 2 x 2 resulta
em adj(adj(A)) = A.

Com os conceitos introduzidos apresentaremos, no capitulo seguinte, a
representacao matricial associada a um grafo.
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Capitulo 4

Representacao matricial de um
grafo

4.1 Introducao

A representacdo matricial de um grafo é uma alternativa muito sugestiva,
quer pela sua componente visual quer pela componente algébrica. Trés dessas
representacoes, a matriz de adjacéncia, a matriz de incidéncia e a matriz
laplaciana serao apresentadas e exemplificadas neste capitulo. As referéncias
bibliograficas aconselhadas para o leitor seguir este capitulo sao [2], [5] [13], [15],
[35], [37] e [42].

4.2 Matriz de adjacéncia

Uma matriz de adjacéncia é uma das vérias formas de representagao de um grafo.
Nesta seccao vamos abordar a matriz de adjacéncia e estudar algumas das suas
propriedades.

Defini¢ao 4.1 Seja G = (V, E) um grafo simples e nio direcionado com um
conjunto de vértices V- = {vy,...,v,}. A matriz de adjacéncia, Ag, associada é
uma matriz simétrica e quadrada n X n, tal que

1, se v; e vj sao adjacentes
Q;5 = .
! 0, caso contrdrio
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Exemplo 4.2 Seja W o grafo da Figura 4.1.

4

Figura 4.1: Grafo simples W

A sua matriz de adjacéncia é

Aw =

—_ = = O
O = O

1
1
0
1

S = O =

Defini¢ao 4.3 A matriz de adjacéncia de um multigrafo G = (V| E), onde
V ={v1,...,0,} é a matriz cujas entradas sao definidas por:

o numero de arestas entre v; e vj, se v; # v;
Gij = p
o numero de loops em v;, se v; = v,

Exemplo 4.4 Consideremos o grafo G na Figura 4.2.

Figura 4.2: Pseudografo G

A sua matriz de adjacéncia é

010 3
1100

A~ =

“T“loo 11
301 0
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Proposigao 4.5 Dado um grafo G simples, a soma dos elementos de cada linha
da sua matriz de adjacéncia é igual ao grau do vértice correspondente.

Proposigao 4.6 Se Ag é wma matriz simétrica, entdo as raizes do seu

polindmio caracteristico sao reais.

Definigao 4.7 O polinomio caracteristico de um grafo G estd associado a matriz
de adjacéncia desse mesmo grafo, e define-se por Pg(0) = det(0 — Ag)

Exemplo 4.8 Considerando o grafo e a matriz de adjacéncia da Figura 4.2

temos,
6 000 010 3 6 -1 0 -3
0f — A — 06 00 B 1100 _ -1 6-1 0 0
00860 0 011 0 0 0—1 —1
0004 3010 -3 0 —1 0

Pelo teorema de expansio de Laplace (3.7) para determinantes, temos

det(0I — Ag) = (0—1) x Cs3+ (—1) x Cy3
o6 -1 -3
= O@-1)x(=1P*Px|-1 6-1 0|+
-3 0

o -1 -3
() x (=) x|-1 -1 0
0o 0 -1

e, utilizando a regra de Sarrus para calcular o determinante de matrizes
quadradas de ordem 3, obtemos:

= -1 x(P—-60—-1004+9) -0 +60+1
= #* —20% — 106% + 200 — 8.

Assim, o polinomio caracteristico do pseudografo G é:
Pg(0) = 0* — 20° — 1060* + 200 — 8.
Proposigao 4.9 Sejam G um grafo simples com n vértices e m arestas e
Po(0) = 0™ + a10™ ' + a0 % + ...+ ap_16 + an

o seu polindmio caracteristico entio, os coeficientes de Pg(0) satisfazem as
sequintes condigoes:
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ap = 0;
Ao = —1M;
az = —2t, onde t corresponde ao nimero de tridngulos presentes em G;

a, = (—1)" x det(Ag).

Demonstragao: Com base na algébra linear, sabemos que o polinémio

caracteristico pode ser calculado utilizando menores principais, portanto (—1)a;

¢ igual & soma dos menores principais de Ag com 7 linhas e ¢ colunas. Um menor

principal da matriz de adjacéncia (Ag) com i linhas e i colunas é o determinante

de qualquer submatriz principal de Ag retirando n — i linhas e as respetivas n—1

colunas. Assim,

(i)

(i)

(i)

Uma vez que a diagonal da matriz de adjacéncia de um grafo sem loops
¢ formada por zeros, entao todos os menores principais com uma linha e

uma coluna sao zero. Portanto, a; = 0.
Qualquer menor principal de Ag com duas linhas e duas colunas que tenha

entradas nao nulas, é escrito na forma onde o seu determinante é

—1. Como cada menor principal é igual a —1, e existe um menor principal

para cada par de vértices adjacentes, entao temos que
(=1)2ay = (-1) x |E| = —1xm
Logo as = —m, onde m corresponde ao nimero de arestas do grafo G.

As seis possibilidades de menores principais com 3 linhas e 3 colunas sao

011
10 1},
110

S = O

1 0 1
0 0 0
0 1 1

o O O

011
, |1 0 0],
1 00

oS O O
o = O

0 01
, 10 0 1] e
1 10

o = O
o = O

Destes seis, apenas o primeiro tem determinante nao nulo, cujo valor é 2,
e representa 3 vértices adjacentes entre si, ou seja, um tridngulo. Como
o determinante dessa submatriz é 2, temos que (—1)3a3 = 2 X t, ou seja,
ag = —2t, onde t é o nimero de tridngulos.

Como o menor principal com 7 linhas e n colunas coincide com a matriz
de adjacéncia Ag, logo (—1)"a, = det(Ag), isto &, a, = (—1)" x det(Ag).
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Proposigao 4.10 Se G é a unido de dois grafos disjuntos G1 e Ga, entao

PG(H) = PG1<9) X PG2<9)

Em particular, se Gi,Gs,...,G, sao as componentes conexas (qualquer
subgrafo conexo maximal do grafo em estudo) de um grafo G entdo

Pg(e) = PGI(H) X PGQ(Q) X X PGH(Q)

Demonstracao: Seja Ag, a matriz de adjacéncia de um grafo G; (i = 1,2).
Entao a matriz de adjacéncia associada ao grafo G = G; U G3 é

AG _ AGl Onl X Mg

Y

Onz XMy AGQ

onde n; é o nimero de vértices do grafo G;. Uma vez que nao existem arestas
entre os vértices de G; e de (G5, entao a diagonal secunddria da matriz Ag é
constituida por entradas nulas.

Assim, det(Ag) = det(Ag,) X det(Ag,). Consequentemente o polinémio
caracteristico do grafo G é

Pg(e) = det(91n1+n2 — A(;)
= det(@]m — AGl) X det(91n2 — AGQ)
= PGl(Q) X PGQ(Q)

4.3 Matriz de incidéncia

Como j4 referimos, outra das possiveis representacoes matriciais de um grafo é a
matriz de incidéncia, que apresentaremos nesta seccao. A matriz de incidéncia
de um grafo descreve as relagoes de incidéncia das arestas nos vértices de um
grafo. A sua importéncia tedrica surge nalgumas propriedades relacionadas com
resultados referentes & matriz Laplaciana que estudaremos na seccao seguinte.
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Definicao 4.11 A matriz de incidéncia de um grafo G = (V, E) é a matriz I
(ou I(G)) cujas linhas e colunas sao indexadas por uma ordem de V(G) e E(G)
respetivamente, tal que:

0, se v; nao é vértice terminal da aresta e;;
a;; =« 1, sev; é vértice terminal da aresta e;;
2, se e; € um loop.

Exemplo 4.12 Considerando o grafo H na Figura 4.3.

Figura 4.3: Grafo H

A sua matriz de incidéncia é

1100011
0120000

Ig =
1002100
0000111

Proposicao 4.13 A soma dos elementos de cada linha de uma matriz de
wncidéncia é 1qual ao grau do vértice correspondente.

Proposicao 4.14 A soma dos elementos de cada coluna de uma matriz de
wncidéncia é iqual a 2.
4.4 Matriz laplaciana

Nesta seccao introduzimos o conceito de matriz laplaciana de um grafo. Trata-se
de uma matriz nao negativa, simétrica e semidefinida positiva.
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4.4.1 Conceitos basicos

Apresentaremos alguns conceitos bésicos relativos a matriz laplaciana.

Definigcao 4.15 Seja G um grafo com n vértices. Sejam D a matriz diagonal
cujas entradas Dy = deg(v;), Ag a matriz de adjacéncia de G. Definimos a
matriz laplaciana de G como sendo:

deg(vs), se i = j
Lg=D—Ag =1 —1, sei#j ev; éadjacente a v;
0, caso contrario

Exemplo 4.16 Seja P o grafo da Figura 4.4.

3

(=3

Figura 4.4: Grafo P

Entao, a sua matriz laplaciana é

3 -1 0 0 -1 -1
-1 4 -1 -1 0 -1
0o -1 2 -1 0 0
0o -1 -1 3 -1 0
-1 0 0 -1 3 -1
-1 -1 0 0 -1 3

Lp=

Proposicao 4.17 Dado um grafo G simples, a soma dos elementos de cada
linha da sua matriz laplaciana é igual a zero.

Definicao 4.18 Seja G um grafo e Lg a respetiva matriz laplaciana, entdo o
seu polindmio caracteristico é definido como

Prq(p) = det(pl — Lg).
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Proposicao 4.19 A matriz laplaciana Lg de um grafo G pode ser escrita
como o produto de uma matriz pela sua transposta. Logo, Lg é uma matriz
semidefinida positiva.

Demonstragao: Sejam n o nimero de vértices e e(G) o nimero de arestas
de um grafo GG. Seja I a matriz de incidéncia com respeito a uma ordenacao
dada, e seja Il a sua transposta. Definimos esta matriz de incidéncia I de
ordem n X e(G), como:

1,see; éincidente av; e v e 1 < k
bij = —1, se e; é incidente a v; e v, e i > k

0, caso e; nao seja incidente a v;

Seja F' a matriz resultante do produto I x I} formada por elementos que sao
obtidos através do produto interno entre as linhas ¢ e 7 da matriz I;. A linha ¢
da matriz I possui exatamente d(v;) elementos nao nulos.

Na matriz resultante F, caso i = j entdo f;; = d(v;), pois o nimero 1 é
somado d(v;) vezes. No caso de i # j entdo ao fazermos o produto interno
teremos duas situacoes possiveis: ou v; e v; sao adjacentes e neste caso f; ; = —1,
ou v; e v; nao sao adjacentes e nesse caso f; ; = 0. Sendo assim a matriz I x I}
¢é igual a matriz laplaciana do grafo G, L.

Assim, como a matriz Lg pode ser escrita como o produto de uma matriz
pela sua transposta entao, Lg é uma matriz semidefinida positiva e portanto
possui todos os valores proprios reias e nao negativos. m

Lema 4.20 Dado um grafo G com n vértices e seja I a matriz de incidéncia
com respeito a uma orientagdo dada. Entao a caracteristica car(lg) da matriz
Ig én— 1, onde ¥ é o nimero de componentes conexas de G.

Demonstracao: Sejam G, ..., G, as componentes conexas do grafo GG, cada
G; com n; vértices. Entao Ig tem uma decomposicao em blocos de modo que,
para cada i, 1 < i < 1), [g) ¢ a matriz de incidéncia (com respeito & orientacao
fixada) da i-ésima componente conexa de G. Assim,

0 o - 0]
0o 12 0 0
Ie=|0 0
Yoo
0 0 0 1]
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)¢ nula,

Para cada i, 1 <7 <), como a soma dos elementos de cada coluna de I, g
a caracteristica desta matriz é, no maximo, n; — 1, e portanto, car(lg) < n — 1.
Para concluirmos que car(Ig) = n—1, basta entdo mostrar que car ([, g)) =n;—1

paracada, 1 <7<1. ®m

Lema 4.21 Seja Lg a matriz laplaciana de um grafo G com n vértices, entao
car(Lg) én —1), onde ¢ é o nimero de componentes conexas de G.

Demonstragao: Com base no Lema 4.21 e na Proposicao 4.19 temos que
a caracteristica de L ¢é igual a caracterfstica da matriz de incidéncia I, isto é,
como L = IgIL, entao car(L) = car(Ig). ®

Lema 4.22 Sejam A e B duas matrizes tais que A = B x BT, entdo a
caracteristica de A é iqual & caracteristica de BT.

Demonstragao: Usando as propriedades das matrizes, em que

car(M) = car(M")
car(M) = car(M x M7T)

temos,

car(A) = car(B x BT) = car(B) = car(BT).

Proposicao 4.23 Dado um grafo G, sejam p, > py > --- > p, 0s valores

proprios da matriz laplaciana Lg, entao
L g, = 0;
2. (G é conexo, se e s6 se, (,,_; > 0;

3. A multiplicidade algébrica do valor préprio 0 é igual ao nimero de
componentes conexas de G.

Demonstracao: 1. Podemos observar pela Proposicao 4.17 que para cada
linha da matriz laplaciana temos uma entrada que corresponde ao grau do vértice
representado por essa linha e temos nessa mesma linha a mesma quantidade de
entradas com valor —1, cuja soma ¢é igual a zero. Ou seja, tendo em conta
um vetor préprio associado 1 = [1,1,--- ,1]T temos, L.1 =0 = 0.1. Assim, o
nimero zero é valor préprio e, como visto na Proposicao 3.14 todos os valores
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préprios da matriz laplaciana sao nao negativos, pelo que todos eles serao maiores
ou iguais a zero. Logo, u, = 0.

2. Supondo que G é conexo, seja I a matriz de incidéncia e seja z um vetor
tal que I}z = 0. Como cada linha de I}, tem apenas duas entradas nao nulas, 1 e
—1, é necessdrio que z¢ = zj nas respetivas posicoes, uma vez que elas decorrem
devido ao facto de vi e vj serem adjacentes. Como o grafo G é conexo entao
z = 2.1, ou seja, a dimensao do espago nulo de 1% é 1.

Sabemos através do Lema 4.21 que a caracterfstica de I}, ¢ n — 1. Portanto,
uma vez que o Lema 4.22 diz que a caracteristica de Lg é igual & caracteristica
de I}, temos que a nulidade de Lg ¢ 1. Por fim concluimos que como s6 hd um
valor préprio zero, entao os restantes sao positivos.

3. No caso do grafo G ser nao conexo, temos que aplicar o resultado para
cada uma das componentes conexas de G. Cada uma dessas componentes terd
um valor préprio zero. Assim, G possui a uniao desses valores proprios, ou seja,
o espectro de GG possui tantos zeros quanto o nimero de componentes conexas.
|

2

Observacgao 4.24 Vimos na Proposicao 4.23 que um grafo é conexo se, e
somente se, [, _, € positivo. Este valor é denominado por conectividade algébrica
e denota-se por a(G).

Proposicao 4.25 Seja G um grafo com n vértices e m arestas e sejam

My 2 g =00 2 [y,

0s seus valores proprios laplacianos, entao
Z“i =2m = tr(L).
i=1

Demonstragao: Sabemos que a soma das raizes do polinémio caracteristico
¢é igual ao tragco da matriz, sendo que cada uma das m arestas do grafo serd
contada duas vezes na soma dos graus, uma para cada vértice ao qual a aresta

incide, ou seja,
n

5 d(vi) = 2m = 2 .

i=1
|

n n
Como ) d(v;)) = Y u,; entdo daqui concluimos que a média dos valores
=1 i=1

préprios laplacianos é igual a média dos graus dos vértices (d = 22).
n
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Caso G seja uma drvore conexa, entao

Zui =2(n—1).
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Capitulo 5

Espectro de um grafo

5.1 Introducao

A teoria espectral de grafos estuda as propriedades de um grafo através das
suas representacoes matriciais e dos seus respetivos espectros, ou seja, relaciona
propriedades algébricas do espectro de certas matrizes associadas a um grafo e
as propriedades estruturais desse grafo. Para o desenvolvimento deste capitulo
utilizamos as seguintes obras [1], [12], [16]-[26], [34], [39], [47], [51] e [53].

5.2 Espectro de um grafo

Os védrios conceitos apresentados nesta seccao referem-se a grafos simples e
finitos.

Definicao 5.1 Seja G um grafo, o espectro de G, denotado por spect(G), é o
multiconjunto' das raizes do polinomio caracteristico, isto é, os valores proprios
da matriz de adjacéncia Ag tendo em conta as suas respectivas multiplicidades.

O polinémio caracteristico de um grafo é tnico, consequentemente o espectro
de um grafo é também tnico. Habitualmente, representamos o espectro por
ordem decrescente, isto é, #; > 6 > ... > 6, numa matriz linha. O espectro
também pode ser representado na forma matricial de duas linhas, onde na
primeira linha ficam os valores préprios e na segunda linha ficam as suas
respetivas multiplicidades algébricas, ou seja,

IMulticonjunto é uma generalizacdo de um conjunto que permite repeticoes de elementos.
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0, 0,

spect(G) =
ma(01) .. ma(0,)
Definigao 5.2 Dado um grafo G, o raio espectral denotado por p(G) é um
nimero real ndo negativo, tal que p(G) = max |6;], onde 6; diz respeito aos

valores préprios de G.

Observacgao 5.3 O maior valor proprio do espectro do grafo G também pode
ser designado por indice de G e representado por ind(G).

Exemplo 5.4 Consideremos o grafo M da Figura 5.1.

Figura 5.1: Grafo simples M

A sua matriz de adjacéncia é

010010
101100
010100

Avy —

M~™10 1101 1
100101
000110

e, 0 seu polindmio caracteristico é
Pr(0) = 0° — 80" — 46° + 116 + 40 — 4.
Assim, calculando as raizes do polinomio temos o espectro do grafo M :

281 1.0 053 -1 —-1.34 -2

spectlAm) = |" 0

Portanto, temos que ind(M) = 2.81.
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Definigao 5.5 Dado um grafo G, o espectro da matriz laplaciana L, denotado
por spect(Lq), é a matriz-linha cujos elementos sao todos os valores proprios de
L. Assim, se jiy > iy > -+ > [, sGo os valores prdprios de L¢, entdo

8p€Ct(LG) = (/1’17 T 7:“71)
Exemplo 5.6 Consideremos o grafo da Figura 4.4. Temos que:

Prp(p) = det(ul — Lp)

©p 0000 0 3 -1 0 0 -1 —1
0 p 0000 ~1 4 -1 -1 0 -1
| f0 0o m000f _fo 12 -1 0 o0
00000 0 -1 -1 3 -1 0
0000 p 0 -1 0 0 -1 3 -1
00000 |-1 -1 0 0 -1 3
(-3 1 0 1 1]
1 u—4 1 1 0 1
et ] O 1 u—2 1 0 0
0 1 1 -3 1 0
1 0 0 1 u—3 1
1 1 0 0 1 -3

= 15— 18y + 125" — 41643 + 656> — 384 4.
Assim, calculando as raizes desse polindmio obtemos o espectro de Lp,

5.5616 4 3 1.4384 0

swecle) =\ 0 5

5.3 Espectro de alguns tipos de grafos

Apresentaremos alguns casos particulares que relacionam a matriz de adjacéncia
e a matriz de Laplace com a teoria espectral de grafos.

5.3.1 Casos particulares que relacionam a matriz de

adjacéncia com a teoria espectral de grafos

Proposigao 5.7 Seja G um grafo regular de grau r, entao:
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(i) r é um valor préprio de G;
(il) G é um grafo conexo se, e somente se, r tem multiplicidade 1;

(iii) para todos os valores proprios 6 de G temos que |0] < r.

T
Demonstracao: (i) Seja 1 o vetor coluna [1 1 .. 1] com n linhas.

Como G é um grafo regular de grau r entao a soma das entradas de cada linha
da matriz de adjacéncia Ag é r, ou seja,

> a
j=1
Ag x 1= : x1=|:| x1=rx1.

n
> "
=1 J

Daqui se conclui que r é um valor préprio de G.

(ii) Sejay = [yl Yo ... yn]T um vetor préprio associado ao valor préprio
r de G (Ay = ry) e seja ys uma entrada de y com valor absoluto maximo, isto &,
lys| > |yi| para todo i. Temos que A(ys) = > ys, onde o somatorio é considerado
sobre os 7 vértices v; que sao adjacentes a vs. Assim, Y y; = rys. Daf resulta
que para cada k, tal que, v, é adjacente a vy,

ol + 0 = D)l =[S 0] < 37 hoal < ol + (= 1) ]

Logo, |ys| < |yk| e, como y, é uma entrada de y com valor absoluto méximo,

entao y; = y, para todos os r vértices. Supondo que o grafo G é conexo,
entao todos os vértices estao ligados uns aos outros por algum caminho, logo
percorrendo esse caminho, concluimos que todos os |y;| sdo iguais a |ys|. Entao
y € miiltiplo de 1 e o espaco préprio associado ao valor préprio r tem dimensao
1.

Suponhamos agora que r possui multiplicidade 1. Se G é desconexo,
tomemos G1,Gsa, -+, G, as componentes conexas de G. Como cada uma
dessas componentes é um grafo conexo regular de grau r entao, r é valor
préprio de multiplicidade 1 para cada G;. Mas como vimos anteriormente,
Ps(0) = Pg,(0) x Pg,(0) x -+ X Pg, (0). Segue que r & valor préprio de G
com multiplicidade m, contrariando a hipétese. Logo, GG é conexo.

(iii) Seja x um vetor ndo nulo de G associado a um valor préprio 6 de G
e seja x5 uma entrada de x com valor absoluto mdximo. Como em (ii), temos
Yoxy = 0xs e |0] |xs| = D> x| < g, logo, |0] < r para qualquer valor préprio
fdeG. m
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Proposigcao 5.8 Se G é um grafo conero entdo o nimero de valores proprios
distintos existentes na matriz de adjacéncia Ag é no minimo diam(G) + 1.

Demonstracao: Sejam 64,05, ..., 6,, os valores proprios distintos que existem
em (. Sabemos que a matriz de adjacéncia de um grafo simples ¢ uma matriz
simétrica e real, portanto o seu polinémio terd no minimo grau n, isto é

(A= 6,1)(A — 051)...(A— 6,) = 0.

Com isto concluimos que A™ é uma combinacao linear de I, A, A2, ..., AL

Suponhamos agora que n < diam(G) e tomemos u e v dois vértices de G tais
que d(u,v) = n. Assim, (A%),, = 0 para todoi com 0 <7 <n—1e (A"),, > 0,
o que é uma contradigao. Temos entdo que n > diam(G) + 1. =

Definigao 5.9 Seja Ag a matriz de adjacéncia de um grafo G, entdo a matriz
de adjacéncia do seu complementar G pode ser expressa por

Ay =J -1 Ag,

onde J é a matriz quadrada de ordem n cujas entradas sao todas iquais a 1 e I
é a matriz identidade de ordem n.

Proposigao 5.10 Seja G um grafo regular de grau r com n vértices e valores
proprios 61 > ... > 0, entdo os valores proprios do seu complementar G sdo:

n—r— 1, —1- Gn, -1 - Hn_l, P -1 - 92,
respetivamente, e associados aos correspondentes vetores proprios de G.

Demonstracao: Seja {1,us,us,...,u,} uma base ortogonal de vetores
préprios de Ag associados aos valores préprios r, 0,05, ..., 0, respetivamente.
Sabemos que em grafos regulares de grau r a soma das entradas de cada linha
da sua matriz de adjacéncia é r. Assim, como Agl = rl temos,

Al=(J-1-Ag)x1=Mn—-r—-1)x1

e portanto, 1 é um vetor préprio associado ao valor préprio n —r — 1 de G.
Temos ainda que para cada i, 2 <1 <n

AGXUZZ(J—]—AG')XUZ:—UZ—QZXUZ:(—].—HI)Xul,

de onde se conclui que u; é um vetor préprio associado ao valor préprio —1 — 6;
de G. m
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Observagao 5.11 Como os vetores 1 e u; sao ortogonais ((1,u;) = 0) entao, a
parcela J X u; tem resultado nulo.

Exemplo 5.12 Consideremos o sequinte grafo regular de grau 3,

Figura 5.2: Grafo GG regular com r = 3

A sua matriz de adjacéncia Ag é

0101 0 1]
101010
AG:010101,
101010
010101
101010

01029394‘95‘96
3 0 0 0 0 -3

Usando a Proposicao 5.10 obtemos os sequintes wvalores prdprios do

com Pg(0) = 0° — 90* e valores proprios [

complementar de G:
01 0 03 04 05 fs _
n—-r—1 -1-6, —-1—-0,1 —1—-0,5 —1—0,35 —1—10,_4
_ |61 02 O3 6, 05 O
2 2 -1 -1 -1 —1|°
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Recorrendo a matriz de adjacéncia do complementar do grafo G, que é dada
por A@ =J—1- Ag, entao

(111111 [tooo0o00] [o1010 1]
111111 010000 101010
e I B B | 001000 010101
¢ 111111 |ooo0100/ |[101010
111111 0000T10 010101
111111 00000 1 101010
(001 0 1 0
000101
[t ooo0 10
010001
101000
010100

Concluimos que o polindmio caracteristico do complementar G é

P_(0) = 6° — 60" — 40° + 967 + 120 + 4

e, 0s valores proprios sao

91 82 93 04 6)5 (96
2 2 -1 -1 -1 -1}’

como tinhamos verificado utilizando a Proposicao 5.10.

Proposigao 5.13 Sejam G um grafo simples, p;;(h) o nimero de caminhos, de

comprimento h, entre os vértices v; e v; do grafo G, A% a matriz de adjacéncia

h

do grafo G associada aos caminhos de comprimento h e a;; as suas entradas,

entdo, a); = py;(h).
Demonstragao: Para h = 0, admitimos que A% = I, ou seja,

0,sei+#j
l,sei=j

ay; = pi;(0) = {

Para h = 1, é facil concluir que como os caminhos de comprimento um entre
v; € v; sao as arestas, entao a existéncia delas ¢ indicada pela entrada a;; da
matriz de adjacéncia Ag, por definicao.
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Agora supondo por indugao que o resultado se verifica para h = k, com k > 1,
vamos considerar A’grl = AL Ag. Entdo para qualquer que seja i,j € V (G),

temos que
ol = 3= abary = 3 pi(k)ary = piy(k + 1)
]
Coroldrio 5.14 Sejam 0, > 0 > ... > 0, os valores proprios da matriz de

adjacéncia Ag com n vértices e m arestas, e seja Ty, o nimero de caminhos de
comprimento h em G, entao:

n
(i) A soma dos valores proprios é igual a zero, ou seja, Y 0; = 0;
i=1

n

(ii) Ty, = tr(AL) =S 0,

=1

(iii) A soma dos quadrados dos valores proprios é duas vezes o niumero de
arestas, ou seja, Ty = tr(A%) = 2m;

07 =rn = 2m;
1

(iv) Se G é um grafo reqular de grau r entio Ty =

n
1=

(v) A soma dos cubos dos valores préprios é seis vezes o nimero de tridngulos,
ou seja Ty = tr(A2,) = 6t;

Exemplo 5.15 Usando a Figura 5.2 vamos mostrar que as propriedades do
Coroldrio 5.14 sao verdadeiras para h = 2.

Temos que,
0101 0 1]
101010
Ap = 010101
101010
010101
101010

e, 0s seus valores proprios sao

019203049596
3 0 0 0 0 -3
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303 030
03 0303
303 030
ii) T A2 = , pel :
(ii) Temos que 03030 3 pelo que
303030
_0 3 030 3_

6
tr(A2)=3+3+3+3+3+3=18¢ > #2 =321 (-3)° =18,

=1
verificando as igualdades Ty, = tr(A") = 07,
i=1

(iii) O grafo da Figura 5.2 tem 9 arestas pelo que 2m =2 x 9 = 18 = Ty;

(iv) Sabemos que o grafo da Figura 5.2 é regular de grau 3 e tem 6 vértices,
assim rm =3 X 6 = 18 =Ty,

6
(v) Como Ty = .07 = 3% + (=3)® = 0, entdo para a igualdade Ty = 6t
i=1

ser verdadeira o t terd que ser zero, assim concluimos que nao existem
triangulos no grafo da Figura 5.2.

Proposigcao 5.16 Um grafo G possui um tunico valor préprio se, e somente se,
G ¢ totalmente desconexo, ou seja, se G é um grafo sem arestas.

Demonstracgao: Seja G um grafo composto por n vértices. Supondo que G
possui um tnico valor préprio 6, entao ele tem multiplicidade n. Pelo Corolario
5.14 temos que,

1=1

ou seja, # = 0. Uma vez que a matriz de adjacéncia respeita a condigao Agv = 0

para qualquer vetor v, entao Ag s6 poderd ser uma matriz nula (com todas as
entradas iguais a zero). Assim a;; = 0 para qualquer 7,j € {1,2,...,n}. Portanto,
nao ha arestas no grafo GG. Assim, G' é um grafo totalmente desconexo em que a
sua matriz de adjacéncia é uma matriz nula e todos os seus valores préprios sao

zero.
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Definicao 5.17 A matriz de adjacéncia de um grafo bipartido tem a forma
0

A=
BT 0

u
. Segue que o espectro de um grafo bipartido é simétrico se[ ]
v

. L. u , L
é um vetor proprio com valor prdprio 0, e é um vetor prdprio com valor
—v

proprio —0. (O oposto também é vdlido).

Proposicao 5.18 Seja G um grafo bipartido, entao 0 é wvalor préprio de G
se, e somente se, —0 é também walor proprio de G, ambos com a mesma
multiplicidade.

Demonstragao: Seja G um grafo bipartido, cujo conjunto de vértices é
dividido em 2 subconjuntos disjuntos V; e V4 , com |V}| = k; e | V5| = ko. Sabemos
0 B
BT 0
onde B é a matriz k; X ko e 0s zeros representam matrizes com entradas iguais

que a matriz de adjacéncia de um grafo bipartido tem a forma Ag = ,

T
a zero. De facto, tomemos um vetor préprio y = [yl...ykl xl...ku] de Ag

associado ao valor préprio 0 de G. Como (Ag(y))T = 0y entao,

T1 (%1
le..ﬂykl 9.971...9$k2 = Ac(y) = |B X BT x

Tk Yk

Vamos agora mostar que, —f¢ é valor préprio de G, exibindo um dos seus

T
vetores proprios associados, isto ¢, ¥ = |y1...yk, —T1... — :U;Q}
—T1 Kz
(Ac@)” = |Bx| i | BUx ||| =|-0y— by, Owr.bm,]
Tk LYk

= —0|y1...yp, —T1... —xkz,] = (—H)QT,

ou seja, —f# também é valor préprio de G.

Além disso, para cada vetor préprio y = [yl...ykl .731....%’k2] com algum
x; # 0, obtemos um vetor préprio y = [yl...ykl —T7... —x;@} linearmente
independente garantindo a mesma multiplicidade dos valores préprios 6 e —6.

Se existirem vetores préprios da forma y = [yl...ykl ml...ku] com x; = 0 para
todo 1, estes devem ser vetores préprios associados ao valor préprio zero. m
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Proposigao 5.19 Seja K,, um grafo completo com n vértices, entdo a sua matriz
de adjacéncia é Ak, = J — 1 e os seus wvalores préprios sao (n — 1) com
multiplicidade 1 e (—1) com multiplicidade n — 1, ou seja,

n—1 -1

spect(Ag,) = ) R

Demonstragao: Denotando o polinémio caracteristico da matriz de
adjacéncia Ak, por
Piye, (0) = det(01 — Ag,),

temos que:

o -1 --- -1

-1 0 .- -1
Py, (0) =det (01 — (J —1I)) = det

-1 =1 --- @

Logo, é claro que —1 pertence ao espectro de Ag,. Por outro lado, vem
que AK,,LB = (n — 1)/b\, onde b denota o vetor de componentes unitdrias, pelo
que n — 1 pertence ao espectro de Ag,. Com facilidade se conclui que os n — 1
vetores, /b\l —/52, /l;l —/53,..., /l;l —Zn, sao vetores proprios de Ak, associados ao valor
préprio —1, pelo que podemos concluir que o subespago invariante associado ao
valor préprio —1 tem dimensao n—1 e, consequentemente, este valor préprio tem
multiplicidade n — 1. Assim, podemos concluir que o grafo K, tem apenas dois
valores préprios distintos, n — 1 com multiplicidade 1 e —1 com multiplicidade
n—1 m

7

Proposicao 5.20 O espectro de wum grafo bipartido completo K,,, ¢é
{6,0,0,...,0, -0}, onde 0 = \/mn.

Demonstracao: Seja G um grafo bipartido completo, cujo conjunto de
vértices é dividido em 2 subconjuntos, V; com m vértices e V5 com n vértices,
(m +n = t, onde t corresponde ao nimero total de vértices no grafo) obtendo
assim, uma matriz de adjacéncia da forma

0 B

A —
¢ 1BT o

e, como todos os vértices de V; sao adjacentes a todos os vértices de Vs, entao B
é uma matriz de ordem m X n com 1 em todas as entradas.
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Tomando e; = (0, ...,0, 1,0, ...,0) o i-ésimo vetor canénico, temos que e; — ¢;
para 2 < i < m é vetor préprio de A, associado ao valor préprio 0. E e, 11 — ¢;
para m+2 < ¢ < t também é vetor préprio associado ao valor préprio 0. Assim,
temos que 0 é valor préprio com multiplicidade ¢t — 2.

Temos portanto, dois valores proprios a serem encontrados, e sabemos que
eles satisfazem a propriedade da sua soma ser zero, isto é, sao da forma # e —6.
Existem dois caminhos possiveis: # = 0 ou 6 # 0. Se # = 0 isso implicaria que
o grafo fosse um grafo sem arestas (com ¢ vértices isolados) o que nao é o caso,
logo resta que 6 # 0.

Assim, seja v = (vy, ..., 1), onde Av = fv e § > 0 obtemos um sistema de ¢
equagoes e t + 1 varidveis

n
Ov,= > wvj, paral<i<m
j=m+1

Ov, = > vj, param—+1<:<t
j=1

Daqui teremos que v = (1,...,1, %, ..., 7). E quando compararmos com a equagao

_ _—_ mn 4 —
Av = 0v, encontramos ¢ = “Z* o que nos dd o resultado 0 = \/mn. =

Proposicao 5.21 Seja P, um grafo caminho aberto nao direcionado com n
vértices. Entao o seu espectro é constituido por 2003(n7r—Jf1), para j =1,...,n.

5.3.2 Casos particulares que relacionam a matriz

laplaciana com a teoria espectral de grafos.

Proposigao 5.22 Seja G um grafo regular de grau r com walores proprios
adjacentes 0, > 6y > --- > 0, e walores prdprios laplacianos

fy > plg > - > fh,. Temos que
W =1 —0n_iy1, para i =1,...,n.

Demonstragao:  Vimos inicialmente neste capitulo que a matriz
Lg = D — Ag, mas, uma vez que o grafo G é um grafo regular de grau r, entao
pode-se escrever a matriz laplaciana como Lg = rI — Ag. Consequentemente,
todos os vetores proprios de Ag com valor préprio 6; sao vetores préprios de Lg
com valores préprios r — 0, ;1. ®
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Exemplo 5.23 Consideremos o grafo reqular G de grau 3 da Figura 5.5.

Figura 5.3: Grafo G regular de grau 3

Vamos calcular os wvalores proprios laplacianos de G usando a Proposi¢do
5.22 e a matriz laplaciana deste grafo..
Por um lado temos que a matriz de adjacéncia do grafo G é

Ag =

—_ = = O
—_ = O
= T
S R =

o seu polinémio caracteristico é
Py (0) = 0" — 66> —80 — 3

e, 0s seus valores proprios sao

0r b2 O3 04
3 -1 -1 —1|°
Assim, pela Proposi¢cao 5.22, temos j; = r —0,_;11, ou seja, os valores proprios
laplacianos sao
y = r—0eu=3+1p =4
po = 1=z u=3+1 =4
ps = 1= puy=3+1cpu;=4

py = r—bh e pu=3-3pu,=0.

Por outro lado, analisando a matriz laplaciana do grafo G da Figura 5.3,

temos
3 -1 -1 -1
-1 3 -1 -1
Lo —
“7 1 -1 03 -1
-1 -1 -1 3
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O seu polindmio caracteristico é Pr.(p) = p* — 12u + 481% — 6441 € os valores

M1 Mo 3 ,U4]

Proprios sao [4 4 4 0

Definicao 5.24 Seja Lg a matriz laplaciana de um grafo G, entao a matriz de

Laplace do seu complementar G ¢ definida por

L,=nl—J—Lg,

onde J é a matriz quadrada de ordem n cujas entradas sao todas iquais a 1 e I

é a matriz identidade de ordem n.

Proposicao 5.25 Seja G um grafo com n vértices e v um vetor proprio de Lg
com valores proprios p,; diferentes de 0, entdo v é vetor proprio de LG com valores

Proprios o — (i, _;.

Demonstragao: Comecemos por observar que Lg + Ly=nl-JeJv=0,
onde v € um vetor ortogonal ao vetor proprio 1. Assim,
nv= (nl —J)v=Lgv+ Lyv=pv+ L. (5.1)

Portanto, L v = (n — pjv. =

Exemplo 5.26 Seja Lg a matriz laplaciana sequinte

2 -1 0 0 —1]

-1 3 -1 0 -1
Le=|0 -1 2 -1 0
0 0 -1 2 -1

-1 -1 0 -1 3|

Tem-se que:

. polinémio caracteristico de Lg: p® — 12u* 4 5113 — 9042 + 55
. valores préprios de Lg: [4.618 3.618 2.382 1.382 0]
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Como L., =nl—J— Lg, entao

10000 [t1111] [2 -1 0 0 -1]
01000 11111 -1 3 -1 0 -1
L.,=5[00100/-|1 1111 -|0 -1 2 -1 0
00010 11111 0 0 -1 2 -1
ooo0o01 [t1111 |-1 -1 0 -1 3]

Assim:
. polinémio caracteristico de Lé: p® — 8ut + 213 — 20p% + 5
. valores proéprios de L [3.618 2.618 1.382 0.382 0}

Usando a Proposicao 5.22, podemos confirmar os wvalores prdprios de L.
Com efeito,

|:n_:un—1 o My Ty 0} )
ou seja,
[5 _ 1382 5-2382 5—3618 5—4.618 0] -

- [3.618 2.618 1.382 0.382 0}.

Proposicao 5.27 Seja K, um grafo completo comn vértices, entao a sua matriz

» 5 _ 5Ol n—1
laplaciana é Lk, = nl — J e o seu espectro é 0*,n"~".

Demonstracao: Comecemos por observar que a matriz Lx, = nl — J.
Assim, a equacao (5.1) pode ser reescrita como

nv = (nl —J)v= Lg,v

Portanto, os valores préprios da matriz Ly, sao n, com multiplicidade n — 1, e
0, com multiplicidade 1. m
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Exemplo 5.28 Seja K5 o grafo completo da Figura 5.4.

Figura 5.4: Grafo completo K

Como L =nl — J, entao

10000 11111
01000 11111
L =5[00100[—[111T11
000710 11111
0000 1] [1 111 1]

4 -1 -1 -1 -1
-1 4 -1 -1 -1
= |-1 -1 4 -1 -1
-1 -1 -1 4 -1
-1 -1 -1 -1 4

O polinémio caracteristico da matriz laplaciana anterior é
pS —20pt 4+ 1503 — 50042 + 6254

M1 Mo 3 Mg M5
5 5 5 5 0|

Atendendo a Proposicdo 5.27 podemos ainda escrever os valores proprios de

Ly, como:
spect(Ly,) = [5 O] :

e 0s seus valores proprios sao [

4 1
Proposicao 5.29 O espectro associado & matriz laplaciana do grafo bipartido

completo K, ,, é

SpeCt(LK'm,n) = 1 m — 1 n— 1 1

m-4+n n m 0]
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Exemplo 5.30 Seja K23 o grafo bipartido da Figura 5.5.

Figura 5.5: Grafo bipartido completo K3 3

Temos que a matriz laplaciana de Ky 3 é:

3.0 -1 -1 -1
0 3 -1 -1 -1
-1 -1 2 0 0
-1 -1 0 2 0
-1 -1 0 0 2]

Consequentemente, o seu polindmio caracteristico é:
pw’ —12u* 4+ 5113 — 924 + 60
M1 Ho M3 Mg Hs

5 3 2 2 0
matriz laplaciana deste grafo bipartido completo pode ser escrito, como citado

e 0s valores proprios sao , ou seja, o espectro associado a

na Proposicao 5.29.

Proposigao 5.31 Seja P, um grafo caminho aberto nao direcionado com n

vértices, o espectro é 2 — 2008(%), para j =0,....,n— 1.

Exemplo 5.32 Calculemos o espectro associado a matriz laplaciana do grafo Py
da Figura 5.6.

L L] ® &
2 3 4

[y

Figura 5.6: Grafo caminho P,
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A matriz laplaciana do grafo Py é

1 -1 0 0
1 2 -1 0

Lo —
Fa 0 -1 2 -1
0 0 -1 1

Tem-se que:
. polinémio caracteristico de Lp,: pu* — 613 + 10u% — 4p
. valores préprios de Lp,: [2 +v2 2 2—32 0}

Assim, o espectro associado & matriz laplaciana do grafo Py é

2+ V2 2 2—-v2 0
spect(Lp,) = . ) . )

e verifica a Proposi¢do 5.51.

5.4 Isomorfismo de grafos
Nesta secgao relacionaremos o conceito de isomorfismo de grafos com a teoria
espectral.

Definicao 5.33 Dizemos que Gy e Gy sdo grafos coespectrais quando tém

z

0s mesmos valores proprios com as mesmas multiplicidades, isto é, quando
spect(G1) = spect(Gs).

Definicao 5.34 Dizemos que um grafo G é caracterizado pelo seu espectro se
todos os grafos coespectrais a G sdo isomorfos a G.

Proposicao 5.35 Se dois grafos sao isomorfos, entao tém o mesmo espectro.

Observagao 5.36 O reciproco da Proposi¢ao 5.35 nao é verdadeiro, como se
tlustra em sequida.

Figura 5.7: Grafos coespectrais e nao isomorfos
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Os grafos da Figura 5.7 sao coespectrais, visto que o polinémio caracteristico
de ambos é dado por:

P(0) = 0° — 76" — 40° +- 76> + 460 — 1.
O espectro destes grafos é
spect = [2.7093 0.1939 1 -1 —1 —1.9032].

A partir do polinémio caracteristico, podemos deduzir que ambos os grafos da
Figura 5.7 possuem sete arestas e dois tridngulos, porém eles nao sao isomorfos,
uma vez que o grau maximo do grafo da esquerda é igual a 3, enquanto que
o grau maximo do grafo da direita é igual a 5. Assim, estes grafos nao sao
caracterizados pelo seu espectro, porque embora possuam o mesmo espectro nao

s&o isomorfos.

5.5 Energia de um grafo

Em 1978 Gutman [38] introduziu o conceito de energia de um grafo, como
sendo a soma dos valores absolutos dos seus valores proprios. Este conceito
é utilizado, por exemplo, em Quimica para aproximar a energia total de eletroes
de moléculas.

Os conceitos desta seccao podem ser encontrados em [38], [40] e [48].

5.5.1 Energia adjacente de um grafo

Definigao 5.37 Dado um grafo G, com n vértices, definimos energia de G como
sendo

EA(G) =16,
i=1
onde 61 > 05 > ... > 0,, sao valores proprios da matriz de adjacéncia de G.

Exemplo 5.38 Como no grafo nulo com n vértices os seus n valores proprios
sao nulos, entao a sua energia é também igual a zero.

Exemplo 5.39 O grafo completo com n vértices, K,,, é o grafo complementar
do grafo nulo, que é 0-reqular. Logo, pela Proposicio 5.19, os valores prdprios
de K, saon — 1 com multiplicidade 1 e —1 com multplicidade n — 1. Assim, a
energia de K, é:

Ea(Ky) =|n—1|+(n—1)x|-1] =2(n—1) = 2n — 2.
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Para determinarmos com exatidao a energia de um grafo é necessério conhecer
todos os seus valores préprios, ou seja, necessitamos encontrar todas as rafzes do
polinémio caracteristico do grafo em estudo, o que por vezes nao é tarefa facil.
Geralmente, fazem-se estimativas para o valor da energia de um grafo, como se
enuncia nas duas proposicoes seguintes.

Proposigao 5.40 Seja G um grafo com n vértices e m arestas, entao
E4(G) < V2mn.
Proposicao 5.41 Seja G um grafo com m arestas, entao

2v/m < E4(G) < 2m.

5.5.2 Energia laplaciana de um grafo

Definicao 5.42 Sejam G um grafo com n vértices, iy, ..., |4, 0S valores proprios
da matriz laplaciana de G e d a média dos valores proprios, definimos a energia
laplaciana de G, denotada por Er(G), como

EL(G) = Z }/v%‘ —8‘ :

5.5.3 Aplicagao da energia a Quimica

Nesta subseccao fazemos um breve estudo sobre como a teoria espectral de grafos
se pode relacionar com a Quimica e a Biologia.

Uma drvore é um grafo aciclico conetado. Uma drvore quimica é uma drvore
com grau maximo menor ou igual a 4, ou seja, trata-se de um grafo molecular
que representa isémeros' de alcanos®. Se n é o nimero de vértices, entdo, cada
arvore quimica representa um isémero de C, Ha, 5.

Denotamos A como o grau méximo de um vértice do grafo em anédlise. Para
grafos moleculares A é igual a 2, 3 ou 4. Quando A= 1 trata-se do mais simples
hidrocarboneto saturado chamado de etano. Se um grafo molecular é constituido
apenas pelos isémeros de cadeia linear de alcano, isto é, sem ramificacoes, entao,
A= 2. Se A= 3 temos que a molécula possui apenas carbonos tercidrios e, por
fim, A= 4 indica a presenca de pelo menos um carbono quaternério.

Tsémeros sao moléculas de substancias orgdnicas que apresentam a mesma férmula
molecular, mas possuem propriedades e caracteristicas estruturais diferentes.
2 Alcanos sao hidrocarbonetos formados apenas por ligacoes simples entre os seus carbonos.
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Assim, conseguimos concluir que A(parametro que indica a presenga ou a
auséncia de dtomos de carbono quaternério) é o principal descritor da estrutura
das moléculas, afetando o valor do maior valor préprio laplaciano de um alcano.

Um dos autores presentes em [39] relaciona o grau méximo e o maior valor

proprio laplaciano através da seguinte desigualdade:
A+l <py <A +1+2V/A 1.

Assim, conhecendo o valor de p; podemos detetar a presenca de carbono

quaternario.

Exemplo 5.43 Seja G o grafo molecular presente na Figura 5.8.

2
Is
@ 1 &
1 7 & 4
8

Figura 5.8: Grafo molecular G

n

00 00O0OO0OT1TF®O
000O0OO0OO0OT1TF® O
000O0OO0OT1TO0TO0
A sua matriz adjacente é Ag = 00001100 c,
00 01O0O0O0O0
001 1 0O0T1TO0
11 0001O0T1
000000 1 0]
consequentemente a matriz laplaciana é
(1 0 0 0 0 0 -1 0]
0o 1 0 0 0 0 -1 0
o 0o 1 0 0 -1 0 O
Lo = o 0 0 2 -1 -1 0 0
o 0 o0 -1 1 0 0 O
o 0 -1 -1 0 3 -1 0
-1 -1 0 0 0 -1 4 -1
o o0 o0 0 0 0 -1 1]




Assim, o polindmio caracteristico é

#0000 000 1 0 0 0 0 0 -1
0 xp000O0GO0O o 1 0 0 0 0 -1
0000000 0O 0 1 0 0 -1 0

PLG:det000M0000_0002—1—10
0000000 0 0 0 -1 1 0 0
00000 00 0 0 -1 -1 0 3 -1
000000 u 0 -1 -1 0 0 0 -1 4
0 0000O00O0GK [0 0 0 0 0 0 -1
(-1 0 0 0 0 0 1 0
0 pu—1 0 0 0 0 1 0
0 0 pu—1 0 0 1 0 0

T 0 0 p-2 1 1 0 0
0 0 0 1 pu—1 0 0 0
0 0 1 1 0 p-3 1 0
1 1 0 0 0 1 pu—4 1
0 0 0 0 0 0 1 p—1]

= 8 — 14" + 74u° — 19045 + 2564 — 18243 + 63 — 8

Temos que, os valores proprios laplacianos do grafo G sao
5.2819 3.5857 21694 1 1 0.67420 0.2888 0],

e o indice laplaciano é p; = 5.2819. Como p; > b entao existe carbono
quaterndrio no grafo molecular G.

5.6 Arvores

Na presente seccao sao apresentadas algumas propriedades dos grafos drvore,
o nimero de drvores geradoras de um grafo e o seu espectro. A bibliografia
aconselhada ao leitor para esta secgao poderd ser encontrada em [11], [43] e [44].

Teorema 5.44 (Matriz-drvore) - O niimero de drvores geradoras de um grafo é
dado por qualquer cofator da sua matriz laplaciana, isto é,

adj(L) = 7(G) x J,

60
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onde adj(L) é a matriz adjunta de L, T(G) é o nimero de drvores geradoras de
G e J é uma matriz com todas as entradas iguais a 1.

Demonstragao: Se G nao é conexo entao 7(G) = 0. Suponhamos que G é
conexo e seja I a matriz de incidéncia de GG, e para cada conjunto U com n — 1
arestas de G, seja Ig(U) a matriz n X (n — 1) que consiste nas colunas de Ig
indexadas por U. Para cada vértice i, seja Ig,(U) a matriz obtida por I(U)
eliminando uma linha 7, e seja I, a matriz obtida por I eliminando a linha
i. A entrada ii da adj(L) é det(Ig,,I{ ), e expandindo este determinante pela
férmula de Cauchy-Binet! obtemos

det(Ig,, 1) = %; det (I, (U)) det(Ig, (U)T).

J& mostramos que para um conjunto U fixo de n—1 arestas, det I, (U) = £1
se as arestas de U determinarem uma drvore geradora de G, e det I, (U) = 0
caso contrario.

Suponhamos primeiro que U nao determina uma drvore geradora de G. Entao
algum subconjunto de U, digamos C', forma um ciclo em G. Sem perda de
generalidade podemos assumir que todas as arestas de C sao orientadas para
criar um ciclo direto. Entao a soma das colunas correspondentes de I (U) sao
zero, logo det I, (U) = 0. Por outro lado, se U determinar uma érvore geradora
em (G, entdo existe uma matriz incidente I (U), ou seja, det I, (U) = £1. Segue
que a soma de nimeros nao nulos é 7(G), e que cada parte dessa soma ¢ igual
a 1. Consequentemente todas as entradas da diagonal de adj(L) sdo iguais a
7(G). J4 vimos que todas as entradas de adj(L) sdo iguais, e assim provdmos o
teorema. B

Corolédrio 5.45 O nimero de drvores geradoras de um grafo completo K, é

n—2

n
Demonstragao: Sabemos que o laplaciano de K,, é L(K,) = nl — J, ou
seja,
-1 -1 1 —1 ]
-1 n-—-1 -1 —1
L= —1 -1 n-1 -1
i -1 -1 —1 n — 1_

'A férmula de Cauchy-Binet exprime o determinante de AB  como
det(AB) = > det(A(S)) det((B(S)), onde S descreve os diferentes subconjuntos.
5
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Calculando o cofator de ordem 1 x 1 de L, obtemos

n—1 -1 -1 —1 ]
-1 n—-1 -1 -1
Ay = (—1)*det | —1 -1 n-1 —1
| -1 -1 -1 n—1
n—1 -1 -1 —1 ]
-1 n—-1 -1 -1
= det | —1 -1 n-1 -1
| -1 -1 -1 n—1]
Somando as linhas 2,3,--- ,n — 1 a primeira linha, obtemos o seguinte
(11 1 1]
-1 n—-1 -1 -1
=det |[-1 -1 n-—1 -1
-1 -1 -1 n—1]
Por fim, somando a primeira linha a todas as outras, obtemos
111 -+ 1]
0 n O 0
= det 0 0 n 0 = nn72,
00 0 n|

que se trata de uma matriz triangular superior, onde o determinante é
exatamente n" 2. Assim, 7(G) = n""2 e portanto adj(L(Kn)) =n""%J. m

Coroldrio 5.46 O niumero de drvores geradoras de um grafo ciclico C,, é n.

Demonstragao: Sabemos que o laplaciano de C), é

[ o
1

-1
2

0
-1

0
0
0

0
0
0

-1

-1
0
0

0




Calculamos agora o cofator de ordem 1 x 1 do seu laplaciano.

2 -1 0 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0
0 -1 2 0 0 0
Ay = (—1)%*det : :
0 0 0 2 -1 0
0 0 0 -1 2 -1
0 0 0 0 -1 2
(2 —1 0 0 0 0]
-1 2 -1 0 0 O
0 -1 2 0 0 O
= det : :
0 0 0 2 -1 0
0 0 0 -1 2 -1
0 0 0 0 -1 2
Somando as linhas 2,3, --- ,n — 1 a primeira linha, obtemos a seguinte matriz
(1 0 0 -~ 0 0 1]
-1 2 -1 0 0
0 -1 2 0 0 0
= det : :
0 0 0 2 -1 0
0 0 0 -1 2 -1
0 0 0 0 -1 2

1 0 0 - 0 0
02 -1 - 0 0 1
0 -1 2 -~ 0 0 0

= det : A
00 0 2 —1 0
00 0 -1 2 -1
0 0 0 0 -1 2
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Repetindo este processo n — 2 vezes chegamos & matriz triangular superior

seguinte,

1 00

=det |1 1
000
000
000

00 1
00 2
00 3
1 0 n—3
01 n—4
00 n

cujo determinante é exatamente n. Assim, 7(G) =n. =

Corolério 5.47 Dado um grafo G, o nimero de drvores geradoras de G é dado

por

7(G) = n"2det(J + L).

Demonstracao: E facil verificar que nJ = J? e que LJ = JL = 0. A

seguinte sequéncia de igualdades prova o resultado:

(nI — J)(J + L)

adj[(nl — J)(J + L)]
adj(J + L)adj(nl — J)
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adj(nL)

adj(nL)

n" tadj(L)

nt(G)J

(J+ L)nt(G)J
nt(G)J?

n*r(GQ)J

n~2det(J + L)



5.6.1 Espectro de arvores

Nesta subsec¢ao iremos apresentar dois algoritmos para o célculo do polinémio
caracteristico, sem a necessidade de recorrer & matriz de adjacéncia ou a matriz

laplaciana.

O célculo do polinémio caracteristico adjacente de uma drvore pode ser feito
com base num algoritmo apresentado por Jacobs, Machado e Trevisan em [43].
Este algoritmo é baseado na condensagao da matriz 1 — A. Dada uma arvore G
comeca-se por escolher um vértice como raiz, seguidamente, os vértices que sao
adjacentes a este sao designados de filhos, os vértices adjacentes a estes filhos
serao filhos dos filhos e, assim sucessivamente. A todos os vértices da drvore
atribuiremos o valor x.

O valor final de cada vértice, a(v;), é calculado comecando nas folhas e
seguindo em direcao a raiz, isto é:

1
a(v)) =x — Z (o)’ (5.2)
veF;
onde F; é o conjunto dos filhos que compoem o vértice v; e a(v) é o valor final
dos vértices que sao filhos de a(v;). No caso das folhas a(v;) = x, uma vez que
nao possuem filhos.

Exemplo 5.48 Consideremos a drvore da Figura 5.9, que jd se encontra
organizada para aplicagao do algoritmo atrds descrito.

Figura 5.9: Arvore organizada para a aplicacio do algoritmo

Apds calcular todos os valores de a(v;) (conforme os passos 1 a &5 ilustrados
nas Figuras 5.10 a 5.12), obteremos a matriz 01 — A triangularizada, com
entradas a(v;) nas diagonais.
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Passo 1 Passo 2

Figura 5.10: Passo 1 e passo 2 da aplicagao do algoritmo

O primeiro passo € atribuir a todos os vértices da drvore o valor x, em
sequida, para os restantes passos é necessdario utilizar a formula (5.2), ou seja,
para o passo dois teriamos

|

x-(/x)-(/ (-2))

x-(I/x)-(/ (¢ -2)) x(3/x)

Paszo 3 Paszso 4

Figura 5.11: Passo 3 e passo 4 da aplicagao do algoritmo
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—  X(/x)-((C-2x)/ (x4 +2))- 0/ (2-3))

x{1/x)-(0/ (-2)) x-(3/x)

Figura 5.12: Passo 5 da aplicacao do algoritmo

Em sequida, multiplicamos todos os valores de a(v;) (o que equivale a calcular
o determinante), obtendo finalmente o polinémio caracteristico

ot — 20— 929 4 78 + 2327 — 1425 — 1427 + 62,

O mesmo algoritmo pode ser utilizado para o cédlculo do polinémio
caracterfstico laplaciano, sofrendo apenas uma pequena modificacao no valor
inicial. Sabemos que na matriz de adjacéncia, os termos da diagonal principal
sao zero, enquanto que na matriz laplaciana os termos da diagonal principal
correspondem ao grau do vértice. Assim, atribuimos o valor = — d(v;) como valor
inicial de cada vértice e aplicamos:

a(v)) =z —d(v;) — Z )’
veF;
Exemplo 5.49 Calculemos o polindmio caracteristico laplaciano da drvore da

Figura 5.9.

I

Figura 5.13: Célculo do polinémio caracteristico laplaciano - Passo 1
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Aplicando o algoritmo anterior, e efectuando o produto de todos os a(v;)
encontramos o polinomio

(z —1)3(2® — 1727 + 1112° — 3492° + 5432* — 39123 + 11922 — 112).

Jacobs, Machado e Trevisan [43] apresentam um algoritmo semelhante ao
anterior, em que é demonstrado o seguinte resultado para a matriz de adjacéncia
de arvores: Comecemos por organizar a drvore da mesma maneira aquela feita
para a aplicagao do algoritmo anterior. Seguidamente, atribui-se o valor —a a
todos os vértices, onde o € um niimero real. O algoritmo inicia-se nas folhas até
chegar a raiz.

Para calcular o valor de a(v;) de cada vértice temos de considerar o conjunto
F; de filhos de v;, para as quais j4 se deve ter calculado o valor de a(v).

. Se F; = () entao a(v;) = a(v;);
. Se 0 ¢ {a(v) : v € 5} entdo a(v;) = a(vi) — >, $§

. Se 0 € {a(v) : v € F;} entdo elegemos algum v, de F; tal que a(v;) = 0,
suprimimos a aresta entre v; e o vértice que nao é seu filho (assim, cortamos
a relagao entre v; e o seu pai) e fazemos a substituigao
1
a(v;) = —=; a(vg) = 2.

2
Teorema 5.50 Apds aplicar o algoritmo para —a, o nimero de a(v) negativos,
positivos e iguais a zero é iqual ao numero de valores proprios que sGo Maiores,

menores e 1quais a «, respetivamente.

Utilizando a Figura 5.9 aplique-se o algoritmo anterior para o = 0.

Passo 1 Passo 2

Figura 5.14: Passo 1 e passo 2 da aplicagao do algoritmo quando a =0
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-1/2
‘ o
Jifg : 1 . /2 -1/2 é - -l/2
v 0 2
-1/7 -1/2
2 0 0 2 7 0 0 2
i 7 i 2
Passo 3 Passo 4

Figura 5.15: Passo 3 e passo 4 da aplicagao do algoritmo quando o =0

Uma vez que do algoritmo anterior resultaram quatro valores positivos,
quatro valores negativos e trés valores nulos, entao concluimos que existem
exatamente quatro valores préprios positivos, quatro valores prérpios negativos
e trés valores préprios iguais a 0.

Como no polinémio caracteristico laplaciano usamos a matriz I — L com
entradas na diagonal principal iguais a = — d(v;) entdo, para obtermos a
distribuicao dos valores proprios laplacianos em torno de « executamos o
algoritmo com valor inicial d(v;) — o, como podemos ver no Exemplo 5.51.

Exemplo 5.51 Pretendemos agora encontrar o nimero de wvalores proprios
laplacianos maiores do que 3. Assim, vamos aplicar o algoritmo para o wvalor
inicial de d(vi) — 3.

11710

L

T4 S

-2 -1 -1 -2

2 -2

Figura 5.16: Célculo do ntimero de valores préprios maiores que 3, apds aplicacao
do algoritmo
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Depois de aplicar o algoritmo obtemos os walores de a(v;) dispostos na
Figura 5.16 e, como resultaram trés valores positivos entao concluimos que ha
exatamente trés valores proprios maiores do que 3.
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Capitulo 6

Medidas de Centralidade

6.1 Introducao

Em 1948, Bavelas [3] introduziu a ideia de centralidade aplicada ao sistema de
comunicagao humana. Geralmente, as medidas de centralidade sao utilizadas
em andlises de rede, onde o objetivo passa por saber o quanto uma pessoa é
influente dentro de uma rede social ou, o quanto é importante uma sala dentro
de um edificio, etc.. Podemos também aplicar as medidas de centralidade na
teoria dos grafos, determinando para tal qual a importancia que um vértice tem
num determinado grafo.

Tomemos como exemplo o grafo da Figura 6.1. O vértice vy é o de menor
grau em todo o grafo, no entanto conseguimos observar que v, tem um papel
fundamental na estrutura. Ora v, estd em média mais préximo de qualquer outro
vértice, ou seja, ele exibe maior proximidade. Além disso, para arranjarmos um
caminho capaz de ligar os vértices da esquerda com os vértices da direita (ou
vice-versa) temos obrigatoriamente que passar por vy, servindo este como um
ponto de intermediacao entre dois outros vértices.

O
U
Figura 6.1: Importancia do vértice vy no grafo

Assim, essas trés caracteristicas (grau, proximidade e intermediacao) sao
consideradas por Freeman [32] como medidas bésicas de centralidade e serdo
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apresentadas nas proximas seccoes. Temos ainda as medidas de centralidade
espectrais (centralidade de vetor préprio e centralidade via conectividade
algébrica) onde s@o utilizadas as propriedades dos vetores préprios e dos valores
préprios das matrizes associadas ao grafo em andlise. Por fim, restam as medidas
de centralidade para grafos ponderados onde se avalia nao sé as ligacoes entre
os pares de vértices como também a sua intensidade. Ao leitor interessado
recomendamos as referéncias [3], [4], [6]-[8], [10], [31]-[33], [36], [49], [50], [52]
de onde nos baseamos para desenvolver este capitulo.

6.2 Medidas de centralidade basicas

6.2.1 Centralidade de grau

Imaginemos a rede social "facebook", um dos fatores mais importantes, ou que
nos chama logo a atencao é a quantidade de amigos que um utilizador possui.
Neste caso, a centralidade de grau indica-nos a intensidade do poder que uma
pessoa tem na rede, isto é, quanto maior o nimero de ligagoes (amigos), maior
serd o poder dessa pessoa na rede. Por outras palavras, quanto maior o grau de
um vértice, maior serd a sua centralidade de grau. Esta medida foi utilizada por
Shaw [52] em 1964.

Definigcao 6.1 Sejam G um grafo nao direcionado comn vértices e vy, um vértice
de G. Define-se a centralidade de grau de vy, denotada por dj, como sendo o
nimero de arestas incidentes em vy, ou seja,

n
dp = > akj,
i=1
onde ay; sao os elementos da matriz de adjacéncia Ag.

Como exemplo, consideremos o grafo G e o grafo W da Figura 6.2.

9=

-] Vi
G W

Figura 6.2: Grafos G e W nao direcionados
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O grafo G tem 6 vértices e o seu vértice v; tem grau igual a 3, ou seja,
d; = 3. Ja o grafo W tem 4 vértices e o seu vértice v; tem grau igual a 3, ou
seja, dj = 3. Assim, os vértices v; e v; tém a mesma centralidade de grau, no
entanto enquanto v; domina metade do sistema de comunicacao (3 ligagdes em
5 possiveis), o vértice v; domina a totalidade (3 ligagdes em 3 possiveis) da rede.
Isto leva-nos a seguinte definicao:

Definigao 6.2 Sejam G um grafo nao direcionado comn vértices e vy, um vértice
de G, entao a centralidade relativa de grau de vy, é dada por:

dy,
n—1"

cp(vg) =

Observagao 6.3 Para grafos simples o valor de dy nunca serd superior an — 1
e portanto 0 < cp(vg) < 1. No caso de existirem loops ou arestas multiplas entao
poderd existir algum vértice com grau superior a n — 1 e, como consequéncia, 0
valor de cp(vg) nao estard limitado entre 0 e 1.

Definigao 6.4 Seja G = (V,E) um grafo simples e direcionado com um
conjunto de vértices V.= {vy,...,v,}. A matriz de adjacéncia, Ag, associada
a G é uma matriz quadrada n X n, tal que

1, se existir uma aresta orientada de i para j
Q5 = L.
0, caso contrario

Definigao 6.5 Seja G um grafo direcionado. A centralidade de grau de entrada,
que tem em consideracao quantas ligacoes passam por um determinado vértice,
é definida como:

. n
n
dk = Z Ajk 5
Jj=1

onde d,"™ corresponde ao grau de entrada de vy, ou seja, corresponde ao nimero
n

de arestas que estio direccionados para v, e Y a;, corresponde & soma dos
Jj=1
elementos da linha k da matriz Ag e representam o grau de entrada do vértice

Vg -

A medida relativa de grau de entrada pode ser calculada como

n
dk

n—1

ey (o) =
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Definicao 6.6 Sejam G um grafo direcionado. A centralidade de grau de saida,
que tem em conta quantas ligacoes tem um vértice com outros vértices, é definida
como:

n

out __ )

dy™ =) akj,
=1

J

onde d,°** corresponde ao grau de saida de vy, ou seja, corresponde ao nimero
k ) i
n

de arestas que saem de vy e Y ay; corresponde & soma dos elementos da coluna
i=1
k da matriz Ag e representam o grau de saida do vértice vy.

A medida relativa de grau de saida por ser calculada como

dkout
Cgut(vk) = n — 1

Exemplo 6.7 Consideremos o grafo G da Figura 6.5.

Figura 6.3: Grafo GG direcionado

Temos que a matriz de adjacéncia do grafo G é definida como

01 00T1O0
001100
Ap = 000100
100001
0001O0O0
00 0O0O0O

Assim, a centralidade de grau de entrada e de grau de saida dos vértices do grafo
G sao:
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dlout — 27 d2out — 27 d?’out — 17 d40ut — 27 d5out — 17 d6out — O,

onde concluimos que o vértice vy é 0 mais central sequndo a centralidade de grau
de entrada e os vértices vy, v € vy SG0 05 Mmais centrais sequndo a centralidade
de grau de saida.

6.2.2 Centralidade de Proximidade

E uma medida de centralidade que foi desenvolvida por Bavelas [3], Beauchamp
[4], Robert Moxley e Nancy Moxley [49] e Sabidussi [50] e tem como objetivo
avaliar o quanto um determinado vértice est4 distante dos demais. Assim, quanto
menor for a distAncia média de um vértice para com os outros, maior serd o
valor da centralidade de proximidade. A importancia destes vértices numa rede
nasce devido a sua influéncia, uma vez que as informagoes presentes nos mesmos
atingem os restantes vértices da rede num tempo menor para uns do que para
outros. Por outras palavras, mede a velocidade de transmissao, sabendo quanto
tempo foi necessdrio para a informacao ir de um determinado vértice para os

restantes, sequencialmente.

Definicao 6.8 Sejam v; e v, dois vértices de um grafo G entao, a menor
distdncia entre v; e vy, denotada por dist(vj,vy), € o numero de arestas do
caminho mais curto possivel que une v; a vy.

Definigao 6.9 Seja G um grafo conexo e nao direcionado com n vértices e seja
v um vértice de G, entao a centralidade de proximidade de v, é dada por:

1
co(vp) = —

> dist(vj, v,)

j=1

Num grafo conexo com n vértices sabemos que v, pode estar no minimo
a uma distancia igual a 1 de um vértice v; (acontece quando v; é um vértice
adjacente de vi) e, no maximo estar ligado a n — 1 outros vértices. Assim, o

maior valor para a centralidade de proximidade de um vértice vy, é co(vy) = —,

n
pois o menor valor possivel para Y dist(v;,vy) =n — 1.
i=1

Definicao 6.10 Seja G um grafo conexo nao direcionado com n vértices e seja
v um vértice de G, entao a centralidade relativa de proximidade de vy, é dada
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por:
n—1
(o) = — (- 1) x cclu).
dist(vj, vy)
-1

J

Exemplo 6.11 Consideremos o grafo G da Figura 6.4,

1 2 &

Figura 6.4: Os vértices v3 e v5 sao os mais centrais do grafo GG segundo a
centralidade de proximidade

Com o objetivo de calcular a medida de centralidade de proximidade, vamos
determinar as distdncias entre vy e 0s restantes vértices.

dist(ve,v1) = 1; dist(vs,v1) =2;  dist(vg,v1) =4;  dist(vs,v1) = 3;
dist(vg, v1) = 4.
Assim, a centralidade de proximidade do vértice v, é dada por:

1 B 1 1
S dist(v, o) LT2TAT3HA 1
j=1

co(v) =

Do mesmo modo podemos determinar a medida de centralidade de proximidade
para os restantes vértices de G. Ora,

1 1

S ol =g )= cols) =5 colon) = o

cc(vz) = 8’ 12’ 12

De acordo com a medida de centralidade de prorimidade os vértices vs e vs sao
0s mais centrais e possuem o mesmo nivel de importincia na rede.

Observagao 6.12 A extensao desta medida para grafos direcionados é feita
considerando apenas distdncias sobre caminhos direcionados.
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6.2.3 Centralidade de intermediacao

A centralidade de intermediagao foi proposta por Freeman [32] e estd relacionada
com o mumero de vezes que um vértice precisa de outro vértice (cuja
centralidade é medida) com o objetivo de alcancar um terceiro vértice.
Essencialmente mede o papel de intermedidrio num grafo e dd uma ideia do
volume de tréfego/informagao que flui entre quaisquer dois vértices através do
intermedidrio.

O intermedidrio tem a capacidade de quebrar e evitar contactos e isolar
vértices, ou seja, tem o potencial para controlar o fluxo de informacoes entre

os pares de vértices da rede.

Definigao 6.13 Uma geodésica é a menor distdncia que une dois pontos. Num
grafo uma geodésica é o caminho mais curto entre dois quaisquer vértices.

Definicao 6.14 Seja G um grafo conexo com n vértices e sejam v;, v; e vy
vértices de G, tal que i # j, i # k e j # k. A intermediacdo parcial de v, com
respeito a ligagao de v; com v; € dada por:

0, se nao existir caminho entre v; e v,
bij(vx) = 935 (Vi)

—= caso contrario
9ij

onde g;; denota o nimero de geodésicas entre v; e v; (ou seja, é o nimero total
de caminhos mais curtos entre os vértices i e j) e g;j(vy) denota o nimero de
geodésicas entre os vértices v; e v; que passam pelo vértice vy.

A centralidade de intermediacao de v, é definida pela soma de todas as
intermediagoes parciais de v, em . Assim, temos:

c(vp) = >0 bij(vg).

1<i<j<n

Definicao 6.15 Seja G um grafo conexo com n vértices e seja vy, um vértice de
G, entao a centralidade relativa de intermediacao de vy, é dada por:

2cp(vE)

sl = s o

7



Exemplo 6.16 Consideremos o grafo G da Figura 6.5.

Figura 6.5: O vértive vy é o mais central do grafo G

As geodésicas entre v; e vj, com v, ev; €V, i1 <jei,j=1,23,5,6,7, bem
como aquelas que passam por vy SA0:

—_

gi2=1 e gi2(va) =0; @13 =

3 e gi3(va) =0; gi5=1 e gi5(vs) =0;
916(U4) = 2

gt =2 e qir(vy) = 2

[\]
@

gi6 =

g3=1 e gn(va) =0; gs=1 e go5(vs) =0; gas=2 e gos(va) =2
g1 =2 e gu(va) =2;
g5 =2 e gss(va)=1; gss=1 e gss(va) =1; gsr=1 e gsr(va) = 1;
g6 =1 e gs(va) =1 gsr=1 e gsr(va) =1
gr =1 e 967(“4) = 0.

Assim, a medida de centralidade de intermediacao para o vértice vy é:

c(va) = > bij(va)

1<i<j<n

1,j74
o0 o0 060 2 2 0 0 2 2 1 1 1 1 1 0
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1T
- 7

Usando o mesmo raciocinio para os restantes vértices, temos:

11 6 6
CB(Ul) = 0; CB(Uz) = 7; CB(U3) = 5; CB(U5) = 5; CB(U6) =

Logo, a centralidade de intermediacao indica que o vértice vy é o vértice mais
central da rede, porque cp(vs) > cp(vj), Vj # 4

o | oo

; CB<U7) =0.

78



6.3 Medidas de centralidade espectrais

Nesta seccao iremos abordar duas medidas de centralidade. Na medida de
centralidade do vetor préprio utilizamos o conceito de valor préprio e vetor
préprio da matriz de adjacéncia do grafo em andlise. J4 na centralidade via
conectividade algébrica utilizamos as propriedades da matriz laplaciana.

6.3.1 Centralidade de vetor préprio

A centralidade de vetor préprio é uma medida proposta por Bonacich [7] em
1987 que corresponde a relevancia de um vértice em fungao da relagao com os
seus vizinhos. Esta medida estende o conceito de centralidade de grau, isto
é, agora é importante para a rede nao sé um vértice possuir muitas ligagoes
com outros vértices, como também ter ligagoes com vértices que tém muitas
ligacoes. Imaginemos, por exemplo, uma rede em que se analisa a propagagao
de uma doenca, se uma pessoa tem a possibilidade de apanhar uma doenca
através dos seus vizinhos, e se esses vizinhos tém uma elevada probabilidade em
apanhar doencas, entao a possibilidade da primeira pessoa apanhar uma doenca
¢ também elevada.

Definicao 6.17 Seja G um grafo conexo com n vértices e seja vy, um vértice de
G, entao a centralidade de vetor préprio de vy, é dada por:

Ceig<vk) = Tk,

onde xj € a k-ésima coordenada do vetor préprio positivo unitdrio x associado
ao indice do grafo, isto €,

T = md( )Zak]a}], k=1,...n,

onde ay; sao as entradas da matriz de adjacéncia Ag e x; sao as coordenadas
do vetor préprio associado ao indice do grafo.

Exemplo 6.18 Consideremos a Figura 6.6.

[ R

2 1

Figura 6.6: Grafo G cujo vértice mais central segundo a centralidade de vetor
proprio é vy
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O polinémio caracteristico do grafo G e o seu espectro sao, respetivamente

Py(G) = 6° — 56° + 26

spect(G) =

2.1358 0.662 0 —0.662 —2.1358
1 1 1 1 1 '

O wvetor préprio associado ao valor préprio 2.1358 é:
v = [17808 16676 1.7808 2.1358 1]

Contudo, precisamos normalizar o vetor préprio e portanto,

|z|| = \/(1.7808)2 + (1.6676)% + (1.7808)2 + (2.1358)% + (1)2 = 3.8321.
Assim, o wvetor proprio positivo e de norma 1 associado ao indice do grafo
ind(G) = 2.1358 é:

r = 1.7808 1.6676 1.7808 2.1358 1
3.8321 3.8321 3.8321 3.8321 3.8321

= [0.46471 0.43517 0.46471 0.55734 0.26095}

e, portanto as centralidades de vetor propio dos respetivos vértices de G sao:

Ceig(v1) = 0.46471;  coig(vs) = 0.43517;  coiy(vs) = 0.46471;
ceig(u) = 055734, Ceig(’U5) = 0.26095.

6.3.2 Centralidade de um vértice via conectividade

algébrica (medida de contribuigao para «(G))

A medida de centralidade via conectividade algébrica é utilizada para medir a
importancia de um vértice em relacao a vulnerabilidade que ele oferece a rede
caso tenha de ser dela retirado. Por outras palavras, deteta possiveis falhas que
possam vir a comprometer a rede.

Definicao 6.19 Seja G um grafo conexo e seja v um vértice de G, seja ainda
a(@) a conectividade algébrica do grafo G, entao G\vy é o subgrafo induzido
de G apds retirado o vértice v, e a(G\vy) é a conectividade algébrica de G\vy.
Assim, a centralidade do vértice vy, via conectividade algébrica é definida por:

co(v) = a(G) — a(G\vy).
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Observagao 6.20 A centralidade via conectividade algébrica pode assumir
valores megativos, estes indicam que v e as suas arestas incidentes diminuem a
conectividade algébrica de G. Se os valores forem positivos entao o vértice vy e
as suas arestas incidentes servem para aumentar a conectividade algébrica. Ja
no caso dos valores serem nulos i1sso significa que o vértice vy e as suas arestas
incidentes nao tém qualquer efeito na conectividade algébrica de G.

Exemplo 6.21 Seja G o grafo da Figura 6.7.

8w

1 (&

Figura 6.7: Grafo G onde v3 é o vértice mais central segundo a centralidade via
conetividade algébrica

O polinémio caracteristico da matriz laplaciana de G é
Pr. () = pb — 14p° + 71p* — 1583 + 149p* — 48,
cujas raizes formam o espectro de G:

5115 4.303 2.746 1.139 0.697 0
e @ =170 |

Assim, a conectividade algébrica do grafo G é o(G) = 0.697.

Se pretendermos descobrir a centralidade via conectividade algébrica de vy,
entao retiramos o vértice vy do grafo G de forma a obtermos o subgrafo induzido
G\v1 cujo espectro é:

spect(G) = 4.303 3.618 1.382 0.697 O .
1111
A conectividade algébrica de G\vi ¢ o(G\vy) = 0.697. Assim,

ca(v1) = (@) — a(G\vy) = 0.697 — 0.697 = 0 ¢ a centralidade via conectividade
algébrica do vértice v .
Analogamente, podemos encontrar a centralidade dos restantes vértices.
Temos portanto:
ca(v2) = 0.178;  cu(v3) = 0.697;  c,(v4) = 0.697; c4(v5) = —0.303;
Ca<U6) = —0.133.
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Como podemos observar e tendo em consideracao a medidade de centralidade
via conectividade algébrica os wvértices vs e v4 Sao 0s mais centrais e
indispensdveis para manter o grafo conero. Da mesma forma esta medida
indica-nos que o0s vértices vs e vg exigem uma maior vigildncia (porque tém
as centralidades mais baixas) e podem vir a compremeter a rede.

6.4 Algumas medidas de centralidade utilizadas

em grafos ponderados

Nesta seccao veremos que as medidas de centralidade de grau, de proximidade
e de vetor préoprio podem ser estendidas para grafos ponderados. Nesta medida
¢é utilizada uma matriz cujas entradas correspondem aos valores de cada aresta,
denominada de matriz dos pesos.

Definicao 6.22 Seja G um grafo conexo ponderado e seja v, um vértice
qualquer, entdo a centralidade de grau de v, é dada pela soma dos pesos das
arestas incidentes a vy,.

n
dr, = Y Wiy,
Jj=1
onde wy; corresponde as entradas da matriz dos pesos do grafo G.

Definicao 6.23 Seja G um grafo conexo ponderado e seja v, um vértice
qualquer, entao a centralidade de proximidade de vy pode ser definida como o
inverso da soma dos pesos das arestas referentes o geodésica que liga pares de

vértices. ]

> dist(vj, v,)
=1

Cc ('Uk) =

Definicao 6.24 Seja G um grafo conexo ponderado com n vértices e seja v, um
vértice de GG, entao a centralidade de vetor préprio de vy € dada por:

Ceig (Uk> = T,

onde xp € a k-ésima coordenada do vetor préprio positivo unitdrio x associado
ao indice do grafo, isto é

Tp = md( )Zwkja:j, =1,...n,

onde wy; sao as entradas da matriz de pesos do grafo G e x; sao as coordenadas
do vetor prdprio associado ao indice do grafo.
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6.5 Aplicacao

A andlise de redes sociais, tem sido aplicada a anélise do desempenho individual
e coletivo no futebol. A maioria dos estudos tém analisado as redes de interacao
entre os jogadores através do passe, entendendo os jogadores como os vértices
dessa rede (Duch [29]).

O objetivo deste estudo foi o de investigar a influéncia individual dos
jogadores da selecao portugesa na criacao de redes de circulacao da bola que
vao desde a recuperacao de bola até a finalizacao.

Para a realizacdo deste estudo utilizamos as jogadas mais perigosas (aquelas
que terminaram em remate) da selegdo de Portugal no jogo para a final do
Europeu de 2016, onde Portugal sagrou-se campeao europeu ao vencer por 1-0
a selecao francesa, apés o prolongamento.

Todas as jogadas tém inicio apds a recuperacao de bola por parte da selecao
portuguesa e terminam apds a finalizacao da jogada através de um remate.

Os jogadores serao sempre identificados com o seu nome seguido do seu
numero da camisola. O nimero da camisola terd um papel fundamental, pois
ird corresponder ao nimero do vértice que representa o jogador no grafo.

Dados relativos ao jogo

Onze inicial de Portugal:

Rui Patricio (1) Cédric Soares (21) Renato Sanchez (16)
Pepe (3) William de Carvalho (14) Nani (17)
José Fonte (4) Joao Mdrio (10) Cristiano Ronaldo (7)
Raphael Guerreiro (5) Adrien Silva (23
Substituigoes:

Saidas Entradas
minuto 25’: Cristiano Ronaldo (7) Ricardo Quaresma (20)
minuto 66’: Adrien Silva (23) Joao Moutinho (8)

minuto 78’ Renato Sanchez (16)  Eder (11)
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Jogadas perigosas (terminadas em remate) por parte da equipa
portuguesa:

minuto 4’: Pepe (3) - Rui Patricio (1) - José Fonte (4) - Adrien Silva (23) -
Cédric Soares (21) - Nani (17) - remate (R).

minuto 23’: Adrien (23) - remate (R).

minuto 27’: Raphael Guerreiro (5) - Renato Sanchez (16) - William
Carvalho (14) - Cédric Soares (21) - Ricardo Quaresma (20) - William
Carvalho (14) - Adrien Silva (23) - Renato Sanchez (16) - Raphael

Guerreiro (5) - Renato Sanchez (16) - William Carvalho (14) - Ricardo
Quaresma (20) - Cédric Soares (21) - Joao Mario (10) - remate (R).

minuto 38’: Raphael Guerreiro (5) - remate (R).

minuto 39’: Joao Mario (10) - José Fonte (4) - remate (R).

minuto 80’: Joao Mario (10) - Jodo Moutinho (8) - Nani (17) - remate (R).
minuto 80’: Ricardo Quaresma (20) - remate (R).

minuto 81’: Joao Moutinho (8) - Cédric Soares (21) - Pepe (3) - José
Fonte (4) - Raphael Guerreiro (5) - Jodo Mdrio (10) - Ricardo Quaresma (20)
- Rui Patricio (1) - William Carvalho (14) - José Fonte (4) - Raphael Guerreiro
(5) - Joao Mdrio (10) - José Fonte (4) - William Carvalho (14) - Cédric Soares
(21) - Nani (17) - Joao Moutinho (8) - Joao Mdrio (10) - Joao Moutinho (8)
- Nani (17) - remate (R).

minuto 95’: Ricardo Quaresma (20) - Pepe (3) - remate (R).

minuto 103’: Ricardo Quaresma (20) - Eder (11) - remate (R).

minuto 108’: Raphael Guerreiro (5) - remate (R).

minuto 109’: Jodao Moutinho (8) - William Carvalho (14) - Ricardo
Quaresma (20) - Jodo Moutinho (8) - Eder (11) - remate (R).
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Para a construcao da Figura 6.8 foi necessério assistir ao video do jogo de
futebol da final do Europeu de 2016 intimeras vezes, de modo, a conseguir
apontar o percurso da bola nas jogadas mais perigosas do encontro. A figura
representa um grafo nao direcionado com 15 vértices, onde os vértices vermelhos
correspondem ao 11 inicial de Portugal, os vértices azuis sao os jogadores que
entraram na partida no decorrer do jogo, o vértice amarelo representa o remate
(R), ou seja, todos os jogadores que remataram durante o jogo tiveram ligacao
com este vértice. Os numeros identificam o nidmero do vértice (corresponde
ao nimero da camisola do jogador) e as arestas representam a ligacdo entre 2
jogadores, isto é, se, por exemplo, existe uma aresta entre Pepe (3) e José Fonte
(4), entao significa que o Pepe (3) passou a bola para o José Fonte (4) pelo menos

uma vez no jogo, ou vice-versa.

Figura 6.8: Mapa de jogo das jogadas mais perigosas de Portugal

6.5.1 Medidades de Centralidade aplicadas a final do
Europeu de 2016

Para calcular as medidas de centralidade presentes nesta subseccao e, uma
vez que o Cristiano Ronaldo (7) nao fez, neste jogo, nenhuma jogada dita
perigosa, pois, por se ter lesionado, foi substituido logo no inicio, entao nao
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serd considerado um vértice. Esta decisao prende-se com o facto de que para
calcularmos as medidas de centralidade de um grafo é necessario que este seja
conexo. Usamos entao os 10 jogadores iniciais, os 3 jogadores que entraram no
decorrer do jogo e o vértice remate (R).

Ficamos assim com o seguinte grafo G' conexo, ponderado e nao direcionado
com 14 vértices:

Figura 6.9: Mapa de jogo das jogadas mais perigosas de Portugal apés a exclusao
do vértice 7

Centralidade de grau

Para calcular a centralidade de grau utilizamos um grafo ponderado, uma vez
que existem ligacoes que se repetem entre jogadores, dando assim peso as
arestas/ligagoes. A frequéncia destas ligagoes podem ser consultadas nas jogadas
mais perigosas do encontro, analisando quantas vezes um jogador teve ligacao
com outro.

A seguinte matriz dos pesos representa o grafo G da Figura 6.9.
Acrescentamos a esquerda e em cima, respetivamente, uma matriz coluna e uma
matriz linha auxiliares, que representam o niimero da camisola de cada jogador
(nimero do vértice), identificando assim, a que vértice corresponde determinada
linha/coluna da matriz dos pesos. A ordem dos vértices nestas matrizes coluna
e linha foi feita tendo em conta a posicao do jogador, o jogador 1 é guarda
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redes, o 3 é defesa central, o 4 é defesa central, o 5 é lateral esquerdo, e assim

sucessivamente.

1 345 21 14 10 23 16 17 20 8 11 R
[1]fo1 100 1 0 0 O 0 1 0 0 O]
3{(fto101 00 0 O OT1O0 0 1
41111020 2 2 1 0 0 0 0 0 1
5/fo o200 0 2 0 3 0 0 0 0 2
210101 000 2 1 1 0 2 2 1 0 0
41 0202 0 0 1 2 0 3 1 0 0
PG:10 00221 00 0O 0 01 3 0 1
23/]lo 0101 1 0 0O 1 0 0 0 0 1
600030 2 0 1 0 O0O0O0TO0O
7]foooo0o2 00 0 0 OO0 3 0 3
200111002 3 1 0 000 1 1 1
gl{jfoooo1 13 0 03 1 010
11{fooooo 00 O OO T1 1 0 2
R||01T 120 01 1 03 10 2 0

Assim, os resultados obtidos para a medida de centralidade de grau sao:

di=4 d3=5 dy=10 ds=9 doy =10 diy =12 dyg =10
d23:5 d16:6 d17:8 dggzll d8:10 d11:4 dR:12 '

Através da medidade de centralidade de grau constatamos que o jogador
William Carvalho (14) foi o jogador que mais ligagoes teve com outros jogadores
da sua equipa, executando o passe por 12 vezes no que diz respeito as jogadas
perigosas. Podemos ainda destacar os trés médios Ricardo Quaresma (20), Joao
Moutinho (8) e Joao Mério (10), o lateral Cédric Soares (21) e o central José
Fonte (4) pela alta centralidade.

Centralidade de proximidade

Para calcularmos a centralidade de proximidade utilizamos os 10 jogadores
iniciais mais os 3 que entraram no decorrer do jogo e o vértice remate (R),
pois consideramos que era importante saber qual o caminho mais curto para a

bola sair de um determinado jogador e chegar a finalizagao.
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Na tabela seguinte os veértices sdo identificados por J; (jogador i) e
apresentamos apenas os resultados finais das medidas de centralidade de
proximidade dos jogadores (os célculos podem ser consultados no Anexo A).

Jogador S Js Jy s Ju Juu Jwo Jaz Jie Jir Jwo Js Jun R

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
CC(Ji) 53

23 22 21 24 19 19 20 23 26 28 18 20 27 18

Assim, observamos que Ricardo Quaresma (20) é o jogador que, em média,
fez a bola chegar aos colegas de equipa, mais rapidamente, pois a sua medida
de centralidade de proximidade foi de aproxmadamente 0,056. Com uma boa
centralidade de proximidade temos ainda William Carvalho (14) e Cédric Soares
(21) ambos com 0, 053.

Centralidade via conectividade algébrica

Para calcularmos a centralidade via conectividade algébrica precisamos saber
qual o valor da conectividade algébrica do grafo G. Assim, utilizando uma
matriz linha e uma matriz coluna que representam o nimero da camisola de
cada jogador (nimero do vértice), temos:

LG:D—AG

[ 1 3 4 5 21 14 10 23 16 17 20 8 11 R
(114 -1 -1 0 0 -1 0 0 0 0O -1 0 0 0
3{|-1 5 -1 0 =10 0 0 0 0 -1 0 0 -1
4l|-1 -1 7 -1 0 -1 -1 -1 0 0 0 0 0 -1
5010 0o -1 4 0 0 -1 0 -1 0 0 0 0 -1

21/ |0 -1 0 0 7 -1 -1 =1 0 —1 —1 =1 0 0
“l|-1 0 =1 0 -1 7 0 -1 -1 0 -1 -1 0 0
fwof]o 0 -1 -1 -1 0 6 0 0 0 -1 -1 0 -1
230 0 -1 0 -1 -1 0 5 -1 0 0 0 0 -1
6[{{o 0o 0 -1 0 -1 0 -1 3 0 0 0 0 0
17{lo 0o 0o 0 -1 0 0 0 0 3 0 -1 0 -1
20{|-1 -1 0 0 =1 =1 =1 0 0 0 8 —1 —1 —1
8/{o o 0 0 -1 -1 -10 0 -1 -1 6 -1 0
1mflo o o o 0o 0 0 0 0 0 -1 -1 3 -1
R0 -1 -1 -1 0 0 -1 -1 0 -1 -1 0 -1 8




O seu polinémio caracteristico é:

Y _ 76013 4 2622112 — 543321t 4 753885410 — 73910864° + 526324288 —
27541230817 + 10581361568 — 29456081264° 4 57702314724* —
75262684604° 4+ 58537957882 — 2048828936

e o0s seus valores préprios sao:

9.9753 9.5961 8.3488 7.9522 7.4747 6.8172 5.3310
5.001  4.4751 3.5521 2.8378 2.6638 1.9748 0.

Como a conectividade algébrica é o segundo menor valor préprio do
espectro de um grafo, entao a conectividade algébrica de G é 1,9748, ou seja,
a(@) =1,9748.

Ap6s remover um vértice do grafo G a vez e fazendo os cdlculos como

anteriormente, obtemos os seguintes resultados:

a(G\vy) = 1,9749; a(G\vs) = 1,9833;
a(G\vy) = 2,0307; a(G\vs) = 2,2048;
a(G\vg1) = 2,0323; a(G\v14) = 2,0353;
a(G\vy) = 1,9773,; a(G\vgg) = 2,1579;
a(G\vg) = 2,4680; a(G\vy7) = 2,1233;
a(G\vy) = 2,0011; a(G\vs) = 2,2298,;

a(G\vy1) = 2,1635; a(G\vg) = 2,0018.

co(v1) = —0,0001  c¢4(v3) = —0,0085  c4(vg) = —0,0559  ¢,(v5) = —0,23

( ( (
Ca(v21) = —0,0575  c4(v14) = —0,0605 c4(v19) = —0,0025 ¢,(vg) = —0,027
Co(v3) = —0,1831  ¢4(v16) = —0,4932  ¢4(v17) = —0, 1485
Co(vo0) = —0,1163  ¢4(vg) = —0,255 cqa(v11) = —0, 1887

Esta medida de centralidade s6 nos deu valores negativos e isso explica-se
pelo facto do grafo possuir muitos caminhos possiveis para se deslocar de um
vértice x para um vértice y, fazendo com que ele nunca se torne desconexo.

Assim, concluimos que esta centralidade nao nos dé resultados objetivos.
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Centralidade de intermediacao

Para calcularmos esta centralidade temos que averiguar quantos caminhos mais
curtos existem entre um determinado jogador e outro, fazendo com que a bola
passe por um terceiro elemento. Nesta medida excluimos o vértice remate, uma
vez que ele nunca serd intermedidrio entre dois jogadores.

Os resultados finais s@o apresentados em (6.1). Os célculos intermédios
necessarios para as medidas de centralidade de intermediacao de cada vértice
(jogador) podem ser consultados no Anexo B.

Com base nesta centralidade concluimos que o jogador mais influente ao
longo do jogo foi o médio William Carvalho (14), pois a sua centralidade de
intermediagao foi a mais elevada, isto é, foi de 10,638. Outros jogadores
que também tiveram uma boa performance foram Cédric Soares (21), Ricardo
Quaresma (20) e Joao Moutinho (8) com uma centralidade de 9,052, de 8,876
e de 8,15, respetivamente. Conseguimos observar que a posicao ocupada em
campo pelos jogadores afeta o seu nivel de influéncia na equipa, pois os médios
tém tendéncia a apresentar niveis de influéncia superiores quando comparados
com outras posigoes.

Ji Js Jy Js Jo1 Jia J1o
0,810 1,367 6,262 1,476 9,052 10,638 6,667

J2s Jis Jiz Js Jao Ju
1,869 1,000 0,000 8,15 8,876 0,000
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Capitulo 7

Conclusoes

A teoria espectral de grafos codifica um grafo ou uma rede numa matriz, depois
calcula os valores préprios (para formar o espectro) dessa matriz. Esses valores
préprios podem ser usados e calculados com eficiéncia e precisao para deduzir
informacgoes importantes sobre o grafo ou sobre a rede.

O desenvolvimento do presente estudo possibilitou uma anédlise de como os
grafos e a teoria espectral podem ser utilizados para medir a centralidade de
um vértice e, deste modo, obter dados mais consistentes sobre determinados
comportamentos e situagoes que ocorrem dentro de uma rede. Vimos que para
saber a importancia de um vértice ou de um individuo numa rede em funcao
do seu numero de vizinhos, entao a medida de centralidade mais adequada é
a de grau. Se, no entanto, pretendemos estudar a distdncia ou o tempo que
leva uma informagao a espalhar-se pela rede, ou seja, saber a proximidade entre
um determinado vértice e todos os outros, a medida mais apropriada seria a
de centralidade de proximidade. Se o objetivo é controlar a comunicagao de
um vértice sobre outros vértices, entao a centralidade de intermediagao ¢ a mais
apropriada, pois, o vértice mais central tem o poder de impedir, permitir, facilitar
ou dificultar a comunicacao. A medida de centralidade de vetor préprio é a mais
adequada no estudo da importancia de um vértice na relagao deste com vértices
que tenham um grau de vértice elevado, isto é, muitas ligacoes. Se pretendemos
estudar a vulnerabilidade de um vértice numa rede, a medida via conectividade
algébrica é a mais indicada. Por fim, se a rede em estudo analisar o peso ou
a intensidade da ligagao entre os vértices, entao as medidas de centralidade
aplicdveis em grafos pesados sao as mais apropriadas.

Assim, constatamos que, de um modo geral, nao existe a melhor medida de
centralidade, existe sim, dependendo do contexto e da situacao, medidas mais
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adequadas. Compreender a estrutura de uma rede e descobrir os vértices mais
influentes é um desafio estimulante.

Ao aplicarmos as medidas atrds referidas, para explorar a releviancia dos
vértices na rede composta pelos 13 jogadores da selecao portuguesa de futebol,
que intervieram nas jogadas mais perigosas, na final do Europeu de Futebol de
2016, concluimos que a medida de intermediacao foi a que produziu resultados
mais interessantes, pois o jogador que possui a bola é o jogador que controla
a continuacao da comunicacao. Podemos destacar o jogador William Carvalho
(14) pela excelente exibigao, e por, com base no nosso estudo ter sido o jogador
mais importante do plantel Portugués.

Para trabalhos futuros propomos estudar a teoria espectral de grafos e as
medidas de centralidade utilizando grafos direcionados, estudar o algoritmo
PageRank, que analisa a relevancia de um site, tendo em atencao o niimero e a
qualidade de links que direcionam para esse site e, por fim, analisar a propagacao
de um virus, onde é aconselhada a utilizacao da medida de centralidade de vetor
proprio.
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Anexos
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Anexo A

Centralidade de proximidade

Para calcularmos a centralidade de proximidade utilizamos os 10 jogadores
iniciais mais os 3 que entraram no decorrer do jogo e o vértice remate (R),
pois consideramos que era importante saber qual o caminho mais curto para a
bola sair de um determinado jogador e chegar a zona de finalizacao.

dist(3,1) = 1; dist(4,1) = 1; dist(5,1) = 2; dist(21,1) = 2;
dist(14,1) = 1;  dist(10,1) =2, dist(23,1) =2 dist(16,1) = 2;

dist(17,1) = 3;  dist(20,1) = 1;  dist(8,1) = 2; dist(11,1) = 2;
dist(R,1) = 2;

onde dist(z,y) representa o menor nimero de arestas necessdrio para a bola ir
do jogador x para o jogador y, ou vice versa.

1 1
7)) = _ 1
col )= oo ris272725351727272 33
dist(1,3) = L; dist(4,3) = 1; dist(5,3) = 2; dist(21,3) = 1;
dist(14,3) = 2;  dist(10,3) =2;  dist(23,3) =2;  dist(16,3) = 3;
dist(17,3) = 2. dist(20,3) = 1;  dist(3,3) =2;  dist(11,3) = 2:
dist(R,3) = 1;
1 1
Cc(Jg) —

T1r1+2+1+2+2+243+2+1+2+2+1 22
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dist(1,4) = 1; dist(3,4) = 1; dist(5,4) = 1; dist(21,4) = 2;
dist(14,4) =1;  dist(10,4) = 1;  dist(23,4) = 1;  dist(16,4) = 2;
dist(17,4) =3;  dist(20,4) =2;  dist(8,4) = 2; dist(11,4) = 3;
dist(R,4) = 1;
1 1
CC(J4> = = —
1+14+14+24+1+1+14+24+34+24+243+1 21
dist(1,5) = 2; dist(3,5) = 2; dist(4,5) = 1, dist(21,5) = 2;
dist(14,5) = 2; dist(10,5) = 1; dist(23,5) = 2; dist(16,5) = 1;
dist(17,5) =3;  dist(20,5) =2;  dist(8,5) = 2; dist(11,5) = 3;
dist(R,5) = 1;
cols) = L -1
S 2142424 14+2+41434+2+2+3+1 24
dist(1,21) = dist(3,21) = 1; dist(4,21) = 2; dist(5,21) = 2;
dist(14, 21) 1, dist(10,21) =1;  dist(23,21)=1;  dist(16,21) = 2;
dist(17,21) = dist(20,21) =1;  dist(8,21) = 1; dist(11,21) = 2;
dist(R,21) =
() = 1 -
O T f 2424 1+l +1+42+1+1+1+2+2 19
dist(1,14) = dist(3,14) = 2; dist(4,14) = 1; dist(5,14) = 2;
dist(21, 14) 1, dist(10,14) =2;  dist(23,14) =1;  dist(16,14) = 1,
dist(17,14) = dist(20,14) = 1;  dist(8,14) = 1; dist(11,14) = 2;
dist(R,14) = 2;
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1 1

Jia) = =
el = T e s i1 s 14241411242 19
dist(1,10) = 2; dist(3,10) = 2; dist(4,10) = 1, dist(5,10) = 1;
dist(21,10) = 1;  dist(14,10) = 2;  dist(23,10) =2;  dist(16,10) = 2;
dist(17,10) = 2;  dist(20,10) =1;  dist(8,10) = 1; dist(11,10) = 2;
dist(R,10) = 1;
(J10) = ! _ L
O o T+l +1+2+2+2+2+1+1+2+1 20
dist(1,23) = dist(3,23) = 2; dist(4,23) = 1; dist(5,23) = 2;
dist(21, 23) dist(14,23) = 2;  dist(10,23) = 1;  dist(16,23) = 1;
dist(17,23) =3;  dist(20,23) =2;  dist(8,23) = 2; dist(11,23) = 3;
dist(R,23) =
colzs) = ! _ 1
B 2+ 1 4241 4+2+14+14+3+2+2+3+1 23
dist(1,16) = 2; dist(3,16) = 3; dist(4,16) = 2; dist(5,16) = 1;
dist(21,16) = 2;  dist(14,16) =1;  dist(10,16) =2;  dist(23,16) = 1;
dist(17,16) = 3;  dist(20,16) =2;  dist(8,16) = 2; dist(11,16) = 3;
dist(R,16) =
e i) = ! _ L
T 34241 +2+1+42+1+3+2+2+3+2 26
dist(1,17) = 3 dist(3,17) = 2: dist(4,17) = 3; dist(5,17) = 3;
dist(21,17) =1;  dist(14,17) =2;  dist(10,17) =2;  dist(23,17) = 3;
dist(16,17) = 3;  dist(20,17) =2;  dist(8,17) = 1; dist(11,17) = 2;
dist(R,17) = 1;
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1

dist(5,20) = 2;
dist(23,20) = 2;

dist(11,20) =

1

dist(5,8) = 2;

dist(23,8) = 2;
dist(11,8) = 1;

1

J pr— p—
colh) =35 3371797273732 17251 =
dist(1,20) = 1; dist(3,20) = 1; dist(4,20) = 2;
dist(21,20) = 1;  dist(14,20) = 1;  dist(10,20) = 1;
dist(16,20) = 2;  dist(17,20) =2, dist(8,20) = 1;
dist(R,20) = 1,
1
co(Jo) =
1+1+2+2+1+1+1+2+2+2+1+1+1 18
dist(1,8) = dist(3,8) = 2; dist(4,8) = 2;
dist(21, 8) - dist(14,8) = 1, dist(10,8) = 1;
dist(16,8) = dist(17,8) = 1, dist(20,8) = 1;
dist(R,8) = 2;
(Js) :
C = =
O ) 0 242+ 141 41424241 +1+1+2 20
dist(1,11) = dist(3,11) = 2; dist(4,11) = 3;

dist(21, 11) 2:

(1,

( dist(14,11) = 2;
dist(16,11) =

(

dist(17,11) = 2;

dist(10,11) = 2;
dist(20,11) = 1;

dist(5,11)
dist(23,11)

L

dist(8,11) = 1;

1

dist(5,R) = 1;

dist(23, R) = 1;

dist(8, R) = 2;

dist(R,11) =
coln) = .
W ) 90y 3+43+2+2+2+3+3+2+1+1+1 27
dist(1,R) = dist(3,R) =1 dist(4,R) = 1;
dist(21, R) dist(14, R) = 2; dist(10, R) = 1;
dist(16, R) = 2; dist(17,R) = 1; dist(20, R) = 1;
dist(11,R) = 1;
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1 1

V — —_ —
ceVh) =TTy 27171l 2 1717271 18
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Anexo B

Centralidade de intermediacao

Para calcularmos esta centralidade temos que averiguar quantos caminhos mais
curtos existem entre um determinado jogador e outro, fazendo com que a bola
passe por um terceiro elemento.

Geodésicas entre v; e v;, 1 < j que passam pelo J;:
s

934 =0 g34(J1) =0 9316 =7 g316(J1) =1
g5=1 g35(J1) =0 g3ir =1 g317(J1) =0
g321 =1 g321(J1) =0 g320 =1 g320(J1) =0
93,14 =4 93,14<J1) =1 g3s = 2 93,8(J1) =0

g310 =3 g310(J1) =0 gs11 =1 g311(J1) =0
9323 =2 ¢g323(J1) =0

gas =1 ga5(J1) =0 ga16 =3 gaae(J1) =0
gan =4 gan(J1) =0 g7 =6 ga17(J1) =0
gaia =1 ga14(J1) =0 Ga20 =4 ga20(J1) =1
ga10 =1 94,10<J1) =0 gag =2 94,8(J1) =0
gao3 =1 94,23<J1) =0 ga11 =6 94,11(J1) =1
gsg =1 g58(J1) =0 gsar =1 gs17(J1) =0
gs10=1 gs510(J1) =0 gs20 =1 gs520(J1) =0
511 =2 gs11(J1) =0 gs21 =1 g521(J1) =0
G514 =2 g514(J1) =0 G523 =2 gs523(J1) =0
gsa6 =1 gs16(J1) =0
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gs10=1 gsi0(J1) =0 gsar =1 gs17(h) =

gs11 =1 98,11(J1) 0 gs20 =1 98,20(J1) =

gsaa =1 gg1a(J1) =0 gs21 =1 gga1(J1)

gs16 =1 gg16(J1) =0 G323 =2 gsa3(J1) =
gi0,11 = 2 910,11(J1) 0 gio20 = 1 910,20(J1) =0
910,14 = 4 910,14(J1) =0 gio21 =1 910,21(J1) =0
G106 =1 gi0,16(J1) =0 Gr023 =2 gio23(J1) =0
gr017 =2 gi0a7(JS1) =0

911,14 = 2 911,14(J1 0 911,20 = 1 911,20(
911,16 = 2 911716(J1) =0 g11,21 = 2 911,21(
1117 = 1 911,17(J1 0 911,23 = 4 911,23(J1) =

a6 =1 gia6(J1) =0 gua21 =1 guaa1(J1) =0
g7 =2 gia17(J1) =0 Gua2s =1 @guaes(1) =0
Ga20 =1 gia20(J1) =0

916,17 = 3 916,17(J1) =0 916,21 = 2 916,21(J1) =0
916,20 = 1 916,20(J1) =0 916,23 = 1 916,23(J1) =0
917,20 = 2 917,20(J1) =0 917,23 = 1 917,23(J1) =0
917,21 = 1 917,21(J1) =0

920,21 = 1 920,21(J1) =0 920,23 = 2 920,23(J1) =0

G2123 =1 @go123(J1) =0

Assim, a medida de centralidade de intermediacao para o jogador 1 é:

117

1 1 1
CB(Jl):Z—I—?—i—E‘l‘Zl—i

Geodésicas entre v; e v;, 1 < j que passam pelo Js:

Gra=1 @g1a(J5) =0 g6 =1 g116(J3) =0
g15 =1 91,5(J3) =0 g1a7 =5 91,17(J3) 1
as=2 qis(J3) =0 g120=1 @i20(J3) =0
g110 =2 g1,10(J3) =0 G121 =3 qraa(Jz) =1
gu=1 giu(J3) =0 g123 =2 ¢123(J3) =0
91,14 = 1 91,14(J3) =0
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gas =1 ga5(J3) =0 gaie =3  gaie(J3) =0
gas =2 gas(J3) =0 Gair =6 gai7(J3) =1
ga10 =1 ga10(J3) =0 Ga20 =4 gaoo(J3) =1
ga11 =06 gs11(J3) =1 a1 =4 gaoi(J3) =1
gaga =1 ga1a(J3) =0 Ga2s =1 ga23(J3) =0
gs =1 g58(J3) =0 gsir =1 g517(J3) =0
gs10 =1 gs510(J3) =0 gs20 =1 gs520(J3) =0
g1 =2 gs11(Js) =0 gs21 =1 gs501(J5) =0
gs1a =2 gs14(J3) =0 G523 =2 gs523(J3) =0
gs16 =1 gs516(J3) =0
g0 =1 gsi0(J3) =0 g7 =1 gsi17(J3) =0
gsi1 =1 gs11(Js) =0 gs20 =1 gs20(J3) =0
gsia =1 gs1a(J3) =0 gs21 =1 gso1(J5) =0
gs.16 = 1 98,16(J3) =0 g8 23 = 2 98,23(J3) =0
G041 =2 gioa1(J3) =0 Gro20 =1 gio20(J3) =0
Groaa =4 g1014(J3) =0 Gro21 =1 gio21(J3) =0
g10,16 = 1 910,16(J3) =0 910,23 = 2 910,23(J3) =0
G017 =2 g10a7(J3) =0
G104 =2 g11,14(J3) =0 G120 =1 gi120(J3) =0
G116 =2 gi1,16(J3) =0 21 =2 gu2i(J3) =0
guar =1 gia7(J3) =0 s =4 gu23(J3) =0
g6 =1 gra16(J3) =0 guu21 =1 guaa(Js) =0
Gua17 =2 guair(Js) =0 Gra23 =1 @gua23(J3) =0
Gra20 =1 guago(J3) =0
G617 =3 giea7(J3) =0 G621 =2 gie21(J3) =0
916,20 = 1 916,20(J3) =0 916,23 = 1 916,23(J3) =0
917,20 = 2 917,20(J3) =0 917,23 = 1 917,23(J3) =0
giro1 =1 917,21(J3) =0
920,21 = 1 920,21(J3) = 920,23 = 2 920,23(J3) =0

9123 =1 @go123(J3) =0
Assim, a medida de centralidade de intermediacao para o jogador 3 é:

gy Lyl 1111 4
A N A A
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Geodésicas entre v; e v;, 1 < j que passam pelo Jy:

g13=1
g15=1
g18 =2
91,10 = 2
g =1
gi1a=1
935 =1
938 =2
93,10 =3
g3 =1
9314 =4
gs8 =1
gs,10 =1
gs11 = 2
95,14 = 2
95,16 = 1
gs,10 =1
g1 =1
gs14 =1
gs,16 = 1
g10,11 = 2
g10,14 = 4
91016 = 1
91017 = 2
911,14 = 2
gi1,16 = 2
giiar =1
91416 = 1
g1417 = 2
g1a20 = 1
g1617 = 3
91620 = 1

g35(Js) =1
g3.8(J1) =0
93,10(J4) =
93,11(J4)
93,14(J4)

g58(Js) =0
95,10(J4

1
0
1

gs5,11

95,14

S S
I
o~ o o

95,16

98,10

gs8.11
8,14

S S
I
o o o o

98,16

g10,11

Sy

g10,14

N

4

N
Il
o O =k O

910,17

~

g11,14

<

911,16\ J4

<
I
o o o

g11,17(Jg

N

g14,16\ J4

<

914,17\ Jg

N
I
o oo

914,20

Ny

916,17

)
(Ja)
(Ja)
(Ja)
(Ja)
(Ja)
(Ja)
(Ja)
(Ja)
(Ja)

910,16()
(Ja)
(Ja)
(Ja)
(J4)
(Ja)
(J4)
(Ja)
(J4)
(Ja)

o O

Ja

916,20

104

9116 =1
g117 =9
g0 =1
9121 =3
g1,23 =2

9316 = 1
g3i7 =1
9320 =1
g321 = 1
9323 = 2
gs17 = 1
G520 = 1
gs21 = 1
g523 = 2
ggi7 =1
ggo0 =1
gso1 = 1
9323 = 2
G020 = 1
Gio21 = 1
G023 = 2
gii20 =1
G121 = 2
123 =4
a1 =1
a2z =1
G621 = 2
916,23 = 1

G10,20( 0
g10,21 (J4) =0
( 1

916,21(J4) =
916,23(J4) =



91720 =2  G1720(Js) =0 G723 =1 gi723(Js) =0
G721 =1 gir21(Js) =0

g2021 = 1 920,21(J4) =0 g20,23 = 2 920,23(J4) =0
go123 =1 g223(Js) =0
Assim, a medida de centralidade de intermediacao para o jogador 4 é:

(Ja) iyttt r tr 268
c = -+ S T TS T T TS TS T T T
B4 29 34 7727279 94T 49

Geodésicas entre v; e vj, ¢ < j que passam pelo J5:

g13=1 91,3(J5) =0 9116 =1 91,16(J5) =0
Ga=1 gia(Js) =0 G117 =5 g117(J5) =0
as=2 qis(Js) =0 g120=1 gi20(J5) =0
g0 =2 g110(J5) =0 G121 =3 G121(J5) =0
=1 gu(Js)=0 G123 =2 g123(J5) =0
gria=1 g114(J5) =0

934 =1 93,4(J5) =0 9316 =7 93,16(J5) =1
@B =2 g38(J5) =0 g7 =1 g317(J5) =0
g310 =3 g310(J5) =0 g320 =1 g320(J5) =0
g311 =1 g311(Js) =0 g321 =1 g321(J5) =0
g31a=4 g314(J5) =0 9323 =2 g323(J5) =0

gas =2  gag(Js) =0 Gair =6 ga17(J5) =0
gri0=1 @ga10(J5) =0 Ga20 =4  Gga20(J5) =0
9a11 =6 gs11(J5) =0 Gga21 =4 gao1(J5) =0
ga14 = 94,14(J5) =0 ga23 =1 94,23(J5) =0
ga16 =3 Ggaie(Js) =1
gs10 =1 98,10(J5) =0 gs1r =1 98,17(J5) =0
ggi1 =1 gs11(Js) =0 gg20 =1 gga20(J5) =0
gs1a =1 gs1a(Js) =0 gso1 =1 gga1(Js5) =0
gsi6 =1 gsi6(Js) =0 gs23 =2 gs23(Js5) =0
G041 =2 gioa1(J5) =0 G020 =1 gio20(J5) =0
G044 =4 g10,14(J5) =0 Gro21 =1 gio21(J5) =0
g6 =1 gi016(J5) =1 91023 =2 gr23(J5) =0
91017 =2 gi017(J5) =0
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1,14 = 2
11,16 = 2
g7 =1
Gia,16 = 1
Gia,17 = 2
a0 = 1
1617 = 3
G620 = 1
1720 = 2
Gizo1 = 1
goo21 = 1

J5
J5

g11,14

911,16

.
Il
o o o

911,17\ J5

)

914,16

<

914,17\ J5

(J5)
(J5)
(J5)
(J5)
(J5)
914,20(J5)
(J5)
(J5)
(J5)
(J5)
(J5)

I
o o o

~

916,17\ J5

S
o O

916,20

917,20

S
o o

917,21

920,21 Js

gi120 = 1
G121 = 2
G123 =4
Gra2r = 1
Gra2z =1
G621 = 2
G623 = 1
Giroz =1
920,23 = 2

921,23 = 1 921,23(J5) =0

J5
g11,21 Js

(J5)
(J5)
911,23(J5)
(J5)
(J5)

g11,20

I
o o o

J5
J5

914,21

o O

914,23

916,21(J5)
916,23(J5)

g1723(J5) =0

o O

920,23(J5) =0

Assim, a medida de centralidade de intermediagao para o jogador 5 é:

CB(J5) =

1 1

31

Sho+l=

7 3

21

Geodésicas entre v; e v;, 1 < j que passam pelo Jg:

g13=1
g1a=1
gi5=1
g1,10 = 2
g1 =1
g4 =1
g34 =1
935 =1
93,10 =3
g311 =1
93,14 =4
gas =1
g0 =1
9411 =6
ga14 =1
ga16 =3

g1.3(Jg) =0
g14(Jg) =0
91,5(Js) =0
g IO(JB) =0
g111(Js) =0
g1,14(Js) =0
g34(Js) =0
g35(Js) =0
g3.10(Js) =0
93,11(<]8> =0
93,14(<]8> =0
9a5(Js) =0
ga10(Js) =0
ga11(Js) =2
ga14(Js) =0
94,16(J8> =0
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g116 =1
9117 =9
g0 =1
gi21 =3
g1,23 =2

93,16 = 7
9317 =1
9320 =1
g321 =1
9323 = 2
ga,17 =6
Gap0 =4
gap1 =4
ga23 =1



9510 = 1

9511 = 2

g514 = 2

gs5.16 = 1
gi0,11 = 2
gio,14 = 4
gi0,16 = 1
J10,17 = 2
gi1,14 = 2
Jgi1,16 = 2
giir =1
Gia16 = 1
G117 = 2
J1a20 = 1
gi6,17 = 3
g16,20 = 1
gi7,20 = 2
gizo1 =1
920,21 = 1

95,10(J8
95,11(J8
g5,14(Js
g5,16(Js

Js
J

8

I
o o = o

)
)
)
)

g10,11

g10,14

-

g10,16

-
Il
I =

g10,17\J8

o

911,14

.

911,16\ J8

N
I
— = =

g11,17(J8

o

<

g14,17(J8

o
I
o = O

914,20

<~

Il
O =

916,17\ J8

o

916,20

917,20

o o

917,21

(Js)
(Js)
(Js)
(Js)
(Js)
(Js)
(Js)
914,16()
(Js)
(Js)
(Js)
(Js)
(Js)
(Js)
(Js)

I
(@] S =

920,21 Js

9517 =1

g520 =1

gs21 = 1

g5.23 = 2

Ji0,20 = 1
Jio21 = 1
J10,23 = 2
gi120 = 1
1121 = 2
g3 =4
Gia21 =1
Jia23 = 1
Ji6,21 = 2
Ji6,23 = 1
gir23 = 1
920,23 = 2

go123 =1 g223(Jg) =0

920,23(J8) =0

Assim, a medida de centralidade de intermediacao para o jogador 8 é:

(J)—2+2+2+1+1+1+1+1+1+1—|—1+1+
BB TETE T 6T 2 274297y 2
2 1,1 1163
42 3 2 2
Geodésicas entre v; e v;, i < j que passam pelo Jig:
giz3=1 g13(J10) =0 G116 =1 g116(J10) =0
gia=1 g14(J10) =0 G117 =5 g117(J10) =0
gis=1  g15(Ji0) =0 g120=1 g120(J10) =0
gis=2 g18(Ji0) =0 g121=3 g121(J10) =0
giin=1 gi11(J1o) =0 9123 =2 ¢123(J10) =0
91,14 = 1 91,14(J10) =0
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934 =1
935 =1
g3 =2
g311 =1
9314 =4
gas =1
gag =2
ga11 =6
ga14 = 1
ga16 = 3
g5 =1
9511 = 2
g514 = 2
g516 = 1
gg11 =1
gg1a =1
gs16 = 1
gs17 =1
gi1,14 = 2
gi1,16 = 2
g7 =1
Gia16 = 1
Gia17 = 2
Gia20 =1
Ji6,17 = 3
Ji6,20 = 1
917,20 = 2
giz21 = 1
92021 = 1

g3.4(J10) = 0
935(J10) =0
93.8(J10) =0
g3,11(J10) =0
g3.14(J10) = 0

9a5(J10) =0
gas(Jio) =1
ga11(J10) =2
9a14(J10) =0
9a16(J10) =0
g53(J10) =1
g5.11(J10) = 2
g5.14(J10) =0
95.16(J10) =0
gs11(J10) =0
gs14(J10) =0
gs.16(J10) =0
gs17(J10) =0
g11.14(J10) =0
g11.16(J10) =0
g11.17(J10) =0
g14.16(J10) = 0
g1417(J10) =0
g14.20(J10) =0
g16.17(J10) =0
916.20(J10) = 0
g17.20(J10) = 0
g17,21(J10) =0
920721(J10) =

9316 =1
9317 =1
9320 = 1
g321 =1
9323 = 2
94,17 =06
ga20 = 4
g1 =4

a2z =1

gs17 =1
520 = 1
gs21 = 1
gs5.23 = 2
g0 =1
ggo1 =1
9323 = 2
gii20 = 1
G121 = 2
G123 =4
Graor = 1
a2z =1
G621 = 2
Ji6.23 = 1
G723 =1
G2023 = 2

92123 =1 g2123(J10) =0

911,20(
911,21(
911,23(
914,21(

(

914,23

916,21(J10)
916,23(J10)

0
0
g17.23(J10) =0

920,23(J10) =0

) J g

CB(Jl())

1 2 2

1 1
e R e

2 6 6

1
4

4
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gi3=1
g1a=1
g15=1
91,8 =2
g1,10 = 2
gi1a=1
934 =1
935 =1
938 =2
93,10 =3
9314 =4
gas =1
ga8 =2
ga0 =1
ga14 =1
94,16 = 3
gs8 =1
gs,10 =1
95,14 = 2
gs,16 = 1
gs,10 =1
gs14 =1
gs16 = 1
gsar =1
gio1a = 4
91016 = 1
g10,17 = 2
91416 = 1
g1a17 = 2
gia20 = 1
gi6,17 = 3
91620 = 1

g34(J11) =0
g35(J11) =0
g3.8(J11) =0
93,10(J11) =
93,14(J11) =

94,5(J11) =0
94,8(J11) =0
94,10(J11) =0
ga14(J11) =0
ga16(J11) =0

9558(J11) =0
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gi16 =1
gii7r =9
g0 =1
g121 =3
9123 =2
9316 = 1
g7 =1
9320 =1
g321 =1
9323 = 2
gaa7 =6
Gago =4
ga21 =4
gap3 =1

gs17 =1
9520 =1
gs21 =1
g5,23 = 2
gg20 = 1
gg21 =1

9823 =2

Jio20 = 1
gio21 = 1
G023 = 2
Gia21 =1
Gia23 = 1
Ji621 = 2
916,23 = 1

916,21(J11) =
916,23(J11) =



91720 =2 G17,20(J11)
giz21 =1 917,21(J11)

920,21 = 1 920,21(J11)

0
0

=0

G723 =1 gi723(J11)

920,23 =2 g20.23(J11)

go123 =1 ga23(J11) =0

=0

=0

Assim, a medida de centralidade de intermediacao para o jogador 11 é:

CB(J11)

=0

Geodésicas entre v; e v;, ¢ < j que passam pelo Ji4:

g13=1
g1a=1
g15=1
g18 =2
g0 = 2
g =1
934 =1
g35 =1
g3s =2
9310 = 3
g311 =1
gas =1
gag =2
ga10 =1
9411 =6
gan6 = 3
gs8 =1
gs10 =1
g5,11 = 2
gs16 = 1
gs10 =1
gs11 =1
gs16 = 1
gsair =1

91,3(J14) =0
g14(J1a) =0
g15(Jia) =0
gr8(Jua) =1
91,10(J14) =0
91,11(J14) =0
g34(J1a) =0
935(J1a) =0
g3.8(J1a) =0
g3,10(J14) = 0
g3.11(J14) = 0
94,5(J14) =0
ga8(J1a) =1
g1,10(J14) = 0
gs11(J14) = 2
94,16(J14) =1
g5.8(J1a) =0
g5,10(J14) = 0
g5.11(J14) = 0
g5.16(J14) = 0
gs.10(J14) = 0
g8.11(J14) = 0
g8.16(J14) = 1
g8.17(J14) = 0

110

g6 =1
g117 =9
g120 =1
9121 =3
g123 =2
93,16 = 7
9317 =1
9320 =1
9321 =1
9323 = 2
ga,17 =6
ga20 =4
gap1 =4

Ga23 =1

gs17 =1
gs20 =1
gs21 =1
J5.23 = 2
gg20 =1
gg21 =1
J8,23 = 2



g10,11 = 2
G016 = 1
Ji0,17 = 2
11,16 = 2
g7 =1
gri20 = 1
16,17 = 3
G620 = 1
gi7,20 = 2
g1 =1
goo21 = 1

g10,11 J14
d10,16 Jia

(.
I
o o o

910,17\ J14

911,16\ J14

o~

g11,17

(
(
(
(
(
911,20(
(
(
(
(
(

4

.
I
o oW

916,17\ J14

o~

916,20\ J14

J14

917,21 Jia

917,20

)
)
)
)
)
14)
)
)
)
)
)

920,21 Jia

G020 = 1
G021 = 1
J10,23 = 2
Ji121 = 2
911,23 = 4
Ji621 = 2
G623 = 1
gir23 = 1

J14

4

910,20

=~

910,21

Il
o o o

910,23

<

911,21\ J14

Il
o O

—~~ —~ o~
< ’_‘K‘

'S
~— — S— Nt

911,23\ J14

916,21(J14)

1
916,23(J14) 0

g17.23(J14) =0

92023 =2 g2023(J1a) =1

go123 =1 g2123(Jia) =0

Assim, a medida de centralidade de intermediacao para o jogador 14 é:

CB(J14)

2

5 3

1
2 2 4

2

3

4
7

2 2 1
l+-4++5+-+1+=

Geodésicas entre v; e v;, ¢ < j que passam pelo Jig:

g13=1
g1a=1
g15=1
g18 =2
g1,10 = 2
g1 =1
g34 =1
935 =1
938 =2
9310 = 3
g311 =1

g3.4(J16) =0
935(J16) = 0
g3.8(J16) = 0
gs, 10(J16) =

0
g311(J16) =0

111

1 2 1 1 1
=+l o+ttt oo+ o+

2 1 2 1 1

2 6 3 6 4 4
11117

2727 105

g114a =1 91,14(J16) =0
G117 =5 g117(J1s) =0
g120=1 ¢g120(J16) =0
g121=3 ¢121(J16) =0
g123=2 ¢ 23<J16) =0
9314 =4 93,14(J16) =0
9317 =1 g317(J16) =0
9320 =1 g320(J16) =0
g321 =1 g321(J16) =0
9323 = 2 93,23(J16) =0



gas5 =1
gag =2
ga10 =1
gas11 = 6
ga1a =1
g58 =1
9510 = 1
9511 = 2
g514 = 2
g0 =1
gs11 =1
gg1a =1
ggi7 =1
gi0,11 = 2
g10,14 = 4
gio17 = 2
gi1,14 = 2
giar =1
gi120 =1
g14,17 = 2
Gia20 =1
917,20 = 2
giz21 =1
92021 = 1

9a5(J16) =0
gas(Ji) =0
94,10(J16) =0
94,11(J16) =0
9a14(J16) =0
95,8(J16) =0
g510(J16) =0
g511(J16) =0
95,14(J16) =1
98,10(J16) =0
98,11(J16) =0
gs14(J16) =0
gs17(J16) =0
g1011(J16) =0
g10.14(J16) =0
910,17(J16) =0
911,14(J16) =0
911,17(J16) =0
g11.20(J16) =0
g1417(J16) =0
g14.20(J16) =0
g17.20(J16) =0
g1721(J16) =0
92021(J16) =0

ga17 =06
ga20 = 4
a1 = 4
gazz =1
gsi7 =1
G520 = 1
521 = 1
gs523 = 2
gg20 =1
gso1 =1
9823 = 2
G020 = 1
Gio21 =1
g10,23 = 2
G121 = 2
G123 =4
Grao1 = 1
a2z =1
Giroz =1
G2023 = 2

o123 = 1 921723(J16) =0

Assim, a medida de centralidade de intermediacao para o jogador 16 é:

1

1

cg(Jig) =5 +5=1

2

2

Geodésicas entre v; e v;, ¢ < j que passam pelo Ji7:

g13=1
g1a=1
g5 =1
gig =2
gi,10 = 2
g1 =1

112

giia =1
gr16 =1
g0 =1
Ji21 =3
123 =2

910,20

g10,21

g11,21(J16

I
oo oo o

(J16)
(J16)
910,23( 6)
(J16)
(J16)

911,23 Ji6

I
o o o

g14.21(J16)
914,23(J16)

917,23(J16) =

920.23(J16) = 0



gsa=1 g34(J17) =0 g314 =4 g314(J17) =0
g35 =1 g35(Ji7) =0 9316 =7 g316(J17) =0
g3s = 2 93,8(J17) 0 g320 = 1 93,20(J17) =0
9310 =3 gs310(Jir) =0 g321 =1 g321(J17) =0
9311 =1 g311(Ji7) =0 9323 =2 g323(Ji7) =0
gas =1 ga5(J17) =0 ga16 =3 gaa6(J17) =0
gas =2  gas(Ji7) =0 Ga20 =4 ga20(J17) =0
ga10=1 ga10(/i7) =0 ga21 =4 ga21(J17) =0
9111 =6 gs11(Ji7) =0 Ga23 =1 gaa3(Ji7) =0
gapa =1 ga14(J17) =0
gss =1 gss(Ji7) =0 9516 =1 g516(J17) =0
gs10=1 gs510(J1i7) =0 G520 =1 g520(J17) =0
9511 =2 gs11(Jir) =0 gs21 =1 gs521(J17) =0
9514 =2 g514(J17) =0 G523 =2 gs23(J17) =0
gs10=1 gsi0(Jir) =0 gs20 =1 gs20(Ji7) =0
gsi1 =1 gs11(Jir) =0 gs21 =1 gs21(Ji7) =0
gsia =1 gs1a(Ji7) =0 gs23 =2 ¢gso3(Jir) =0
gs,16 = 1 98,16(J17) =0
gio11 =2 gio1(Jir) =0 G020 =1 gr020(J17) =0
g1014 =4 g10,14(J17) =0 G021 =1 @gio21(Ji7) =0
g1016 =1 g10,16(J17) =0 G1023 =2 Gio23(Ji7) =0
g11,14 =2 gi1,14(J17) =0 g2 =2 gnal(Jir) =0
g11,06 =2 gi1,16(J17) =0 G123 =4 g1123(J1i7) =0
911,20 = 1 911,20(J17) =0
g6 =1 gia16(Ji7) =0 Gua21 =1 @guaoi(Ji7) =0
G420 =1 @Gua20(Ji7) =0 Ga23 =1 @Guao3(Jir) =0
g1620 =1 @gi620(J17) =0 g1623 =1 @gie23(J17) =0
Ji6,21 = 2 916,21(<]17) =0
g2021 =1 go021(J17) = G20,23 =2 g20,23(J17) =0

g2123 =1 go123(J17) =0

Assim, a medida de centralidade de intermediacao para o jogador 17 é:
CB(J17) =0
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Geodésicas entre v; e v;, ¢ < j que passam pelo Jyg:

G3=1 @g13(Jo) =0 Gria=1 @g114(J20) =0
Gra=1  @g1a(Jo) =0 gri6 =1 g116(J20) =0
Gi5=1 @g15(J2) =0 117 =5 g117(J) =2
Gis=2 q18(Ja) =1 G121 =3 Gi21(Jn) =1
9110 =2 g1,10(J20) =1 G123 =2 Gi23(J2) =0
g1 =1 g111(Jo) =1
g3a =1 g34(Joo) =0 g3 =4 g314(Ja0) =1
g35 =1 g35(Ja0) =0 316 =7 g316(Jo0) =1
g38 =2 g3s(Jan) =1 9317 =1 g317(J2) =0
9310 =3 g310(J20) =1 321 =1 @g321(J20) =0
gs11 =1 g311(Ja0) =1 9323 =2 g323(J20) =0
gas =1 gas5(Jao) =0 9116 =3 ga16(J20) =0
g1s =2  gag(Jo) =0 ga17 =6 ga17(J20) =0
gs10 =1 ga10(J20) =0 Ga21 =4 Ga21(J0) =0
ga11 = 6 94,11(J20) =4 G423 = 1 94,23(J20) =0
gaia =1 ga14(Jo0) =0
gss =1 g58(Ja0) =0 G516 =1 g516(J20) =0
9510 =1 g510(J20) =0 g5 =1 g517(J2) =0
gs11 =2 gs11(Ja0) =1 gs21 =1 @g521(J20) =0
G514 =2 g514(J20) =0 G523 =2 g523(J20) =0
gsio =1 98,10(J20) =0 gsar =1 98,17(J20) =0
gsa1 =1 gg11(Jag) =0 gs21 =1 @gs21(J20) =0
gsia =1 gsi1a(Joo) =0 gs23 =2 gso3(Jo) =0
gs16 =1 gsi6(Joo) =0
G011 =2 Gio11(J20) =1 1017 =2 g10,17(J20) =0
G004 =4 g10,14(J20) =1 1021 =1 gi021(J20) =0
G106 =1 g10,16(J20) =0 91023 =2 g10.23(J20) =0
G114 =2 @gi1,14(Jo0) =1 g1121 =2 gu21(Jo) =1
G116 =2 gi1,16(J20) =1 g1123 =4  g11.23(J20) =2
guar =1 911,17(J20) =0
Gra16 =1 gra16(Jo0) =0 gia21 =1 gra21(J20) =0
Gra17 =2 Gra7(Jao) =0 Gua23 =1 gra93(Joo) =0
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gi617 =3 Gi6.17(J20) =0 g1623 =1  @gi623(J20) =0
g1621 =2 Gi621(J20) =0
giz21 =1 gi721(J20) =0 G723 =1 @gi723(J20) =0

go123 =1 g2123(Jo0) =0

Assim, a medida de centralidade de intermediacao para o jogador 20 é:

1 1 2 1 1 1 1 1 2 1

09 [ Sy T e e e B
cp(o) =5+ 5+l rorlt ot otod
L1 1 1,1 2 932
2 4 2 2 2 4 105

Geodésicas entre v; e v;, ¢ < j que passam pelo Jo:

gi3=1  @g13(Ja1) =0 g1ia=1 ¢114(J21) =0
gia=1  ¢gra(Jo1) =0 G106 =1 g116(J21) =0
Gi5=1 @g15(Jo1) =0 9117 =5 gr17(Ja1) =3
g18 =2 91,8(J21) =0 g0 =1 91,20(J21) =0
9110 =2 g1,10(J21) =0 G123 =2 ¢123(J21) =0
gii1=1 g111(Jo1) =0

g34a =1 g34(J21) =0 g31a =4 g314(Jo1) =1
g35 =1 g35(J21) =0 9316 =7 g316(Jo1) =2
g8 =2 gag(Jor) =1 g3ar =1 g317(Jo1) =1
g310 =3 g310(Ja1) =1 g320 =1 g320(J21) =0
9311 =1 g311(Jo1) =0 G323 =2 g323(Jo1) =1
a5 =1 ga5(Ja1) =0 G116 =3 ga16(J21) =0
ga.8 = 2 94,8(J21) =0 ga17 = 6 94717(J21) =4
gr10=1 ga10(J21) =0 G120 =4 Ga20(J21) =0
94,11 = 6 94,11(<]21) =0 ga23 = 1 94,23(J21) =0
gaaa =1 ga14(Jo1) =0

gss =1 g58(Ja1) =0 9516 =1 g516(J21) =0
gs10=1 g510(Jo1) =0 g5 =1 g517(J21) =0
9511 =2 g511(Jo1) =0 G520 =1 g520(J21) =0
9514 =2 gs514(J21) =0 G523 =2 gs523(J21) =0
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g0 =1

gg11 =1

gs1a =1

gs16 = 1
gi0,11 = 2
G014 = 4
gio,16 = 1
gi1,14 = 2
Jgi1,16 = 2
gt =1
Gia16 = 1
Gia17 = 2
Ji6,17 = 3
Ji6,20 = 1
917,20 = 2

91011(J21) =0
910,14(J21) =1
910,16(J21) =0

911,14(J21) =0
911,16(J21) =0
911,17(J21) =0

914,16(J21)
914,17(J21)

I
— o

I
o W

916,17(J21)
916,20(J21)

g1720(J21) =1

gsir =1 gsi7(Jo) =
g0 =1 98,20(J21) =
gg23 = 2 98,23(J21) =

G017 = 2
Jio,20 = 1
g10,23 = 2
G120 = 1
G123 =4
a2 = 1
a2z =1
Ji623 = 1
Giroz =1

_= O O

910,17(J21) =
910,20(J21)
910,23(J21)

0
0
1

911,20(J21)
911,23(J21)

I
N O

914,20(J21)

0
914,23(J21) =0

916,23(J21) =0

g1723(J1) =1

92023 =2 g2023(Ja1) =1

Assim, a medida de centralidade de intermediacao para o jogador 21 é:

(Jo1) 3+1+1+1+2+1+1+4+1+1+1+2+
c =— +=-+-+-+c —+ =+ =-+=-+=-+-
BUWa) =y T T3 Ty Ty 27624 2"
1+2+1+1+1_1901
2 3 2 2 210

Geodésicas entre v; e v;, ¢ < j que passam pelo Jos:

g3=1 g13(Jas) =0 Gria=1 @g114(J23) =0
Gra=1 g1a(Ja3) =0 gri6 =1 g116(J23) =0
Gi5=1  g15(Ja3) =0 g1a7="5 gi17(Ja3) =0
g8 =2  g18(Ja3) =0 g120=1 gi20(Ja3) =0
9110 =2 g1,10(J2z) =0 g121=3 @q121(J23) =0
g1 =1 91,11(J23) =0
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g3a=1
g35 =1
g3g = 2
9310 = 3
g311 =1
945 = 1
gag = 2
a0 =1
ga11 =6
gana =1
gss =1
510 = 1
95,11 = 2
9514 = 2
gs10 =1
gs11 =1
g4 = 1
gs16 = 1
gio11 = 2
910,14 =4
91016 = 1
Jr1,14 = 2
11,16 = 2
g7 =1
91416 = 1
g1a17 = 2
16,17 = 3
G620 = 1
1720 = 2

g3.4(J23) =0
g35(J23) =0
g3.8(J2z) =0
g3,10(J23)
93,11(J23)

ga5(J23) = 0
gag(Jaz) =0
94,10(J23)
ga,11(J23)
g1,14(J23)

g5.8(J2z) = 0
g5,10(J23)
g5,11(J23)
95714(J23)

J23
J23

=0
=0

=0
=0
=0

98,10

gs8.11

<

g8,14(J23

<

98,1623

<

g10,11(J23

<

910,14\ J23

~

910,16 J23

<

~

911,16\ J23

S

g11,17(J23

~

914,16\ J23

I
OO0 OO0 0 OO0 0O oo oo ©° oo

S

914,17\ J23

S

916,17\ J23

~

916,20\ J23

(J23)
(J23)
(J23)
(J23)
(J23)
(J23)
(J23)
911,14( 23)
(J23)
(J23)
(J23)
(J23)
(J23)
(J23)
(J23)

I
[an) S =

917,20 Ja3

g31a =4
9316 = 1
g317 =1
g320 =1
g321 =1
Jga16 = 3
ga17 =6
ga20 =4
ga21 = 4
9516 = 1
gs17 =1
gs20 = 1
gs21 =1
ggi7 =1
gg20 =1
ggo1 =1
gi0,17 = 2
gi0,20 = 1
G021 = 1
gi120 = 1
Ji121 = 2
Gia20 = 1
Gia21 =1
Ji621 = 2
giro1 =1

g2021 =1 g2021(J23) =0

2

CB(J23) z

1
3

1
6

117

1

=S4+ -+

4

3+2

g3,14(J23) = 0
g3.16(J23) = 2
g317(J23) = 0
g320(J23) = 0
g321(J23) =0
ga16(Jog) = 1
ga17(Ja3) = 1
ga20(J23) =0
Ga21(J23) = 1
g5,16(J23) = 0
gs17(J23) = 0

g5.20(J23) =0
g521(Ja3) =0

98,17(J23)
98,20(J23)
gs.21(J23)

0
0

jen}

g10,17 Ja3

d10,20

(
(
910,21(
(
(

3

)
)
3)
)
)

el I

g11,20(J23

J23

911,21

914,20(J23)
914,21(J23)

916721(J23)

g17,21(J23) = 0

Assim, a medida de centralidade de intermediacao para o jogador 23 é:
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