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Notagao

Ao longo deste trabalho faremos uso da seguinte notagio:

() sfmbolo/
/A expressio

designa/abrevia/substitul

v.a,
f.d.
f.d.p.
ii.d.

d
—

P
e

_/Y ’_\D?St
X<y
Fx
fx
Hp
a(F)
w (F)
N;
{Xf}iGN1
S

FxG (x)
Xi:n
Ia
[z],z € R

Gau (A, o)

varidvel aleatdria (“v.a.’s” no plural)

funcac de distribuigio de probabilidade

funcio de densidade de probabilidade
independentes e identicamente distribufdas
converge em distribuigio

converge em probabilidade

X com distribuigio Dist

X eY tém a mesma funcio de distribuigéo
funcio de distribuicdo de probabilidade da v.a, X
funcio de densidade de probabilidade da v.aa. X
medida de Lebesgue-Stieltjes induzida pela f.d. F
inf {z e R: F(z)>0}

sup{z e R: F(z) <1}

ndmeros naturals positivos

sucesséo de varidveis aleatérias independentes

LX

fRf“(’LW‘ Y)dG (y) = fp F (@ ~y)dug ()

i-ésima estatistica ordinal de um vector aleatério (X1, ..., Xn)
funcio indicadora do conjunto A

o malor inteiro inferior ou igual a &

distribuicio Beta de parametros o, 3 > G,
x“‘}gl—x!ﬁ'l

de densidade fx(x) = ) Loy (z)
distribuigfo Gaussiana de valor médio A e desvio-padrio

2
7, de densidade fx(z) = = EXp [ Ki?ﬁ)_]
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1 Sobre o assunto desta tese

I hear, I know. I see, I remember. I do, I understand.

Confucius

A presente tese fol preparada e escrita durante os anos lectivos 1998-1999,
1999-2000 e os trés primeiros meses do presente ano lectivo. O apoio do De-
partamento de Matemdtica da Universidade da Madeira gue me concedeu
a dispensa de servico durante todo este tempo, da prépria Universidade, do
Ministério da Educacdo (via uma bolsa do Programa de Desenvolvimento
Educativo para Portugal), do Centro de Estatistica e Aplicagdes da Uni-
versidade de Lisboa, e, claro estd, o apoio dos meus familiares, amigos e
colegas, em particular do Professor Dinis Pestana, orientador da presente
tese, tornaram possivel a elaborag@o deste trabalho. Esta oportunidade,
conjuntamente com a ansia e o prazer pelo saber, conduziram a muitas
leituras — das quais a bibliografia serve de prova — e a abordagem de assun-
tos diversos (a abrangéncia do titulo assim o indica). Existe no entanto,
e como nao poderia deixar de ser, um eixo condutor em torno do qual os
diferentes temas se associam. Esse eixo é a convergéncia fraca de sucessoes
de varidveis aleatérias, com especial relevancia para sucessoes de funcoes

de somas ou de maximos de varidveis aleatérias independentes.

Depois de uma breve resenha histdrica sobre a Teoria da Probabilidade

e da Estatistica (Capitulo 2), vamos proceder a normalizagdes aleatdnias,

construidas a partir das préprias varidveis aleatérias em jogo (Secgdo 3.1).
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Logan et al. [41] tinham ja abordado a ¢uestdao no contexto de somas

1/p

T 1t
Vapy=>_X: / [ > 1Xil"}  (»>0)
im=]

i==]

n
(que, no caso p = +oc, resulta em Yy (Hoc) = ilXi / max Xi, sucessio
definida e estudada por Darling [71). Os 1‘031111;&1563 sdo fa.;ciﬁnantes, e pare-
ceu interessante investigar no caso dos méximos, as varidveis alecatodrias
Ferohis o
W (p) = —==—; ¢ W (o) = m
(£ ) B
sobre o assunto apresentamos resultados exactos e assintdticos, e estudamos
P{W, (+oc) = 1L

Na nossa abordagem ao estudo das classes de Mejzler comegamos por
considerar algumas restricdes no que se refere & proporcao do mimero de
réplicas de cada um dos tipos considerados. Alargamos depois 0s 1n0ssos
resultados 4 situacio e que o mimero de réplicas de cada tipo é aleatério
(Pardgrafo 3.2.1). Como generalizagio do esquema cldssico de mdximos,
abordamos ainda a teoria dos dominios de atracgdo parcial (Pardgrafo
3.2.2).

Procedemos depois a investigagbes de simetria usando fungoes de es-

tatisticas ordinais,

- i r
Q An:n - An—l:n e Q A‘n.:ﬂ - X?:n
Cin & T n T T v
-X'.?LH - -‘Xl:n An—l:n - Al:n

que avaliam o equilibrio entre as caudas direita e esquerda da distribuigéo

parente (Seccio 3.3).
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Recordamos que k& é completamente mondtona se, e s6 se,
(1) k™ (2) > 0, n=0,1,..., e que pode ser representada como trans-
formada de Laplace de uma fungio mondétona nio decrescente (resultado
de Bernstein, c¢f. Teorema 4). A representagio integral de fungoes mond-
tonas de ordem 7, que surgiram no trabalho de Graga Martins e Pestana
[23], aquando a construgéio do simile das classes de Khintchine no esquema
de méximos, foi estudada por Pestana e Mendonga [56], que apresentam
formulas de inversdo da transformada integral, e relacionam o seu estudo
com unimodalidade generalizada, estatfsticas ordinais e transformadas beta

(Seccéo 3.4).

2 O passado — Um pouco de histéria

History s the witness that testifies to the passing of time; it
illumines reality, vitalizes memory, provides guidance in daily

life and brings us tidings of antiquity.

Marcus Tulius Cicero

E usual considerar como data do nascimento da Teoria da Probabilidade
e da Estatfstica os anos situados nos meados do século XVIII, pois foi
nesta altura que primeiro se deu a transposicio de métodos e resultados
originados em problemas particulares (surgidos essencialmente nos jogos
e na astronomia) para outras areas, distintas das originais. Este corte

umbilical — a representacdo abstracta e geral de resultados concretos e

particulares — constitui a base de qualquer desenvolvimento da grande
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malha que € a ciéncia.

Nesta monografia vamos traballiar win pouco na parte desta malha que
trata da convergéncia fraca de sucessdes de varidveis aleatérias, em parti-
cular as associadas a teoria das somas e & teoria dos extremos de varidveis
aleatérias independentes. Embora historicamente estas teorias se tenham
desenvolvido separadamente, ¢ wna separa¢do que aponta mais para wmm
paralelismo entre as duas teorias. Enquanto nas somas se procurou relaxar
a hipétese de identidade distribucional, no caso dos extremos procurou-se
relaxar a hipdtese de independéncia. Para compreender melbor a evolugio
destas duas sub-teorias da Teoria da Probabilidade e da Estatitisca, segue-
-se uma compilacio de alguns factos histdricos (cf. Stigler {71], Le Cam {37]
e Gnedenko e Kolmogorov [17]). Fazer histéria, o que, absolutamente, nio
& 0 caso, ou mesmo tentar apresentar os acontecimentos malis importantes
de algum periodo histérico, é sempre um pouco arriscado, porgue sempre
fica muito por dizer, ¢ o que ¢ dito deixa para segundo plano tudo o resto.
E importante nfo esquecer que a realidade vai sempre além de tudo o que

se possa dizer.

2.1 As primeiras leis limite

The epistemological value of the theory of probability is re-

vealed only by limad theorems.

Gnedenko e Kolmogorov

Desde muito cedo na histéria da Teoria da Probabilidade e da Estatistica
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a soma de varidveis aleatérias teve um papel fuleral no seu desenvolvimento,
papel este que, obviamente, foi evoluindo ao longo do tempo. Inicialmente
a soma de varidveis aleatdrias surgiu na combine¢do das cbservagoes, na
sua maioria observacoes ligadas 4 astronomia. Embora os astronomos do
século XVIIT se mostrassemn reticentes em usar uma estatistica, hoje tio
comui, como a média, pois receavam que ao fazé-lo estariam a propagar
os erros, ¢ nio a compenséd-los, fol nesta drea que os métodos estatisticos
tiveram o seu primeiro impulso; atenda-se por exemplo & criagdo do que
hoje designamos como método dos minimos quadrados por Adrien Marie
Legendre, em 1805, quando este tentava encontrar a forma da terra com

base nas medig¢bes de wm arco de meridiano.

Mas, citando uma frase presente no prefdcio do notdvel livro de Gne-
denko e Kolmogorov {17], o valor epistemoldgico da Teoria da Probabilidade
¢ baseado no facto de que os fendmenos aleatérios em larga escala, na sua
accdo colectiva produzem efeitos precisos, ndo aleatdrios, ¢ é apenas reve-
lado através dos teoremas limite. Os dois primeiros teoremas limite — a lei
dos grandes némeros e o teorema limite central — surgiram de uma forma
simplificada e a versfio actual & fruto da complexificagdo e da generalizacio

dos primeiros resultados.

A lei dos grandes mimeros comegou por surgir no caso particular
da distribuicdo hinomial pela mente criativa de um de entre os doze mems
bros da familia Bernoulli — esta ¢ a estimativa que Stigler {71] apresenta

do mimero de elementos da familia Bernoulli que, de alguma forma, con-

tribufram de uma forma significativa para a evolugio da Matemadtica e da
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Fisica. Falamos de Jacob Bernoulli, o pai da quantificacdo da incerteza. Al-
) q

guns dos seus trabalhos nao publicados em vida foram compilados pelo seu

sobrinho, Nicholas Bernoulli, num livro intitulado Ars Conjectandi, datado

de 1713, e que inclui a primeira versdo da lei dos grandes mimeros.

O trabalho de Jacob Bernoulli teve continuagho com o seu sobrinho
Nicolas Bernoulli e com o francés Abraham De Moivre. De Moivre no seu
livro The Doctrine of Chances {de 1738) mostra, usando o que viria a ser a
férmulia de Stirling, que as distribuigbes binomiais podem ser aproximadas
pelas gaussianas. Este embrifo do teorema limite central, titulo que
Polyd deu ao resultado (c¢f. Le Cam [37]), para assim salientar a sua im-
portancia, desenvolveu-se com a ajuda de Pierre Simon de Laplace e de
Siméon Dennis Poisson: Laplace em 1812 generalizou o resultado de De
Moivre a varidveis independentes, limitadas e suportadas por reticulados e,
por sua vez, Poisson, em 1824, estendeu o resultado de Laplace a somas de
varidveis independentes e limitadas, ndo necessariamente idénticas. Gauss
foi mais longe ¢ estendeu o resultado a soma de um grande nidmero de
parcelas negligivels, mas sem grandes formalismos. Foi Chebyshev quem,
em 1887, de facto formalizou os problemas e quem delineou uma versio

final do teorema.

Actualmente existermn véarias versdes do teorema limite central, com
condicdes mais ou menos fortes, consoante o caso, algumas até relativas
a varidveis com valores em espacgos que nio necessariamente R™, (cf. e.g.
Aratjo e Giné [2]), outras relativas a sucessdes de varidveis dependentes,

como os martingales e as cadeias de Markov. No entanto, a versio mais
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conhecida do teorema limite central serd talvez a de Lindeberg (1922)-Feller

(1935) que passamos a enunciar: dada uma sucesséo de varidveis aleatdrias

(v.a.'s) independentes, {Xi};cn, onde cada varidvel aleatéria X tem dis-

tribuicio Fi, valor médio g, = E(X;) e variancia ¢} = E {(Xi- - ,U,i)ﬂ
n 2

finitos, temos que, considerando s, = | 3 o?

i H
f==1

n . n ,
S X =y 4, Z ~ Gau(0,1)

Sq 00

se, para todo o real positivo t, a condi¢@o de Lindeberg,

x|>tsn

1 ki3 .
n=1 Yl

for satisfeita.

Relativamente A lei dos grandes nimeros, Chebyshev verificou que
dada uma sucessio de varidveis aleatérias independentes, {Xi}en,, com
valores médios g, finitos e varidncias ¢f finitas (¢ = 1,..., 1), a condigéo

Sn s Q, era suficiente para garantir a convergéncia em probabilidade

T pesdoo
Sa=3 0 s - :
de =i=1% para zero, onde S, = ) X;. Para resolver o problema relati-
i=1
vamente & convergéncia em distribuigio de uma soma de varidveis norma-
lizadas para a distribuigio gaussiana, Chebyshev criou o método dos mo-
mentos. Treze anos depois, Liapunov, seguindo uma outra via - o método

das funcoes caracteristicas — encontrou também condigoes suficientes para

a referida convergéncia.
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2.2 Varidveis estdveis, a classe L, as leis infinitamente di-
visiveis e as classes L,, de Urbanik

Another characteristic of mathematical thought is that it can

have no success where i cannot generalize.

C. 5. Pierce

Na Matemdtica é quase sempre possivel subir na escada da generaliza-
¢io, no sentido em que cada conceito pode ser visto como um caso parti-
cular de um ouiro conceito mais geral. A distribuigfo gaussiana pode ser
obtida como o limite, em distribuigdo, de somas normalizadas de varidveis
aleatérias independentes e identicamente distribuidas (i.1.d.) e, como tal, é

um caso particular de uma v.a. estdvel, no¢do que passamos a recordar:

Definicao 1

Dizemos que a fungio de distribuicdo (f.d.) F de uma va. X, ou
mesmo a v.a. X, ¢ estdvel, se para todo o natural n positivo exristirem

by >0, a, € R fais que

Fyn x, (@)= F' (@) = Fx »...x Fx () = Fx=oy (z),

1=l tin

n

onde as varidveis X;, = 1,... ,n, sio independentes e idénticas a X.

Por outras palavras, e aproveitando para introduzir um novo conceito —

2

os tipos de Khintchine, uma v.a. X é estdvel se o seu tipo, i.e., 0 conjunto
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das varidveis aleatérias obtidas de X por deslizamentos e mudangas de

escala, for fechado para somas.

E de salientar que sempre que falamos em classes limite, estamos a falar

de convergéncias de tipos.

A classe das fungdes de distribuigéo estdveis surgiu no segundo quartel
do nosso século e o seu estudo envolve nomes como Paul Lévy, Khintchine,
Gnedenko, Doeblin e Feller. Lévy fol o ploneiro no estudo das varidveis
estdveis. Em 1917 foram encomendadas a Lévy trés conferéncias sobre o
teorema limite central. Lévy foi além do teorema limite central, e resolveu
investigar mais geralmente em que condigbes somas de varidveis aleatdrias
i.id, convenientemente normalizadas (centradas e com dispersdo estabi-
lizada) convergem para uma v.a. Y néo degenerada; por outras palavras,

em que condicdes exister constantes de atracgao b, > 0 e a, € R tais que

Sn = an _d Y, ndo degenerada. (1)

bn L=t == 00

Lévy em 1925 e Khintchine em 1938 mostraram a coincidéncia da classe
das distribuicdes limite destas somas normalizadas com a classe das dis-
tribuicdes estéveis. Em 1936, Lévy e Khintchine, mostraram que as dis-
tribuicdes estdveis se caracterizam por ter uma funcdo caracteristica, ¢

digamos, que satisfaz a seguinte condigao
Ing(t) = tat ~ c|t{¥ [L +i8signt w{t, o),

onde 0 < a < 2, ¢ o0 expoente caracteristico da distribuigio estdvel,

B, v e ¢ sfio constantes reais, sendo ¢ > 0 (parfmetro de escala}, |5] <1
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(pardmetro de assimetria) e

tan 75t se a # 1
w{t, o) =

%logitl, sea=1
Prova-se ainda que as constantes de normalizagio em (1) sdo da forma
b, = ml/® A distribuicdio gaussiana, jd o referimos, ¢ uma distribuicio
estdvel e corresponde a ter @ = 2. Poucos mais exemplos tém fungdo
de distribuicio exprimivel em forma analitica explicita. Temos ainda as
distribuicdes de Cauchy (o = 1; se 3 = 0 obtemos a distribui¢io padréo
de Cauchy) ¢ a distribuicio de Lévy (o = £ e 8 = 1). Zolotarev [75)
apresenta alguns exemplos de distribuigdes estdveis expressas através de
fungdes especiais como os integrais de Fresnel (o = § ¢ 8 = 0), a fungdo de
MacDonald de ordem 1/3 (a = § e # = 1), as fungdes de Whittaker (o =
eﬁ=0,az%eﬁ=1,a=%eﬁ=%—,az%eﬁ=——%—), entre outras.

O dominio de atraccao das distribuigdes estdveis, i.e., o conjunto das
funcdes de distribuigio que, devidamente normalizadas, convergem para
uma determinada distribuicio estdvel, foi também completamente carac-
terizado. Esta caracterizacio advém da jungdo de resuitados obtidos por
Lévy (1935), Khintchine (1935), Feller (1935), Gnedenko (1939) e Doeblin
(1940):

Teorema 1

Uma fungdo de distribuigdo F pertence ao dominio de atracgdo de uma
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distribuigdo estdvel com indice o, 0 < v < 2, se ¢ 86 se,!

. F(-w)
T~ F ()

1 Fx)+ F(~a) e
€ [0, +od] ¢ — F(kx) + F(—ka) z2—420 R

Uma fungdo de distribuigdo F pertence ao dominio de alracgdo de uma
distribuicdo normal se e sd se

[1£i> dF () .
JE1E<2 p2dF (T} 2o

Mas a distribuicdo gaussiana pode também ser obtida como o limite
em distribuicio de somas normalizadas de varidveis aleatérias indepen-
dentes, ndo necessariamente idénticas {tal como se constata no teorema
de Lindeberg-Feller); a gaussiana é também um caso particular de uma

v.a. da classe L que passamos a definir:

Definigao 2

A classe L ¢ formada pelas distribuigdes limite de somas de varidveis

aleatdrias independentes, S, = Y .1 Xi, normalizadas por sucessdes de

- n___ ;Y{—ﬂn
constantes {an}nen, € {Ontnen, (V7 bn >0, tee., de o, com a
condicdo de que bil £,
"o 00

As distribuicdes da classe L foram caracterizadas por Lévy em 1937:

F pertence & classe L se, e s6 se, Va € (0,1), F'(z) & a convolugio de

1 1-Fl{eY4+ F{—z

i . M F(=z) " . .
Recorde-se que a condi¢do —FrriFig Rt k* poderia ser traduzida pela
expressio “a funcio 1~ F (z)+ F (~—x) & de variagao regular de idice —c em infinito”,

assunto que serd adiante discutido com mais pormenor.
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F (ﬁ) com uma outra distribuigdo Fy, (z) referente a uma v.a. infinitamente
divisivel, conceito que definiremos ja de seguida (note-se que, por esta razio,
as funcdes da classe L sao também designadas por fungdes de distribuigio
auto-decomponiveis: a v.a. X associada a F pode ser decomposta na
soma de duas v.a.’s independentes, X = aX +Y;, em que uma das parcelas
& apenas uma reducio da v.a. original e a outra, como jd referimos, &

infinitamente divisivel).

As distribuicdes da classe L sfo infinitamente divisiveis, i.e., para
todo o natural positivo n, podem ser escritas como a n-ésima convolugio

de uma distribuicao, e tém fungiio caracteristica ¢ tal que

oo itr \ 1+ a?
Ingp{t) = int+ ‘[_OO exp (itz) — 1 - 1:_22 :2% dG{z), (2)

onde v € R e G & mondtona ndo decrescente e de variagdo limitada (em
zero a funcio integranda é definida por continuidade). Esta ¢ a chamada
representacio de Lévy-Khintchine e a funcio G ¢ conhecida como a
funcio espectral de Lévy-Khintchine de . Mas nem todas as dis-
tribuicdes infinitamente divisivels sdo estdveis; basta, por exemplo, pensar
na distribuicio de Poisson; no entanto, toda a f.d. infinitamente divisfvel
pode também ser escrita como o limite de fungdes de distribuigio de somas

de varidveis aleatérias. De facto, dado um sistema triangular infinitesimal,

fe., uma “matriz” de v.a.’s {‘Xﬂk}nENl, 1<k<kn onde k, N 400, para
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cada n, Xp1,. .., Xnk, 840 independentes, ¢

Ve > 0, 1’51121,1 P (| Xnkl > &) Ny 0,

b 00
prova-se que F' é infinitamente divisivel se, ¢ $6 se, I é o limite (nos pontos

de continuidade de F) de Iy = Fx, 144X, -

A classe das estéveis € demasiado estreita para modelacdo, a classe das
auto-decomponiveis demasiado larga (admite que as parcelas podem ser de
qualquer tipo). Numa tentativa de cquilibrio, Gredenko conjecturou que
se nas parcclas houvesse k tipos de v.a’s (no seatido de Khintchine) os
possiveis limites seriam combinagdes convexas de, no médximo, & estaveis.
Koroljuk e Zolotarev [34] estabeleceram o resultado para k = 2, mas Zinger

[74] demonstron que para k > 2 a conjectura era f{alsa.

Uma abordagem, porventura mais interessante ainda, deve-se a Urbanik
[72], que usou aquilo que apelidou de “esquemas triangulares de variagao
lenta”. A construcio de Urbanik leva a considerar a equagio funcional para

funcdes caracteristicas

¢(t) = plat) @, (t), Yae (0.1),

onde ¢, € L Lo € a classe das infinitamente divisiveis, resultando deste
modo que L; ¢ a classe L. Constréi-se assim iterativamente L,
+-00
m=1,2,...,¢ Leo = [| Lm parece ser uma classe particularmente ten-
-~ kzo .
tadora para modelagdo de fendmenos em que haja a considerar qualquer
mecanismo aditivo.

Resumindo, sob a condicdo sup, P (‘%‘A! > E) — (}, Ve > 0, temos
" T

Tt OO0
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que

Distribuictes Infinitamente Divisiveis
Classe L
Classe L,

Classe Ly

Distribuices Estdveis

Como ja referimos os teoremas limite que primeiro emergiram foram
versbes particulares da lei dos grandes mimeros e do teorema do limite

central. Em qualquer um dos casos, mesmo depois da generalizagao dos

teoremas, a finitude da varidnecia ¢ exigida, tornando assim desprezdvel a
contribuicio dos extremos para a soma. Esta é talvez a razdo do estudo

mais tardio da teoria dos extremos.

2.3 Varidveis max-estdveis, a classe M e as classes M, de
Mejzler

Live the Golden Mean {avoid extremes).

Aristételes

Esta seria a resposta de Aristoteles & pergunta “Como devemos viver?”.
Durante muito tempo a atitude de Aristételes aplicou-se de certa forma
também a Estatfstica, ja que a preocupacao principal dos estatisticos encon-
trava-se no comportamento central dos dados, comportamento mais facil-

mente adivinhavel.
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Quando falamos em extremos de varidveis aleatorias, de imediato pen-
samos na digtribuicio limite do maximo de varidvels aleatdrias, Poderfamos
ampliar os nosso problemas, pensando no segundo mdximo, no terceiro
maximo, e assim sucessivamente até chegar ao minimo, mas verifica-se que
as distribuicdes assintéticas destes, quer conjuntamente, quer marginal-
mente, sdo fungdes da distribuigdo limite do maximo pelo que a nossa

atengio debrugar-se-4 apenas sobre o estudo de mdximos.

Sabemos que, quando as varidveis sio independentes, a fungio carac-
teristica da soma é o produto das fungdes caracteristicas de cada varidvel.
Com a substituicio adequada dos objectos matemdticos, algo de semelhan-
te acontece na teoria dos valores extremos: a f.d. do méximo de vari-
4dvels aleatdrias independentes ¢ o produto das respectivas fungdes de dis-
tribuigio. I5 entdio natural estabelecer um paralelo entre a teoria das somas

e a teoria dos extremos.

Comecemos por considerar uma sucessio de varidveis aleatdrias Lid.
{Xi}ien, O interesse por extremos surgiu ja, muito timidamente, nos
trabalhos de Bernoulli mas s6 cerca de duzentos anos mais tarde foram
encontrados os trés tipos limite possiveis e a caracterizagdo dos dominios

de atracciio. Passemos aos pormenores. A equagio funcional
A by + an) = F(2) {b, >0},

cujas solucdes sio as distribuigdes estdveis, foi transportada por Fréchet

[13], em 1927, para a teoria dos méximos na forma

F* (bpx + an) = F (x) (by > 0).
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As solugdes desta equagio, usualmente apelidadas de max-estéveis, sio
precisamente as distribuigdes que surgem como limite de méximos norma-

lizados: &f—"—“ﬂ (by, > 0). Se suposermos, por exemplo, que
n

lim z%{1 - F{z)] =b>0,

T 00

para algum « positivo entdo, para = > 0,

lim P (Xn:n <z (b”-)l/a) = lim [F (r (bn)l/a)]"

Tt - GO N 400

= lim {1 — omrbn (1 -F (:B (bn}}/a))]n

n—-00

= lim [1 - —é};} = exp {~z7%).

n—-+oo X

Para z < 0 temos 111_;1_’1 P (Xn;n <z (bn)l/“) = 0. Esta foi a primeira
100

solucéo a ser encontrada e foi Fréachet [13] quem o fez; esta familia de

distribuicdes é hoje designada pelo seu nome, a familia de distribui¢des de

Fréchet:

Dy (z) = exp (~377) Yo 100) (2), (v>0).

Em 1928, Fisher e Tippet [12] encontraram as outras duas possiveis solugdes:

a familia das distribuigées Weibull

U, (z) = {1~ exp (— (=) L_oo,0) (2) + Lo 400y (), (7> 0),

¢ a distribuigdo Gumbel

A (z) = exp (—exp(—z)).
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Nos pontos interiores aos respectivos suportes, estas familias de distribuigtes
podem ser escritas conjuntamente através da representagio de Von-Mi-

ses—Jenkinson
T (z) = exp (—— (1+ 'r:z:)"l/r) y 147> 0

(sendo Tg (z) := limr—o Ty (#)). Algumas fungdes de distribuigao absoluta-
mente contimuas foram devidamente enquadradas nos respectivos dominios
de atracgio de cada uma destas distribuiges por von Mises em 1936 [49]
(algumas, pois as condigdes de von Mises ndo eram necessdrias, apenas
suficientes). Seis anos mais tarde, em 1943, Gnedenko {15] caracterizou
completamente os dominios de atracgdo da familia de distribuigoes Fréchet
e da familia de distribuicdes Weibull. Gnedenko encontrou também uma
caracterizacio para o dominio de atraccio de Gumbel, mas foi Haan [26)

quem caracterizou completamente este dominio,

Sumariando, os dominios de atracgho das max-estdveis caracterizam-se

do seguinte modo (supde-se que a v.a X tem a si associada a f.d. F):

o Afd. F pertence ao dominio de atracgio da familia de distribuigdes
Fréchet se, e s6 se, 1 — F ¢ de variagdo regular de indice —y (cf.
a nota de rodapé 1) e se o seu suporte for ilimitado superiormente;

simbolicamente,

3{b71}11€N1 ’{an}nENl Y > 0:

(¥n € Ni,b, > 0} A (niirllooP[Xn:n < b + an) = &y (:L)) &
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,

S w(F)=+ooA (3”;' > 0,Vz > O,ilim

1— F{tx) :y‘“f)-
+oo 1~ F () '

(3)

e O dominio de atraccio da familia de distribuigdes Weibull define-se
de forma andloga ao domino de atracgdo da familia de distribuigdes
Fréchet, considerando que neste caso £ tem obrigatoriamente suporte
superiormente limitado: uma f.d. I pertence ao dominio de atracgio
da familia de distribuigdes Weibull se o seu suporte for limitado su-
periormente e se a funcéo definida em @ por 1~ F (w (F) — z) for de

variacio regular de mdice —~. Simbolicamente,
a{bn}neNl ’{a’ﬂ}nENl Y > 0:
(vn € Ny, by > 0) A ( lir_{n PlXpm Sbpz + an) = ¥y (m))
e -1- 00
&
! . 1-F(w{F)~-L S O
(w(F)<+OO)/\(3’}>0,V£>O,t£2}xﬁ£mf§%—$ ;
(4)
o Finalmente, relativamente ao domfnio de atracgdo da distribuicio
Gumbel, para que a f.d. F pertenga a este dominio é necessdria e
suficiente a existéncia de uma funcéo h que satisfaga a condigdo dada
em (5), i.e.,
3 {b“}nENl 7{a'n}n€N1 :

(¥n € Ny, by, > 0) A (nliTwP [Xnm bz +an] =A (x))

& 3h, fungéo positva : Vi, t—l».g?p} 1- f Ef;ﬂ' (";‘;7‘ (t)

= exp (~x) .

(5)
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Gnedenko explicitou também uma possivel solugao para as constantes

de atracgfo em cada caso:

e 10 caso da Fréchet: a, =0¢ b, =inf {z:1—-F(z) < i1

¥

o 10 caso da Weibull: ap = w (F) e by = w (F)—inf{x : 1 = F () < +};

e e no caso da Gumbel: a, = inf {fc 11— Fx) < %} e
b de (=)
n - 1"‘1“1{01'1)

Relativamente a misteriosa fungiio h que surge no terceiro caso, foi
Haan [26] quem, em 1970, deu uma expressdo explicita para esta,

(- F ) dy
hit) = 1= F ) ; (6)

definida para o (F) <t <w (F).

Passemos agora ao que sc designaria por classe das auto-decomponfveis
no esquema de méximos. Um discipulo de Gnedenko, Mejzler [43] estu-
dou a classe das leis limite de méximos de v.a.’s independentes, mas nao
identicamente distribuidas, classe semelhante & de auto-decomponiveis L de
Khintchine; em honra a Mejzler, Pestana {54] denotou-a classe M. Graca
Martins e Pestana [22], inspirando-se no trabalho de Urbanik e no facto de
que toda a f.d. F univariada ¢ infinitamente divisivel, no sentido de que,
para todo o natural n, FIm ger ainda uma fungao de distribuicdo, usa-
ram a equacéo funcional F (x) = F {ax) F, (x) para definir iterativamente
as classes M; (= M de Mejzler), Ma,..., e caracterizar My, == ;ﬁ;Mm.

Curiosamente, sio fungdes de distribuigio cujo logaritmo € complet;mente
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mondétono, i.c., uma transformada de Laplace. Tal como a classe L de
Urbanik parece ser ideal para modelar somas, a classe M, parece ideal

para modelar méximos.

2.4 O guociente entre somas ¢ extremos

Vimos no pardgrafo anterior que ¢ desenvolvimento da teoria relacionada
com o méximo de varidveis aleatérias independentes e da teoria das somas
de varidveis aleatdrias independentes tém dado alguns passos paralelos.
Além desta dialéctica entre teorias, alguns autores tém tentado proceder

a uma comparagdo mais directa usando o quociente entre M, = lr?_ax X;
<t

<n

n

e S, = Y X, revelando desta forma, a susceptibilidade da soma de ser
i=1

influenciada pela parcela mdxima. Entre estes autores encontramos, por

exemplo, Darling, O'Brien, Mailer, Resnick, Teugels e Bingham.

Antes de continuarmos, convém recordar que uma fungéo f, positiva,
cujo dominio inciui um intervalo do tipo (a, -+oo) diz-se de variagao lenta

se

fO=)
YA > 0, T e (7)

Um conceito fortemente associado a variacio lenta é o de variagéo regular:
dizemos que uma funcao f, positiva, cujo dominio inchui um intervalo do

tipo (a,4o0c) & de variagdo regular de fndice p no infinito se

f (Az)

f (@) e

YA >0, AP, (8)
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Uma vez mais, considere-se { X;};c, uma sucessao de varigveis aleatéri-
as independentes, identicamente distribuidas a uma varidvel aleatéria X, F
a respectiva funcao de distribuigéo e w (F) o supremo do suporte de X, i.e.,
w(F) =sup{z € R: F(z) <1}. Suponhamos que X > 0. Bingham et al.
(4] coleccionaram alguns resultados relativos a este assunto que passamos

a enunciar:

o M,/S, £ 0 ¢ equivalente a variagio lenta de Jo ydF(y);

o M./Sn e equivalente a variagdo lenta de 1 — F

e A convergéncia de M, /S, para um limite ndo degenerado é equiva-
lente a F ser atrafda para uma lei estdvel de indice @ € (0,1), o que

por sua vez é equivalente a E(S,/M,) ter limite finito superior a um;

¢ Se X tem valor médio finito p entdo: a convergéncia de (S, —np)/M,
para um limite nao degenerado é equivalente a F ser atrafda para uma
lei estdvel de fndice a € (1,2), o que, por sua vez, é equivalente a que

E((Sn — np)/My,) — ¢ € (1,+00), e, neste caso, a = (1+¢)/c.

3 O presente — Novos desenvolvimentos

There are lies, damned lies and statistics.

Mark Twain
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De facto, se olharmos com atencdo para a Estatistica, verificamos que a
sua grande missdo é a construgio de modelos adequados 4 realidade, através
da leitura/interpretagio dos sinais que esta nos oferece. Mas um modelo

— a base de toda a ciéncia — serd sempre um modelo: uma mentira.

Um modelo pode despertar a nossa admiragéo pelo seu detalhe e pre-
cisdo — um exemplo notdvel é o passeio aleatério, notdvel também pelas
muitas generalizacdes a que se presta (nascimentos e morte, difusio, etc.)
Pode ferir a nossa imaginacdo por, através de caracterizages locais, pode
ser globalizado com hipéteses de estacionaridade — como € o caso do pro-
cesso de Poisson, ou o estudo das probabilidades de absorgao em barreiras
no passeio aleatério ou outras cadeias de Markov. Pode ser 1til, por subs-

tituir cdlculos deprimentes.

Nestes préximos pardgrafos vamos centrar a nossa atengiao em modelos
de somas generalizadas, médias ponderadas, médias-p. E desde ja nota-
mos que qualquer estatfstica ordinal X., pode ser considerada uma média
ponderada, e que (D 1, | X;|P) P oo Xnn: Estas médias generalizadas
podem ser encaradas como sinais de localizagao, e diferengas entre estatis-
ticas ordinais sao leituras de escala, que nos convém por vezes comparar

Ko
(por exemplo g

) a fim de avaliar pesos de caudas, uma das carac-
terfsticas mais relevantes e determinantes. Usaremos conceitos de variagao
regular de Karamata (cf. Bingham et al. [4]) para precisar a nogéo de
peso de cauda, e atendendo as ideias de Resnick sobre tail equivalence (cf.

Resnick [60]) damos importancia de relevo ao modelo de Pareto genera-

lizado, que sabemos também serem os elementos estdveis na abordagem
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POT (Peaks Quer Thresholds).

3.1 Auto-normalizagio

Limit theorems are useless in statistical contexts if they de-
pend on parameters which must be computed from unknown dis-
tributions. A way around this is to replace such parameters by

functions of the observations.

Sidney Resnick
Resnick [62] justificou assimi, muito cristalinamente, a necessidade do
estudo da auto-normalizaco.

Existem j& alguns resultados respeitantes a este assunto, essencialmente
no que se refere a soma de varidveis aleatérias i.i.d.. Inspirados por Logan

et al. [41] que estudaram a estatfstica

n n 1
DX [l

(p > 0) e usando alguns dos resultados que Darling [7] apresenta no seu es-

/e

n
tudo relativamente ao caso limite > X; / max X;, vamos tentar encontrar
i=1 1<ig€n

o paralelo na teoria dos extremos considerando

n 1/p
I’T/Yn (p) = max X1/ Z; lX{lp e ‘,Vn (+oo) = 112%1 X:/ llgiaéxnixil ,

1<i<n
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Note-se desde j4 que ambas as estatisticas tém suporte contide no in-

tervalo [—1,1].

Se X > 0, entdo W), (++00) = 1, facto que retira o interesse desta estatfs-
tica para varidveis nio negativas. Algo andlogo se passa no comportamento
assintético de W, (oo} quando o suporte da varidvel X (suppX) ¢ limitado

e onde obtemos que

d supsuppX
W, 4, :
n (+o0) z—+oo max [[inf suppX|, isup supp X1

No entanto, W, (-+oo) revelou-se potencialmente 1til no estudo da (as)si-

metria da varigvel X.

Proposicao 1

Seja X uma v.a. absolutamente continua. Temos entdo que

0
() Furntoo(®) = | [F (=t) = F (O] £ () dtT_1,1(0)+ L ()
(b} Sew(F) >0 entao P [W, (+o0) =1] #0.

(c) Se X ¢é simétrica entdo P (W, (+o0) =1] = .

Demonstracao
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(a) Comecemos por provar a primeira afirmagéo. Consideremosz € [—1,1),

g A5
Fy,(+o) (2) = P S 10 <z

1<i<n

1<i<n

max X;
Lo, » DA, |G| = | Xx| X510

< %, max |X,| =s | Xl X £ 0}
i

max X; < a:Xk, Jax |X,| et Xy X B 0]
1<i<n

Il
=
Il 3
-
)
P

+ZP [max X < —:ch, Jmax |X|— X5, Xk < O]

n
= ;P [max X; < —ka,llisngX,;l = —Xi, X < 0] )
pois

P Lrélax X; < xXk, Jmax |X,| = X, X 0] Z PG 2 a5 =

(recorde-se que « € [—1,1)). Temos assim que

n
Fiv,(+o0) (@) = Y P [lmzaxn Xi < —x Xk, max |Xi| = X, X < 0}
k=1 -

=Y P[X; < —zXy,...(k)... , Xn < —2Xk,

(Xl € =Xpos 0B) o | Xn] € =KX < 0]
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(“(k)” indica a auséncia do termo de ordem k). Como as varidveis
sio iid. e Xp < —zXj, para z € (—1,0] e —zX; < —Xj, para
z € [—1,1) resulta que
Fy, (+oo) () = f Pt < Xy € —at]dF (t)
(—OO,UI

i /( GG R G a0

0
=n / . [F(=zt) — F @))""! f (t) dt.

(b) Se z = 1, sabemos j& que Fiy, (+00) (z) = 1 donde resulta que

P[W (+00) = 1] = Fir, (400) (1) = Fii (o) (17)
=1-n [P0 -FOPT SO

0
1+ [P0 -FOI7 (-0 - f @)

0
+ / n[F(~t) = F ()" f (~t) dt

—C0

= [ nirCo-rFOP o

=l R IF () - F (-] f (0 dt,

o que implica que

P W, (+00) =1] =0 & [F(t) - F(-t)]" 7 f(t) =0,
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quase certamente em (0,4+00). Ora, se o suporte da varidvel X for
um subconjunto de R™ a condi¢do é obviamente verificada. Caso
contrério, teremos sempre P [W, (+00) = 1] > 0 {note-se que estamos

a trabalhar com varidveis honestas, i.e., com suporte contido em R).

(¢) Relativamente 4 ultima afirmacéo basta observar que

FM/“{.{.OO) (1w) =T [F (—f) - F (t_)]nﬁi dF (t)

\

=7

(1= 2F ()L dF (1) = -;:

/
/

Observe-se que no caso discreto esta assergio néao € em geral verdadeira.
Como contra-exemplo basta considerar uma varidvel aleatéria, X, supor-

tada pelos inteiros, tal que

—,;—Ji, se h>1
p=PX=Fk=
2;, se k<0

Nio é dificil mostrar que

n—1 _qyn—=l=m g-2(n-m)
-\ n n - 1\ (=1} 2 n nl
FWn(ﬂ-oc) (1 ) = g Z ( ) 1 — 9=n+m + 3—” + g?“

T
m=0

Exemplo 1

As caudas paretianas sdo caudas de variagdo regular. O tndice de vari-

agdo reqular destas caudas percorre todos os indices possfveis (para fungbes
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de distribuicdo). Dado que estamos a considerar apenas distribui¢des com
suporte ilimitado superiormente e inferiormente, vamos considerar uma

generaliza¢do do varidvel cuja densidade tem a seguinte forma:

g(aj) = 6aﬁ$_ﬁ—11{a,+oo} (RZ) :
O coeficiente de variagdo reqular desta varidvel é —f pois

C1-FOR) . A8)
A TTE T e e fay ) A0

Neste exemplo vamos considerar a densidade

1 A i B,
1) = 582082 (~) P _ae, ) (0) + 510710 M g o) (@)

e correspondente fungdo de distribuicdo

B
F(zx) == % (%) ? I(~00,-—a2] (z) + %I(—Oz.m} (z) + [1 - % (%L)ﬁl] I[°1;+0°) ().

Por simplicidade, ¢ tendo em conta gque 0s pardmelros ) e (g ndo infer-
ferem com o coeficiente de variagdo regular, tomaremos a; = az = a. No

intervalo (—a, @) o integral

0
n f (F (—at) — PO f (1) dt
—o0
é nulo. Quando —1 < x < 0, obtemos

8 n—1
oo
FH’n(+oc) () = on

que converge para zero quando n cresce pare infinito; pare 0 <z < 1

nBy [* Lygnd 1,170 4 1—zf2)"
Fli’n(-inoo} (il?) = '—'2'/0 [1 — § (i\) - -ay'62:| yﬁ2 ldy o} ..[....__........_........]........

F

2 x 2n
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Se B, = B3 = B entdo

A T .’IJ_‘B-i-l n—1 B 1‘—326 n
FWn(+oo)($)=—§g/0 [1—1!6( 5 )] Y’ ldy'l’(—)'

2n

. 1 .B+ 1—33'6 &
=Ml [ 2

B

que converge para 1-&:-_:1:»3’ quando n cresce para infinito.

Relativamente a W, (p) :

Proposicao 2

Suponhamos que o (Fx) > 0 e que w (Fx) = +o00. Se, para a > 0,

lim L—Fxlag) _

z—+00 1 — Fx(x) =3

entdao

lim Fwﬂ(p)(m) = Fl(:B).

n—+4o00

Demonstracao

Se as varidveis sdo ndo negativas

X 2o
Sisn =
Fy,p (@) =P 7p So| =1-P | =5 <V

(£ ) E
i=1

29
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onde ¥; = X¥ sdo i.i.d. ey = % > 0. Usando os resultados de Darling [7],

podemos afirmar que, quando as varidveis da sucessao { X, } sdo de variagdo
lenta no infinito,
Jm Fy, ) (@) = F1 (@),

L.e., W, (p) converge fracamente para a constante 1. m

De novo, do trabalho de Darling (7], & possivel concluir que

Proposigao 3

Se Xi > 0 esed i XP, devidamente normalizada tiver distribuicdo
limite estdvel com expoente caracteristico 0 < o < 1, entdo
; 1
S Fwn) (@) =1-C (;:;3) ’
onde G é uma fungdo tal que

/ " e o] = )

l_afcil. ex u:f.u«-l du

Ainda sobre as propriedades de W), (p), observe-se que

1‘25‘3‘ X; 1 " n 1/p
Sian — _nl/p } P
( n )I/P = nl/p ol 1?%’51}{‘ 2 (E X )

> 1XlP s

i=

P n

_ N = P e R

en ( lxgiaé)gnx,) > ; | X (tomando fé‘%’%x‘ Xio)
n

& (n=1)|XelP 2 Y IXiP 2 (n— 1) | Xio|P

i=1

i#ig

que tem probabilidade nula. Conclui-se assim a
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Proposicao 4

Sex € [~1, ~1/nM?), entio P [Wn (p) < z] = 0.
3.2 Dominios de atrac¢ao nao cldssicos

Quando nos afastamos dos requisitos da independéncia e/ou da identidade
distribucional é natural que surjam novas distribuicfes limite. De facto,
a menos que se imponham algumas restrigdes, este novo problema chega
mesmo a perder o interesse, pols existem sucessoes de v.a.’s, nio inde-
pendentes e/ou ndo idénticas em distribuigdo, para as quais qualquer dis-

tribuicdo pode ser resultado do limite em distribuicéo.

Infelizmente a situacdo de dependéncia é uma situagdo muito vaga, e s6
em casos muitos particulares se conhecem resultados de relevo, como, e.g.,
no casos das sucessbes de varidveis aleatdrias permutdvels e das sucessoes
de varidvels aleatorias estaciondrias, (cf. referéncias de Balakrishnan et al.

i3] e de Galambos [14]).

Quando se mantém a independéncia, e se relaxa a condigdo de identi-
dade distribucional, os resultados surgem com mais facilidade; devemos o

seguinte resultado a Mejzler (cf. Galambos {14]):

Teorema 2

Seja {Fi}iene, uma sucessio de fungdes de distribuigGo para a qual exis-

tem sucessbes de ndmeros reais {Ci}ien, € {diken, fais que
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Vi € Ny, d; > 0,

lir_}_l max{l - F;(cp+dpz):1<2<n} =0 (9)

e, para todo o nimero 0 <t <1,
[nt]
lim 2 (1= F;(cn + dpz)) = w(t,z)

n—+00
i=1

existe, e é finito, para todo 0 < t < 1, sempre que for finito para t = 1.
Quando esta condi¢do é satisfeita dizemos que as sucessoes referidas satis-
fazem a condi¢do de uniformidade para o mdzimo. Nesta situagdo,
uma fungdo de distribuicdo nao degenerada H é a distribuigdo limite de

lr£a<x Xi — an | /by se, e s6 se, uma das sequintes condigdes é verificada:
<ikn

e log H (z) ¢é uma fungdo concava;

e w(H) < +oo e a fungdo definida por log|w (H) — exp (—x)] é con-

cava, para x > 0;

o a(H) é finito e a fungdo definida por log H [a (H) + exp (z)], > 0,

é céncava.

Voltaremos a falar deste resultado mais adiante, no Parédgrafo 3.4.
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3.2.1 Normalizagao linear nao cldssica — algumas consideragoes

Como habitualmente, consideremos {X;};c, uma sucessdo de varidveis
aleatérias independentes (X; com f.d. F;). Seja

Xi - Qin
1<i€<n by ]

onde ain, € bjy > 0, n € Nj, 1 < i < n, sao constantes reais. Note-se
que a normalizagio apresentada, poderd ser diferente para cada varidvel
aleatéria. O nosso objectivo é, neste pardgrafo, tentar conhecer e caracteri-

zar o conjunto das distribuigdes limite, ndo degeneradas, de Y;,.

Comecemos por observar que, tal como no caso em que a normaliza-
¢io é feita de igual modo para todos os elementos de um vector aleatério
de dimensdo n (i.e., em que a normalizagdo sé depende do valor n), séo
necessérias algumas restrigdes - pois, caso contrdrio, a classe obtida é for-
mada por todas as distribui¢des? - temos, também aqui, de proceder a
algumas restrigdes. Na situagio cléssica (para mdximos) a tnica restrigao
- que origina a conhecida classe de Mejzler - ¢ a condigdo de uniformidade

para o mdximo dada por (9). Observemos que:

1. Na sucessdo de fungdes de distribuigdo {F;};cn, néo devem existir

2 Galambos [14] apresenta um exemplo ilustrativo deste facto: tome-se F uma funcéo
de distribuigio arbitraria e {pi},cy, a fungdo massa de probabilidade de uma varidvel
discreta, suportada pelos naturais positivos, tal que p; # 0, Vi. Considere-se uma sucessio
de varidveis aleatérias independentes {X;},. onde cada varidvel X; tem distribuicéo
FPi. Temos que

= [m X s ] = [ 77 (@) = FP+#7 (2) = F(2), n— +oo.

i=1
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distribuicdes que surjam na sucessdo um numero finito de vezes, caso

contrario o estudo desta classe perde interesse.

2. O caso mais simples serd quando F; = F', Vi, e, neste caso, quando
se toma uma normalizagdo constante para o pardmetro %, cai-se no
problema cldssico. B necessdrio pois tomar uma normalizagdo dife-

rente para cada varidvel X;, &5_—-‘—‘-“
mn

3. Atendendo ao primeiro ponto todas as funcoes de distribuigao que
surgem na sucessdo {F; };cy, » fazem-no um nimero infinito (numerével)

de vezes. Temos duas situagdes possiveis:

(a) O nimero de distribuigdes distintas que surge em {Fi};cn, €
finito. Suponhamos que temos k distribuigoes distintas e que
para distribuicdes iguais temos a mesma normaliza¢io (se op-
tarmos por normalizacoes distintas c:;n‘mos no ponto 2). Neste

caso

k
P | max 1% < m‘] = [ (F: (ain + binz)]*™

1<i<n bin L
1=

onde ¢; (n) + ...+ ¢k (n) = n e ¢; (n) crescem para +00, quando
n cresce para 4+00. Note-se que, dado que F; (ain + binz) € [0,1],
para que o limite seja ndo nulo é necessério que, para todo ¢,
F; (ain + binx) convirja para 1, quando n converge para +o0.
Temos entao um produto de factores do tipo Fe) (a, + byz).
O comportamento assintético de cada um destes factores é o

tema de estudo dos dominios de atracgéo parcial, que abordare-

mos no pardgrafo seguinte. Temos, no entanto, uma sucessio
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(b)

expoente particular pois 0 < ¢(n) < 1.

Quando Fj pertence ao dominio de atrac¢ao de uma max-estédvel
é necessdrio, de modo a que F; tenha alguma influéncia no resul-
tado final, que c—‘,(lﬂ — 0. Neste caso, as constantes de normali-
zacao sao j4 conhecidas e o resultado final, supondo que todas as
fungoes de distribuigao estdo no domifnio de alguma max-estdvel,
depois de aplicar o limite, ¢ o produto de fungoes de extremos
que sdo elementos da classe de Mejzler, que sabemos ser um

elemento de Mejzler.

O mimero de distribuigdes distintas que surgem em {Fi};cn, €
infinito numerdvel. Neste caso, e procedendo como no modo an-
terior, obteremos como resultado também um elemento da classe
de Mejzler, pois a soma infinita numerdvel de fungoes convexas,

se existir, é ainda uma fungdo convexa.

Conclufmos assim que para obter elementos externos a classe de Mejzler

& necessario tomar normalizagdes distintas para uma mesma distribuigéo ou

considerar dominios de atracgéo parcial.

Uma outra generalizagio possivel é obtida com a aleatorizagdo do nime-

ro de varidveis de cada tipo. Por exemplo, se consideramos que numa

sucessao de v.a.'s independentes, {Y;};cn,, temos apenas dois tipos de

v.a’s, X1 e Xo, com fungdes de distribuigdo Fy e Fb, respectivamente,

e que o nimero de cépias de X; no vector aleatério (V1,...,Yy) € dado por
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N, uma binomial de pardmetros n € Nj e p € (0,1), temos que

P[max}’igm

7
E Plmax ¥; <z
1<k<n

N = m} P [N =m)]

lsksn =0
— Z: F{n. (:B) Fél-—'m (1,) ( 7t ) pm (1 . p)n——m
m=0 m
= [pF (@) + (1 ~p) F (2)]™. (10)

E certo que é uma situacio que ndo traz novidades relativamente a dis-
tribui¢des limite, mas sugere um problema interessante. Facilmente se ob-
serva que se w (F)) > w(Fy) ou se w(F) < w{Fy), entdo a combinagio
linear convexa de Fy e de Fy pertence ao mesmo dominio de atracgdo que
a distribuicdo cujo suporte tem limite superior. No caso w (F1) = w (Fb),
é o peso das caudas que determina qual a distribui¢do que serd dominante

na combinagao convexa,

O peso das caudas de uma f.d. & um conceito talvez pouco preciso,
dada a ndo unicidade da defini¢do, mas importantissimo pois é este que
determina os comportamentos assintéticos, como os resultados limite e as
velocidades de convergéncia (c¢f. Gomes e Pestana {20} e Gomes e Pestana
[21] sobre comportamentos penultimate). Também na anélise exploratéria
de localizagio e escala é o peso das caudas que determina quais os melhores

estimadores, a nfvel de robustez e de resisténcia {cf. Mendonga [44]).

,

A definicdo mais apropriada serd talvez o conceito de variagao regular de
Karamata (cf. Bingham et al. [4]), que por varias vezes foi referido ao longo
dos pardgrafos anteriores (na caracterizagio dos dominios da atracgao das

estdveis e das max-estdveis). Presentemente a variagio lenta e a variagao
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regular sdo 4reas de investigagdo intensa e de aplicabilidade muito vasta,

(cf. as monografias de Seneta [69] e de Bingham et al. [4]).

Voltemos & expressdo (10) e suponhamos que Fj e F, pertencem ao
dominio de atracgdo de uma f.d. max-estdvel: Fréchet (®), Weibull (¥) ou
Gumbel (A). Designando por F' a combinagéo pFy + (1 — p) F3, denotando
por F € T o facto de F' pertencer ao dominio de atracgdo de uma max-

estdvel T, e excluindo as situagdes triviais onde w (F1) # w (F2), temos o

seguinte lema:

Lema 1

1. Se F) € @o) € Fh € By, entdo F € Ppin(ay,a0)-

2. Se F1 € ¥y, e Fy € Uy, entdo F € Ypin(ay,a0)-

3. Se 1 €®, e Fp € A entio F € O.

4. Se F1 €V, e Fh € A entao F € U,

5. Se Fi,Fy, € A e se existir o =E__l’ihr)r(lp) %’_%%, finito ou nao, entdo
F,eA.

Demonstragao

1. Se Fy € ®q,, F € ®4,, entdo 1 - F; e 1 - F;, séo de variagio regular no

infinito, com fndices —a; e —ay, respectivamente (cf. (3)). Existem
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entdo fungoes de variagao lenta (cf. (7)) L e Lo tais que, para todo
nimero real z, 1 — F; (z) = 7% L; (z), ¢ = 1,2, donde resulta que
1-F(z) =1-[pFh (z) + (1 - p) F2 (z)]
=p-pR(2)+1-p—(1-p)F(z)
=p(1-Fi(z))+(1-p)(1-Fa(z))
=pz~ ML (z) + (1-p)z7 Ly (z),

i.e., I' escreve-se como a soma de duas fungdes de variagdo regular,

uma de indice —a; outra de indice —ay, resultando assim que 1 — F' é

|
uma fungéo de variagao regular de indice — min (a1, as) (cf. Bingham |
et al. [4]), e, consequentemente, que F' € ® min (a1, ay).

2. Andloga a anterior.

3. Se F € @4, Fy € A éesperado que F' € ®,. De facto, dado que (desig-
nando por L a fungdo de wvariagio lenta tal que

1~ Fi(z)=2"L(z))
1-F(z) =pz™*L(z) +(1-p) (1 - Fa(z))
=z7%[pL () + (1 —p) 2 (1 - Fa (2))],

basta provar que pL(z) + (1 —p)a® (1 — Fz(z)) é uma fun¢do de
variagdo lenta. Seja A > 0; temos que,

i PLO@) + (1 —p) N2% (1 - F; (A\z))
z=+oo  pL(z)+ (1 -p)z* (1 - F(z))

L(Ax 51—2!!1——1"'2!/\:“ LAz
L@ 50w "L0x) L@

= lim

AR )
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L(\z) ' (1=p) 1=Fy(Az) L(A\z)

— I L(z) p_1-F(Az) L(z)
T e (1-p) 1-Fy(a
L= p 1-I(x

Tendo em conta que, por pertencer ao dominio de atrac¢io da Gumbel
e dado que w (Fy) = +o00, 1 — F;, é de variagao répida (cf. Embrechts
[10]), donde resulta que existem fungdes ¢ e § tais que c(z) — ¢ €
(0,4+00), 6 () — —o0 quando x — 400, e existe z; > 0 tal que

1 - F(z) =c(z)exp [/:%t)dt] o 2, <y

X
por outro lado, 1 — Fy é de variagdo regular de indice —a, resultando

assim que
= 5.0
1-F (z) =d(z)exp [—f %dt] , 22 <
z2
para algum 23, d(z) — d > 0 e h(z) — —a. Destas duas represen-
tagdes, temos que, para z = max (21, 2, 1),

=R _c@, [ [h@)_5@),]
1—F1(.’B)Hd(sc)exl)|: j; t t dt] n:—t+ooo

e, consequentemente,

pL(Ax) + (1 —p) Az (1 = F> (\z))

=1
=40 pL(@) +(1-p)z° (1~ F2(2))
4. Anédloga a anterior.
5. Suponhamos que existe o limite a = IERF)%. Para que F
pertenca ao dominio da distribuigdo Gumbel é necessério e suficiente

que (cf. Haan [26]) o integral duplo

w(F) rw(F)
f [ (1 - F(t))dtdy
x y
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seja finito e que
Q- F@) OO a-Fayddy
5 =

xT

Ora, tomando Fj e F; pertencentes ao domfnio da distribui¢do Gum-

bel, com w (F}) = w (F»), temos que

L Nk / “O - P ) didy

w(F)w(F) w(F)w(F)

=» [ [ a-m@dw+a-p [ [ a-FRe)ay
Ty Ty

é finito e que, tomando por comodidade p = 2 e m = m; 4 my,

[ @ = P (o)) ae]

_ (p(1-R@)+0-p)1-Fa(@)) [&'F) [F) p(1-F1 (1) +(1-p) 1= Fa(1)))dtdy

(- F@) [0 [0 0 F) ddy
|
|
|
|
(1P e~ Fi@)+0-p) 1~ Fa(e)dt]

m} (1 - F (2)) [0 [25) (1 - F (1)) dtdy ‘
['rm [ (1 = Fy (8) dt +mg f:(F) (1-F () dt]2 ‘
|

mymg (1 - F (2)) [ f;(F) (1= Fy (1)) dtdy

[m1 2B A - B (@) dt+ma [“F) (1= B (1)) dt] ?
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v

mama (1 — Fy () [“’(F) [“’(F (1~ Fy (1)) didy
{m [“’( (1 = F1 () dt +mg [“’U Y1 - F t))dt]
m3 (1= Fy () [0 [0 (1 = By (1)) dtdy
)

z

[m [“J(m (1 —F () dt+my ]w(”(l——FQ( ))a'.‘.i]2

f:(l'”} f:(l’)(l..Fl(t.))dt.dy

o fma (1 By ()} bma (1 Py ()] 1 - Mz
m { 1()) Uu(ﬂ)(l__p](z,))dr. :

(i-Fi(x))

T2 E (- py())dt
o "‘.’c.m"—'—"_”_'-_—”
[ml + mzf:(f)(l I“;(t))f“]

JEU) 1D (1= P (1)) didy
{f:(F)(l_Fg(t))dt]Q

mafmy (1 (2) 4 mg (1= Fala ) (1~ F (’E))

T o)

+ w(F)
[mifz (R ()t }

[P Q- Ra(0)de

) —-F
my {ml +mg -i-:—i—?%] ma {ml %:i—%—g% +m2]
2

w(F w{F) ‘ w{F)(, _p ?
z—st () [my{ﬂnz‘[ﬁ(M] [ml {w 7 (o o)t —}-7712]
Jz =R {gde I (1 Fp(t))dt

X

my (my +mga)  ma (myd +ma)
—
r—wlF)  (my + mga)2 (mli. + 7712)2

_ my{my+mee}t+mealmi+maa) _ (my+mga)(m+maa) o 1
- (ml—i-mga)g (my-+mga) !

onde ¢ = lim ) i:f‘l’(i . Este resultado é vdlido também quando

gt (F

a=20,a=+cc.
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3.2.2 Dominios de atracgao parcial para distribuigdes bivariadas

Comecemos por definir o conceito “dominio de atracgéo parcial” (j4 men-

cionado anteriormente):

Definigao 3

Dada uma fungao de distribuicio F' e uma sucessio mondtona, ndo
decrescente, de nimeros naturais, {kn}neNl, dizemos que F pertence ao
dominio de atracgdo parcial de uma fungio de distribuicio ndo de-
generada G se existirem sucessdes {an}nen, € {On}nen,s bn > 0,Vn, tais

que
Fkn (a,, + baz) — G (2),

para todos os pontos x de continuidade de G.

Richard Green [24] provou que todas as fungdes de distribuigao tém um

dominio de atracg¢do parcial ndo vazio.

O nosso objectivo é agora o estudo dos domfnios de atracgio no caso
bivariado, i.e., dada uma f.d. G encontrar funcoes de distribuicio F e
sucessdes {a)},{bL},{a2} e {b2} (1,02 > 0,Vn) tais que

F¥n (@1n + bin1, a2n + bona) — G (21,22) .

De forma a poder utilizar os factos conhecidos da situagao univariada,

introduziremos o conceito de fun¢do de dependéncia (Galambos [14]):
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Definigao 4

Seja F uma f.d. de varidvel vectorial de dimensio m, com fungoes de
distribui¢do marginais F;, 1 < ¢ < m. Seja Dp uma fungdo definida no

cubo de dimensio m, crescente em cada uma das dimensoes tal que
F($1,$2,- v )mm) = Dp [Fl (3:1) ,F?. ('7"2) B R aFm (mm)] 2

A fun¢do Dp serd designada fung¢do de dependéncia.

Nio é diffcil verificar que a fungédo de dependéncia D satisfaz a seguinte
igualdade:

1 1
DF" (ylay%' . :ym) == DT}'?" (yllntyzfnr' SH }a{n) :

Lema 2

Sejam G uma f.d. bivariada, absolutamente continua, G, G2 as res-
pectivas fungdes de distribui¢do marginais, Dg a respectiva fungdo de de-
pendéncia. Se ezistirem fungdes de distribuicio Fin e Fb, tais que

Fin, — G;, quando n — +o0 (i = 1,2), entdo

DG (Fln (:U) :F2n (y)) n;_:co @ (ﬂ.’.’, y) #

Demonstragao

De G (z,y) = Dg (G1 (z) ,G2 (y)) sabemos que

D¢ (msy) =G (Gl_l (m) :GEI (y)) .
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Logo,

DG (Fln (:E) =F2n (y)) =G (Gi-l (Fln (SC)) an_l (F2n (y))) - _-)oo G ($1y) 4

—

Tendo este lema em mente, bem como os resultados no artigo de Green
[24] sabemos que existem sucessdes {kn},{ain}, {bin} bin > 0,1 = 1,2
e uma f.d. F, tais que, para qualquer f.d. G bivariada, absolutamente

continua,

Dg (Flk" (a1n + b1nZ) , F3™ (agn + bzny)) Wy G(z,y).
Sejam
- _ony kn

win =Gt ((1-1077)"),

n—1Y\ kn
Vi =G ((1 ~ 1072 1) ) ,
Qin = Uin — (Vin — Uin) (1 - 2"") ghtl,
ﬁin = ('Uz'n = uin) 2k+1,

ain 1

kp =100+ g = o o h =
ﬁiﬂ

ﬁ:’n

Sabemos que

G(z,y) = Dg (G1(z), G2(y))

e uqge

G"(z,y) = D¢ (G1(z), G2(v)) = D (G1(2),G2(y)) -
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Por um lado

Dgq (F{cn (aln = blnm) ,szn (a2n “F b2ny))

= [ gk" (Ff" (ain + b1nx) ,sz" (agn + bzn’y))] - )

e por outro

D (Fi (a1n + bin) , F§" (azn + bany)
= D(Glﬂ\‘n )kn (Flkﬂ (a]_n, + blnm) ’szn (a2n + any))
= [DGIIkn (F1 (aln 4 blnx) 2 (a2n i b2ny))]kﬂ .

Logo

F (a1n + b1n, agn + b2ny)
= ngn (Fl.n (aln + blnm) :Fg,{c" (a2n =t bZnU))

= Dgijrn (F1 (@10 + b1n2) , F2 (a2n + b2ny)) .

Existem também alguns estudos relativos a um outro tipo de atracgéo,
que poderiamos apelidar de “atracgao poténcia’, que em vez de tomar a
normalizacéio linear a, + bpz, considera como normalizagdo a, |z|* signz
(onde tanto a, como b, sdo positivos). Mohan et al. [50] encontraram
condigdes necessérias e suficientes para que uma f.d. F' (uni- ou multivari-
ada) pertenca ao dominio de atracgdo poténcia de uma f.d. G, ie., que

assegurai a existéncia de sucessdes {an} e {bn}, an,bn > 0,Vn, tais que
F" (an |z|>* sign :c) — G (2),

para todos os pontos de continuidade de G (z € C (G)). A atracgéo parcial

neste caso encontra-se ainda por estudar.




Tépicos sobre a Convergéncia Fraca de Sucessées de Varidveis Aleatdrias 46

3.3 Spacings

Order is the shape upon which beauty depends.

Pear] Buck

A simetria de varidveis aleatérias em torno de a, F(a—z) = 1—- F(a+z),
¢ uma propriedade “geométrica” com larga repercussio em probabilidade
(Jurek [31] alids, anota ciue ¢ a nossa familiaridade com a geometria de
R e de R? que nos ofusca e nos leva a nio notar que muitos dos grandes
teoremas de Probabilidade dao simultaneamente resultados sobre Proba-
bilidades e Geometria). Efron [9], por exemplo, demonstrou que sime-
tria radial bastava para que a estatistica estudentizada T, = y/n (n — 1)
X/ [E (Xi - 7)2] ia tivesse a distribuigéo cldssica de ¢t de Student, sem
necessidade de pressupor parente gaussiana; e é bem conhecida a relevancia
de simetria na velocidade de convergéncia, quer no caso do teorema limite
central quer em outros resultados de convergéncia fraca. No presente pars-
grafo investigamos, usando spacings extremos - no sentido de realcarem a
cauda direita e a cauda esquerda da distribui¢do parente - as indicacées

que algumas estatfsticas nos podem fornecer sobre a assimetria.

Considere-se entdo uma sucessio de varidveis aleatérias, {Xn}nen,
absolutamente continuas, independentes e identicamente distribuidas a uma
varidvel X. Considere-se ainda, para n > 1, as estatisticas

Ql — Xn:n - Xn—l:n 8 Q2 e Xn:n — X‘Z:n
" X2:n o= Xl:n B Xn—l:n = Xl:n )

Podemos desde jé observar que Q15 e Qo, tdm como suporte o intervalo

[0,+00) e que paran = 2, @1, = 1. Mais, Q1 e Q2 s0 varidveis que com-
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param os pesos das caudas direita e esquerda da distribuicdo de X, e, con-

sequentemente, avaliam a (as)simetria desta distribuicio. E entfo interes-

sante estudar o valor de P [Q1, < 1}, ou, equivalentemente, de P{Qa, < 1],

Jd que, no caso de simetria das varidveis iniciais este valor é, como iremos

confirmar, (.5.

Imediato & também o facto que se o suporte da varigvel

X for limitado & direita e ilimitado a esquerda, entio (J1, converge, em

lei, para zero; analogamente, se o suporte de X for ilimitado a dircita e

limitado & esquerda, entdo (}y, converge, em lei, para +-o0.

3.3.1 A distribui¢do de ¢,

Sejam x 2 0, Yin = Xoww — Xim, Yo = Xan = Xne-1n e 1> 3. Temos que

o0 Ty
P@Qin < 2] = P[Yon < Yipa] = /0 dyafo dYy f(¥in.Yon) (W1, Y2)

onde fry,. v, ¢  funglo densidade de probabilidade conjunta de (Y3, Y2n).

Ora,

62
St Yon) W15 92) = ————aylaygf’(mn,m) (1,92}

F(Ylu!yﬁn) (yl:yQ) = P [Yli"l S thQn S y2]

o =00

P [}{2:11 < Xpm + yla-){n:n < AXp-im + y2]

$-00 141 400 Ty—1+Y2
/ dy / dxs A1 / dx,,
x xT

H T2 n—1

f(xl:na-X?:naXn——J:ﬂ:Xn:n) ($1’$2’ Ln-1, wﬂ)
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+oo T1+y1 400 Tn—1+Yy2
= f dzy / dxo dzn_1 f day,
T z

2 n—1

(n 4) [F (zn-1) = F (@2)]" ™ f (1) f (22) f (Tn-1) f (zn)

Derivando em ordem a y; e a y (note-se o teorema da convergéncia de

Lebesgue garante a legitimidade deste passo) conclui-se que

+o0 TY) +o0 +oco
P[an i SC] =f dylf dyzf dxy dz,_y
1)

z1+
(n 4), [F (@n-1) = F (@1 + )"
f(z1) f (1 +31) f (@n-1) f (@1 +32)

n! +o0 +oco +o0
= W L dy1 / d&:l dﬂ:n_l
* —O0

1+

[F (zn-1) = F (m1 +y1)]"™* f (z1) f (@1 + 1) f (@n)
[F (#n-1+ztn) = F (zn-1)]

(n 4)' (A-B)
onde
+oo +o00 400
A= f dy; f dzy dzn-1
0 —o0 1+

[F (za-1) = F (@1 + 30" f (@1) f (@1 +31) f (@-1) F (@ne1 + 791)
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[F (@n-1) = F (21 + y1)]"™* £ (21) f (@1 + 91) f (@ne1) F (@ne1 + 291)

o0 oo _ x n=—3
=f_+ i, | " oy @) = F @I 0y 0 P (o)

n—3
+o00 400 +00

+ f dy1 f dxzy A%Tr—1
0 —00 z1+11
[F (®n1) = F (@1 +y1)]"

f(@1) f (zn-1) f (@n-1+291) 2

n—3

+00 +00 400
B=/ dylf dx;] dxn_1
0 —o0 z1+y1

[F (zn-1) = F (z1 +y0)]" ™ f (1) £ (@1 + 91) f (@n1) F (@n-1)

+o0 +o00 Tn-1—T1
= f dz; BBt .[o dyy

—o0 o |

[F (zn-1) = F (z1 + y)]" ™" £ (@1) f (81 + 41) f (@n1) F (Tn-1)

+o00 +oo Tpn—1—T1
= / dxy / dzn-1 f dyy
—co T 0
]
\

+o0 +o0 _ g
= / iy / ety ) F @ £ (1) £ (2 ) F (20oy).
—00 Il

Somando as parcelas obtemos o seguinte resultado:

Lema 3

Dada uma sucessdo de varidveis aleatérias i.1.d., absolutamente con-




Tépicos sobre a Convergénc:a Fraca de Sucessoes de Vanévew Aleatdrias 50

tinuas, a estatistica Q, = Eon=Xacim yom o sequinte distribuigio
Xoimn—X1:n 9 ¢

n! +oo +oo +o0
Fo,, () = (”—“‘37"/0 dy1/_ dxy i

T1+Yy1
[F (zn-1) = F (x1 +y)]" 2 f (1) f @n1) f (@nor + 201) 2.

3.3.2 O valor de P[Q1n < 1] quando X é simétrica

Consideremos novamente Y1, = Xo; — Xim, Yon = Xnin — Xne1m € a

densidade conjunta de Yi, e Yo, J(¥in Yon)-

Se a varidvel parente X for simétrica, entdo fiy,, y;,) é uma fungdo

simétrica relativamente as suas varidveis-argumento, i.e.,

f¥inYan) W1,92) = fivin,von) (W2, 01) -

Demonstragao

Sejam y1, y2 > 0 e n > 3. Temos entdo que

S(¥inYan) (Y1,¥2)

+00 +00 4
/ oy [ dopat s [F (@n-1) = F @1+ 90)]™
1+ )

(31) .f (3'21 + yl) f (mn—-l) f (wn—l + y2)

+oo Tn-1—Y1
dzr,_1 dry———

—00 (n 4)1 [F(zn-1) — F (z1+ yl)]n—ai

f(fﬂl) fx1+u) f(@n-1) f(Tno1 +y2)
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(Zn-1 =~z - y2)

+oo —T—Yy2—Y1
=f dx/ dml( ),[F( z —y2) — F(z1 +y1)]" ™
F@) f (@ +u1) f (-2 —y2) f (-2)

(T1=~2z-u)
+o0
(—z = yl) f(==2)f (-w‘ —y2) f (—2)

+o0 +o0

n! n—
z./_oo dz z+wd2m[F(Z)"'F($+y2)] 1

fz+uy1) f(2) f(z+p2) f(2)

= f(¥in,Yan) W2, 91) -

Para y1 <0 ouyz <0, fiyi,,v5,) W1,42) = f(vin,van) (¥2,41) = 0. m

Lema 4

Sejam Y7, Ya duas varidveis aleatérias com densidade de probabilidade

conjunta fiy, y,) simétrica relativamente ds suas varidveis. Entdo

1
PYi<Y]=Pl<vi]=5.

Demonstragao
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Basta notar que

+oo

+00
PY1 <Y =/ dylf dy2 fivy,ve) (Y1, 92)

oo kit
+o0 +oo
= / dyy / ay1 fiva,ve) (2, 91)
—0o Y2

+oo +o0
= / dya f dy1 fivy,ve) (W1, 92)
—00 Y2

=P[Y; <Yi].

Dos lemas anteriores resulta o seguinte coroldrio:

Corolario 1

Se X for simétrica e absolutamente continua entdo

P[an = 1] = 1/2

52

Mais uma vez se confirma a importancia da ordenagio, e da informacéo

que ela transporta. N&o posso terminar esta secgdo a propdsito de spac-

ings e estatisticas ordinais, sem referir o recente trabalho de Brilhante

[5], no qual a autora, usando fungdes de estatisticas ordinais, propde e es-

tuda alguns testes para inferéncia estatistica em modelos nao gaussianos,

nomeadamente nos modelos de distribui¢do Pareto generalizada e de dis-

tribui¢do laplaciana.
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3.4 Funcoes mondétonas de ordem r

Beauty is the first test; there is no permanent place in the

world for ugly mathematics.

G. H. Hardy
3.4.1 O teorema de Krein-Milman

As representagGes integrais das fungdes caracteristicas das fungdes de dis-
tribuigao infinitamente divisfveis sdo, sabe-se hoje, representacdes integrais

de Choquet.

A forma integral do teorema de Krein-Milman, que pode ser vista como
uma particularizagdo do teorema de Choquet, & um instrumento da Anélise
Funcional deveras 1itil quando se pretende encontrar representacdes inte-

grais para os elementos de um conjunto convexo e compacto (Choquet [6]).

Este teorema afirma que:

Teorema 3

(Phelps [57]) Todo o ponto de um subconjunto C, compacto e convezo,
de um espago localmente convezo é o baricentro de uma medida de proba-

bilidade y1 em C que é suportada pelo fecho de pontos extremos de C.

Recorde-se que um conjunto C' diz-se convexo se dados dois seus ele-
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mentos, x e y, a combinagao linear convexa destes dois elementos,
a=pr+(1-p)y, pe(0,]]

¢ ainda um elemento de C. Recorde-se ainda que, dado um conjunto con-
vexo C, dizemos que @ € C' é um ponto extremo se, e sé se, C' — {a}
é ainda convexo. Por outras palavras, se a é um ponto extremo de C e
a=px+(l-p)ycomz, ye C,pe0,1],ouz=y=a,oupéigual a zero
ou um. Relativamente a medida p, quando dizemos que esta é suportada
pelo conjunto dos pontos extremos de C, que vamos denotar por ¢ (C),

queremos com isso dizer que p(C\e (C)) = 0. Falta apenas esclarecer o

significado de um ponto z ser “o baricentro da medida p”.

Definigao 5

Dados um conjunto C' ndo vazio, compacto, subconjunto de um espago
localmente convezo E, e p uma medida de probabilidade em C, dizemos que
um ponto x € E € o baricentro da medida ji, ou que é representado por p

se para todo o funcional linear continuo de E, f,

f(z)= j; fdu. (11)

O que o teorema anterior nos diz é que podemos em vez de C em (11)
usar € (C):

f (@) = / o

e, no caso em que f(z) = = obtemos a representagao integral de z:

T = f ydu(y) .
e(C)
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Regressando as distribuicoes infinitamente divisfveis, foi Johansen [29)
quem estabeleceu que o logaritmo de uma fung@o caracterfstica infinita-
mente divisfvel é definida positiva, e com base nesse resultado conseguiu
identificar os pontos extremos do conjunto convexo das fungdes caracterfs-

ticas infinitamente divisiveis; sdo os tipos

i) degenerado;
ii) gaussiano (o que estabelece o teorema de Lévy-Crameér);

ili) Poisson generalizado com suporte em reticulados em R* ou R~ (o

que estabelece, como corolério, o teorema de Raikov).

Como curiosidade, é de mencionar que o teorema de Lévy-Cramér —
que estabelece que uma varidvel gaussiana pode ser decomposta apenas
como soma de varidveis gaussianas — foi utilizado por Lévy, o qual dedi-
cou grande parte de um seu trabalho as consequéncias deste resultado,
mesmo sem o ter demonstrado, tdo convicto que estava da sua veracidade.
Foi Cramér quem, em 1936, usando fungdes caracterfsticas, demonstrou o
teorema com uma prova que Lévy classificou de excessivamente técnica,
para um resultado que considerava intituitivo (cf. Loéve [40]). O teorema
de Raikov veio na sequéncia do anterior e estabelece que uma v.a. Poisson

pode ser decomposta apenas como soma de Poissons.

Uma outra aplicagao notdvel do teorema de Krein-Milman é o teorema
de Bernstein para as fungdes completamente mondétonas, cuja prova pode

ser encontrada, e.g., em Phelps [57]. Recorde-se que uma fungéo f definida



Tépicos sobre a Convergéncia Fraca de Sucessées de Varidveis Aleatdrias 56

em (0,+o00) diz-se completamente monétona se possuir derivadas f(®)

de todas as ordens e se (—1)" f(*) (z) > 0, para todo o real positivo z.

Teorema 4 (de Bernstein)

Uma fungdo f é completamente mondtona sse se puder escrever da

forma

+oo
f(t) = /0 exp (~tz) dF () (12)

onde F' é uma medida em [0,400) (ndo necessariamente finita), i.e., sse

for a transformada de Laplace de uma medida definida em [0, +c0).

Entre os exemplos de fungdes completamente monétonas podemos en-
contrar as restrigdes a (0,400) do modelo extremal Fréchet, das funcoes

g(z) =3 eg(z)=exp(-a).
3.4.2 Representacao integral de fungées monétonas de ordem r

O conceito, um pouco vago, de “smoothness” pode ser expresso de vérias
formas. A monotonicidade de uma funcdo f, a existéncia de derivadas
mondétonas, unimodalidade, sio talvez as “condicoes regulares” usualmente
necessirias. Existem muitos resultados no que diz respeito a fun¢des moné-
tonas, fungdes com derivadas monétonas, e fungdes convexas (um conceito
facilmente expresso em termos da segunda derivada, quando f € C?); por

outro lado, fungdes f € C* com derivadas monétonas tém propriedades
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interessantes — por exemplo, a classe de Bernstein j4 referida, das fungoes

completamente monétonas.

Vamos explorar a situagdo intermédia, quando (-1)* f&) (z) > 0 para
k=0,1,2,... ,nex >0, e obter uma representagio integral de Choquet
semelhante a (12); mostraremos ainda que a representagio de Bernstein
das fungbes completamente monoétonas é obtida como o limite, quando n

converge para 400, da representacgio geral que estabelecemos.

A férmula de inversao da transformada integral é generalizavel, usando
o “célculo fracciondrio”, ou “cdlculo dif-integral” — por outras palavras,
integrais e derivadas de ordem fracciondria, uma ideia inspirada no inte-
gral de Cauchy iterado (para uma apresentagio bem documentada, dos
desenvolvimentos iniciais da ideia de derivadas e integrais fracciondrios, e
uma discuss@o e conciliagdo das definigdes de Riemann e de Liouville, cf.

Oldham e Spanier [51]).

Representagdes integrais de fungdes com derivadas monétonas, e teco-
rema de inversdo foram estudados por Williamson [73] e Lévy [38], que ca-
racterizou fungdes de distribui¢do e fungoes caracterfsticas com derivadas
monotonas, e observou que o resultado generaliza o teorema de Khintchi-
ne sobre unimodalidade e a condigdo de Pélya sobre funcdes caracteristi-
cas. Estes trabalhos resolveram os problemas principais de caracterizacio
de fungdes com derivadas monétonas. De facto, a monotonicidade tem
também um papel importante no estudo de fungdes caracteristicas. As
caracterizagdes de Bochner e de Cramér para funcdes caracteristicas sdo

virtualmente impossiveis de serem usadas e, em termos praticos, apenas a
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condigdo suficiente de Pélya é aproveitdvel. Mostramos, novamente, que
esta condigdo ¢, também ela, uma representagio integral de Choquet, e um

simples coroldrio dos resultados sobre monotonicidade generalizada.

A abordagem apresentada, usando o teorema de Choquet, permite uma
visdo profunda da estrutura da monotonicidade generalizada, e tem uma
interpretacao probabilistica, em termos de produtos de varidveis aleatérias
independentes, sendo um dos factores uma v.a. de distribuicéo beta. Mos-
tramos assim que o teorema de Khintchine sobre fungdes de distribuicio
unimodais, pode ser visto como uma representagio integral de Choquet, e,
consequentemente, generalizamos o conceito de unimodalidade, discutimos

a transformagdo beta, e terminamos com uma referéncia a classe de Mejzler.

Algumas definigoes

Ao longo deste pardgrafo as fungoes de distribuicio sio definidas em
[—00, 4+2c]. O suporte de uma fungio de distribuicdo F com dtomo em +oc
de peso b € (0,1] é definido como sendo o suporte da fungio de distribuigéo

£. Seafd. tiver um dtomo em —oc de valor a € (0, 1], o seu suporte &, por

definiciio, o suporte de £=2. Obviamente, quando F' tem simultaneamente
Gao, P iea » q

atomos de probabilidade em —oc e +2¢, por exemplo, com os valores acima

referidos, o seu suporte serd definido pelo suporte de f;_‘g.

Definicao 6

Seja f uma fungdo definida em [—o0,400], ndo negativa, limitada,

mondtona ndo crescente em [0,+], tal que f(x) = 0 para todo x < 0.
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Dizemos entao que f é mondtona de ordem zero. Suponhamos agora

que f é também convera em A = {x : f(z) > 0}. Dizemos que f é mond-

tona de ordem n em (0,400}, n =1,2,..., sse

1. f € C"(int(A)), ie., f possui derivada de ordem n continua no

interior do conjunto A, int(A).

2. Parak=1,..,n, (—-1)’€ f®) ¢ néo negativa, mondtona ndo crescente
em int(A).

Denotaremos por My, n = 0,1,..., a classe de fun¢des monétonas
de ordem n em [0,+00]. Observe-se que M} é um cone convexo bicudo
(pointed). Nao é diffcil provar que My 2 M}, e que se f € M} entdo

(=1)* f*) & convexa para k = BTy vos ib— 1a

e}
Conclufmos assim que MY, = (| M, é a classe das fungdes completa-
n=]
mente mondtonas.

Definigao 7

Dizemos que uma fungdo f é mondtona de ordem n em (0,-+o0]

sse para todo real a > 0, a fungdo f, () = f (a + ) é mondtona de ordem

n em [0, +00].

Denotamos por M, a classe das fun¢des monétonas de ordem n em

(0, +o0).
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Definicéo 8

~

Sejam F uma f.d. e A = (a (f ) ) (F)), o wderior do suporte da f.d.
definida por

Flz)- lim F(a)

Fla)y=— T :
im F(z)- lim F(z)
T+ 00 Tt == OO
Suponhamos que F & diferencidvel em A - {0} e consideremos

f{z) = %F (x) sex € A= {0}, f(z) = 0 sex ¢ A. Dizemos que a

fd. I é um elemento de D1, n=10,1,..., sse as funcoes

Nile) = [{@) g0 (@) € falz) = f(=2) g 100) (T)

sdo mondtonas de ordem n em (0, +oc] .

Alternativamente, relativamente a fy, podemos por como condicdo que
arestrigio fI . o) seja absolutamente mondtona de ordem n, i.e., % >0,
k=1,.,nparax <0 O trabalho original de Bernstein & sobre fungdes
absolutamente mondétonas, L.e., tais que f("') >0,k=1,2,... Foiofacto de
f{—z) ser entdo a transformada de Laplace de uma fungiio nio decrescente

que trouxe as fungdes completamente mondtonas para o primeiro plano.

A classe D}, define-se de forma andloga, com as transformagdes dbvias.

Nao ¢é dificil provar que (cf. Williamson [73]):
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Lema 5

Se a fungdo f é mondtona de ordem n, a fungdo x*=1 f(k) (z) é integrdvel

em (0, +00) em_I_i’r_‘{looa:kf(") () =0parak=1,2,... smen=12....

Pontos extremos de D,, e representagoes integrais
Vamos agora identificar os pontos extremos de D,,, que é obviamente um

conjunto convexo. A préxima proposicao ¢ uma consequéncia imediata dos

seguintes factos:

1. F € D, sse FIp 4o0) © FI_co0) + Tj0,+o0] Pertencem a D,,.

2. Se F ¢afd. da uma v.a. X,
FeD, se,esése,F‘EDn,

onde F ¢ a f.d. da v.a. -X.

Proposigiao 5

Se F' é um ponto extremo do conjunto Dy, n = 1,2,... , entdo F ) =
ou F(0) = 1. As funcées de distribuicdo degeneradas em —00, em 0 e em
+00, que denotaremos por Fo oo, Frng and Fh 400, 840 0s tinicos pontos

extremos degenerados de D, n = 1 R S—

No que diz respeito aos pontos extremos nao degenerados de D,

n=12 ..., temos que:
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Teorema 5

As fungdes de distribuigcao Fy o definidas por

d n ) X
EFn,a (:L‘) = W (lal - Slgn(m))n 1I(rr';in((),a),max((),a)) ($) 3 (13)

onde a € R — {0}, sao pontos extremos de Dp, n =1,2,....

Demonstragao

E imediato que se F,_1, é ponto extremo de Dyp_1, entdo [y, € um
ponto extremo de Dy, n = 2,3,.... Tendo em conta as observagoes ante-
riores, é suficiente provar que Fj, é um ponto extremo de D; para todo
a > 0. Observemos que, neste caso %Fl‘a = %I(O,a): ie, Flqo éafd. de

uma varidvel uniforme em (0,a). Sejam G1,G2 € Dy, A € [0, 1] tais que

Fio=XG1+ (1-))Gs.

Se G1(a) =0 (resp. Ga2(a) =0),entdo A=0e Gz (a) =1 (resp. A=1

e G1(a) = 1), e, consequentemente, F} , = Ga (resp. F1, = G1).

Suponhamos agora que 0 < Gy (a) < 1 (que, dado que Fiq(a) =1
implica que G2 (a) > 0 ). Temos que

1 d d
EI(O,a) (x) = A'&EGI ()4 (1=2A) EGQ (z),

onde, como consequéncia de G; € D, a%;Gz' é ndo negativo e mondtona nao
crescente em (0,a), para i = 1,2. Resulta assim que (—%G,— é constante em

(0,a), i.e., Gi = p;F14,1=1,2, onde ; € (0,1) e tais que

1=Fia(a) = Ay + (1= N) o3
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Fy o é um ponto extremo de D;. &

Estabelecemos agora o resultado reciproco:

Teorema 6

Se F ¢é um ponto extremo ndo degenerado de Dn, n =1,2,..., entao

F = F, 4 para algum a € R — {0}, onde [, € a fungdo definida por (13).

Com o intuito de demonstrar o teorema anterior vamos definir um sub-
conjunto E,, de D,, definido da seguinte forma: F € E, se, e s6 se, F' for

uma f.d. honesta e VG € D,

(G#0,G#Fe (F-G)€ D)
= (suppG = suppF e 3 € (0,1) Vz € suppF : G (z) = AF (z)) .

Comecamos por enunciar e provar alguns lemas.

Lema 6

Se F é ponto extremo de Dy, entdo F(0) =0 ou F (0) = 1.

Demonstracao De facto, se tivéssemos F (0) = a € (0,1) poderfamos

decompor F na soma convexa F' = aF] + (1 —a) Fp com

R = F(:c F()

I(-oo 0) (z) + I[0 +o0) (z) e F2 (17) I[O +00) (.7:)

e F néo seria ponto extremo. m
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Lema 7

A distribuicdo Fp, definida em R por

Fra (2) = [1= (1= 2)"] 1000 (@) + Lo 400) (@).

é um elemento de Ey.

Demonstracao

Seja G € Dy, com G #0e G # F, tal que Fr,q — G € D,

Caso 1, z < 0: Neste caso temos que
(Fra — G) (z) = -G (2).

Como F,, — G é uma fungio de distribuigdo resulta que, para z < 0,
Gilx) =0 = Flz)=2"z] . Y2e [0;1)

Caso 2, z € [0,a): Temos que

(Fra = G) (z) = [1— (1—2)"] ~G()>0

e, para 1 < k < n, (a partir desta ordem néo temos a garantia de existéncia

de derivadas)

(-1 (Fra = ) (&) = = e (1= £

n—k .
momEl-g) -
(149

(-1)*1GW (x) (15)
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sao nao negativas, convexas, monétonas néao crescentes em (0,a), e, conse-
quentemente (por serem convexas, cf. Roberts e Varberg [64]), existem
fungdes hyk, hor, mondtonas ndo decrescentes, e elementos cix, cor € (0,a),
tais que, para z € (0,a)

n! 1

-(n__—k)'-a?- (1 B %)n—k _ (_1)k—1 G(k) (Cgk) i /C:k h2k (t) dt,
(16)

(14) =

(15) = (=-1)* 71 G® (2) = (-1)* 1 &® (ens) + fm hay (t) dt

C1k

e, substituindo em (16) a expressdo obtida para (15),

a

-k z
(1 B cﬁ’i)" _ (_l)k—l Gk (cox) +/ hok (t) dt.
a ok

1
ok

Em particular, para k = n,
n! n—1 ~(n) *
= (060 ()~ [ hun ()
Cln

y &
= :_n — (=1)"1G™ (con) +/ hor, (t) dt &
C2n

& (1) [6* (e2) = G (e1a)] = / " hun (8)dt + ] " han (1) dt

Cik 2k

& (-1)"! [G(“) (con) — G (cm)] ~ [ hon (t) dt = f ’ i (1) dt
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donde resulta que

(__1)nml [G(n} ( . ) G(?? 3 / hln (i) dt e / h{?n (1',) dt

-2k

sao funcdes afins em (0, a) (apenas neste caso se pode dar a igualdade entre
uma fungio concava e wma fungao convexa). Mais, como ] han (t)dt e
[, han (tydt sdo ambas fungbes mondtonas néio crescentes, resulta que,
sendo a sua soma constante relativamente a @, [© hin (tydt e [ haa (t) dt

sfo fungdes constantes. Existe ento uma constante b tal que

/ hw () dt = b

1

(15) = (~ 1)1 G () = (=1)" LG (1) + b

GO (z) = [G(") (cn) + (—1)"? b] ,

ou seja, G ¢ uma fungio pelinomial de grau n em (0,a). Podemos estender
este dominio a {0,a) pois G & uma fungo continua 4 direita. Temos entao
dois polinémios de grau n, F,,, e G, elementos de D,,. De modo a simplificar

a apresentagio suporemos que estes se escrevem, para ¢ € [0,a) na forma

n T
S0 (2) eot-3on ()
com F (0} =G (0) =0(= fo=g0=0). Afuncdo F é&uma fungao continua
em R tal que F(a) = S0 ofi = 1 e F® (o) = 0 (= G¥ (a) = 0), para

kE=1,..,n—1;mais, F®) k=1, .. n—1,écontinua em a. Temos também

que, para k=1,..,ncx € [0,a),

(- FO () = (1) Z @ (i — k)! — (%)Fk 20,
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( l)k_IG(k)(IIJ)“( l)k 12 k(z 1A’)I( )1—k20

e

i1 i
(=1)+1 [F(k) (z) - G® (m)] (1)1 Z; fzakgi - i.ky (m) k 7
Paraz =0 (e k=1, ...,n) temos que

(1) F® 0) = (-0 e p > 05 (<Rt >

(=11 @® () = (-1)*! %k! >0= (1) 1ge >0
<

(1)1 [P 0) 60 0)] = (-1 B e > 0
= () Rz D20
= 3 € [0,1): (=1)* L g = (=1 Mafi

= 3 €[0,1] : gk = M fi-

Pretende-se provar que A\j = ... = )\,. Paraz =aek<n

(___1)k—1 F(k) (a) ( l)k..l Z . (3 -!k)|

(17)

= Zfz(%—il-,:)—, =0, (18)
1=k
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o gque implica que
(-1 6% (a ZA L e (19)
Fazendo k = n — 1 em {18) e {19) vem que
Z en—1 LT (1_ T o { frea (=14 fanl =0
- A1 {n— D42, funl =0
;\,kdfnwl (’IL — 1)1 -+ )\nfnn'. =0
= '\n = )\71—17
pols fi£0,i=1,...,n; para k = n — 2 vem que
{ fn—?(n_g)s'*'fn—}. (’.’1“‘ 1)'+f11'7§1'i]' =0 |
A2 fra (R =20+ Ancy for (n = DI+ A 5 =0
o { /\nfnm2 (Tl - O) - )\nfn 1( - 1)‘ +)\n nt;: _t
An—?fn—? (Tl - )‘ + Anfn 1 (TL - 1) + }\nfn 5
= An = An-p;
e assim sucessivamente. Suponhamos que A, = A,o1 = ... = Ay, com

m < n -2, Entao

-l

2 imnom-1 zm—e
fm=n—1 - 1’\fﬁz kl"O




Tépicos sobre a Convergéncia Fraca de Sucessdes de Varidvels Aleatdrias 69

j — (71 —m- 1)! + ﬁ?:n‘—m f"-(?—-il.l.-)-" =0
An—m=1Sn-m-1 (??, — M })l + An Z?xn—-m fi (?',-?—!k)i =0

= Ap = )\n.—m—l-

™

Concluimos assim que no intervalo [0,a): G = A f7

Caso 3,2 > a

(Fo~G)(z) =1 -G ()

(Fa — &)W (2) = -GW (2).

Como G € Dy, —G® (z) > 0 e GY (x) > 0, donde resulta que G {x) &
constante para z > a. Como, ainda, 1 — G (z) > 0 resulta que G = AF em

[a,+o0], com A= G{a) € [0,1]. &

Lema 8

A distribuicdo 1 — Fyg (~x) é também um elemento de £y,

1 = Fog (=) = (1 - [1 - (z + ;’“—I)"]) 10,0 (=) + L(- o) (~2)

T "
== (1 + ?I) a0y () + Lo, 400) (2] -

Demonstragao

Andloga 4 prova do Lema 7. ®
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! 3

Lema 9

A fungdo de distribuigio definida por F (z) = 1i0,4+0c0) () € um elemento

de By

Demonstracac
Anédloga aos casos 1 e 3 do Lema 7. m

O seguinte lema dispensa demonstracao.

Lema 10

As fungdes de distribuigdo ndo honestas, Fy e Fy, definidas em R por

Fi(z) =1 e Fy(x) =0 sdo pontos extremos de D,,.

Lema 11

Os elementos de E, sdo pontos extremos de D,,.

Demonstracio

De facto, se assim néo fosse, poderfamos escrever um elemento arbitrério
F de E, como a combinagio linear convexa nao trivial de dois elementos,
Fy e I, de Dy, distintos de F. Ora, de F = AFy + (1 — A) F} resultaria,

por definicdo de E,, a existéneia de clementos aq, as € {0,1), tais que




Tépicos sobre a Convergéncia Fraca de Sucessées de Varidveis Aleatdrias il

AFi =aqF e (1 - A) Fy» = asF. Substituindo,
F=M+(1-MNFReF=aF+awF&a +ta =1,
obterfamos que
AFi=a1Fe (1-ANFEB=(01-a)F

e, consequentemente, que F; = §LF e Fy = %\’-F. Recorde-se que F' &
uma fungao de distribuigdo honesta, donde, obrigatoriamente, terfamos de
ter S L 1e %\l < 1, i.e., a; = A, o que contrariaria a hipétese de F} e

I, serem fungdes de distribuigio distintas de F. m

Podemos, deste ultimo lema e do Lema 6, concluir que se F € E, entao

F(0)=0ou F(0) = 1.

Lema 12

Os pontos extremos nao degenerados de Dy, sdo fungées de distribuicdo

honestas, e continuas em R.

Demonstragao

Suponhamos, por exemplo, que I é uma fungio de distribuicao da classe
D, tal que F (—oc) = a € (0,1). Podemos decompor F' na soma

F(z)-a

F(z)=aF_x(z)+(1-a) e
De modo andlogo, se F (+oc0) = b € (0,1),

+(1-b) Fae (2).

b
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Quanto & continuidade de F', basta fazer a andlise em zero. Se I tivesse um
dtomo de probabilidade em zero, digamos de valor a € (0,1), poderfamos

escrever F = afy + (1 —a) £2200 m

Lema 13

Os pontos extremos nio degenerados de Dy, sdo elementos de F,,.

Demonstragao

Sejam F um ponto extremo de D, e G um elemento de D, distinto de
F, ndo nulo, tal que F' — G € D,. Podemos entdo escrever F' como a soma
de dois elementos de D,,: F' =G + (F — G). Sejam a = EETWF (z)=1e
A=3Eﬁlm[F(m)-—G(x)].DadoqueGaéOeG#Ftemos)\aéleA#O.

As fungdes 1_5;5\' e -F% sao elementos de D, e

F-G
A 3

G
F—(I—A)l_A+A
donde resulta, por F' ser um ponto extremo de D, que
G
F—'l—:K*{:?’G-—(].—)\)F,

i.e.,, F é um elemento de E,,. ®m

Lema 14

Os pontos extremos ndo degenerados de D, obedecem a condigio definida

por (13).
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Demonstragao

Suponhamos que n > 1. Seja F' € D,, nao degenerada, ponto ex-
tremo de D,, (logo, honesta) e suponhamos, sem perda de generalidade,

que F'(0) = 1. Note-se que neste caso temos que
F® (2)>0, k=1,..,n.
Seja suppF o suporte de F' e 3 € suppF, tal que 0 < f_‘ﬁoo FO (z)de < 1.

Defina-se

F(z) se zxz<f

= n—i z—3)"?
F(z) = ;?“ ) (8) S5 | ¢ a0 o
F1(0) = f; Fn=i) () % se 0O<z

Provemos que F} e F' — F) sdo elementos de D,,. Ora,

F®) (z) se z<f
n—k % n—k—i
RP@ = | S P90 S8 s f<a<o, (@)
=
0 se O<=z

que ¢é sem divida, para k¥ = 1,...,n, uma fun¢do ndo negativa, e, para
B< @20,

n—k

FO (2) - Y (z) = F® (2) - ) F*= (8) %}_‘2—;—':3,— (22)

i=1
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Para mostrar a nao negatividade desta iltima fungdo precisamos de recor-
rer a férmula de Taylor que nos diz que uma fungdo (n + 1) vezes con-
tinuamente diferencidvel num intervalo fechado [3,z] poder ser escrita na

seguinte forma:

f (@) = Zf(*) 5 E=EL f s €=

)n+1

g 9 (B =~ e ﬁ) + f (¢) '("t;;'_rﬁr-

para algum & € [3,z]. No nosso caso temos uma fungio F, n vezes con-
tinuamente diferencidvel, pelo que F(*) & (n — k) vezes continuamente di-
ferencidvel e

n—k—1
R e~

para algum & € [8,z] e z € [$,0). Substituindo em (22) vem que

F¥ (z) - RV (@)

n—k ( )n—k-i
=FO@ = PO

n—k—1

n—k

gl —_nA\ - g_ ln—k — _pyn—k—i

= E Friked) (ﬂ)Lﬂ'@L.{.F( g (€) x(nﬁ_k)! - E :F( }(ﬁ) I(nfk—ii!
i=1

i=0
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k- n—k—1-—i
Z ]-«(n 1-1) (m - JB) ' +
P (ﬂ — k-1~
n k n—k n—k—i
(k) L?..:__..___.,. =37 F=i) (g 5)
T (©) Z (n—k—1)!
-k n—
-0 Bi(z— n k-t {n—k) (x-A"" —& pln- ’)(,@)( n ki
Z ((n)(k + ((n)(k : Z (n——? )i
n—k
- F(nﬁk) (f) (m - 18) >0,

(n—k)! —

como se pretendia.

Podemos entioc escrever F' como a soma de dois elementos de Dy,
F=F1+(F—F1).

Atendendo a que F é ponto extremo resulta que Fy; = AF para algum
A € {0,1], e que o valor de X s6 poderd ser 1, pois, paraz < 5, F=F. A
fungao de distribuigio F' é entdo, para z € {3,0), um polindmio de grau n.
Dada a arbitrariedade de [ resulta que a expressdo de F' é dada por uma
funcao polinomial de grau n, e o suporte de F ¢ obrigatoriamente limitado,
digamos por a. Podemos pois escrever
F S (2
@=3 SF
para certos valores reais fi, e z € [a,0]. De F ser extremo resulta que, para

E=0,..,n—1, F*(a) = 0, e, consequentemente, f; = z—;(.,f%;jr (“Uia le

r- 52 - (-3
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como se pretendia. m

Vamos agora dar uma representagdo integral dos elementos de M), i.e.,

das funcdes monétonas de ordem n em {0, 4ocl,

Teorema 7

Uma funcdo [ definida em [—oc,+o0c] € mondtona de ordem n em

0,+oc] sse f(z) =0 parax <0e

/e
fx)= /U (1—xt)"dG (), =0

onde G é wma funcdo limitada, continua & direila, monétona, ndo decres-

cente e ndo negativa.

Demonstragao

Nio é dificil verificar que M, n=0,1,..., é um cone convexo. Seja E
o0 espaco de todas as fungdes reais com suporte em {0, +o¢] enja restricdo a
(0, 00) & derivdvel n vezes, e considere-se a topologia induzida pela familia

contivel de semi-normas
Pmk (f) = sup”fm (r)t m i<z <m0<iL k}

(k=1,2,...,nym=1,2,...). Definamos o sub-conjunto de E,

+00

knz{feM;: (:c)dxzi}.

O conjunto k, é uma base convexa e compacta para o cone M, (cf. Pestana
(53]).




Tépicos sobre a Convergéncia Fraca de Sucessoes de Varidveis Aleatdrias it

Tendo em conta o que foi referido anteriormente, segue facilmente que

os pontos extremos de kp, n=0,1,..., sao

fno (@) = b0 (2);
fna@) = 2= (1-2) To @)
fr,too (z) = oo (2) -

Consideremos a aplicagéo
p: [0,400] — kn
a — ¢a)=/fra’

A aplicagio ¢ ¢ obviamente continua, quando consideramos a topologia
induzida e, consequentemente o conjunto dos pontos extremos de k, ¢
ext(ks) = ¢ ([0,+]) que, sendo a imagem de um conjunto compacto,
é também compacto. Logo podemos fazer corresponder a cada f € k, uma
medida de Borel normada, P, suportada pelo conjunto dos pontos extremos
de kyp, (cf. Phelps [57]) tal que

L(f)= =
(f) [ext(kn) bd

para cada funcional linear continuo L definido em E. No caso particular

para o qual L (f) = f (z), f € E, obtemos

f(w)=Lx(f)=f LedP, z 30,

ext(kn)

Defina-se p em cada subconjunto boreliano B de [0, +0oc] por

p(B) = Plp(B)].
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Dado que Ly [ ()] = fae () temos que

flx)= ,/;0}+ooj fra ) dpe (a)
= / fro (@) dpla) + / Jna () dps(a)
(0,+00) {0}
_ / (1 _ ?_{)” Lo () du (@) + fuo () 1 ({0})
(0,00}

a

-/ (1= 2) da0) + fo (@) p((0), w20

Uma funcio monétona de ordem n em (0, 00| pode ser expressa da

forma seguinte

1z
s = [ a-atyac ),

para valores de x reais positivos, onde G ¢ uma medida.

Existe também uma representacdo integral dos elementos de

oo
Mz, = {7} My, a classe das fungdes completamente monétonas.
n=1

Teorema 8

Uma condicfio necessdria e suficiente para que f seja completamente

mondtona em [0, +00) é que

+oc
f@= [ ew-anac,
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onde G ¢ limitada e mondtona ndo decrescente, e o integral converge para

todo o real © ndo negativo, i.e., f é a transformada de Laplace de G (cf.
Feller [11]).

Demonstragao

Este resultado torna-se de facil demonstragio se observarmos que exp (—kz)—

(1 —2)*! aproxima-se de zero uniformemente em [0, 1] quando k — +oo0,

e se tivermos em mente o resultado do Lema 5. ®

O teorema de Bernstein referido (cf. Feller [11]) sobre a representagao
integral de fungdes completamente monétonas foi estabelecido seguindo es-

tas linhas por Mattner [42] e por Pollard [58].

Funcoes de distribuicdo da classe D, e fungbes caracteristicas da

classe C,

Com base nos resultados da secgdo anterior temos a seguinte caracteri-

zagdo dos elementos da classe Dy,.

Teorema 9

Uma f.d. F é um elemento de D, sse F ¢é a f.d. de uma varidvel
aleatdria Y 2 (1 -U 1/") Y, onde U denota a distribui¢do uniforme em

[0,1] e Yy é uma v.a. independente de U.
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Demonstragao

Observemos que U 1/n & uma varidvel beta de pardmetros n e 1; logo
(1 — UY") & uma varidvel Be(1, 7). Denotemos por X, a varidvel (1-Utm).
Ora,

Sy @ = [ I (—)l fy ) dy

= IR§ (z) f _‘L@ldy +Igx- (z) f )n—l b%i‘ﬂdy

1 0

=g (@) [ 2 gy () o+ T () [ g ()
0 -1
1 0

~ s (@) / 200" g, (121) dt 4 g (2) / nO g (=) e
0 -1

_ f Rl -0, (B) a2 f’ ﬂ}_—_yy.z__‘f (3)as

1/x
- [) (1 - zy)™ dG (y),

onde dG (y) = —fy( )dy ]
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Deste tiltimo teorema e do facto de Dy ser formado por todas as fungoes
de distribui¢io unimodais com vértice 0 (cf. Defini¢ao 12), temos o seguinte

resultado obtido por Khintchine em 1938:

Coroldrio 2

Uma f.d. F é unimodal com vértice 0 sse a fungdo caracteristica corres-

pondente ¢ puder ser representada na sequinte forma

{,o(t)=%f0 0(z)dz, tER, (23)

onde 6 é uma fungdo caracteristica.

Para proceder a prova do coroldrio basta recordar que a fungao carac-
terfstica do produto de duas varidveis aleatérias independentes, digamos X
e Y, é dada por

exy (t) =L‘Px (yz)dFy (z).

Recordando ainda que uma varidvel aleatéria de distribuigdo B (p,q) tem
funcéo caracteristica ¢ (t) = M (p,p+ g¢;it), onde M (a;f;z) denota a

funcdo hipergeométrica confluente de parametros a e 3, e argumento z,

oo

M(a,B52) =)

k=0

Pla+kh) T(B)
T(a) T(B+k) K

podemos reescrever o resultado de Khintchine na forma

(p(t)=LM(1,1+1;’£im)dG(m), teR, | (24)

onde G é uma funcio de distribuicdo. Mais geralmente:
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Coroldrio 3

Uma f.d. F' é um elemento de Dy, sse a fungdo caracterisica correspon-

dente ¢ é da forma
o (1) =f M(1:1+n;itz) dG (z), te€R,
R

onde G é uma fungdo de distribui¢do.

Como resultado particular, para n = 2, temos o teorema de Sakovit’s

sobre funcdes caracterfsticas de fungdes de densidade convexas

2 1+ itz — exp (itx
o) =3 ) 46 (), teR,
R T

onde G é uma fungéo de distribuigéo. E interessante apontar as semelhan-
cas com a representacio das varidveis aleatdrias infinitamente divisfveis, cf.
Steutel [70]. Observe-se também que, Johansen [29], a representagdo de
Lévy das funcdes caracterfsticas infinitamente divisiveis néo ¢ mais do que

uma representagdo integral de Choquet.

Definimos agora a classe Cy, e caracterizamos os seus elementos usando

uma representacdo integral.

Definigao 9

Dizemos que uma fungdo caracteristica @ pertence & classe Cn,

n=01,..., sse p corresponde a uma v.a. simétrica e @lj 1o0) € mond-

tona de ordem n em [0, +00].
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Observe-se que

1. Se p € Cp,n=0,1,..., ¢ &€ uma fungao real e par.
2. . Paran =1, Oy € Cheis

3. A funcio caracterfstica ¢ pertence a classe Cp, n=0,1,..., se, e s6

se, puder ser representada para todo o real ¢ positivo na forma

1/t
() = p(=t) = [0 (1 - 2)"dG (z),

onde G & uma f.d. tal que G(0) = 0.

E sempre complicado decidir se uma dada fungéo ¢ € ou néo uma fungio
caracteristica. As caracterizacoes de Bochner e de Cramér nao sdo de facil
manuseamento. No teorema de Bochner exige-se, além de que ¢ (0) = 1,
(i.e. que a v.a. em questdo seja uma varidvel honesta), que a funcéo seja

definida nfio negativa. Quanto ao critério de Cramér, o integral

/Oa j(;a @ (t —u)exp [iz (t — u)] dtdu

tem de ser real e nfio negativo, para todo o nimero real = e para todo o real
positivo a. A condigio de Pélya déd-nos condigtes suficientes muito simples
para que ¢, real e par, seja uma fungio caracteristica, nomeadamente a

convexidade de ¢ (t), t > 0.

Se na defini¢do acima exposta tomarmos n = 1 obtemos as distribuigdes

de Pélya e a conhecida representagio integral para as fungdes caracteristicas
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de Pélya surgem de imediato: ¢ ¢ uma fungdo caracteristica de Pélya se, e

s6 se,

1/]t|
o(t) = fo (1 - alt]) dG (x),

onde G ¢é uma funcio distribuigdo tal que G(0) = 0.

Infelizmente a utilidade destes modelos ¢é limitada, pois as fungdes ca-
racterfsticas da classe de Pélya ndo tém valor médio finito. No entanto
existem alguns resultados recentes, Gneiting [18] e Gneiting [19], dando
critérios para fungdes caracterfsticas associadas a varidveis aleatérias com

valor médio e variancia finitos.

Transformada inversa

Tendo em mente os resultados do Lema 5 e usando a expansdo em série

de Taylor dos elementos de M;; ndo ¢ diffcil provar o seguinte resultado.

Teorema 10

Se f(x) = 01/ T(1—tz)"dG(t),x = 0, com G limitada e mondtona

ndo decrescente, G(0) = 0, entdo a fungdo G é unicamente determinada

nos seus pontos de continuidade, e nestes pontos

G(t) = kz:(:)(;kl,-)f G)kf(k) (%) , t>0.
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Caracterizagao alternativa das fungoes monétonas de ordem n, e

extensoes a ordem fracciondria
Dos pardgrafos anteriores sabemos ja que uma fungio monétona de ordem

n em (0, +oc] pode ser representada da seguinte forma

1/z
f(m)=f0 (1—at)"dG(t), >0,

onde G & ndo negativa e mondtona ndo decrescente. A aplicagdo G, conhe-

cido o valor de G (0), pode ser facilmente obtida como uma transformagao

a™F G) = fox (z —t)"dG (¢)

de f pois

£ (Y)-veu-om

Por outro lado, se assumirmos que f & tal que £ [2"f (1)] é ndo negativa

e mondtona nio decrescente, e definirmos G* em [0, +oc] tal que

Gl = [:c"f (i)] z>0

n! dzn

e 0 < G*(0) < lim G*(z), entdo
z—0+

1/z
Rl = f (1—ot)"dG* (), >0
0
¢ uma fun¢io monétona de ordem n e, assumindo que

xlgll-}oo f (:E) b zll»r-lr-loo 3 (.’1’:)

sdo finitos, f = h, desde que G* (0) = G (0).
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Podemos entdo afirmar que uma fungdo f é monétona de ordem n em
(0,+00) sse 0 < lim f (z) < +oo, &= [2"f (£)] ¢ ndo negativa e moné-
tona nao decrescente em (0, +oc]. Esta definigio alternativa tem a van-
tagem de nos permitir a extensdo do conceito através do uso de derivadas
fracciondrias. Procedamos entdao & substituicdo do parémetro n por um
pardmetro nio negativo v (em vez de M, e My teremos M, e M}). Este

operador de derivagiio ¢ definido do seguinte modo (cf. Oldham e Spanier

[51]):

DV If @) = I [/ (@) = I 1 @),

onde n é um inteiro maior do que v, e, para 3 > 0
PU@) =g [ 0-07 )
T)| = == -1 x)dt.
I'[8) Jo
Definigao 10

Uma funcgdo f diz-se mondtona de ordem v (v > 0) em (0,+0o0] se, €

s se,

1. 0% xhr_lx_lmf (z) < 4o0;

2. DV [z7f (1)] €é nao negativa e mondtona ndo decrescente.

A classe das funcdes monétonas de ordem v (v > 0) em (0, +oo] serd

denotada por M,.

A representaciio integral dos elementos de M, pode ser facilmente de-

duzida:
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Teorema 11

Uma fungdo f é monétona de ordem v (v > 0) em (0,+0c] se, e s6 se,

1/z
f(:n):/o (1-at)’ dG (1), >0,

onde G é uma fungdo ndo negativa e mondtona nao decrescente em (0, +oc].
Também aqui podemos definir uma classe de distribuigdes especiais:

Definigao 11

~

Sejam F uma f.d. e A= (a (F’) ,w (F)), o interior do suporte da f.d.
definida por
F(z) - lim F(2)
lim F(z) - xHerF ()

T—+00

F(z) =

Suponhamos que F ¢é diferencidvel em A — {0} e consideremos
f(z) = LF(2x) sex€ A-{0}, f(z) = 0 se x ¢ A. Dizemos que a

f.d. F é um elemento de Dy, v > 1, se e sd se as funcdes definidas por

f1(2) = f(2) L0,400)(2) € fo(z) = f(=2) (0 40c) ()

sdo mondtonas de ordem v — 1 em (0, +¢].

Como consequéncia do Teorema 11 temos o seguinte corolério:
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Coroldrio 4
Uma funcdo de distribuicio F perlence a classe Dy, v > 1, se, e s¢ se,
for a f.d. da varidvel aleatdria
x4 (1 _ U‘f") Y,,

onde U denota a distribuigio uniforme em [0,1] e Y, é independente de U.
E entre as classes temos a seguinte relagao:

Teorema 12

Se0 < p<v, entdo D1 © Dy,

Demonstracio

Usaremos a transformada de Mellin nesta prova. A transformada de

Mellin de uma v.a. X é definida como sendo

My (s) = fﬂ T s dFy (o)

onde Fy & afd. associada a X. Se X & uma v.a. beta de parimetros p e

g ndo & dificil mostrar que

Bi{p+s,q)
B(p.q)

Desta igualdade e do facto da transformada de Mellin do produto de vari-

My (8) = Mpq (s} = , Re(s) > —p.

dveis aleatérias, ndo negativas e independentes, ser o produto da transfor-

mada de Meilin das varidveis envolvidas, a seguinte identidade é vélida

M1‘u+1 (S) = -’Ml,,u-f-l (3) Mll+21y._p (S) y Re (S) > —1. (25)
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Do coroldrio anterior sabemos que F € D,y se, e s6 se, a f.d. de
d 1
x & (1 _ Uu+1) Y,ur,

com Y41 independente de U, a distribui¢io uniforme em [0,1]. Como
mencionamos anteriormente, a varidvel 1 — U+1 & uma varidvel beta de
parametros 1 e v -+ 1. Usando (25) obtemos que F ¢ a f.d. da varidvel

aleatdria
X & (1-UF) Yo,

onde Y41 = Zpsop-pYur1, donde resulta que FéDypr. m

Corolario 5

Se 0 < it < v, entdo My © M.
3.4.3 A classe de Mejzler

A monotonicidade generalizada tem também um papei importante nas co-
nhecidas classes de Mejzler e de Khintchine, abordadas nas secgdes 2.2 e 2.3.
Recordemos o caso particular da classe de Mejzler, definida pelos limites
nao degenerados de sucessoes do tipo

KXom — bz
L2 (an > 0)
Qn
obtidas pela normalizagio de Xpy = max Xk, onde {Xi}ien, € uma
1<hgn
sucessio de varidveis aleatérias independentes (nfio necessariamente idén-

ticas). Esta classe, designada por classe M, foi caracterizada por Mejzler
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(c¢f. Teorema 2): dada uma f.d. I7 ¢ a fungdo

Gyle) = F{a(F)+exp(x)), sea(l)>—o0
Gz)={ Ga(z)=F(w(F)~exp{-z)), sew(l)}<+oc ,
Ga(z) = F (), caso contrario

sabemos que I pertence a M sse Gy for log-cdncava para algum 7 = 1,2, 3.
Note-se ainda que F € M se, e 80 se,
G;i(z) = Gi{a+ ) Fy(x) (26)

para algum @ = 1, 2, 3, Va < 0 se i = 1,Va > 0 caso contrério, sendo J,

uma funcio nio negativa e monétona nio decrescente.

A classe de Mejzler foi “refinada” no seguinte sentido: designando por
M1 o conjunto de todas as fungdes de distribuigéo e por Mg a classe M,
definiu-se iterativamente as classes M., r = 1,2,..., do seguinte modo:
F € M, se, e 6 se, Gy, para algum ¢ = 1, 2, 3, satisfaz (26) com Fy
proporcional a uma f.d. de M. A interseccio destas classes deu-se a

r=1
M, tem propriedades de monotonicidade surpreendentes: F© € M, se, e 6

o0
designagao de M (Mm =M ,.). As funcdes de distribuigio da classe

se,
F(2) = exp [~k (x)],
com k uma funcdo monétona de ordem r + 11 em particular
F e Myq sse F(z) = exp [~k (z))

com k uma funcéio completamente mongtona {cf. Pestana [54]).
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M 4o & a mais pequena classe fechada para produtos e limites pontuais,
contendo todas as fungdes de distribuigdo de valores extremos. Foram estas
propriedades que levaram Graga Martins e Pestana [23] a conjecturar que
M. & a classe apropriada para modelagdo genérica de méximos, e que as
fungdes de distribuigio usadas por utilizadores fora do esquema cléssico
(como por exemplo as log-gamas e gaussianas usadas por hidrologistas e
climatologistas) seriam elementos de Mo,. Sobre a segunda conjectura,
infelizmente, no que refere a f.d. gaussiana, que é de facto um elemento da
classe de Mejzler, esta distribuigdo nio ¢ um elemento de Moo. De facto, se
designarmos por F, , a distribuigdo gaussiana de pardmetros p € R (valor

médio) e o > 0 (desvio padrdo) temos que (para ¢t € R)

t A2
Fuo(t) = ./— _ \/—21_1;(; exp [— (22_02#_)] dx
= exp [~k (t)]

com ks (t) =In ( . exp [— %‘éﬁ] c:laz)-1 que é convexa. A fungéo

ko ndo & completamente mondétona. Anote-se, por exemplo, a represen-

tagdo gréfica das derivadas de ko1, k((,?f e k((f%:

0.6
0.4

0.2
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3.5 Uma nota sobre unimodalidade

O conceito intuitivo de v.a. unimodal foi j& referido sem que se tenha

procedido a sua defini¢do formal.

Definigao 12

Diz-se que uma varidvel aleatdria real X, ou a sua distribui¢io F', ¢é
unimodal em torno de uma moda (ou vértice) v se F' é convexa em (—o0,v)

e concava em (v,+oc) (c¢f. Dharmadhikari e Joag-Dev [8]).

A unimodalidade foi caracterizada por Khintchine, que identificou cada
varidvel aleatéria unimodal em zero ao produto de duas varidveis aleatérias

independentes, sendo uma delas uma varidvel aleatéria uniforme em [0, 1].

Sem perda de generalidade tomaremos v = 0, e, por comodidade usare-
mos a expressdo “unimodal” para abreviar “unimodal em torno de zero” e

“unimodal em v para abreviar “unimodal em torno de v”.

No pardgrafo anterior constatamos que a classe D; é formada por todas
as funcdes de distribuiciio unimodais com vértice 0, pelo que a unimodali-
dade pode ser vista como o caso particular mais simples da monotonia ge-
neralizada. A convolugéo de distribuigdes é uma das ferramentas essenciais
em Probabilidade e Estatistica. A convolugdo de distribuigdes unimodais
foi abordada por Gnedenko e Kolmogorov [17] na sua notdvel obra sobre

as distribuicdes limite de somas de v.a. independents. Gnedenko e Kol-
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mogorov afirmam nesta mesma obra que a convolugao de f.d.’s unimodais
continua a ser uma f.d. unimodal, lapso que Chung, o tradutor da obra,
corrigiu. Sato [67] construfu mesmo duas distribui¢des unimodais cuja con-
volugdo pode ter o nimero que se queira de modas. Temos assim, como
consequéncia, que a classe Dj,anteriormente definida, ndo é fechada para o

operador convolugao. Sabe-se apenas que

Proposigao 6

Se as distribuicdes originais forem, além de unimodais, simétricas, a

convolugdo é também unimodal (Dharmadhikari et al. [8]).

Quando a convolugdo de uma distribui¢do F' com qualquer uma outra
distribuicdo unimodal (num dado ponto v) é unimodal (ndo necessaria-
mente em torno do mesmo ponto) dizemos que F' é fortemente unimodal.

O seguinte teorema apresenta-nos uma caracterizagdo destas distribuicGes:

Teorema 13

(caracterizagdo de Ibragimov) Uma distribugio G €é fortemente uni-

modal se, e s6 se, G é continua e a sua densidade g é log-concava.

Esta caracterizacio permite-nos identificar algumas distribuigdes forte-

mente unimodais entre as mais conhecidas:

e anormal, N (u,0),
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e a uniforme em (a,b), Uap),
e a gama com parametro de formap >1, G (p, B),

e ¢ a beta de parametros (p,q), comp>1eqg>1, B(p,q)

sao fortemente unimodais.

Recorde-se que esta iltima famflia de distribuigoes, mais precisamente,
distribuicdes das varidveis do tipo aB (1, n), constituem os pontos extremos

nio degencrados das classes Dy, (Teorema 6).

3.5.1 A unimodalidade forte e a transformada beta

Considere-se uma varidvel aleatéria X1, ~ B(1,n), (n > 1). Dada uma
outra v.a. Y, absolutamente continua, definimos a transformada beta
(1,n) de Y como sendo a v.a. Xi,Y, cuja fungdo densidade de probabili-
dade é

1/x
Py (@)= [ A=)y dGw)
onde dG (y) = fy (%) dy.

A transformada beta de uma v.a. é uma varidvel unimodal, pois estas

transformadas formam precisamente a classe Dy e, tendo em conta que

D,, C D, resulta imediatamente que Xj Y € unimodal (independente-

mente da unimodalidade de Y').
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Quanto & conjectura da unimodalidade forte de X1,Y esta ndo é veri-

ficada. Basta pensar na soma de duas varidveis uniformes em (0,1): sdo

varigveis unimodais em 0 e a varidvel soma ¢ unimodal em 1, e nao em 0.

Se atendermos ao exemplo de Dharmadhikari ¢ Joag-Dev [8]: a fungio de

distribuicdo F' definida por

0, sex <0
Fz)=<{ &, se0<z<1
1; sex>1
pertence a classe Dy, mas
j 0, sex <0

E—zigz—”, se0<z<1
F#Fz)=4

9—#, sel<z<?

1, sex > 2.

nao é unimodal:
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Atendendo a lfroposigéo 6, poderfamos ser tentados a substituir na
transformada, B (1,n) por uma varidvel beta simétrica, transladada de
modo a que a respectiva fungdo densidade seja uma fungao par. Serd esta
um boa candidata a distribuicéio transformadora fortemente unimodal? A
resposta, também aqui é negativa. De facto se tomarmos para Y a varidvel
degenerada, por exemplo, em a > 0, e para varidvel transformadora uma
varidvel X £ X22-1/2 ~ B(2,2)—1/2, obtemos uma varidvel Z = aX de
distribui¢io Fz (z) = Fx (z/a) onde X & uma v.a. com fungdo densidade

de probabilidade

@ = fras (24 5) =6 (2 + 3 (3 -2) (+1)
=6(5) ey @

As betas sio fortemente unimodais, mas o resultado néo & necessariamente

uma f.d. unimodal em zero. Consideremos a f.d. dada por
Fy (z) = 1 —exp (= = )] Ijp,+=) (2) -
Temos que

Fw * Fx (z) = LFW (x—y) fx () dy

1/2 1 5
‘—“Gf FW(-'B“'U)(Z—?})dy
-1/2

1/2

=6 f (1 —exp(y—z—1) (-i——yz)dy I(%l_},w)(.r)

—1/2

T

Y /[l—exp(y—a:—l)] (zll-—yz)dy 1),

—1/2
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Apés alguns célculos resulta que

FW *Fx (:L‘)

1 i 3
=6(E+e§x—3e’5 )I(%,er)(x)

x 1 =z 2 7 =z 3
+6(z+1§‘23+:‘+zz‘?”e%+m)1l-%'%)(""

que nio é unimodal em zero como o demonstra o grafico da segunda

derivada de Fw * Fx no intervalo (—%,%), definida pela expressio

%e~1 — 2z — 3~ 372

04 02 2 04

04

-04

A segunda derivada de Fiy * Fx em (—3,3).
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4 O futuro

I keep the subject before me and wait till the
first dawnings open slowly, by little and little, into a

full and clear light.

Isaac Newton

E possivel apontar variados rumos que este trabalho pode vir a pros-
seguir. As varidveis discretas e mistas nao foram abordadas. Os possiveis
testes de simetria merecem mais algum estudo, bem como as extensdes da
classe de Mejzler; a atracgdo parcial no caso da normalizagio poténcia estd
ainda por desbravar, tal como, em alguns assuntos, a extensdo & situagdo

multivariada.

Néo é pois um trabalho acabado — existird, em ciéncia, um trabalho
acabado? As nossas responsabilidades para com as instituigbes e para

com 0s nossos colegas levaram-nos a interromper, neste ambito de doutora-

mento, esta investigacao.
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