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Salientando a importancia do ensino da parte historica da Matematica opinou
Felix Klein (1849-1925), um dos mais insignes didactas na matéria:

O professor gue ensina a Matematica desligada de sua parte histérica comete
verdadeiro atentado contra a Ciéncia e contra a cultura em geral.

(Tahan, 1973, p. 9)












RESUMO

A integracdo da Historia da Matematica no ensino da Matematica é defendida ha
muito tempo e em varios paises. Embora a discussdo sobre os “prdés” e “contras” dessa
integracdo seja de longa data, a tendéncia nos ultimos anos tem sido a procura de uma
base tedrica e de uma metodologia que alicercem essa integragdo. Uma das formas
apontadas na literatura para a integrar na sala de aula é através de problemas historicos,
tendo sido esta também a forma adoptada neste estudo.

Esta investigacdo tem como objectivo caracterizar a aprendizagem da
Matematica quando mediada por problemas histdricos. Para tal, foram formuladas as
seguintes questdes: (1) Que aspectos do ambiente de aprendizagem ajudam na
aprendizagem da Matematica quando sdo usados problemas histéricos? (2) De que
forma os problemas histéricos actuam como artefactos mediadores da aprendizagem da
Matematica? (3) Como é que o uso dos problemas histdricos na sala de aula contribui
para promover a aprendizagem da Matematica? (4) Quais as contradicdes ocorridas
quando sdo utilizados problemas historicos nas aulas de Matematica?

Nesta investigacdo, de natureza qualitativa, foi adoptado o paradigma
interpretativo e os dados foram recolhidos através de uma observacdo participante
completa. Atendendo aos objectivos do estudo, e tomando o sistema de actividade da
sala de aula como a unidade de analise, foram recolhidos dados, em algumas aulas de
Matematica e de Estudo Acompanhado de Matemaética de uma turma do 8° ano, entre
Setembro de 2006 e Maio de 2007. Os dados foram analisados a luz da Teoria da
Actividade, na perspectiva de Engestrom (1987), tendo sido seguido o esquema
metodoldgico proposto por Mwanza (2002).

Os resultados deste estudo mostram que 0s problemas historicos, quando usados
como um artefacto mediador, num ambiente de aprendizagem devidamente apoiado
pela orientacdo e questionamento da professora, ajudam os alunos a compreender 0s

contetdos leccionados, além de desempenharem um importante papel de motivacéo.

Palavras-chave: Histéria da Matematica, Educacdo Matematica, Resolucdo de

problemas, Problemas historicos, Teoria da Actividade, Artefactos mediadores.



ABSTRACT

The integration of History of Mathematics in teaching of mathematics is
advocated for a long time in various countries. Although the discussion about the “pros”
and “cons” of such integration is a long one, the main trend, in recent years, has been
the search for a theoretical basis and a methodology that rule this integration. One of the
ways identified in the literature to incorporate it in the classroom is through historical
problems, having been also the form adopted in this study.

This research aims to characterize the learning of mathematics when mediated
by historical problems. To this end, the following issues were raised: (1) What aspects
of the learning environment help in learning of mathematics when historical problems
are used? (2) How do historical problems act as mediating artifacts of learning of
mathematics? (3) How does the use of historical problems in the classroom contribute to
promote the learning of mathematics? (4) What contradictions occur when historical
problems are used in math classes?

In this research, qualitative in nature, it was adopted the interpretative paradigm
and the data were collected through a complete participant observation. With regard to
the objectives of the study, and taking the classroom activity system as the unit of
analysis, data were collected in some Math lessons and Math Study Accompanied in a
8th grade class, between September 2006 and May 2007. The data were analyzed in
under the viewpoint of Activity Theory in the perspective of Engestrom (1987) and
were followed by the methodological scheme proposed by Mwanza (2002).

The results of this study show that historical problems, when used as a mediating
artifact, in an environment of learning duly supported by guideline and questioning of
the teacher, help students to understand the content of the studies involved and, in

addition, play an important motivational role.

Keywords: History of Mathematics, Mathematics Education, Problem solving,
Historical problems, Activity Theory, Mediating artifacts.
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Os problemas da Matematica.
O seu papel na Matematica e nas aulas de Matematica

1. INTRODUCAO

Depois de cinco anos de estudo, reflexdes, encontros e desencontros, finalmente,
neste trabalho, materializo a investigagdo por mim concretizada, no ambito da
aprendizagem da Matematica.

Neste capitulo introdut6rio, comego por dar a conhecer a origem e motivacdo do
estudo, prossigo com a justificagdo da pertinéncia do estudo e com a apresentacdo das

questBes que nortearam esta investigacao e finalizo fazendo referéncia a estrutura da tese.

1.1. Origem e motivagdo do estudo

Ja muito se escreveu e discutiu sobre o insucesso na disciplina de Matematica e
muitas justificacbes para o facto tém sido apontadas. Das variadissimas razdes
mencionadas, destaco a que mais se relaciona com este trabalho porque, de certa forma,
esteve na origem da minha vontade de fazer esta investigacdo. E uma ideia amplamente
defendida, e que também partilho, que um ensino da Matematica que ndo explicita a
origem e as finalidades dos conceitos leccionados contribui significativamente para esse
insucesso. Como refere Furinghetti, citando Thomas, “factos matematicos, sem alguma
compreensdo sobre por que sdo do modo que sdo, sdo quase impossiveis de aprender™
(Thomas, 2002, p. 46 apud Furinghetti, 2007, p. 133).

O insucesso dos alunos nesta disciplina tem sido tema de muitos debates e
conferéncias e a procura de estratégias para 0 minimizar tem sido uma constante. No
entanto, este ndo é um problema de facil resolucdo pelo que se tem questionado: Sera que o
insucesso a Matematica € um problema possivel, impossivel ou indeterminado? (Ponte,
1988).

A procura de uma solucdo para este problema tem incentivado os professores a
diversificarem as abordagens metodologicas e a utilizarem diversos recursos para ajudar os
alunos a ultrapassarem as dificuldades encontradas. Geralmente, quando pensamos em
recursos no ensino da Matematica, surge-nos logo a ideia das calculadoras graficas ou
materiais didacticos, ou a pandplia de softwares existentes para ensinar Matematica ou
ainda os cada vez mais disseminados quadros interactivos. No entanto, h& outros recursos

gue também podem desempenhar, eficientemente, o papel de artefacto mediador no ensino

! A traducdo de todas as palavras ou expressdes sdo da minha responsabilidade.
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da Matematica, como é o caso da Histdria da Matematica, tendo sido este o recurso
utilizado na presente investigagéo.

A Historia da Matematica € um dos pontos referidos nas orientacdes metodologicas
do Programa de Matematica para o 3° ciclo (ME, 1991), em vigor quando esta investigacao
teve inicio. Segundo este documento, a Historia da Matemética pode contribuir para
aumentar o interesse por um determinado tema ao fornecer informagdes sobre a sua origem
e percurso, relacionando-o com problemas que o Homem tenta resolver. A presenca de
uma perspectiva histérica humaniza o estudo da Matematica “como ciéncia que se
constréi” (ME, 1991, p. 196) ¢ constitui “ainda um bom exercicio de pesquisa e
documentacao” (idem). Por sua vez, o Curriculo Nacional do Ensino Basico - CEB (DEB,
2001) estabelece que todos os alunos devem ter, ao longo da educacdo baésica,
oportunidades de contactar com aspectos da historia, do desenvolvimento e da utilizacdo
da Matematica.

Em 2007 foi feito um reajustamento do Programa de Matematica para o ensino
basico, em vigor desde o inicio dos anos noventa (1990 para o 1.° ciclo e 1991 para 0s 2.° e
3.° ciclos) e, segundo este Novo Programa (NPMEB), e no que concerne a Histéria da
Matematica, um dos objectivos gerais que o0 ensino da Matematica deve ter em vista, nos

trés ciclos da escolaridade bésica, é que os alunos:

“devem ser capazes de /...] mostrar conhecimento da Historia da Matematica e ter
apreco pelo seu contributo para a cultura e para o desenvolvimento da sociedade
contemporanea /...J A Historia da Matematica pode evidenciar o desenvolvimento de
determinadas ideias matematicas, apresentando-a como uma ciéncia viva e em
evolugdo.”

(DGIDC, 2007, p. 6)

O meu interesse pela Historia da Matematica surgiu quando frequentei uma cadeira
que abordava este tema no Mestrado, realizado em 1999/2001, na Universidade da
Madeira, que se intitulava “Topicos de Historia ¢ Teoria dos Numeros”. Até entdo, 0s
meus conhecimentos sobre a Historia da Matematica eram muito exiguos. Na verdade, na
minha Licenciatura (em Matematica, Ramo Ensino) ndo frequentei nenhuma cadeira
relacionada com este tema e 0s topicos abordados na cadeira acima referida despertaram o

meu interesse para esse mundo, para mim pouco conhecido até entdo.
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Também foi nessa altura que surgiu 0 meu interesse pela resolugdo de problemas,
com a realizacdo da dissertagdo de Mestrado intitulada: “Como resolver problemas de
Matematica”. Nos cinco anos subsequentes apliquei, na minha pratica lectiva, o que tinha
aprendido sobre resolucdo de problemas. No entanto, 0 meu interesse sobre Historia da
Matematica manteve-se um tanto ou quanto adormecido pois, talvez por insegurancga, nao
costumava integrar a Histéria da Matematica nas minhas aulas.

Ao longo desse tempo, amadureci a ideia de aprofundar esta e outras areas
relacionadas com a Didactica da Matematica, pois era minha intencdo aprofundar os meus
conhecimentos sobre didactica com o objectivo de tentar melhorar a minha pratica
pedagogica para, de alguma forma, poder contribuir para a diminui¢do do insucesso escolar
dos meus alunos nesta disciplina tdo temida.

Quando surgiu a oportunidade de realizar este doutoramento, ficou desde logo
evidente que o melhor tema a trabalhar seria relacionado com a Historia da Matematica.
Desta forma, teria a oportunidade de aprofundar um tema que ndo conhecia muito bem mas
que me suscitava muito interesse e que poderia ser Util para a minha pratica pedagogica.

Para levar a cabo a tarefa a que me propus, foi necessario realizar uma intensa
pesquisa bibliografica com o intuito de colmatar as minhas lacunas no ambito da Historia
da Matematica. Assim, para poder integrar a Historia da Matematica nas minhas aulas, de
forma correcta e coerente, tive que investigar a importancia dos problemas da Matematica
ao longo da Histdria e qual o seu papel no ensino da Matematica desde as civilizagdes
antigas.

Essa pesquisa bibliografica deu origem a uma compilagdo de ideias e contetdos
matematicos, relativos as diversas civilizagdes, que me parecem relevantes para quem tem
a pretensdo de integrar a Historia da Matematica na sala de aula. Por questbes de espaco,

os resultados desta pesquisa bibliografica serdo apresentados em anexo a esta tese.

1.2. Pertinéncia e questdes do estudo

Esta investigacdo tem como objectivo caracterizar a aprendizagem da Matemaética
quando mediada por problemas da Historia da Matematica. Assim, neste estudo, sera
analisada a relacdo que se estabelece entre a Histdria da Matematica e a Educacao

Matematica, quando a primeira assume o papel de artefacto mediador dentro da sala de
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aula. N&o pretendo olhar para a Historia da Matematica enquanto ciéncia, mas como uma
possibilidade didactica a ser utilizada nas aulas de Matematica.

A integracdo da Histéria da Matematica no ensino da Matematica €, de facto,
defendida had muito tempo e em varios paises, sendo de realcar: José Monteiro da Rocha
(Estatuto da Universidade Portuguesa), 1772; Lagrange, na década de 1790; Abel, na
década de 1820; De Morgan, 1865; Beltrami, 1871; Glaisher, 1890; Cajori, 1896;
Schubert, 1898; Poincaré, 1908; Barwell, 1913; Miller, 1916; Sanford, 1930; Vygodski,
1931; Mathematical Association of America (MAA), 1935; Klein, 1914/1945; Ministério
Britanico da Educacdo, 1958; Kline, 1973; Lakatos, 1976; Leake, 1983. Também, em
1969, o NCTM (National Council for the Teaching of Mathematics) dedicou o Livro do
31° ano a Historia da Matemética como ferramenta de ensino.

Nas duas Ultimas décadas do século passado e inicio deste século, aumentou
consideravelmente o nimero de Congressos, Seminarios e Encontros realizados a nivel
mundial, que se tem vindo a reflectir num aumento significativo de artigos e capitulos de
livros dedicados a este tema.

Assim, existe uma grande quantidade de literatura sobre a integracdo da Historia no
ensino da Matematica que pode ser encontrada em varios jornais, como por exemplo,
Educational Studies in Mathematics (ESM), For the Learning of Mathematics (FLM),
Mathematics Teachers (MT) e Zentralblatt fir Didaktik der Mathematik (ZDM), e em
Actas de Congressos e Encontros, bem como em livros especialmente dedicados a este
assunto, sendo o mais abrangente e completo um estudo da International Comission on
Mathematical Instruction (ICMI), subordinado ao tema “O papel da Histéria da
Matematica no ensino e aprendizagem da Matematica”, que foi editado com o titulo
History in Mathematics Education: The ICMI Study, em 2000, por Fauvel e van Maanen.

E com base nesses documentos que, no terceiro capitulo, sera feita uma revisao
bibliogréfica, onde serdo analisados os principais beneficios da integracdo da Histéria no
ensino da Matematica, assim como as objeccdes e dificuldades apontadas pela maioria dos

autores que se debrugaram sobre este tema.

Apesar da discussdo sobre os “pros” e “contras” da integracdo da Histdria no ensino
da Matematica ser de longa data, a tendéncia nos ultimos anos tem sido a procura de uma
base teodrica e de uma metodologia para fazer esta integracdo. Assim, a questdo que se nos

coloca é: “De que forma essa integracdo pode ser feita?”.
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A procura de estratégias motivadoras para as aulas de Matematica recorrendo a
Historia tem-se deslocado, nas Gltimas duas décadas, de um plano meramente externo ao
conteddo do ensino, para outro em que essa motivacao aparece vinculada e produzida no
acto cognitivo da solucdo de um problema.

Uma das formas apontadas na literatura para integrar a Historia da Matemaética na
sala de aula é atraves de problemas historicos (Swetz, 1995a; Tzanakis e Arcavi, 2000;
Liu, 2003). Esta foi também a forma adoptada neste estudo pois, aliando a Historia da
Matematica ao meu gosto pelos problemas e sua resolucéo, surgiu a simbiose: Problemas
historicos da Matematica.

A concepgdo de que a Matematica pode ser desenvolvida pelo aluno, mediante a
resolucdo de problemas historicos e através da apreciacdo e analise das solugdes
apresentadas a esses problemas no passado, comecou a difundir-se mais expressivamente a
partir do 5° Congresso Internacional de Educacdo Matematica (5° ICME, Adelaide, 1984).
Essa proposta baseia-se no pressuposto de que se a resolugdo de um problema representa,
por si sO, uma actividade altamente motivadora, entdo o facto de esse problema estar
relacionado com a histéria aumentara, quase que automaticamente, o seu potencial
motivador.

Liu (2003) salienta que “em contraste com a abordagem de contar histdrias para
atrair o interesse dos alunos e melhorar as suas atitudes, o0 uso de problemas histéricos na
aula tem a vantagem de melhorar as atitudes dos alunos relativamente a Matematica, bem
como melhorar a sua compreensdo da Matematica” (p. 417).

Frank Swetz é um grande apologista da “utilizacdo™ de problemas histéricos no
ensino da Matematica e essa ideia é defendida no seu livro Learning Activities from the
History of Mathematics, editado em 1994. Além disso, Swetz tem escrito inimeros artigos
defendendo o seu ponto de vista, nalguns dos quais também apresenta varios
problemas/actividades que poder&o ser utilizados pelos professores na sala de aula.

Swetz (1995b) reitera a sua opinido ao afirmar que ‘“problemas historicos e
resolucéo de problemas, como um tépico por si s, podem ser o foco de uma aula” (p. 33).
Passada mais de uma década, Swetz (2007) continua crente nas suas ideias e no 5
European Summer University (ESU5, Praga, 2007) defendeu o seu ponto de vista,
alegando que, desde a antiguidade, os registos escritos do ensino da matematica incluiram,
quase sempre, problemas para o leitor resolver. De facto, se analisarmos as civilizagdes

antigas, verificamos que a instru¢cdo matematica era geralmente composta por uma lista de
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problemas, a que se seguiam as solugdes, sendo o papiro de Rhind e o Nove Capitulos de
Arte Matemética exemplos bastante ilustrativos desse facto. Ora, isto revela que o ensino
da Matematica estava muito relacionado com a resolucéo de problemas e que, obviamente,
tais problemas, como fonte priméria de ensino, foram cuidadosamente escolhidos pelos
seus autores, tanto para serem Uteis como para demonstrarem o estado da sua arte
matematica.

Este autor acrescenta ainda que essas coleccOes de problemas ndo estdo limitadas a
sociedades antigas, mas tém aparecido regularmente ao longo da Histdria da Matematica.
Nos livros de Matematica, milhares de problemas tém sido acumulados e aguardam para
serem utilizados na sala de aula (Swetz, 2007).

Swetz salienta também que o uso de problemas historicos ndo sé ajuda a
demonstrar estratégias de resolucdo de problemas e desenvolver capacidades matematicas,
como também transmite uma sensacao de continuidade das preocupacfes matematicas ao
longo dos tempos, uma vez que 0 mesmo problema ou tipo de problemas pode ser muitas
vezes encontrado e apreciado em diversas sociedades, em diferentes épocas. Além disso,
ilustra a evolucdo dos processos de resolucéo, pois a forma como resolvemos um problema
pode beneficiar da comparacdo com o processo de resolucdo original e fornece insights
historicos e culturais dos povos e dos tempos a que se referem.

Ainda na perspectiva de Swetz (2004b), os professores de Matematica devem
participar na procura e implementacdo de problemas historicos na sala de aula dado que é
uma experiéncia gratificante e enriquecedora.

Haverhals e Roscoe (2010) vém reiterar a importancia dos problemas historicos,
afirmando que, neste processo, “a funcdo do professor € a de facilitador e a este compete a
apresentacdo confiante dos problemas” (p. 344). Acrescentam que “o aluno aprende
Matematica atraves da resolucdo de problemas, construindo activamente o conhecimento
através da investigacdo” (idem).

E interessante notar que Krantz, autor de um livro (entre muitos outros) sobre
técnicas de resolucdo de problemas, “Techniques of Problem Solving ”, publicou, em 2010,
um livro relacionado com a resolucéo de problemas e a Historia da Matematica, intitulado
An Episodic History of Mathematics: Mathematical Culture through Problem Solving. O
aparecimento deste livro vem realgar ainda mais a utilidade dos problemas historicos para

desenvolver a capacidade de resolucéo de problemas.
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A resolucdo de problemas tem ocupado um lugar de destaque nas orientagOes dos
documentos oficiais. No Programa de Matematica do 3° ciclo, esta é considerada um “eixo
organizador do ensino da Matematica” (ME, 1991, p. 194). No Curriculo Nacional do

Ensino Basico, podemos ler que:

“A resolucdo de problemas constitui, em mateméatica, um contexto universal de
aprendizagem e deve, por isso, estar sempre presente, associada ao raciocinio e a
comunicacéo e integrada naturalmente nas diversas actividades. ”

(DEB, 2001, p. 68)

Importa destacar a distin¢édo feita, neste documento, entre problema e exercicio:

“Os problemas séo situagdes ndo rotineiras que constituem desafios para os alunos e
em que, frequentemente, podem ser utilizadas varias estratégias e métodos de
resolucdo — e ndo exercicios, geralmente de resolugcdo mecanica e repetitiva, em que
apenas se aplica um algoritmo que conduz directamente a solugéo. ”

(DEB, 2001, p. 68)

O NPMEB vem reiterar a importancia dada a resolugdo de problemas, sendo esta

uma das capacidades transversais mais destacada:

“A Resolucdo de problemas é vista neste programa como uma capacidade
matematica fundamental, considerando-se que os alunos devem adquirir desembaraco
a lidar com problemas matematicos e também com problemas relativos a contextos do
seu dia-a-dia e de outros dominios do saber.”

(DGIDC, 2007, p. 8)

O raciocinio e a comunicacdo matematica sdo outras capacidades transversais
realgcadas neste programa, 0 que nédo se verificou no programa anterior uma vez que nao

lhes foi dada tanta énfase.

Apesar da diversidade de literatura existente sobre a integragdo da Histdria no
ensino da Matematica, apenas uma parte muito pequena dessa literatura aborda uma
verdadeira pesquisa empirica sobre a integracdo da Histdria da Matematica no ensino da
Matematica. A maioria dos artigos encontrados fazem referéncia a uma variedade de

argumentos, quer a favor quer questionadores, do “uso” da Historia na Educacdo
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Matematica e dao alguns exemplos de como a “usar”. Lamentavelmente, e segundo
Jankvist (2009c¢), “esses argumentos parecem ser apenas baseados em experiéncias de
ensino pessoais dos autores ou em especulacdes sobre os possiveis beneficios, e s
raramente se baseiam em dados empiricos para apoiar as suas alegacdes” (p. 68).

Em 2001, Gulikers e Blom realizaram uma pesquisa, bastante profunda, de artigos
publicados no Zentralblatt fir Didaktik der Mathematik (ZDM) sobre a utilizagdo da

Historia na Educacdo Matemaética. Como conclusdo, escreveram:

“Muitas publicacdes relatam a experiéncia de um professor em particular, € néo é
claro se e como essas experiéncias (geralmente positivas) podem ser transferidas
para outros professores, classes e tipos de escolas. ”

(Gulikers e Blom, 2001, p. 223)

Lit et al (2001) acrescentam que “o uso da Histéria da Matematica no ensino da
Matematica é amplamente reconhecido. No entanto, até a data, a sua eficicia ainda ndo foi
sistematicamente avaliada” (p. 17).

Alguns anos depois, Siu (2007) aborda também esta questdo afirmando que “artigos
sobre a importancia e o papel da Histéria da Matematica na aprendizagem e o ensino da
Matematica superam de longe os que se referem a avaliacdo da eficacia deste argumento”
(p. 269).

No 10° International Congress on Mathematical Education (ICMEL0), realizado
em 2004, mais precisamente no ambito do TSG17 (Topic Study Group 17), Siu e Tzanakis
(2004) ja tinham feito uma declaracdo semelhante, argumentando que “ficou claro que
bastante foi dito a um nivel ‘propagandistico’, a retérica tem servido o seu proposito” (p.
vi) e, portanto, alegaram que o0 que era necessario fazer eram investigacbes empiricas sobre

a eficacia do “uso” da Historia.

Com este trabalho, pretendo realizar uma investigacdo com base empirica onde a
Histéria da Matematica € integrada na sala de aula, com o proposito de poder concluir
sobre a eficécia resultante desta integracdo para a aprendizagem da Matematica.

Com este proposito, foi formulado o seguinte problema de investigacao:
“Caracterizar a aprendizagem da Matematica quando mediada por problemas da Historia

da Matematica”. Este problema, amplamente definido, foi particularizado em diversas
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questdes norteadoras desta investigacdo. Estas questdes foram reformuladas ao longo do
trabalho e, da andlise dos dados, emergiu a formulag&o final, como a seguir se apresenta:

1. Que aspectos do ambiente de aprendizagem ajudam na aprendizagem da Matematica
quando s&o usados problemas historicos?
2. De que forma os problemas historicos actuam como artefactos mediadores da
aprendizagem da Matematica?
3. Como € que o uso dos problemas historicos na sala de aula contribui para promover a
aprendizagem da Matematica?
3.1. De que forma os problemas histéricos da Matematica ajudam os alunos a
compreender os contedos matematicos?
3.2. Como é que os problemas histéricos ajudam a desenvolver a capacidade de
resolucdo de problemas, o raciocinio matematico e a comunicacdo matematica?
4. Quais as contradi¢bes ocorridas quando sao utilizados problemas historicos nas aulas

de Matematica?

1.3. A estrutura da tese

Esta tese € composta por seis capitulos (incluindo a Introducdo), as referéncias

bibliogréaficas e um conjunto de anexos.

Os capitulos

No segundo capitulo, apresento as principais ideias que resultaram da pesquisa
bibliogréfica sobre a Historia da Matematica, salientando a importancia dos problemas da
Matematica ao longo da Histéria e fazendo referéncia ao seu papel no ensino da
Matematica ja desde as civilizagdes antigas.

O terceiro capitulo, relativo a revisdo da literatura, esta dividido em duas partes. Na
primeira parte, € feita uma abordagem a Teoria da Actividade (TA), tendo sido esta a
fundamentacdo teorica seguida nesta investigacdo. Inicialmente, sdo apresentados o0s
fundamentos desta teoria, depois sdo abordadas as trés geracGes ao longo das quais se
desenvolveu; de seguida, sdo apresentados 0s seus principais principios e, finalmente, é

dado destaque a conceitos fundamentais como as Contradicdes, a Zona de
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Desenvolvimento Potencial (ZDP), o Ciclo de Aprendizagem Expansiva e os Artefactos
mediadores.

Na segunda parte deste capitulo, sdo apresentados os principais resultados da
revisdao da literatura feita sobre a integracdo da Historia da Matematica no ensino da
Matemética. Inicialmente, sdo referidos os beneficios que advém desta integragdo, assim
como as objecces e dificuldades encontradas. Depois, é discutida a avaliacdo da eficacia
desta integracdo e, de seguida, sdo apresentadas algumas formas de fazer essa integragéo.
Posteriormente, e tendo em conta a Teoria da Actividade, é dada énfase a Historia da
Matematica como artefacto mediador no ensino da Matematica. A seguir, é feita uma
classificacdo das fontes a serem utilizadas para fazer essa integracdo e, finalmente, é
abordado o papel da Historia da Matematica no ensino da Matematica em Portugal.

O quarto capitulo é dedicado a metodologia utilizada nesta investigacdo. A
principio justificam-se as op¢des metodoldgicas adoptadas a que se segue a caracterizacao
do contexto e dos participantes envolvidos nesta investigacdo. De seguida, sdo indicados 0s
procedimentos utilizados na recolha dos dados, assim como no tratamento e anélise dos
mesmos.

No quinto capitulo, é feita a andlise e discussdo dos dados obtidos no contexto
escolar, tendo por base a fundamentacdo tedrica adoptada nesta investigagdo. Aqui, 0s
dados recolhidos nas aulas observadas sdo apresentados por temas matematicos e, a seguir
a cada tema, € apresentada uma sintese com as principais ideias que emergiram da analise
dos episodios descritos. Depois de feita a andlise, serdo apresentados os resultados que
emergiram da mesma.

No sexto e Gltimo capitulo, sdo apresentadas as conclusdes que podem ser inferidas
da analise apresentada no capitulo precedente estabelecendo, sempre que possivel, um
paralelo com os resultados encontrados na revisdo da literatura feita no terceiro capitulo.
Depois, sdo indicadas as limitagdes encontradas na realizagdo desta investigacdo, assim
como as implicacbes e recomendacbes que daqui podem advir. A finalizar, sdo
apresentadas algumas reflexdes feitas pela investigadora, decorrentes da realizagdo deste

trabalho de investigacao.

Os anexos
O anexo A é composto por um conjunto de textos relacionados com a Historia da
Matematica nas diversas civilizages, dedicados a Historia da Matematica no Egipto,

Mesopotamia, Grécia, China, India, Civilizagio Islamica e Europa Medieval.
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Inicialmente, a ideia era dividir a tese em duas partes, sendo uma delas dedicada a
Historia da Matematica e a outra ao seu enquadramento tedrico. Porém, devido ao limite de
paginas imposto pelo novo Regulamento do 3° Ciclo em Matematica, da Universidade da
Madeira, houve necessidade de reformular a tese, optando por apresentar esta parte, que foi
de extrema importéncia para a realiza¢ao deste trabalho de investigacdo, em anexo.

O anexo B contém o Regulamento Interno da turma que participou nesta
investigacdo. Este regulamento foi elaborado no inicio do ano lectivo e fazia parte do
Projecto Curricular desta turma. Ai constam as regras, explicitamente estabelecidas, a
serem seguidas e cumpridas durante o ano lectivo.

O anexo C contéem as fichas de trabalho, elaboradas com recurso & Historia da

Matematica, e que foram utilizadas como artefactos mediadores nas aulas analisadas.
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2. ESTUDAR O PASSADO PARA ENSINAR NO PRESENTE

Como o titulo deste capitulo sugere, é importante estudar o passado da Matematica,
ou a Matematica do passado, para a podermos ensinar, actualmente, aos nossos alunos. Se
o0 professor ndo conhecer a origem e evolucdo dos conceitos e conteudos que ensina, nao
saberd responder a questdes que os alunos colocam, do tipo: “E porque é que ¢ assim?” ou
“Quem inventou isto?”’.

Para poder desenvolver este trabalho de investigacdo e integrar a Historia da
Matematica nas minhas aulas tive que realizar uma intensa pesquisa bibliografica,
recorrendo a bibliografia dedicada a Histéria da Matematica. Serdo apresentados em anexo
a este trabalho os conteidos que me parecem mais relevantes para a pratica pedagdgica de
qualquer professor de Matematica e, em especial, daqueles que pretendam integrar a
Historia da Matematica nas suas aulas.

Assim, encontra-se no anexo A uma breve introducdo a Histdria da Matematica nas
varias civilizages antigas, nomeadamente, Egipto, Babildnia, Grécia, China, civilizagdes
arabe e islamica e Europa Medieval. Neste anexo, sera feita uma abordagem ao sistema de
numeracdo utilizado em cada civilizacdo, serdo apresentados problemas de algumas das
obras mais importantes de cada época e discutida a sua resolucdo e, além disso, sera feita
referéncia aos matematicos que mais se destacaram e ao seu contributo para o
desenvolvimento da Matematica.

Neste capitulo, sera dada uma visdo geral da Matematica nas varias civilizacbes
mencionadas e, uma vez que neste trabalho de investigacdo a Historia da Matematica foi
integrada na sala de aula através da resolucdo de problemas histéricos, entendo ser
pertinente fazer uma abordagem ao papel dos problemas ao longo da Histéria da
Matematica, analisando de que forma e com que objectivos eram utilizados. Sera que eram
utilizados com fins meramente praticos? Ou sera que também desempenhavam um papel
pedagdgico e recreativo?

Todas as referéncias feitas no presente capitulo a alguns matematicos e respectivas
obras, assim como todos 0s conteddos matematicos que aqui serdo focados, de forma

superficial, poderéo ser aprofundados no anexo A.
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2. Estudar o passado para ensinar no presente

2.1. Matematica no Egipto

O documento que melhor nos da a conhecer a Matemaética egipcia é o papiro de
Rhind (1650 a.C.), que contém uma série de tabelas e 87 problemas com as respectivas
solucdes. E interessante notar as palavras de abertura do papiro de Rhind, escritas por

Ahmes, e que revelam uma procura da Sabedoria, caracteristica dos povos orientais:

“Método correcto de calcular. O acesso ao conhecimento de tudo que existe e de
todos os segredos obscuros. ”
(Gillings, 1982, p. 45)

O contetdo do papiro inclui calculos com nimeros inteiros e fraccdes unitarias, e
problemas. Estes dizem respeito a distribuicdo de broas de pdo ou de canecas de cerveja
por trabalhadores, célculo da quantidade de cereais necesséria para obter uma certa
quantidade de pdo ou de cerveja, determinagdo de areas de campos e de volumes de
celeiros.

Conhece-se muito pouco sobre a intencdo do papiro. Se ha indicacGes de que
poderia ser um documento com inten¢Bes pedagdgicas ou mesmo um simples caderno de
um aluno, para outros historiadores representa um guia das matematicas do antigo Egipto,
pois € o melhor texto de Matematica da época.

Surge entdo a questdo: a quem seria destinado o papiro? Uma das ideias mais
consensuais é que se destinava a iniciacdo dos escribas na arte do célculo; teria uma funcéo
analoga a de um manual escolar (van der Warden, 1954 apud Estrada, 2000a).

Uma vez que 0s papiros egipcios sdo compostos por problemas, e pelas suas
resolucdes, alguns dos quais elementares, supde-se que eles tinham inten¢bes puramente
pedagogicas e que eram basicamente destinados ao ensino dos funcionarios do estado, 0s
escribas. A partir destes papiros temos acesso apenas a uma matematica elementar, com
contetdos muito semelhantes a alguns que sdo leccionados, actualmente, no ensino basico
e secundario, sobre calculo e geometria. A Matematica era recordada e ensinada através de
problemas que eram dados como exemplos para serem imitados. Muitos dos problemas
pareciam ter as suas origens na pratica dos escribas, contudo, alguns pareciam destinados a
dar aos jovens escribas uma oportunidade para mostrarem as suas proezas nos calculos
dificeis e complicados.

Além de ndo ser clara a dimensdo com que 0os matematicos egipcios desenvolveram

a sua ciéncia para la do necessario no seu trabalho diario, também ndo sabemos nada sobre
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como os seus métodos foram descobertos. Além disso, ndo se sabe se 0s egipcios tinham,
ou ndo, conhecimentos matematicos mais avancados; no entanto, os monumentos por eles
construidos levam a pensar que, na realidade, os arquitectos eram possuidores de
conhecimentos ndo revelados nos papiros.

Geralmente, é colocada a questdo da existéncia de elementos cientificos na
Matemaética egipcia. As opinides ndo sdo consensuais uma vez que, normalmente, ndo é
dada a justificacdo dos métodos usados na resolugdo dos problemas, sendo apenas
apresentada a solucdo. Por outro lado, podemo-nos perguntar se conhecemos tal
Matematica no seu todo, ja que os documentos que possuimos Ssdo escassos. Ha
historiadores que a consideram bastante rudimentar e primitiva, sem quaisquer elementos
cientificos; outros, contudo, exprimem opiniGes mais favoraveis a existéncia de uma
matematica mais cientifica e sofisticada.

Em Estrada (2000a, p. 54-55), podemos encontrar algumas dessas opinides:

“Nao sabemos [...] como os escribas egipcios descobriram os métodos que usaram.
Se eles simplesmente fizeram uma suposi¢é@o correcta, entdo podiamos dizer que ndo
tinham uma matematica cientifica. Mas se eles usaram alguma forma de argumento
[...] eu penso que se deve concluir que a sua matemdtica tinha um suporte cientifico.”

(Katz, 1996, em APM (Actas do HEM), 1, p. 51)

“Um estudo cuidadoso do papiro de Rhind convenceu-me que este trabalho néo é
uma mera coleccao de problemas praticos especialmente Gteis para medir terras e
que os egipcios ndo eram uma nacdo de lojistas interessados apenas naquilo que
podiam utilizar. [...] eu creio que eles estudaram matematica pelo seu prdprio gosto.”

(A. B. Chace in Fauvel and Gray, 1987, p. 22)

“Todos os textos disponiveis evidenciam para uma matemaética egipcia de objectivos
muito limitados, embora com alguma sofisticacdo dentro desses limites. ”

(Struik, 1997, p. 56)

“Na aritmética [da matematica egipcia], as solucdes repetidas dos problemas do tipo
‘aha’ pelo mesmo processo evidencia a existéncia de algumas generaliza¢des, embora
nunca fossem explicitamente descritas ou provadas. Além disso, muitos dos problemas
do papiro de Rhind sugerem que os egipcios também desenvolveram interesses de
natureza tedrica ou recreativa. ”

(Bunt, Jones e Bedient, 1988, p. 37)
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“A verdade é que as matematicas egipcias permaneceram num nivel demasiado baixo
para contribuirem com alguma coisa de valor. As dificuldades de calculo com um tao
rudimentar sistema de numeracdo e métodos primitivos impediram qualquer avango
ou interesse em desenvolver a ciéncia pelo seu préprio gosto. ”

(G. J. Toomer in Fauvel and Gray, 1987, p. 24)

Olhando, de um modo geral, para 0s manuscritos egipcios, verificamos que ndo
passam de coleccBes de problemas aparentemente praticos. O ensino da arte de calcular
parece ser 0 mais importante nos problemas. Tudo é apresentado com numeros especificos,
e em lado algum encontramos um esboco do que possa ser chamado teorema ou uma regra
geral de célculo. Se o critério para uma matemaética cientifica é a existéncia do conceito de
prova, 0s egipcios restringiram-se a “aritmética aplicada”. Talvez a melhor explicacdo da
razdo pela qual os egipcios nunca ultrapassaram um nivel relativamente primério é o facto
de eles terem uma ideia natural, mas infeliz, de apenas admitirem fraccGes unitarias; assim,
até um simples calculo se torna lento e laborioso.

Uma analise dos antigos calculos egipcios?’ mostra que, apesar da sua pobre
notacdo, 0s egipcios atingiram bastante eficiéncia nas técnicas da aritmética. Considerando
as dificuldades que os alunos actualmente tém em fazer célculos com frac¢des, mesmo em
notacdo simples e moderna, ¢ admirdvel a paciéncia e a persisténcia destas pessoas, que
sabiam como trabalhar com problemas tdo complicados ha 4000 anos.

Como refere Estrada (2000a), “h& problemas que se podem classificar de praticos,
numa sociedade que vive da agricultura, e em que a moeda de troca séo o0s bens. Ha outros
com um caracter menos pratico, que apontam para um gosto da Matematica por si propria;
parecem questdes meramente levantadas para o exercicio do calculo ou diversdo” (p. 26).

O problema 79 do papiro de Rhind (ver anexo A.1l) é um exemplo bastante
ilustrativo do caracter recreativo de alguns problemas do papiro de Rhind, ao invés do tipo
de problemas puramente praticos, defendido por alguns historiadores como sendo o limite

da Matematica egipcia.

2 por exemplo, os problemas 31 e 33 do papiro de Rhind (ver anexo A.1).
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2.2. Matematica na Mesopotamia

A Matemética do Antigo Egipto, contrariamente & opinido muito popular,
nunca atingiu o nivel alcangado pela Mateméatica babil6nica.

(Eves, 1969, p. 36)

No ambito da Matematica babil6nica, somos muito menos afortunados do que
relativamente a Matemaética egipcia. Dado que o modo de escrita em placas de argila,
utilizado pelos babilonios, desencoraja a compilacéo de longos tratados, ndo ha nada entre
0s registos babilonicos que seja compardvel ao papiro de Rhind. No entanto, algumas
centenas de placas com conteldo matematico foram encontradas, embora muitas delas
estivessem em mau estado de conservagao.

A grande maioria destas (cerca de dois tercos) é da Antiga Babilonia. E através
desta rica fonte de material original que agora sabemos que, excepto para determinadas
regras geomeétricas, a Matematica babilonica ultrapassou a Matematica dos egipcios.
Embora a Matematica babilonica também tivesse fortes raizes empiricas que estdo
claramente presentes na maioria das placas que foram traduzidas, parece ter havido a
tendéncia para uma expressao mais tedrica.

E possivel encontrar centenas de placas babilonicas contendo tabelas, quer se trate
de tabuadas, de tabelas de inversos, tabelas relacionadas com ternos pitagéricos (muito
antes de Pitagoras ter reclamado a descoberta do seu famoso teorema), ou tabelas
descrevendo a resolucdo do que hoje designamos por problemas de Matematica,
normalmente agrupados de modo que uma dada placa contém problemas do mesmo tipo,
por vezes sequenciados numa complexidade crescente (Neugebauer, 1969).

Depois de uma anélise da Matematica babilonica, podemos concluir que os antigos
babilonios foram incansaveis construtores de tabelas, calculadores de alta habilidade e,
definitivamente, mais fortes na algebra do que na geometria. E ficamos, certamente,
impressionados com a complexidade e a diversidade dos problemas por eles considerados.

A actividade matematica dos escribas babilénicos parece ter nascido das
necessidades do dia-a-dia. Do conteddo dessas placas pensa-se que, por volta de 2500 a.
C., ja existiam escolas de escribas, cujo objectivo era a preparacdo dos jovens para as
diferentes tarefas exigidas por uma burocracia complexa.

No entanto, no contexto escolar dos escribas, as pessoas tornavam-se interessadas

na matéria para o seu proprio prazer, aprofundando os problemas e as técnicas para além
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do que era estritamente pratico. O objectivo era tornar-se um matematico virtuoso, capaz
de resolver problemas impressionantes e complexos.

Podemos considerar, entdo, que a Mateméatica dos babilénios ndo era
exclusivamente focada em aplicagdes praticas. Os babilonios mostraram o inicio de um

interesse tedrico em problemas de Matematica.

Tal como os egipcios, 0s escribas babilonicos sabiam resolver equagdes lineares.
Também conseguiam resolver uma variedade de problemas que conduziam a equagfes do
2° grau. Muitos destes problemas eram bastante artificiais e parece que existiam apenas
como um modo dos escribas demonstrarem as suas proezas. A maior mestria dos escribas
babilonicos na resolucdo de equagOes revela-se nas equagdes quadraticas. Podemos dizer
que os escribas da Antiga Babildnia resolviam qualquer equacédo do 2° grau completa, por
processos que correspondem a aplicacdo da nossa formula resolvente.

Acresce dizer que os babilénios podem reivindicar prioridade em varias
descobertas, sendo a mais notavel a do Teorema de Pitagoras, geralmente atribuida a
escolas matematicas posteriores. A geometria babilonica, tal como a dos egipcios, era
dedicada, maioritariamente, as medicdes e o0s babilonios tinham foérmulas para
aproximac0es de areas e volumes de Vvérias figuras e solidos.

Um aspecto interessante da matematica babildnica é a ocorréncia de problemas que
nem pretendem ser praticos, mas, ao contrario, ttém um aspecto recreativo. Eram problemas
ludicos que, normalmente, conduziam a uma equacdo quadratica.

Todos os problemas que aparecem nas placas babilonicas estdo expressos
retoricamente, ou seja, com frases em linguagem corrente, sem notacdo simbolica.
Algumas das placas contém as respostas ou até mesmo as solugdes completas, mas ha
muito poucas que explicam como foi descoberto o processo por detras dos métodos
ensinados ou demonstrados. Isto torna dificil compreender a forma de pensamento seguido
pelo escriba na resolugdo dos problemas. No entanto, quando interpretados a luz dos
actuais conceitos e simbolos algébricos, os calculos adquirem algum sentido.

Essa interpretacdo levou alguns historiadores da Matematica a defenderem que os
babildnios tinham desenvolvido uma “algebra babilonica”. Esta algebra tem sido
considerada diferente da nossa moderna algebra elementar, principalmente pela sua falta de

representacdes simbalicas.
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Muitos dos problemas da Matematica da Babilonia levantam-nos algumas
interrogacBes. Durante décadas ouvimos os historiadores dizerem que a Matematica se
iniciou na Grécia Antiga e que outras culturas anteriores em torno do Mediterraneo, o0s
egipcios e os povos da Mesopotamia, possuiam uma Matematica essencialmente prética,
virada para a resolucdo de problemas do dia-a-dia, nomeadamente, o calculo de areas de
terrenos e de volumes de recipientes, a partilha de bens, etc. No entanto, é dificil entrever a
aplicacdo pratica da Matematica contida em determinados problemas, como por exemplo:

Exemplo 1 (Problema 19 da placa YBC 4652): “Encontrei uma pedra, [mas] ndo a
pesei; [depois] pesei 6 vezes [o seu peso], adicionei 2 gin®, [e] adicionei um terco de um
sétimo [deste peso total] multiplicado por 24, pesei [tudo]: 1 mina®. Qual era o [peso]
original da pedra?”

Um segundo problema, contido noutra placa de problemas, sensivelmente da

mesma época, cerca de 1.700 a. C., constitui um exemplo mais elaborado:
Exemplo 2: “Somei 7 vezes o lado do meu quadrado a 11 vezes a sua area e é 6;15.”

Qual a situacdo da vida real em que queremos conhecer a altura de uma pedra, e
para tal, em vez de a medir directamente, imaginamos 6 pedras iguais, juntamos duas
unidades, dividimos a altura obtida por 3, depois por 7 e multiplicamos por 24? O mesmo
se passa no segundo problema. Qual a situacdo pratica na qual é necessario somar 7 vezes
o0 lado do quadrado a 11 vezes a sua area? Estes problemas ndo sdo casos isolados. Pelo
contrario, estas questdes poder-se-iam colocar em relacdo a muitos outros problemas
contidos em placas provenientes da Mesopotdmia que chegaram até nés, envolvendo
situacOes artificiais que s aparentemente se destinavam a aplicacfes praticas.

Por outro lado, 0 modo como os problemas aparecem sequenciados indicia uma
preocupacdo ndo com cada problema em si, mas com métodos gerais de resolucdo. Trata-
se, como afirma Neugebauer (1969), do desenvolvimento de procedimentos puramente
algébricos.

Para este arquedlogo alemdo, as relacBes algébricas constituem o centro do

principal interesse dos problemas babildnicos. Assim, por exemplo, a solu¢cdo de um

%1 gin = 1/60 mina
*1 mina= 0,5 kg (=571,2 g)
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problema que propde calcular a profundidade de um canal e o nimero de trabalhadores
necessarios para tal trabalho conduz a um resultado pouco realista de um numero
fraccionario de trabalhadores. Para o escriba que redigiu este problema, é claro que o
método de resolucdo era mais importante do que o resultado.

Quando analisamos, por exemplo, as instrucdes do escriba para resolver um
problema que pode ser traduzido por uma equacdo do tipo ax? + bx = ¢, notamos que é

inegavel o caracter pedagdgico dos problemas babilonicos. De facto, ndo restringem os

, . ’ b2 . , s
Seus exemplos apenas a numeros tais que (E) + ac S€ja um numero Intelro, mas, na

maioria das vezes, impdem igualmente que a divisdo final por a seja exacta (ver anexo
A2).

Muitas das indicacGes de resolucdo dadas pelos escribas babilénicos sdo um
conjunto de instrucdes, cuidadosamente sequenciadas, conduzindo o leitor a resolucdo do
problema.

Um professor de Matematica reconhece, facilmente, nos exemplos apresentados
anteriormente, artefactos comummente associados as aulas de Matematica: tabuadas,
sequéncias de problemas do mesmo tipo de complexidade crescente, situacdes que s6
aparentemente sdo da vida real, listas de instrucBes de procedimentos a seguir, ou 0
cuidado em apresentar casos em que a resolugdo dos problemas pode ser efectuada por
processos que divergem do habitual.

Podem ainda apontar-se outras caracteristicas associadas a uma abordagem
“pedagdgica”, por exemplo, a utilizacdo de nameros “simples”, a seleccdo de situacdes
com uma e uma sO solucdo, ou a escolha de problemas visando destacar alguma
particularidade matematica.

Ha placas que contém dezenas e mesmo centenas de enunciados, alguns com as
solucgdes, outros ndo. Em determinadas coleccBes, 0s enunciados sdo apresentados de
forma abreviada, devido ao seu caracter repetitivo, onde apenas é alterado o valor das
dimensGes. Parece 0bvio que tais colecgdes eram usadas para ensinar métodos matematicos
(Neugebauer e Sachs, 1986 apud Estrada, 2000b).

Além de Neugebauer, outros historiadores da Matematica tém realcado o cunho
didactico de muitos textos de Matematica da Babilonia e tém-nos relacionado com as
escolas de escribas. Hoyrup é um desses historiadores e defende que:
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“diversos tipos de evidéncia sugerem que a unificacdo e a coeréncia [da matematica
da Mesopotdmia] ndo correspondem efectivamente a necessidades praticas
administrativas. Pelo contrario, [...] parecem ser o produto das escolas onde os
futuros funcionarios eram treinados, e onde as técnicas que eles iam aplicar eram

’

também desenvolvidas.’
(1994, p. 4)

Também Katz partilha da mesma opinido, ao afirmar que:

“a finalidade de resolver varios problemas n&o é determinar a solugdo, mas aprender
varios métodos de reduzir problemas complicados noutros mais simples. Podemos
especular, portanto, que as placas matematicas em geral, [...], eram usadas para
treinar as mentes dos futuros lideres do pais.”

(1998, p. 39)

Ainda segundo Katz (1998), “o0 que era importante era que 0s alunos
desenvolvessem capacidades na resolucdo de problemas” (p. 39). Geralmente, quando 0s
alunos nos perguntam para que serve a Matematica, dizemos-lhes que um dos principais
objectivos de estudar Matematica é para “treinar a mente” e desenvolver o raciocinio.
Parece que esta resposta ndo é nova e ja os babilénios de ha 4000 anos deviam responder a

mesma coisal

E ainda de salientar que alguns dos erros cometidos pelos escribas babil6nicos séo,

também, cometidos actualmente pelos nossos alunos. Um exemplo disso é a incorrecta
. ~ P B+b . . .- .
aplicagdo da formula A = —— X h, para determinar a area de um trapézio, considerando,

incorrectamente, h o valor de um dos lados ndo perpendicular as bases. Este facto deveria
levar os professores de Matematica a prever esta falha, geralmente cometida pelos alunos,
e a tentar arranjar estratégias para a evitar.

Analisando a Matematica babilonica de um ponto de vista pedagdgico, podemos
ainda encontrar ideias para ensinar Matematica nas nossas escolas. Um exemplo disso € o
ensino da resolucéo de equagdes do 2° grau através da “geometria do recorta e cola”, como
podemos ver em (Radford e Guérette, 2000). Inspirados pela pesquisa historica, estes
autores desenvolveram, com éxito, uma sequéncia de ensino em sala de aula em que,
através de “geometria do recorta e cola”, os alunos redescobrem a formula para a resolucéo

de equacg0es do 2° grau.
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2.3. Matematica na Grécia

“[...] a ciéncia dos numeros. Abriu-a Tales de Mileto; continuaram-na
Pitagoras e Platdo, que proclamou a sua importancia, escrevendo a porta da
sua Escola: aqui ndo entra quem néo for gedmetra; desenvolveu-a Eudoxo de
Cnido; fizeram-na brilhar com esplendor Euclides, Arquimedes, Apoldnio,
Diofanto e Papo; aplicaram-na com engenho Hiparco, Herdo e Ptolomeu. ”

(Teixeira, 1934, s/p)

No que respeita & Matematica grega, supfe-se que 0s gregos terdo encontrado no
Egipto e na Mesopotdmia os elementos de base para a sua astronomia e geometria.
Segundo alguns autores, o conhecimento dessas duas civiliza¢coes tera sido essencial para o
desenvolvimento da Matematica grega.

De acordo com a historia, alguns dos grandes matematicos gregos viajaram pelo
Egipto e pela Mesopotamia e sabe-se também que os gregos estabeleceram contactos
comerciais com estas duas civilizagdes; no entanto, como salienta Sa (2000), “ndo esta
provado que, em virtude desses contactos, a Matematica grega tenha evoluido a partir das
matematicas orientais” (p. 226), pois “apesar das inquestionaveis influéncias do Egipto e
da Babildnia nas mentes gregas, a matematica produzida pelos gregos difere radicalmente
daquela que a precedeu” (Kline, 1982, p. 42, apud Almeida, 2007, p. 43).

Na antiga Babilénia e Egipto, a Matematica tinha sido cultivada, principalmente,
como uma ferramenta para uma imediata aplicacdo pratica ou, entdo, como parte do
conhecimento acessivel apenas a uma classe privilegiada de escribas. J& o interesse dos
gregos pela Matemaética ndo se alicercou no seu caracter utilitario. Pelo contrério, os
gregos encaravam a Matematica como uma actividade intelectual que integrava elementos
tanto de natureza estética como religiosa.

Os gregos trouxeram uma nova concepgdo para a Matematica, passando esta a ser
uma ciéncia dedutiva fundamentada com provas, em oposi¢cdo a0 que aconteceu com as
civilizagBes anteriores, que utilizaram os conhecimentos adquiridos através de raciocinios
por analogia, pela experimentacgdo e generalizagéo a partir de exemplos.

Pela primeira vez, em Matematica, assim como noutros campos, 0s Homens
comecaram a fazer perguntas fundamentais, tais como, “Por que sdo iguais 0s angulos da
base de um tridngulo isésceles?” ou “Por que razdo um circulo € bissectado pelo seu

diametro?” Os processos empiricos do antigo Oriente, suficientes para responder a questéo
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“Como”, ja ndo bastavam para responder a estas perguntas mais cientificas do “Porqué”.

Um equivoco que se comete, com frequéncia, € pensar que a Matematica grega
tratava apenas da geometria e, em particular, que os Elementos de Euclides (ver anexo A.3)
abordavam apenas temas relacionados com geometria. Na verdade, ha muito de aritmética
e algebra em varios dos livros dos Elementos. O que € verdade — e isso explica, pelo menos
em parte, a origem do equivoco — é que a Matematica grega, na época em que Euclides
compds a sua obra ou Pitagoras fundou a sua escola, era toda ela geometrizada.

A famosa inscrigdo que Platdo colocou sobre a sua varanda, “Que aqui ndo entre
guem n&o souber geometria”, vem também reforgar a ideia de que a Matematica grega se
resumia a geometria. Essa ideia tornou-se tdo enraizada que, até cerca de 100 anos atrés, 0s
matematicos costumavam ser chamados de “gedmetras”.

Para os pitagoricos, a geometria estava intimamente ligada a aritmética, e
interessaram-se, especialmente, pelas relacdes geométricas que podiam ser traduzidas
através de uma expressao aritmética.

Tal como a geometria egipcia, a geometria dos pitagéricos também se debrucava
muito sobre areas e a Pitdgoras € atribuido o importante teorema segundo o qual o
quadrado sobre a hipotenusa de um triangulo rectangulo é igual a soma dos quadrados dos
outros dois lados. “Provavelmente, ele aprendeu com os egipcios a verdade do teorema no
caso especial em que os lados sdo 3, 4, 5, respectivamente”, assim o realga Cajori (1909, p.
23).

Ainda relativamente aos Elementos de Euclides, esta obra reline quase todo o
conhecimento matematico daquele tempo e pensa-se que foi escrita por volta de 300 a.C.
Para compilar os Elementos, Euclides baseou-se na experiéncia e descobertas dos seus
antecessores dos trés séculos precedentes. Embora grande parte do seu contetdo tivesse
sido extraido de fontes anteriores, Euclides mostrou o seu génio ao apresentar de maneira
logica e racional, podemos até dizer didactica, todo 0 conhecimento matematico
acumulado pelos seus antecessores.

N&o sabemos se Euclides escreveu os Elementos para uso no ensino, ou apenas para
reunir o conhecimento matematico da época. De qualquer modo, e apesar da pouca
preocupacdo pedagogica dos gregos, Euclides alcancou os dois objectivos e os Elementos

foram muito usados no ensino da Matematica por mais de 2000 anos.
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2.4. Matematica na China

A China pertence, juntamente com a Babil6nia e o Egipto, as civilizaces mais
antigas do mundo. No entanto, diferentemente do que aconteceu com as outras
civilizagdes, a cultura chinesa pode desenvolver-se de forma quase ininterrupta durante
varios milénios. Por conseguinte, ndo € surpresa que muito possa ser dito sobre as
descobertas matematicas feitas pelos chineses e que, em alguns casos, a Matematica
chinesa foi muito além da de outras civiliza¢des, incluindo a Ocidental.

O primeiro verdadeiro Tratado de Matematica, que sobreviveu até ao nosso tempo,
é o cléssico Nove Capitulos de Arte Matematica (ver anexo A.4) que, juntamente com 0s
comentarios de Liu Hui, pode ser visto como o fundamento da Matematica chinesa.

De acordo com Shen e outros (1999), “¢ o primeiro tratado chinés especificamente
sobre Matemaética e na influéncia no desenvolvimento da Matemética é comparavel apenas
aos Elementos de Euclides” (p. vii). Assim como este Ultimo €, muitas vezes, considerado a
base do ramo Ocidental da Matematica, 0 Nove Capitulos é considerado a pedra angular da
Matematica chinesa. Onde a tradi¢do euclidiana se baseia em teoremas seguidos de prova,
o Nove Capitulos fornece regras aritméticas com foco em aplicacfes praticas, compiladas
em forma de pergunta e resposta. Mas € de referir que as regras aritméticas foram escritas
em palavras, ndo na notacdo algébrica a que estamos acostumados nos dias de hoje.

Este livro pode ser comparado aos Elementos por ser uma organizacdo de
conhecimento matematico, acumulado pelos chineses, até meados do terceiro século. O
Nove Capitulos tinha o objectivo de ser, ndo um trabalho tedrico ao estilo grego, mas um
manual pratico, com problemas que os trabalhadores do Estado eram susceptiveis de
encontrar, como por exemplo, medicdo de terras cultivadas, construcdo de diques e canais,
capacidades de espigueiros, taxas de cdmbio e tributacdo de géneros alimenticios. Assim,
0s capitulos tém titulos como “Medi¢do do campo”, “Distribuicdo pela proporcdo” e
“Impostos justos”.

Ao contrario dos gregos, que tinham um talento Unico para a geometria e
desenvolveram este tema como um sistema dedutivo abstracto, os chineses preocuparam-se
com algumas questdes geomeétricas, mas sempre de forma empirica, ndo demonstrativa.
Tudo o que podemos encontrar nos manuais da antiga Matematica chinesa, no ambito da
geometria, sdo problemas praticos ligados a vida quotidiana, que envolvem o calculo das

areas de todos os tipos de formas e volumes de varios navios e barragens. A Matematica
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chinesa foi profundamente algébrica, portanto, as figuras geométricas serviram apenas para
converter a informagéo numérica na forma algébrica.

Além de problemas que pretendem ser praticos, aparecem também problemas sem
utilidade pratica, colocados por diversdo ou para desenvolver a capacidade de resolucédo de
problemas.

Do ponto de vista pedagdgico, os capitulos do Nove Capitulos de Arte Matemética
estdo bem estruturados (Shen et al, 1999). No inicio do capitulo, as perguntas séo simples e
faceis, mas tornam-se mais complexas e dificeis com o desenvolvimento do capitulo (o que
também acontece noutros Manuais, como por exemplo, no do Mestre Sun). Além disso,
alguns problemas séo resolvidos por mais do que uma maneira, para enfatizar alguns
aspectos da solucdo. Se necessario, sdo usadas figuras para tornar as relacdes visiveis,
sendo esta uma estratégia de resolucdo de problemas que, actualmente, aconselhamos aos
nosso alunos.

Particularmente, os comentarios de Liu Hui sdo instrutivos. “‘Compreender por
analogia e relacionar conhecimento antigo com novas ideias’ é outro método pedagdgico
importante para uma aprendizagem activa e para uma eficaz consolidacdo de
conhecimentos e, é claro, que Liu teve plena consciéncia do valor de tais ligacdes” (Shen
et al, 1999, p. 308).

E de realcar ainda que em todos os problemas do capitulo IX do Nove Capitulos, as
respostas sdo ndmeros racionais. Como todos os problemas envolvem triangulos
rectangulos, acontece que, como nos textos babildnicos, os problemas sdo feitos de modo
que todos os triangulos rectangulos tenham as medidas dos lados racionais. Isto mostra que
0s problemas ndo tinham apenas aplicagdes praticas, 0 que nos leva a crer que eram

inventados com o propdsito de treinar a regra e de desafiar a argucia de quem os resolvia.

Note-se que um dos maiores objectivos da Matematica chinesa foi a proficiéncia na
resolucdo de problemas e a manipulacdo algebrica. Actualmente, é possivel usar
simbolismo moderno para escrever cada um dos problemas propostos nos textos chineses e
dar uma solucdo algébrica, mas temos que ter sempre em mente que nem 0s chineses, nem
outros povos antigos, usavam o simbolismo que nos permite resolver estes problemas com
pouco esforco. Todos os seus problemas e solugdes eram escritos em palavras. Mesmo

assim, os escribas ndo hesitaram em apresentar problemas com solucgdes dificeis de
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calcular, talvez porque queriam convencer os seus alunos que um completo dominio desses
métodos permitiria a resolugdo mesmo dos problemas dificeis.

Relativamente ao contributo da Matematica chinesa para o actual ensino da
Matematica, € de salientar que nas obras chinesas encontramos um manancial de
problemas que podemos utilizar nas nossas salas de aula. Os conteudos abordados pelos
antigos chineses correspondem, essencialmente, aos actuais contetidos programaticos para
0 3° Ciclo. Por isso, ndo € de admirar que uma adaptacdo de um desses problemas tenha
saido numa Prova de Afericdo (ver anexo A.4). Infelizmente, os autores dos manuais
escolares ainda ndo se aperceberam do tesouro que a Matematica chinesa (assim como a de
outras civilizagdes antigas) encerra.

Outro aspecto que, na minha opinido, merece ser mencionado € o facto de que os
chineses também utilizavam cores diferentes (vermelho e preto) para distinguir os nUmeros
positivos dos negativos, tal como fazemos nas nossas aulas, quando come¢amos a ensinar a
adicdo de numeros inteiros relativos, embora a nossa atribuicdo das cores seja inversa a
deles.

Este é apenas um exemplo de um método antigo que é muito Gtil nas nossas salas
de aula. Ao analisar a Histéria da Matematica, encontramos muitos outros, como por
exemplo, o método da falsa posicdo. Um outro seria determinar o m. d. c. de dois nimeros,
pelo chamado “Algoritmo de Euclides”, como os chineses o faziam.

Por fim, é de acrescentar que na Matematica chinesa ha muitos problemas que,
embora em contextos da vida real, sdo recheados com dados tdo inadequados a situacao
que os afastam de qualquer intencionalidade pratica, enquanto outros, aparentemente
ludicos, colocam questdes do foro da Anélise Combinatéria ou do ambito da Teoria dos
NUmeros. Alguns desses problemas estdo, hoje, catalogados como “recreacdes
matematicas” e tém despertado a curiosidade de diversos matematicos ao longo dos

tempos.

2.5. Matematica na India

Por causa da falta de registos originais muito pouco é conhecido sobre o

desenvolvimento da antiga Matematica indiana. E provavel que, numa primeira fase, a
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Matematica indiana tenha sido directamente influenciada e inspirada pela Matematica
grega e, numa fase posterior, afectada por tradi¢des chinesas.

O grau de influéncia da Matematica grega, babilénica e chinesa sobre a Matemaética
indiana € ainda um assunto que suscita davidas, mas ha grande evidéncia de que foi
bastante consideravel. Por isso, a questdo de que métodos foram desenvolvidos
originalmente pelos prdprios indianos tem sido objecto de muita conjectura.

Ao contrério dos gregos, os indianos deram pouca importancia as demonstragoes e,
por vezes, havia apenas uma figura que ilustrava o problema e o comentario do autor
restringia-se unicamente a palavra “Vé”,

Como assinala Eves (1969), “os indianos foram habeis aritméticos e deram
contribui¢bes importantes a algebra” (p. 185) que era “uma algebra inteiramente numérica,
menos rigorosa do que a algebra geométrica dos gregos, mas mais simples e de aplicacdo
mais facil” (Teixeira, 1934, s/p).

No periodo de 400 a 1200, os indianos desenvolveram uma Matematica superior a
dos gregos, excepto na geometria. E, contrariamente aos gregos, dissociaram a algebra da

geometria, conforme salienta Teixeira, através da seguinte comparacao,

“Na Grécia, a Algebra caminhava pela m4o de sua mée, a Geometria, que solicita e
rigida, a ndo deixava correr, com receio de que caisse. Na india, a filha desprendeu-
se da mae e fugiu-lhe, mas dirigia-a um como instinto vidente, e por isso ndo caiu.
Este instinto vidente, o génio, tinham-no também os matematicos gregos, mesmo em
maior grau do que os matematicos indios, mas aqueles eram severos na logica e por
isso ndo desprendiam a quantidade discreta da quantidade continua.”

(1934, s/p)

Quando comparamos a Matematica desenvolvida pelos indianos com a Matematica
de outras civiliza¢Oes anteriores, apercebemo-nos da grande diferenca entre a concepc¢éo da
Matematica do ponto de vista dos indianos e dos gregos; enquanto a Matematica grega foi
por exceléncia geométrica, a indiana foi, em primeiro lugar, aritmética. Os indianos
trabalharam com nameros, 0s gregos com formas.

O simbolismo numérico, a ciéncia dos nimeros e a algebra atingiram, na india, uma
perfeicdo muito maior do que aquela que tinham, anteriormente, chegado os gregos. Por
outro lado, pensa-se que havia pouca ou nenhuma geometria na india que néo tivesse tido
origem na Grecia. Possivelmente, a trigonometria dos indianos pode ser mencionada como

uma excepcao, embora esta se tenha baseado mais na aritmética do que na geometria.
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Os indianos trabalharam com fraccdes e usaram um sistema decimal posicional
com o zero. Além disso, admitiram nUmeros negativos e irracionais e reconheceram que
uma equacdo quadratica (com respostas reais) tem duas raizes. Generalizaram a solugéo
algébrica das equacOes quadraticas pelo metodo familiar de completar o quadrado e
trabalharam com equacd@es indeterminadas, tendo desenvolvido um método para resolver a
equacdo de Pell (ver anexo A.5). Além disso, tinham métodos para calcular raizes
quadradas e cubicas e sabiam como somar progressdes aritméticas e geométricas. Além da
algebra, revelaram interesse por alguns aspectos de combinatoria.

Também introduziram os primeiros rudimentos da algebra: abreviaturas e simbolos
das operacGes. No entanto, como ndo tinham um simbolismo algébrico tdo desenvolvido
como 0 nosso, 0s problemas eram colocados em verso, de uma forma poética. Essa forma
de colocar os problemas é bem visivel nos trabalhos dos matematicos indianos,
principalmente, “[...] Baskara, que a [a algebra] personificou poeticamente em uma
mulher formosa, Lilavati, a quem propde em verso problemas desta ciéncia, que ela resolve
por meio de regras enunciadas também em verso” (Teixeira, 1934, s/p). Certamente que
essa caracteristica atraia os leitores e dava um aspecto recreativo a Matematica.

Os problemas enunciados de forma brincalhona revelam um interesse pelo aspecto
ludico da Matematica. Conforme salienta Eves (1969), a respeito de um problema de
Aryabhata, “este problema também ilustra a pratica indiana de vestir os problemas
aritméticos com um traje poético” (p. 185). Isto acontecia porque 0s manuais escolares
eram escritos em verso e porque os problemas eram, frequentemente, usados de forma
recreativa, para diversao social. Nada melhor para mostrar o caracter recreativo da

Matematica indiana do que as seguintes palavras de Bramagupta:

“Estes problemas sdo propostos simplesmente para diversdo; o homem sabio pode
inventar mil outros, ou pode resolver os problemas dos outros pelas regras dadas
aqui. Como o sol eclipsa as estrelas pelo seu brilho, entdo o homem com sabedoria
eclipsara a fama de outros em reunides do povo ao propor problemas algébricos e,
ainda mais, ao resolvé-los.”

Conforme salienta Struik (1987), “isto confirma o facto da Matematica no Oriente
ter hd muito evoluido da sua funcdo puramente utilitaria, se € que alguma vez tenha sido a
unica” (p. 66). Passados 150 anos, Alcuino de York, no Ocidente, escreveu Problemas
para estimular os jovens (ver anexo A.7) que, devido ao carécter ludico dos problemas

propostos, mostravam que também nédo tinham quaisquer propdsitos utilitarios. O mesmo
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acontece com os problemas propostos na Antologia Grega (ver anexo A.3), que ndo é mais
do que uma compilacdo de problemas recreativos, do género dos propostos, quase trés
séculos depois, por Alcuino.

Do ponto de vista didactico, os problemas apresentados na Matematica indiana
parecem-me muito Uteis, na medida em que a sua vertente lGdica poderad incitar a sua
resolugdo. Penso que um aluno se sentird mais motivado para resolver um problema
colocado desta forma do que para resolver uma equacgéo colocada de forma abstracta, em

que se pede para calcular o x, que para ele ndo representa nada.

2.6. Matematica na Civilizacao Islamica

No que concerne a aritmética, os arabes basearam-se nas descobertas dos indianos e

pouco contribuiram para o seu desenvolvimento, conforme o destaca VVasconcellos:

“Baskara, 0 Ultimo dos grandes matematicos da india antiga, resolveu problemas que
necessitavam de grandes habilidades de célculo, abrindo novos caminhos e
apresentando novas ideias que os Arabes (que certamente, devem ter conhecido a
obra de Baskara, logo que a mesma foi publicada) ndo souberam depois utilizar
convenientemente, nem desenvolver.”

(Vasconcellos, 2009, p. 412)

O papel desempenhado pelos arabes relativamente a geometria foi mais de
preservacdo do que de descoberta, pois foram eles que traduziram os grandes classicos
gregos, “ndo deixando cair a tradigdo grega” (Santos et al, 2008 (Vol VII), p. 16). No
entanto, destaque-se que “os arabes ndo se limitaram a copiar, contribuindo com novos
olhares e novas aplicacdes do excelente trabalho grego” (idem).

As maiores contribui¢cbes dos matematicos arabes verificaram-se no campo da
algebra geométrica. Para provar as suas regras, 0s arabes também usaram demonstracdes
geométricas; inspirados pelos Elementos de Euclides, pareciam acreditar que um
argumento teria que ser geométrico para que fosse convincente.

A élgebra dos antigos arabes estava, ainda, numa fase primitiva de retorica,
caracterizada pela total auséncia de simbolos matematicos, em que os calculos eram
efectuados por meio de palavras (até mesmo 0s numeros eram escritos por palavras em vez

de apresentados como simbolos).
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Os arabes também usaram as regras da falsa posicao e da dupla falsa posicéo, para
resolver certos problemas de &lgebra de uma forma aritmética. Além disso, calcularam
raizes quadradas e cubicas, trabalharam com frac¢@es e usaram a regra de trés. Esta regra,
tal como muitos outros aspectos da aritmética elementar, parece ter tido origem no trabalho

dos indianos.

Foi a partir do trabalho de al-Kwarizmi (ver anexo A.6) que 0s europeus ocidentais
comecaram a aprender algebra. Nao parece provavel que o seu conhecimento de técnicas
algébricas tenha a influéncia de Diofanto (ver anexo A.3), cuja Aritmética ndo foi
traduzida até o final do século X. Além disso, a algebra de Diofanto tem um caracter
totalmente diferente, estando principalmente preocupada com a Teoria dos NUmeros.

Ao compararmos a solucdo das equacOes quadraticas de al-Kwarizmi com as
solucdes dadas por Euclides, € notdrio o progresso e a evolucdo das antigas praticas
matematicas para métodos mais gerais e mais faceis de aplicar. Nos Elementos de
Euclides, a geometria sobrepunha-se a algebra, revestindo todos os contetidos algébricos;
com al-Kwarizmi, a algebra ganha mais protagonismo e as explicacdes geométricas
passam a desempenhar apenas um papel auxiliador do raciocinio algébrico.

Por outro lado, a justificacdo geométrica de al-Kwarizmi para a resolucdo das

equacdes quadraticas mostra a sua heranca babilénica; a descricdo de um dos seus métodos

N .~ vz ~ ~ 4 11
corresponde a descricdo dada pelos babil6nios para a solucédo da equacéo x? + XT3

12

Mas, apesar da descrigdo geométrica de al-Kwarizmi parecer ter sido baseada em
fontes babil6nicas, ha diferencas substanciais. A primeira delas esta relacionada com o
facto de que os babilénios estavam interessados em encontrar os lados dos quadrados
enquanto al-Kwarizmi pretendia encontrar nameros que satisfizessem determinadas
condigdes. A segunda diferenca e, na minha opinido, a mais relevante, é que os babil6nios
usavam truques engenhosos, que variavam de problema para problema, o que ndo acontece
com al-Kwarizmi, que sistematiza as equacGes quadraticas em seis tipos padréo,
resolvendo cada tipo de acordo com regras especificas.

Em suma, apesar das equacOes quadraticas ja terem sido consideradas em
civilizacbes anteriores, € no trabalho dos algebristas arabes que se encontra uma
abordagem mais sistematica e generalizada, que visa compreender ndo s6 estes tipos
especificos de equagdes, mas a estrutura fundamental dos procedimentos algébricos e do

raciocinio.
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Quando comparada com a Matematica indiana, é notdria a auséncia da vertente
recreativa na Matematica dos arabes, aspecto tdo caracteristico na Matemaética dos seus
antecessores.

Outro aspecto que é de ressaltar na Matematica arabe ¢ a falta de utilidade pratica, o
que ¢ salientado por Katz (1998) ao referir que “embora al-Kwarizmi tivesse prometido no
seu prefacio que iria escrever sobre o que era “util’, muito poucos dos seus problemas que
conduzem a equacdes quadraticas lidam com qualquer ideia “pratica’” (p. 249). Muitos dos
seus problemas, semelhantes a alguns propostos por Diofanto, comegam com “Dividi 10
em duas partes”. Ha poucos problemas que abordam a divisao de dinheiro entre um certo

namero de homens, mas, mesmo esses, nao tém sentido pratico. Na verdade, um desses

~ 3 P
roblemas traduz-se pela equacdo x? + x = =, onde x representa o nimero de homens, mas
4

~ 7 1 - - ~ "
asua solucdo é x = > 0que contradiz qualquer intencdo pratica.

Podemos concluir que al-Kwarizmi estava interessado em ensinar os seus leitores a
resolverem problemas matematicos, em especial a resolver equacfes quadraticas, mas nao
conseguia imaginar problemas da vida real que envolvessem tais equacGes. Parece que,
neste aspecto, ndo houve alteracGes desde os tempos dos babildnios.

E de salientar ainda que a Algebra de Abu-Kamil detém um lugar especialmente
importante no desenvolvimento da Matemética no Ocidente, através da sua influéncia
sobre as obras de Fibonacci. Quando Fibonacci escreveu o seu Liber Abaci (1202), baseou-
se muito no trabalho de Abu-Kamil, reproduzindo 29 dos seus problemas com pouca ou
nenhuma alteracdo. Porém, Fibonacci ndo deve ser considerado um plagiador, pois os
métodos de Abu-Kamil estavam tdo divulgados nessa altura que qualquer matematico tinha
a liberdade de usar os seus resultados.

Actualmente, sabe-se que muitas das ideias que antes se pensava terem sido
descobertas pelos brilhantes matematicos europeus dos séculos XVI, XVII e XVIII foram,

afinal, desenvolvidas por matematicos arabes, cerca de quatro séculos antes.
2.7. Matematica na Europa Medieval
Na Idade Média, chegou a Europa, vinda do Oriente, a notacdo posicional e o zero,

enquanto da Grécia veio a Geometria bem como a Filosofia e a preocupagdo com 0s

fundamentos.

31



2. Estudar o passado para ensinar no presente

Nesta época, 0 corpo de conhecimentos cresceu de forma significativa e a
Matematica deixou de ter um caracter essencialmente pratico, passando a ser abordada de
forma mais tedrica e abstracta.

Na Peninsula Ibérica, concentraram-se muitos estudiosos, incluindo &rabes e
judeus, que fizeram traducdes muito importantes. Estas eram, geralmente, realizadas em
duas fases: primeiro de arabe para espanhol e depois de espanhol para latim.

Estas traducdes do arabe para latim permitiram que o Ocidente tomasse contacto
com importantissimos manuscritos, quer de autores arabes, quer gregos, como Euclides e
Arquimedes, que, desde o século V, eram inacessiveis. Por exemplo, os célebres Elementos
de Euclides entraram na Europa apenas no século XII, através de uma traducdo do arabe.

Foi uma época de muita imitagdo e compilagdo e “muitos estudiosos nesta época
sentiram a necessidade de reunir, nas paginas de um livro volumoso, todas as informacdes
conhecidas num determinado campo. Havia um compéndio sistematico, ou ‘summa’ para

cada interesse e gosto” (Burton, 2006, p. 308).

Na idade Média, “havia uma valorizacao e fomentacdo da cultura popular, em que
0s mestres se dirigiam aos seus alunos de forma informal. Para além do conteldo ser
apresentado de forma espirituosa, também se praticava nas escolas dos monges o ludico
para estimular o engenho das criangas. Note-se que um dos sentidos derivados de ludus é
escola; e de escola — scholé - é lazer” (Lauand, s/d, apud Henriques e Almeida, 2004, p.
147).

Os textos de Matematica incluem problemas desde os tempos mais remotos,
problemas que véao sendo adaptados, ou ndo, as necessidades das sociedades. O mesmo
problema aparece em textos de diferentes periodos da historia, desde o Antigo Egipto até
aos nossos dias. A maioria das aritméticas da Europa Medieval e da época renascentista
incluem versdes de problemas ladicos (alguns deles ja muito antigos) e muitos manuais
escolares actuais apresentam, também, versdes desses mesmos problemas.

Os enunciados dos problemas das obras da Idade Media traduzem bem a cultura
popular da época. A Matematica conhecida na época era apresentada e ensinada de modo
atraente e bem-humorado, privilegiando o desenvolvimento da inteligéncia dos alunos, e
ndo a resolucdo rotineira de exercicios. Também ja contemplavam a ideia, hoje muito

difundida, de usar situa¢des do quotidiano como motivadores da aprendizagem.
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Agora, a questdo que se impde € que énfase se tem dado ou se deveria dar ao uso do
ludico com fim pedagogico. Se ja em tempos remotos havia educadores conceituados que
preconizavam a utilizacdo de situagdes ludicas e divertidas no ensino e, em particular, no
ensino de Matematica, interrogamo-nos que desenvolvimento haveria desde entdo até aos
nossos dias e que vantagens poderiam advir de um ensino que valorizasse mais o0 aspecto
ludico da Matematica.

Alcuino de York, que foi um grande pedagogo, tinha como lema “deve-se ensinar

divertindo”, opinido também defendida por John Allen Paulos:

“Se 0s programas de Matemaética do ensino bésico, secundario e universitario
ensinassem estes aspectos divertidos da Matematica, o que poderia ser
complementado com a recomendacéo de livros especializados de divulgacao, suponho
gue o analfabetismo matematico ndo estaria tdo generalizado como presentemente

A 9

esta.

(Paulos, 1988, p. 110 apud Henriques e Almeida, 2004, p. 148)

Do ponto de vista pedagdgico, acresce comentar ainda os beneficios que se
poderiam obter em mostrar aos alunos como 0s problemas eram resolvidos quando néo
havia simbologia algébrica, através, por exemplo, da regra da dupla falsa posicédo. Assim,
se os alunos analisassem e discutissem a resolucdo original de alguns problemas historicos,
como € o caso do problema das duas torres, proposto por Fibonacci (ver anexo A.7),
“verlam que ¢ mais ‘econdmico’ resolver o problema usando uma simples equacdo
algébrica, o que Fibonacci ndo pode usar” (Grugnetti, 2000b, p. 29). Isto levaria a uma
reflexdo sobre as razdes que impediram Fibonacci de utilizar notacdo algeébrica,
conduzindo, assim, a uma abordagem ao desenvolvimento dos simbolos algébricos.

Deste modo, como salienta Grugnetti (2000b), “um exemplo historico pode dar aos
alunos a oportunidade de comparar 0s procedimentos aritméticos e algébricos” (p. 29) e
ajuda-los a ter consciéncia que a nossa algebra, de que eles tanto se queixam, facilita,
geralmente, a resolucdo dos problemas. Por outro lado, também mostra aos alunos que
revelam muitas dificuldades na algebra, nomeadamente, na resolugdo de equacdes, que

existem métodos alternativos, considerados por muitos destes alunos, mais faceis.
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3. REVISAO DA LITERATURA

Este capitulo estd dividido em duas partes: na primeira parte, sera feita uma
abordagem a Teoria da Actividade (TA), tendo sido esta a fundamentacéo tedrica seguida
nesta investigacdo. Na segunda parte, serdo apresentadas as principais ideias que
resultaram da revisao da literatura feita sobre a integracdo da Historia da Matematica no
ensino da Matematica.

Assim, na primeira parte, comeco por apresentar os fundamentos da Teoria da
Actividade e, depois, faco uma abordagem as trés geracGes ao longo das quais se
desenvolveu. De seguida, menciono os seus principais principios e finalizo dando destaque
a conceitos fundamentais desta teoria como as Contradi¢des, a Zona de Desenvolvimento
Potencial (ZDP), o Ciclo de Aprendizagem Expansiva e os Artefactos mediadores.

No inicio da segunda parte deste capitulo, refiro os beneficios que advém da
integracdo da Historia da Matematica no ensino da Matematica, assim como as objec¢oes e
dificuldades encontradas. Depois, € discutida a avaliacdo da eficacia desta integracéo e, de
seguida, sdo apresentadas algumas formas de fazer essa integragcéo. Posteriormente, e tendo
em conta a Teoria da Actividade, é dada énfase a Historia da Matemética como artefacto
mediador no ensino da Matematica. A seguir, é feita uma classificacdo das fontes a serem
utilizadas para fazer essa integracdo e, finalmente, é abordado o papel da Histéria da

Matemaética no ensino da Matemética em Portugal.
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3.1. Teoria da Actividade (TA)

“Toda a prética educativa traz em si uma teoria do conhecimento. Esta é uma
afirmagdo incontestavel e mais incontestavel ainda quando se refere a prética
educativa escolar.”

(Darsie, 1999 apud Neves e Damiani, 2006, p. 2)

Atendendo a esta afirmacdo, senti necessidade de encontrar um referencial tedrico
que me fornecesse ferramentas para pensar sobre a aprendizagem da Matemaética, quando
mediada por problemas classicos da Historia da Matematica. Com a ajuda da minha
orientadora, encontrei na Teoria da Actividade (TA) os fundamentos tedricos que
procurava, mais concretamente nas reformulacdes contemporaneas desta teoria, feitas por
Yrgo Engestrom.

Como o0 objecto de investigacdo ocorre num contexto escolar, onde mudltiplas
praticas sociais sdo estabelecidas por meio de um sistema de actividade amplo e complexo,
achamos por bem reflectir sobre tais actividades a luz da Teoria da Actividade, cujo foco
esta nas interac¢fes humanas mediadas por instrumentos diversos. Essa escolha justifica-se
em funcdo desta ser uma teoria que visa, conforme Damiani (2002), explicar, de forma
holistica, os processos de desenvolvimento e aprendizagem nos seres humanos,
explicando-os por meio da mediacdo exercida por factores sociais, culturais e historicos.
Além disso, Wells (1998 apud Quevedo, 2005) qualifica a Teoria da Actividade como a
abordagem mais adequada para tratar os fendmenos humanos, especialmente os que estdo
ligados a educacao.

O préprio Engestrom (1991) é claro quanto a importancia da Teoria da Actividade
nos contextos de préatica escolar, ao referir que “a aprendizagem escolar €, obviamente, um
sistema de actividade colectivo e relativamente duradouro” (p. 249). Engestrém e
Miettinen (1999) esclarecem que a Teoria da Actividade é uma abordagem multidisciplinar
cuja unidade de andlise € o sistema de actividade colectiva, orientada para o objecto e
mediada por artefactos, fazendo a ligacdo entre o sujeito e o contexto social.

No que respeita ao processo de ensino e aprendizagem da Matematica, mediado
pelos problemas historicos da Matematica, a Teoria da Actividade apresenta-se como uma
ferramenta descritiva que enfoca dialecticamente o individuo e a estrutura social em que

esta inserido, sendo o sistema de actividade a sua unidade béasica de analise. Assim,
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pretendo compreender a dindmica do sistema de actividade em analise, no sentido de
perceber o nivel de aprendizagem que se estabelece nesse contexto.

Apoiada nas perspectivas de Engestrom, entendo como uma necessidade do
professor agir com intencionalidade no momento da elaboracdo de uma actividade de
ensino da Matemaética e penso que, neste caso em concreto, essa intencionalidade ocorreu

ao serem utilizados os problemas da Histdria da Matematica como artefactos mediadores.

3.1.1. Fundamentos da Teoria da Actividade

Os principais fundamentos da Teoria da Actividade também designada por Teoria
da Actividade Histérico-Cultural (CHAT) desenvolveram-se a partir dos anos 20/30 do
século passado, encontrando os seus alicerces nas ideias dos investigadores russos,
Vygotsky, Luria e Leontiev; na filosofia pragmatica de John Dewey e de Wittgenstein; nas
ideias da filosofia classica alemd@ (de Kant e Hegel); nos trabalhos filoséficos e
sociologicos de Karl Marx e nas ideias de Friedrich Engels.

Entre 1920 e 1930, influenciado por Marx e Engels, Vygotsky deu um grande
contributo ao que hoje chamamos Teoria da Actividade, fornecendo o0s seus conceitos
fundamentais. Na época, muito se estudava sobre o comportamentalismo, onde se resumia
a psicologia humana a uma sequéncia de cadeias que envolviam estimulo e resposta e,
segundo Vygotsky (1978), as funges mentais humanas devem ser vistas como o resultado
de uma actividade mediada pela vida social do individuo e pelas suas interac¢des culturais
com o0 ambiente através da utilizacdo de ferramentas/artefactos.

Vygotsky formalizou a ideia da mediacdo, onde um individuo nunca actua
directamente (ou meramente pelos seus reflexos) no ambiente. O relacionamento entre um
agente e os objectos no ambiente sdo mediados pela cultura, ferramentas e os signos”.

Para Leontiev (1981), a actividade, cuja expressdao maior é o trabalho, é a principal
mediacdo nas relacdes que os sujeitos estabelecem com o mundo, o0 que esta explicito ao
afirmar que “so através de uma relacdo com outras pessoas 0 homem se relaciona com a
prépria natureza, o que significa que o trabalho aparece desde o inicio como um processo
mediado por ferramentas (em sentido amplo) e, a0 mesmo tempo, mediado socialmente”
(Leontiev, 1981, p. 208).

Engestréom (1999b) também deu énfase ao papel da mediacdo ao afirmar que “a

mediacdo ndo é um mero conceito psicologico pois constitui uma ideia que derruba os

> No ponto 3.1.3. ser4 feita uma abordagem a estes conceitos.
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muros cartesianos que isolam a mente e o pensamento humanos da cultura e da sociedade”
(p. 29).

Nesta perspectiva os seres humanos controlam o seu comportamento a partir de
fora, criando e utilizando uma diversidade de artefactos, e ndo a partir de dentro, com base
em mecanismos de natureza bioldgica. Isto significa que os artefactos tém um papel
insubstituivel no desenvolvimento e na evolugédo cultural dos seres humanos. Os artefactos
séo social e culturalmente construidos e tém efeitos transformadores no funcionamento da
mente do sujeito e no contexto envolvente.

O processo de mediagdo, através do qual ocorre a aprendizagem, estabelece a
ligagdo entre a estrutura social e a estrutura pessoal construida pelo sujeito.

Para Leffa (2006), o objectivo desta teoria é “situar a accdo humana dentro do
contexto em que ela ocorre, determinando os elementos que fazem parte deste contexto e
identificando as relagbes que se estabelecem entre eles” (p. 37).

Segundo esta teoria, uma actividade é formada por um sujeito (ou grupo) que
possui uma forma de agir direccionada a um objecto. A motivacdo do sujeito (ou grupo)
estd na transformacdo do objecto com vista a um resultado. Uma actividade pode ser
realizada por diversas acc¢des e tendo como base diversos motivos. Os diversos motivos da
actividade dao a accdo um sentido pessoal, diferente para cada actor no contexto da
actividade a ser realizada. Os objectos podem ser algo concreto (como um programa) ou
algo mais abstracto (como uma ideia).

Enguanto Vygotsky forneceu 0s conceitos basicos desta teoria, outros
pesquisadores tiveram um papel fundamental na sua estruturacdo, como por exemplo,
Alexei Leontiev, que, com base nas teorias de Vygotsky, descreveu varios elementos de
fundamental importancia, estruturando-os organizadamente.

A Teoria da Actividade evoluiu por meio de trés geracOes de investigacdo. A
terceira geracdo emergente desta teoria, explorada por Engestrém, utiliza dois sistemas de
actividade interagindo como a sua unidade minima de andlise, convidando-nos a
concentrar os esforcos de investigacdo sobre os desafios e as possibilidades da
aprendizagem inter-organizacional.

Engestrom (1999b) considera também que esta teoria ndo configura uma teoria
fechada e artificial, pois tem que reflectir a complexidade, a mobilidade, a riqueza, as

contradicdes e a instabilidade das sociedades contemporaneas. Assim sendo, o desafio
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central da Teoria da Actividade é o de compreender as relagdes dialécticas entre o
individuo e a estrutura social.

A Teoria da Actividade, a partir da perspectiva historico - cultural vygotskiana e
suas actualizacOes, enaltece a importancia da aprendizagem através da accdo e das
interacgdes com o0 meio socio - cultural, possibilitando o desenvolvimento das pessoas e da
propria actividade.

3.1.2. As trés geragoes
Segundo Engestrom (2001), o processo de evolugédo da Teoria da Actividade pode

ser descrito ao longo de trés geracoes.

A primeira geragao

A primeira geracao estava centrada nos estudos de Vygotsky, que envolviam temas
relacionados com processos intelectuais, consciéncia, linguagem, actividade,
desenvolvimento humano, aprendizagem, entre outros. Nessa fase, foi criado o conceito de
mediac&o, ideia central nos pressupostos da Teoria da Actividade, que se representa pelo
conhecido modelo triangular de Vygotsky, segundo o qual a interpretacdo do
comportamento humano, com base na conex&o directa condicionada entre o estimulo (E) e
a resposta (R), pressuposta pelo behaviorismo, foi ultrapassada pela no¢éo de individuo
situado no meio em que vive. Esta ideia de mediacdo cultural das ac¢des €, geralmente,
expressa pela triade, sujeito, objecto e artefacto mediador. O modelo de Vygotsky e a sua
reformulacéo estdo representados na figura 1:

E R Artefacto mediador

X Sujeito Objecto

Fig. 1 — Modelo de ac¢do mediada de Vygotsky e a sua reformula¢do mais comum
(Engestrom, 2001, p. 134)
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Para Engestrom,

“[...] ainsercdo de artefactos culturais nas ac¢Ges humanas foi revolucionéria, na
medida em que essa unidade basica de analise superou a divisdo entre o individuo
cartesiano e a estrutura intocavel da sociedade. O individuo ndo podia mais ser
entendido sem o seu meio cultural.”

(2001, p. 134)

De acordo com Engestrom a limitacdo dessa primeira geracdo da Teoria da
Actividade estd na unidade de analise focada no individuo, deixando de ter em conta o
contexto em que ele se insere. Estas limitacbes foram superadas por Leontiev quando
demonstrou a existéncia de diferencas entre uma ac¢do individual e uma actividade

colectiva, iniciando assim a segunda geracdo da Teoria da Actividade.

A segunda geracao

A segunda geracdo da Teoria da Actividade que, para Engestrom, se concretizou no
desenvolvimento da ideia de mediacéo por Leontiev (1978), apresenta avancos em relagédo
a primeira. Este tedrico propunha que, para entender uma accao, é preciso compreender o
motivo por trds da actividade na qual esta inserida, ou seja, € preciso compreender a
actividade que a direcciona.

O aparecimento do que Leontiev denomina actividade ocorreu quando o ser
humano passou a viver em sociedade, com a consequente divisdo de trabalho. Por causa
dessa divisdo, a ligacdo entre uma necessidade e a satisfacdo da mesma deixou de ser
directa, como o é para os animais. Tal ligacdo passou a ocorrer por meio de resultados
parciais, alcancados por diferentes participantes da actividade de trabalho colectivo,
utilizando diferentes ferramentas. Assim, as necessidades passaram a ser satisfeitas por
meio de accOes colectivas de um grupo em interaccao social.

Para Leontiev (1978), a actividade humana ndo existe a ndo ser na forma de ac¢oes
ou conjunto de acgdes. Ao utilizar o conceito de actividade, portanto, estamos a lidar com
uma abstraccdo, que somente pode ser definida desde o ponto de vista da sua relagdo com
um motivo (material ou ideal), que é o que lhe da a direccdo. Na prética, a actividade nédo
pode ser directamente percebida, j& que 0 que se percebe sdo somente as ac¢Oes que a
compdem. E importante ter em atencdo o facto de que cada tipo de acgio pode compor
diferentes tipos de actividade e cada actividade pode ser levada a cabo por meio de

diferentes accgdes.
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Leontiev denomina de operacdes os métodos para realizar diferentes accdes. As
accoes sdo relacionadas com os objectivos e as operacGes com as condi¢Oes. Por exemplo,
se tivermos o objectivo de fazer uma multiplicacdo (accdo), poderemos recorrer a
diferentes procedimentos (operacGes) para fazé-lo, como usar o algoritmo da
multiplicacdo, transformar a multiplicacdo em adi¢fes, usar alguma técnica de célculo
mental, etc.

A distin¢do entre actividade, ac¢cdo e operacdo torna-se assim, a base do modelo
para a Teoria da Actividade, na qual a actividade consiste numa hierarquia de acc¢des
direccionadas a metas usadas para concretizar um objecto (um motivo). Leontiev (1978)

propOs trés niveis de estrutura para uma actividade, conforme demonstrado na figura 2:

Actividade > Motivo
Accles > Metas
Operacoes R Condicoes

Fig. 2 — Modelo hierarquico da actividade

No primeiro nivel, a actividade colectiva é orientada para o objecto (motivo); no
segundo, as acc¢des do individuo ou do grupo sdo orientadas por metas e revelam as etapas
para a realizacdo da actividade; no terceiro, as operacdes automaticas sao orientadas pelas
condigdes instrumentais da actividade.

O motivo € 0 que leva uma pessoa ou grupo de pessoas a execucdo de uma
actividade. Por isso, as actividades estdo ligadas a uma ou mais acgdes, as quais satisfazem
algumas metas no plano racional. Para que essas ac¢des sejam executadas sdo necessarias
uma ou mais operaces, que sao tarefas automatizadas, ja internalizadas, que nao

dependem do plano racional, porém necessitam das condi¢cdes necessarias para que
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acontecam. Para ilustrar o modelo hierarquico, Leontiev usa o conhecido exemplo de uma

pessoa que aprende a conduzir um carro, que a seguir se transcreve®:

“Initially every operation, such as shifting gears, is formed as an action subordinated
specifically to this goal and has its own conscious ‘orientation basis'. Subsequently
this action is included in another action, which has a complex operational
composition in the action, for example, changing the speed of the car. Now shifting
gears becomes one of the methods for attaining the goal, the operation that effects the
change in speed, and shifting gears now ceased to be accomplished as a specific goal-
oriented process: Its goal is not isolated. For the consciousness of the driver, shifting
gears in normal circumstances is as if it did not exist. He does something else: He
moves the car from a place, climbs steep grades, drives the car fast, stops at a given
place, etc. Actually this operation [of shifting gears] may, as is known, be removed
entirely from the activity of the driver and be carried out automatically. Generally, the
fate of the operation sooner or later becomes the function of the machine.”

(Leontiev, 1978, p. 66)

Uma vez que esta pesquisa se baseia na aprendizagem da Matematica, vou ilustrar
este modelo com o exemplo da resolu¢cdo de um problema através de uma equacéo.
Embora um problema possa ser resolvido de diversas formas, aqui destaca-se a tradugéo do
problema através de uma equacao. Resolver o problema é a actividade, que implica accbes
racionais, neste caso, traduzir o problema por meio de uma equacdo. Quando o aluno
estiver familiarizado com a resolucdo de equacbes, ou seja, quando esta accao estiver
internalizada, torna-se uma operacdo, pois o0 aluno ndo sente necessidade de pensar no
momento de a resolver, f&-lo de forma automatica. Acontece da mesma forma entre as
actividades e as ac¢des; o0 aluno, apos internalizar a actividade que consiste em traduzir um
problema através de uma equacéo, ja ndo a entende como um actividade, mas sim como
uma accao e quando tiver que usar equacdes para resolver um problema, ndo tera grandes
dificuldades.

Embora o conceito de sujeito e divisdo do trabalho seja atribuido a Leontiev, o
autor ndo focou os papéis e as responsabilidades dos individuos envolvidos na actividade
nem encontrou uma forma representativa desta importante estrutura.

Inspirado pelo conceito de mediacdo de Vygotsky e também pela nogdo de
actividade de Leontiev, Engestrom (1987) expandiu a representagdo original do

comportamento humano mediado, mostrado na figura 1, e desenvolveu uma nova versdo

® Dada a extenséo da citacdo, optei por ndo fazer a traducao.
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do modelo mediado da actividade humana, na forma ilustrada pela figura 3, que mostra um
sistema de actividade criado pela expansao do triangulo vygotskiano béasico, que reflecte

ambas as caracteristicas da natureza humana, ou seja, o nivel social e a colaboracéo.

Ferramentas
A
bjecto
Artefactos Sentid
entido
Sujeito < medfadores [ X — » Resultado

Significado
Regras Comunidade Divisdo de

trabalho

Fig. 3 — A estrutura de um sistema de actividade humano
(Engestrém, 1987, p. 78 apud Engestrom, 2001, p. 135)

A figura sugere uma forma de superar a limitacdo da primeira geracdo da teoria
pela adicdo do nivel macro, do colectivo (a comunidade em que a actividade ocorre, com
as suas regras e divisdo de trabalho), ao nivel micro, do actor ou agente individual,
operando com ferramentas.

O conceito de actividade compreende o sistema completo da pratica humana, o qual
incorpora: participantes (sujeitos), objectivos (objectos), relagcbes de mediacdo
(ferramentas, regras e divisdo do trabalho) e o ambiente particular (comunidade) em que
decorre a actividade.

O modelo elaborado por Engestrom sugere a possibilidade de analise de varias
relaces dentro da estrutura triangular da actividade; no entanto, a tarefa principal é sempre
entender o todo e ndo as suas conexdes separadas (Engestrém, 1987). Os componentes do

modelo s&o descritos a seguir:

e Objecto: o objecto é parte integrante da actividade e representa a intencdo que
motiva (quer seja material, fisica ou mental) o objectivo para o qual a actividade
estd direccionada. O objecto € mediado por ferramentas fisicas ou simbdlicas,

externas ou internas, que o moldam e o transformam em resultados ou produtos.
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Sujeito: o sujeito de qualquer actividade € o individuo ou grupo de individuos
envolvidos na actividade e que age(m) orientado(s) pelo objecto ou motivo. O
relacionamento do sujeito com o objecto ou motivo da actividade ocorre pelo uso
de ferramentas.

Ferramentas ou artefactos mediadores: as ferramentas sdo 0s recursos usados
para transformar o objecto e para se chegar a um resultado. Podem ser conceptuais
(com influéncia sobre o comportamento) e fisicas (ligadas a manipulacdo de
objectos). As ferramentas alteram e sdo, por sua vez, alteradas pela actividade, uma
vez que medeiam as relacdes entre o sujeito e o objecto. As ferramentas fisicas ou
materiais sdo usadas para manipular o(s) objecto(s); as ferramentas psicoldgicas sao
usadas para influenciar o comportamento.

Comunidade: a comunidade € o elemento que congrega um numero alargado e
variado de individuos mais ou menos organizados, enquadrados e mais ou menos
unidos, que partilhnam ou estéo interessados no mesmo objecto.

Regras: as regras referem-se a todo o tipo de normas, convencées e regulamentos,
mais ou menos flexiveis, que especificam e regulam, explicita e implicitamente, os
procedimentos correctos previstos e as interaccles aceitaveis entre os participantes
dentro do sistema de actividade para que o0 objecto se possa reflectir nos resultados.
Sdo as regras que medeiam as relagdes entre os sujeitos e a comunidade.

Divisdo de trabalho: a divisdo do trabalho consiste na distribuicdo de tarefas entre
0s membros da comunidade, assegurando que 0s participantes compreendam o0s
seus papeis e, atraves deles, possam conhecer o seu campo de acgdo,
particularmente nas suas relagdes com os outros, com os artefactos e com o objecto.

Ao analisar o esquema apresentado na figura 3, Engestrom (2001) explica que “o

triangulo superior [cujos vértices sdo as ferramentas (ou artefactos mediadores), o sujeito e

0 objecto] pode ser visto como ‘a ponta do iceberg’ representando accées individuais e de

grupo inseridas num sistema de actividade colectivo” (p. 134). Os mediadores sociais

menos Visiveis da actividade — regras, comunidade e divisdo do trabalho — sdo mostrados

na parte inferior do modelo. O autor refere ainda que “o objecto é mostrado com a ajuda de

uma figura oval, indicando que ac¢fes orientadas para o objecto sdo sempre, explicita ou

implicitamente, caracterizadas por ambiguidade, surpresa, interpretacao, busca de sentido e

potencial para mudangas”. Entre os componentes do sistema, existem transformacoes

continuas. O sistema de actividade reconstroi-se incessantemente.
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A terceira geragao

Baseado na critica de que essa versdo ndo conseguia explicar o que ocorre quando
diferentes sistemas de actividade interagem e entram em confronto, Engestrom (2001)
formulou uma nova proposta, que entende constituir a terceira geracdo da Teoria da
Actividade.

Este autor reconhece que “a medida que a Teoria da Actividade atinge uma
dimensao internacional, questdes de diversidade e de dialogo entre diferentes culturas ou
perspectivas tornaram-se desafios cada vez maiores” (p. 135). Acrescenta ainda que “a
terceira geracdo da Teoria da Actividade precisa desenvolver ferramentas conceptuais para
compreender o dialogo, as multiplas perspectivas e as redes de sistemas de actividade em
interaccao” (p. 135).

Nesta terceira geracdo, proposta pelo proprio Engestrém a partir dos anos 70, o
modelo triangular de Vygotsky é expandido e deve incluir, no minimo, dois sistemas de
actividade em interaccdo. Nestes, 0 objecto move-se de um estado inicial de “material-em-
bruto” para um objecto colectivamente significante construido pelo sistema de actividade,

relacdo essa que esta esquematizada na figura 4:

Ferramentas Ferramentas
Objecto, Objecto,
Objecto; Objecto
Sujeito g L » Suijeito
& >Ve— > Objectos o —>'<¢ —>
Regras Comunidade Diviséo de Divisdo de Comunidade Regras

trabalho trabalho

Fig. 4 — Dois sistemas de actividade em interaccdo como modelo
minimo para a terceira geracao de Teoria da Actividade

(Engestrom, 2001, p. 136)

Engestrom (2001) explica que cada sistema de actividade tem o seu Objecto 1, que
se transforma num Objecto 2, construido pelo sistema de actividade e que tem um
significado colectivo. O Objecto 3 € resultado da interaccdo entre os dois sistemas de
actividade, na qual as accOes sdo reformuladas e revistas, & medida que as pessoas agem.

Ou seja, existe um movimento de construcdo e reconstrugdo conjunta, entre os sistemas de
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actividade, permeado pelas contradi¢cfes que permitem ao objecto se reformular e se
transformar num novo objecto.

Desta maneira, podemos notar o poder de representacdo e a evolugdo da Teoria da
Actividade, desde os conceitos centrados na ideia de mediacao de Vygotsky, passando pelo
desenvolvimento grafico implementado na segunda geragdo por Engestrom, inspirado
pelos trabalhos de Leontiev baseados na divisdo do trabalho, até a aceitacdo mundial pela
comunidade de investigadores.

Engestrém (1999b) sublinha que podera ser preferivel olhar para a sociedade mais
como uma rede de sistemas de actividade que se sobrepdem e que se inter-relacionam uns
com 0s outros e menos como uma piramide de estruturas rigidas que dependem de um
unico e isolado centro de poder.

Tendo em conta o0 exposto, considero a educacdo escolar como um sistema de
actividade, permeado pelas diversas actividades desenvolvidas na escola, que interage com

os diversos sistemas de actividade que a permeiam.

3.1.3. Principios da Teoria da Actividade

De modo a caracterizar a terceira geragdo da Teoria da Actividade, Engestrém
(2001) sistematizou e reelaborou algumas das ideias estabelecidas pelas geracbes
anteriores, resumindo a “terceira geracdo da Teoria da Actividade” em cinco principios a
serem considerados quando se estudam sistemas de actividade na sua dinamica interna e
nas suas inter-relagdes:

e O primeiro principio considera que a principal unidade de analise € um sistema de
actividade colectivo, mediado por artefactos e orientado para objectos, em relacéo
com outros sistemas de actividade. As acg¢des individuais e em grupo séo
relativamente independentes, mas estdo subordinados a unidades de analise e s6
podem ser compreendidas quando interpretadas no contexto de todos os sistemas de
actividade.

e O segundo principio consiste na multiplicidade de vozes de um sistema de
actividade. Isto significa que a divisdo do trabalho numa actividade cria posicdes
diferentes para os participantes e envolve agentes com diferentes pontos de vista,
interesses e culturas. Esta multiplicidade de vozes permite vislumbrar fontes de

problemas e préticas de negociagéo.
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O terceiro principio estd relacionado com o caracter historico dos sistemas de
actividade, entendendo que estes tomam forma e se transformam durante longos
periodos de tempo. Os seus problemas e potencialidades s6 podem ser
compreendidos tendo em conta a sua propria historia. A histdria propriamente dita
deve ser estudada como historia local da actividade e dos seus objectos e como
historia das ideias teoricas e das ferramentas que formaram a actividade.

O quarto principio enfatiza o papel central das contradi¢Ges que se acumulam nos
sistemas de actividade, como fontes de mudanca e de desenvolvimento. As
contradi¢Ges ndo significam problemas ou conflitos, referem-se a tensdes geradas e
vividas em (e entre) sistemas de actividade. As actividades séo entendidas como
sistemas abertos, e quando € introduzido um novo elemento exterior ao sistema
(por exemplo, uma nova tecnologia ou um novo objecto) pode, muitas vezes,
provocar contradi¢des. Tais contradicbes geram perturbacBes mas também
possibilitam ac¢6es inovadoras de mudanca.

O quinto principio estabelece a possibilidade de transformacgdes expansivas nos
sistemas de actividade, geradas a partir de esforcos colectivos e deliberados para
ultrapassar as contradi¢cdes acumuladas. Quando as contradi¢cGes de um sistema de
actividade sdo agravadas, alguns participantes individuais comegam a questionar e
a desviarem-se das normas estabelecidas. Em alguns casos, isso conduz a um novo
objectivo colectivo e a um novo esforco de colaboracdo para produzir uma
mudanca. Uma transformacdo expansiva surge quando o objecto e o motivo da
actividade sdo reconceptualizados para adoptarem um horizonte de possibilidades
mais amplo do que no modo anterior da actividade. Um ciclo completo de
transformacéo/aprendizagem expansiva pode ser comparado a uma viagem
colectiva pela Zona de Desenvolvimento Potencial (ZDP)'.

Dada a importancia do quarto e quinto principio para a analise que vou desenvolver

no quinto capitulo, por fornecerem pressupostos que ajudam a entender a actividade
humana como um sistema proprio, com ferramentas, regras e divisao de trabalho, e que séo
de grande utilidade quando pretendemos analisar um sistema de actividade em contexto
escolar, entendo ser pertinente abordar, com algum detalhe, estes dois principios. Por uma
questdo de sequencialidade, comecarei por abordar as contradi¢des, de seguida analisarei o
conceito de ZDP e finalizarei com a nog&o de ciclo de aprendizagem expansiva.

" Daqui em diante, utilizarei, por vezes, a sigla ZDP para me referir & Zona de Desenvolvimento Potencial.
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Contradicdes

A Teoria da Actividade explica como um individuo (ou grupos de individuos)
interage de forma a aprender com a experiéncia e esta baseada em conceitos vygotskianos
de identificacdo e explicacdo de “padrbes” e “contradicdes”. A ideia de contradicdo foi
primeiramente traduzida por Evald Hyenkov como sendo o que potencialmente
desestabiliza os componentes do sistema de actividade. As contradi¢cGes sdo um indicio de
riqueza e de mobilidade do sistema de actividade.

O estudo da actividade humana é crucial para a identificacdo de mudancas e
contradi¢cdes no contexto em que é desenvolvida a actividade. As contradi¢Ges servem de
suporte ao surgimento de novo conhecimento (aprendizagem) relacionado com a
actividade em causa.

Nesta teoria, para Engestrom (1987) apresentam-se quatro niveis de contradicdo
distintos e quando um individuo detecta uma contradicdo, gera uma actividade. A
contradicdo ndo é a aprendizagem em si, e sim a percepcdo de que o individuo precisa

aprender. Na figura 5 estdo esquematizados esses quatro niveis de contradigdes:

ACTIVIDADE CENTRAL
CULTURALMENTE
MAIS AVANCADA

ACTIVIDADE
DE PRODUCAO DE

FERRAMENTAS

4

2
/

N\
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ACTIVIDADE
DE PRODUCAO
DO SUJEITO

1 — 2 1
4// . p \4
— 2 2 2 2

/ N\ |/ \

1 —2 —1 — 2 — 1
4

ACTIVIDADE CENTRAL

ACTIVIDADE
DE PRODUCAO
DE REGRAS

yd

ACTIVIDADE-OBJECTO

Fig. 5 — Quatro niveis de contradic¢Bes dentro do sistema de actividade humana
(Engestrém, 1987)

As contradi¢cdes mostram a capacidade de uma actividade para se desenvolver; elas
revelam os lugares no sistema de actividade capazes de se expandirem. Engestrom (1987)
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indica uma forma de identificar as contradicBes a partir da analise dos elementos dos

diagramas. Ele classifica-as nas quatro ordens seguintes:

As contradi¢fes de primeira ordem (ou primarias) reflectem a caracteristica da
formacdo socioecondmica, e revelam o conflito interno entre o valor de troca e o
valor de uso em cada canto ou Vvértice do tridngulo da actividade (Engestrém,
1987). Estas encontram-se num elemento interno de uma dada actividade e ocorrem
quando é possivel isolar o problema ocorrido, diagnosticando que elemento
(objecto, ferramenta, regra social, etc.) da actividade lhe deu origem.

As contradi¢fes de segunda ordem (ou secundarias) estdo entre os cantos do
tridngulo (correspondem as regras e divisdo de trabalho), ocorrem entre os
componentes do sistema de actividade e aparecem quando um factor novo surge
num dos componentes do sistema. Em muitos casos, os problemas internos nao
podem ser isolados, e estdo relacionados com a interaccdo entre dois ou mais
elementos da actividade.

As contradi¢des de terceira ordem (ou terciarias), por sua vez, ocorrem quando
representantes de uma cultura (por exemplo, professores) introduzem o objecto e
motivo de um outro sistema de actividade culturalmente mais avancado no sistema
de actividade vigente (Engestrom, 1987). Engestrom d& o exemplo da crianca que
frequenta a escola primaria para brincar com os seus colegas (motivo dominante),
mas 0s seus pais e o professor tentam fazé-lo estudar seriamente (motivo
culturalmente mais avancado). Correspondem a problemas que podem limitar o
desenvolvimento da actividade actual em relacdo a uma actividade hipotética
culturalmente mais desenvolvida.

Por fim, as contradi¢cbes de quarta ordem (ou quaternarias) ocorrem entre o
sistema de actividade central e os sistemas de actividade circunvizinhos na rede de
sistemas e emergem da interaccdo da actividade central com as actividades
periféricas. As actividades circunvizinhas incluem, em primeiro lugar, as
actividades nas quais 0s objectos e os produtos (ou resultados) da actividade central
estdo fixados (actividades-objecto). Em segundo lugar, incluem as actividades que
produzem as ferramentas-chave para a actividade central (actividades de producéo
de ferramentas). Em terceiro lugar, incluem as actividades como aprendizagem e
escolarizacdo do sujeito (actividades de producdo do sujeito). Em quarto lugar,
incluem as actividades de administracdo e legislacdo (actividades de producdo de
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regras) (Engestrom, 1987). A maioria das contradi¢cdes ocorre nesta situacdo, onde

normalmente uma dada actividade fica dependente de um resultado construido por

outra.

Em suma, no percurso em direc¢do ao objecto da actividade, o sujeito (individuo,
grupo, organizacdo, comunidade) encontra ou é exposto a uma variedade de factores
mediadores (ferramentas, divisdo de trabalho, divisbes de conhecimento, normas sociais,
regras organizacionais), que podem criar “contradicdes” no caminho original entre ele e o
objecto da sua actividade. As contradi¢Ges ddo origem ao ciclo de aprendizagem expansiva
e mudam o objecto da actividade e a sua relagdo com os factores mediadores, e tal
mudanga pode criar outras “contradi¢cGes” e assim por diante. Além disso, outros sistemas
de actividade estdo concomitantemente em operacdo e também interagem entre si, podendo
fornecer outras “contradi¢cBes”, outras modificacdes do objecto e novos ciclos de

aprendizagem expansiva.

Zona de Desenvolvimento Potencial (ZDP)

Nas teorias vygotskianas predomina o conceito de Zona de Desenvolvimento
Potencial, que teve enorme influéncia nos meios educacionais europeus e norte-americanos
a partir da década de 60 do século passado. Este aspecto, particularmente importante da
teoria de Vygotsky, consiste na ideia da existéncia de uma area potencial de

desenvolvimento cognitivo, definida como:

“A disténcia entre o nivel de desenvolvimento actual determinado pela capacidade de
resolver problemas individualmente e o nivel de desenvolvimento potencial
determinado através da resolugdo de problemas sob a orientacdo de adultos ou em

colaboragdo com pares mais capazes.”
(Vygotsky, 1978, p. 86)

O sentido geral desta “zona” é que, em determinado momento do seu
desenvolvimento, uma crianga consegue resolver um certo conjunto de problemas apenas
sob a orientacdo de adultos e em colaboracdo com colegas mais experientes, mas nédo
consegue fazé-lo de forma independente.

O conceito de ZDP ocupa um papel central no trabalho de Vygotsky,
especificamente na forma como o autor apresenta a relacdo entre aprendizagem e
desenvolvimento. A aprendizagem interage com o desenvolvimento, produzindo estas

zonas de desenvolvimento potencial que se referem a distancia entre o que o individuo faz
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sozinho e 0 que é capaz de fazer com a intervengdo do outro. Na troca com o outro e
consigo mesmo, ele consolida conhecimentos, papéis e funcbes sociais. Trata-se de um
processo que caminha do plano social para o individual interno — ha um dialogo entre o
exterior e o interior do individuo.

Vygotsky (1978) afirma que o processo de desenvolvimento ndo coincide com o
processo de aprendizagem. Pelo contrario, existe uma assintonia entre o processo de
desenvolvimento e o processo de aprendizagem, que o precede. Dessa assintonia decorre a
ZPD que é, essencialmente, uma area de dissonancia cognitiva que corresponde ao
potencial do aprendiz (Fino, 2001).

De tudo isto se depreende que, para Vygotsky, ndo é suficiente ter todo o aparato
bioldgico da espécie para realizar uma tarefa se o individuo nédo participa em ambientes e
praticas especificas que propiciem esta aprendizagem. N&o podemos pensar que a crianga
vai se desenvolver com o tempo, pois esta ndo tem, por si s, instrumentos para percorrer,
sozinha, o caminho do desenvolvimento, que dependeré das suas aprendizagens mediante
as experiéncias a que foi exposta.

Este autor refere que aquilo que a crianca é capaz de fazer com o auxilio de outros
pode ser, de algum modo, mais indicativo do seu desenvolvimento mental do que aquilo
que consegue fazer sozinha. Tendo em conta isto, Vygotsky sugere que o desenvolvimento
seja medido ndo através de um nivel de desempenho actual mas através de uma diferenca
(“a distancia”) entre dois indicadores de desempenho: (1) um indicador de resolucdo de
problemas independente e autbnomo e (2) um indicador de resolucdo de problemas numa

situacdo em que o individuo tem o suporte de outras pessoas (Kaptelinin e Nardi, 2006).

Outra ideia importante, referida por Vygotsky (1978), é a da imitacdo. Ao afirmar
gue “uma pessoa SO € capaz de imitar o que esta ao alcance do seu nivel actual de
desenvolvimento” (p. 88) quer dizer, implicitamente, que uma completa compreensdo do
conceito de ZPD deve resultar na reavaliagdo do papel da imitagdo na aprendizagem. E

cita, como exemplo, o seguinte:

“Se uma crianca tem dificuldade com um problema de aritmética e o professor o
resolve no quadro, a crianca pode compreender a solucéo depressa. Mas se o
professor resolver um problema usando altas matematicas, esta serd incapaz de
compreender a solugdo, independentemente do numero de vezes que imite o
professor.”

(Vygotsky, 1978, p. 88)
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Vygotsky afirma ainda que séo ineficazes, em termos de desenvolvimento, as
aprendizagens orientadas para niveis de desenvolvimento que ja foram atingidos, porque
ndo apontam para um novo estadio no processo de desenvolvimento. A consideracdo da
ZDP possibilita a proposta de “boas aprendizagens”, que sdo as que conduzem a um
avanco no desenvolvimento (Vygotsky, 1978).

“O que é a zona de desenvolvimento potencial hoje sera o real nivel de
desenvolvimento de amanhd, isto é, o que uma crianca pode fazer com assisténcia hoje sera
capaz de fazer sozinha amanh&” (Vygostsky, 1978, p. 87).

Ora, nesta Optica, a ZDP pode ser um conceito poderoso na investigacdo do
desenvolvimento pois fornece aos psicologos e educadores uma ferramenta através da qual
pode ser compreendido o curso interno do desenvolvimento, e que o uso desse conceito
pode permitir a tomada em consideracdo dos ciclos e processos de maturacdo que ja estao
completos, além dos que estdo em estado de formacdo. Assim, a ZDP permite delinear o
futuro imediato da crianga e o0 seu estado dinamico de desenvolvimento (Vygotsky, 1978).

Quanto ao “professor vygotskiano”, Freitas (2000) explica que é aquele que,
detendo mais experiéncia, funciona intervindo e mediando a relacdo do aluno com o
conhecimento. Ele estd sempre, no seu esforco pedagdgico, procurando criar Zonas de
Desenvolvimento Potencial, isto é, actuando como elemento de intervencdo e de ajuda. Na
ZDP, o professor actua de forma explicita, interferindo no desenvolvimento dos alunos,
provocando avangos que ndo ocorreriam espontaneamente. Vygotsky, dessa forma, resgata
a importancia da escola e do papel do professor como agentes indispensaveis do processo
de ensino e aprendizagem.

O professor pode interferir no processo de aprendizagem do aluno e contribuir para
a transmissdo do conhecimento acumulado historicamente pela Humanidade. E nesse
sentido que as ideias de Vygotsky sobre a Educacdo representam uma abordagem da
transmisséo cultural, tanto quanto do desenvolvimento.

Facilmente se compreende que as implicacGes que a Zona de Desenvolvimento
Potencial acarreta, nomeadamente em termos de praticas pedagoOgicas, Sa0 enormes.
Efectivamente, a definicdo de ZDP de Vygotsky, que acima se transcreve, imp0e, de
alguma maneira, que o professor se assuma enquanto mediador entre a criangca ou o jovem

que aprende e 0 conhecimento, bem como entre este e 0s seus pares.
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Na perspectiva de Vygotsky, exercer a fungdo de professor (considerando uma
ZDP) implica assistir o aluno proporcionando-lhe apoio e recursos, de modo que ele seja
capaz de aplicar um nivel de conhecimento mais elevado do que seria possivel sem ajuda.

De tudo isto resulta, obviamente, a necessidade de adequacdo das experiéncias de
aprendizagem aos sujeitos, mas também a vantagem de instituir praticas fundadas no
trabalho colaborativo, além de que, embora partindo de realidades familiares aos alunos, as
situacbes de aprendizagem devem configurar problemas a resolver que se véo
sucessivamente complexificando. Se assim ndo acontecer, ndo se verifica qualquer
evolucdo; ndo ha aprendizagem e, consequentemente, o desenvolvimento cognitivo

também fica comprometido.

E sobre a nocdo Zona de Desenvolvimento Potencial que tem sido focado o
essencial da onda de interesse contemporaneo sobre os pontos de vista de Vygotsky
(Wertsch, 1993), nomeadamente nas suas implicacdes com a educacgéo.

Meira e Lerman (2001) usaram a ZDP como uma ferramenta para analisar
ambientes de ensino e aprendizagem na escola e referem que muitos autores, entre eles,
Newman e Holzman (1993) criticaram a nogéo de ZDP entendida como um campo, uma
espécie de espaco fisico que a crianga possui e que o0 adulto (professor) tem de encontrar
para ser capaz de ensinar com sucesso. Desta forma, estes autores preferem apresentar a
ZPD como um espaco simbdlico, emergente da aprendizagem realizada em interaccdes
dialdgicas.

Reflectindo sobre o conceito de Zona de Desenvolvimento Potencial e constatando
que, nos Gltimos anos, se assistiu ao ressurgimento da aplicacdo deste conceito de ZDP,
sobretudo nos EUA, Engestrom (1987) considera que nenhuma das novas interpretacdes
que tém surgido fazem justica a concepcdo de Vygotsky sobre a ZDP.

Caracterizando a actividade de aprendizagem como uma viagem ao longo da ZDP,
Engestrom (1987) apresenta uma reformulacdo deste conceito (embora a considere
provisoria).

Considerando, por exemplo, a sala de aula, que contém zonas de desenvolvimento
potencial ndo apenas no sentido original de Vygotsky, como a diferenca entre 0 que uma
pessoa (aluno) pode fazer sozinha e 0 que pode fazer com ajuda, mas tambem, em termos
mais amplos, uma ZPD pode ser considerada, segundo Engestrom (1987), como a

“distancia entre as ac¢des quotidianas dos individuos e a historicamente nova forma de
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actividade social que pode ser gerada colectivamente como uma solugdo para a dupla
ligacdo potencialmente incorporada nas ac¢Oes quotidianas” (s/p).

Este autor refere ainda que “desenvolver historicamente novas formas de actividade
implica uma préatica pedagdgica que segue o0s alunos nas suas actividades vividas fora da
sala de aula. Também implica a necessidade de formar uma verdadeira actividade de
aprendizagem expansiva dentro e entre os alunos” (s/p).

Assim, para este autor, a tarefa educacional possui um duplo objectivo: desenvolver
a actividade de aprendizagem e desenvolver novas formas da actividade central — o
trabalho (nos primeiros anos de escolaridade, a actividade de aprendizagem é considerada,
em si mesma, a actividade central).

Engestrém representou a Zona de Desenvolvimento Potencial através do esquema

da figura 6.
ACTIVIDADE
PREVISIVEL
EXPANDIDA
ACCAO
PRESENTE
ZONA DE
DESENVOLVIMENTO
POTENCIAL
ACTIVIDADE ACTIVIDADE
DO PASSADO PRESENTE
ACTIVIDADE
PREVISIVEL
CONTRAIDA

Fig. 6 — A Zona de Desenvolvimento Potencial (ZDP)
(Engestrom, 1999a, p. 67)

No esquema representado nesta figura, a ZDP de um sistema de actividade
colectiva corresponde a zona cinzenta entre triangulos de diferentes sistemas de actividade
que representam o passado, 0 presente e os futuros alternativos da actividade de trabalho
sob escrutinio.

Vejamos, de seguida, o conceito de ciclo de aprendizagem expansiva, comparado,

por Engestrdm, a uma viagem colectiva pela Zona de Desenvolvimento Potencial.
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Ciclo de aprendizagem expansiva

A Teoria da Actividade propde uma diversidade de instrumentos heuristicos que
parecem Uteis para se obter um conhecimento profundo acerca do sistema de actividade
que ¢ a sala de aula. E o caso dos ciclos expansivos e dos processos de internalizacio e de
externalizagdo que Ihe s&o inerentes, que podem contribuir para que se compreendam as
mudancas, as inovacdes, as resisténcias e o que, em geral, € menos previsivel.

Os ciclos expansivos permitem-nos compreender a evolucdo dos sistemas de
actividade (por exemplo, salas de aula, escolas, centros de saude, hospitais, sociedades),
através da identificacdo de periodos de tempo marcados pela inovacgéo, a transformacéo e a
mudanga e outros pela reproducdo cultural e/ou pela aprendizagem das inovacoes
produzidas naqueles. Os conceitos de internalizacdo e de externalizacdo sdo fundamentais
para a compreensao dos ciclos expansivos (Cole & Engestrém, 1993; Engestrom, 1987).

Enquanto que, através da internalizacdo, as pessoas se limitam a reproduzir a
cultura, a externalizagdo permite-lhes criar e transformar as realidades. Assim, num
sistema de actividade, o inicio de um ciclo expansivo é fundamentalmente baseado na in-
ternalizacdo, na socializacéo e no desenvolvimento das aprendizagens para que aqueles que
ainda ndo sabem se venham a tornar elementos competentes da actividade a medida que ela
vai evoluindo normalmente. A externalizacdo comeca a surgir com inovacgdes pontuais de
iniciativa individual. A medida que as tensdes, contradicdes e rupturas da actividade se
tornam mais evidentes e exigentes, a internalizacdo comeca a tomar a forma de
auto-reflexdo critica e a externalizacdo, ou seja, a procura de solucBes, vai sendo mais
frequente. O processo de externalizagdo atinge o seu auge quando surge e é posto em
pratica um novo modelo de actividade. Uma vez estabilizado este novo modelo, o processo
de internalizacdo das suas formas e meios volta a ser a forma predominante de
aprendizagem e de desenvolvimento.

A internalizacdo dos meios culturais era, no passado, o principal foco de atencao
dos tedricos da Teoria da Actividade. A externalizacdo, isto €, a construcdo transformadora
de novos instrumentos e formas de actividade individual e colectiva, passou também a
ocupar um lugar central na investigacao realizada no &mbito dos sistemas de actividade.

O ciclo de aprendizagem expansiva aparece como uma abordagem participativa,
cujo objectivo é revelar as necessidades e possibilidades para o desenvolvimento de uma
actividade, ndo em relacdo a um objectivo estandardizado, definido a priori, mas pela

construcdo conjunta da ZDP dessa actividade. Engestrom (2001) propde que o conceito de
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aprendizagem expansiva, desenvolvida no enquadramento conceptual da Teoria da
Actividade, seja examinado com a ajuda de quatro questdes que, alids, podem ser Uteis
para analisar qualquer teoria de aprendizagem:
e Quem aprende? Quem sdo o0s sujeitos da aprendizagem, como sdo definidos e
localizados?
o Por que aprendem? O que os faz fazerem o esforgo para aprender?
e O que aprendem? Quais sdo o0s contelidos e os resultados da aprendizagem?

o Como aprendem? Quais sao as ac¢des chave do processo de aprendizagem?

Para Engestrom (1999c), o processo que envolve o ciclo de aprendizagem
expansiva € uma continua construcao e resolucdo de tens@es e contradicdes num sistema de
actividade. Nessa perspectiva, desenvolver quer dizer, entdo, resolver ou transformar as
contradi¢des existentes no sistema de actividade, resultando, assim, numa mudanga no
sistema: a construgdo de um novo objecto e motivo.

A figura 7 mostra os passos importantes do chamado ciclo de aprendizagem

expansiva.
1. Questionamento da
o situagéo actual
7. Consolidando ' \‘
a nova pratica

2. Analisando

f as situacoes
6. Reflectindo
sobre o processo

K 3. Modelando a
nova situacao

5. Implementando

0 novo modelo
4. Examinando o
novo modelo

Y

Fig. 7 — Ciclo de aprendizagem expansiva
(Engestrom, 1999c, p. 384)
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O ciclo, conforme Engestrom (1999c), inicia-se com 0 sujeito questionando uma
determinada prética e expandindo-a gradualmente para o desenvolvimento de uma nova
pratica. O seu ponto de partida caracteriza-se pela abstraccdo, que, no decorrer do
processo, converte-se num sistema concreto de maultiplas manifestacbes e constantes
desenvolvimentos. Ainda de acordo com este autor, a ascensdo do abstracto para o
concreto é alcancada pelas accbes de aprendizagem, que, juntas, formam um ciclo
expansivo.

Para o Engestrom, a sequéncia ideal de ac¢fes de um ciclo expansivo caracteriza-se
por sete etapas:

1. Questionamento da situacdo actual — questionamento, critica ou rejeicdo de

alguns aspectos da pratica corrente.

2. Andlise histérica das contradicdes/ analise empirica actual — andlise da
situacdo que envolve transformagBes mentais, discursivas ou praticas da
situacdo em questdo, para descobrir causas ou mecanismos exploratorios.

3. Modelagem da nova situacdo — construcdo de um modelo da nova ideia que
explique e ofereca uma solucdo para a situacao-problema.

4. Exame do novo modelo — experimentacdo do modelo, no intuito de perceber a
sua dinamica, potencialidades e limitagdes.

5. Implementacdo do novo modelo - com a descoberta das possiveis limitacoes e
potencialidades do modelo, segue-se para a concretizacdo do mesmo por meio
da sua aplicacdo prética, visando salientar a dindmica mais adequada para cada
situacéo.

6. Reflexdo sobre o processo — avaliacdo do novo processo.

7. Consolidacéo de nova pratica — estabelecimento de uma nova forma de pratica

do individuo na comunidade.

Mudanga e movimentos sdo processos continuos num sistema de actividade,
decorrentes de crises e rupturas que resultam em transformagdes qualitativas e inovagoes
no sistema colectivo. Ainda de acordo com Engestrom (1987), “a resolugdo das
contradi¢Oes leva ao desenvolvimento da actividade e as tensdes e contradigdes internas de

um sistema séo a forga motriz de mudancas e desenvolvimento das actividades humanas”
(p. 82).
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Artefactos mediadores

Como ja foi referido anteriormente, o conceito de media¢do esteve na origem da
Teoria da Actividade e desempenha um papel central nesta abordagem. A no¢do de acgédo
mediada por artefactos foi formalizada, pela primeira vez, por Vygotsky (1978).

Segundo este autor, a relacdo do individuo com o mundo ndo ocorre de forma
directa, mas através da mediac¢do. No processo de mediacéo, a relacdo entre os individuos e
entre estes e 0 mundo que os cerca ocorre pelo contacto com os denominados artefactos
mediadores, ferramentas auxiliares da actividade humana, que funcionam como um
elemento intermediario numa relagdo. Esses artefactos permitem ao individuo agir sobre os
factores sociais, culturais e historicos, ao mesmo tempo em que sofre as suas acgdes. E
nesse sentido que o processo de mediacdo tem um importante papel, onde a relacdo
estimulo-resposta € substituida por uma relacdo mais complexa, mediada.

Vygotsky definiu dois tipos de artefactos mediadores: os artefactos fisicos e os
artefactos psicoldgicos (signos). Os artefactos fisicos serviriam de condutores da influéncia
intelectual humana para o alcance de determinado objectivo numa actividade, possuindo
orientacdo externa. Os signos influenciariam a formacdo da mente e do comportamento do
individuo, sendo instrumentos de orientacao interna.

Na maior parte da literatura subsequente, os signos foram interpretados como
signos linguisticos, devido a grande importancia dada por Vygotsky a linguagem. No
entanto, o proprio Vygotsky sugeriu uma lista de exemplos possiveis de ferramentas
psicolégicas e os seus sistemas complexos: linguagem; varios sistemas de contagem;
técnicas de mnemdnicas; sistemas de simbolos algébricos; obras de arte; textos; esquemas,
diagramas, mapas e desenhos mecanicos; todos os tipos de sinais convencionais; etc.
(Vygotsky, 1981 apud Bussi e Mariotti, 2008).

Como podemos constatar, algumas sugestdes desta lista estdo relacionadas com a
Matematica e, portanto, sdo relevantes para o campo da Educacdo Matematica. Este facto
ndo é de estranhar se pensarmos na natureza particular dos objectos matematicos que
requerem uma representacao externa.

No entanto, para Engestrom, a no¢do de mediacdo ndo se limita a relagdo dos
sujeitos com os objectos através da utilizacao de artefactos. N&do podemos esquecer que, na
sua perspectiva, um sistema de actividade € um todo sistémico, onde existem mediac¢Oes
maltiplas, no sentido em que todos os elementos se relacionam entre si. Assim, a relacéo

entre o sujeito e o objecto é mediada por “ferramentas e signos”, a relacéo entre o sujeito e
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a comunidade € mediada por “regras” e a relacdo entre o objecto e a comunidade é
mediada pela “diviséo do trabalho”.

Estas trés classes de mediadores devem ser entendidas de uma forma geral. Assim,
uma ferramenta pode ser qualquer coisa usada no processo de transformacéo, incluindo
tanto ferramentas materiais como ferramentas “para pensar”. As regras abrangem as
normas explicitas e implicitas, convencdes e relacdes sociais dentro de uma comunidade. A
divisdo do trabalho refere-se a organizacdo explicita e implicita de uma comunidade em
relacdo ao processo de transformacdo do objecto no resultado. Cada um dos termos
mediadores € historicamente formado e aberto ao desenvolvimento futuro.

Engestrom (1999c) esclarece que considera inapropriada uma classificacdo que
separe os artefactos, por um lado, em externos ou praticos e, por outro, em internos ou
cognitivos, pois estas funcbes e usos estdo em fluxo e transformacéo constante a medida
que a actividade se desenvolve. Para este autor, uma representacdo interna torna-se
externalizada através do discurso, do gesto, da escrita, da manipulacdo do ambiente
material; e vice-versa, 0S processos externos tornam-se internalizados. Congelar ou dividir
estes processos é uma base pobre para a compreensdo dos diferentes artefactos.

Como alternativa, sugere que a diferenciacdo seja estabelecida com base nas
diferentes formas de utilizagdo dos artefactos. Por isso, sugere a classificagdo dos
artefactos nas quatro categorias seguintes:

e Artefactos o qué (What artifacts) — para identificar e descrever objectos;

e Artefactos como (How artifacts) — para guiar e dirigir 0S processos e
procedimentos sobre, no interior de ou entre objectos;

e Artefactos porqué (Why artifacts) - para diagnosticar e explicar as propriedades e
comportamento dos objectos;

e Artefactos para onde (Where to artifacts) — para antever o estado futuro ou

desenvolvimento potencial dos objectos, incluindo instituicdes e sistemas sociais.

Mas, a verdade, € que tém sido atribuidas diversas interpretacfes a palavra
artefacto. Existem muitos termos que se referem a artefactos concebidos para uma
utilizacdo especifica e com um objectivo especifico, sendo os mais comuns, ferramentas e
instrumentos. E a tradugéo inglesa de Mind in Society (Vygotsky, 1978), veio contribuir
ainda mais para esta ambiguidade, uma vez que, nesta traducéo, a palavra ferramenta (tool)

é usada em vez da palavra artefacto (artifact).
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Recentemente, Bussi e Mariotti (2008) analisaram a nocéo de artefacto mediador

num contexto de sala de aula de Matematica, e comecam o artigo (ou melhor, capitulo de

um livro) reiterando que:

“A ideia do artefacto é muito geral e engloba vérios tipos de objectos produzidos pelo
homem através dos tempos: sons e gestos; utensilios e acessorios; formas de
linguagem natural orais e escritas; textos e livros; instrumentos musicais;
instrumentos cientificos; ferramentas de tecnologias da informacéo e comunicacao.”

(Bussi e Mariotti, 2008, p. 746)

Neste capitulo, Bussi e Mariotti abordam o processo de mediacdo semidtica e

referem que tém como objectivo dar uma definicdo precisa de artefacto de mediagéo

semidtica e analisar a sua aplicacdo em pesquisas realizadas na sala de aula de Matematica.

Do exposto pelas autoras, concluimos que o processo de mediacdo semidtica

desenvolve-se em dois niveis diferentes:

O aluno usa o artefacto, de acordo com determinadas regras de utilizacdo, a fim de
atingir o objectivo da tarefa. Ao fazé-lo, o artefacto pode funcionar como um
mediador semidtico;

O professor usa o artefacto e os signos provenientes do seu uso em actividades
especificas, de acordo com uma motivacdo educacional especifica, para que o0s
alunos atinjam significados matematicamente consistentes. O significado
matematico relacionado com o artefacto, torna-se acessivel ao aluno, a medida que
0 usa, mas a construcdo de significados é compativel com a orientacdo do
professor, enquanto sdo organizadas actividades especificas, que visam a
construcdo/desenvolvimento de significados matematicamente reconheciveis e
aceitaveis. (Mariotti, 2006)

As autoras sintetizam o complexo processo de mediacéo semiotica, referindo que,

em termos de mediacéo, este pode ser expresso da seguinte forma: “o professor actua como

mediador usando o artefacto para mediar o conteddo matematico para os alunos”, e

acrescentam que, no ponto de vista delas, “o professor usa o artefacto como uma

ferramenta de mediacédo semidtica”. (Bussi e Mariotti, 2008, p. 754)

Acrescentam, ainda, que ndo se referem apenas ao acto concreto da utilizacdo de

uma ferramenta para realizar uma tarefa, em vez disso, referem-se ao facto de que novos
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significados, relacionados com a utilizagéo efectiva de uma ferramenta, podem ser gerados
e evoluir, sob a orientacdo do perito (neste contexto, o professor). Assim, qualquer
artefacto vai ser referido como ferramenta de mediacdo semiotica enquanto é (ou €
concebida para ser) intencionalmente usado pelo professor para mediar um conteddo
matematico por meio de uma intervengdo didactica planeada. Na verdade, a utilizacdo do
artefacto tem de ser plenamente integrada nas actividades de sala de aula, ou seja, a
utilizacdo do artefacto tem de ser “orquestrada” (Bussi e Mariotti, 2008). Neste contexto,
“orquestracdo” refere-se a coordenacdo das diferentes vozes que sdo ouvidas durante as
discussdes na sala de aula.

Penso que esta interpretacdo de artefacto mediador é muito adequada ao contexto
de sala de aula. Na verdade, nas aulas investigadas, parece ter havido uma mediacéo
semiodtica, uma vez que os artefactos foram previamente seleccionados e adaptados, € a sua

integracdo na sala de aula foi, por mim, mediada.
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3.2. A Histéria da Matematica e o ensino da Matematica

A historia [da Matemética] é apresentada como um artefacto
subtil para o ensino e para a reflexdo sobre o ensino.

(Radford et al, 2007, p. 109)

Procurando estabelecer uma apresentacdo acerca dos pressupostos teoricos que
envolvem a relacdo entre a Historia da Matematica e a pratica pedagdgica desenvolvida
nas aulas de Matematica, procedi a uma revisao bibliogréfica tendo por base estudos feitos,
artigos publicados em jornais e revistas, comunicacdes, actas de congressos, livros,
capitulos de livros, teses e dissertacGes, desenvolvidos tanto a nivel internacional como
nacional.

Como indicado no capitulo introdutério, existe uma variedade de publicacdes sobre
a Historia em Educacdo Matematica. Tendo em conta a literatura analisada, farei uma
sintese dos beneficios, objeccdes, dificuldades e modos de integrar a Historia no ensino da
Matematica mais referidos pelos autores analisados, e que me parecem mais relevantes.

No entanto, ndo é minha pretensdo fazer um estudo exaustivo deste assunto, pois tal
pode ser encontrado, por exemplo, em (Gulikers e Blom, 2001) e em (Antdnia, 2001),
obviamente referente & literatura disponivel até & data. E de notar que este ultimo
artigo/trabalho é escrito em inglés por uma portuguesa, 0 que costuma acontecer com
frequéncia e vem agravar ainda mais a falta de material sobre este tema escrito em lingua
portuguesa!

Em lingua portuguesa podemos encontrar algumas teses/dissertacGes feitas por
investigadores brasileiros que também abordam este assunto e, em particular, é de salientar
um artigo produzido para o | Seminario Nacional de Histéria da Matematica, realizado no
Recife, em 1995, que foi posteriormente publicado pela revista de educagdo Zetetiké, onde
Miguel (1997), ao analisar as razfes apontadas por varios autores para se utilizar ou ndo a
Historia da Matematica no ensino, enumerou doze argumentos reforcadores das
potencialidades pedagdgicas da Histéria da Matematica e quatro argumentos
questionadores, refutando, de forma convincente, cada um destes ultimos, mostrando as
grandes possibilidades pedagdgicas que a Historia oferece.

Em Jankvist (2009a) também podemos encontrar uma analise bastante detalhada e
mais actualizada da literatura existente relacionada com a integragdo da Historia no ensino

da Matematica.
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Recentemente, tém surgido mais artigos sobre pesquisas empiricas, onde se procura

analisar e avaliar a eficicia da integracdo da Historia na Educacdo Matematica. O trabalho

de Jankvist exemplifica bem essa tendéncia.

No seguimento deste trabalho, também farei referéncia as conclusdes tiradas em

alguns desses estudos.

3.2.1. Beneficios, Objeccdes e Dificuldades

Beneficios

A integracdo da Histéria da Matemética no ensino da Matematica tem sido

defendida por diversos autores e muitos documentos a orientar nesse sentido tém sido

produzidos. E com base nesses documentos que farei a seguinte sintese, abordando os

principais beneficios da integracdo da Histdria no ensino da Matematica, referidos pela

maioria dos autores que se debrucaram sobre este tema.

Assim, o0s argumentos mais frequentemente referidos pelos apologistas da

integracdo da Histdria no ensino da Matematica sao os seguintes:

1. A Historia aumenta a motivacdo dos alunos e desenvolve uma atitude

positiva face a Matematica:

“A Historia ajuda a aumentar a motivacdo para a aprendizagem [da
Matematica].” (Fauvel, 1991, p. 4)

“A Historia contribui para ilustrar e tornar mais interessante o ensino da
Matematica.” (Struik, 1980 apud Vianna, 1998, p. 72)

“A Historia proporciona uma Optima maneira de conseguir que os alunos se
interessem pela Matematica.” (Rickey, 1995, p. 123)

“Torna-se cada vez mais dificil motivar os alunos para uma ciéncia
cristalizada. Ndo é sem razdo que a histéria vem aparecendo como um
elemento motivador de grande importancia.” (D’ Ambrosio, 2000, p. 29)
“[Aumenta] a predisposicdo afectiva para a Matematica.” (Tzanakis e
Arcavi, 2000, p. 203)

“A Historia pode ajudar a aumentar a motivacao e ajuda a desenvolver uma

atitude positiva em relacdo a aprendizagem.” (Liu, 2003, p. 416)
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2. A Histéria € um instrumento que possibilita a desmistificacdo da

Matematica:

“A Historia da & Matematica um rosto humano.” (Fauvel, 1991, p. 4)

“Os alunos pensam que a Matematica é fechada, morta, sem emocéo e ja
toda descoberta.” (Bidwell, 1993, p. 461 apud Haverhals e Roscoe, 2010, p.
339)

“A Historia ajudar-nos-4 a humanizar a Matematica, mostrando aos nossos
alunos o aspecto afectivo de fazer Matematica.” (Avital, 1995, p. 3)

“A Histdria serve para mostrar que a Matematica que se estuda nas escolas
é uma das muitas formas de Matematica desenvolvidas pela humanidade.”

(D’ Ambrosio, s/d, s/p)

“S6 a Histdria da Matematica pode contribuir para anular a sensa¢édo de que
a matematica € uma coisa pronta e acabada.” (Vianna, 1998, p. 67)
“Observando a evolucdo historica de um conceito, os alunos perceberdo que
a Matemadtica ndo € fixa e definitiva.” (Grugnetti, 2000b, p. 30)

“A Matematica € um esforco humano que ja dura ha mais de quatro mil
anos; é parte do nosso patrimonio cultural; é um tema muito util, bonito e
préspero.” (Siu, 20003, p. 3)

“A Historia revela as facetas humanas do conhecimento matematico.” (Liu,
2003, p. 416)

Esta ideia ja tinha sido defendida por Bento de Jesus Caraca ao escrever no Prefacio

do seu livro, Conceitos Fundamentais da Matemética, que:

“ou se olha para ela [Matematica] tal como vem exposta nos livros de ensino, como
coisa criada, e 0 aspecto é o de um todo harmonioso, onde os capitulos se encadeiam
em ordem, sem contradi¢fes. Ou se procura [...] assistir & maneira como foi sendo
elaborada e descobrem-se hesitaces, davidas, contradicdes, [...]”

(Caraga, 1951, p. viii)

3. A Histdria é uma fonte para a selec¢cdo de problemas a serem incorporados

nas aulas de Matematica:

“A Historia da Matematica fornece milhares de problemas Uteis e

interessantes, problemas que sdo matematica e pedagogicamente ricos e
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que, pela sua natureza histérica, possuem um apelo intelectual adicional
para 0s alunos”. (Swetz, 1994, p. 2)

“Usando problemas antigos, os alunos podem comparar as suas estratégias
com as originais.” (Grugnetti, 2000b, p. 30)

“A Historia da Matematica fornece um vasto reservatério de questbes
relevantes, problemas e exposicdes que podem ser muito valiosas, tanto em
termos do seu contetdo como do seu potencial para motivar, interessar e

engajar o0 aluno.” (Tzanakis e Arcavi, 2000, p. 204)

4. A Historia ajuda a compreender a origem e o desenvolvimento de conceitos

matematicos:

“A Historia, a0 mostrar aos alunos como o0s conceitos se desenvolveram,
ajuda a sua compreensdo.” (Fauvel, 1991, p. 4)

“A Histéria pode ajudar-nos a melhorar 0 nosso ensino, tentando
acompanhar o processo de criacdo da matematica.” (Avital, 1995, p. 11)
“Serve para destacar que essa matematica teve a sua origem nas culturas da
Antiguidade mediterranea e se desenvolveu ao longo da Idade Média e
somente a partir do século XVII se organizou como um corpo de
conhecimentos, com um estilo préprio.” (D’ Ambrosio, s/d)

“A Histdria contribui para satisfazer o nosso desejo de saber como 0s
conceitos da matematica se originaram e desenvolveram.” (Struik, 1980
apud Vianna, 1998, p. 72)

“A Histdria auxilia a compreensdo de muitos conceitos, nomeadamente ao
explicar a origem de certas ideias e procedimentos.” (Wilson e Chauvot,
2000, p. 642)

5. A Historia suscita oportunidades para a investigacdo/pesquisa:

“A Historia suscita oportunidades para a investigacdo em Matematica.”
(Fauvel, 1991, p. 4)

“A Histdria contribui para o ensino e para a pesquisa mediante o estudo dos
autores classicos, o que vem a ser uma satisfacdo em si mesmo.” (Struik,
1980 apud Vianna, 1998, p. 72)
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“Pode ajudar-nos a criar na sala de aula um clima de pesquisa e
investigacdo e ndo apenas de transmissdo de conhecimentos.” (Avital, 1995,
p. 11)

“Os alunos podem ser colocados no papel de arquedlogos matematicos e
serem conduzidos as descobertas.” (Swetz, 1995b, p. 29)

6. A Historia ajuda a compreender as dificuldades dos alunos através da

analise do desenvolvimento da Matematica:

“Os obstaculos ao desenvolvimento do passado ajudam a explicar o que 0s
alunos de hoje acham dificil.” (Fauvel, 1991, p. 4)

“O desenvolvimento histérico pode nos [aos professores] ensinar sobre
possiveis dificuldades de aprendizagem. [...] eu acredito que podemos
conjecturar que os alunos do ensino secundario enfrentam dificuldades de
aprendizagem em 4reas semelhantes as que encontrdmos no
desenvolvimento historico.” (Avital, 1995, p. 4)

“Um professor que tem conhecimento da Histéria da Matematica antecipara
as dificuldades dos alunos em areas nas quais, historicamente, muito
trabalho foi necessario para ultrapassar dificuldades significativas. Assim, o
professor pode estar preparado com estratégias de ensino apropriadas para
essas situacdes; algumas delas bem podem estar de acordo com o0s
desenvolvimentos histéricos e ajudardo o0s alunos a superar esses
obstaculos.” (Katz et al, 2000, p. 153).

“Uma analise histérica e epistemologica permite aos professores
entenderem por que um determinado conceito é tdo dificil para os alunos
(...) e pode ajudar na aproximacao didactica e seu desenvolvimento.”
(Grugnetti, 2000b, p. 30)

“Obstaculos do passado no desenvolvimento da Matematica podem ajudar a
explicar as dificuldades que os alunos encontram actualmente.” (Liu, 2003,
p. 416)
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7. A Historia enriquece o repertério pedagdgico e o conhecimento matematico

dos professores:

“Ler fontes antigas da uma melhor visdo da esséncia do que a Matematica é
e melhora as capacidades didacticas de cada um como professor.” (Barbin,
1996 apud Gulikers e Blom, 2001, p. 227)

“Um olhar sobre os 'métodos antigos' pode ajudar professores e alunos a
avaliar 0s seus métodos, deixando por algum tempo de ‘apenas fazer
matematica’ para pensar e falar sobre o que estdo a fazer e, em seguida,
voltar atrés para fazer, mas agora fazé-lo mais deliberadamente.” (Maanen,
1997, p. 39)

“[Enriquece e melhora] o “background” didactico dos professores e o seu
repertorio pedagogico.” (Tzanakis e Arcavi, 2000, p. 203)

“A Historia da Matematica pode ser um recurso Gtil para a compreensdo dos
processos de formacdo do pensamento matematico, e para explorar o
caminho pelo qual tal compreensdo pode ser usada no planeamento das
actividades em sala de aula.” (Radford, 2000, p. 143)

“A Historia fornece aos professores um guia para o ensino.” (Liu, 2003, p.
416)

A Historia mostra o desenvolvimento cultural e humano da Matematica:

“Ajuda a desenvolver uma abordagem multicultural.” (Fauvel, 1991, p. 4)
“Serve para situar a Matematica como uma manifestacdo cultural de todos
0s povos em todos os tempos, como a linguagem, os costumes, os valores,
as crencas e os habitos, e como tal diversificada nas suas origens e na sua
evolugéo.” (D’ Ambrosio, s/d)

“[Possibilita] a apreciacdo da Matematica como um empreendimento

cultural e humano.” (Tzanakis e Arcavi, 2000, p. 203)

A Histéria mostra a relacdo da Matematica com as outras ciéncias:

“Oferece oportunidades de trabalho interdisciplinar com outros professores
ou disciplinas.” (Fauvel, 1991, p. 4)
“Contribui para entendermos a nossa heranca cultural atraves das relacdes

da Matematica com as outras ciéncias, em particular a Fisica e a
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Astronomia; e também com as artes, a religido, a filosofia e as técnicas
artesanais.” (Struik, 1980 apud Vianna, 1998, p. 72)

e “A Historia ajuda a estabelecer conexdes, dentro da Matematica e com
outras disciplinas.” (Wilson e Chauvot, 2000, p. 642)

Agora, depois de apontar nove razdes para integrar a Historia da Matematica na
sala de aula, estou tentada a apontar mais uma obtendo, assim, “Os dez mandamentos da
integracdo da Historia no ensino da Matematica”. Penso que existe um beneficio
importante, implicito nos beneficios ja referidos, mas que pode ser realcado com o seguinte

enunciado:

10. A Histéria permite desenvolver “as” trés capacidades transversais:

Resoluc¢do de problemas, Raciocinio e Comunicacdo matematica (RRC):

e “A Histéria ¢ uma fonte de problemas interessantes que permitem
desenvolver a capacidade de resolucdo de problemas.” (Wilson e Chauvot,
2000, p. 642)

e “Os problemas histéricos podem ajudar a desenvolver o raciocinio

matematico dos alunos.” (Liu, 2003, p. 416)

O Novo Programa de Matematica para o Ensino Béasico (NPMEB) foi homologado
em Dezembro de 2007 e entrou em vigor em Portugal no ano lectivo 2010/2011 (embora
algumas escolas ja o tivessem implementado facultativamente no ano lectivo anterior). De
acordo com este programa, as trés principais capacidades transversais a toda a
aprendizagem da Matematica sdo: a Resolucdo de problemas, o Raciocinio matematico e a

Comunicacdo matematica, como consta no seguinte excerto do referido programa:

“O programa assume a necessidade de se indicarem [...] trés capacidades
transversais a toda a aprendizagem da Matematica — a Resolu¢@o de problemas, o
Raciocinio mateméatico e a Comunicacdo matemética — que devem merecer uma
atencdo permanente no ensino. ”

(DGIDC, 2007, p. 1)

E acrescenta, ainda, que:
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“Desenvolver a capacidade de resolugdo de problemas e promover o raciocinio e a
comunicacdo matematicos, para além de constituirem objectivos de aprendizagem
centrais neste programa, constituem também importantes orientacbes metodoldgicas
para estruturar as actividades a realizar em aula. ”

(DGIDC, 2007, p. 9)

Ora, na Historia da Matematica podemos encontrar tarefas e actividades, além dos
problemas ja referidos no ponto trés, que sdo indicadas para o desenvolvimento destas
capacidades e que escasseiam nos livros didacticos, mesmo nos elaborados de acordo com
este novo programa, pois continua a haver predominancia de exercicios repetitivos e a
insercdo da Histéria da Matematica continua a aparecer como actividade introdutéria de

um capitulo ou como apéndice no fim do capitulo.

Objecces

Muitos matematicos e historiadores da Matematica apontaram, em diversas
ocasides, problemas resultantes ou associados ao uso da Histéria da Matematica e
destacaram algumas objec¢des ao seu uso como recurso didactico. Nao € meu objectivo
refuta-las, nem mesmo analisa-las pormenorizadamente, pois creio que ao analisarmos 0s
beneficios do uso da Histéria da Matematica podemos, claramente, contrapor algumas das
objeccBes mencionadas. Conjugando o completissimo rol de objec¢des apresentado por
Tzanakis e Arcavi (2000), por Siu (2007) e também por Ho (2008), obtemos a seguinte
lista:

1. Historia ndo é Matematica.

2. O passado da Matematica ndo € significativo para a compreensdo da
Matematica actual.

3. O caminho histérico é mais arduo para os estudantes que o caminho lgico.

4. Os alunos podem ter um sentido errado do passado o que impossibilita a
contextualizacdo historica da Matematica caso ndo tenham uma educagdo mais
ampla na historia em geral.

5. Muitos alunos ndo gostam de Historia e implicitamente ndo irdo gostar de
Histdria da Matematica, ou entdo ndo a achardo menos chata do que a
Matematica.

6. Progresso em Matematica € tornar a abordagem dos problemas dificeis numa

rotina, entdo por que se preocupar em olhar para tras?
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7. A Historia é susceptivel de incitar ao chauvinismo cultural e ao nacionalismo
paroquial.

8. E dificil fazer qualquer ligacdo com o contexto dos dias de hoje.

9. A principal énfase deve estar em dotar os alunos com habilidades de rotina (e
eles j& tém problemas com isso), entdo por que incomodar-se usando a Histéria?

10. N&o ha fé no uso da Histdria da Matematica no ensino de Matematica.

11. O tempo dispendido no estudo da Histdria da Matematica deveria ser utilizado
para aprender mais Matematica.

12. Auséncia na crianga do sentido de progresso historico.

13. Falta de formacéo dos professores.

14. Falta de recursos.

15. Falta de tempo.

16. Falta de métodos de avaliagao.

Tzanakis e Arcavi atribuem duas naturezas as objeccdes: a filoséfica e a pratica,
integrando os Gltimos quatro argumentos nas objecc6es de natureza pratica.

De facto, algumas das objec¢des de natureza filos6fica ndo sdo mais do que meras
desculpas para ndo integrar a Histdria no ensino da Matematica (1, 4, 7, 10, 12) e outras
advém da sua incorrecta integracédo (2, 3, 5, 6, 8, 9, 11).

Dificuldades

O que os autores classificam de “objec¢des praticas” sdo, no meu entender, e
também de Brito et al (2009), dificuldades que se colocam na integracdo da Histéria da
Matematica na sala de aula. Farei uma abordagem a cada uma destas dificuldades por
pensar que sao, de facto, os grandes entraves a integracdo da Historia da Matematica no

ensino desta disciplina.

e Falta de formacéo dos professores:

A falta de preparacdo da maioria dos professores que nédo tiveram, quer na sua
formacdo inicial quer na formagdo continua, oportunidades de estudar a Historia da
Matematica e de analisar as possibilidades de insercdo desta historia nas suas préaticas
pedagdgicas, constitui um dos maiores entraves a integracdo da Histéria no ensino da

Matematica.
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Esta falha na formacdo dos professores conduz a uma falta de experiéncia/
conhecimentos do professor ao nivel da Historia da Matematica e, na verdade, é necessario
que o professor tenha conhecimentos ndo apenas historicos, mas também interdisciplinares.
E, inevitavelmente, a falta de pericia conduz a uma falta de confianca que € ainda mais
incapacitante.

D’ Ambrosio (s/d) refere que “ndo € necessario que o professor seja um especialista
para introduzir Historia da Matematica nos seus cursos. [...] Basta colocar aqui e ali
algumas reflexdes. Isto pode gerar muito interesse nas aulas de Matematica”. Mas €
preciso ser prudente com a introducéo da Histdria da Matematica de uma forma ocasional,
como sugere D’ Ambrosio. Penso que isto é valido para aqueles professores que conseguem
tornar engracado os comentarios sobre a Histéria da Matematica porque, caso contrario,
sera um comentario “seco”, despropositado e os alunos poderdo ndo encontrar 0 minimo
interesse e, ai sim, sera uma perda de tempo que ndo serviu para motivar os alunos nem
para aprenderem Matematica.

E de salientar que as opiniBes relativamente a formacdo de professores s&o
divergentes: ha quem defenda a existéncia de uma disciplina exclusivamente dedicada a
“Histdria da Matemaética” e ha os apologistas da integracdo da Histdria da Matematica, de
uma forma dispersa, pelas varias disciplinas do curso.

Mas, para que a integracao da Historia no ensino da Matematica seja eficaz, parece-
me imprescindivel que nos cursos de Licenciatura (Mestrado) em Matematica, além do
estudo da Histéria da Matematica disseminado nas disciplinas do curriculo, haja uma
disciplina especifica para que o (futuro) professor conheca a ideia e a abordagem desta
metodologia e, futuramente, a coloque na sua pratica docente de maneira que, ao ser
utilizada, possa contribuir, de facto, no ensino e aprendizagem. Esta ideia é também
defendida por D’ Ambrosio, numa entrevista analisada em (Balestri, 2008).

Costa (s/d) refere, ainda, outras duas pesquisas (Souto, 1997; Zuin, 2003) que
apontam a falta de preparacdo dos docentes. Para Souto (1997), os professores que
afirmam fazer uso da Histéria da Matemética nas suas aulas ainda o fazem de maneira
inconsistente. Zuin (2003) concluiu que os professores que participaram na sua
investigacdo, e afirmaram realizar abordagens historicas, demonstraram nédo recorrer a
fontes confidveis, baseando-se em sites da WEB ou apenas nas poucas informagoes

apresentadas nos manuais adoptados.
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Esta falta de uma adequada formacéo dos professores para lancar mao dos recursos
didacticos da Histdria da Matemaética, é ainda agravada por outra dificuldade que é a:

e Falta de recursos:

Embora haja uma grande quantidade de textos de Historia da Matematica é dificil
encontrar textos que abordem uma Historia da Matematica do ponto de vista didactico.
Byers (1982) refere que “é provavelmente mais dificil escrever uma boa historia para usar
nas aulas de Matematica do que, digamos, a histéria da matematica Babil6nica” (p. 62). De
facto, é facil encontrar textos sobre a Matematica da Babilonia, do Egipto, da China, da
Grécia, mas textos sobre a integracdo “desta” Matematica na sala de aula ndo se encontram
com tanta facilidade e, infelizmente, passados quase trinta anos, a afirmacdo de Byers
ainda continua valida. E se é dificil encontrar recursos didacticos escritos em inglés, estes
ainda sdo mais escassos em lingua portuguesa.

Os professores deparam-se com a quase inexisténcia de material bibliografico com
sugestdes de actividades que possam utilizar nas suas aulas e isto decorre do facto de que
nem todo o texto sobre Histéria da Matematica tem potencialidades pedagogicas para o
ensino da Matematica pois, “para poderem ser pedagogicamente Uteis, € necessario que
histérias da matematica sejam escritas sob o ponto de vista do educador matematico”
(Miguel, 1993, p. 109 apud Brito et al, 2009, p. 10).

Outro aspecto que carece especial atencdo é a ineficacia dos dados historicos
inseridos nos manuais escolares que, na sua maioria, usam a Histéria como mero
instrumento ilustrativo. Geralmente, os contetdos relacionados com a Historia restringem-
se a citacOes de datas e nomes, sem qualquer indicacdo para o professor de como a Histdria
poderia ser utilizada na construcdo de conceitos matematicos por parte dos seus alunos.

Nos manuais escolares, adoptados em Portugal, é bastante notdria essa lacuna,
conforme salienta Silva (2010), “quando olhamos para a sala de aula, sobretudo para 0s
actuais manuais escolares mais utilizados, vemos que a Histéria da Matematica
desempenha um papel muito marginal, reduzido a umas quantas biografias (Pitagoras,
Euclides e pouco mais)” (s/p). Verificamos que a Historia da Matematica ndo tem direito a
um lugar proprio. A maioria das notas histéricas € vista como um extra (tanto pelos alunos
como pelos professores) o que significa que podem ser omitidas.

Além disso, ha ainda outra agravante que é a presenca de dados historicos
incorrectos nalguns manuais. Thomaidis e Tzanakis (2009) alertam para este facto, apos
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uma analise ao livro de Matematica do 7° ano, adoptado por todas as escolas da Grécia®.
Dessa andlise, estes investigadores concluem que a utilizacdo da Historia da Matematica
nos manuais oficiais € “questionavel devido aos graves erros histdricos, imprecisdes ou
omissfes” (p. 139).

E se os professores ndo tém uma boa formagéo em Historia da Matematica ndo tém
capacidade para detectar e corrigir estes erros, conforme o sugerem Haverhals & Roscoe
(2010), ao afirmarem que “temos a impressdo que desde que o professor ndao possua
formacdo em Histdria da Matematica, podera estar mal preparado para avaliar a precisao
das fontes” (p. 352).

Actualmente, com as novas tecnologias, temos um recurso muito poderoso e
“perigoso”, que é a Internet, e que ndo deve ser desprezado pelos professores interessados
em integrar a Historia da Matematica nas suas aulas, devido a grande quantidade de
informacdes disponiveis e também pela facilidade com que é possivel obté-las. Porém,

deve ser utilizada com muita cautela, havendo a preocupacéo de procurar fontes confiaveis.

e Falta de tempo:

A falta de tempo pode ser interpretada sob dois pontos de vista: falta de tempo para
cumprir os programas quando os professores argumentam que ndo ha tempo suficiente na
sala de aula para a aprendizagem da Matematica como ela é, muito menos quando se
pretende ensinar a Histéria da Matematica; e a falta de tempo dos professores para
elaborar, testar e avaliar actividades pedagdgicas que utilizem a Historia da Matematica
para a construcao de conceitos matematicos que conduzam a uma aprendizagem efectiva.

A maioria dos professores quando questionados sobre a ndo integracdo da Histéria
nas suas aulas apontam a questdo da falta de tempo, referindo que ja tém um horério
sobrecarregado e que ndo tém tempo para pesquisar e elaborar actividades com recurso a
Histéria da Matematica. Esta falta de tempo é agravada, como ja foi referido
anteriormente, com a falta de materiais “prontos a usar” que possam ser implementados
pelos professores com pouca ou nenhuma modificagdo e, além disso, existe a falta de
formacdo nesta area, pois sem formacdo/conhecimentos ainda serd necessario despender

mais tempo para elaborar este tipo de materiais.

® Na Grécia, ha apenas um manual (por disciplina) para cada ano do ensino basico ou secundario, imposto
pela regulamentacéo do estado.
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Para Gulikers e Blom (2001) esta objeccdo é relativa, pois o material uma vez
produzido pode ser utilizado ano apos ano e, além disso, ainda influenciard positivamente a
qualidade do ensino e da aprendizagem.

A outra justificacdo para a falta de tempo deve-se ao facto de os curriculos de
Matemaética dos Ensinos Béasico e Secundario serem tdo extensos que raramente deixam
espaco para temas adicionais ou aprofundamento dos temas existentes. Os professores
sentem-se pressionados para cumprir os programas, devido a realizacdo de Exames
Nacionais, e ndo estdo dispostos a arriscar com medo que o desempenho dos alunos nos
exames seja prejudicado.

Mas esta falta de tempo s existe se a Histdria da Matematica ndo for devidamente
integrada; se em vez do professor aproveitar a Historia para leccionar os contetudos do
curriculo ainda o sobrecarregar com coisas supérfluas, como fotos e episédios da vida de
alguns matematicos, que em nada contribuem para uma efectiva aprendizagem dos
conteddos a serem leccionados.

Avital (1995) tenta responder a esta questdo, referindo que os professores podem
perguntar ‘onde vao arranjar tempo para ensinar historia’ € que a melhor resposta é que
ndo é necessario qualquer tempo extra. Para este autor, basta dar um problema histérico
directamente relacionado com o tema que se estd a ensinar, dizendo de onde ele vem, e
pedir aos alunos para pesquisarem sobre a sua histéria. No entanto, para Fried (2001), a
solucdo apresentada por Avital ndo é de todo solucdo para esta questdo uma vez que
apenas retira o problema da falta de tempo do professor e o transfere para os alunos.

Liu (2003) também arrisca dar uma resposta a esta questdo referindo que “ensinar
Histéria da Matematica € ensinar, também, a propria matematica. A Historia da
Matematica € melhor quando tratada como parte da aula e ndo como uma actividade
‘extra’” (p. 419).

Ora, esta dificuldade pode ser colmatada se substituirmos um problema comum, por
outro, relacionado com o mesmo contetdo didactico, mas com um contexto historico.
Recorrendo a problemas historicos o professor ndo necessita de adicionar mais contetdos
mas apenas “‘ensinar o antigo de uma maneira nova” (Swetz, 1994). Portanto, neste caso, 0
professor ndo é obrigado a encontrar tempo extra para contetdos extra, num programa ja
sobrecarregado, e os alunos ndo sdo forcados a encontrar tempo extra para trabalho de casa

extra. Ora esta ideia € o centro da abordagem de (Swetz, 1994, 1995b) e sera analisada
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mais detalhadamente quando forem abordados 0os modos de integrar a Historia no ensino
da Matematica.

Avital (1995) acrescenta ainda que “a historia pode acompanhar o curriculo topico
a topico. Algumas abordagens aos problemas histéricos ndo s6 enriqguecem o ensino, como
mostram maneiras pedagogicamente melhores do que as mais modernas” (p. 7). Por outras
palavras, a abordagem histdrica pode ser bem sucedida uma vez que para cada tépico no
curriculo podemos encontrar um problema histérico, uma ideia ou uma figura relevante.

O cerne de toda esta questdo esta na diferenca entre usar e integrar a Historia no
ensino da matematica. E muito frequente vermos a palavra “usar” na literatura relacionada
com este tema. Temos, por exemplo, “O uso da Histéria da Matemética no ensino”,
“Usando a Histéria na Educacdo Matematica”, “Usando a Historia para ensinar
Matematica”, “O uso da Historia no ensino da Matematica”, “O ABCD de usar a Historia
da Matematica na sala de aula”, “Usando problemas da Historia da Matematica na sala de
aula”. E muito raramente surge a palavra “integrar”.

Esta ideia foi defendida por Siu e Tzanakis (2004) ao afirmarem que “é mesmo
discutivel se a frase ‘usando Historia da Matematica’ deve ser usada! A palavra ‘integrar’
pode ser melhor, ¢ a palavra ‘permeando’ é ainda melhor” (p. vii).

Para realcar esta diferencga, Siu (2007) escreveu um artigo intitulado “Nao, eu ndo
uso Histdria da Matematica nas minhas aulas. Porqué?”, e a resposta que da a esta questao
é, precisamente, “Ndo, eu ndo uso Histéria da Matematica nas minhas aulas. Eu deixo-a
permear as minhas aulas”, onde, como é evidente, “permear” denota uma maior

profundidade que a palavra “integrar”.

e Falta de métodos de avaliacéo:

Muitos professores argumentam que ndo ha nenhuma maneira objectiva e
consistente de integrar qualquer componente historica na avaliacdo dos alunos, e se ndo é
considerada na avaliagdo, entdo os alunos ndo a valorizam nem prestam atencao.

Para Haverhals e Roscoe (2010), para resolver esta dificuldade “o truque consiste
em fazer perguntas de avaliagdo que usem as capacidades desenvolvidas no decurso da
utilizacdo da Historia da Matematica” (p. 349). Ora, isto estd de acordo com o décimo
beneficio que referi anteriormente, pois, se aproveitarmos a Histéria da Matematica para

desenvolver capacidades transversais nos alunos, deverdo ser também essas capacidades
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objecto de avaliagdo e ndo apenas 0s conteldos que, muitas vezes, os alunos decoram sem
perceberem o que estdo a estudar.

Além disso, em vez de avaliarmos através de questdes “abstractas” (do tipo ‘resolve
a equacdo...’, ‘determina o valor da expressdo numérica...” ou ‘calcula o valor da
poténcia...”), podemos utilizar os problemas escritos em linguagem corrente, muito
frequentes na Histdria da Matematica e que geralmente, tém um carécter ludico que pode
motivar os alunos para a sua resolucdo. No entanto, os problemas historicos, bastante
diferentes dos habituais exercicios, requerem que os alunos pensem profundamente sobre
0s conceitos que estdo a aprender e, por isso, estes acham estes problemas dificeis, mas
IS0 acontece porque ndo estdo habituados a trabalhar desta maneira, porque o que
acontece, por exemplo, em relacdo as equacdes, é que os professores dedicam muitas aulas
a resolucdo repetitiva de equacdes e apenas uma ou duas aulas aos problemas propriamente
ditos. Depois, nos exames nacionais, constatamos que a maior dificuldade dos alunos
reside na interpretacdo das questdes.

Esta dificuldade dissipa-se se houver uma correcta integracdo da Historia no ensino
da Matematica, ou seja, se esta ‘permear’ as aulas através dos problemas histdricos, que
podem ser utilizados para leccionar qualquer conteldo existente no programa e que Sao
adequados para desenvolver as trés principais capacidades transversais, nomeadamente, a
resolucdo de problemas, o raciocinio matematico e a comunicacdo matematica. Outra
componente a ser avaliada podera ser a realizacdo e trabalhos de pesquisa recorrendo a
Histdria da Matematica, pois existe uma infinidade de temas interessantes que os alunos
podem investigar.

Assim, a dificuldade em avaliar a componente historica, depende essencialmente do
modo como esta é “usada” na sala de aula, pois quando € usada e ndo integrada, como € o
caso, por exemplo, da sua utilizacdo através de notas histdricas, € obviamente mais dificil

de avaliar.

3.2.2. Avaliacdo da eficacia da integracdo da Histéria no ensino da
Matemética

A relevancia da Historia da Matematica no ensino desta disciplina tem sido alvo de

inimeras discussdes no campo da Educacdo Matematica, e observamos que, apesar das

objeccdes e dificuldades levantadas, as pesquisas vém realcando, cada vez mais, as

potencialidades da integracdo da Historia no processo de ensino e de aprendizagem da
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Matematica. Mas, recentemente, uma importante discussdo tem surgido neste contexto, que
consiste em perceber a eficacia (ou ndo) da integracdo da Historia da Matemaética na sala
de aula.

Na lista de objeccdes apresentada anteriormente ndo referi a que me parece mais
relevante e que é a 162 objeccdo, apresentada por Siu (2007) na sua lista dos factores
desfavoraveis, na forma de uma questdo muito pertinente: “Ha qualquer evidéncia empirica
de que os alunos aprendem melhor quando a Histdria da Matematica € utilizada na sala de
aula?” (p. 269).

Liu (2003) j& tinha colocado uma questdo semelhante e constatado que era dificil
responder a esta pergunta para quem defendia a importancia de incluir a Historia no
curriculo da Matematica. Este autor alega, ainda, que ndo tem conhecimento de algum
estudo empirico que indigue que a Historia da Matematica ajuda os alunos a terem melhor
desempenho nos testes tradicionais. O autor refere que “embora o estudo da Histéria da
Matemética possa melhorar as atitudes dos alunos relativamente a Matemaética, a
articulacdo entre atitude e aprendizagem nao € linear nem simples” (p. 420).

Esta afirmacdo do autor tem por base dois estudos que sdo por ele referidos. Um
deles foi feito por McBride e Rollins (1977) que compararam duas turmas de algebra no
ensino universitario tendo concluido que houve uma significativa melhoria na atitude dos
alunos relativamente a Matematica, quando a Historia da Matematica foi incluida. No
outro estudo, Philippou e Christou (1998), também concluiram que as atitudes e 0 modo de
ver a Matematica dos futuros professores sofreu uma mudanca radical depois de eles terem
frequentado dois cursos baseados na Histéria da Matematica.

Em (Lit et al, 2001) é relatada uma das primeiras experiéncias consistentes da
integracdo da Historia no ensino da Matematica. Embora o resultado ndo tenha sido tdo
promissor como era esperado, este estudo serviu para 0s investigadores obterem
informagdes sobre como os alunos aprendem Matematica e como gostam de o fazer.
Quanto ao resultado, os investigadores concluiram que o grupo de alunos que teve contacto
com a Historia da Matematica achou o processo de aprendizagem mais agradavel, embora
o0 resultado cognitivo deste grupo de alunos ndo tenha revelado uma melhoria. Os autores
tentam explicar este facto, apontando que podera haver uma falha entre o que € ensinado e
0 que ¢ avaliado.

De facto, quando integramos devidamente a Histéria no ensino da Matemaética,

além de trabalhar os contetdos, um dos grandes objectivos é o desenvolvimento de
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capacidades transversais, como por exemplo, a da resolugdo de problemas. Ora, estas
capacidades ndo se desenvolvem numa semana, e se calhar nem sequer num més; como tal,
os resultados (positivos) que se anseiam ndo surgirdo de imediato, mas certamente irdo
aparecer a médio e longo prazo. Temos que ser pacientes, persistentes e, sobretudo, ndo
desistir!

Recentemente, Jankvist tem se debrugado muito sobre esta problemética e, numa
pesquisa empirica que realizou, aponta que se a Historia integrar o curriculo da Matematica
como um objectivo (‘goal’), os alunos do Ensino Basico sdo capazes de participar em
verdadeiras discussdes historicas de maneiras que se conectam ao contedo matematico
(Jankvist, 2009a).

Apesar do aumento de estudos empiricos relacionadas com este tema, as conclusdes
tiradas ainda ndo sdo suficientes para satisfazer os estudiosos desta area e, recentemente,
Kjeldsen (2010) (no Resumo do artigo apresentado no ESU6°), defende que a questdo de se
saber se a histdria beneficia a aprendizagem dos alunos ainda ndo foi exaustivamente
investigada.

Haverhals e Roscoe (2010) analisaram e refutaram quinze dos factores
desfavoraveis apresentados por Siu (2007). Quanto ao décimo sexto factor, referido
anteriormente, os autores ndo souberam como refutar esta objeccéo devido, de facto, a falta
de pesquisa e conclusdes validas que permitam responder, fidedignamente, a esta questao,
pelo que alegaram:

“Ao ultimo factor desfavoravel, (16), os autores ndo podem responder. Que seja do
nosso conhecimento, ndo ha nenhuma evidéncia empirica convincente de que os alunos
aprendem melhor quando a Histéria da Matematica é usada na sala de aula” (Haverhals e
Roscoe, 2010, p. 353).

Nos Congressos e Encontros realizados nos dltimos anos, tem-se verificado um
aumento de artigos que divulgam pesquisas empiricas onde se tenta mostrar (algumas
vezes, prematuramente) a eficacia da integragcdo da Historia no ensino da Matematica e,
certamente, este sera um tema em debate nos proximos eventos relacionados com a

Historia e a Educacdo Matematica.

° 6™ European Summer University on the History and Epistemology in Mathematics Education (ESUS6),
realizado em Julho de 2010, em Viena.
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3.2.3. De que forma a Historia pode ser integrada no ensino da Matematica?

“‘Ha tantas maneiras diferentes de integrar a Historia
da Matemética na sala de aula como ha professores. ”

(Siu, 20000, p. 242)

A discussdo sobre os “pros” e “contras” da integracdo da Historia no ensino da
Matematica é de longa data. No entanto, a tendéncia nos Gltimos anos tem sido a procura
de uma base tedrica e de uma metodologia para fazer esta integracgéo.

Depois de ter explicitado os beneficios, objec¢des e dificuldades que se colocam na
integracdo da Historia no ensino da Matematica, parece evidente que a maioria dos autores
analisados defende amplamente a sua integracdo no ensino da Matematica, apesar das
objeccOes e dificuldades levantadas. Entdo, resta agora dar resposta a questdo: “De que
forma essa integracdo pode ser feita?”.

Tzanakis e Arcavi (2000, p. 214) apresentam a seguinte lista de ideias e exemplos
com o intuito de responder a esta questao:

Notas histdricas

Projectos de investigacdo com base em textos da Histdria
Fontes primérias

Fichas de trabalho

Pacotes histéricos

I L T o

Tirar proveito dos erros, concepcdes alternativas, mudancas de perspectiva, revisao
dos pressupostos implicitos, argumentos intuitivos

7. Problemas historicos

8. Instrumentos mecanicos

9. Actividades de matematica experiencial

10. Dramatizagoes

11. Filmes e outros meios visuais

12. Experiéncias no exterior

13. A Internet

No entanto, € preciso ter prudéncia ao considerar esta extensa lista, pois €

importante tentar conciliar o uso da Historia da Matematica com uma das dificuldades
mencionadas anteriormente, relacionada com a falta de tempo e, neste sentido, ndo me

parecem exequiveis algumas das sugestdes apresentadas. Como foi referido, este € um dos
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argumentos geralmente utilizado pelos professores por nao integrarem a Historia no ensino
da Matematica e que, muitos deles, para resolverem este problema, transferem-no para os
alunos, dando & Histéria da Matematica uma conotagdo de trabalho extra. E isso que se
verificara se forem utilizadas algumas das sugestdes apresentadas.

Por outro lado, também € importante a diversificagdo de estratégias de ensino, e as
orientacbes do Novo Programa de Matemaética, tendo por base o Curriculo Nacional,

enfatizam essa necessidade:

“o aluno deve ter diversos tipos de experiéncias matematicas, nomeadamente
resolvendo problemas, realizando actividades de investigacdo, desenvolvendo
projectos, participando em jogos e ainda resolvendo exercicios que proporcionem
uma préatica compreensiva de procedimentos. Por isso, 0 professor deve propor aos
alunos a realizagéo de diferentes tipos de tarefas, [...].”

(DGIDC, 2007, p. 8)

E evidente que alguns dos exemplos dados serdo introduzidos apenas
esporadicamente na sala de aula (ou fora dela), mas sera que, desse modo, conduzem a
uma aprendizagem efectiva da Matematica ou servem apenas para sobrecarregar ainda
mais um curriculo ja sobrelotado?

Certamente, o objectivo dos autores € aumentar a motivacdo dos alunos através da
utilizacdo de algumas destas estratégias, que ao mesmo tempo, servem também para
diversificar os métodos de ensino.

Algumas destas sugestdes sdo frequentemente mencionadas por varios autores,
especialmente a integracdo de notas historicas com o intuito de motivar os alunos,
desmistificando a Matematica; a utilizacdo de fontes primérias e a resolugdo de problemas
historicos como forma de desenvolver a capacidade de resolver problemas. Esta ultima
estratégia ja foi referida no capitulo introdutorio, por ter sido a adoptada no presente
estudo. Devido a importancia atribuida as outras duas estratégias, sera feita uma andlise a

cada uma deles.

Notas historicas
No que respeita & introducdo de notas historicos, diversos autores tém alertado para
0 perigo de se fazer uma historia episodica referindo que notas historicas em livros

escolares sdo, muitas vezes, pequenas historias, isoladas, por vezes enganadoras e mais
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entretenimentos que verdades. Um facto isolado, descontextualizado, geralmente d& uma
impressao falsa do que esta a ser estudado.

Rickey (1995), em resposta a questdo colocada no inicio deste subcapitulo, refere
que essa integracdo “precisa ser muito estritamente ligada ao material que estd a ser
discutido na aula. Comentarios historicos gerais sdo agradaveis, mas insuficientes” (p.
124).

Ao considerar 0 aspecto motivacional da Histéria da Matematica, referindo que ha
muitos professores que a utilizam com esse propdsito, Byers (1982) defende que
curiosidades e notas biograficas avivam as aulas. Humaniza e ‘desmistifica’ a Matematica,
na medida em que mostra que essa Matematica é um produto do trabalho arduo e de muitos
avancos e recuos, ajudando a aliviar o receio que muitos alunos sentem por esta disciplina.

Silva (2010), manifesta a mesma opinido que Byers ao propor que “as anedotas e as
historias de matematicos sejam mais exploradas nos manuais escolares e na sala de aula. O
lado humano da Matematica precisa de entrar na sala de aula e ndo serdo as anedotas que
irdo trazer menos seriedade a disciplina, pelo contrario” (s/p).

Ora, esta é a forma encontrada pelos autores dos manuais escolares para
introduzirem (e ndo integrarem) a Historia no ensino da Matemaética. Geralmente, no fim
do capitulo aparecem as “notas ou curiosidades histéricas” onde é feita referéncia a vida e
obra de algum matemaético relacionado com o tema do capitulo em questdo e sdo abordadas
algumas curiosidades. E visto por professores e alunos como um extra e como 0s primeiros
estdo sempre “atrasados” no cumprimento do programa, simplesmente ignoram essas
paginas.

Foram feitos alguns estudos onde foi analisada a integracdo da Histéria da
Matematica nalguns manuais escolares de Matematica, utilizados no Brasil. Ndo tenho
conhecimento de algum estudo semelhante feito em Portugal, mas pelo que tenho visto nos
manuais que tenho utilizado, estou convicta que as conclusdes seriam analogas. Das
ilacdes tiradas pelos autores dessas pesquisas depreende-se que estes ndo sdo muito
favoraveis a introducdo da Historia apenas como factor motivador, principalmente do
modo como é feito nos manuais e manifestam as suas preocupacdes do seguinte modo:

“Ha o perigo de se ficar na superficialidade da historia da matematica como meras
curiosidades sem nenhuma implicagdo no tratamento dos conteudos matematicos em si”
(Brolezzi, 1991, p. 1).
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Vianna (1995) salienta que “essa historia que tem estado presente na maioria dos
livros didacticos de Matematica ndo tem relagdo directa com o conteddo que os alunos
devem aprender; quando ela é usada como motivacdo pode facilmente ser substituida por
algum outro tema da moda, como futebol, [...]” (p. 124).

Peters (2005) acrescenta, ainda, que “os textos originais que aparecem nos livros
sdo sempre fragmentados e aparecem mais para informar (ilustrar) que para formar” (p.
106).

Vianna (1995) apresenta um estudo onde foi analisada a “utilizacdo” da Historia da
Matemaética nos livros didacticos, tendo concluido que em 40% das vezes que a Historia
aparece nos livros didacticos, surge como um factor motivacional; em 44% tem um
caracter apenas informativo; somente em 6% das vezes serve de estratégia didactica e
surge integrada no processo de ensino/aprendizagem apenas em 10% do total. E evidente a
forte predominéncia do caracter motivacional e informativo em detrimento dos outros dois.

Como a maioria dos professores segue fielmente os manuais escolares, é dbvio que
a abordagem que daré a Histdria da Matematica serd a que encontrar nos livros, pelo que se
depreende que utilizard a Historia apenas como factor motivador e informativo, através de
curiosidades e notas histdricas.

Do exposto podemos concluir que a utilizacdo estritamente motivacional da
Histéria da Matematica tem se revelado uma fraqueza metodoldgica. Embora seja
verosimil que os alunos gostam muito deste tipo de apresentacdo, por lhes parecer
divertido, estabelece apenas um sentimento momentaneo e ndo lhes proporciona uma
verdadeira aprendizagem da Matematica.

Outro problema que se coloca € que a integracdo da Histdria sob este aspecto, além
de sobrecarregar um curriculo ja extenso, conduz a uma das dificuldades referida
anteriormente que € a falta de métodos de avaliacdo. De facto, ndo é facil encontrar uma
maneira coerente e consistente de avaliar a aprendizagem dos alunos quando a Histéria da

Matematica € integrada como mero elemento motivador.

Fontes primarias

Laubenbacher e Pengelley séo grandes defensores da utilizacdo de fontes originais
e nos seus artigos (Laubenbacher e Pengelley, 1992, 1994, 1996) essa ideia esta bem
explicita. Estes autores alegam que “através de uma adequada seleccdo e organizacdo das

fontes, os alunos podem apreciar, imediatamente e a longo prazo, avangos na clareza,
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elegancia e sofisticacdo dos conceitos, técnicas e notagdes, [...]” (1996, p. 257). Salientam,
ainda, que “nenhum outro método mostra tdo claramente a evolucéo do rigor e abstraccéo
matematica” (idem).

O estudo dos textos originais é essencial para entendermos a origem dos conceitos e
a sua evolucdo. Nada melhor do que exemplificar e um bom exemplo disto é a explicacdo
da origem da palavra “raiz quadrada” e do seu simbolo (v/), questdo muitas vezes colocada
pelos alunos e que, provavelmente, muitos serdo os professores do ensino basico que nédo
saberdo responder. Ora, se recorrermos ao livro de Leonardo de Pisa, o Liber Abaci, de
1202, encontraremos, na pagina 3, o seguinte texto escrito em latim: “radix quadratum 16
aequalis 4”, que traduzido para portugués é: “o lado do quadrado 16 é igual a 4”. Daqui
podemos constatar que a palavra radix ndo tem nada a ver com raiz, pois a traducao
correcta de radix é lado. Segundo Agnaldo Ricieri, trata-se de um “aportuguesamento
bobo”.

Quanto & origem do simbolo v/, 0 que aconteceu, de facto, foi que & medida que se
foram fazendo copias deste livro, a palavra radix foi sofrendo abreviacdes até chegar ao
actual simbolo que ndo é mais do que um alongamento ou variagdo da letra , como nos

mostra a seguinte figura:
o&X9) — 3
Va9 — 3
9 ——3
g ——— 3

Fig. 8 — Origem do simbolo da raiz quadrada
(Extraido de Ricieri, s/d)

Certamente, se os alunos tivessem conhecimento disto, ndo teriam tanta dificuldade
em resolver problemas sobre areas e lados de quadrados pois, para eles, a nog¢éo de raiz
quadrada é muito abstracta e é muito dificil compreenderem que quando querem
determinar o lado de um quadrado conhecida a sua area, esse lado seja obtido através da
raiz quadrada do valor da area.

Muitos outros exemplos poderiam ser dados, e ndo resisto a apresentar mais dois.
Um deles permite responder a questdo que muitos alunos colocam, quando comegcam a

trabalhar com as equacdes, e que tem a ver com o uso preferencial da letra x e ndo outra
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qualquer letra do alfabeto. O que a maior parte dos professores responde é que “E
assim...”, ou que “E uma convencéo, toda a gente usa o x.” E 6bvio que estas respostas
ndo satisfazem os alunos. Seguramente, seria mais significativo se nos baseassemos na

seguinte explicacéo:

“Para representar a incognita nesse tratado de algebra [Tratado sobre
demonstracdes de problemas de Algebra], Khayyam utiliza o termo arabe Chay, que
significa ‘coisa’; essa palavra, grafada Xay nas obras cientificas espanholas, foi
progressivamente substituida pela sua inicial x, que se tornou o simbolo universal do
desconhecido. ”

(Maalouf, 1991, p. 43 apud Peters, 2005, p.10)

Penso que o facto de os alunos terem conhecimento disto ajuda-os a dar significado
aquela letra que aparece no meio de tantos nimeros.

Outro exemplo, que também me parece pertinente, esta relacionado com a origem do
simbolo utilizado para representar o nimero m. E frequente aparecer nos manuais
comentarios sobre 0 nimero de casas decimais do m e até sdo propostos trabalhos de
pesquisa relacionados com este tema. No entanto, pouca referéncia é feita a razdo de ser

desta letra. Certamente, seria vantajoso dar aos alunos uma explicagdo do género:

“O simbolo usado para designar a constante obtida pela razdo entre a medida do
perimetro de uma circunferéncia e o seu didmetro é a letra grega = , inicial da
palavra ‘perimetros’, escrita em grego: aepyuetpol, ”

(Bigode, 1994, p. 32 apud Bortoletto, 2008, p. 16)

Deste  modo, a Histéria da Mateméatica ajuda na contextualizacdo e,
consequentemente, na procura de significacdo para o conhecimento matematico. Assim, a
Histdria pode ajudar a superar o “mar de falta de significacdo” que inunda as salas de aula.

Jahnke (2000) também defende o uso de fontes originais argumentando que a
utilizacdo de textos originais em fichas de trabalho, cuidadosamente elaboradas e
implementadas em actividades interdisciplinares, € uma abordagem mais profunda e mais
exigente para integrar a Histdria da Matematica no ensino da Matematica do que o uso de
notas historicas.

Salienta que embora “o estudo de fontes originais seja 0 [método] mais exigente e 0
que consome mais tempo, [...] € uma actividade gratificante e que aprofunda

substancialmente a compreensédo matematica” (Jahnke, 2000, p. 291).
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E de realcar que os autores que defendem o uso de fontes originais salientam a
importancia da adequada seleccdo e organizacdo das fontes, assim como de uma cuidada
elaboracdo dos materiais a utilizar na sala de aula, pois, se ndo houver esta preocupacéo,
verificar-se-a uma das objeccdes colocadas por muitos investigadores/professores quando
referem que o uso de fontes originais s6 vai confundir ainda mais os alunos e, além disso, o
dispéndio de tempo ainda serd maior.

Além destas estratégias amplamente defendidas na literatura, um professor de
Matematica pode lancar mdo de algumas outras que também podem contribuir para a
aprendizagem da Matematica. Por exemplo, tendo em conta que as orienta¢des curriculares
tém dado grande énfase as actividades extracurriculares podemos, mais uma vez, recorrer a
Histdria para encontrar materiais/recursos para tais actividades. Um exemplo podera ser a
dinamizacdo do Problema da Semana/Més, proposto pelo professor da disciplina ou através
de um Clube de Matemaética. O professor a procura de problemas encontrard na Historia da
Matemética um manancial de problemas recreativos, ideais para este fim. Falo por
experiéncia prépria, uma vez que no ano lectivo 2009/2010, em colaboragdo com as
colegas do meu grupo disciplinar, dinamizdmos o problema do Més e os problemas
seleccionados foram problemas classicos (aqueles que atravessaram diversas épocas e
regides apenas com pequenas variacdes de quantidades e personagens).

Conclui que estes problemas, apesar de serem classicos, eram desconhecidos da
maioria dos alunos (e até de algumas professoras). No entanto, houve muito interesse por
parte dos alunos na sua resolucéo e, de facto, este tipo de problemas adequa-se muito bem
ao “Problema do M&s”, pois apresenta-se de uma forma ludica e a sua resolucdo apela ao
raciocinio e a capacidade de resolver problemas.

Ora, este facto ja tinha sido constatado por Swetz (2004b) ao referir que os
professores que gostam de propor um Problema da Semana ou do Més chegardo a
conclusdo que os problemas histéricos desempenham muito bem a tarefa.

Outra actividade extracurricular que pode ser desenvolvida com a ajuda da Historia
da Matemética é a realizagdo de Jogos.

Segundo Neto e Silva (2004), “o acto de jogar muito cedo acompanhou a
civilizagdo. [...]. Existem jogos h4 dezenas de séculos, sendo provavelmente responsaveis
pelas primeiras actividades estritamente mentais que o Homem inventou (ou descobriu)”
(p. 11). Jogar jogos antigos pode ser de grande ajuda para que os alunos desenvolvam e

analisem criticamente estratégias vencedoras, indo, também, ao encontro das orientagdes
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do Novo Programa, que valoriza a realizacdo de jogos. O Curriculo Nacional do Ensino
Bésico (CNEB), (Competéncias Especificas — Matematica), & também bastante explicito

quanto ao valor pedagdgico dos jogos, ao referir que:

“O jogo é um tipo de actividade que alia raciocinio, estratégia e reflexdo com desafio
e competicdo de uma forma lddica muito rica. /...J. Ha jogos em todas as culturas e a
matematica desenvolveu muito conhecimento a partir deles.”

(DEB, 2001, p. 68)

Outra forma de, ocasionalmente, “usar” a Historia da Matemética no ensino é
através de projectos de investigacdo com base na Histéria e, conforme consta em (DGIDC,
2007), “a organizacdo em grupo é especialmente adequada no desenvolvimento de
pequenos projectos que possibilitam uma divisdo de tarefas pelos diversos alunos, [...],
como num estudo sobre Historia da Matematica” (p. 10).

Na Historia encontram-se muitos temas interessantissimos e podera ser solicitado
aos alunos que realizem trabalhos de pesquisa (dentro e fora da sala, dependendo do tempo
disponivel). E também uma forma de diversificar os métodos de trabalho, pois permite a
realizacdo de trabalhos de grupo, além de proporcionar outras formas de avaliacdo. No
entanto, é importante que o professor esteja ciente que, geralmente, esta forma de integrar
(neste caso, usar) a Histdria, apesar de motivar os alunos, podera ndo conduzir a uma
efectiva aprendizagem dos conteudos a serem leccionados.

Penso que 0 mesmo acontece com algumas das abordagens propostas por Tzanakis
e Arcavi (2000), nomeadamente, as Ultimas seis. As sugestdes numeros 4, 5 e 6 estdo,
implicitamente, relacionadas com a integracdo da Histéria da Matematica através das
fontes originais e dos problemas historicos.

Embora a sugestdo numero 5, referente aos pacotes historicos, ou melhor dizendo,
sequéncias didacticas, esteja intimamente relacionada com as fontes originais e com 0s
problemas historicos, ha autores que defendem, especificamente, a integracdo da historia
atraves desta abordagem.

Para Bruckheimer e Arcavi (2000) ‘pacotes historicos’ (ou ‘acontecimentos’
histéricos) sdo um conjunto de materiais estritamente focados num pequeno tdpico,
directamente relacionados com o curriculo. Além disso, devem ser construidos, sempre que
possivel, a partir de pequenos fragmentos de fontes primarias e mesmo que sejam feitos
para serem orientados pelo professor, baseiam-se, principalmente, na participacdo activa

dos alunos.
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Esta é a ideia principal subjacente ao artigo de Radford e Guérette (2000),
“Equacbes do Segundo Grau na sala de aula: Uma abordagem Babilénica”, no qual é
apresentada uma sequéncia didactica com o propoésito de conduzir os alunos a
reinventarem a formula geral para resolver equacdes quadraticas.

Swetz (1994) revela que a sua estratégia preferida para integrar a Histdria no ensino
da Matemaética, é através do uso de actividades baseadas na historia. Essas actividades
podem ser realizadas pela turma, como um todo; direccionadas para pequenos grupos,
podendo haver vérias actividades em simultaneo distribuidas pelos diversos grupos; ou
como actividades individuais, realizadas por cada aluno, tanto na aula como em casa. Ora,
estas actividades podem, obviamente, ser guiadas pelo professor, mas o objectivo é que 0s
alunos tenham uma participacdo mais activa no processo de ensino e aprendizagem,
através da realizacdo de tarefas de aprendizagem. Para Swetz (1994), “os termos tarefa de
aprendizagem e actividade de aprendizagem implicam que a aprendizagem terd lugar
fazendo - uma tarefa deve ser realizada ou uma actividade conduzida” (p. 125).

Se analisarmos o NPMEB, constatamos que também recomenda a realizacdo de
actividades, interpretadas como um conjunto de tarefas a serem realizadas pelos alunos,
cujas orientacbes metodoldgicas sdo anadlogas as sugeridas por Swetz, pois ddo muita
énfase ao papel activo do aluno, cabendo ao professor o papel de guia.

Outra versdao destes ‘pacotes historicos’ poderd ser sequéncias de problemas
historicos relacionados com um determinado tema, como por exemplo, o Teorema de
Pitagoras. O professor pode fazer uma ‘compilacdo’ de problemas que apareceram em
diferentes épocas e culturas, relacionados com o conteldo que estd a leccionar. Deste
modo, proporciona aos alunos a resolucdo de problemas e de exercicios, permitindo que
estes treinem determinados problemas que deixam de o ser ao tornarem-se repetitivos.
Geralmente, a rotina também é necessaria para que os alunos consigam assimilar os
contetdos leccionados, e penso que esta é uma boa forma de proporcionar aos alunos a
resolucéo de exercicios de modo a reforgar e clarificar o conceito que esta a ser ensinado.

Este método sugerido por Swetz (2004b) foi também o “método” que utilizei para
integrar a Histdria da Matematica em algumas das minhas aulas, que serdo analisadas no
quinto capitulo.

Fried (2001) resume os varios modos de integrar a Historia afirmando que ha duas
estratégias basicas para o fazer. A primeira envolve, por exemplo, a introducdo de

episddios historicos, pequenas biografias, problemas isolados; ao que ele chama a
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“estratégia da adi¢cdo”, uma vez que esta ndo altera o curriculo, apenas o aumenta. Refere
ainda que esta é uma estratégia muito passiva.

A segunda estratégia muda, efectivamente, a forma como o material é apresentado,
por exemplo, a explicacdo de uma técnica ou ideia usando a sua evolucdo historica. Para
Fried, esta é a “estratégia da acomodac¢do™, uma vez que através dela é possivel encaixar
ou acomodar o curriculo as circunstancias historicas ou a um modelo historico.

Siu e Tzanakis (2004) fazem uma comparacgdo curiosa ao aludirem que “o uso da
Histéria da Matematica na sala de aula tem sido comparado a um aperitivo, um prato
principal ou uma sobremesa, que corresponde, respectivamente, & motivacao, ao contetdo
ou ao enriquecimento” (p. vi-vii). E acrescentam que, contrariamente ao que acontece na
gastronomia, a Historia da Matematica ndo deve ser integrada no ensino de uma forma
compartimentada pois, segundo os autores, o que deve ser feito é uma integracdo e nao o
uso da Historia no ensino da Matematica, como ja foi mencionado anteriormente.

Ultimamente, tém surgido diferentes ideias e interpretacdes de como a Histéria da
Matematica deve ser integrada na sala de aula, que podem ser consideradas caminhos
complementares para fazer esta integracéo.

Uma dessas interpretacdes é dada por Wilson e Chauvot (2000), no artigo, “Who?
How? What? A Strategy for Using History to Teach Mathematics”. As autoras
argumentam que uma maneira de incluir, com sucesso, a Histdria no ensino da Matematica
—sem que o professor sinta a necessidade de tornar-se um especialista em Histdria — é usar
uma estratégia em que os professores tentam que 0s seus alunos pensem e vejam como a
Historia responde as trés questdes seguintes: ‘Quem constroi a Matematica?’; ‘Como se
desenvolve a Matematica?” ¢ ‘O que é a Matematica?’. As autoras terminam o artigo
desenvolvendo a ideia de a Historia da-nos diferentes respostas a estas questdes,
dependendo da época, do lugar e do contexto que estamos a considerar.

Outra abordagem, ainda mais recente, é a proposta por Jankvist (2009a, 2009b,
2009c). Nos seus artigos, o autor tem reflectido sobre os argumentos a favor e contra a
integracdo da Historia na Educacdo Matematica (os ‘whys’ na sua terminologia) e 0s
esquemas metodologicas (‘hows’), introduzindo dois interessantes critérios de
classificacdo. Para classificar o porqué, este investigador distingue entre os argumentos
que se referem a Historia como uma ferramenta (tool) para auxiliar a aprendizagem e o
ensino da Matematica e os que se referem a Historia como uma meta (goal). Quanto aos

modos de utilizar a Histdria estes sdo classificados em trés categorias principais de
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abordagens: abordagens de iluminacdo, mddulos de abordagens e abordagens baseadas na
histdria.
Este investigador revela a preocupacdo em obter dados empiricos sobre a eficacia da

“utilizacdo” da Historia no ensino e refere que o objectivo do seu artigo é:

“auxiliar na analise de usos concretos da Historia na aprendizagem e ensino da
Matematica [...] e fornecer respostas para a 16 objeccédo ao uso da Historia na lista
de Siu (2007): ‘ha qualquer evidéncia empirica de que os alunos aprendem melhor
quando a histdria da matematica é utilizada na sala de aula?"”

(Jankvist, 2009b, p. 256)

Apesar da crescente importancia dada a integracdo da Historia no ensino da
Matematica e ao grande numero de estudos dedicados a este tema, “esta ndo pode ser
considerada como uma panaceia para todas as questBes pedagdgicas no ensino da
Matematica” (Siu e Tzanakis, 2004, p. vii).

O sucesso da sua integracdo no ensino da Matematica depende, em grande parte, do
modo como € feita. O processo de ensino e aprendizagem € uma actividade muito
complexa, que envolve muitos agentes e € mediada por diversos factores; como tal, é muito
dificil encontrar uma “férmula” que seja eficaz em todos os casos onde ¢ aplicada.

Creio gque nao existe um Unico método de ensino que possa resolver todos 0s
problemas de aprendizagem da Matematica. Ao identificar os pontos fortes e as limitacfes
das abordagens mencionadas, cada professor, tendo em conta o contexto em que esta a
trabalhar, é que tera que fazer as opgOes e adaptacOes que achar mais adequadas, de modo
a que os diversos métodos se completem e complementem uns aos outros. Além disso,
professores diferentes tém estilos e crencas diferentes, e as preferéncias sobre os topicos
historicos também diferem, dai a razdo de ser da frase de Siu com que iniciei este
subcapitulo: “Ha tantas maneiras diferentes de integrar a Histéria da Matematica na sala de

aula como ha professores” (Siu, 2000b, p. 242).

3.2.4. A Histéria da Matematica como artefacto mediador no ensino da
Matematica
Finalizo, dando a “minha” resposta a questdo apresentada no titulo: “De que forma

a Histdria pode ser integrada no ensino da Matematica?”.
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N&o obstante as abordagens referidas anteriormente, o fundamental é que a Histdria
da Matematica tenha o papel de artefacto mediador no processo de ensino e aprendizagem
da Matematica, opinido também defendida por Furinghetti (2004) ao afirmar precisamente
que vé “a Histdria da Matematica como um artefacto que pode ser introduzido na sala de
aula como um mediador no processo de ensino/aprendizagem” (p. 1).

A autora salienta que, no cenario internacional, h4 pouca evidéncia de actividades
em que a Historia da Matematica ‘per se’ seja introduzida no ensino da Matematica, e
refere que encontrou dois trabalhos onde a Histéria da Matematica ndo foi integrada
apenas para humanizar o ensino da Matemaética, como geralmente acontece, mas considera
estes trabalhos exemplos do uso da Historia da Matematica para promover a aquisi¢do
pelos alunos de competéncias e capacidades Uteis, também para outras disciplinas
escolares.

Ap0s analisar estes trabalhos, Furinghetti (2004) conclui que se ensinar Matematica
for concebido como uma oportunidade para participar num projecto educacional, no qual
os alunos adquirem a capacidade de trabalhar em grupo, perseguindo 0s objectivos através
da exploracdo dos meios de aprendizagem disponiveis, entdo a actividade em questdo
revela-se proveitosa.

Outros investigadores também atribuem a Histéria da Matematica o papel de
artefacto mediador, como é o caso de Dematté. Bagni, Furinghetti & Spagnolo (s/d)
referem que Dematte “considera a Histdria da Matematica como um artefacto para usar na
sala de aula como um mediador do conhecimento matematico” (p. 9). E de salientar que
Dematte € um acérrimo defensor de que o uso de fontes originais € a maneira mais
eficiente de integrar a Histdria no ensino da Matematica.

No entanto, convém salientar que h& outros autores que também fazem referéncia
ao termo “ferramenta”, mas ndo aprofundam este conceito nem fazem referéncia a Teoria
da Actividade.

Dois desses autores, que também abordam este termo, sdo Wilson e Chauvot (2000)
e argumentam que integrar a Historia no curriculo de Matematica é uma forma inteligente
de ensinar Matematica; pois, em vez de se tornar uma tarefa adicional, deve ser uma
ferramenta para um ensino eficaz.

Da mesma forma, Jankvist (2009a) vé a Histéria como uma ferramenta pedagdgica

que pode dar novas perspectivas e insights sobre materiais a utilizar e pode mesmo servir
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como um guia para as dificuldades que os alunos podem encontrar a medida que aprendem
um determinado contetdo.

Recentemente, alguns investigadores tém analisado a integracdo da Histdria no
ensino da Matematica na perspectiva da Teoria da Actividade, dando énfase ao conceito de
mediacdo semidtica e considerando os artefactos como artefactos de mediacé@o semiotica
(conceitos j& abordados no ponto 3.1.3). Da pesquisa bibliogréafica que realizei, conclui que
0s investigadores que mais se debrucam sobre a integracdo destas duas abordagens
(Historia da Matematica e Teoria da Actividade) no ensino da Matematica, sdo Bussi e
Mariotti (apesar dos estudos de Mariotti estarem mais relacionados com a integracdo de
ferramentas das TIC, como por exemplo, o Cabri).

Bussi e Mariotti (2008) apresentam dois exemplos de ferramentas de mediacéo
semiodtica, com o objectivo de ilustrar e clarificar esta nocdo tedrica: o dbaco e o Cabri.

Relativamente ao abaco, este é considerado um artefacto cultural®, pois a sua
origem esta intimamente ligada a histoéria da contagem e teve um importante papel na
Histdria da Matematica. A integracdo do abaco no ensino da Matematica tem grande valor
didactico pois proporciona a reconstrucdo historica da evolucdo do seu uso na notacao
decimal posicional dos nimeros.

As autoras concluem, referindo que “a escolha de um determinado artefacto é
determinada segundo a analise do seu potencial semiotico. A Histdria € uma fonte rica de
sugestdes e o exemplo do dbaco ndo é um caso isolado” (Bussi e Mariotti, 2008, p. 758).

Quando afirmam que o abaco ndo € um caso isolado, referem-se, por exemplo, a
outros trés estudos em que Bussi participou. Um deles é apresentado em (Bussi et al,
1999). Neste estudo de investigacdo, o enquadramento tedrico segue a tendéncia
vygotskiana, com énfase na construcdo social do conhecimento e na mediacdo semiotica
através de artefactos culturais: a dimensédo social consubstancia-se no recurso a 'discusséo
matematica’, orquestrada pelo professor. Neste exemplo, os artefactos culturais sao
representados por “engrenagens” (por exemplo, rodas com ‘dentes’, correntes, parafusos),
figuras e teorias (ou seja, a geometria de Euclides e a cinematica de Herdo).

Na conclusdo, as autoras referem que tém provas de que “dada uma sequéncia
apropriada de tarefas e uma adequada orientacdo do professor, a maioria dos alunos de
uma turma do 4° ano, pode produzir declaragdes gerais, abstractas e condicionais sobre

movimentos no dmbito da experiéncia das ‘engrenagens’ e tomar parte na construcdo de

19 para (Bussi e Boni, 2003, p. 15) sdo exemplos de artefactos culturais a régua, o abaco e dispositivos para
desenhar curvas, uma vez que tém acompanhado ou antecipado o desenvolvimento teérico da Matematica.
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provas como justificagdes dentro de uma teoria” (Bussi et al, 1999, p. 83). As autoras
acrescentam que estes dados foram confirmados noutras turmas do 4° ano e também com
alunos do 6° ano. E afirmam que “as caracteristicas especiais no &mbito da experiéncia das
“engrenagens” (e a exploracdo eficaz guiada pelo professor) sdo responsaveis por este
sucesso”.

Outro estudo é o exposto em (Bussi e Boni, 2003), onde ¢ analisada a utilizacdo de
dois artefactos culturais: o0 compasso e também o abaco.

Bussi e Boni (2003) relatam que a analise em questéo foi inserida numa abordagem
vygotskiana que lhes permitiu serem mais precisas sobre a qualidade das interacgdes
sociais (tarefas individuais e de grupo, discussdes orquestrados pelo professor), realizadas
sob a orientacdo do professor.

Outro estudo é o realizado por (Bussi, Mariotti e Ferri, 2005), no qual € utilizado o
“vidro de Durer”, que é um instrumento usado para desenhar em perspectiva. As autoras
mencionam que o quadro tedrico seguido baseia-se nos trabalhos de Vygotsky e Bachtin,
com elementos adicionais provenientes de estudiosos da Teoria da Actividade, como por
exemplo, Engestrom e Wartofsky.

Dando continuidade ao seu trabalho, Bussi (2009) apresenta dois exemplos onde
artefactos fisicos (a que Bussi chama artefactos historicos ou culturais) foram introduzidos
no ensino da Matemaética, para encorajar alunos do ensino basico e secundario a praticar a
‘demonstragdo’. No primeiro exemplo, sdo usadas duas rodas com ‘dentes’, ligadas entre
si, onde 0 movimento rotativo de uma provoca o movimento em sentido contrario da outra;
no outro exemplo, sdo usados dispositivos mecanicos na representacdo e construcao de
parébolas.

Bussi (2009) explica que o enquadramento tedrico de fundo, apresentado nestes
exemplos, “baseia-se na Teoria da Actividade (Vygotsky, 1978), que destaca o uso de
signos num contexto social e faz parte de um quadro bem mais amplo do pensamento
matematico onde os artefactos e 0s signos estdo em primeiro plano” (p. 151).

Continua, dando novamente destaque a ideia de mediacé@o semiotica, referindo que
esta ideia foi:

“introduzida por Vygotsky (1978), a fim de capturar um tipo especifico de actividade
em sala de aula: os processos de longo prazo, comegados e controlados pelo
professor, que visam ajudar os alunos a aprenderem significados matematicos e
procedimentos através de tarefas adequadas que requerem o uso de determinados
artefactos. ”

Bussi (2009, p. 151)
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Acrescenta que para descrever o processo desenvolvido nestes exemplos, diria que
o professor usa o artefacto como uma ferramenta de mediacdo semidtica, ideia ja
defendida em (Bussi e Mariotti, 2008).

Em jeito de conclusdo, a autora refere que estes dois exemplos mostram que 0s
professores podem introduzir, com éxito, artefactos fisicos nas salas de aula de
Matematica, como instrumentos de mediacdo semiética, e acrescenta, ainda, que 0s
professores podem mediar o0 conteldo matematico bem como o processo de demonstracao
matematica.

Bussi também esclarece que “usa a palavra artefacto de uma forma muito geral para
abranger formas de linguagem orais e escritas; textos; ferramentas fisicas usadas durante a
histéria da aritmética (dbaco, calculadoras mecanicas, etc.) e da geometria (régua,
compasso etc.); ferramentas de TIC; manipulaveis, etc.” (Bussi, 2009, p. 152).

Apesar dos artefactos usados nestes exemplos levarem a pensar que a integracao da
Historia no ensino da Matemaética é feita através de “ferramentas” fisicas, se tivermos em
conta a anterior definicdo de artefacto dada por Bussi, podemos constatar que, para esta
autora, esses artefactos também poderiam ser, por exemplo, documentos originais ou
problemas historicos, uma vez que Bussi esclarece que a palavra artefacto pode englobar
formas de linguagem orais e escritas e textos.

Bussi e Bazzini (2003), no artigo intitulado “Research, practice and theory in
didactics of Mathematics: towards dialogue between different fields ”, analisaram alguns
casos onde o didlogo entre especialistas de diferentes dominios foi bem sucedido e outros
onde esse didlogo falhou. Os resultados desses dialogos foram discutidos, tendo por base
os estudos efectuados pelos autores, dentro do paradigma da pesquisa em Educacao
Matematica italiana.

As autoras referem dois exemplos de projectos, baseados no dialogo entre a teoria e
a pratica, que sdo considerados casos de sucesso. Um desses projectos consiste numa
abordagem para a reflexdo tedrica em geometria e 0 segundo exemplo esté relacionado
com a resolucdo de problemas algébricos. Estes projectos comegaram a partir do inicio dos
anos noventa, desenvolvidos independentemente por equipas de investigadores de algumas
universidades italianas, dos quais se destaca Bussi e Mariotti.

Bussi e Bazzini (2003) destacam que a introducdo de fontes historicas na sala de
aula de Matematica é uma pratica comum, pelo menos num pequeno grupo de

pesquisadores e profissionais em Educagdo Matematica, salientando que 0 que estes
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projectos tém de original s8o o maior foco na dimensdo tedrica da Matematica
(principalmente no desenvolvimento de teoremas e provas) e a anélise de tais experiéncias
num quadro teorico, baseado nas ideias de Vygotsky, onde cada um dos elementos é
colocado em relagdo com os outros.

As autoras relatam que os resultados das experiéncias de ensino desenvolvidas
nestes projectos foram surpreendentes, se comparados com a alegacdo geral sobre a
dificuldade (ou impossibilidade) de lidar com a dimensdo tedrica da Matematica, pois a
maioria dos alunos conseguiu produzir conjecturas e construir as provas.

Naturalmente que as conclusdes tiradas nestes estudos sdo ainda muito incipientes,
sendo necessarios mais estudos neste ambito para se concluir sobre a verdadeira eficacia da
integracdo da Historia no ensino da Matematica, quando aquela assume o papel de
artefacto mediador no processo de ensino e aprendizagem desta disciplina.

Espero que este trabalho de investigacdo dé algum contributo neste &mbito. Para tal,
no quinto capitulo, farei a anélise dos dados obtidos em algumas das minhas aulas de
Matematica, onde foi feita a integracéo da Historia atraves de fichas de trabalho elaboradas
com recurso a Histéria (com sequéncias de problemas histéricos). Estes problemas
desempenharam o papel de artefactos mediadores, e foram resolvidos pelos alunos sob a
minha orientacdo. Estes dados serdo analisados & luz da Teoria da Actividade, com o
objectivo de investigar a relevancia dos problemas histéricos como artefactos mediadores

na aprendizagem da Matematica.

3.2.5. Classificagdo das fontes
Para integrar a Historia no ensino da Matemaética, o professor tem, necessariamente,
que recorrer a fontes. Tzanakis e Arcavi (2000, p. 212) referem que essas fontes podem ser
classificadas em trés tipos:
. Fontes primarias (excertos dos documentos matematicos originais);
o Fontes secundarias (livros com historias narrativas, interpretativas,
reconstrugdes), mais concretamente, os tipicos livros de Historia da
Matematica;
o Fontes didacticas (material adaptado para usar na sala de aula, elaborado
com base nas fontes primarias e secundarias).
Infelizmente, as fontes didacticas sdo, dos trés tipos, as que existem em menor

quantidade e as que fazem mais falta aos professores.
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O seguinte diagrama ilustra os trés tipos de fontes e as possiveis relacoes entre elas.
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HISTORIA DA MATEMATICA INTEGRADA NO ENSINO DA MATEMATICA

ENSINO/APRENDIZAGEM NA SALA DE AULA

Fig. 9 — Fontes a utilizar quando a Histéria
da Matematica é integrada no ensino da Matematica

(Tzanakis e Arcavi, 2000, p. 213)

Vejamos alguns exemplos dessas fontes™:

Fontes primarias

A quantidade de fontes primarias é vasta e diversificada, no entanto, abordarei
algumas fontes primarias cujo contetido possa ser adaptado e, posteriormente, leccionado
aos alunos do 3° ciclo, uma vez que este trabalho de investigacéo incidiu sobre este nivel

de ensino.

™ Uma analise mais detalhada destas fontes encontra-se no anexo A.
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Papiro de Rhind

O documento que melhor nos da a conhecer a Matemdtica egipcia é o papiro de
Rhind, escrito pelo escriba Ahmes, por volta de 1650 a. C. Uma andlise detalhada de
muitos problemas deste papiro pode ser consultada no anexo A.1.

Placas Babilonicas

O nosso conhecimento sobre a Matematica da antiga Mesopotamia (Babilonia) tem
como fonte diversas placas de argila gravadas em escrita cuneiforme. Dada a sua extenséo,
ndo existe uma Unica placa que contenha toda a Matematica da Babilonia, como acontece
com o papiro de Rhind que representa quase toda a Matematica do Egipto. A maior parte
das placas que chegaram aos nossos dias datam de um periodo entre 2000 a 1600 a. C.

Uma analise algo pormenorizada da Matematica da Babilonia encontra-se no anexo
A.2, onde sdo apresentados e analisados alguns dos problemas das diversas placas

babildnicas.

Os Elementos de Euclides

Os Elementos € uma das obras mais importantes da cultura ocidental e foi escrita,
por volta 300 a. C., por Euclides. E uma compilacéo e sistematizacdo do conhecimento
matematico da época classica e é a evidéncia mais antiga de um conjunto sistematico de
defini¢cdes, axiomas, postulados e proposi¢des, muitos dos quais sdo apresentados no anexo
A3.

Nove Capitulos da Arte Matematica

Esta obra € o maior legado da Matematica chinesa, tendo sido utilizada como
manual de ensino, ndo apenas na China, mas também nos paises e regides vizinhas.

Foram feitos varios comentarios a este livro, sendo um dos mais importantes o
comentario feito por Liu Hui, em 263, no qual Liu forneceu a justificacdo matematica para
as regras e solucdes dos problemas apresentados no Nove Capitulos, alguns dos quais séo

analisados no anexo A.4.

A Aritmética de Diofanto
A Aritmética foi escrita por Diofanto de Alexandria, pensa-se que no terceiro

século da nossa era. Conjectura-se que o0 numero total de livros desta obra era treze, mas
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apenas seis desses livros chegaram até nos. A Aritmética é um tratamento analitico da
Teoria dos Numeros, em que a maioria dos seus problemas conduz a equacdes do primeiro
e do segundo grau e também sdo abordados problemas que conduzem a equacdes do 2°
grau indeterminadas. Notoria é a falta de métodos gerais e a aplicacdo repetitiva de
procedimentos engenhosos criados para as necessidades de cada um dos problemas em
particular.

No anexo A.3, encontram-se alguns exemplos de problemas desta obra.

Antologia Grega

Esta Antologia é uma das nossas melhores fontes de problemas de &lgebra da
Grécia antiga e € composta por 46 enigmas aritméticos, supostamente compilados por
Metrodorus, cerca de 500 d. C. Os problemas, aparentemente destinados a recreacdo, Sao
do género de alguns colocados por Platdo e muito semelhantes a alguns problemas do
papiro de Rhind.

Existe um epigrama nesta Antologia que é famoso por dar a conhecer alguns
detalhes da vida de Diofanto (ver anexo A.3) e ao qual alguns manuais escolares fazem

referéncia.

Problemas para estimular os jovens de Alcuino de York

Propositions ad acuendos juvenes (Problemas para Estimular os Jovens) foi escrito
por Alcuino de York, no séc. VIII. E um conjunto notavel de problemas recreativos, do
género da Antologia Grega.

Esta coleccdo tem 53 problemas, que se tornaram cléassicos, e muitos escritores
medievais utilizaram este tipo de problemas nas suas obras, como por exemplo, ben Ezra
(c. 1140), Fibonacci (1202), Jordanus Nemorarius (c. 1225), entre outros.

Alguns destes problemas séo apresentados no anexo A.7.

Lilavati de Baskara

O Lilavati foi escrito, em 1150, por Baskara. Neste livro, a aritmética é apresentada
como uma agradavel actividade ludica e os problemas s&o formulados de uma forma muito
peculiar.

E um livro Gtil, que podera ser utilizado actualmente nas aulas de Matematica, pois

a maioria dos problemas estdo relacionados com alguns contetidos leccionados no ensino
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Basico e Secundario. Além disso, 0 enunciado “espirituoso” da maioria dos seus
problemas pode motivar os alunos para a sua resolugdo, como pode ser constatado no

anexo A.5.

O Liber Abaci de Fibonacci

Em 1202, Fibonacci escreveu a sua obra mais célebre, o Liber Abaci (o Livro do
Abaco ou do Calculo). Este livro contém ndo apenas as regras para o calculo com os
numerais hindu-arabes, mas também diversos problemas que incluem questdes muito Uteis
aos mercadores, como o calculo de juros, taxas de cambio e conversdo de pesos e medidas.

Também sdo propostos varios problemas com caracter recreativo, muitos deles
semelhantes a problemas que ja tinham aparecido em obras anteriores, como por exemplo,
no papiro de Rhind. Foi no capitulo XII deste livro que Fibonacci prop6s e resolveu o
famoso problema dos coelhos, que originou a conhecida sucessdo de Fibonacci (ver anexo
A7)

Fontes secundarias

Consideremos agora, de uma forma geral, alguns livros de Historia da Matematica,
que constituem fontes secundarias, pois analisam as fontes primarias e podem ser
utilizados pelos professores para elaborarem material didactico a ser utilizado na sala de

aula.

O primeiro livro que ostentou um titulo de Historia da Matemaética foi escrito por
Johann Christoph Heilbronner, em 1742. A sua obra, Historia Matheseos Universae,
continha uma valiosa relacdo de manuscritos e uma lista dos Gltimos livros impressos.

Mas, para Loria (1946), a primeira “verdadeira e propria Historia da Matematica™ é,
sem ddvida, a Histoire des Mathématiques de Jean Etienne Montucla, editada pela
primeira vez em 1758. Smith (1923, Vol. 1) ja tinha defendido esta ideia ao referir que
“sendo Montucla um erudito, escreveu em estilo abrangente, de modo que quase ndo foi
superado pelas Histdrias posteriores” (p. 540).

Também para Struik (1987), este é “o livro mais antigo de Historia da Matematica
(além de Proclo) que é mais do que um catalogo” (p. 4).

Num novo contexto, a partir do século XIX, a Histéria da Matematica passa a ter

uma abordagem diferente, tendo em vista a sua utilizacdo didactica. Um exemplo desta
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nova abordagem foi dado pelo Padre Pietro Franchini, matematico italiano, que se
dedicava, entre outras coisas, ao ensino da Matemética. A sua obra Saggio sulla Storia
delle matematiche corredato di scelte notizie biografiche ad uso della gioventu, de
1821, estabelece uma concepc¢do vinculadora da Histéria da Matematica com o ensino da
Matematica. Posteriormente, esta relacdo entre Histéria da Matemética e ensino da
Matematica sera retomada por outros autores.

Entre 1880 e 1908, foram publicados os quatro volumes da monumental obra de
Moritz Benedict Cantor, intitulada Vorlesunger Uber Geschichte der Mathematik.
Cantor segue o modelo classico de Montucla, utilizando um critério rigorosamente
cronoldgico na elaboracdo desta obra. Segundo Struik (1987), esta obra “cobre a Histéria
da Matematica até 1799; é antiquada em alguns aspectos (especialmente na matematica
Oriental), mas continua a ser um bom livro para uma primeira orientacdo” (p. 3).

Em 1888 é editado, pela primeira vez, A Short Account of the History of
Mathematics, de Rouse Ball. Este é um livro de facil leitura, mas o seu conteido ndo vai
além de meados do século XIX.

Em 1894, Florian Cajori, professor de Historia da Matematica da Universidade da
Califdrnia, publicou a primeira edicdo de A History of Mathematics. Passados dois anos,
em 1896, publicou um livro direccionado para o0 ensino, com o sugestivo titulo: A History
of Elementary Mathematics, with Hints on Methods of Teaching, onde podemos ler no

seu Prefacio:

“Com a esperanca de ser de alguma ajuda para os professores, preparei este livro e
complementei a minha narrativa com ocasionais sugestfes sobre os métodos de
ensino. Sem duvida, o leitor imaginativo elaborara muitas licbes Gteis a partir do
estudo da Historia da Matematica que nao estdo directamente referidas no texto. ”

(Cajori, 1986, p. v)

David Eugene Smith publicou, em 1923, a sua History of Mathematics em dois
volumes. No volume |, é apresentada uma pesquisa sobre o desenvolvimento da
Matematica por periodos cronoldgicos; no volume Il, é feita uma discussdo sobre a
evolucéo de certos topicos importantes. (Smith, 1958)

O autor esclarece que um texto meramente cronoldgico ndo é didacticamente

aconselhavel, sendo necessarias outras abordagens diferentes, optando pela abordagem
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“Por Assunto”, o que marca uma nova fase na producdo de livros sobre Historia da
Matematica.

Smith toma para si a tarefa de escrever um livro dedicado ao professor de
Matematica, 0 que esta explicito no Prefacio da 22 edicdo deste livro, onde refere que o

escreveu com o proposito de:

“fornecer a professores e alunos um livro utilizavel sobre a Historia da Matematica
[...]. Embora vérios livros sobre este tema estejam disponiveis, o autor acha que um
livro escrito de um ponto de vista um pouco diferente sera Gtil para aqueles que estao
comegando a estudar este assunto. ”

(Smith, 1958, p. iii)

Smith também escreveu, em 1929, a inigualavel antologia de trabalhos
matematicos, A Source Book in Mathematics, na qual apresenta a evolucdo da Matematica
através do recurso aos escritos originais de autores de diversos periodos.

Actualmente, ha muitos tipos de livros sobre Histéria da Matematica (cronologia,
por assunto, biografias etc), e cada tipo tem a sua utilizacdo didactica especifica. Mas ha
certo consenso de que, para uso em sala de aula, no ensino basico principalmente, os livros

por assunto sdo mais adequados; e essa é a linha iniciada por Smith.

Para contrariar a dimensdo dos livros de Historia da Matematica existentes, Struik
publicou, em 1948, um livro sintético intitulado A Concise History of Mathematics, onde

podemos ler, na Introducdo da 42 edicdo, que:

“[...] é possivel condensar esta histéria num livro com duzentas a trezentas paginas
submetendo-nos a uma disciplina rigorosa, esbogando o desenrolar de algumas ideias
principais e minimizando a referéncia a outros desenvolvimentos. ”

(Struik, 1987, p.1)

Este € um dos poucos livros de Historia da Matematica que esta traduzido em Portugués,

com o titulo Histéria Concisa das Matematicas.

Um “excelente livro para usar na sala de aula”, segundo Struik (1987, p. 2), € An
Introduction to the History of Mathematics, de Howard Eves, publicado em 1953. Esta obra
tornou-se uma referéncia obrigatoria no nosso tempo, no que se refere a Historia da

Matematica, pois este tipo de livro:
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“difere em muito das muitas historias da matematica existentes por ndo se tratar
primordialmente de um trabalho de prateleira para consulta, mas sim de uma
tentativa de introduzir a Historia da Matematica aos alunos [futuros professores de
Matemaética]. Assim, h& muitos expedientes pedagdgicos visando ajudar, motivar e

envolver o aluno.”
(Eves, 2002, p. 17 apud Gomes, 2005, p. 56)

Uma das formas que Eves encontrou para “motivar e envolver” o aluno foi através

da proposta de muitos problemas, no final de cada capitulo, pois, segundo ele,

“uma inovacdo importante no tratamento é a inclusdo dos problemas. /...J
Considera-se que ao discutir alguns desses problemas na aula, e trabalhando outros
como trabalhos de casa, 0 curso tornar-se-4 mais concreto e significativo para o
aluno, e a compreensdo de uma série de conceitos historicamente importantes ficara

consolidada.”
(Eves, 1969, p. 2)

Carl Benjamin Boyer publica, em 1968, A History of Mathematics. No Prefécio a
primeira edicdo, faz alguns comentarios sobre os livros de Historia da Matemaética ja
publicados. Refere que os dois volumes de Smith tinham falta de problemas diversificados,
salienta também que a History of Mathematics, de Cajori, continuava a ser um trabalho de
referéncia muito Gtil, mas ndo estava adaptado para o uso na sala de aula. Destaca ainda
que o livro mais bem sucedido e apropriado era An Introduction to the History of
Mathematics, de Howard Eves, afirmando que o tinha usado com consideravel satisfacdo

desde que apareceu em 1953.

Em 2005, na 62 edicdo do seu livro The History of Mathematics. An Introduction,

editado pela primeira vez em 1985, Burton refere que:

“apesar da admiravel sabedoria e muitas vezes clara apresentacdo destes trabalhos
[obras mais actuais], estes ndo estdo especialmente bem adaptados para a sala de
aula. (Talvez a mais notével excepcéo seja o conhecido An Introduction to the History

of Mathematics, de Howard Eves).”
(Burton, 2005, p. X)

Mais recentemente, surgiu o livro publicado pela primeira vez, em 1993, por Victor

Katz, intitulado A History of Mathematics: An Introduction.
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Este livro fornece uma visdo do mundo da Matematica, expondo de uma forma
harmoniosa a Matemaética das civilizagGes antigas, o inicio da Matematica moderna e a
Histdria da Matematica mais recente. Os problemas sdo tirados das suas fontes originais,
auxiliando os alunos a compreenderem como 0s matematicos nas diversas épocas e lugares
resolveram problemas matematicos.

Felizmente, este livro foi editado em portugués, em 2010, com o titulo Historia da
Matematica e serd, certamente, uma mais-valia para o ensino da Historia da Matematica
em Portugal. Esta primeira edicdo na nossa lingua foi revista pelo Professor Jorge Nuno

Silva.

Na verdade, em Lingua Portuguesa escasseiam as obras relacionadas com a Histéria
da Matematica, sendo de destacar o livro de Francisco Gomes Teixeira, publicado em
1934, com o titulo Histéria das Matematicas em Portugal*.

Como refere o titulo, ndo se trata de um livro sobre a Historia da Matematica de um
modo geral, mas apenas a respeitante a Portugal. Numa nota de rodapé da pagina 8,

podemos ler:

“Para o estudo desenvolvido da histéria das Matematicas entre os Gregos, Hindus e
Arabes, ndo é felizmente necessario em Portugal recorrer-se a livros estrangeiros,
porque temos para isso em lingua portuguesa um manual excelente, intitulado
Histéria das Matematicas na Antiguidade, de que é autor o Sr. Fernando de
Vasconcellos. ”

(Teixeira, 1934, p. 8 apud Oliveira, 2009, p. v)

Em 2009, foi revista e coordenada pelo Professor Augusto Franco de Oliveira, a 22
edicdo do livro referido anteriormente, Histéria das Matematicas na Antiguidade, editado

pela primeira vez, em 1925, por Fernando de Almeida e Vasconcellos.

Um bom livro, escrito em Portugués, para quem esta a iniciar estudos nesta area é
Historia da Matematica, de Maria Fernanda Estrada e outros autores, publicado em
2000. Esta obra, composta por doze textos é, nas palavras dos seus autores, “uma
introdugdo basica a Histdria da Matematica, destinada a complementar a formacéo de
futuros professores de Matematica, ou de outros leitores que tenham gosto e interesse pelo
assunto” (Estrada et al, 2000, p. 18).

2Uma vers#o digital desta obra esta disponivel no seguinte endereco:
http://www.mat.uc.pt/~jaimecs/livrogt/livrogt.html.
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Infelizmente, ndo h&a muita literatura escrita em portugués (salvo algumas tradugoes
feitas principalmente pelos brasileiros), e isso € notério num dos capitulos do “History in
Mathematics education. The ICMI Study”, destinado a indicar “Bibliography for further
work in the area”, no qual é feita referéncia a bibliografia da China, Dinamarca, Holanda,
Inglaterra, Franca, Alemanha, Grécia e Italia mas ndo é feita nenhuma referéncia a

bibliografia de Portugal.

Fontes didacticas

Embora, actualmente, ndo faltem fontes secundarias, 0 mesmo ndo se pode ainda
afirmar das fontes didacticas. Estas fontes sdo muito importantes para que a integracao da
Histdéria da Matematica no ensino seja bem sucedida, mas o processo de transformar as
fontes originais (e secundarias também) em fontes didacticas é exigente e demorado e, por
1SS0, 0s professores continuam a alegar que carecem de recursos.

E, apesar de j& comecar a haver alguma literatura disponivel neste sentido, o0s
professores tém dificuldade em encontrar actividades baseadas na Historia da Matematica
que sirvam na perfeicdo para as suas aulas, tendo sempre que fazer as adaptacdes
adequadas para as necessidades, interesses e dificuldades dos seus alunos.

Indico a seguir alguns livros que, na minha opinido, estdo muito bem adaptados
para fins didacticos, ndo sendo, por isso, necessario o professor fazer muitas adaptacdes

para poder utilizar as actividades propostas nas suas aulas.

e Learning Activities from the History of Mathematics, de Frank Swetz, editado em

1994,

Este livro contém duas seccBes principais: biografias de vinte e trés matematicos
importantes abrangendo muitos séculos e culturas, acompanhadas de questdes; e tarefas de
aprendizagem baseadas na Historia da Matematica que fornecem vinte e um tratamentos
aprofundados de uma variedade de problemas histdricos, adequados para alunos do ensino
Basico e Secundario. Além disso, num dos capitulos, intitulado “Problems, problems,
problems”, Swetz apresenta uma selec¢do de 131 problemas historicos, de vérias épocas e
culturas. E um livro de grande utilidade para qualquer professor interessado em integrar a

Histdria nas suas aulas.
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e Historical modules for the teaching and learning of mathematics, disponivel em

CD, editado em 2004 por V. Katz e K. Michalowicz.

O objectivo dos autores ao desenvolver este CD foi demonstrar aos professores do
ensino Secundario como usar o material da Historia da Matematica no ensino de inimeros
topicos do curriculo. Desenvolvido por professores deste ciclo de ensino que trabalharam
em colaboracdo com investigadores, o CD contém onze modulos que lidam com ideias
historicas que podem ser utilizadas directamente na sala de aula.

Os mddulos sdo: Trigonometria, Exponenciais e logaritmos; Fungdes;
Demonstracdes geométricas; Comprimentos, areas e volumes; NUmeros negativos;
Combinatéria; Estatistica; Equacdes lineares; Polindmios; e um modulo especial
relacionado com o trabalho de Arquimedes.

Cada mddulo contém muitas actividades planeadas para serem usadas na aula com
0 minimo de preparacao adicional dos professores. Uma determinada actividade contém
instrucdes para o professor, bem como paginas para distribuir aos alunos.

As péaginas do aluno podem discutir os antecedentes historicos do tdpico em
questdo e conduzir os alunos através do desenvolvimento historico, proporcionam
exercicios e actividades de enriquecimento adicionais e fornecem imagens e esbocos
biograficos de matematicos. Também fornecem referéncias para estudos adicionais,

incluindo materiais impressos e electronicos.

e Historia da Matematica em Atividades Didaticas, de Brito, A. J. et al, editado, pela

primeira vez, em 2005.

Segundo os autores, o objectivo deste livro é ajudar no trabalho de sala de aula do
professor de Matematica, do ensino Basico e Secundario. O livro contém trés capitulos
com actividades de ensino que foram elaboradas e testadas em sala de aula. Estas
actividades, elaboradas a partir da Historia da Matematica, pretendem ajudar os alunos a
construir e perceber conceitos que historicamente sdo considerados entraves no ensino da
Matematica. Por isso, 0s autores debrugam-se sobre trés tdpicos distintos da Matematica:
Geometria, Trigonometria e Nameros Irracionais, todos de fundamental importancia para o
ensino e aprendizagem desta disciplina, devido ao facto de tais tOpicos estarem entre
aqueles nos quais professores e alunos tém maior dificuldade de desenvolver o processo de

ensino e aprendizagem com Sucesso.

104



Os problemas da Matematica.
O seu papel na Matematica e nas aulas de Matematica

e [Fare mathematica con i documenti storici. [Doing mathematics with historical
documents], editado em 2006, por Adriano Dematté com a colaboracdo de Fulvia
Furinghetti.

Este livro (Dematte, 2006) é uma antologia de documentos dirigida aos alunos do
ensino Basico e Secundario (12-18 anos). E o resultado de dois anos de trabalho de cinco
professores, que consideraram, no seu potencial educativo, a Histéria da Matematica e a
utilizacdo das fontes originais na sala de aula.

O titulo do livro sugere que se faga Matematica com documentos historicos, e ndo
apenas “leituras”, o que pode ser feito atraves da interpretacdo de textos e da resolucao de
problemas e exercicios.

Segundo Dematte, a Histdria da Matematica oferece muitas oportunidades para se
fazer matemaética e melhorar a capacidade dos alunos para resolver problemas. Mas,
infelizmente, os professores raramente tém os recursos didacticos para utilizar este tipo de
actividades.

Na tentativa de remediar esta situacdo, foi desenvolvido um esfor¢o colectivo de
professores e investigadores, com a coordenacdo de Dematte, com o objectivo de produzir
um conjunto de actividades baseadas na Historia, que pudessem ser incluidas diariamente
na sala de aula. A integracdo destas actividades no curriculo pretende promover formas
alternativas de ensino, baseado no trabalho com excertos historicos e exercicios escolhidos
para reforcar (ou as vezes até introduzir) competéncias matematicas. O resultado desse
trabalho estd exposto neste livro, que se revela uma mais-valia para os professores
interessados em integrar a Historia nas suas aulas.

Também existe uma versao deste livro para os professores, onde as actividades séo

acompanhadas com uma espécie de guido para o professor.

e Histéria da matematica na sala de aula, de Helder Pinto, editado em 2009.

Este livro apresenta uma variedade de tépicos da Histéria da Matematica e a sua
aplicacdo directa no contexto escolar. O livro contém fichas de trabalho com perguntas
acessiveis e adequadas para as capacidades e o conhecimento dos alunos do ensino
Secundario. Este livro pretende ser uma ferramenta de trabalho Util para professores do
ensino Secundario, dando-lhes exemplos concretos e praticos de como aplicar a Historia da

Matematica em sala de aula, e ndo sO, pois existem também algumas actividades para
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serem realizadas fora da sala de aula, como por exemplo, determinar a altura dos edificios
pelo método usado no antigo Egipto.
Este livro é muito “bem-vindo” pois vem colmatar algumas das lacunas existentes

em Portugal relativamente a este tema.

Artigos

Também os jornais e revistas para professores, como The Mathematics Teacher do
National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) e a Revista Educacéo e Matematica
da APM, entre muitos outros, disponibilizam aos professores exemplos e sugestdes de
actividades e investigacOes, inspiradas na Historia, para usar na sala de aula. Além disso,
ha capitulos de livros que também contribuem neste sentido. Dos muitos artigos e capitulos
disponiveis, apenas a titulo de exemplo, destaco os seguintes:

e Swetz (1995b), no capitulo “Using Problems from the History of Mathematics in
Classroom Instruction”, do livro Learn from the Masters, apresenta uma sequéncia
de problemas histdricos que se resolvem usando o Teorema de Pitagoras e que
apareceram em diferentes épocas e culturas. Também apresenta sequéncias de
problemas que conduzem a sistemas indeterminados. Além disso, coloca um
conjunto de problemas para o leitor resolver.

e Swetz (2000), no capitulo “Problem solving from the history of Mathematics”, do
livro Using History to Teach Mathematics: an International Perspective, apresenta
problemas semelhantes aos apresentados no capitulo acima referido, e acrescenta
alguns problemas com carécter recreativo, sendo alguns deles do livro de Alcuino.

e Ernest (1998), no seu artigo “The History of Mathematics in the Classroom”,
apresenta varias actividades que lidam com diferentes areas da Matematica, como

fraccdes, o Triangulo de Pascal, masica e quadrados magicos.

WEB

Existe uma grande diversidade de sites onde se pode encontrar actividades
desenvolvidas a partir da Histéria da Matematica, com o objectivo de serem utilizadas no
ensino da Matematica. Refiro apenas duas, tendo como critério de seleccdo a quantidade de

problemas histéricos disponibilizados nos mesmos.
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e Uma revista on-line da Associacdo Americana de Matematica, editada por Victor
Katz e Frank Swetz, intitulada Convergence, disponivel em:

http://convergence.mathdl.org

Neste site estdo disponiveis, alem de muitas coisas interessantes sobre Historia da
Matematica, um conjunto de problemas historicos, num item denominado
“Problemas de outros tempos”, dinamizado por Frank Swetz (Swetz, 2004a).

e Em lingua portuguesa temos um site semelhante, intitulado “Historia da
Matematica. Historia dos Problemas”. E uma excelente e completissima fonte de
problemas histéricos, elaborado e mantido por Maria Jodo Lagarto, onde é possivel
encontrar a tradugdo de obras, muitas vezes completas, com inimeros problemas
histéricos, de varias épocas e diversos autores. Esta disponivel em:

http://www.malhatlantica.pt/mathis/

3.2.6. O papel da Historia no ensino da Matematica em Portugal

Penso que ndo posso dizer que em Portugal ndo tem sido desenvolvido trabalho
relacionado com a integracdo da Histdria no ensino da Matematica, o que posso afirmar é
que se existe documentacdo neste ambito, é de muito dificil acesso. Este facto j& foi
constatado, ha quase dez anos, em (Antdnia, 2001) e, infelizmente, o problema persiste. A
autora comeca o seu artigo referindo que “apesar das grandes dificuldades no acesso a
algumas informacGes sobre a Histéria da Matematica e a sua integracdo no ensino da
Matematica em Portugal [...]” (p.1) e conclui, reiterando que, “tivemos grandes
dificuldades e limitagbes em termos de acesso a documentos relacionados com as
realidades de escola Portuguesa e reformas em curso na Educacdo Matematica” (p. 40).

Apesar da escassez de artigos e publicacbes (que sejam do meu conhecimento)
sobre a integracdo da Histdria no ensino da Matematica existem, em Portugal, algumas
organizagOes que tém desempenhado um papel fundamental na divulgacdo e na formacao
de professores no que concerne a esta tematica. Um exemplo é o Grupo de Trabalho sobre
Historia e ensino da Matemética (GTHEM), que estd associado a Associacdo dos
Professores de Matematica (APM), e que faculta a todos os membros desta associa¢ao
informacdes e documentacgéo sobre a Histdria da Matematica e a sua integracdo na sala de
aula. Essa documentacdo inclui biografias de matematicos, simulas histéricas de temas
especificos da Matematica ou de certos periodos da Histéria da Matematica, e ainda

algumas actividades para a sala de aula.
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A Sociedade Portuguesa de Matematica (SPM) também tem contribuido para esta
divulgacdo, organizando anualmente (salvo raras excepcfes) o Seminario Nacional de
Histdria da Matematica (SNHM). Este Seminario foi fundado em 1988 e, desde meados
dos anos 90, passou a constituir uma sec¢do da Sociedade Portuguesa de Matematica. Para
além dos Encontros Nacionais, desde 1993 tém-se realizado Encontros Luso-Brasileiros de
Historia da Matemaética, organizados em colaboragdo com a Sociedade Brasileira de
Histdria da Matematica (SBHMat), com uma periodicidade de trés a quatro anos, tendo-se
realizado o ultimo em 2007.

Uma das publicagbes da Associacdo dos Professores de Matemética é a revista
Educacdo Matemética, onde podemos encontrar algumas sugestdes interessantes de tarefas
para a sala de aula que seguem uma abordagem histérica. Um exemplo que me chamou
especial atencdo pelo facto de dizer respeito a minha terra natal, a Madeira, é o artigo
“Materiais para a aula de Matematica. Contas antigas na llha da Madeira”, onde é
sugerida uma actividade para uma aula, especialmente do 1° ou 2° ciclo, em que 0s alunos
estudam representacdes numéricas e técnicas computacionais utilizadas pelos antigos
pescadores e merceeiros da ilha da Madeira. De facto, isto € uma interessante actividade
pedagogica baseada no patrimonio matematico local (Relva, 1993 apud Antdnia, 2001).

A preocupacdo de integrar a Historia no ensino da Matemética ndo é nova em
Portugal, pois ha ja muitas décadas, ou mesmo séculos, que essa ideia se verifica como
podemos constatar nos Estatutos da Universidade de Coimbra de 1772, escritos por José

Monteiro da Rocha, ao sugerir, a prop6sito do ensino da Algebra, que:

“Para facilitar melhor a entrada nela, [...] principiard o Professor [...] dando uma
ideia circunstanciada do seu objecto, e dos meios, que aplica para conseguir o fim,
gue se propGe. Mostrando a sua origem, e progressos, e fazendo um resumo da
histéria da mesma Algebra pelas épocas mais notaveis dela. ”

(Silva, 2010, s/p)

Costa (2007) (no Resumo do artigo apresentado no ESU5) deu a conhecer uma
analise feita aos metodos de ensino e aos livros de J. Vicente Gongalves (1896-1985),
notavel matematico e professor portugués, da primeira metade do século XX. Dessa
andlise, a investigadora concluiu que Vicente Gongalves introduziu uma dimensdo
histérica no processo de ensino e aprendizagem da Matematica nos seus cursos; sendo de
salientar que isto ocorreu antes da “Historia da Matematica” tornar-se uma disciplina

formal nos curriculos portugueses, 0 que sO aconteceu a partir de 1972. Este matematico
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escreveu varios livros didacticos de Matematica para o ensino secundario e universitario,
que tém sido (e alguns ainda s&o) usados por muitos alunos. A autora constatou que a

dimensao histodrica era introduzida nos seus cursos de diversas maneiras, nomeadamente:

e através de breves notas histdricas: sobre matematicos, sobre a introducdo das
notacdes e seus autores, sobre a criacdo e a evolugdo dos simbolos matematicos,
etc;

e através da introducdo de novos conceitos;

e como ferramenta pedagogica;

e como um conteudo: referindo-se a alguns factos historicos;

e como recurso de exercicios/problemas (baseados ou adaptados de antigos textos

matematicos).

Também Caraca (1951), fez alusdo a importancia da Histéria da Matematica no
ensino, como ja foi anteriormente referido.

Silva (1994, 1997) analisou a presenca da Historia da Matematica nos Novos
Programas de Matematica em Portugal, relativamente aos programas que entraram em
vigor para o ensino Bésico e Secundario em 1991 e 1997, respectivamente. De um modo
analogo, também farei uma breve andlise as orientacdes sobre a integracdo da Histdria no
ensino da Matematica, emanadas pelo Novo Programa de Matematica para o Ensino
Basico (NPMEB).

Num outro artigo, Silva (1995) refere que “a Historia da Matematica aparece desde
ha alguns anos nos textos oficiais portugueses que tratam dos programas do Ensino Bésico
e Secundario. Contudo, aparece de uma forma bastante desconexa, [...]” (s/p). Acrescenta
que pouco ou nada tem sido feito para que a Historia da Matematica seja levada a pratica e
aponta que “a bibliografia que deveria suportar actividades de Historia da Matematica ¢
extremamente reduzida e as instituicdes responsaveis pouco fizeram para alterar esta
situagdo” (idem).

Relativamente as orientacbes do NPMEB, é sugerido que os alunos devem

contactar com aspectos da Historia da Matematica e pode ler-se que:
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“Na Historia da Matematica devem salientar-se o contributo de diversos povos e
civilizagdes para o desenvolvimento desta ciéncia, a sua relacdo com os grandes
problemas cientificos e técnicos de cada época, 0 seu contributo para o progresso da
sociedade, e a sua propria evolucdo em termos de notacGes, representacdes e

conceitos, [...].”
(DGIDC, 2007, p. 10)

Relativamente a um tema em particular, sdo muito escassas as alusdes, sendo de

destacar a seguinte:

“O caso de =, pela sua relevancia matematica e historica, merece igualmente uma
referéncia especial. [...]. O problema historico dos incomensuraveis entre os
pitagéricos permite perspectivar 0s ndmeros irracionais como grandezas

incomensuraveis. ”’
(DGIDC, 2007, p. 49)

Quando comparadas as orientacdes do Programa anterior (0 de 1991) e mesmo as
recomendagdes do Curriculo Nacional para o Ensino Basico, de 2001, € not6rio que as
referéncias a Historia da Matematica sofreram um decréscimo, 0 que vem contrariar a
crescente corrente de pesquisas e artigos publicados internacionalmente que apelam a
integracdo da Historia no ensino da Matematica.

Relativamente ao Novo Programa de Matematica do Ensino Basico, a Associagdo
de Professores de Matematica (APM), emitiu um parecer, onde se pode ler, no que respeita

a Historia da Matematica:

“Sendo um tema de reconhecida importancia, ndo se percebe a razdo da quase total
auséncia de referéncias concretas em todos os ciclos. Era importante conhecer os

argumentos que levaram a essa opgéo. ”
(APM, 2007, s/p)

Depois, continuam sugerindo que:

“Parece que a coluna das ‘Notas’ poderia facilmente integrar chamadas de atencéo
para o aproveitamento pedagogico dos temas historicos, uma das formas possiveis de

tornar a matematica significativa para 0s nossos alunos.”
(idem)

Também é de salientar que ndo esta subjacente neste Programa a integracdo da
Histdria no ensino, mas sim a sua utilizacéo, pois esta € vista como algo complementar, ao

ser referido que, em relagdo as orientagdes metodologicas:
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“h& outras que assumem igualmente um papel importante e que dizem respeito as
representacles, a exploracdo de conexfes, ao uso de recursos, a valorizagdo do
calculo mental, da Histéria da Matematica e do papel da Matematica no mundo
actual, bem como as diferentes formas de trabalho na sala de aula. ”

(DGIDC, 2007, p. 9)

Esta falta de protagonismo dado a Historia da Matematica esta bem patente na
bibliografia e recursos aconselhados pelos autores do Programa, onde aparece apenas a
indicacdo de dois enderecos electronicos, onde se pode ler num deles: “Sitio sobre historia
da Matematica, com cerca de 1300 biografias de matematicos célebres, dezenas de artigos
sobre a historia da Matematica e 0s seus varios topicos e historia e propriedades de 60
curvas especiais” e no outro: “Arquivo de enderecos da Internet com materiais diversos
(actividades, software, planos de aula, etc.) que abarcam os diferentes tdpicos matematicos
e a historia da Matematica” (DGIDC, 2007, p. 72).

Também ¢é de salientar que ndo se encontra nenhuma referéncia a introducdo da
Historia da Matematica nos manuais escolares, como acontece com as directrizes dos

documentos oficiais da Grécia:

“Os grandes momentos histéricos que, passo a passo, determinaram o

desenvolvimento da Matematica devem ser incluidos nos livros escolares de

Matematica, para que o aluno se aperceba da origem das ideias, que é um pré-
requisito para apreender cada assunto.”

(Pedagogical Institute of Greece, 2002

apud Thomaidis e Tzanakis, 2009, p. 140)

E acrescentam, ainda, que:

“N&o é necessario que as notas historicas sejam exibidas separadamente no final de
cada capitulo. (Se necessario), elas podem também ser (brevemente) apresentadas,
nas partes intermédias do texto. ”

(idem)
Tendo em conta as ténues orientagcbes dos nossos documentos oficiais, o que
poderdo os professores fazer para mudar esta situacdo?
Embora nos anteriores documentos oficiais houvesse mais referéncias a introdugéo
da Historia no ensino da Matemaética, na realidade, essas orientagbes ndo eram seguidas

pela maioria dos professores pelas diversos Obices ja apontados anteriormente, também
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salientadas por Silva (1995), “a bibliografia é escassissima, a formagdo de professores ¢é
escassissima, sO sobram os manuais escolares — e alguns deles, poucas ou nenhumas
referéncias fazem a Historia da Matematica” (S/p).

E agora que nem o documento oficial para o ensino da Matematica no ensino basico
em Portugal se preocupa em valorizar essa integracdo, quem querera saber da Historia da
Matematica?

Relativamente aos programas por ele analisados, Silva (1995) conclui afirmando
que “penso que a Historia da Matematica tem um papel muito relevante a desempenhar na
melhoria do ensino da Matematica, correndo-se o risco grave de ser esquecida daqui a uns
anos por ter sido introduzida nos textos oficiais de forma inconsequente” (s/p). E agora, 0
que pensard este estudioso da Historia no ensino da Matemaética em Portugal, ao aperceber-
se que, neste Novo Programa, a Histéria ndo foi introduzida de forma inconsequente; na
verdade, ficou praticamente esquecida!

E de lamentar o pouco valor que é dado & importancia da integracdo da Histéria no
ensino da Matemaética, pois estou convicta que a Histéria da Matematica pode ajudar os
professores e os alunos a enfrentarem os desafios colocados pelas orientagdes do NPMEB.
Em particular, pode estimular e desenvolver as trés capacidades transversais mais focadas
neste programa, nomeadamente, a capacidade de resolver problemas, o raciocinio

matematico e a comunicacdo matematica, tendo em conta o que foi exposto anteriormente.

3.2.7. Consideracoes finais

Do exposto podemos concluir que ha véarios factores que contribuem para que a
Historia da Matematica ndo seja, efectivamente, integrada na sala de aula. Penso que uma
das principais razdes para esta realidade €, fundamentalmente, a falta de preparacdo dos
professores no sentido de os habilitar a trabalhar com a Histéria da Matemaética, ndo de
forma isolada, como motivacdo, mas com uma historia que faca parte integral do processo
de ensino e aprendizagem desta disciplina. Nas licenciaturas (agora mestrados) de
Matematica para o Ensino temos muitas cadeiras tedricas, com conteudos que nunca
teremos oportunidade de abordar quando trabalhamos com alunos do ensino Basico, e
mesmo Secundario. No entanto, muitas vezes ndo temos uma “verdadeira” cadeira de
Histdria da Matematica, direccionada para o tipo de alunos com quem vamos trabalhar e

que nos ponha mais a vontade com este tema. Falo por experiéncia prépria, pois na minha
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Licenciatura ndo a tive, embora, actualmente, muitas Universidades j& oferecam essa
possibilidade. No meu caso, tive uma cadeira de Histdria da Matemaética no Mestrado, e é
dai que veio 0 meu interesse por esta tematica, ao ter conhecimento deste tesouro
“escondido” que é, muitas vezes, desconhecido por muitos professores.

Uma maneira de tentar resolver esta lacuna serd através da formacgdo continua,
proporcionando AcgOes de Formagédo que permitam que os professores tenham contacto
com aspectos da Historia da Matematica relevantes para o ensino e se apercebam dos
beneficios que dai podem advir e, a0 mesmo tempo, se sintam mais a vontade e confiantes
para utilizar a Historia da Matematica nas suas aulas.

Outra razdo, que vem complementar esta, € o tipo de contetdos histdricos que
aparece nos livros didacticos que, por ndo contribuirem para uma consistente
aprendizagem da Matematica, sdo, muitas vezes, ignorados pelos professores (e alunos).

Também deve haver o cuidado de se evitar as incorreccdes e contradicdes que
algumas vezes surgem nos manuais e que geralmente advém do exposto por Grugnetti
(2000a), “um dos riscos de introduzir a Historia da Matematica na Educacdo Matemaética é
0 anacronismo que consiste em atribuir a um autor conhecimentos que ele nunca teve” (p.
78).

Ora, isto vem reafirmar a importdncia dos autores dos manuais escolares
incorporarem contextualizacdes historicas fundamentadas em autores reconhecidos no
campo da Histéria da Matematica e que estejam atentos as pesquisas desenvolvidas nesta
area.

Apesar de ndo ter analisado, pormenorizadamente, 0s manuais de Matematica
adoptados para 0 ensino basico para este ano lectivo (2010/2011), elaborados de acordo
com o NPMEB, penso que isto ndo se verifica uma vez que estes foram certificados por
uma Comissdo Cientifica e, como tal, é de supor que os elementos destas Comissdes
estiveram atentos a este facto.

Embora a maioria dos professores que lecciona Matematica no Ensino Basico nédo
tenha competéncias e/ou conhecimentos para avaliar a precisdo dos conteudos historicos
constantes nos manuais, podera opinar sobre a utilidade, sob o ponto de vista pedagogico,
das referéncias feitas a Historia da Matematica. E tal opinido poderia ser manifestada
através da avaliagdo dos manuais que ¢ feita quando os professores escolhem os manuais a
adoptar na respectiva escola; para tal, deveria haver um item que avaliasse o interesse e a

pertinéncia dos aspectos relacionados com a Histéria da Matematica no sentido de
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contribuirem para uma melhor aprendizagem da Matemaética. Penso que se isto fosse feito,
o0s autores dos manuais teriam mais cuidado na selec¢do dos contetdos relacionados com a
Historia da Matematica a introduzir nos mesmos.

Além da falta de formacdo e do fraco contributo dos manuais neste sentido, 0s
professores ndo tém tempo para pesquisar e arranjar 0S seus proprios materiais, 0 que é
ainda agravado com a falta de literatura, especialmente, em lingua portuguesa.

Penso que ainda ha um longo caminho (ou melhor, um trilho sinuoso e cheio de
obstaculos) a percorrer para que haja uma efectiva integracdo da Historia no ensino da
Matematica. Mas se houver empenho de professores, investigadores, Ministério da
Educacéo, alunos, autores dos manuais, etc., esse trilho podera transformar-se numa auto-

estrada que nos levard a uma melhor aprendizagem da Matematica.
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4. METODOLOGIA

A metodologia consiste na explicacdo minuciosa e rigorosa de toda a accédo
desenvolvida durante a realizacdo de um trabalho de investigacdo. Consiste, assim, na
explicagdo do tipo de investigacdo adoptado, dos instrumentos utilizados na recolha dos
dados, das formas de tratamento e analise dos dados e, ainda, na caracterizacdo dos
participantes e do contexto em que ocorre.

Assim, neste capitulo, apresentarei 0s aspectos que fazem parte do quadro
metodoldgico desta investigacdo. Comecarei por justificar a escolha metodoldgica, a seguir
farei uma caracterizacdo dos participantes e descreverei 0 contexto em que a investigacédo
ocorreu. Também serdo descritos os procedimentos e instrumentos de recolha dos dados
utilizados, assim como 0s procedimentos para o tratamento e analise desses mesmos dados.

Nesta investigacdo, de natureza qualitativa, foi adoptado o paradigma interpretativo
e os dados foram recolhidos através de uma observacdo participante completa.

Os dados foram analisados a luz da Teoria da Actividade, na perspectiva de
Engestrom (1987) e, para operacionalizar esta teoria, adoptei o esquema metodoldgico
proposto por Mwanza (2001, 2002), ou seja, 0 Método Orientado da Actividade (Activity-
Oriented Design Method (AODM)).

4.1. Opcbes metodoldgicas

A Educacdo Matematica tem, na perspectiva de Fiorentini e Lorenzato (2006), uma
problemética especifica e as suas proprias questdes de investigacdo. Estes autores
acrescentam, ainda, que € a natureza do objecto de estudo que define qual a melhor
abordagem metodolégica a ser seguida ou construida pelo investigador, embora
acrescentem que esta area de estudos “ndo possui uma metodologia Unica de investigacdo
nem uma teoria claramente configurada” (p. 4).

Uma vez que a Educacdo, e em particular a Educacdo Matematica, € uma pratica
social, faz todo o sentido que se opte pelo trabalho de campo, realizando uma investigacao
qualitativa, de modo a compreendermos essa pratica. No trabalho de campo, a atengdo do

investigador é orientada pelas questdes de investigacéo.
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Quando este tipo de investigagdo ocorre em contextos de educagdo €
frequentemente designada por naturalista. Isto significa, como referem Bogdan e Biklen
(1994), “que o investigador frequenta os locais em que naturalmente se verificam o0s
fendmenos nos quais esta interessado, incidindo os dados recolhidos nos comportamentos
naturais das pessoas” (p. 17).

A investigagdo qualitativa em educagdo adopta vérias formas e é conduzida em
diversos contextos (Bogdan e Biklen, 1994). Ainda para estes autores, numa investigacao
desta natureza, os dados recolhidos s@o ricos em pormenores e de complexo tratamento
estatistico, pelo que tém que ser analisados de forma indutiva; estes dados s&o recolhidos
no seu ambiente natural e o investigador estd mais preocupado com o processo do que com

os resultados.

Relativamente ao que tem sido feito em Portugal no ambito da investigacdo em
Educacdo Matematica, esta comecou a ganhar maior relevo em meados da década de 80 e
tem-se dedicado, basicamente, a trés areas fundamentais: o curriculo, a aprendizagem dos
alunos e o estudo das concepgdes e praticas dos professores de Matematica.

Num periodo inicial, foram muito usadas as abordagens quantitativas mas ha ja
muito tempo que a investigacdo noO nOSSO pais passou a assumir um caracter
predominantemente qualitativo, usando, preferencialmente, a abordagem dos estudos de
caso. Novas abordagens tém sido experimentadas como as etnografias e as narrativas,
sendo, na opinido de Ponte (2008), desejavel que se diversifiguem, ainda mais, as

abordagens e as ferramentas utilizadas na investigagéo.

4.1.1. Paradigma do estudo

Toda a investigacdo, quer seja quantitativa ou qualitativa, é baseada em alguma
suposicdo fundamental sobre que métodos de investigacdo sdo validos. Neste sentido,
distinguem-se trés paradigmas fundamentais: o interpretativo, o positivista e o critico.

O paradigma interpretativo defende que o estudo do Homem deve ter em conta que
0 ser humano néo é passivo, mas que interpreta 0 mundo em que vive continuamente, ou
seja, a actividade humana é fundamentalmente uma experiéncia social em que cada um vai
constantemente elaborando significado. Os estudiosos que se dedicam a esse tipo de
investigacdo afirmam que o Homem ¢ diferente dos objectos e, por isso, 0 seu estudo

necessita de uma metodologia que considere essas diferencas. Esse ponto de vista
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encaminha os estudos que tém como objecto os seres humanos para os métodos
qualitativos, cujos objectivos de estudo se dirigem, sobretudo, a questdes de conteudo,
mais do que de processo, valorizando a compreensao e a explicagéo.

Conforme salientam Bogdan e Biklen (1994), perante um paradigma interpretativo,
em vez de se ter, a partida, um conjunto de hipdteses a testar, procura-se, acima de tudo,
compreender o comportamento dos participantes no seu contexto.

Por outro lado, o paradigma positivista trabalha com os métodos quantitativos,
adoptando uma orientacdo que aceita 0 comportamento humano como sendo resultado de
forgas, factores, estruturas internas e externas que actuam sobre as pessoas, gerando
determinados resultados. Esta perspectiva pressupde uma causalidade temporal,
estabelecendo uma relacdo de causa e efeito. Para quem defende esta perspectiva, essas
forcas ou factores podem ser estudados, ndo somente pelo método experimental, mas
também por levantamentos amostrais. Esta perspectiva assume que a realidade pode ser
objectivamente conhecida e pode ser descrita por propriedades mensuraveis que sao
independentes do investigador e dos seus instrumentos.

Finalmente, o paradigma critico assume que a realidade é historicamente
constituida e que é produzida e reproduzida pelas pessoas. Porém, as pessoas podem agir
conscientemente modificando as circunstancias econoémicas e sociais. Da énfase a
oposicao, aos conflitos e contradi¢bes da sociedade contemporanea.

Note-se, no entanto, que esta distin¢do epistemoldgica é realizada filosoficamente,

pois, na préatica da investigacao social, estas distin¢cdes ndo possuem limites claros.

A presente investigacdo, de caracter qualitativo, foi conduzida sobre a égide de um
paradigma interpretativo.

Segundo Ludke e André (1986), o que vai determinar a escolha da metodologia € a
natureza do problema. Estas autoras defendem que para estudar com rigor cientifico uma
realidade complexa, como € a escola, 0 investigador necessitara de recorrer a uma
abordagem qualitativa.

Os procedimentos utilizados numa investigacao sdo variados, mas, quando ocorrem
em contexto escolar, destacam-se o estudo de caso, a etnografia, a observagédo participante

e a investigacdo-accao.
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4.1.2. Design do estudo

Estudo de caso versus observacao participante e etnografia

No ambito de um paradigma interpretativo, o estudo de caso € um estudo naturalista
que visa conhecer 0 “como” e os “porqués” (Yin, 2005) de um acontecimento ou situagdo
bem definida, que constituird o caso. Nesta situacdo, o investigador ndo tem controlo sobre
0s acontecimentos, e ndo pode, nem pretende, manipular as causas que originam 0
comportamento dos participantes.

Segundo Ludke e André (1986), “o caso é sempre bem delimitado, devendo ter os
seus contornos claramente definidos no desenvolver do estudo” (p. 17).

“Os estudos de caso sdo particularmente Uteis quando se pretende compreender
determinados individuos, determinado problema ou uma situacdo particular, em grande
profundidade” (Patton, 1990, p. 54 apud Leonor, 2000, p. 193).

Convem distinguir algumas formas de investigacdo que as vezes se confundem,
nomeadamente, o estudo de caso, a etnografia e a observacao participante.

Yin (2005) faz uma distingdo entre estes trés méetodos de investigacdo. A etnografia
pode ser vista como um estudo de caso intenso e prolongado, que se preocupa com a
reconstituicdo de aspectos particulares da cultura de um grupo social ou comunidade. Na
opinido de Yin (2005), a etnografia requer uma observacao detalhada e estadias longas do
investigador no local a ser estudado. Por sua vez, a observacdo participante pode nédo ser
tdo demorada, mas também exige uma permanéncia relativamente longa no campo de
investigacdo. O estudo de caso, por seu lado, é uma forma de investigacdo que ndo
depende necessariamente de dados etnograficos ou da observacdo participante, pois nem
sempre requer a presenca do investigador num local determinado, podendo mesmo ser
realizado, por exemplo, através do telefone ou da Internet. Além disso, o estudo de caso
pode utilizar dados qualitativos e quantitativos, enquanto a etnografia e a observacao
participante usam unicamente dados qualitativos.

Por esta razdo, Ludke e André (1986) alertam que o uso da nomenclatura
investigacao etnogréafica deve ser feito de maneira adequada. De acordo com as referidas
autoras, a sua utilizacdo inapropriada ocorre pelo facto de o termo etnografia se ter
distanciado do seu sentido prdprio no processo de adaptagdo para o &mbito da educacéo,

sofrendo deturpagdes. Um estudo relacionado com as questdes educacionais que se baseie
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na etnografia deve ter o cuidado em reflectir sobre o processo de ensino e aprendizagem,
situando-o0 dentro de um contexto sociocultural mais amplo. Deve, pois, haver a
preocupacdo em ndo limitar a investigacdo apenas ao ambiente escolar, mas, acima de

tudo, promover uma relacdo entre o que se aprende na escola e 0 que se passa fora dela.

Observador participante ou participante observador?

Ponte (2006) classifica a observagdo participante como um “parente proximo dos
estudos de caso” (p. 11), em que se procura conhecer 0S processos, dinamicas e
perspectivas dos intervenientes numa dada situagdo mas em que ndo ha a preocupacao,
como nos estudos de caso, em caracterizar o seu caracter Unico e em delimita-la como
caso.

Observacdo participante € um tipo de estudo naturalista em que o investigador
frequenta os locais onde os fendmenos ocorrem de forma natural e a colecta de dados
ocorre num contexto em que as pessoas agem normalmente.

Dependendo do grau de implicacdo do investigador na vida do grupo que esta a
estudar, a observacdo participante pode, segundo Adler e Adler (1987), ser dividida em trés
tipos, nomeadamente, a periférica, a activa e a completa.

A observacdo participante periférica é utilizada nos casos em que 0s
investigadores consideram necessario um certo grau de envolvimento na actividade do
grupo que estudam, indispensavel para compreenderem essa actividade, mas sem serem, no
entanto, admitidos no meio dessa actividade.

Neste caso, os investigadores ndo assumem um papel de relevo na situagdo em
estudo e limitam intencionalmente o seu envolvimento nas actividades do grupo pois,
conforme refere Lapassade (2001, s/p), “alguns investigadores acreditam que demasiado
envolvimento pode bloquea-los de qualquer possibilidade de analise”.

Por sua vez, a observacgdo participante activa é escolhida pelos investigadores que
pretendem adquirir um certo estatuto no grupo em estudo, desempenhando um papel activo
nesse mesmo grupo, mas mantendo sempre uma certa distancia. Podemos dizer que estdo
com “um pé dentro e outro fora”.

No entanto, Lapassade (2001) ressalta que poderdo surgir conflitos, principalmente
quando essa observacdo participante activa ocorre em contextos de ensino. O observador
participante deparar-se-a com o dilema: como praticar uma participacdo activa sem

“participar’ nas mudancas nem as provocar? Numa escola, o observador participante
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activo pode introduzir outros valores na situagdo que estuda ao apresentar, por exemplo, 0
seu modo de acgdo “permissiva” ou um modelo pedagdgico alternativo, que sdo formas de
intervencao susceptiveis de alterar a situacgéo.

Finalmente, na perspectiva de Adler e Adler (1987), “a observagdo participante
completa exige um maior compromisso do investigador. Em vez de experimentar um mero
envolvimento participativo, o observador participante completo imerge plenamente no
grupo como um ‘nativo’” (p. 67).

Ainda de acordo com estes autores e, contrariamente aos dois papéis vistos
anteriormente, a observacdo participante completa pode ser subdividida em duas
subcategorias distintas: a “oportunista” e a “convertida”.

Na observacao participante completa que acontece por oportunidade, o investigador
ja faz parte do grupo que ira estudar e beneficia da oportunidade que lhe é dada pelo
estatuto que tem dentro desse grupo. Por outro lado, quando esta se d& por conversdo,
representa uma forma de cumprir uma recomendacdo etnometodoldgica, segundo a qual o
investigador deve tornar-se o fendbmeno que estuda.

Ora, na presente investigacdo, o meu papel de professora/investigadora revela as
caracteristicas de uma observacgao participante completa uma vez que eu fazia parte (como
professora) do grupo (turma) que investiguei e, além disso, tem caracter oportunista
porque eu ja era professora destes alunos quando decidi encetar esta investigacdo; digamos

que aproveitei a oportunidade que me surgiu.

A oposicdo entre o interno e o externo surge em praticamente todos os trabalhos
contemporaneos relacionados com a observagdo participante, mas nao esta suficientemente
sistematizada. Para esclarecer este ponto, Lapassade (2001) prop6s uma nova forma de
articular os papéis dos observadores-participantes. Para tal, faz a distin¢cdo entre
observador participante interno e observador participante externo. Os observadores
participantes externos vém de fora e por tempo limitado (o tempo da investigacéo),
solicitam a entrada e ficam alguns meses em tempo parcial; por outro lado, o0s
observadores participantes internos estudam uma situacdo de que ja faziam, e de que
continuardo a fazer, parte. Sao, portanto, “actores” no grupo no qual ja tém o seu lugar, no
meio que vao estudar ou na instituicdo onde exercem funcdes.

Tendo em conta 0 exposto, parece Obvio que nesta investigagdo desempenhei o

papel de observadora participante interna.
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S&o tantas as definicdes que resultam das diversas situacOes e contextos a ter em
conta: observacédo participante, observacao participante periférica, observagdo participante
activa, observacdo participante completa, observacdo participante completa oportunista,
observacao participante completa convertida, observador participante interno e observador
participante externo.

Acho que todas estas variantes para classificar o investigador e o tipo de
investigacdo poderiam ser integradas, de um modo sintético, apenas em duas categorias: a
observacao-participacao e a participacdo-observacao.

Assim, quando o investigador apenas se integra no grupo a partir do momento em
que se inicia 0 processo de investigacdo, estariamos perante uma observagdo-participacéo,
variando o grau de intervencao (participacdo), podendo mesmo ser nula. Se, pelo contrario,
0 observador fizer parte integrante de um grupo e aproveitar essa situacdo para o observar,
estariamos numa situacdo de participacdo-observacdo. Num contexto de ensino, a
participacdo-observacdo corresponderia a situacdo em que o professor investiga a
aprendizagem dos seus proprios alunos, pois, mais do que observar, participa. Para que se
dé uma mudanca/melhoria nas aprendizagens dos alunos, o professor/investigador também

terd que alterar as suas praticas e métodos de ensino.

Participacao-observacao versus Investigacido-accao

Outra distincdo que importa salientar é entre a observacédo participante completa, ou
seja, entre a participacdo-observacdo e a investigacao-acgao.

Embora a investigacdo-ac¢do possa ser considerada uma técnica especial de recolha
de dados, também pode ser vista como uma modalidade de investigacdo em que o
participante da accdo é o investigador da sua prépria pratica e, a0 mesmo tempo, 0
investigador é um participante que intervém no rumo da accdo, orientado pelas suas
questdes de investigacao.

Alguns estudiosos s@o de opinido que, no caso da investigacdo em contexto escolar,
os professores devem ser os investigadores da sua propria pratica. Quando isso acontece,
estamos perante uma investigagdo-acgéo, cujos objectivos sdo, na opinido de Fiorentini e
Lorenzato (2006), “a melhoria das praticas pedagdgicas dos professores, o
desenvolvimento curricular centrado na escola, o desenvolvimento de um grupo auto-
reflexivo na escola e a melhoria das condicGes de trabalho pedagogico e investigativo” (p.
113).
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De facto, num contexto de investigacdo-acgao realizam-se trabalhos de intervencéo
em que as probleméticas e as decisdes relativas ao desenvolvimento da investigacdo séo
partilhadas pelo investigador e pelos outros participantes e onde ndo se verifica o
descomprometimento do investigador em relacdo ao objecto de estudo.

Apesar das semelhangas entre a investigacdo-ac¢do e a observacdo participante
completa (participacdo-accdo), existe, na minha opinido, uma diferenga fulcral: enquanto
na primeira, o foco da investigacdo sdo as praticas do professor (que também é o
investigador), na segunda, a investigacdo centra-se nas praticas dos alunos, envolvendo,

apenas de forma implicita, as praticas do professor.

4.1.3. A Teoria de Actividade num contexto escolar

Nas doutas palavras de D’Ambroésio (2000), “sendo a investigacdo o elo entre a
teoria e a pratica, parte-se para a préatica, e portanto far-se-a investigacdo, fundamentando-
se numa teoria que, naturalmente, inclui principios metodoldgicos que contemplam uma
pratica” (p. 81).

Goetz e LeCompte admitem, no entanto, que essa teoria pode ser escolhida no
decurso da investigacdo, ndo sendo necessario comegar a investigacao tendo ja decidido
qual a teoria a utilizar na analise dos dados. Assim, estes autores defendem que no quadro
de um paradigma interpretativo, comega-se por um conjunto empirico de dados e procura-
se encontrar uma teoria que se lhe ajuste (Goetz e LeCompte, 1984 apud L. Santos, 2000).
De facto, foi 0 que aconteceu nesta investigacdo, pois, inicialmente, ainda nédo tinha em
mente que fundamentacéo teorica deveria utilizar para analisar os dados recolhidos, mas, a
medida que a investigagdo foi decorrendo e sob a orientacdo da minha orientadora,
encontrei na Teoria da Actividade a fundamentacéo tedrica que me pareceu adequada para

interpretar os dados recolhidos na minha investigacao.

Com base nos principios teoricos apresentados no ponto 3.1, podemos considerar a
educacdo escolar como um sistema de actividade. O sistema de actividade escolar é
formado por diversas actividades, entre elas a aula dada pelo professor que, por meio de
regras, divisdo de trabalho e artefactos mediadores, tem como objectivo que 0s sujeitos,
neste caso, os alunos, aprendam Matematica.

Num contexto escolar, ha a interaccdo entre diversos sistemas de actividade, em

funcdo dos diferentes agentes que actuam nesse contexto. De uma forma mais explicita,
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observamos a interaccdo entre os sistemas de actividade da Direcgdo da escola e a sua
equipa pedagogica, dos professores que actuam em diferentes disciplinas e dos alunos dos
diferentes niveis de ensino. De uma forma indirecta, mas ndo menos importante nesse
contexto, em funcdo de também interferirem nas praticas pedagdgicas, temos o0s sistemas
de actividades da familia, das politicas educacionais e, ainda, dos autores dos manuais
escolares. Todos esses sistemas de actividades se inter-relacionam, no sentido de atingirem
um objectivo comum.

O quadro teorico da Teoria da Actividade usa a actividade como a unidade bésica
para o0 estudo das praticas humanas e destaca a ideia de que a relagdo entre o sujeito e 0
objecto ndo é directa, mas sim mediada através da utilizacdo de um artefacto. Além disso,
o professor também desempenha um importante papel de mediador, pois considera-se que,
através da mediacdo, o aluno é capaz de realizar tarefas que sozinho ndo conseguiria,
concepgdo ja descrita anteriormente como a Zona de Desenvolvimento Potencial (ZDP).

Nesta investigagdo, o principal sistema de actividade em estudo séo as aulas de
Matematica de uma turma do 8° ano, cujo objectivo é a aprendizagem da Matematica,
através da resolucdo de fichas de trabalho elaboradas com recurso a Histéria da

Matematica, que, aqui, desempenham o papel de artefactos mediadores (ferramentas).

Na perspectiva de Zurita e Nussban (2007), a Teoria da Actividade “incorpora uma
abordagem qualitativa que oferece uma lente diferente para analisar um processo de
aprendizagem e o0s seus resultados, centrando-se sobre as actividades em que as pessoas
estdo envolvidas” (p. 215).

Jonassen e Rohrer-Murphy (1999) defendem que a Teoria da Actividade exige uma
abordagem qualitativa para analise, o que se verifica na presente investigacdo, que, como
ja referi, se desenvolveu mediante uma abordagem qualitativa.

Kuutti (1996) define a Teoria da Actividade como “um quadro filosofico e
interdisciplinar para estudar formas diferentes de praticas humanas como processos de

desenvolvimento” (p. 25), 0 que se enquadra muito bem num contexto de sala de aula.

Da revisdo da literatura feita conclui que sdo muitos os estudos que utilizam a
Teoria da Actividade para analisar contextos de ensino em que, na maioria deles, o
artefacto mediador é o computador (ou melhor, as Tecnologias da Educacdo e Informacao

(TIC)). Dos trabalhos encontrados destaco os seguintes: (Engestrom et al, 2002a), (Lim e
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Hung, 2003), (Basharina, 2007), (Murphy e Manzanares, 2008) e (Demiraslan e Usluel,
2008).

Relativamente ao ensino da Matematica, em particular, também encontrei alguns
estudos, dos quais destaco: (Jones, 2000), (Piteira e Matos, 2000), (Hardman, 2005), (Ho,
2007) e (Jaworski e Potari, 2009).

4.2. Participantes

Uma vez que o quadro tedrico de analise adoptado neste estudo é a Teoria da
Actividade, cuja unidade de analise é o sistema de actividade da sala de aula, que interage
com outros sistemas de actividade, como por exemplo a familia, parece-me de toda a
importancia e pertinéncia perceber o meio socioecondmico das familias destes alunos e o
meio em que a escola se insere.

Assim, serd feita uma caracterizacdo ndo s6 da turma mas também do seu meio
familiar. Além disso, e com base do Projecto Educativo da Escola, procederei a

caracterizacdo da Escola e do meio em que esta inserida.

4.2.1. A Escola

A Escola EB 2/3 de Nicolau Nasoni situa-se na freguesia de Campanhd, na cidade
do Porto, e comecou a funcionar no ano lectivo 1992/1993.

E a escola sede do Agrupamento de Escolas das Antas que integra mais trés
estabelecimentos de ensino: uma escola do 1° Ciclo, uma escola do 1° Ciclo com Jardim-
de-infancia e um Jardim-de-infancia.

No ano lectivo de 2006/2007 frequentam este agrupamento 1088 alunos, com a
seguinte distribuicdo: 76 séo criancas dos Jardim-de-infancia, 511 s&o alunos do 1° ciclo,
233 séo alunos do 2° ciclo e 207 alunos frequentam o 3° ciclo.

Destes alunos, ha 91 com necessidades educativas especiais (dos quais 49 sdo
deficientes auditivos e 10 integram a Unidade Especializada de Curriculos Alternativos).
Neste ambito, o agrupamento tem merecido reconhecimento pelo trabalho que desenvolve
ao nivel da integragdo das criangas com deficiéncia auditiva.

Dos 440 alunos que frequentam o 2° e 3° ciclo, 61 frequentam Cursos de Educacgéo

e Formacéo, nomeadamente, de Acompanhamento de Criancas, de Cozinha e de Operador
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de Informatica (Tipo Il — equivalentes ao 9° ano) e de Jardinagem (Tipo | — equivalente ao
6° ano).

O agrupamento tem um corpo docente composto por 109 professores, dos quais 9
sdo do Ensino Especial. Neste agrupamento trabalham 35 funcionarios (28 auxiliares da
accao educativa e 7 administrativos).

O nivel socioecondmico dos agregados familiares dos alunos e o respectivo
rendimento per capita € muito diversificado, variando, como é ébvio, em funcéo do estrato
profissional dos pais. Ora, isso indicia diferentes niveis de envolvimento dos pais no
acompanhamento dos filhos, assim como expectativas escolares diferenciadas.

Tomando como referéncia o ano lectivo de 2006/2007, verifica-se que 32% dos
pais dos alunos deste agrupamento sdo empregados de comércio e servigos, 10% sdo mées
domésticas e 9% pertence ao pessoal dos servicos pessoais e domésticos. Ha, ainda, 11%
de desempregados.

E de salientar, ainda, o facto de 47% dos pais (e maes) terem apenas 0 4.° ou 0 6.°
ano de escolaridade e 6.8% nédo saberem ler nem escrever ou saberem ler e escrever mas
ndo terem concluido o 4° ano de escolaridade.

Neste quadro, e tendo em conta o nimero de alunos apoiados pelos Servigos de
Accdo Social Escolar, verifica-se que 34% dos alunos do ensino bésico beneficiaram deste
servigo social, dos quais 30% sao do escaldo A e 4% do escalédo B.

4.2.2. ATurma

Composicao e nivel etario

A turma™® é composta por 23 alunos, dos quais 15 sio rapazes e 8 sdo raparigas.

As suas idades estdo compreendidas entre os 12 e os 15 anos. H& um aluno com 15
anos e outro com 14 anos e as idades dos restantes alunos variam entre 0s 12 e os 13 anos

(ver figura 10).

13 A caracterizagdo da turma teve por base as respostas dadas pelos alunos a um questionario, realizado no
inicio do ano lectivo, no &mbito do Projecto Curricular de Turma.
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Idade dos alunos do 8°B

@12 anos
B 13 anos
0 14 anos
015 anos

Fig. 10 — lIdade dos alunos da turma

Percurso escolar dos Alunos

Ao longo do percurso escolar, vinte alunos desta turma nunca repetiram o ano. Os
outros trés alunos ficaram retidos uma vez, um deles no 7° ano e os outros dois no 1° ciclo.

No ano lectivo anterior, treze alunos progrediram de ano sem nenhuma avaliacéo
inferior a trés; e os restantes tiveram entre uma e quatro avaliacGes inferiores a trés (ver
figura 11).

N° de avaliag@es inferiores a 3 no ano anterior

oo
|1
o2
o3
B4
0 Né&o respondeu

Fig. 11 — N° de avaliagdes inferiores a 3 no ano anterior

Enguadramento Socioecondémico
Quanto ao apoio dos Servicos de Acgdo Social Escolar (SASE), ha seis alunos com

escaldo A e os restantes alunos da turma ndo beneficiaram deste apoio.
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De um modo geral, os alunos vivem com os pais e o(s) irmao(s), excepto dois
alunos que vivem com 0s av0s. Ha cinco alunos que vivem apenas com a mée e 0(S)
irmao(s) pois os pais estdo separados/divorciados.

A maioria dos alunos pertence a familias pouco numerosas; treze alunos tém apenas

um irmd&o e sete sao filhos Unicos (ver figura 12).

N° de irmaos

@0 irméos

B 1irméo

02 irm&os

03 irméos

W 6 irmaos

Fig. 12 — Ndmero de irmé&os

A idade dos pais oscila entre os 31 e os 51 anos, situando-se a maioria entre 0s 33 e

0s 45 anos (ver figura 13).

Idade dos pais

0 30-34 anos
@ 35-39 anos
0 40-44 anos
045-49 anos
B 50-54 anos
@ Nao respondeu

Fig. 13 — Idade dos pais

Quanto as habilitacdes literarias dos pais, trés tém apenas o 4° ano, trés nao
concluiram o 9° ano, cinco tém o 9° ano, quatro tém o 12° ano e quatro sao licenciados (ver
figura 14).
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Habilitag6es literarias dos pais

0 4° ano

B 6° ano

0 7° ano

08° ano

B 9° ano

0 10° ano

B 12° ano

O licenciatura

B N&o respondeu

Fig. 14 — Habilitacbes literarias dos pais

As suas profissdes sdo variadas, passando por coveiro e cozinheiro a engenheiro,

arquitecto e médico, entre muitas outras. Um pai esta desempregado.

A idade das maes oscila entre 0s 30 e 0s 46 anos (ver figura 15).

Idade das maes

0 30-34 anos
@ 35-39 anos
0 40-44 anos
0 45-49 anos
B 50-54 anos
@ N&o respondeu

Fig. 15— Idade das mées

Quanto as habilitacGes literarias das maes, sete tém apenas o 4° ano, quatro nao

concluiram o 9° ano, duas tém o 11° ano, duas tém o 12° ano e ha cinco maes licenciadas

(ver figura 16).
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Habilitagcdes literarias das maes

04° ano

B 6° ano

0O 7° ano

08° ano

B 11° ano

0 12° ano

B licenciatura

O Néo respondeu

Fig. 16 — HabilitacGes literarias das maes

As suas profissdes também sdo bastante variadas, passando por empregada de
limpeza e empregada de cozinha a professora e enfermeira, entre muitas outras. Duas maes

estdo desempregadas, uma mde é domeéstica e uma é estudante.

Expectativas, motivacgdes e interesses dos alunos
As disciplinas em que a maioria dos alunos diz sentir mais dificuldades séo: Lingua

Portuguesa, Francés e Fisico-Quimica (ver figura 17).

Disciplinas com mais dificuldades

O Port.
B Fran.
OF. Q.
O Mat.
BE.V.
3 Ingl.

EC. N.
O Hist.
B Geo.

Fig. 17 — Disciplinas com mais dificuldades

As disciplinas preferidas sdo: Educacédo Fisica, Matematica e Inglés (ver figura 18).
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Disciplinas preferidas

OE. F.
B Mat

OIngl.

O Hist.
BE. V.
OPort.
BE. M.
oc. N.
W Geo.
@ Fran.
OF. Q.

Fig. 18 — Disciplinas preferidas

Relativamente as perspectivas para o futuro, as profissdes que gostariam de ter sdo
variadas e muitos alunos néo responderam, pois alguns ndo sabem e outros estéo indecisos.
As profissdes desejadas reveladas pelas raparigas sdo: advogada, cantora/representadora,
jornalista, educadora de infancia e professora de Educacdo Fisica. Quanto aos rapazes, as
profissbes que gostariam de ter sdo: bidlogo, futebolista, arquitecto, engenheiro
informatico e cartoonista de Banda Desenhada.

4.2.3. A professora/investigadora

Conclui a minha licenciatura em Matematica (Ramo Ensino), na Universidade da
Madeira, no ano lectivo 1997/1998, pelo que o ano lectivo 2006/2007 foi 0 meu nono ano
de docéncia, e 0 segundo ano a leccionar nesta Escola a cujo quadro pertenco.

Neste ano lectivo, além desta turma de 8° ano, leccionei a disciplina de Matematica
a trés Cursos de Educacdo e Formacdo (CEF) que dao equivaléncia ao 9° ano,
nomeadamente, os cursos de Acompanhamento de Criancas, de Cozinha e de Operador de
Informética.

Além de leccionar Matematica a estas quatro turmas também desempenhei o cargo
de Directora de Turma dos alunos envolvidos na investigacao.

Acresce mencionar que ja tinha leccionado Matematica a referida turma no ano

lectivo anterior.

O duplo papel de professora/investigadora
Ser professor/investigador representa uma opc¢do profissional. Na opinido de

Fiorentini e Lorenzato (2006), essa € uma op¢do exigente pois requer “envolvimento,
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tempo para dedicar-se a esse tipo de empreendimento, paix&o, investimento intelectual e
emocional e, além disso, muita disciplina e cuidado na colecta e tratamento da informacéo”
(p. 77).

Desempenhar este duplo papel tem os seus prés e contras. Mas, da minha
experiéncia, considero que pesam mais 0s pros do que os contras.

Por um lado, o facto de haver uma grande proximidade na relacdo entre o
investigador e os participantes no estudo, neste caso, os alunos, pode ser considerado como
uma vantagem, uma vez que existe um maior e diversificado conhecimento mdtuo dos
intervenientes na investigagdo. Além disso, o investigador ndo é considerado um elemento
perturbador ou estranho no ambiente. Neste sentido, sou da mesma opinido que Bogdan e
Biklen (1994) quando defendem que a investigacdo em educacdo pode tirar partido da
relacdo de proximidade existente entre o investigador e o objecto de estudo.

Ainda segundo estes autores, ha beneficios em desempenhar este duplo papel uma
vez que os professores, ao agirem como investigadores, aléem de realizarem o seu trabalho
também se observam a si prdprios, param e distanciam-se dos conflitos imediatos, séo
capazes de alargar as suas perspectivas sobre o que acontece.

Muitas vezes, o termo professor-investigador aparece associado ao de investigacdo—
accao; mas, mesmo que nao se trate de um projecto de investigagdo-accao, o professor, ao
desempenhar o papel de observador participante (ou melhor, de participante observador),
ir4, certamente, tentar melhorar as suas praticas.

Por outro lado, ha dificuldades que surgem, ou, como lhe chamaria Engestrom,
contradi¢Ges. Assim, quando os professores, no papel de investigadores, recorrem a uma
abordagem qualitativa devem ser muito rigorosos e devem estar bastante atentos e
observadores na recolha dos dados, no sentido de reconhecerem 0s seus proprios pontos de
vista e de neutralizarem as imagens e ideias estereotipadas que podem ter em relacdo a
alguns alunos (Bogdan e Biklen, 1994).

Uma investigagdo qualitativa ja encerra, em si, um certo grau de subjectividade.
Nos casos em que o professor desempenha também o papel de investigador, o aspecto
subjectivo pode ser aumentado. O facto de o investigador estar intimamente relacionado
com o grupo que vai investigar pode condicionar bastante a objectividade necessaria ao
processo de investigacao, pelo que é necessario muito rigor e imparcialidade na recolha
dos dados. E principalmente por esta razdo que, muitas vezes, este duplo papel é alvo de

criticas.
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4.3. Recolha dos dados - Quando, Onde e Como?

Para Bogdan e Biklen (1994), “a palavra ‘Investigacdo’ enfatiza a recolha ¢ a
andlise sistematicas dos dados” (p. 283).

Atendendo aos objectivos do estudo e tomando o sistema de actividade da sala de
aula como a unidade de analise, foram recolhidos dados em dez aulas (de 90 minutos) de
Matematica e duas aulas (de 45 minutos) de Estudo Acompanhado de Matematica de uma
turma do 8° ano, entre finais de Setembro de 2006 e meados de Maio de 2007.

Os alunos do 8° ano tém duas aulas de Matematica, de 90 minutos cada, por
semana. Além disso, nesta escola, a area curricular ndo disciplinar de Estudo
Acompanhado € atribuida, separadamente, aos professores de Matematica e Lingua
Portuguesa (45 minutos a cada um). Estas aulas sdo de frequéncia obrigatoria e objectivo é
que sejam usadas, quer pelos professores de Lingua Portuguesa, quer pelos professores de
Matematica, para aprofundar os contetdos leccionados, assim como para colmatar lacunas

manifestadas por alguns alunos.

As aulas desenvolveram-se em salas de aula da Escola EB 2-3 Nicolau Nasoni.
Note-se que eram salas comuns a qualquer disciplina, sem computadores nem materiais
didacticos especificos da Matematica.

Os alunos trabalhavam, geralmente, aos pares ou em grupos de trés. No inicio da
aula, era entregue uma ficha de trabalho, por mim elaborada com recurso & Histdria da
Matemética.

Apds algumas explicacdes introdutdrias, era indicado que exercicios deveriam ser,
inicialmente, resolvidos. Os alunos tentavam resolvé-los, aos pares, enquanto eu circulava
pela sala a tirar davidas e a ajudar os alunos que revelavam mais dificuldades.

Era dado algum tempo para a resolucdo dos exercicios indicados e, passado algum
tempo, procedia-se & sua correc¢gdo no quadro, para o que era solicitado um aluno para o
fazer. Quando ndo havia voluntérios, eu indicava um aluno para ir ao quadro corrigir o
exercicio. Muito raramente é que ndo havia um voluntario, ou até varios; estes alunos eram
muito participativos e, as vezes, até havia conflitos para irem ao quadro (0 que nao
acontece em muitas turmas!).

Depois de corrigido o exercicio no quadro, eu explicava-o para o grande grupo

(turma), pois, geralmente, havia alunos que ndo tinham conseguido resolver o exercicio (ou
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estava incorrecto), ou porque tinham dificuldades ou porque ndo estavam a trabalhar como
deveriam.

Neste momento, era feita a discussdo do método utilizado e dos resultados obtidos
e, as vezes, 0 exercicio era resolvido por outro método, caso algum aluno o tivesse
resolvido de um modo diferente.

E de notar que, por vezes, os alunos mais trabalhadores e com mais conhecimentos,
faziam mais exercicios do que os indicados, pois despachavam-se mais depressa do que a
maioria do grande grupo. Para ndo ficarem a espera, perguntavam-me se podiam avancar,

ao que eu respondia afirmativamente.

As técnicas utilizadas nesta investigacdo para a recolha dos dados foram a
observacao e a analise documental. Estas técnicas, juntamente com a entrevista, sdo alguns
dos procedimentos mais utilizados em estudos que seguem um paradigma interpretativo.

A observagdo é uma das técnicas mais antigas de recolha de dados. No caso dos
estudos interpretativos, a observacdo assume uma natureza fundamentalmente naturalista,
ou seja, ocorre no contexto natural onde se desenrolam os fendmenos em estudo e acontece
em interac¢do com os participantes.

Para proceder a recolha dos dados utilizei uma cadmara de video, colocada num
canto da sala, de modo a n&o perturbar o normal funcionamento da aula. No entanto, uma
das limitacdes que senti foi a falta de, pelo menos, mais uma camara; infelizmente, ndo me
foi possivel utilizar mais camaras.

Quando se realiza uma investigacdo desta natureza é necessario ter em conta
algumas questbes de ética. Assim, a realizacdo destas filmagens foi feita com o
conhecimento e autorizacdo do Conselho Executivo e, também, com autorizacdo, por
escrito, dos Encarregados de Educacdo. Uma vez que eu, como Directora de Turma destes
alunos, tinha reunides, pelo menos trimestrais, com os seus Encarregados de Educacéo,
tive a possibilidade de explicar, presencialmente, o trabalho de investigacdo que estava a
desenvolver, justificando, assim, a utilizagcdo da cdmara de video.

Também foi dado a conhecer, tanto em Reunido de Departamento, como em

Conselho de Turma, 0 meu projecto e 0S meus propositos com esta investigacao.

Ap0s cada aula observada, visionei a gravacdo video e fiz a transcri¢do integral da

aula filmada. Além das aulas filmadas, também serviram de dados as notas que apontava
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no meu diario de campo. No entanto, devido ao meu duplo papel de
professora/investigadora ndo me era possivel tirar apontamentos durante as aulas. Todavia,
essa limitacdo era minimizada pelo conhecimento que tinha dos alunos uma vez que ja
tinha sido professora deles no ano lectivo anterior.

Essas notas eram tiradas no final da aula ou, geralmente, quando chegava a casa,
pois como os intervalos eram de apenas 10 minutos (e ainda tinha que arrumar a cdmara de
video) nem sempre era possivel apontar tudo quanto gostaria no final da aula; s6 o podia
fazer quando ndo tinha aula a seguir.

Além disso, também seleccionei e fotocopiei algumas respostas dadas pelos alunos
no caderno ou na ficha de trabalho, mas, infelizmente, ndo tantas quanto gostaria (ou
deveria). Uma vez que os exercicios eram corrigidos ao longo da aula, os alunos tinham
tendéncia a corrigir/alterar as suas respostas e, nem sempre, se mostravam muito receptivos
a ceder 0s seus apontamentos para fotocopiar.

Faco minhas as palavras de Fernandes (2004), quando desabafa que “uma recolha
de dados deste tipo deixa-nos com a sensac¢do de que ndo temos informacdo suficiente” (p.
191).

4 4. Tratamento e analise dos dados

A analise dos dados implica interpretar e dar sentido a todo o material de que se
dispde a partir da recolha de dados (Bogdan e Biklen, 1994). Como afirmam estes autores,
a analise é um processo de reducdo de dados e pressupde diversas actividades, como
organizar e subdividir os dados, sintetiza-los, procurar padrdes, descobrir o que €
importante e 0 que se vai dar a conhecer aos outros.

Como refere L. Santos (2000), a recolha e a analise dos dados podem ser
relacionadas de maneiras diferentes. Numa delas, o modelo sequencial, recolhnem-se em
primeiro lugar os dados que serdo analisados numa fase posterior. Num modelo interactivo,
claramente de aplicagdo mais complexa do que o anterior, mas na opinido de Bogdan e
Biklen (1994), mais eficiente e eficaz, a recolha dos dados e a anélise desenvolvem-se em
simultaneo. No entanto, segundo estes mesmos autores, 0s investigadores nunca utilizam o
modelo sequencial no seu estado mais puro pois a reflexdo, sobre o que se vai descobrindo

enguanto se esta no campo, faz parte de todos os estudos qualitativos.
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Nesta investigacdo utilizei o modelo sequencial, pois, devido & minha
inexperiéncia, quando comecei a recolher os dados ainda ndo possuia um quadro de
referéncia tedrico bem definido e, por isso, a analise dos dados foi feita numa fase
posterior a sua recolha. Todavia, enquanto estive no campo de investigacdo a recolher os
dados reflecti sempre sobre o que ia acontecendo, embora o fizesse do ponto de vista de
uma professora e ndo de uma investigadora.

Assim, finda a recolha dos dados, seguiu-se a sua analise, ou seja, a organizacao e
sistematizacdo dos dados recolhidos, quer através do visionamento dos videos e respectivas
transcri¢fes, quer através das notas de campo e dos registos escritos dos alunos, com o
objectivo de melhor os compreender e, finalmente, poder dar a conhecer o que encontrei e
as conclusdes a que cheguei.

No entanto, para quem € principiante nestas andancas, como eu, a ideia de analisar
os dados era assustadora e, as vezes, sentia-me incapaz de o fazer; por isso, foi uma tarefa
sucessivamente adiada. Mas, ao mesmo tempo, pensava que o mais dificil era comecar!
Além disso, sentia-me aliviada ao me aperceber que ndo era a Unica a ter esta sensacao de

incapacidade, pois, conforme relatam Bogdan e Biklen,

“Para quem nunca empreendeu uma tarefa destas, a andlise afigura-se
monstruosa, sendo o seu primeiro impulso evita-la, continuando a recolha de
dados no campo de investigacdo, quando ja a devia ter terminado. A ansiedade
aumenta: ‘Ndo consegui encontrar nada de jeito’, [...].”

(1994, p. 205)

Tenho consciéncia que a analise dos dados teria sido mais facil e mais eficaz se
tivesse sido feita em simultdneo com a sua recolha. Uma vez que pouca ou nenhuma
analise foi feita aquando a recolha dos dados, quando terminei de os recolher senti uma
sensacdo de vazio e perguntei a mim mesma: “E agora, o que é que eu fago?”, estado de

alma muito bem descrito por Bogdan e Biklen (1994).

4.4.1. Operacionalizando a Teoria da Actividade
Depois de ter decidido que a andlise dos dados seria feita com base nos
pressupostos tedricos da Teoria da Actividade, deparei-me com um problema ao aperceber-

me que, conforme constata Nardi (1996), ndo ha um método padrdo para colocar as ideias
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da Teoria da Actividade em prética. Também de acordo com Jonassen e Rohrer-Murphy
(1999), a Teoria da Actividade ndo é uma metodologia mas um quadro tedrico para
analisar e compreender as actividades humanas, tendo em conta o contexto em que as
actividades sdo realizadas.

Esta lacuna metodoldgica da Teoria da Actividade também €é apontada por
Hardman (2008), que defende que esta teoria ndo estd operacionalizada para estudar um
sistema de actividade num contexto de ensino, acrescentando que sentiu necessidade de
desenvolver uma linguagem de descri¢cdo da Teoria da Actividade com a qual pudesse
investigar as observacdes da sala de aula.

Para Kaptelinin (1996), a falta de um método padrdo para aplicar a Teoria da
Actividade podera ser atribuida ao facto de que ha varios principios basicos da Teoria da
Actividade nos quais uma analise da actividade se pode basear. Como resultado, os
principios da Teoria da Actividade tém sido interpretados e aplicados de diferentes formas
em diversos contextos, servindo como fundamentacdo para a elaboracgdo de outras teorias.

De facto, uma das maiores dificuldades para os investigadores que, como eu,
comecam a trabalhar com a Teoria da Actividade é encontrar um conjunto de
procedimentos definidos para serem aplicados na sua investigacdo, uma vez que a Teoria
da Actividade concebe uma estrutura conceptual, mas ndo fornece uma metodologia
definida.

Embora esta teoria ndo apresente uma estrutura prévia de analise, tém sido
desenvolvidos alguns principios no sentido de fornecer um guia pratico de procedimentos
(“roteiro”) a seguir quando esta é utilizada.

Sdo varios os autores que se tém dedicado a elaboracédo de tais “roteiros”, dos quais
se destacam Kaptelinin (1996), Jonassen e Rohrer-Murphy (1999), Mwanza (2001) e
Hardman (2008).

Depois de ter analisado algumas propostas, em especial as dos autores referidos,
optei por seguir a metodologia proposta por Mwanza. Embora o modelo de Hardman
estivesse mais direccionado para um contexto escolar, tendo o seu projecto sido aplicado
num ambiente de sala de aula, ndo me pareceu ser o que melhor se adequava ao que
pretendo com a presente investigacao.

Mwanza (2001), investigadora na area da Human Computer Interaction (HCI)
propbs uma metodologia em que o modelo triangular do sistema de actividade, proposto

por Engestrom, foi usado como um modelo que captura e unifica os conceitos da Teoria da
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Actividade que sdo relevantes para analise das praticas de trabalho. Conforme ela prépria
refere, “0 modelo triangular ofereceu um ponto de partida Gtil para interpretar e aplicar as
ideias da Teoria da Actividade em relacdo a analise das praticas de trabalho numa
organizacdo” (2001, s/p).

Mwanza acreditou que usando este modelo para investigar a actividade humana iria
colocar o seu estudo num contexto sociocultural da comunidade a0 mesmo tempo em que
daria atencdo aos aspectos relacionados com a mediacdo das actividades por meio de

ferramentas, regras e divisdo do trabalho.

Meétodo Orientado ao desenvolvimento da Actividade (Activity-Oriented Design

Method (AODM))

O Método Orientado ao desenvolvimento da Actividade (Activity-Oriented Design
Method (AODM)) foi descrito, pela primeira vez, em Mwanza (2001) e aperfeicoado em
Mwanza (2002). Tal metodologia pode ser desenvolvida através de seis fases e quatro
ferramentas metodologicas, que tém como objectivo apoiar os processos de recolha de
dados e a sua analise com base na Teoria da Actividade. Na tabela seguinte apresentam-se,

de forma resumida, essas quatro ferramentas:
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FERRAMENTAS DESCRICAO

O Modelo dos Oito Passos operacionaliza o modelo
triangular da actividade de Engestrom, traduzindo os varios
componentes da actividade em estudo, através de oito
questoes.

Modelo dos Oito Passos

Notacao da Actividade ~ A Notacdo da Actividade é reforcada por trés orientaces
operacionais que facilitam:

e As abstraccdes durante a analise, permitindo a
decomposicdo do sistema de actividade principal em
triangulos de subactividade.

e A reducdo da complexidade cognitiva ao analisar um
sistema de actividade decomposto em triangulos de
subactividade. Estes triangulos menores partilham o
objecto do sistema de actividade principal.

e A andlise das relacbes dentro e entre 0Ss Varios
componentes do sistema de actividade principal com o
objectivo de identificar contradicdes.

e A formulacdo de perguntas de investigacdo com base nos
triangulos de subactividade.

Formular questdes de A técnica de formular questdes de investigacdo
operacionaliza os triangulos de subactividade resultantes do
processo de decomposicdo, com 0 objectivo de ajudar na
recolha dos dados e na sua analise duma perspectiva da
Teoria da Actividade.

investigacao

Mapeamento de A técnica de mapeamento de processos operacionais ajuda a
compreender a estrutura de execu¢do do AODM, tornando os
processos operacionais, 0s componentes e as suas relacoes
explicitos, melhorando e facilitando, assim, o seu uso.

processos operacionais

Tabela 1 — The Activity-Oriented Design Method (AODM)
Extraido de (Mwanza, 2002, p. 189)

Estas quatro ferramentas podem ser aplicadas iterativamente num processo

composto por seis etapas, que a seguir se descreve:
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Etapa 1: Interpretar a situacdo a ser estudada em termos da Teoria da Actividade

O estudo comeca pela interpretacdo dos varios componentes do modelo triangular
da actividade que representa a situacdo que estd a ser investigada. Nesta etapa, é usado o
Modelo dos Oito Passos para dar suporte ao processo de traduzir o modelo triangular do
sistema de actividade para uma situagdo em que possa ser inicialmente examinado. Este
modelo incorpora questdes abertas, baseadas nesses componentes, concebidas para facilitar
a interpretacdo da situacdo a ser analisada. O Modelo dos Oito Passos esta representado na

tabela seguinte:

IDENTIFICAR: QUESTéESZ
Actividade de . . :
Passo 1 terosco Em que tipo de actividade estou interessado?
Objecto ou
Passo 2 Objectivo Por que razéo se realiza esta actividade?
Passo 3 Sujeitos Quem esta envolvido na realizagdo desta

actividade?

Passo 4 Instrumentos Por que meios os sujeitos realizam esta

actividade?
Regras e Existem normas culturais, regras ou
Passo 5 Régulamentos regulamentos que regem o desenvolvimento

desta actividade?

Quem ¢é responsavel por qué, quando

Passo 6  Divisdo do exercem esta actividade e como estdo
Trabalho distribuidas as fungdes?

Passo 7 ) - . . 5
Comunidade Em que ambiente se realiza esta actividade®

Passo 8 | Resultados Qual é o resultado esperado com a realizagao

desta actividade?

Tabela 2 — Modelo dos Oito Passos
Extraido de (Mwanza, 2002, p. 128)

Estas perguntas podem ser representadas, de forma esquemaética, no modelo

triangular da actividade, como se mostra na seguinte figura:
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Em que tipo de actividade estou interessado?

Ferramentas
Por que meios 0s sujeitos
realizam esta actividade?

A
. Resultado
Sujeito Objecto Qual é o resultado
Quem esta envolvidona % »> Por que razdo se realiza
o L " > a. » esperado com a
realizacdo desta actividade? esta actividade? .
/ ' realizagio desta
actividade?
Regras Comunidade Divisdo de trabalho
Existem normas culturais, Em que ambiente se Quem ¢é responsével por qué,
regras ou regulamentos que realiza esta actividade? quando exercem esta actividade e
regem o desenvolvimento como estdo distribuidas as fungdes?

desta actividade?

Fig. 19 — Sistema de Actividade de Engestrém/Modelo dos Oito Passos

Etapa 2: Modelar a situacdo em estudo

As respostas obtidas na 12 etapa sdo agora usadas para modelar a situacdo em
estudo, tendo como objectivo construir o modelo triangular do sistema de actividade. Este
processo permitira ao investigador adquirir um conhecimento basico sobre a situacdo, além
de permitir interpretar e verificar a exactiddo dos dados recolhidos.

Tal proposta é necessaria para que seja feito um mapeamento da situacdo que esta
sob investigacdo e que um sistema de actividade seja produzido. “Tal conduta ajuda a
identificar areas a serem focadas durante a investigacdo e também decidir que recursos

serdo necessarios durante a analise” (Mwanza, 2001, s/p).

Etapa 3: Decompor a situacdo

O sistema de actividade produzido na etapa anterior pode ser bastante complexo
uma vez que incorpora as subactividades que, juntas, compdem o sistema de actividade
principal em anélise.

Assim, conforme aponta Mwanza (2002), esta ferramenta da AODM né&o consegue

capturar informacdes detalhadas sobre as relagdes existentes entre os varios componentes
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do tridngulo de actividade, o que representa uma limitagdo deste modelo. E, para que seja
possivel tirar conclusdes significativas da analise dos dados, é necessario compreender as
relacGes existentes dentro e entre os diferentes componentes do sistema de actividade.
Daqui surge a necessidade de introduzir uma nova ferramenta que ajude na
decomposicdo do sistema de actividade principal em subactividades menores. E entdo
desenvolvida uma ferramenta metodoldgica adicional, a Notacdo de Actividade,

representada na tabela 3:

ACTORES MEDIADOR OBJECTO
Sujeitos Ferramentas Objecto
Sujeitos Regras Objecto
Sujeitos Divisdo do trabalho Objecto

Comunidade Ferramentas Objecto

Comunidade Regras Objecto

Comunidade Divisdo do trabalho Objecto

Tabela 3 — Notacéo da Actividade
Extraido de (Mwanza, 2002, p. 152)

Nas palavras de Mwanza (2001), trés “regras de ouro” orientam a Notacdo da
Actividade. Segundo essas regras, cada combinacdo dos elementos na Notacdo da
Actividade deve conter:

(1) um Actor, representado pelo Sujeito ou pela Comunidade;

(2) um Mediador, representado pelas Ferramentas, Regras ou Divisdo do trabalho;

(3) um Objecto, no qual a actividade é focada.

Cada representacdo dentro da Notacdo da Actividade representa um triangulo de
subactividade  completo. Por exemplo, a representagdo do  subsistema
Sujeitos/Regras/Objecto pode ser analisada em termos de aplicagdo das Regras e quais as
suas implicagdes nos Sujeitos, na realizagdo dos Objectivos.

Mesmo que a introducdo da técnica de decomposicdo do sistema de actividade,
através da Notacdo da Actividade, ajude a reduzir a sua complexidade, esta decomposi¢édo

ndo fornece orientacdo sobre como analisar as relacdes nas vérias subactividades de um
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sistema de actividade. Para colmatar esta lacuna, Mwanza desenvolveu uma terceira
ferramenta, tendo como proposito a formulagdo de perguntas de investigacdo com base nas

varias combinac6es da Notacdo da Actividade.

Etapa 4: Formular questdes de investigacdo

Nesta etapa, sdo formuladas questdes de investigacdo com base nos sistemas de
subactividade, ou componentes, que resultaram da decomposicdo feita na etapa anterior.
Estas questdes, que podem ser gerais ou especificas a uma determinada situacdo, poderao
ser usadas para apoiar na recolha dos dados e na respectiva analise. Na tabela seguinte,
apresentam-se alguns exemplos de perguntas:

SEIS QUESTOES DE INVESTIGACAO GERAIS

v" Que ferramentas o0s sujeitos usam para atingir 0 seu objectivo e como sdo
usadas?

v" Que regras afectam o modo de 0s sujeitos atingirem os seus objectivos e como
afectam?

v/ Como ¢é que a divisdo de trabalho influencia 0 modo de os sujeitos atingirem os
seus objectivos?

v/ Como é que as ferramentas afectam o modo de a comunidade atingir o seu
objectivo?

v Que regras afectam 0 modo de a comunidade satisfazer o seu objectivo e como o
afectam?

v/ Como é que a divisdo de trabalho afecta 0 modo de a comunidade atingir o seu
objectivo?

Tabela 4 — Exemplos de questdes de investigacao gerais
Extraido de (Mwanza, 2002, p. 155)

Etapa 5: Conduzir uma investigacdo detalhada

Uma investigacdo rigorosa é conduzida a partir das questdes geradas na etapa
anterior. Tais perguntas servem para direccionar 0 que procurar e orientam o que buscar
durante a observagédo e 0 que perguntar nos questionarios e entrevistas.

Além de ajudar no processo de recolha de dados, as questdes formuladas na etapa 4
também podem ser usadas para orientar o que procurar durante a analise dos dados,

ajudando a dar sentido aos dados recolhidos. “Durante a analise dos dados, o AODM
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centra-se na identificacdo de possiveis contradicdes™ nas relacées dentro e entre as varias
subactividades que existem no sistema de actividade principal” (Mwanza, 2002, p. 192).

Engestrém (1987) enfatiza a importancia das contradi¢cdes para ajudar a entender
como um sistema de actividade funciona e, nesta investigacdo, os dados serdo analisados,
também, em termos de contradigdes pois parece-me uma das melhores maneiras de
perceber e dar sentido ao que acontece dentro e entre os sistemas de actividade.

Mwanza acrescenta, ainda, que esta metodologia ndo tem como objectivo encontrar
ou prever possiveis solugdes para as contradi¢cGes identificadas, mas, em vez disso,
pretende compreender, de uma perspectiva historica cultural e social, por que meios essas
contradicGes se desenvolveram.

Depois de reunidos e analisados os dados, a proxima e Gltima etapa consiste em

interpretar e dar a conhecer as conclusoes.

Etapa 6: Interpretar e comunicar as conclusdes

Embora as ferramentas do AODM apresentadas permitam ao investigador adquirir
uma compreensdo das situacdes investigadas, metodologicamente ainda néo esta claro de
que modo as varias técnicas se interligam. Para resolver esse problema, Mwanza (2002)
concebeu uma quarta ferramenta, o Diagrama para Mapeamento de Processos
Operacionais. Esta ferramenta apresenta os resultados da etapa 4 em forma de esquema,
com indicacdes visuais claras das perguntas de investigacdo formuladas, bem como as
areas de contradicdo que se tornaram aparentes, facilitando a compreensdo do processo,

bem como dos resultados.

Os procedimentos descritos, no inicio deste capitulo, deram origem aos dados que
serdo analisados e discutidos no proximo capitulo, através dos métodos acima

mencionados.

% A nogdo de contradicdes foi analisada na seccdo 3.1.3.
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5. ANALISE E DISCUSSAO DOS DADOS

A anélise dos dados serd feita a luz da Teoria da Actividade de Engestrom
(1987), seguindo, de forma adaptada, o esquema metodoldgico sugerido por Mwanza
(2001, 2002).

As questdes previstas no Modelo dos Oito Passos, proposto por Mwanza,
servirdo de suporte a analise dos dados:

1. Em que tipo de actividade estou interessada?

2. Por que razdo se realiza esta actividade?

3. Quem esté envolvido na realizacdo desta actividade?

4. Por que meios os sujeitos realizam esta actividade?

5. Existem normas culturais, regras ou regulamentos que regem o

desenvolvimento desta actividade?

6. Quem é responsavel por qué, quando exercem esta actividade e como estdo

distribuidas as funcbes?

7. Em que ambiente se realiza esta actividade?

8. Qual é o resultado esperado com a realizacdo desta actividade?

Como ja foi referido, esta investigacdo tem como objectivo caracterizar a
aprendizagem da Matematica quando mediada por problemas historicos da Matematica

e pelo questionamento da professora.

De acordo com o exposto na sec¢do 3.1.2, importa salientar a interpretacdo dada
por Leontiev a nocdo de actividade. Leontiev explica que uma actividade é uma série de
accOes e operacbes, com um motivo e um objectivo (Leontiev, 1978). Por que faco isto?
E o motivo. Para que o faco? E o objectivo. Como atingir esse objectivo? Realizando
accOes, que requerem operagdes. Uma actividade tem uma eficacia e um sentido, sendo
eficaz quando as operagGes permitem chegar ao resultado pretendido. O sentido da
actividade, segundo este autor, depende da relacdo entre o0 motivo e o0 objectivo. Quando
ambos coincidem, trata-se de uma actividade; caso contrario, é apenas uma accao.
Leontiev da o seguinte exemplo: Ler um livro para preparar um exame, € uma acgao e
ndo uma actividade, pois 0 motivo (0 exame) ndo coincide com o objectivo da accdo

(conhecer o contetdo do livro). Ler o livro por interesse pelo conteddo (motivo), trata-
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se de uma actividade. Esta distin¢do entre accdo e actividade € interessante por destacar
as eventuais discrepancias entre os resultados de uma ac¢édo e o seu motivo real.

Na aprendizagem da Matematica e, em especial, nas aulas observadas nesta
investigacdo importa ressaltar esta distingao.

Os alunos que participaram nesta actividade, a principio fizeram-no por
obrigacdo, uma vez que tinham que frequentar as aulas de Matematica para ndo serem
penalizados ao nivel da assiduidade. Depois, uma vez que tinham que estar na sala, iam
participando nas actividades propostas; alguns deles faziam-no porque até gostam de
aprender mas, a maioria deles, era movido pelo objectivo de tirar positiva na disciplina
e/ou ndo serem castigados pelos pais. Os primeiros estavam, de facto, envolvidos numa
actividade; para os outros, tratava-se apenas de uma accao.

Na perspectiva de Leontiev, 0 sujeito age por meio de intengdes, por accoes
planeadas. Entdo, no acto educativo, o professor, agindo como mediador, deve planear
as suas actividades de tal forma que os seus alunos possam sentir-se envolvidos. Assim,
se 0 professor conseguir trabalhar o processo de ensino e aprendizagem desta maneira
estard realizando uma actividade de aprendizagem, caso contrério, é apenas uma
actividade de ensino. Importa salientar que, para o professor, serd sempre uma
actividade de ensino.

Neste caso, 0 acto de planear desempenhado pelo professor envolve, também, o
desenvolvimento de estratégias que possam motivar o aluno, que o envolva no processo
de ensino e aprendizagem.

Na situacdo em analise, a estratégia utilizada pela professora com o objectivo de
motivar os alunos foi a integracdo da Histéria da Matematica na sala de aula, através
dos problemas histéricos, dando mais énfase ao papel activo dos alunos em detrimento
do papel expositivo da professora. De facto, as fichas de trabalho com os problemas
historicos e a realizacdo das actividades em pares ou em grupo suscitaram interesse nos
alunos e, com o passar das aulas, o motivo inicial foi-se transformando e foram
surgindo outros motivos.

A professora constatou que muitos dos alunos que, no inicio do ano,
participavam nas tarefas propostas por obrigagdo, comegaram a apreciar o tipo de tarefa
proposto e o seu envolvimento na realizacdo das mesmas aumentou. Frequentemente,
alguns desses alunos perguntavam, no inicio da aula, “Professora, hoje vamos fazer

mais uma daquelas fichas?” Além disso, alguns alunos que nas aulas “tradicionais” ndo
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participavam activamente na realizacdo das tarefas propostas nem se voluntariavam para
ir ao quadro, comecaram a fazé-lo. Ora, isto € indiciador de que os alunos nao
trabalhavam na aula de Matematica apenas para terem bons resultados nos testes e/ou
para satisfazerem as vontades dos pais. Na verdade, demonstra interesse e gosto em
aprender os conteudos leccionados através de uma participacdo eficaz e empenhada na
resolucdo dos problemas propostos nas fichas de trabalho.

Para estes alunos, o objectivo da acgéo transformou-se no motivo e, por isso, a

accao transformou-se em actividade.

Para proceder a andlise e discussdo dos dados pareceu-nos mais vantajoso e
coerente fazer uma abordagem por topicos matematicos. Assim, 0s episodios
apresentados serdo seleccionados e organizados de acordo com o contelido matematico
a que dizem respeito, o que poderd, muitas vezes, ndo corresponder a ordem cronoldgica
em que aconteceram.

Os contetidos matemaéticos abordados nas aulas analisadas foram, de um modo
geral, Teorema de Pitagoras, Sequéncias e Equacgdes e problemas. Note-se, no entanto,
que os conteldos matematicos ndo sdo estanques e, por isso, nalgumas situacdes
ocorrera a interligacdo de dois ou mais conteddos, além do surgimento pontual de

outros conteddos.

5.1. Compreendendo o Teorema de Pitagoras através da historia

Neste ano lectivo, seguindo a planificacdo anual para o 8° ano, elaborada pelos
professores de Matematica, o primeiro tema a leccionar foi o Teorema de Pitagoras.

Este tema foi introduzido com a demonstragdo “tradicional” deste teorema, em
que é pedido aos alunos para compararem a area do quadrado construido sobre a
hipotenusa de um triangulo rectangulo com a soma das areas dos quadrados construidos
sobre os catetos, recorrendo a uma folha quadriculada. Depois, foram propostos alguns
exercicios de aplicagdo directa.

No inicio da aula foi entregue aos alunos a ficha de trabalho n° 1 (ver anexo
C.1), ao que se seguiu uma pequena introdugdo sobre o que era pretendido com esta
ficha de trabalho e uma abordagem aos documentos historicos referidos na mesma. Os

alunos sentiram alguma curiosidade e, em vez de comegarem a resolver o primeiro
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problema, como costuma acontecer, estiveram a analisar, de forma superficial, o resto

da ficha. Deste breve contacto com a ficha, surgiram algumas questdes e constatacdes:

[1] M: Estes documentos (papiros) existem mesmo?

[2] Prof: Existem e estdo em Museus; o papiro do Cairo chama-se assim porque esta no
Museu do Cairo, as placas tém um numero de série e uma sigla que representa o
local onde estéo arquivadas. Por exemplo, BM significa que esta no British Museum
(Museu Britanico), VAT indica que estd no Museu de Berlim, AO representa o
Museu do Louvre, ....

Depois, outro aluno disse, muito admirado:

[3] Da: Entdo, ndo foi o Pitdgoras que inventou o Teorema de Pitagoras?!

[4] Prof: Pitagoras foi quem o demonstrou pela primeira vez, mas ndo foi o primeiro a
usé-lo, pois os egipcios e os babil6nios ja o tinham usado cerca de 1000 anos antes
de Pitagoras!

[5] T: Entédo, ndo devia chamar-se Teorema de Pitagoras!

O comentario feito em [5] foi muito perspicaz e permite chamar a aten¢do para o
facto de que os alunos aprendem um teorema ou um conceito matematico e pensam que
0 nome vem de quem o inventou. Geralmente € o que acontece, mas, este caso, €
excepcdo, pois ha evidéncias histéricas de que a relagdo h? = c¢? + ¢? ja era conhecida
dos egipcios e dos babil6nios, muito antes de Pitagoras.

Note-se que este comentario tem toda a razdo de ser, sendo mesmo corroborado
por alguns estudiosos, como por exemplo, Heath, que defende que “o Teorema do
triangulo rectangulo é um melhor nome do que o Teorema de Pitagoras, porque nada no
registo do seu tempo relaciona Pitdgoras com o Teorema” (1981, vol. 1, p. 144-147
apud Lumpkin, 1997, p. 13).

E importante que os alunos tenham conhecimento destes factos historicos, o que
Ihes proporciona uma visdo da Mateméatica como uma ciéncia em evolucéo e ndo como

“uma coisa pronta e acabada” (Vianna, 1998, p. 67).

Depois, outro aluno perguntou:

[6] M: O Leonardo de Pisa ndo ¢ aquele da sequéncia 1, 1,2, 3, 5,8, ...?

[7] Prof: E a famosa sequéncia dos coelhos.

[8] M: Dos coelhos? - perguntou, admirado.

[9] Prof: Numa das préximas aulas iremos falar nessa sequéncia.

[10] M: Ele disse que haviamos de encontrar sempre estes nimeros na natureza.
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Este aluno é muito curioso e costuma ler bastante e ver muita televisdo, onde
aprende sobre varios assuntos. Muitos professores queixam-se, em Conselho de Turma,
que ele € “inoportuno”, pois interrompe as aulas com perguntas que, as vezes, nao tém a
ver com a aula. Por acaso, esta opinido ndo é partilhada pela professora de Matemaética.

No entanto, a professora tinha aqui uma boa oportunidade para falar da concha
do caracol e da divina proporgédo, entre muitas outras coisas, mas, com receio de “perder
tempo”, ndo aproveitou essa oportunidade e continuou a resolucao da ficha de trabalho,
ignorando o comentério feito em [10]. A professora deparou-se com um dilema e néo
aprofundou a ideia lancada pelo aluno (adiando para uma aula posterior) porque, se 0
fizesse, ndo conseguiria concluir a ficha de trabalho que tinha planeado para aquela
aula, correndo o risco de “atrasar-se”, ainda mais, no cumprimento da planificagdo. Esta
planificacdo foi elaborada, no inicio do ano lectivo, pela professora e pelos restantes
colegas do grupo disciplinar (inserido no Departamento de Matematica) e deveria ser
cumprida ao longo do ano. Além disso, também podia ter falado mais um pouco sobre
esta sequéncia, mas, pelas mesmas razfes, cortou a conversa com a resposta dada em
[9] (referindo-se a ficha de trabalho sobre as sequéncias que seria resolvida numa das
aulas seguintes).

Depois destas consideracdes iniciais, os alunos, trabalhando aos pares ou em
grupos de trés, iniciaram a resolucdo da ficha, resolvendo a seguinte questéo (questéo 1

do anexo acima referido):

“Uma vara de 10 cubitos tem a sua base afastada 6 cubitos. Determina a sua nova altura e a

distancia que o cimo da vara baixou.” (Papiro do Cairo)

A resolucdo deste problema suscitou muitas duvidas pois os alunos revelam
imensas dificuldades na interpretacdo dos problemas. Estas dificuldades surgem,
provavelmente, porque os alunos ndo estdo habituados a resolver este tipo de
problemas, em que tém que os traduzir da linguagem corrente para a linguagem
matematica. Note-se que, nos manuais do 8° ano, as questbes relacionadas com o
Teorema de Pitagoras sdo colocadas de uma forma directa pois, geralmente, ja vém
acompanhadas da figura.

Devido as dificuldades manifestadas pelos alunos, a professora sugeriu que

fizessem uma figura, mas, mesmo assim, muitos alunos ndo conseguiram representar
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este problema através de uma figura. Dado que a maioria dos alunos estava com esta
dificuldade, a professora fez um triangulo no quadro para o representar.

Logo que viram o tridngulo desenhado, praticamente todos os alunos
conseguiram calcular o cateto. Mas, alguns responderam de forma incompleta, pois
diziam apenas que a nova altura seria 8 cubitos e ndo diziam que a vara baixou 2
cubitos.

Alguns alunos comentaram: “A figura ajudou muito. Sem a figura, ndo teria
conseguido resolver o problema!” De facto, depois de desenhada a figura, o que
inicialmente era um problema passou a ser um simples exercicio de aplicacdo do
Teorema de Pitagoras.

Desenhar uma figura € uma estratégia bastante Gtil para a resolugdo de muitos
problemas. A professora aproveitou este momento para alertar para a importancia desta
estratégia, referindo que, em muitos casos, depois de representar correctamente o
problema através de uma figura adequada, este transforma-se num elementar exercicio,
Como aconteceu neste caso.

Nesta situacdo, ressalta o conceito de Zona de Desenvolvimento Potencial
(ZDP), abordado na seccdo 3.1.3. A ajuda dada pela professora ao sugerir a
representacdo dos problemas através de uma figura contribuiu para despoletar a Zona de
Desenvolvimento Potencial dos alunos, ajudando-os, assim, a resolverem o0 que,
inicialmente, era um problema. Muitos deles, sem esta dica, ndo teriam conseguido
resolver o problema, mas bastou uma pequena ajuda para que o0 conseguissem perceber
e resolver. Claro que houve alunos para os quais essa ajuda ndo foi suficiente e é ai que

se notam as diferentes Zonas de Desenvolvimento Potencial de cada aluno.

[11] T: Estes exercicios sdo mais dificeis do que os que aparecem no livro. — desabafou
um aluno.

Uma das maiores dificuldades reveladas pelos alunos prende-se com a
interpretagdo dos problemas. Muitos dos problemas historicos propostos nestas fichas
de trabalho constituiram um desafio para os alunos, na medida em que estes revelaram
mais dificuldades em os interpretar e resolver do que os tradicionais exercicios de

aplicacdo directa.
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Depois, por comparacdo com as questdes ja resolvidas, os alunos foram
conseguindo resolver a ficha. Aqui, esta presente o conceito de imitacdo, referido por
Vygotsky (1978). Segundo este autor, “uma pessoa so é capaz de imitar o que esta ao
alcance do seu nivel actual de desenvolvimento” (p. 88). Nesta situac&o, os alunos, por
imitacdo, foram capazes de resolver os problemas idénticos aos resolvidos sob
orientacdo da professora, quando se mantinha o mesmo grau de dificuldade.

A medida que a professora se apercebia que praticamente todos 0s grupos/pares
ja tinham resolvido um determinado exercicio, perguntava se alguém queria ir ao
quadro corrigir. Dos varios alunos que se voluntariavam, a professora seleccionava um,
seguindo alguns critérios. Um desses critérios consistia em evitar que 0 mesmo aluno
fosse ao quadro mais do que uma vez na mesma aula; outro, baseava-se em escolher o
aluno que costumava revelar mais dificuldades ou o aluno menos participativo e, outro
critério, embora menos utilizado, dizia respeito a escolher o primeiro aluno a colocar o
dedo no ar.

Em relagdo as questbes 9, 10 e 11, os alunos acharam os nomes Gou e Gu
engracados e resolveram-nas sem dificuldades, e alguns deles até disseram:

[12] Alunos: Isto é sempre a mesma coisal

Este comentario mostra que a ficha de trabalho ndo estad bem elaborada, uma vez
que estd repetitiva, tornando-se aborrecida e desmotivante para os alunos, o que
representa um obstaculo a sua resolucdo. A professora apercebeu-se deste problema no
decorrer da aula, pela reac¢do e comentarios dos alunos e, nas suas notas de campo (no
papel de investigadora), pode ler-se: “Devo fazer as proximas fichas de trabalho mais
pequenas, e com problemas mais variados, porque torna-se aborrecido a resolucéo de
tantos exercicios analogos”.

Entretanto, a aula terminou e a conclusdo da resolugédo da ficha ficou para a aula
seguinte.

Na aula seguinte, os alunos comecaram a resolver o problema que se segue

(problema 13 do anexo C.1):

“Se a base de um triangulo rectdngulo é 12, descobre os numeros inteiros que sdo a sua altura

e hipotenusa. ” (Lilavati de Baskara)

Mas, para o resolver, a maioria dos alunos dizia que faltavam dados.
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[13] N: Para aplicar o Teorema de Pitagoras temos que conhecer dois lados do triangulo
e, neste caso, s6 sabemos que um cateto é 12!

[14] Prof: Tens razdo! Isso significa que temos que pensar antes de aplicar o Teorema
de Pitagoras. Este problema tem que ser resolvido por tentativa e erro. Temos que
experimentar valores até encontrar o pretendido e até pode haver mais do que uma
solucéo.

A afirmagdo feita em [14] “assassinou a tarefa”! A professora deveria ter
deixado os alunos chegarem, sozinhos, a conclusdo de que o problema s6 poderia ser
resolvido por tentativas. Além disso, também ndo deveria ter dito que o problema
poderia ter mais do que uma solucdo. Uma caracteristica importante deste problema ¢,
precisamente, a possibilidade de haver mais do que uma resposta e teria sido
interessante verificar se os alunos obtinham respostas diferentes e se apercebiam que,
embora diferentes, estavam correctas. Mais uma vez, a professora sentiu-se pressionada
para cumprir a planificacao e foi essa tensdo que a levou a agir assim.

Ao andar pela sala, a professora ouviu a seguinte discussao entre um grupo de

alunos que tentava resolver este problema:

[15] A: Pode sero 5e 07 ou 0 3 € 0 9. HA muitas respostas!

[16] N: Nao pode ser! A hipotenusa é que é a soma dos outros dois lados e 0 12 ndo é a
hipotenusa, é um cateto.

[17] H: Estdo a pensar mal, porque tem que ser ao quadrado!

[18] Prof: Muito bem!

E, olhando para os outros dois alunos, a professora alertou:

[19] Prof: Vocés tém que ter cuidado. Estdo a cometer um erro muito frequente, pois
esqueceram-se que a hipotenusa e 0s catetos tém que estar elevados ao quadrado!

Apesar da observacdo feita em [16] ja ter contribuido para a resolucdo do
problema, ainda estava errada, pois estes alunos, assim como muitos outros,
esqueceram-se que quando aplicamos o Teorema de Pitagoras estamos a falar de areas
e, por isso, as medidas dos catetos e da hipotenusa tém de estar elevadas ao quadrado,
constatacdo muito bem-feita pelo aluno H em [17].

Os comentarios [16] e [17] mostram que estes alunos estavam a dar dicas,
corrigindo a resposta errada dada em [15]. Os alunos que deram as respostas em [15] e
[16], sozinhos, provavelmente ndo teriam conseguido resolver o problema mas, com a
ajuda do colega mais capaz, ficaram no caminho certo para conseguirem chegar a

solucéo correcta.
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Os alunos, em interac¢do uns com 0s outros, sdo capazes de realizar tarefas que,
individualmente, seriam incapazes de fazer. Nesta situacdo, € bem visivel o papel
desempenhado entre os pares no despoletar das Zonas de Desenvolvimento Potencial
dos alunos com mais dificuldades.

Outro grupo de alunos chamou a professora para dizer que ja sabiam a resposta
e, ao chegar junto deles, a professora viu que estavam a cometer o mesmo erro. Entéo, a
professora dirigiu-se para o quadro e alertou para toda a turma:

[20] Prof: O que diz o Teorema de Pitdgoras?

[21]1 H: h? = ¢% + ¢?

[22] Prof: Isto significa que tanto a hipotenusa, como os catetos, tém que estar elevados

ao quadrado. Estdo a perceber qual é o erro que muitos de vocés estdo a cometer?

[23] F: Eu também estava a pensar da mesma maneira, mas ja percebi o que esta mal!

Depois, a professora desenhou um tridngulo no quadro e escreveu 12 na base, dizendo:

[24] Prof: 12 ao quadrado é igual a ...

[25] Da: 144.

[26] Prof: Agora tém que descobrir quais sdo 0s valores possiveis para o outro cateto e
para a hipotenusa.

Agora que os alunos tinham percebido o que era pretendido, gerou-se uma
interessante actividade de caracter exploratério a volta deste problema. Este despertou
interesse nos alunos e, com a ajuda da calculadora, tentavam encontrar nimeros que
satisfizessem a condicdo. Nesta situacdo, é evidente o papel de mediacdo desempenhado
pelos problemas histéricos, uma vez que contribuiram para motivar os alunos que
demonstraram interesse na resolucdo dos problemas propostos. Se tivessem sido
propostos problemas rotineiros de aplicacio do Teorema de Pitdgoras, muito
provavelmente, ndo teriam exercido este papel mediador e motivador da aprendizagem.

Passado pouco tempo, 0 J. queria responder para toda a turma, mas a professora

pediu-lhe que esperasse e dirigiu-se para ele, para que Ihe dissesse baixinho:

[27] J: Se o outro cateto for 5,52 = 25, se somarmos ao 144 da 169 que é 13 ao
guadrado!

[28] Prof: Muito bem! Serd que ndo ha mais nenhuma solucdo? Pensem nisso!
[referindo-se ao J e ao seu colega].

A professora ia circulando pelos grupos, observando as suas resolugdes. No

entanto, apercebeu-se que a maioria dos alunos néo tinha arranjado uma estratégia para
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o resolver, escolhendo nimeros de uma forma aleatoria. Assim, ndo seria muito facil

chegarem a resposta.

Num dos grupos, uma aluna propunha uma estratégia a colega:

[29] An: Ja sei! E se fizermos com os nlimeros seguidos. Primeiro, somamos 12, depois
22 e vamos vendo quando é que o resultado da o quadrado de um ndmero.

[30] F: E como é que eu sei que o resultado é um nimero ao quadrado?

[31] An: Fazes a raiz quadrada, como a professora ensinou no ano passado.

Uma aluna solicitou a ajuda da professora:
[32] V: Isto é muito confuso. J& experimentei muitos nimeros e nunca dé!

[33] Prof: Se calhar ndo arranjaste a melhor maneira para escolher os nimeros...

Como a professora se apercebeu que os alunos ndo estavam a ser organizados na

resolucdo deste problema, alertou para o grande grupo:

[34] Prof: Se vocés escolherem nimeros a sorte podem demorar muito a encontrar a
resposta e até podem ndo a encontrar. Também podem descobrir a resposta logo a
primeira, mas isso é pouco provavel.

A professora aproveitou esta ocasido para abordar mais uma estratégia de
resolucéo de problemas. Salientou que, antes de comegarem a fazer calculos “a sorte”,
teriam que pensar na melhor maneira de fazerem esses célculos. Alertou para a
importancia de arranjarem uma maneira organizada de experimentarem 0s numeros,
para naos os repetirem nem se esquecerem de algum.

Depois desta sugestdo, a pouco e pouco, os alunos foram concluindo que se
somassem 52, obteriam o quadrado de um nGmero. E, a medida que iam chegando a
essa solucdo, a professora questionava se ndo haveria mais nenhuma solucao.

Mas, como nenhum grupo estava a conseguir encontrar outra solucao (o préximo
nimero a adicionar seria 92, a seguir 162 e depois 352)" a professora disse para
continuarem esta procura em casa.

De seguida, a professora solicitou aos alunos para comecarem a resolver a

questdo seguinte (questdo 14 do anexo C.1):

’

“Se o quadrado da hipotenusa é 85, descobre os numeros inteiros que sdo os outros lados.’

(Lilavati de Baskara)

15 E possivel encontrar todos os ternos pitagéricos usando a seguinte regra, proposta por Euclides no
Livro X dos seus Elementos: “Suponha que m e n sdo inteiros positivos, com m < n, entdo (2mn,n? —
m?,n% + m?) é um terno pitagorico” (ver anexo A.3).
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Foi dado algum tempo para que os alunos tentassem resolver este problema
enquanto a professora circulava pela sala, tirando davidas e observando as resoluctes
dos alunos.

Constatou, satisfeita, que a maioria dos alunos ndo estava a experimentar
ndmeros a sorte, como no exercicio anterior, mas tentavam resolvé-lo de uma forma
sistematica e organizada. Por exemplo, num dos grupos, os alunos comecaram por
escrever os quadrados dos nimeros de 1 a 10 e, depois, faziam somas de modo a obter
85. Quando a professora se aproximou, um aluno deste grupo deu a seguinte resposta:

[35] N: 4 mais 81 da 85.

E um colega de outro grupo préximo ouviu a resposta do N e acrescentou:

[36] Da: 36 mais 49 também da 85.

[37] Prof: As duas respostas estdo correctas! Sera que ha mais alguma?

[38] C: Né&o pode ser 1 mais 84?! — disse um aluno de outro grupo ao lado.

[39] Prof: Ha algum nimero que ao quadrado dé 84?

[40] C: Nao.

[41] Prof: E por isso que ndo pode ser o 84. Percebeste por que razio os nimeros tém
gue estar elevados ao quadrado?

[42] C: Porque é o que diz 0 Teorema de Pitagoras: h? = c? + c?.

No problema 13, a professora teve a oportunidade de chamar a atencdo para a
importancia da organizacdo na resolucdo de um problema, e o0s alunos tiveram isso em
conta ao resolverem o problema 14. Estas duas questbes permitiram que os alunos
trabalhassem ao nivel do desenvolvimento do raciocinio matematico, como €é sugerido
no Novo Programa de Matematica, pois a promoc¢do do raciocinio constitui um
objectivo central da aprendizagem para além de constituir uma importante orientacédo
metodoldgica (DGIDC, 2007).

Geralmente, é pedido aos alunos que resolvam exercicios de aplicacdo directa do
Teorema de Pitagoras, em que sdo conhecidos dois lados do triangulo rectangulo e é-
Ihes pedido para determinar o terceiro lado. Quando os problemas sdo colocados da
forma apresentada nos problemas anteriores, os alunos ndo os conseguem resolver de
forma automatica pois apercebem-se que faltam dois lados e, por isso, ndo podem
aplicar directamente o Teorema de Pitagoras. Perante esta situagdo tém que pensar
(raciocinar) para encontrar uma forma de descobrir os dois lados que faltam, o que tera

que ser feito por tentativas, podendo haver mais do que uma solugéo.
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Olhando para as duas questbes acima referidas, importa salientar que a sua
ordem ndo foi muito bem escolhida. Teria sido mais coerente que a professora, ao
elaborar a ficha, tivesse tido em conta o grau de dificuldade das questdes e tivesse
invertido a ordem. Provavelmente, se os alunos tivessem comegado a resolver a questao
14 ndo teriam tido tantas dificuldades como tiveram no problema anterior e, por isso,
esta inversdo na ordem das questdes representou um obstaculo a compreensdo
matemaética dos alunos.

Esta dificuldade encontrada ultrapassa o contexto da sala de aula e envolve
outros sistemas de actividade que intervém no processo de ensino e de aprendizagem
como as editoras dos manuais. Geralmente, 0os manuais escolares ndo fazem uma
correcta integracdo da Historia da Matematica e, por isso, a professora teve necessidade
de elaborar as fichas de trabalho com os problemas histéricos. Mas, na elaboracéo das
mesmas, deparou-se com dificuldades resultantes da falta de recursos e fontes donde
tirar os problemas, além de falta de tempo para as fazer, o que conduziu a algumas
falhas detectadas aquando a realizagdo das mesmas, como a acima referida e o facto de

0S exercicios propostos serem repetitivos.

Os seguintes problemas da ficha podiam ser resolvidos com a ajuda de uma
figura e os alunos lembraram-se dessa estratégia, que tinha sido abordada na aula
anterior.

O problema 17 do mesmo anexo, com o seguinte enunciado:

“Num determinado chdo estdo dois postes, que estdo afastados 12 pés. O poste mais pequeno
tem de altura 35 pés e, o maior, 40 pés. Procura-se, se 0 poste maior cair sobre 0 mais

pequeno, em que parte (do poste maior) tocara no mais pequeno.” (Liber Abaci de Fibonacci),

levantou muitas duvidas e os alunos ndo estavam a conseguir interpreta-lo e representa-
lo através de uma figura.

A professora teve que fazer uma figura no quadro para o explicar, 0 que até é
aceitavel pois é um problema relativamente dificil, tendo em conta que se trata de
alunos de 12/13 anos.

Uma vez que este problema exigia uma maior capacidade de abstraccdo e
raciocinio, os alunos tiveram dificuldade em resolvé-lo, mesmo comparando com a

resolucdo dos problemas anteriores. Isto significa que os alunos ndo foram capazes de,
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através da imitacdo, resolver um problema com um grau de dificuldade maior, talvez

porque estivesse fora do alcance do seu desenvolvimento.

Ainda relativamente a este tema, a professora solicitou aos alunos que

resolvessem o seguinte problema que se encontrava no manual:

Determina a &rea do trapezio isésceles representado na figura:

8

14

A férmula para determinar a area de um trapézio ja tinha sido abordada numa
das aulas anteriores. Ao contrario do que seria de esperar, 0os alunos que costumam
revelar mais dificuldades a Matematica ndo manifestaram duvidas para calcular esta
area. Este problema suscitou mais davidas aos ‘melhores’ alunos que solicitaram a
ajuda da professora, dizendo que ndo sabiam qual era a altura.

Na verdade, o que aconteceu foi que alguns alunos comecaram logo a aplicar a
férmula sem terem em atencdo que o valor 5 do lado do trapézio ndo correspondia a sua
altura, uma vez que esta tem que ser perpendicular as bases. Assim, ndo recorreram ao
Teorema de Pitagoras para determinar a altura e a resposta, incorrecta, dada por muitos
foi:

14 + 8

> X 5 =55,

Perante este erro comum e as dificuldades dos alunos que se aperceberam que

ndo conheciam a altura, a professora encetou o seguinte questionamento:

[43] Prof: C, qual é a altura do trapézio? — perguntou dirigindo-se a um aluno que tinha
considerado que a altura era 5.

[44] C: E5.

[45] Prof: Concordam com a resposta do C?

[46] M: Néo.

[47] Prof: Porqué?

[48] M: Porque a altura tem que ser perpendicular a base.

[49] Prof: Entdo, qual é a altura?
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[50] T: Temos que calcular!

[51] Prof: Como?

[52] J: Fazendo o Teorema de Pitagoras.

[53] Prof: Mas quais sdo as medidas que se conhece do triangulo rectangulo?
[54] J: A hipotenusa é 5.

[55] Prof: E o cateto?

[56] J: Também ndo sabemos!

[57] Prof: De certeza que ndo sabemos?

De seguida, a professora dirigiu-se ao quadro e, considerando o trapézio, realgou

o tridangulo como podemos ver na figura seguinte:

8

1
:
I
i ?
I
]
1
1

y ’ 14

[58] Prof: Agora tém que descobrir quanto mede a base do tridngulo.

[59] M: Ah! J4 sei! E a diferenca entre as duas bases do trapézio.

[60] Prof: Entdo é 6?

[61] H: Nao, tem que ser metade para cada lado.

[62] Prof: Muito bem! Mas tém que ter em atencdo que nem sempre é metade para cada
lado. S é assim porque o trapézio € isosceles.

[63] T: Eu ndo tinha conseguido chegar 14 sozinho, mas o triangulo ajudou muito!

Depois de se aperceberem que 5 ndo era a altura e que a podiam calcular
aplicando o Teorema de Pitagoras, os alunos ndo tiveram dificuldades em determinar o
cateto que correspondia a altura e, de seguida, substituiram-no correctamente na
férmula da éarea do trapézio.

E interessante notar que os egipcios e os babilonios também cometiam o mesmo
erro para determinar a area de um trapézio, como podemos ver no problema 52 do
papiro de Rhind e na Placa babilénica YBC 7290 (ver anexos A.1 e A.2). Ora, um
professor que tem conhecimento disto pode antever e compreender as dificuldades
sentidas pelos alunos.

Relacionado com o Teorema de Pitagoras estdo os ternos pitagdricos. Na ficha
de trabalho n° 2 (ver anexo C.2) prop6em-se uma interessante abordagem histérica deste

tema.
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Na aula em que foi trabalhada esta ficha, a professora comecou por fazer uma
introducdo sobre o sistema de numeracdo babilonico. Mas, antes de ter explicado que 0s

ndmeros eram escritos em base 60, um aluno fez a seguinte observacéo:

[64] T: Para escrever 1000, nunca mais acabavam!

Depois, a professora explicou que os nimeros eram escritos em base 60 e, por isso, para

escrever 1000 ndo era necessario usar muitos simbolos.

[65] M: E como a numerag&o romanal

[66] Prof: Na numeracdo romana existem mais simbolos; nesta humeragdo s6 ha dois
simbolos e a posicdo que ocupam € importante!

Na primeira questdo, os alunos conseguiram, sem dificuldades, escrever 0s
nameros 12, 35 e 47 em numeracgdo babilénica. Mas, como ja era previsivel, revelaram
mais dificuldades para escrever 85. Em notacdo sexagesimal, 85 teria que ser
representado como 60 + 25 e o simbolo usado pelos babilonios para representar 60
unidades era 0 mesmo que para representar uma unidade, sendo, por isso, expectavel
gue gerasse muita confusao.

De seguida, os alunos comecaram a preencher a tabela da Placa Plimpton (de

que a seguir se apresentam as primeiras linhas).

b (%)2 c a #
120 0.9834028 119 169 1
3456 0.9491586 3367 4825 2
4800 4601 6649 3
13500 12709 4

Conseguiram preencher, sem grandes dificuldades, a segunda coluna, mas nao
estavam a conseguir chegar a relacao entre as 12, 32 e 42 colunas.

A professora circulou pela sala enquanto os alunos iam trabalhando nesta tarefa
e apercebeu-se das dificuldades sentidas por quase todos os alunos. A maior parte dos
alunos fazia contas com as quatro operacOes elementares e nenhum aluno estava a

conseguir ver a relacdo pretendida. Entdo, impaciente, a professora perguntou:

[67] Prof: Estas letras a, b e ¢ ndo vos fazem lembrar nada?

[68] H: Fazem lembrar os ternos pitagoricos.

[69] Di: Os lados de um tridngulo rectangulo. — respondeu outro aluno a0 mesmo
tempo.
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[70] J: Entdo, para calcular os espagos em branco, temos que determinar a hipotenusa
ou um cateto?!
[71] Prof: Exactamente!

A professora tinha planificado concluir a resolucéo da ficha naquela aula e, na
sua ansiedade para que os alunos ndo demorassem muito a resolver o problema, em vez
de dar ajudas subtis, ajudou demais com o comentario feito em [67], “assassinando a
tarefa”. Esta situacdo é representativa dos conflitos sentidos pela professora na
conducdo da realizagdo das tarefas, uma vez que enfrentava o dilema entre dar mais
tempo para os alunos resolverem as questdes, correndo o risco de ndo concluir a ficha
como tinha planeado ou, por outro lado, dar alguns “empurrdes” para que os alunos
resolvessem a ficha mais rapidamente.

Dado isto, todos os alunos foram capazes de preencher a tabela, porque
deixaram de ter um problema e passaram a ter um simples exercicio de aplicacdo do
Teorema de Pitagoras.

Mais uma vez, a professora excedeu-se na sugestao feita. Era 6bvio que ao fazer
a pergunta em [67], tiraria aos alunos a oportunidade de descobrirem esta relacéo.

A professora estava ansiosa pelo facto dos alunos estarem a demorar muito
tempo na resolugdo desta tarefa, mas este “problema” poderia ter sido contornado se a
professora tivesse proposto aos alunos para concluirem a tarefa em casa.

Se a professora néo se tivesse precipitado e tivesse dado mais algum tempo para
os alunos a tentarem resolver (na sala ou em casa), muito provavelmente, alguns alunos
teriam acabado por descobrir que se tratava dos lados de um triangulo rectangulo.

O que era um problema interessante passou a ser um mero exercicio de aplicacao
directa do Teorema de Pitdgoras. Com esta pergunta tendenciosa, a professora tirou aos
alunos a possibilidade de sentirem a alegria da descoberta e de experimentarem a
sensacdo que Arquimedes deve ter sentido quando proferiu a sua famosa exclamacao,

“Eureka! Eureka!”.

Na ficha de trabalho n°® 3 (ver anexo C.3), que apelava ao uso do Tangram, era

proposta a seguinte actividade:

“Constroi dois Tangrans, como estd representado na figura, e coloca-0s no quadrado

sobre a hipotenusa para demonstrar a expressao b? + ¢ 2 = a?.”
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A professora disse aos alunos para resolverem esta tarefa em casa e a entregarem
para avaliagdo. Apenas dois alunos entregaram mas nao acertaram; usaram um triangulo
isdsceles mas o quadrado construido sobre a hipotenusa ndo possuia as dimensdes
correctas de modo a respeitar o Teorema de Pitagoras.

O J, um dos alunos com melhor desempenho na aula de Matematica, ndo

entregou e disse:

[72] J: Eu tentei fazer para um tridngulo de lados 3, 4 e 5, mas néo consegui!

Este aluno é bastante esforcado e empenhado e esta resposta foi reveladora de
um certo sentimento de frustracdo pelo facto de ndo ter conseguido resolver esta tarefa.

A professora tinha consciéncia que esta tarefa, em que se pretendia que 0s
alunos demonstrassem o Teorema de Pitdgoras usando dois Tangrans, era dificil para
alunos do 8° ano. O comentario e a reaccao deste aluno e o facto de nenhum outro aluno
ter conseguido fazer esta demonstracdo € um indicio de que esta actividade poderia estar
fora do alcance do desenvolvimento de alunos do 8° ano e, além disso, 0s alunos nunca

tinham feito nada parecido em que se pudessem basear e imitar.

Passadas algumas aulas, aquando a realizacdo da ficha de trabalho n® 5 (ver
anexo C.6), foi proposta aos alunos a seguinte tarefa, que também conduzia a

demonstragdo do Teorema de Pitagoras®.

'%Esta demonstracdo é uma adaptacdo da prova mais antiga deste Teorema que aparece na Aritmética
Classica do Gnémon (c. séc. Il a. C.) (ver anexo A.4). No séc. XllI, Baskara Il também deu uma

demonstracdo semelhante, famosa por ter apenas a figura e a palavra “Vé” (ver anexo A.5).
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Considera a expressdo: (a + b)? — 4“2—1’.

a) Simplifica a expressédo dada.

b) O que representa a expressao relativamente a figura ao
lado?

Cc)Usa a expressdo para demonstrar o Teorema de
Pitagoras.

Relativamente & primeira alinea, a professora ficou desiludida ao ver vérios
alunos fazerem (a + b)? = a? + b?, depois de terem resolvido varios exercicios sobre
casos notaveis e depois de a professora ter chamado a atencao para ndo cometerem este
erro, muito frequente, que consiste em nédo considerar o dobro do produto dos dois
termos.

A professora tomou consciéncia que, apesar das inumeras adverténcias feitas, os
alunos ainda ndo tinham compreendido o caso notavel e continuavam a cometer este
erro. Deparou-se com um obstaculo pois estava a sentir-se incapaz de fazer com que os
alunos compreendessem este conteldo. Na tentativa de ultrapassar esta situacdo, a
professora arranjou outra estratégia para explicar o caso notavel que consistiu em fazer
a demonstracdo geométrica. No entanto, acabou de fazer a demonstracdo com a
sensacdo que esta estratégia ndo surtiria o efeito desejado. Depois, alertou, novamente,
para o facto de que (a + b)? # a? + b? e deu um exemplo concreto, com niimeros.

Feita esta chamada de atengdo, a professora foi solicitada pelos varios grupos
devido as diversas davidas que iam surgindo. Muitos alunos estavam com dificuldade em
reparar que 4“2—b = 2ab.

Passado algum tempo, alguns grupos comecaram a chegar a conclusdo que a
expressdo simplificada era igual a a? + b2.

No que concerne a alinea b), alguns alunos conseguiram perceber logo que
representava o quadrado de lado c; no entanto, outros alunos tiveram muita dificuldade
em chegar a essa conclusao.

Uma vez que varios grupos estavam a chamar a professora para tirar as mesmas
duvidas, a professora optou por fazer os esclarecimentos, no quadro, para o grande

grupo. Para tal, orientou o seguinte questionamento:
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[73] Prof: O que representa a expressdo (a + b)??
[74] A: A éarea do quadrado grande, de lado a + b.

[75] Prof: E o que representa a expressao 4%1’ ?
[76] M: a?b representa a area de um tridngulo, como séo 4 tridngulos, entdo aparece 4“71’.

[77] Prof: Muito bem! E a expressdo (a + b)? — 4%, 0 que representa?
[78] M: Representa o que sobra, que € o quadrado de lado c.

A professora voltou a explicar, pausadamente, para toda a turma pois sabia que
ainda havia alunos que nao tinham conseguido chegar a esta conclusdo. Ha alunos que
tém muitas dificuldades em resolver exercicios de interpretacdo e aplicacdo de
conhecimentos e, a maioria deles, revela imensas dificuldades em relacionar geometria
e algebra.

A questdo c) suscitou muitas dificuldades. Os alunos sabiam que o Teorema de
Pitagoras diz que h? = c¢? + ¢?, mas tiveram dificuldades em relacionar isto com os
dados da figura.

Depois de dar algum tempo para que o0s alunos, aos pares/grupo, conseguissem
chegar a essa relacdo, a professora procedeu a sua resolucao e discussdo, em grande
grupo, mesmo tendo a nogdo que muitos alunos ainda ndo tinham conseguido relacionar

a figura com o Teorema de Pitagoras. Para tal, conduziu o seguinte dialogo:

[79] Prof: Qual é a area do quadrado de lado c?

[80] Alunos: c2. — responderam os alunos em coro.

[81] Prof: Entdo, se considerarem um triangulo rectangulo de catetos a e b e hipotenusa
c, e se aplicarem o Teorema de Pitagoras, 0 que obtém?

[82] C: ¢? = a? + b?.

[83] Prof: A que € igual a expressdo (a + b)? — 4%’?

[84] He: a? + b?.

[85] Prof: E o que representa em relagdo a figura?

[86] He: Representa a area do quadrado de lado ¢, como o M ja disse.
[87] Prof: E essa area, qual é?

[88] A: c2.

[89] Prof: Logo ...

[90] A: c? = a? + b2,

[91] Prof: E acabaram de provar o Teorema de Pitagoras!

A professora conduziu o dialogo de uma forma que levou, quase de imediato, as
respostas pretendidas, ndo deixando aos alunos grande margem de descoberta

autonoma. Estes ndo tiveram a oportunidade de discutir as resolu¢des nem descobrir as
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solucdes devido a excessiva orientacdo da professora. Esta actuacdo da professora esta
de acordo com uma natural tendéncia de ajudar os alunos quando tém dificuldades em
vez de os questionar e orientar na descoberta dos conhecimentos. O papel de
transmissor de conhecimentos parece estar, na percepcdo da maioria dos docentes e
também dos alunos, intrinseco a actuacdo de professor, o que reduz as possibilidades de

os alunos construirem activamente os seus proprios conhecimentos.

5.1.1. Sumariando

Nestas aulas ha evidéncia de que os alunos que, inicialmente, participavam nas
actividades propostas por obrigacdo comecaram a alterar a sua postura perante estas
aulas e, na verdade, perante a propria Matematica.

De facto, os alunos comecaram por ir as aulas para nao terem falta e para terem
positiva a disciplina, mas, com o desenrolar das actividades propostas pela professora,
com recurso aos problemas historicos da Matemaética, estes comecaram a interessar-se
pela aprendizagem do Teorema de Pitagoras, participando de forma activa e motivada
nas actividades propostas. Podemos considerar, por isso, que o motivo inicial foi-se
transformando e outros motivos foram surgindo. Assim, nesta situagdo, 0 motivo e o
objectivo passaram a ser 0 mesmo e, na perspectiva de Leontiev, pode dizer-se que 0s
alunos estavam envolvidos numa actividade e ndo apenas numa acgéo.

Pelo exposto anteriormente, depreende-se que o resultado esperado pelos alunos
com a realizacdo desta actividade era aprender a aplicar 0 Teorema de Pitagoras para
resolver problemas, e em especial problemas histéricos da Matematica e também
satisfazer alguma curiosidade sobre a Histéria da Matematica, contrariamente ao
resultado esperado no inicio da realizacdo desta actividade que era apenas tirar positiva
a disciplina para transitar de ano.

As regras regulam as acc¢des do sujeito com vista a atingir o objecto e medeiam
as relacbes do sujeito com 0s outros participantes na actividade. A percep¢do que 0s
alunos tinham das aulas de Matematica, de uma forma geral, e com esta professora, em
particular e a postura que foram demonstrando perante esta disciplina sdo consideradas
regras pois estes factores influenciaram, de forma implicita, a sua maneira de actuar na
actividade em questéo.

A professora, neste ano lectivo, actuava de forma diferente da do ano anterior.

Agora, apelava a uma maior participacdo dos alunos e evitava as aulas expositivas em
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que debitava a matéria ¢ os alunos eram “receptores” e nao construtores do
conhecimento. Houve uma mudanca de regras em relacdo ao processo de
ensino/aprendizagem da Matemaética e a forma de actuar da professora. Os alunos, com
o0 decorrer das aulas, foram tomando consciéncia desta mudanga e, alguns deles, que no
ano anterior ndo tinham oportunidade de participar, comecaram a sentir-se mais a
vontade para o fazer.

O contacto dos alunos com estes problemas e a sua histdria permitiu-lhes tomar
consciéncia de que a Matematica € uma ciéncia muito antiga e em constante evolug&o.
Aperceberam-se que j& os povos de ha quatro mil anos aplicavam o Teorema de Pitdgoras
para resolver problemas, o que tornou os problemas propostos mais aliciantes pois este
facto contribuiu para desmistificar e humanizar a Matematica.

Além das fichas de trabalho com os problemas historicos que desempenharam um
papel de mediacdo no processo de ensino e aprendizagem do Teorema de Pitagoras, na
medida em que despertaram o interesse dos alunos como aconteceu com o problema 13, o
questionamento da professora também foi de crucial importancia para o sucesso da
realizacdo desta actividade pois contribuiu para atenuar as dificuldades sentidas pelos
alunos.

Nos episodios analisados ha& evidéncia de que este papel de orientacdo e
questionamento da professora revelou-se essencial para despoletar as Zonas de
Desenvolvimento Potencial dos alunos, que com a ajuda da professora foram capazes de
resolver problemas e situagdes que sem essa ajuda ndo teriam conseguido.

Note-se também que a professora foi a responsavel por determinar o ritmo da
actividade, orientando e ajudando na realizacdo das tarefas propostas e conduzindo a
discussao final aquando a correccdo dos problemas no quadro.

O tipo de aulas em que prevaleceu os trabalhos em grupo ou aos pares e em que
foi dada mais énfase ao papel activo dos alunos, em detrimento das aulas expositivas,
também conduziu a aprendizagens mais significativas.

Os alunos, trabalhando em grupo, ajudavam-se uns aos outros e os alunos com
mais dificuldades podiam beneficiar da ajuda dos colegas mais capazes. Neste sentido, é
de salientar a importancia do trabalho colaborativo dado que a realizacdo de actividades
de forma colectiva (pares/grupos) ndo s6 aumenta o potencial de ac¢do, como também
abre uma Zona de Desenvolvimento Potencial para a aprendizagem e transformagéo
individual (Engestrém, 1987).
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Das aulas analisadas constata-se que, em interaccdo com a professora e com 0s
colegas, os alunos imitam o que os outros fazem e, por isso, sdo capazes de resolver
questBes analogas as ja resolvidas. No entanto, quando o grau de dificuldade e/ou a
capacidade de abstraccdo aumentam, os alunos revelam mais dificuldades para resolver
0s problemas e, nessas situacOes, a capacidade de imitar j& ndo é suficiente para os
ajudar a resolver as questdes.

E de referir que nas aulas em andlise surgiram conflitos e tensdes, sentidas
especialmente pela professora. Essas tensdes estdo, geralmente, relacionadas com a
pressdo para cumprir a planificacdo elaborada no inicio do ano lectivo. O receio de nao
conseguir cumprir esta planificacdo condicionava a actuacdo da professora que, muitas
vezes, ndo dava tempo suficiente para que os alunos conseguissem resolver, sozinhos ou
em grupo, as tarefas propostas e, outras vezes, dava sugestdes demasiado evidentes,
com a intencao de fazer avancar a resolucéo da tarefa em questao.

No entanto, com o decorrer das aulas, a professora, ao constatar que os alunos
gostavam de trabalhar em grupo e de serem eles préprios a chegarem aos resultados,
comecou a controlar a sua tendéncia para sugerir as respostas e foi-se habituando a dar
mais tempo para que os alunos tentassem chegar a solu¢do dos problemas sem a sua
ajuda. Na verdade, a professora sabia que, apesar de por em risco o cumprimento da
planificacdo, as aprendizagens seriam, certamente, mas significativas.

A professora deparou-se com outro conflito que se prende com as fichas de
trabalho por ela elaboradas. No decorrer das aulas em que foram utilizadas, a professora
constatou, pela reaccdo e comentario dos alunos, que as fichas ndo estavam bem
elaboradas porque continham questdes repetitivas. Por isso, ao elaborar as fichas de
trabalho seguintes, teve esse facto em atencgéo e tentou diversificar o tipo de questdes

propostas.

5.2. Analisando sequéncias com histdria

Neste ano lectivo, as “Sequéncias” faziam parte dos contetidos a leccionar no 8°
ano'’, sendo tratadas ao longo de varios capitulos.
Para introduzir este tema é comum encontrar-se nos manuais a “sequéncia de

Fibonacci”. Mas, muitas vezes, aparece mais a titulo informativo do que exploratorio.

17 A partir do ano lectivo 2010/2011, segundo as orientag8es do NPMEB, as Sequéncias passaram a fazer
parte dos contetidos a leccionar no 7° ano.
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Para que os alunos pudessem explorar esta sequéncia, a professora, numa aula de
Estudo Acompanhado, propds a seguinte adaptagdo do “problema dos coelhos”,

proposto por Fibonacci:

“Um par de coelhos ndo se reproduz enquanto ndo tiver dois meses. Mas, assim que um
par tiver dois meses, ird reproduzir um novo par de coelhos em cada més.

Se comecares com um par de coelhos recém-nascidos, quantos pares iras ter no inicio
de cada més seguinte? ”’(Liber Abaci)

A professora comegou por fazer referéncia a uma aula anterior em que o M tinha
falado nesta sequéncia:

[1] Prof: Lembram-se do M ter falado na sequéncia de Fibonacci numa aula anterior?

[2] T: Que a professora disse que era a sequéncia dos coelhos?

[3] Prof: Exactamente!

[4]M:E 1, 1,2, 3,5, 8, ... - repetiu novamente o aluno que ja a tinha referido numa
aula anterior, mas que ndo sabia que estava relacionada com coelhos.

[5] Prof: Sabes como se obtém esses nmeros?

[6] M: Né&o. Vi isto num livro.

[7] Prof: Vamos ver donde vém esses nmeros.

A professora distribuiu uma ficha de trabalho (ver anexo C.4) com o enunciado
do problema e uma tabela para ajudar na procura da solucéo.

Os alunos comecaram a ler o problema e colocaram muitas davidas pois ndo
estavam a conseguir interpreta-lo. Entdo, a professora explicou-o no quadro, para o
grande grupo, usando as primeiras linhas da tabela. Deste modo, os alunos comecaram a
perceber como funcionava a sequéncia e foram preenchendo o resto da tabela,
esquematizando, sempre, com o desenho dos coelhos (que representavam por bolas,
para melhor e mais rapida representacdo). Esta explicacdo da professora serviu para
despoletar as Zonas de Desenvolvimento Potencial dos alunos que, sem esta explicacao,
ndo conseguiam comegar a resolver o problema.

Para surpresa da professora, pouco depois de ter iniciado a tarefa, um aluno
disse:

[8] H: Ja sei como é que se descobre quais sdo 0s nimeros!
A professora aproximou-se dele e pediu-lhe que Ihe explicasse, baixinho, o seu
raciocinio.
[9] Prof: Explica-me como é, mas ndo digas aos teus colegas para que eles também
consigam descobrir.
[10] H: Cada nimero é a soma dos dois numeros anteriores. — sussurrou o aluno, todo
entusiasmado com a sua descoberta, exemplificando com nimeros:
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[11]H:Ora,2=1+1;3=2+1;5=3+2; 8=5+3.
[12] Prof: Es uma cabecinha pensadora! Agora continua a tabela e verifica se déa certo
para as restantes linhas.

A professora ficou admirada com a rapidez com que o aluno descobriu a regra
de formacdo desta sequéncia, o que demonstrava um bom raciocinio.

E de realcar que os melhores alunos da turma tiveram dificuldade em chegar a
esta conclusdo. Um dos melhores alunos estava a ficar frustrado e irritado por ver que o
colega, que “nem ¢ tdo bom aluno como ele”, ja tinha chegado a regra e ele ainda nao.
Fazia vérias tentativas, concentrava-se demasiado nas diferencas entre 0s termos, mas
ndo se apercebia que essa diferenca correspondia ao termo anterior.

Foi interessante notar o entusiasmo com que os alunos resolveram esta tarefa,
num clima de competicdo saudavel para ver quem chegava primeiro a solucdo. Mais
uma vez, é notdrio o papel mediador dos problemas histéricos na aprendizagem da
Matematica pois, a0 aumentarem a motivacao dos alunos, conduziram, certamente, a
aprendizagens mais significativas.

Na tabela 5 esta representada a esquematizacdo usada pela maioria dos alunos,
que segue 0 esquema ja apresentado na tabela e que foi 0 usado pela professora na

explicacdo inicial.

TOTALDE |

MES | PARES DE COELHOS
|

—

& |
o a |
s -

ad 3
O e Bl

2
(=3
5
6

Tabela 5 — Resposta dada pela maioria dos alunos da turma
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O facto de o aluno que preencheu esta tabela nao ter representado os “coelhos”
nos 9° e 10° meses e ter indicado, correctamente, o total de pares de coelhos significa
que ja tinha compreendido a regra de formacao dos termos desta sequéncia. No entanto,
“saltou” o 11° més pois o 144 representa o total de pares de coelhos no 12° més.

Mas a maioria dos alunos preencheu a tabela até ao fim e, mesmo assim, alguns
deles ndo conseguiram descobrir a regra de formacdo da sequéncia. Além disso, 0s
alunos menos organizados e concentrados enganavam-se, com frequéncia, nas Ultimas
linhas da tabela, & medida que o nUmero aumentava.

Mas, um aluno, muito desmotivado e pouco trabalhador nas aulas de
Matematica, resolveu este problema de uma forma muito interessante, representada na

tabela seguinte:

| MES | PARES DE COELHOS TOTALDE
- PARES |

4

N
U‘\W {)E\\'i

%&ﬁfm

wm |
#A‘
N

Tabela 6 — Resposta dada por um aluno

Este aluno comecou por pintar a preto as bolas correspondentes ao numero de
coelhos da linha anterior (que representavam um casal adulto), e representou com bola
branca o numero de coelhos da linha “anterior a anterior” (que correspondia aos coelhos
que tinham nascido). E, a partir desta esquematizagdo, conseguiu chegar mais
rapidamente a regra de formagdo. Foi uma forma muito inteligente de esquematizar o

problema e reveladora de um bom raciocinio e de uma boa comunica¢do matemaética.
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A esquematizacdo apresentada na tabela e explicada, inicialmente, pela
professora ndo conduzia tdo facilmente a descoberta da regra de formacdo e, com o
aumento das linhas, tornava-se cada vez mais confusa.

Foi notdrio o interesse e motivacdo que este problema despertou e a professora
sabia que se tivesse comecado logo a completar a tabela no quadro, sem Ihes dar tempo
para a preencherem sozinhos, o aluno referido anteriormente (e ndo s6) provavelmente
nem a teria copiado do quadro e nunca teria percebido o que era a sucessdo de
Fibonacci! Assim, ndo s6 percebeu como até ensinou alguma coisa a professoral

E de salientar que, geralmente, ndo s&o os alunos que costumam revelar melhor
desempenho a Matematica os que melhor conseguem resolver este tipo de problemas.
Este género de problemas, que apelam mais ao raciocinio do que aos conhecimentos
matematicos, quando despertam o interesse dos alunos mais desmotivados, mostram
que esses alunos, que “pensam nao saber nada de Matematica”, possuem um bom
raciocinio mas que, infelizmente, ndo é aproveitado. Quando se interessam pelos
problemas e os conseguem resolver, sentem que afinal ndo sdo tdo maus a Matematica
como pensavam e comecgam a olhar para a disciplina de uma maneira mais receptiva.

Importa salientar que este problema, pela sua natureza, proporciona uma
excelente oportunidade para desenvolver as capacidades de raciocinar e de comunicar
matematicamente. Os alunos revelam muitas dificuldades na resolucdo de problemas
que apelem a estas capacidades transversais, principalmente, a da comunicagéo
matematica. Provavelmente, essas dificuldades advém da falta de estimulo para
resolverem problemas que apelem a esta capacidade. E muito comum ouvirmos os
alunos dizerem: “Eu sei como se faz, mas ndo sei explicar”.

Na verdade, na Historia da Matematica existe uma diversidade de problemas
Optimos para estimular e desenvolver estas capacidades, além da capacidade de resolver

problemas.

Na aula de Matematica seguinte, a professora comegou por abordar as
sequéncias dos numeros triangulares e dos nimeros quadrados, fazendo referéncia a
Pitagoras e aos numeros figurados.

Representou essas sequéncias com ‘“pontinhos”, o que ajudou 0s alunos a

perceberem como encontrar 0s termos seguintes de cada uma das sequéncias. Um aluno

170



Os problemas da Matematica.
O seu papel na Matemaética e nas aulas de Matematica

timido e pouco participativo foi um dos primeiros a indicar alguns termos da sequéncia

dos numeros triangulares. Depois, a professora perguntou:

[13] Prof: Conseguem encontrar alguma relacdo entre estas duas sequéncias?

Depois de algum siléncio, a professora reformulou a pergunta:

[14] Prof: Conseguimos obter a sequéncia dos nimeros quadrados a partir da sequéncia
dos nimeros triangulares?

Depois de algum tempo, um aluno disse:

[15] Da: Dois nimeros triangulares ddo um nimero quadrado.

[16] Prof: Se somarmos 1 com 6 d& um numero quadrado?

[17] Da: Néao! Tém que ser dois numeros seguidos.

[18] Prof: E mais correcto dizer consecutivos, em vez de seguidos.

[19] T: Ah! J4 percebi! Se somar 1 com 3 d& 4, que € um nimero quadrado!

[20] N: Ou 3 com 6 d& 9 que também é um nimero quadrado!

Depois de terem chegado a esta conclusdo, uma aluna disse:

[21] V: Stora, escreva essa regra.

[22] Prof: Como?

[23] V: Ah, desculpe, professora.

A professora ndo gostava que a tratassem por “Stora” e os alunos sabiam disso.
Esta aluna, distraida, usou essa expressdo e foi corrigida pela professora, numa
demonstracdo de desagrado. Nesta turma, havia regras bem estabelecidas e a professora
empenhava-se em fazé-las cumprir, demonstrando poder e estatuto.

Nesta situacdo, a professora optou por abordar estas sequéncias para o grande
grupo, em vez de ter pedido aos alunos para descobrirem, sozinhos ou em grupo, 0s
termos seguintes destas sequéncias. Para tal, conduziu este questionamento nao
deixando muito espaco para a descoberta. Procedeu desta forma porque o seu objectivo
era fazer apenas uma introducdo a estas sequéncias que seriam necessarias para a
resolucdo da ficha de trabalho que tencionava dar a seguir.

De seguida, a professora entregou a ficha de trabalho n°® 4 (ver anexo C.5) e
reparou que alguns alunos comecaram logo a preencher o Tridngulo de Pascal sem,
primeiro, terem lido as instru¢cbes nem terem ouvido os esclarecimentos prestados pela
professora. Estes alunos, em vez de somarem os dois nUmeros anteriores (como estava
indicado no enunciado), usaram as sequéncias para preencherem a segunda e terceira
diagonais, mas nas diagonais seguintes ja ndo conseguiram encontrar uma regra que
Ihes permitisse descobrir quais eram 0s numeros. Porém, os alunos que leram as

instrugdes ou ouviram a professora preencheram-no correctamente.
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Este episodio descreve bem um erro frequentemente cometido pelos alunos que
consiste em comecarem a resolver uma determinada questdo, sem antes lerem com
atencdo o enunciado. Muitas dificuldades manifestadas pelos alunos na resolugédo dos
problemas deve-se a esta falha, pois, as vezes, na questdo sdo indicadas sugestes que
facilitam a sua resolucdo (como aconteceu neste exercicio), e s6 o0s alunos mais
distraidos e precipitados é que ndo se apercebem disso.

Aguando a resolucdo desta questdo, a professora apercebeu-se que tinha perdido
uma oportunidade de por os alunos a pensar; em vez de ter dado as instrucdes de
construcdo deste triangulo, deveria ter deixado que os alunos as descobrissem a partir

das linhas do triangulo que ja estavam preenchidas.

A segunda questédo desta ficha de trabalho consiste no seguinte:

“No Triangulo de Pascal podemos encontrar:

a. a sequéncia dos numeros naturais. Explica como.

b. a sequéncia dos numeros triangulares. Explica como.

c. asequéncia dos numeros quadrados. Explica como.

d. a sucessdo de Fibonacci. Explica como (Sugestdo: considera a seguinte
figura).”

As duas primeiras questdes ndo suscitaram grandes dividas pois os alunos
facilmente as encontraram na segunda e terceira diagonais. Ja na alinea ¢, 0s alunos
revelaram mais dificuldades. Mesmo depois de, no inicio da aula, a professora ter
abordado a relacdo entre 0os numeros triangulares e os numeros quadrados, poucos
alunos conseguiram responder a esta questéo.

A dificuldade em imitar a resposta por comparacdo com 0 que ja tinha sido
explicado significa que os alunos ndo tinham percebido a explicagdo da professora ou,

entdo, esta questdo ndo estava ao alcance do seu nivel de desenvolvimento. Dadas estas
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dificuldades, a professora teve que voltar a relembrar e explicar que “a soma de dois
numeros triangulares consecutivos é igual a um ntimero quadrado”.

A questdo da alinea dcausou ainda mais duvidas. Mesmo tendo sido
apresentada a figura com a sugestdo para auxiliar na sua resolu¢do, nenhum aluno

estava a conseguir resolvé-la. Entéo, a professora acabou por lhes dizer:

[24] Prof: Pode ser necessario fazer alguma operacdo para encontrar a sucessdo de
Fibonacci, assim como fizeram para encontrar a sequéncia dos nimeros quadrados.

Dada esta dica, uma aluna comecou logo a somar e a encontrar 0s numeros da

sucessao de Fibonacci, apoiando-se nas linhas diagonais representadas na figura.

Ao circular pela sala, a professora observou que alguns alunos, mais distraidos e
menos interessados, em vez de estarem a resolver a questdo 2, estavam a resolver a
questdo 7 (em que era pedido para pintar os numeros impares no Triangulo de Pascal).
Realmente, € muito mais facil pintar do que pensar! Entdo, a professora disse-lhes para
resolverem a questdo 2, pois a 7 ficaria para trabalho de casa.

Entretanto acabou a aula e a questao 2 também ficou para terminar em casa, pois
ainda havia muitos alunos que ndo tinham conseguido resolver a alinea 2d.

Na aula seguinte, a professora comecgou por relembrar como se tinham obtido os
nimeros do Tridngulo de Pascal, dizendo que cada nimero correspondia a soma dos

dois nUmeros anteriores, e um aluno disse:

[25] C: S6 agora € que percebi isso!

Depois, a professora verificou quem tinha feito os trabalhos de casa e constatou
que muitos alunos ndo tinham feito a questdo 2d. Uns disseram que ndo tinham
conseguido porque era muito dificil, outros mostraram-se comprometidos, o que levou a
professora a pensar que nem tinham tentado, e outros disseram que se tinham esquecido.

Quanto ao exercicio 7, a maioria dos alunos resolveu porque acharam que era
facil e engracado. E note-se que alguns alunos j& o tinham resolvido, indevidamente, na
aula anterior.

Na questéo 3a)*® os alunos calcularam, com facilidade, a soma das seis primeiras

linhas, mas a conclusdo a que a maioria chegou ndo era a pretendida. Depois de a

18 «Calcula a soma de cada uma das seis primeiras linhas do tridngulo de Pascal. Que conclusdes podes
tirar? Verifica se a concluséo é valida para outras linhas do triangulo.”
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professora ter dado tempo para que os alunos conseguissem resolver esta questdo e a

questdo 3b)°, procedeu & correcco e discussdo no quadro, para toda a turma:

[26] Prof: A que conclusdo chegaram? Quem quer responder?
[27] An: Temos que multiplicar por 2 para obter a linha seguinte. — respondeu a aluna
depois de ter levantado o dedo no ar.

A professora apercebeu-se que muitos alunos concordaram com esta resposta e,

entdo, retorquiu:

[28] Prof: E se eu quisesse calcular a soma dos numeros da linha 1000? Nunca mais
acabavam os calculos!

[29] Prof: Como e que podemos calcular a soma dos nimeros da linha 15 sem fazer
muitos calculos?

Depois de algum siléncio, a professora perguntou novamente:

[30] Prof: Que relagédo existe entre os nameros 1, 2, 4, 8, 16, 32, ...?

[31] An: Cada niumero é o dobro do anterior. — respondeu hovamente a aluna.

[32] Prof: Certo. Mas estes nimeros ndo vos fazem lembrar nada?

Como a professora estava a ver que todos tinham chegado a mesma conclusdo e

ninguém estava a pensar nas poténcias, perguntou directamente:

[33] Prof: Se pensarem nas poténcias, 0 que é que representam estes nimeros?
[34] J: Séo poténcias de 2; 2 = 2%, 4=2%8=2° ...

[35] Prof: E 0 1? Também pode ser escrito como uma poténcia de 2?
[36] V: E 2%

[37] M: Néo, isso é igual a 2! 1 é igual a 2°.

[38] Prof: Muito bem! Entdo qual sera a soma dos nimeros da linha 15?
[39] J: 2.

[40] Prof: A primeira linha é considerada a linha 1 ou a linha 0?

[41] M: Deve ser a linha 0, porque 2° = 1.

[42] J: Ah! J& percebi! Entdo é 2°°.

[43] Prof: Conseguiram acompanhar o raciocinio dos vossos colegas?

A questdo colocada em [33] resulta de um dilema sentido pela professora: ou
dava mais tempo para que os alunos chegassem, sozinhos, a resposta, mas corria 0 risco
de ficar atrasada no cumprimento da planificacdo ou, por outro lado, dava uma ajuda
para que os alunos ndo demorassem muito tempo a resolver a questdo, sendo esta a opgdo

tomada.

19 «Escreve uma férmula que permita calcular a soma dos nimeros de cada linha. Qual é a soma dos
nUmeros da 152 linha?”
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Esta questdo permitiu relembrar as poténcias e, em especial a poténcia de
expoente nulo (leccionado anteriormente), que os alunos, geralmente, teimam em dizer
que é igual a 0 ou a 2, e tém muita dificuldade em compreender que 2° = 1.

Como a professora viu pela cara dos alunos que ndo estavam muito esclarecidos,

explicou, novamente, para toda a turma. De seguida, alertou:
[44] Prof: Agora falta arranjar uma férmula geradora desta sequéncia.

Enguanto os alunos tentavam encontrar esta formula, a professora circulou pela
sala e reparou que muitos alunos, em vez de escreverem 2™, escreveram n?. Foi um erro
frequente, provavelmente devido ao facto de ja terem analisado a sequéncia n?. Aqui, 0
factor imitacdo estava presente mas ndo conduziu a resposta correcta, porque os alunos

ndo se aperceberam da diferenca entre estas duas poténcias.

A professora explicou, individualmente, por que razdo ndo podia ser n2. Depois,

procedeu a correccdo em grande grupo.

[45] Prof: Reparem que o 15 pode ser substituido por um ndmero qualquer: pode ser 2°
se estivermos a falar da linha 3, pode ser 2* se estivermos a falar da linha 4;
depende do nimero da linha.

[46] An: A formula é 27*.

[47] J: Ou 2%, I de linha.

[48] Prof: Qualquer uma das respostas esta correcta, e também costumamos usar 2™.

Passando ao exercicio 7, que tinha ficado para trabalho de casa, a professora
comecou com uma abordagem aos fractais e constatou que os alunos tinham gostado de
pintar o Triangulo de Pascal (em casa ou em aulas anteriores) e que, facilmente,
verificaram que correspondia ao fractal representado.

Entretanto, um aluno comentou:

[49] M: Fica sempre um nimero em branco!

[50] Prof: E por que sera que isso acontece?

O comentario deste aluno levou a professora a pensar que era oportuno abordar a
paridade dos numeros.

Depois de algum siléncio, a professora questionou:

[51] Prof: Que numeros estdo em cima?

Como nenhum aluno estava a reparar na paridade dos nimeros, a professora perguntou
directamente:
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[52] Prof: Séo pares ou impares?

[53] M: Séo impares.

[54] Prof: E se somarmos dois nimeros impares ...?

[55] M: Da um namero par. — disse 0 aluno com ar de satisfagdo, constatando:

[56] M: Ah! Agora ja percebi por que fica sempre um nimero em branco!

Depois, outro aluno que ndo ouviu a resposta do M, também respondeu:

[57] T: A soma de dois nimeros impares € um nimero par.

[58] Prof: Ouviram o que o T disse? — perguntou a professora para a turma que ndo
estava a acompanhar este dialogo.

[59] Prof: A soma de dois nimeros impares é ...?

[60] Alunos: E par. — responderam em coro.

[61] Prof: E a soma de dois nimeros pares?

[62] Alunos: E um nGmero impar.

[63] Prof: Asneira! Estdo a ver como estdo desatentos; respondem sem pensar!

E interessante notar que o comentario feito em [49] proporcionou a exploragdo
de um tema em que a professora nunca tinha reparado antes. De facto, havia uma razéo
para que ficasse sempre um nimero em branco.

A questdo [61] foi colocada, propositadamente, porque a professora notou que 0s
alunos estavam distraidos e ndo estavam a acompanhar esta interacgdo com atencao. Foi
notorio que a resposta [62] foi dada sem pensar. A professora estava convencida que
estes alunos sabiam que “a soma de dois numeros pares d4 um numero par” mas

deixaram-se levar pelo trocadilho das palavras, devido a distraccdo.

Numa aula de Estudo Acompanhado, a professora colocou o “problema das
pombas”, de Alcuino de York (ver anexo A.7), que tem o seguinte enunciado:

I

d uma escada com 100 degraus. Uma pomba posou no primeiro degrau, duas
pombas no segundo, trés no terceiro, quatro no quarto, cinco no quinto e, assim
sucessivamente, até ao centésimo. Quantas pombas havia ao todo?” (Problemas para
estimular os Jovens)

Para resolver este problema os alunos ndo tiveram dificuldade em concluir que o

namero de pombas correspondia a soma:

1+2+3+4+5+--+98+99 + 100.

Dado este somatorio, era inevitavel falar do episddio de Gauss, segundo o qual a

sua professora da escola primaria, para entreter os alunos, mandou fazer esta soma,
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pensando que teria largos momentos de tranquilidade. Mas, para sua surpresa, passado

pouco tempo, o pequeno Gauss conseguiu encontrar a resposta!

Depois de apresentar esta situacao, a professora perguntou:

[64] Prof: Como terd o pequeno Gauss encontrado a resposta tdo depressa? E nédo se
esquecam que no tempo do Gauss ndo usavam calculadoras!
[65] Da: Professora, vamos ver se nesta turma ha algum Gauss!

Apesar do aluno que fez este comentério ser pouco empenhado, tinha um bom
raciocinio e esforgou-se muito para conseguir ser o Gauss da turma.

E, por incrivel que parega, havia dois “pequenos Gauss” na turma, pois dois
alunos comecgaram a adicionar o 1 com 100, 2 com 99, 3 com 98, etc., mas tiveram
dificuldade em chegar ao resultado; no entanto, foi um bom comeco!

E de salientar que este problema e esta curiosidade da vida de Gauss
despertaram o interesse dos alunos, mesmo dos mais desmotivados e, na verdade, 0s
alunos que tiveram a ideia de adicionar o primeiro termo com o Gltimo eram alunos que
costumavam revelar algumas dificuldades e desinteresse.

Esta situacdo € ilustrativa do papel de mediacdo exercido pelos problemas
historicos, na medida em que despertaram o interesse dos alunos, o que contribuiu para
um maior envolvimento na resolugédo do problema em questéo e, consequentemente,

para uma aprendizagem mais significativa.
No teste, a professora colocou uma questdo que apelava ao raciocinio e a

comunicacdo matematica dos alunos. Algumas das respostas obtidas estdo a seguir
representadas:
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5. Ufn matematico famoso, Pitagoras, descobtiu uma maneira de calcular o quadrado de um
numero:
12=1
22 =1+3=Y
32=14+345:-9
42=1+43+5+7=y
E2 v agwa s
a) Calcula por este processo o valor de 5% e de 6.
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b) A que éigual a soma dos 100 primeiros nimeros naturais impares? Explica g teu raciocinio. ——
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Fig. 20 — Resposta do A

Este aluno é pouco participativo nas aulas e tem muita falta de confianga em si

proprio. A professora ficou agradavelmente surpreendida quando viu que ele tinha
conseguido responder correctamente a questdo 6b). Apesar de a explicagdo ndo estar

muito completa, a professora ndo o penalizou para o incentivar.

b) A que é igual 2 soma dos 100 primeiros nimeros nzturais impares? Explica o teu raciocinio.
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Fig. 21 — Resposta da N
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b) A que ¢ igual a soma dos 100 primeiros nimeros naturais impares? Explica o teu raciocinio.
Py :
" — 2 A o

Fig. 22 — Resposta do Da

Estas duas respostas estdo muito claras e exemplificam a capacidade de
comunicar matematicamente destes dois alunos.

A resposta a seguir apresentada foi dada por um aluno que tinha um bom
raciocinio mas que era muito “apressado” a fazer as coisas.

b) A que ¢é igual 2 soma dos 100 primeiros nimeros naturais impares? Explica o teu raciocinio.
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Fig. 23 — Resposta do H

Apesar de ter respondido 100 em vez de 1007, nota-se, pelo exemplo dado, que
foi por engano (ou pressa) que nao elevou o 100 ao quadrado. Quando a professora
entregou o teste, o aluno referiu que se tinha enganado.

E interessante notar que alguns alunos se lembraram da soma feita por Gauss,

abordada na aula acima mencionada e deram as seguintes respostas:

b) A que ¢ igual a soma dos 100 primeiros nimetos naturais impares? Explica o teu raciocinio.
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Fig. 24 — Resposta do He
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Apesar de o aluno ter riscado a resposta, é visivel que utilizou o processo,
também utilizado por Gauss, de somar o primeiro termo com o ultimo, o segundo com o
penultimo e assim sucessivamente.

Outro aluno que também se lembrou deste processo, deu a seguinte resposta:
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Fig. 25— Respostado T

Embora estes dois alunos ndo tenham chegado a resposta correcta, porque ndo
tiveram em conta que se tratava do somatorio apenas dos numeros impares, nota-se que
se lembraram do que foi falado nas aulas e tentaram imitar o mesmo processo de somar
uma sequéncia de numeros.

Por outro lado, e infelizmente, concentraram o seu pensamento nesta abordagem
de Gauss e ndo se aperceberam que a resposta poderia ser encontrada se olhassem, com
atencdo, para os exemplos dados.

Ainda no ambito do estudo das “Sequéncias”, numa aula de Estudo
Acompanhado, foi pedido aos alunos para resolverem o seguinte problema, retirado de
uma Prova de Afericdo de Matematica (2002) e que, de certa forma, fazia lembrar o

Tridngulo de Pascal, ja estudado numa ficha de trabalho:

“Observa o seguinte triangulo formado por nimeros.

Linha 1 1

Linha 2 1 2 1

Linha 3 1 2 3 2 1

Linha 4 1 2 3 4 3 2 1
Linha 5 1 2 3 4 5 4 3 2 1

Na 3.2 linha deste triangulo numérico ha 5 nimeros e na 4.2 linha ha 7 nimeros.
Quantos numeros ha na 112.2 linha?
Explica como chegaste a tua resposta. ”
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Foi interessante notar que os alunos chegaram a resposta por varios caminhos.
De seguida, apresento algumas das respostas dadas.
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O exercicio 4, mencionado pelo aluno R, abordava o termo geral da sequéncia
dos nimeros impares, ou seja, 2n — 1. De facto, a sequéncia formada pela quantidade
de nimeros em cada linha deste triangulo corresponde, exactamente, a sequéncia dos
ndmeros impares, como o aluno observou, de forma perspicaz.

E de notar que, implicitamente, esta presente a ideia da imitagdo. Neste caso, 0
facto de o aluno ter usado o termo geral da sequéncia dos numeros impares para
resolver este problema mostra que essa sequéncia tinha ficado bem compreendida e que
foi capaz de aplicar um conhecimento aprendido anteriormente numa situagdo nova. De
um modo geral, os alunos tém muitas dificuldades em aplicar os conhecimentos em
novas situacoes e, por isso, a professora achou interessante o facto de o aluno o ter feito.

Na resolucdo deste exercicio estdo contempladas duas importantes capacidades
transversais, nomeadamente, o raciocinio e a comunica¢do matematica. Das respostas
dadas depreende-se que os alunos usaram diversos argumentos para justificarem o seu
raciocinio, ou seja, para comunicarem matematicamente. Esta € uma capacidade em que
os alunos revelam muitas dificuldades e, por isso, é importante que Ihes sejam propostos
exercicios deste género para desenvolverem essa capacidade.

No final da aula, quando a professora se dirigia para a sala de professores,

encontrou o L e o R, no corredor, com a ficha de trabalho na mao.

[66] Prof: O que fazem com a ficha de Matematica no intervalo?!
[67] R: Estamos a comparar as respostas; ele esta a explicar-me como fez e eu explico-
Ihe o que fiz.

A professora ficou agradavelmente surpreendida com a atitude destes alunos
(que ndo sédo muito empenhados nem estudiosos) que demonstra o entusiasmo com que
alguns alunos resolveram este tipo de questbes. Decerto que se fosse um simples
exercicio, estes alunos ndo estariam a comparar o resultado no intervalo, pois 0s
exercicios rotineiros ndo tém o mesmo caracter de desafio nem o poder de motivar 0s
alunos.

Este € mais um exemplo de como este tipo de problemas, que apelam ao
raciocinio, ttm o poder de motivar os alunos e despertar 0 seu interesse para a

realizacdo das tarefas propostas nas aulas de Matematica (ou Estudo Acompanhado).
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5.2.1. Sumariando

Da analise dos episodios acima apresentados ha evidéncia que os problemas
historicos da Matematica, ao serem utilizados como artefactos mediadores da
aprendizagem das Sequéncias, contribuiram para motivar os alunos, como podemos ver
em diversas situacdes das quais se destaca a situacdo em que o aluno desmotivado e
pouco trabalhador resolveu o problema dos coelhos de Fibonacci de uma forma muito
inteligente e interessante. Certamente que se o problema néo tivesse sido colocado desta
maneira e ndo Ihe tivesse despertado interesse, este aluno nem o teria tentado resolver.

Além disso, se a professora tivesse procedido como no ano anterior, e nédo
tivesse dado tempo para que os alunos o tentassem resolver, € muito provavel que este
aluno (e ndo s6) nem tivesse copiado a resolucdo para o caderno. Por isso, esta mudanca
de regras na forma de actuar da professora foi de extrema importancia para a melhoria
das aprendizagens dos alunos.

Outra situacdo que exemplifica o papel motivador dos problemas utilizados
nestas aulas é a dos alunos que estdo a comparar, no intervalo, as resoluces de um
problema que tinham feito na aula.

Inicialmente, o objectivo da maioria destes alunos era apenas tirar positiva nesta
disciplina mas, devido ao tipo de actividades propostas e ao tipo de aulas, em que se
apelava mais a descoberta e ao trabalho em grupo, o objectivo transformou-se em
motivo, e os alunos comecgaram a participar nas aulas com gosto e com vontade de
aprender como descobrir 0s termos de uma sequéncia ou como determinar a expressdo
geral de uma sequéncia, conhecidos alguns termos.

A anélise anterior leva-nos a constatar que os problemas histéricos ajudaram os
alunos a desenvolverem a capacidade de resolugédo de problemas, geralmente associada
a outras duas capacidades transversais, 0 raciocinio e a comunicacdo matematica. Os
problemas analisados ndo correspondem a exercicios de aplicacdo directa, pelo que os
alunos tiveram que encontrar estratégias para os resolver, 0 que os levou a pensar e ndo
a agir automaticamente. Na Historia da Matematica podemos encontrar imensos
problemas interessantes e motivadores que promovem estas trés capacidades
transversais.

Nos episodios analisados o questionamento da professora foi essencial para a
resolucdo de muitos problemas, ajudando a despoletar as Zonas de Desenvolvimento

Potencial dos alunos. De uma forma geral, este questionamento ajudou na compreensao

183



5. Analise e discussao dos dados

dos problemas e fez com que muitos alunos comecassem a tentar resolver o problema, o
que ndo teria acontecido se a professora ndo tivesse prestado estes esclarecimentos
iniciais.

Outro conceito da Teoria da Actividade que também pode ser observado nas
situacOes descritas é o da imitacdo. Por exemplo, no problema colocado no teste em que
dois alunos aplicaram a ideia de somatério de Gauss, abordada numa aula anterior, é
bem notério que estes alunos estavam a imitar uma ideia aprendida anteriormente,
tentando aplica-la numa situacéo nova.

E de referir também que a professora enfrentou tensbes e dilemas como
exemplificado nas situacGes em que da ajudas a mais com o intuito de fazer avancar a
resolucdo do problema para ndo “perder muito tempo” e conseguir cumprir a
planificacdo. Isto acontece nas situacBes descritas, por exemplo, em [33] e [52]. H&
também outras situaces em que a professora, pela mesma razdo, ndo da tempo
suficiente para que os alunos consigam resolver o problema e procede logo a sua
discussdo e correcgdo no quadro, para o grande grupo.

Apesar do esfor¢o feito para evitar estas situacdes, & necessario ter em conta que
a professora esta perante uma estratégia de ensino diferente, uma vez que estava
habituada a aulas com caracter mais expositivo, onde os alunos nao desempenhavam um
papel tdo activo. Por isso, precisa de tempo para se adaptar a este novo papel de

mediadora e ndo de transmissora de conhecimentos, o que acontece de forma gradual.

5.3. Resolvendo problemas historicos através de equacoes

No 7° ano os alunos aprenderam a resolver equacdes, incluindo as equaces com
parénteses. No entanto, as equagdes com denominadores s6 fazem parte dos contetdos a
leccionar no 8° ano.

Segundo as orienta¢fes dos documentos oficiais, a resolucdo de equacgdes devera
estar estreitamente ligada a resolucdo de problemas. Recorrendo a Histéria da
Matematica encontramos uma diversidade de interessantes problemas que podem ser
traduzidos por uma equagdo. Nalguns manuais escolares encontramos alguns destes
problemas, no fim do capitulo, como actividades complementares. No entanto, o0 que
geralmente acontece € que o professor “passa a frente” porque “ndo tem tempo” e os
alunos nem os tentam resolver porque estes problemas sdo catalogados de “muito

dificeis”.
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Com o objectivo de treinar a resolucdo de problemas que podem ser traduzidos
através de equacOes, a professora elaborou uma ficha de trabalho com diversos
problemas, colocados ao longo da Histdria da Matematica que, quando traduzidos para a
linguagem matematica, originam uma equagdo com denominadores (anexo C.7).

Ao lerem o seguinte problema (questéo 1 do anexo C.7):
“A quantidade e a sua i adicionadas déo 15. Qual ¢ a quantidade?” (Papiro de Rhind),

alguns alunos perguntaram, admirados:

[1] V: A quantidade?

[2] Prof: O que sera a quantidade?

[3] M: x.

[4] Prof: Porgue ndo se sabe quanto é.
[5] D: E a sua ¥4?!

[6] Prof: ¥ de qué?

[7] D: De x.

[8] J: Entéo fica x + Y4x = 15.

De seguida, os alunos resolveram a equacdo obtida sem grandes dificuldades.

Um problema historico que aparece muito frequentemente nos manuais escolares
é o problema sobre a idade de Diofanto. Este problema é original da Antologia Grega
(Paton, 1918) e é o problema 3 da ficha de trabalho utilizada nesta aula.

“Neste tumulo repousa Diofanto.

Ah, que grande prodigio!

O tumulo diz cientificamente a exacta medida de sua vida.

- Deus concedeu-lhe ser menino pela sexta parte da sua vida, e somando uma
duodécima parte a isto, cobriu-lhe as faces de pélos;

Ele acendeu-lhe a lampada nupcial apds uma sétima parte, e cinco anos apos 0 seu
casamento concedeu-lhe um filho.

Ai! Infeliz crianca tardia; depois de chegar a medida de metade da vida de seu pai, 0
destino frio o levou.

Depois de se consolar da sua dor durante quatro anos com a ciéncia dos nimeros,
terminou com a sua vida.

Quantos anos viveu Diofanto?”

A sua interpretacdo suscitou muitas duvidas:

[9] J: O que é um duodécimo? — perguntou um aluno apds ter colocado o dedo no ar
para intervir.

[10] Prof: Quem é que sabe?

Foram dadas varias respostas (5, 20, 10,40, 100, ...) mas ndo a correcta.
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£ 1 - L1 1, L
[11] Prof: E —; a décima parte € — e — ¢ a centésima parte...
12 10 ~ 100

As varias respostas dadas demonstram que os alunos ndo faziam a minima ideia
do que era um duodécimo, nem tinham nog¢éo de que se tratava de uma fracgéo.

Ao circular pela sala, a professora apercebeu-se que a maioria dos alunos (a
trabalhar aos pares) estava com problemas em encontrar o que colocar no segundo
membro da equacdo. Alguns deles s6 indicavam o primeiro membro, ignorando o

segundo. Num dos grupos, a professora presenciou um aluno a dizer para o colega:

[12] A: Mas para ser equacdo tem que ter igual a qualquer coisa!
[13] N: Ah! Pois é. Mas € igual a qué?

O comentario feito em [12] serviu para chamar a atencdo do colega para o erro
que estava a cometer ao ndo considerar 0 2° membro da equacdo. Esta situacdo mostra
que o trabalho cooperativo entre pares contribui para despoletar as Zonas de
Desenvolvimento Potencial dos colegas menos capazes, pois esta pequena ajuda serviu

para que o colega se apercebesse do erro cometido e tentasse corrigi-lo.

Passando por outro grupo, ao ver a resolugdo de uma aluna, a professora
perguntou:

[14] Prof: Isto é uma equagédo?

[15] V: E.

[16] Prof: Para ser equagdo 0 que € que tem que ter?
[17] V: x eiigual.

[18] Prof: Onde esta o igual?

Como este erro estava a ser muito frequente, a professora alertou para toda a

turma:

[19] Prof: Néo se esquegcam que para ser uma equacdo tem que ter igual a qualquer
coisa!

Relativamente a este problema, a professora perguntou:

[20] Prof: Este problema j& apareceu num lugar! Lembram-se?

Depois de algum siléncio:

[21] Prof: Apareceu no livro de Matematica do ano passado. Lembras-te M?

A professora dirigiu esta pergunta ao M porque este aluno é muito curioso e foi

o0 Unico que, no ano anterior, tentou resolver o problema e pediu ajuda a professora.

[22] M: Ah! J& me lembro.
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[23] Prof: Este problema costuma aparecer em muitos livros do 7° ano, no capitulo das
equacdes, sO que, muitas vezes, ndo é resolvido!

Depois de esclarecidas as diversas duvidas que foram surgindo, os alunos

conseguiram, na sua maioria, traduzir este problema para a equagéo §+ % + ; +5+
§+ 4 = x, e, depois, comecaram a resolvé-la.

Porém, ainda surgiram algumas duvidas para resolver esta equacdo. A
professora, observando algumas resolucBes, reparou que os alunos ndo estavam a

considerar o denominador do termo do 2° membro. Enté&o, alertou para toda a turma:

[24] Prof: Estou a ver que muita gente se esquece de arranjar denominadores para 0 que
esta no 2° membro! Temos que arranjar o mesmo denominador para tudo!

Além disso, alguns alunos estavam com dificuldade em encontrar o m. m. c. dos

denominadores:

[25] C: Professora qual é o namero que é multiplo de 6, 12, 7 e 2?

[26] Prof: Tens que determinar o...

[27] T: minimo maltiplo comum.

[28] C: E como é? Fago com o trago ou da maneira que faziam antigamente?

No comentario [28] 0 aluno usa o termo “trago” para se referir a decomposigdo
em factores primos. Ora isto é representativo da falta de rigor na linguagem matematica
e na utilizacdo de conceitos matematicos manifestada por muitos alunos.

Neste episodio, a professora foi interrompida por um aluno que ndo pediu
autorizacdo para responder, em [27]. Na pergunta feita em [28], o aluno queria saber se,
para determinar o m. m. c., tinha que fazer a decomposic¢ao em factores (que ele associa
ao “traco”) ou se usava 0 algoritmo de Euclides (que corresponde a maneira que faziam
antigamente (ver anexoA.3)).

Uma vez que os alunos costumam fazer muita confusdo para distinguir o m. m. ¢
do m. d. c. (depois de terem feito a decomposi¢do em factores), a professora, quando
ensinou este contetdo, fez uma abordagem ao algoritmo de Euclides. Os alunos, na sua
maioria, compreenderam o algoritmo de Euclides e, quando queriam determinar o m. d.
c. entre dois numeros, optavam por usar este método em vez da decomposi¢cdo em

factores primos. Diziam que, assim, ndo confundiam o m. m. ¢. com o m. d. c. Isto
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mostra que, nalgumas situagdes, os alunos revelam menos dificuldades quando usam os
métodos antigos em vez dos actuais.

Nesta situacdo, também estd presente o papel de mediacdo exercido pelos
problemas histéricos e que contribui para a aprendizagem dos contedos leccionados,
uma vez que proporciona aos alunos métodos de resolucdo alternativos aos ensinados
actualmente e que, as vezes, sdo mais faceis de compreender.

Neste caso, 0 aluno colocou esta questdo porque ndo sabia se devia calcular o m.
m. ¢. ou 0 m. d. c. Esclarecida esta ddvida, os alunos continuaram a resolver a equagao.
Depois de resolver este problema, um dos alunos com melhor desempenho na aula de

Matematica constatou que:

[29] J: 84 é o valor do denominador!
[30] Prof: Por acaso! N&ao quer dizer que seja sempre assim.

O que o aluno queria dizer era que a solucdo, 84, era igual a0 m. m. c. dos
denominadores, o que também representa uma falta de rigor na utilizacdo de conceitos

matematicos.

[31] Prof: O Diofanto viveu quantos anos?

[32] Alunos: 84. — responderam varios alunos em simultaneo.

[33] Prof: E das poucas coisas que sabemos sobre Diofanto; ndo ha nenhum documento
gue nos diga quando ele nasceu ou morreu. Este documento (Antologia Grega) € o
Gnico gue nos da uma pista sobre a idade dele.

[34] T: Foi a professora que fez isto tudo?

[35] Prof: Este problema existe mesmo; nao fui eu que o inventei!

O comentario feito em [34] mostra que os alunos tém dificuldade em
compreender e aceitar que estes problemas sejam tdo antigos. Alguns alunos pensaram
que tinha sido a professora a inventéa-los e que a “histéria” dos documentos antigos nao
é verdadeira.

Os problemas/exercicios® seguintes ndo suscitaram tantas davidas uma vez que
eram analogos ao problema 3. A medida que a professora se apercebia que a maioria

dos alunos ja tinha resolvido um determinado exercicio, solicitava que alguém o fosse

%0 Uma vez que os problemas propostos na ficha utilizada eram muito idénticos, & medida que os alunos
foram resolvendo a ficha, os problemas propostos deixaram de ser considerados problemas (porque os
alunos ja conheciam uma estratégia para os resolver) e passaram a representar exercicios de aplicacdo das
regras da resolucdo de equagdes com denominadores.
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corrigir e, muitas vezes, eram 0s proprios alunos que se voluntariavam para ir ao
quadro.

[36] Di: Professora, posso ir ao quadro corrigir o problema 6?

A professora ficou agradavelmente surpreendida pois ndo se lembrava de este
aluno se ter oferecido para ir ao quadro desde que era seu aluno (ou seja, desde o 7°
ano). E é de salientar que conseguiu resolver o exercicio correctamente.

Na verdade, a mée deste aluno, em conversas com a professora (no papel de
Directora de Turma), costumava dizer que ele precisava de algo que lhe despertasse o

interesse, como de facto foi constatado.

De facto, os problemas colocados desta maneira, com enunciados curiosos e, por
vezes, engracados, despertam o interesse dos alunos. Depois de ultrapassadas as
dificuldades de interpretacdo sentidas na resolucdo dos primeiros problemas, a
professora constatou que os alunos se sentiram mais motivados para os resolver do que
se fosse pedida a resolucdo automatica e repetitiva de equacgdes, colocadas de uma
forma abstracta, com letras, nimeros e sinais, que ndo significam nada para os alunos.
Mais uma vez, esta situacdo € ilustrativa da mediacdo exercida pelos problemas

historicos.

Depois de resolver mais alguns problemas desta ficha, o J. manifestou-se,

novamente, dizendo que:

[37] J: Professora, h&4 muitas coincidéncias; a maioria dos denominadores vai dar o
resultado!

[38] Prof: E curioso que isso aconteca!

[39] D: Mas ndo é uma regra porque ha outros exercicios onde nao acontece!

[40] M: Por isso, temos que resolver na mesma.

Entretanto, ao ouvir o toque de saida, um aluno disse, muito admirado:
[41] T: J& acabou a aula?

O comentério feito em [41] mostra o entusiasmo dos alunos na resolucdo destes
problemas. Geralmente, ndo é este tipo de comentario que um professor de Matematica
costuma ouvir na aula; ¢ mais comum ouvir comentarios do género: “Esta aula nunca

mais acaba!”.
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Na sequéncia do episodio descrito em [37-40], a professora foi para casa a
pensar naquelas coincidéncias. Seria mesmo por acaso ou haveria uma razdo para
acontecerem?

Entretanto, a professora debrugou-se sobre o assunto e, depois de pesquisar em
alguns livros sobre Historia da Matematica, descobriu uma justificacdo para o que tinha
pensado ser uma coincidéncia.

Na aula seguinte, a professora retomou o0 comentario que o aluno tinha feito na
aula anterior e aproveitou para ensinar aos alunos de que forma as equacdes eram
resolvidas antigamente.

[42] Prof: Quero chamar a atencéo para uma coisa: lembram-se de terem dito na Ultima
aula que em, muitos casos, o resultado era igual ao denominador e eu disse que era
coincidéncia?

[43] Da: A professora inventou uma nova regra?

[44] Prof: Isso tem a ver com a maneira como resolviam as equacdes antigamente. N&o
as resolviam como as resolvemos agora. Em vez de resolverem a equacdo como

fazemos actualmente, resolviam-na por tentativas, ou seja, substituiam o x por
valores, e se ndo desse certo, faziam uma regra de trés simples.

De seguida, a professora exemplificou no quadro através da resolucdo do

seguinte problema (problema 5 do anexo C.7):

“Um oitavo de uma coluna esta enterrada no lodo, a terca parte na agua, a quarta no
musgo e 7 hastas séo visiveis no ar. Qual é o comprimento desta coluna?” (Mahavira)

Note-se que os alunos ja tinham resolvido este problema, aos pares, usando o

método actual de resolver equacdes.

Depois de escrever no quadro a equagéo§+§+ E +7 =x, que traduz este

problema, a professora perguntou:

[45] Prof: Que numero acham que, antigamente, escolhiam para o x?

[46] T: O 1.

[47] Prof: As vezes escolhiam o 1, mas, neste caso, 0 1 ndo da jeito porque ndo é
divisivel por 8, 3 ou 4. Entdo, escolhiam um nimero que fosse divisivel por 8, 3 e
4. Qual é o numero que é divisivel por 8, 3 e 4?

[48] A: 24.

[49] Prof: Que relacdo existe entre 0 24 e 0os denominadores?

[50] A:Eom. m.c. (8,3, 4).
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De seguida, a professora fez, em interaccdo com os alunos, a verificagdo no
quadro, substituindo o x por 24 e todos concluiram que o 24 era, de facto, a solucdo da

equacao.

Depois de verem esta maneira de resolver as equagOes, alguns alunos
manifestaram-se, dizendo: “Assim ¢ mais facil!”. De facto, os alunos que ndo entendem
a resolucao de equacdes pelo método algébrico, acharam este método o “maximo”, pois
era uma alternativa a um método que lhes parecia muito dificil. Deste modo, 0s
problemas historicos actuam como artefactos mediadores da aprendizagem das
equac0es, ao proporcionarem um método alternativo ao método algébrico, considerado

mais facil por alguns alunos.

[51] Prof: Mas, se repararem, nem sempre o resultado é igual a0 m. m. c. entre 0s
denominadores. Por exemplo, no problema 1 isso ndo acontece. Quando isso nao
acontece, é necessario fazer mais contas: faz-se uma regra de trés simples. Como
viram, no problema 1, o denominador (ou melhor, 0 m. m. c. dos denominadores) é
4 e o resultado é 12.

Note-se que os alunos ja tinham resolvido o problema 1 através da resolucédo da

equacgéo: x + z = 15. Para resolver esta equagdo meétodo antigo, a professora orientou o

seguinte questionamento:

[52] Prof: Qual seria o nimero a colocar no lugar do x?

[53] N: O 4.

Depois de fazer, em interac¢do com os alunos, os célculos no quadro, a professora disse:

[54] Prof: Como da 5 e devia dar 15, entdo (os egipcios) faziam uma regra de trés

simples.

[55] T: 5 esta para 15, ...

Depois de fazerem os calculos, os alunos concluiram que a solugdo era 12.
Constataram que, de facto, a solugdo obtida resolvendo a equacdo desta maneira era
igual & solucdo que tinham obtido quando resolveram a equagéo da maneira como lhes
foi ensinada.

E interessante notar que este método permitiu aplicar outros conceitos
matematicos como a regra de trés simples, em que, de um modo geral, os alunos nao

costumam revelar dificuldades.
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Mas, alguns alunos ainda tinham ddvidas sobre o nimero que deviam escolher

para fazer a substituicao.

[56] T: E se, em vez do 4, pusesse 37!

[57] Prof: Ndo convém porque os valores do denominador ndo sdo divisores de 3;
assim tinhas que trabalhar com frac¢Ges. Se no denominador s aparecer um
namero, substituis por esse nimero; se aparecerem varios numeros, substituis pelo
m. m. c. desses nUmeros.

[58] Prof: Era esta a maneira que usavam antigamente para resolver as equaces.
Chama-se a regra da falsa posicdo®. O que acham desta maneira de resolver as
equacdes?

Surgiram Vvarias respostas, umas favoraveis a utilizacdo desta nova regra, outras
ndo. Foi interessante notar a divergéncia de opinides, sendo de salientar que os alunos
que costumavam revelar mais dificuldades na resolucdo algébrica das equacGes foram
0s que opinaram mais favoravelmente. Este facto é compreensivel uma vez que os
alunos que ja sabiam resolver pelo método actual acharam que esta nova regra sé vinha
complicar e, como ja tinham compreendido a resolucdo das equac@es, ndo se mostraram
tdo receptivos para a aprendizagem desta nova regra. Por outro lado, os alunos que
revelavam mais dificuldades para resolver uma equacdo pelo método ensinado
actualmente acharam que este método vinha resolver o seu problema pois representava
uma alternativa a um método que lhes parecia muito complicado. Além disso, para
resolver uma equacdo por este método é necessario utilizar a regra de trés simples e,
geralmente, a maioria dos alunos, mesmo 0s que tém mais dificuldades a Matematica,
consegue aplica-la sem dificuldades.

Muito provavelmente, se ndo tivesse sido ensinado este método, os alunos com
mais dificuldades na resolucdo das equacdes nem sequer teriam tentado resolver estes
problemas porque, depois de os traduzir para uma equacdo, “empatavam” e nao
conseguiam concluir a resolucdo do problema, o que é deveras desmotivante.

Depois disto, os alunos continuaram a resolver a ficha de trabalho. A medida que
os problemas iam sendo resolvidos, a sua correc¢édo era feita no quadro, por um aluno
que se voluntariava.

O aluno Di ofereceu-se, novamente, para ir ao quadro fazer o exercicio 9 (ja na

aula anterior tinha ido resolver o exercicio 6).

2L A regra da falsa posicao aplica-se na resolucéo de equag@es do tipo ax = b. Esta regra ja ndo é vélida
para resolver equacdes que ndo estejam nesta forma (ou seja, que ndo traduzam situacBes de
proporcionalidade directa).
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[59] Prof: J& repararam que as equacdes dos problemas 12 e 13 sdo praticamente
iguais? A Unica diferenca é que num somamos 9 e no outro somamos 15. Porque é
gue acham que isto acontecia?

[60] A: Era 0 mesmo autor.

[61] T: Nao, um era o Leonardo de Pisa e o outro era o Paolo Dagomari.

[62] V: Eram irm&os!

[63] Prof: Néo, era porque copiavam os problemas uns dos outros! O mesmo problema
aparecia em épocas diferentes apenas com pequenas alteracdes.

[64] H: Plagio!

De facto, durante a realizacdo da ficha de trabalho, a professora apercebeu-se
que os problemas eram um bocado repetitivos e que a ficha era muito grande. Nas notas
de campo, a professora (no papel de investigadora) escreveu: “Devo fazer as proximas
fichas de trabalho mais pequenas porque torna-se aborrecido resolver tantos exercicios

parecidos”.

5.3.1. Sumariando

Da analise dos dados € possivel constatar que estes alunos, na sua maioria,
aprenderam a resolver problemas que se podem traduzir por equacdes e 0s problemas
historicos desempenharam um importante papel de mediacdo nesse processo, assim
como o questionamento e orientacéo feito pela professora aquando a resolucéo da ficha
de trabalho.

Através dos problemas historicos, os alunos tiveram a oportunidade de conhecer
a maneira como as equacgdes eram resolvidas antigamente (através da regra da falsa
posicao) e puderam comparar esse método com o que lhes foi ensinado. Isto conduziu a
opinides divergentes, pois alguns alunos acharam a regra da falsa posicdo mais facil,
outros, nem por isso, e permitiu que os alunos reflectissem sobre as vantagens da
Algebra, a que alguns alunos tém aversao.

Além de permitir a comparacao entre os métodos (antigo e actual), a apreciacdo
e analise das solucOes apresentadas, no passado, aos problemas historicos ajudaram os
alunos que tinham muitas dificuldades na resolugéo de equagdes a contornarem essas
dificuldades. Agora, tinham a oportunidade de resolver uma equagéo pelo método usado
antigamente (a regra da falsa posi¢édo), que para estes alunos era mais facil do que o
método algebrico. Este facto, também & representativo do papel de mediacdo

desempenhado pelos problemas historicos na aprendizagem das equacbes, ao
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contribuirem para melhorar a compreenséo das equacdes, proporcionando métodos de

resolucéo alternativos.

Nos episodios analisados, encontramos situacdes em que foi evidente o papel
motivador destes problemas, como por exemplo, quando um aluno outrora
desinteressado se mostrou mais participativo na resolucdo dos exercicios e ate se
ofereceu para ir ao quadro.

Pelo exposto podemos inferir que os problemas historicos desempenharam um
duplo papel pois, além de ajudarem os alunos a compreenderem 0s conteudos
leccionados, também desempenharam um papel fundamental de motivacéo.

A imitacdo também esteve presente nos episodios analisados, pois os alunos,
apos terem resolvido um determinado problema, mostraram-se capazes de resolver
outros problemas anélogos.

Ha situacbes que evidenciam que o trabalho cooperativo entre pares contribuiu
para despoletar as Zonas de Desenvolvimento Potencial dos colegas menos capazes,
pois, por exemplo, um comentario ou chamada de atencdo feita por um colega com mais
conhecimentos matematicos contribuiu para que um aluno com mais dificuldades se
apercebesse do erro cometido e tentasse corrigi-lo, como se verificou em [12-13].

Importa, ainda, destacar o papel mediador do questionamento realizado pela
professora. Este questionamento foi essencial para ajudar os alunos na procura de
solugdes para os problemas propostos e contribuiu, mais uma vez, para o despoletar das
Zonas de Desenvolvimento Potencial dos alunos.

No entanto, a professora confrontou-se com algumas dificuldades na integracédo
destes problemas nas suas aulas, como se pode ver pelo seu desconhecimento inicial da
regra da falsa posicdo. Esta dificuldade esta relacionada com a falta de formagdo dos
professores no ambito da Histéria da Matematica e € um dos Obices a integracdo da

Histdria da Matematica apontado na literatura.

5.4. Relacionando o Teorema de Pitagoras, as equac0es e a historia

Para consolidacdo de conhecimentos e uma vez que os alunos devem aprender a
estabelecer conexdes entre diferentes temas do programa, a professora elaborou uma

ficha de trabalho onde os alunos tinham que aplicar conteddos trabalhados
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anteriormente, em especial o Teorema de Pitadgoras, as equacGes e 0S casos notaveis
(quadrado do binémio).

No inicio da aula, a professora entregou a ficha de trabalho n® 7 (ver anexo C.8)
para ser resolvida aos pares, ou em grupos de trés. Os alunos comegaram a ver a ficha e,

pouco depois, surgiram as seguintes questdes:

[1] N: A questdo 5 ndo saiu num teste?

[2] Prof: Saiu esta questdo no primeiro teste, de forma adaptada, e era igual a uma
questdo que ja tinha saido numa prova de afericao.

[3] F: Professora, como é o Teorema de Pitdgoras? J& ndo me lembro!

O comentério feito em [3] é denunciador do grande esquecimento dos alunos.
Depois de terem realizado varios exercicios de aplicacdo directa do Teorema de
Pitagoras e diversos problemas que envolviam este teorema, ha sempre alunos que o
esquecem! O rapido esquecimento dos conteldos ou regras matematicas leccionadas
representa uma lacuna muito observada e que, muitas vezes, conduz ao insucesso nesta

disciplina.

[4] Prof: Quem é que se lembra?
[5] A: h? = c? + ¢2.

[6] F: Professora, faga um exemplo.
[7] H: Vem para o teste?

Esta ultima questdo revela que muitos alunos s6 ddo importancia ao que vai sair
no teste. Pensam que se ndo sair no teste, ndo vale a pena prestar atencdo. Além disso,
também costumam questionar a importancia de aprender Matematica, sendo frequente
ouvi-los perguntar: “Para qué estudar Matematica?”.

Ora, este tipo de questdes desvalorizam a importancia da aprendizagem da
Matematica per se, onde importa a aquisi¢do de conhecimentos e o desenvolvimento de
capacidades transversais como a capacidade de resolver problemas, o raciocinio e a
comunica¢do matematica, Uteis ndo sO para esta disciplina como também para todo o
processo de aprendizagem escolar e, até mesmo, para a resolucéo de problemas préaticos

do dia-a-dia.

[8] Prof: Sim e vocés tém que se habituar porque no exame de 9° ano vem a matéria do
ano todo e também do 7° e do 8°.

[9] Prof: Nesta ficha de trabalho vamos relembrar duas coisas: o Teorema de Pitagoras
e 0S casos notaveis.
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O comentério feito em [8] mostra a preocupacédo da professora com o exame de
concluséo de ciclo, onde costumam ser avaliados contetdos leccionados ndo s6 no 9°
ano, como muitos alunos pensam, mas também no 7° e no 8° ano. Tendo isto em conta,
a professora preocupa-se em relacionar a matéria dada, podendo sair em qualquer teste
de avaliacdo realizado ao longo do ano.

De seguida a professora leu, em voz alta, o enunciado do seguinte problema

(questéo 1 do anexo C.8):

“Uma vara descaiu 2 cubitos quando a sua base se moveu 6 cubitos, determina a sua
altura inicial.” (Papiro do Cairo)

Depois, perguntou:

[10] Prof: O que € que tém que fazer primeiro?

[11] Je: Uma figura.

[12] Ma: E um triangulo.

Aqui, os alunos lembraram-se de uma estratégia de resolucdo de problemas
abordada no inicio do ano lectivo, quando resolveram problemas sobre o Teorema de
Pitagoras.

Como era o primeiro problema deste género, e os alunos, ap6s uma primeira
leitura, estavam a levantar muitas questfes, a professora optou por colocar os dados na

figura, no quadro, em interaccdo com os alunos.

Este problema é muito semelhante ao problema 1 da ficha de trabalho 1, mas,
neste caso, 0s alunos tinham que desenvolver o quadrado do binémio, o que nédo era

necessario nos problemas da ficha 1.

[13] Prof: O que devo colocar no lugar de “?”?

[14] M: y

[15] Prof: Néo convém misturar letras.

Depois sucederam-se varias respostas: x2, x + 2, 2,x — 2, ...
[16] Prof: Qual é a altura da vara?
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[17] A: x
[18] Prof: E se a vara desceu 2 cubitos, entdo fica...?
[19]A: x —2

[20] Prof: Muito bem. E, agora, o0 que € que vamos aplicar?

[21] A: O Teorema de Pitagoras.

[22] Prof: Qual é a hipotenusa?

[23] A: x

[24] Prof: O que diz o0 Teorema de Pitagoras?

[25] A: h? = ¢? + 2. Neste caso, fica: x2 = (x — 2)% + 62.

[26] F: Tem que ficar sempre ao quadrado?

[27] Prof: Sim, porque o Teorema de Pitdgoras refere-se as areas dos quadrados
construidos sobre os lados do triangulo rectangulo.

Depois, os alunos simplificaram a equacdo. Engquanto a professora circulava pela

sala tirando davidas, observou a seguinte discussao entre alunos de grupos vizinhos:

[28] He: M, como é que fica (x - 2)2?

[29] M: (x - 2)(x + 2)

[30] A: x(x - 2)

[31] J: Nao, estdo a fazer mal. Fica (x - 2)(x — 2).

[32] He: E, agora, como é que fago?

[33] J: Agora multiplicas ou, entdo, aplicas o caso notavel.
[34] He: Mas é isso do caso notavel que eu ndo percebo!

Neste episddio, é evidente o papel desempenhado pelos pares mais capazes no
despoletar das Zonas de Desenvolvimento Potencial dos colegas com mais dificuldades.
Em [28] estamos perante uma situacdo em que é o proprio aluno que tem dificuldades a
pedir ajuda ao M, um colega com bom desempenho nas aulas de Matematica. A
chamada de atencéo, feita em [31], também serviu para alertar os colegas para o erro
cometido, incentivando-o0s a encontrar a resposta correcta.

A professora apercebeu-se que o caso notavel estava esquecido e que, para

alguns alunos, nunca tinha ficado percebido e interveio, dizendo:

[35] Prof: Estou a ver que h& muita gente que ja ndo se lembra disto!

Como viu que varios grupos estavam com as mesmas dificuldades, relembrou o

caso notavel, mais uma vez, para toda a turma.

[36] Prof: Lembram-se de eu ter feito uma figura quando comecei a explicar esta

matéria?
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[37] T: Lembro-me, mas da muito trabalho andar sempre a fazer a figura!

[38] Prof: Pois é, mas é melhor ter trabalho e fazer certo, do que fazer a pressa e ficar

errado. Por isso, aconselho aos que tém dificuldade em perceber isto que facam

sempre uma figura.

De seguida, a professora utilizou o conhecimento das areas e fez a seguinte

figura, colocando os valores com a ajuda dos alunos:

X -2
X x? —2x
2| —2x +4

[39] Prof: Relativamente a este quadrado, o que representa (x - 2)2?

[40] Di: Representa a area.

[41] Prof: Tendo em conta que a area do quadrado grande € igual a soma das areas dos

quadrados pequenos e dos dois rectangulos, a que é igual (x - 2)2?

[42] N: E igual a x? — 4x + 4.

[43] Prof: Estdo a ver, obtém-se 0 mesmo resultado que se obteria aplicando o caso

notavel.

[44] He: Assim parece mais facil.

[45] Prof: Por isso, 0 que eu aconselho é que quem ja percebeu o caso notavel, aplica-o,

porgue é mais rapido, mas quem ainda faz muita confusédo, é melhor usar a figura.

Apesar de a professora ter dado esta justificacdo geométrica quando introduziu

0S casos notaveis, os alunos evitavam usa-la porque achavam que dava muito trabalho

estar sempre a fazer a figura. Mas, dado que as duavidas persistiam, a professora achou

que seria vantajoso aconselhar os alunos com mais dificuldades a utilizarem esta

representacdo para ndo errarem no desenvolvimento do caso notavel.

\

Muitos alunos costumam ter dificuldades em dar significado a “manipulagido de

simbolos” quando trabalham com a algebra. Neste caso, a utilizacdo da geometria, que

da um sentido concreto aos simbolos, pode ajudar os alunos a superarem este obstaculo.
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Utilizar os métodos antigos ajuda, muitas vezes, na compreensdo dos contetdos
leccionados, como é ilustrado no comentério feito em [44]. E compreensivel que este
método seja mais facil para os alunos, dado que a aplicacdo directa da formula do
quadrado do binémio exige uma maior capacidade de abstrac¢do, pouco revelada pela
maioria dos alunos do 8° ano. Aqui, esta presente mais um exemplo do papel mediador
da Histéria da Matematica, na medida em que proporciona processos de resolucédo
alternativos, considerados, por alguns alunos, mais féaceis do que o0s ensinados

actualmente.

De seguida, a professora constatou que, depois de aplicar o caso notavel, muitos

alunos ndo sabiam o que fazer. Entéo, esclareceu:

[46] Prof: Tém termos em x, x? e termos independentes; aconselho a que passem tudo
para o primeiro membro e coloquem igual a 0.

[47] A: Mas ndo demos equagdes do 2° grau!

[48] Prof: Tenham cuidado, x? e —x? desaparecem; se tivessem o mesmo sinal é que
ficava 2x2. Por isso, a equagdo ndo ficou do 2° grau, porque cortdmos o0s termos
em x?2.

Depois de ter dado algum tempo para que os alunos “simplificassem” a equacao,

a professora questionou:

[49] Prof: O que obtiveram?

[50] Alunos: 4x - 40 = 0. - responderam alguns alunos ao mesmo tempo.

[51] Prof: A, 4x -40 = 0 é uma equacao do 1° ou do 2° grau?

[52] A: E do 1° grau, porque ndo tem x2.

[53] Prof: Estdo a ver de quantas coisas estamos a falar neste problema: Teorema de
Pitagoras, casos notaveis e equacgdes. Agora facam o exercicio 2.

[54] A: O problema 2 é como o 1°?

[55] Prof: E. Est4 toda a gente a conseguir fazer o problema 2?

[56] A: E facil.

Aqui, esta presente o conceito de imitacdo, defendido por Vygotsky. Uma vez
que o problema 2 (ver anexo C.8) era idéntico ao primeiro, foi resolvido sem causar
grandes duvidas, sendo mesmo considerado facil, como podemos constatar pelo

comentario feito em [56].
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Uma aluna pediu ajuda a professora, pois o exercicio 2 ndo estava a ficar
correcto. Ao ajuda-la, a professora reparou que ela tinha cometido o erro tdo usual que é
fazer 102 = 20!

[57] Prof: 102 é 20?!

[58] A: Ah! E 100!

Multiplicar a base pelo expoente de uma poténcia é um erro frequentemente
cometido. As vezes esta falha é cometida por distraccio mas, geralmente, acontece
porque os alunos ndo compreendem o conceito de poténcia. Mas errar um calculo
simples como este € suficiente para que os alunos ndo consigam encontrar a solucao

correcta.

[59] Prof: Quem quer ir ao quadro resolver o exercicio 2?

Varios alunos quiseram ir ao quadro e a professora escolheu um aluno de entre
os voluntarios. Os alunos mostraram-se muito participativos na resolucdo desta ficha de
trabalho.

[60] Da: Professora, posso ir ao quadro fazer o exercicio 3?

Entretanto, a professora andava pelos lugares a tirar davidas e a ajudar aqueles
que ndo estavam a conseguir fazer. A medida que os problemas iam sendo feitos, um
aluno ia ao quadro fazer a correccao.

Devido & semelhanca dos problemas, um aluno desabafou:

[61] A: Professora, isto ndo é tudo a mesma coisa?!”
[62] Prof: Depois de estar a figura feita, € tudo a mesma coisa; mas antes de fazer a
figura, ndo séo todos iguais!

O comentario [61] mostra que, apesar de a professora ter-se apercebido, aquando
a resolucéo das fichas de trabalho anteriores, que deveria evitar fazer fichas de trabalho
com exercicios repetitivos (tendo mesmo escrito isso nas suas notas de campo), parece
que ndo foi capaz de diversificar os exercicios propostos. No entanto, é importante notar
que, & excepcao dos trés primeiros problemas desta ficha, os restantes problemas so

eram semelhantes depois de esquematizados através da figura. Na verdade, cada
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problema tinha um enunciado com caracteristicas especiais, 0 que causou algumas
dificuldades de interpretacéo.
O seguinte problema (questdo 6 do anexo C.8) era totalmente diferente dos

anteriores:

“Para resolver o problema de encontrar dois numeros cuja soma seja 20 e a soma dos
seus quadrados 208, Diofanto ndo designava os numeros por x e y, mas como 10 + x e
10 - x.

a) Mostra que a soma das expressdes utilizadas por Diofanto é igual a 20.

b) Encontra os numeros que satisfazem o problema, procedendo como Diofanto. ”

Um aluno, depressa constatou que:

[63] Da: 10 + x + 10 - x = 20.
[64] Prof: O Diofanto tinha uma maneira diferente da usada actualmente para resolver
este problema; em vez de usar duas letras, usava apenas uma.

Para resolver este problema, a professora escreveu no quadro, com a ajuda dos
alunos, a seguinte equacao:
(10 + x)? + (10- x)2 =208 (1)

[65] Prof: No 9° ano, vocés irdo aprender a resolver estes problemas através de sistemas
de equacdes. Isto, feito com matéria de 9° ano, ficava do seguinte modo:

{x+y=20
x%+y? =208

[66] Prof: E um sistema com duas equagdes a duas incognitas. Qual vos parece ser a
maneira mais facil?

A questdo colocada, pela professora, em [66] ndo fazia muito sentido uma vez
que os alunos ainda ndo tinham aprendido a resolver sistemas de equagfes. Qualquer
resposta dada seria muito subjectiva uma vez que os alunos ndo conheciam o grau de
dificuldade da resolugéo dos sistemas.

A simplificagdo da equacdo em (1) conduziu a uma equagdo do 2° grau
incompleta, que os alunos ja tinham aprendido a resolver. Entretanto, terminou a aula e
a conclusao da resolucéo deste problema ficou para trabalho de casa.

Na aula seguinte, foi feita a correcgdo do trabalho de casa e os alunos retomaram

a ficha no problema 7:
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“Diz-me, depressa, calculador inteligente, quais sdo as quantidades cuja diferenca é
oito e a diferenca dos seus quadrados é 400.” (Lilavati de Baskara)

[67] Prof: O problema 7 é parecido com o 6. Os dois problemas representam uma
maneira de resolver sistemas de equacdes, usada tanto por Diofanto como por
Baskara.

Como se apercebeu que os alunos estavam com dificuldades em resolver este

problema, a professora comecgou por relembrar o problema 6, resolvido na aula anterior.

[68] Prof: A que éigual 10 + x + 10 - x?

[69] T: 20x — disse, erradamente, um aluno

[70] Prof: Que relacdo existe entre 0 10 e 0 20?

[71] An: Metade.

[72] Prof: Entdo, no exercicio 7, em vez de usar 8 0 que € que devo usar?

Depois de algum siléncio, a professora, que ja estava impaciente e preocupada

com a demora, perguntou directamente:

[73] Prof: Quanto é metade de 8?
[74] Alunos: 4. — responderam varios alunos.

A questdo feita em [73] foi directa demais, mas a professora queria avancar na
resolucdo do problema, pois tencionava concluir a resolucdo da ficha naquela aula.
Muitas vezes, os alunos blogueiam na resolucdo de um problema e uma pequena
sugestdo da professora € suficiente para fazer avancar a sua resolucdo. Apesar de a
professora ja ter reflectido sobre as ajudas excessivas e directas demais, e ter concluido
que deveria controlar-se e evitar este tipo de ajuda, muitas vezes, a tentacdo de ajudar
sobrepGe-se a vontade de ndo o fazer e, por forca do habito e pela pressdo sentida para

cumprir a planificacdo, a professora acaba por fornecer essas ajudas.

De seguida, a professora explicou porque deveria ser x +4 e x - 4 e ndo 4 +

x e 4 - x cOmo no exercicio anterior, uma vez que, agora, tratava-se de uma subtraccao

e ndo de uma adigéo.

[75] Prof: A diferenca dos seus quadrados € 400. Como € que ponho isto em equagdo?
[76]J: (x + 4)% - (x - 4)? = 400.

[77] Prof: Muito bem. E, agora, como € que fica (x + 4)2?

[78] J: Eu, sozinho, ndo tinha conseguido chegar la. — referiu 0 melhor aluno da turma.

202



Os problemas da Matematica.
O seu papel na Matemaética e nas aulas de Matematica

[79] Prof: Mesmo comparando com o exercicio 6, ndo conseguiste?

[80] J: Nao.

O comentario feito em [78] revela que se trata de um problema dificil para estes
alunos, pois, mesmo comparando com o problema anterior, que era analogo, nem o
melhor aluno da turma estava a conseguir resolvé-lo, por imitag&o. Isto leva a concluir
que este problema poderd estar fora do alcance do desenvolvimento de alunos do 8° ano.
Na verdade, o método actual pelo qual este tipo de problemas sédo resolvidos, ou seja, 0s
sistemas de equac0es, s6 faz parte dos conteidos a leccionar no 9° ano, o que podera
justificar as dificuldades sentidas pelos alunos.

Uma aluna chamou a professora porque ainda Ihe estava a fazer confusdo aplicar
0 caso notavel e a professora explicou-lhe individualmente. Depois, disse-lhe que se ndo
conseguisse aplicar o caso notavel podia fazer (x + 4)? = (x + 4)(x + 4) e utilizar a
propriedade distributiva ou, entdo, utilizar a figura, como ja tinha sido explicado
anteriormente.

Ao circular pela sala, a professora reparou que alguns alunos estavam a desenhar

a figura para determinar (x + 4)2, como tinha sido aconselhado.

[81] Prof: J& conseguiram acabar o exercicio 7 ou ainda nao?

[82] H: Ja.

[83] F: Ja esta feito!

[84] T: Professora, da 25?

[85] Prof: Da.

[86] T: Yes!

[87] Prof: Mas, cuidado, agora tém que determinar os niUmeros.

[88] Prof: Esta matéria € muito importante para o 9° ano, ndo a podem esquecer!

[89] M: Agora somamos 4 ao 25 e tiramos 4 ao 25.

[90] Prof: Quais sdo os nimeros? E 0 25? — perguntou para toda a turma, ignorando,
propositadamente, 0 comentario correcto feito pelo M.

[91] Alunos: Néo, é 25 + 4 e 25 — 4. — responderam alguns alunos em simultaneo.

[92] V: Professora, que nimeros sdo esses? — perguntou a aluna que estava com davidas
sobre 0 caso notavel e, por isso, se atrasou na resolucdo deste problema.

[93] Prof: O x é 25 masaresposta é x + 4 e x - 4.

[94] V: Mas a diferenca néo é 8!

[95] Prof: Quanto é 29 - 21, ndo é 8?

[96] V: E.

A resolucdo dos problemas 6 e 7 pelos métodos de Diofanto e Baskara,

respectivamente, proporcionaram aos alunos a oportunidade de conhecer o método pelo
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qual, antigamente, estes problemas eram resolvidos. Porém, nesta situacdo, os alunos
ndo puderam estabelecer comparacfes uma vez que a resolucdo dos sistemas € um
contetdo leccionado apenas no 9° ano.

No fim da aula a professora (no papel de investigadora) escreveu nas suas notas
de campo: “Penso que a resolucédo destes problemas pelo método proposto por Diofanto
e Baskara teria sido mais interessante e produtiva se os alunos ja tivessem aprendido a
resolver sistemas pelos métodos actuais. Nesse caso, 0s alunos poderiam ter comparado
as duas estratégias, o que, aqui, ndo foi possivel”. Nesta situacdo, parece que a
integracdo da Histdria da Matematica ndo foi introduzida de forma adequada, tendo
contribuido mais para complicar do que para facilitar.

Depois, os alunos prosseguiram com a resolugdo da ficha e é de referir que a F.
ofereceu-se para ir ao quadro resolver o problema 9. la com a folha da colega na méo,
mas, depois, reconheceu que nao estava a agir bem e pediu a professora para a ajudar.

Esta aluna revela muitas dificuldades e é pouco participativa, mas, no entanto,
mesmo ndo tendo conseguido resolver o problema, queria ir ao quadro e para tal levava
a resolucdo da colega. Esta situacdo é indiciadora do caracter motivador destes
problemas, pois, caso ndo lhe tivessem despertado interesse, ela ndo teria demonstrado
qualquer vontade de ir ao quadro. Esta situacdo é ilustrativa do papel de mediagédo
exercido pelos problemas histéricos, uma vez que suscitaram o interesse desta aluna

para a participacdo nas actividades propostas.

[97] Di: Coitado do M. que j& esta aqui ha meia hora a chamar a professora! — disse 0
colega de carteira do M.
[98] Prof: Por causa do exercicio 10? Ja to explico, M.

Apesar do esforco e preocupacdo da professora em atender a todas as
solicitacOes, por vezes, aconteciam situacdes como esta. A professora teve dificuldades
em prestar um ensino individualizado e diferenciado nesta turma, devido a sua
dimensdo e heterogeneidade, onde ha alunos muito competentes e outros que revelam
muitas dificuldades e sdo muito pouco auténomos, necessitando, com frequéncia, de
ajuda.

Além disso, sempre que surgia um problema novo, suscitava ddvidas mesmo nos
alunos mais capazes e mais independentes, como aconteceu na situacdo acima descrita,

relativamente ao problema 10.
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5.4.1. Sumariando

Nos episddios analisados ha situacGes indiciadoras do importante papel de
motivacdo desempenhado pelos problemas historicos na aprendizagem da Matematica,
como € ilustrado pela situacdo em que a aluna, mesmo nao tendo conseguido resolver o
problema, mostrou-se interessada em ir corrigi-lo ao quando.

Além de ter contribuido para aumentar a motivacdo, o recurso a Histdria da
Matematica ajudou os alunos a compreenderem os conteudos leccionados como nos
mostra a situacdo em que a professora usou a representacdo geométrica, muito utilizada
pelos babilonios, para explicar como calcular o quadrado do binémio. O comentario
feito em [44] mostra que, para alguns alunos, a utilizacao da figura ajudou a simplificar
a aplicacao deste caso notavel.

Estas duas situagdes sdo bastante representativas do papel de mediacéo
desempenhado pelos problemas histéricos (ou pela Historia da Matematica, de uma
forma mais geral) na aprendizagem dos conteddos leccionados, pois, aléem de terem
contribuido para melhorar a compreensao, também aumentaram a motivacao e interesse
dos alunos, promovendo a participacdo e envolvimento nas actividades propostas.

Importa referir, ainda, que nas situacdes acima descritas, os alunos tiveram a
oportunidade de utilizar uma estratégia de resolucéo de problemas, ja abordada em aulas
anteriores e que consiste na elaboracdo de uma figura para representar os problemas, o
que contribuiu para o desenvolvimento da capacidade de resolver problemas.

Considerando o importante conceito da Teoria da Actividade que é a Zona de
Desenvolvimento Potencial, constatamos que, mais uma vez, o papel mediador da
professora, através do questionamento e orientacdo das tarefas propostas, ajudou a
despoletar as Zonas de Desenvolvimento Potencial dos alunos, permitindo que estes
conseguissem resolver problemas que, sem essa ajuda, nao teriam conseguido. Por
exemplo, uma situacdo ilustrativa verifica-se na resolucdo do primeiro problema,
quando a professora comega por o representar atraves de uma figura. Depois desta ajuda
os alunos conseguiram concluir a resolucdo do problema e, além disso, foram capazes
de resolver os dois problemas seguintes, que eram analogos. Se a professora ndo tivesse
dado este incentivo, muitos alunos ndo o teriam resolvido e ter-se-iam limitado a copiar

a resolucéo do quadro.
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Também ¢é de destacar o papel desempenhado pelos pares mais capazes no
desenvolvimento destas zonas, como podemos constatar em algumas situacdes
analisadas, das quais destaco a descrita em [28-34].

A importancia da imitacdo também esta presente nestes episddios, uma vez que
os alunos resolviam, sem grandes dificuldades, problemas analogos a outros ja
resolvidos. No entanto, também se encontram situacbes em que a imitacdo ndo foi
suficiente para que os alunos conseguissem resolver o problema devido ao aumento do
grau de dificuldade ou & originalidade do enunciado, tendo sido necesséria a ajuda da
professora para dissipar as dificuldades encontradas na interpretacdo do problema.

O facto de, nestas aulas, os alunos desempenharem um papel mais activo, onde
tentavam resolver, sozinhos ou em grupo, os problemas propostos, conduziu a aulas
muito participadas em que diversos alunos solicitavam a ajuda da professora para
esclarecer duvidas que iam surgindo. Por isso, algumas vezes aconteciam situacdes em
que a professora ndo tinha a oportunidade de atender a todas as solicitaces, como
aconteceu no episodio descrito em [97-98]. Note-se que ndo eram apenas 0s alunos com
mais dificuldades que solicitavam a sua ajuda; muitas vezes, eram 0s alunos mais

competentes 0s que mais questionavam a professora.

5.5. Sintese dos resultados

Tendo por base a analise feita, anteriormente, ao conjunto de episddios
relacionados com os diversos conteudos leccionados, ha aspectos que se repetem, nao
sendo especificos de um determinado contelido, mas transversais e comuns a toda a
aprendizagem da Matematica quando mediada pelos problemas historicos.

Dessa analise, emergiram 0s seguintes aspectos:

5.5.1. Caracteristicas do ambiente de aprendizagem

O ambiente de aprendizagem em que ocorreram as aulas analisadas foi favoravel
a aprendizagem dos contetdos leccionados, de diversas formas. O contexto de sala de
aula em que os problemas histéricos foram usados proporcionou boas oportunidades
para promover e reforcar a aprendizagem dos conteudos, permitindo interac¢des entre
os alunos, que geralmente trabalhavam aos pares ou em grupos de trés, e entre estes e a

professora.
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Na maioria das situacdes, a professora agiu como um elemento mediador na
construcdo do conhecimento, orientando e questionando os alunos durante a resolugéo
das actividades propostas. A professora desempenhou o papel de facilitadora e
coordenadora das actividades na sala de aula, permitindo que os diferentes grupos
desenvolvessem as suas ideias de forma autonoma, fornecendo ajuda s6 quando
solicitada, fazendo perguntas e usando sugestdes e dicas como a forma mais comum de
ajudar.

As vezes, 0s papéis também se inverteram e foram os alunos, trabalhando em
grupo, que desempenharam este papel de mediacdo, relativamente aos colegas. Assim,
os alunos desempenharam diferentes papéis na sala de aula, que se iam alterando
consoante a sua contribuicdo para a resolugdo de uma tarefa dentro do seu grupo. Nestas
aulas, contrariamente ao que acontecera no ano lectivo anterior, os alunos
desempenharam um papel mais activo na constru¢cdo do seu conhecimento, em
detrimento do papel expositivo da professora. Em cada aula analisada, os alunos tiveram
a oportunidade de considerar diversos problemas e partilhar os processos de resolugéo
utilizados, havendo a possibilidade de discutirem, em grande grupo, e sob orientacdo da
professora, o processo de resolucdo dos problemas propostos.

Os alunos, em interac¢do uns com os outros, com alunos mais capazes ou com a
professora, foram, muitas vezes, capazes de, individualmente, realizar tarefas que eram
incapazes de fazer sem ajuda. Este contraste entre desempenho assistido e néo assistido
identifica a relacdo entre desenvolvimento e aprendizagem, a que Vygotsky (1978)
chama Zona de Desenvolvimento Potencial. Nas aulas analisadas, ha evidéncia de que
os alunos, trabalhando juntos em pequenos grupos, colaborando e interagindo uns com
0s outros (alguns mais capazes do que outros) e com a professora, estabeleceram uma
consciencializacdo e compreensdo dos contetdos leccionados como resultado do uso
dos problemas histéricos.

Além deste importante conceito da Teoria da Actividade, da analise também se
destaca um outro conceito, igualmente importante num contexto de sala de aula, que é o
da imitagdo. Em diversas situacOes, 0os alunos foram capazes de resolver os problemas
propostos porque eram andlogos a outros j& resolvidos. Assim, por imitacéo,
comparando e utilizando processos de resolucéo ja usados e explicados pelo professor,
os alunos conseguiram aplicar conhecimentos anteriores a novas situacdes. No entanto,

guando os problemas apresentavam caracteristicas diferentes dos ja resolvidos ou o grau
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de dificuldade aumentava, os alunos tinham dificuldade em transpor os conhecimentos
ou processos de resolucdo para outras situacdes. Isto acontecia porque, como defende
Vygotsky (1978), as pessoas, 0s alunos em particular, s6 conseguem imitar o que esta

ao alcance do seu nivel de desenvolvimento.

Outro factor importante a ter em conta num contexto de aprendizagem sao as
regras que se estabelecem, implicita ou explicitamente, e que tém que ser cumpridas
para que 0s objectivos possam ser alcangados.

As regras que mediaram a relacdo entre a professora e os alunos foram
construidas em conjunto, sendo algumas implicitas e sugeridas, outras especificas e
claramente definidas, mais concretamente, através da elaboragdo de um Regulamento
Interno da Turma. Estas regras restringiram acgoes e interacgdes dentro da sala de aula.
Era esperado que todos os elementos colaborassem, interagindo socialmente de forma
adequada, expressando e partilhando ideias, aceitando as ideias dos outros e acatando as
ordens da professora.

Acresce ainda referir que a percepcdo que os alunos tinham das aulas de
Matematica, de uma forma geral, e com esta professora, em particular, e a postura que
mantinham perante a disciplina de Matematica também sdo consideradas regras, pois
estes factores influenciaram, de forma implicita, a sua maneira de actuar nas aulas.

A professora, neste ano lectivo, actuava de forma diferente da do ano anterior.
Agora, apelava a uma maior participacdo dos alunos e evitava as aulas expositivas em
que debitava a matéria e os alunos eram “receptores” e ndo construtores do
conhecimento. Os alunos, com o decorrer das aulas, foram tomando consciéncia desta
mudanga e, alguns deles, que no ano anterior ndo tinham oportunidade de participar,
comecaram a sentir-se mais a vontade para o fazer. Verificou-se, portanto, uma
mudanca de regras em relacdo a Matematica e a forma de actuar da professora.

Pelo exposto, ndo se deve ver a melhoria das aprendizagens dos alunos como
resultado apenas da mediagdo exercida pelos problemas historicos, mas resultante da
interaccdo entre estes e muitas caracteristicas do ambiente de aprendizagem, em
especial o papel de mediacdo desempenhado pela professora através do seu

questionamento e orientacéo.
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5.5.2. O papel de mediacdo desempenhado pelos problemas histéricos

A anélise dos dados mostra que os problemas histéricos desempenharam um
importante papel de mediagdo na aprendizagem da Matemaética, ao contribuirem para
aumentar a motivagdo dos alunos na participagéo das actividades propostas. A utilizacdo
destes problemas historicos conduziu a uma mudanca de atitude dos alunos perante as
aulas de Matematica e perante a propria Matematica.

No inicio do ano, os alunos frequentavam as aulas de Matematica por obrigacdo
e 0 objectivo que pretendiam alcancar era ter positiva a disciplina. No entanto, com o
decorrer das aulas, e devido ao tipo de actividades planeadas e propostas pela
professora, esta postura dos alunos perante as aulas de Matematica foi-se alterando e 0s
alunos comecaram a interessar-se, realmente, pela compreensdo dos conteudos
leccionados.

Sdo vaérias as situacBes que mostram evidéncia do envolvimento e interesse
revelados pelos alunos na resolucdo das fichas de trabalho propostas, como pode ser
exemplificado pela situagdo descrita e analisada em 5.3., do aluno, outrora desmotivado
e pouco participativo, que se voluntariou, mais do que uma vez, para ir a0 quadro
corrigir um determinado problema. Também os comentarios feitos pelos alunos,
mostrando espanto pelo facto de a aula ja estar a acabar, sdo ilustrativos do seu
envolvimento e interesse.

Da andlise dos dados, ha ainda a salientar que o0 uso de problemas histéricos deu
a conhecer aos alunos um outro método de resolver equacbes, nomeadamente, a regra
da falsa posicdo. Os alunos tiveram a oportunidade de ver como os problemas eram
resolvidos antes do uso das equacOes e puderam comparar este processo de resolucao
com o que lhes foi ensinado. Por um lado, os alunos que ja as sabiam resolver pelo
método algébrico ndo apreciaram este método, achando que s6 servia para complicar,
pois achavam que o simbolismo veio facilitar a resolucdo de equacdes. Por outro lado,
os alunos que tém muitas dificuldades na algebra viram, nesta regra, uma possibilidade
para ultrapassar as suas dificuldades na resolucdo de equagOes. Desta forma, o0s
problemas histéricos actuaram como artefactos mediadores da aprendizagem das
equacdes, na medida em que proporcionaram aos alunos um método alternativo ao
método algébrico que, para alguns alunos, é mais facil de compreender.

O mesmo papel de mediagéo foi exercido pela Histdria da Matematica, quando

os alunos tomaram conhecimento que 0 maximo divisor comum poderia ser
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determinado pelo Algoritmo de Euclides, evitando, assim, a confusdo que costumam
fazer entre 0 que escolher para determinar o minimo maltiplo comum e 0 maximo
divisor comum, depois de feita a decomposigéo em factores.

Além disso, o papel mediador desempenhado pelos problemas histéricos, ou de
uma forma mais geral, pela Histéria da Matematica, também € ilustrado na situacao,
descrita nos episodios analisados em 5.4, em que a professora recorre a representacdo
geométrica para obter o desenvolvimento do quadrado do bindmio, método muito usado
antigamente, especialmente pelos babilonios. Na verdade, os alunos costumam ter
dificuldades em dar significado aos simbolos quando comecam a trabalhar com a
algebra. Neste caso, a utilizacdo da geometria, que atribui um significado concreto aos

simbolos, ajudou alguns alunos a superarem este obstaculo.

5.5.3. Contributo dos problemas historicos para a aprendizagem da
Matematica

O seu contributo para a compreensdo dos contetidos leccionados

Além do importante papel de mediagéo dos problemas histéricos que contribuiu
para aumentar a motivacao e a predisposicdo para a aprendizagem da Matematica, nos
episddios descritos anteriormente, ha evidéncia que estes também contribuiram, de
forma significativa, para uma melhoria na compreensdo dos contetdos leccionados.

No conjunto de episddios analisado em 5.1., podemos constatar que o uso das
fichas de trabalho com os problemas histéricos ajudou os alunos a compreenderem o
Teorema de Pitagoras e a aprenderem a aplica-lo para resolverem problemas que, depois
de esquematizados numa figura, se transformavam em simples exercicios de aplicacdo
directa deste teorema. Com a resolucdo destes problemas, os alunos familiarizaram-se
com a aplicacdo do Teorema de Pitdgoras e aperceberam-se que 0 mesmo pode ser
utilizado para resolver uma variedade de problemas que, a partida, ndo pareciam estar
relacionados com este contetdo matematico.

Nos episodios analisados em 5.2., é evidente o contributo dos problemas
histéricos para a compreensdo das sequéncias. Com o0s problemas historicos
apresentados, os alunos tiveram a oportunidade de trabalhar com vérias sequéncias,
apresentadas com enunciados curiosos e interessantes, descobrindo a lei de formacao e

0s termos seguintes das sequéncias apresentadas.
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Relativamente ao terceiro conjunto de episodios, descrito em 5.3., também ha
evidéncia que os problemas apresentados contribuiram para a compreensédo da resolugéo
de equacdes e, em especial, para a aprendizagem da resolucdo de problemas que podem
ser resolvidos através de uma equacdo. Uma das maiores dificuldades manifestadas
pelos alunos revela-se na interpretacdo de problemas escritos em linguagem corrente e
na sua traducdo para a linguagem matematica, ou seja, para uma equacdo. Ora, na
Historia de Matematica, podemos encontrar um manancial de problemas propicios para
serem resolvidos através de uma equacdo. Na ficha de trabalho resolvida nestas aulas, a
professora seleccionou e apresentou um conjunto de problemas que permitiram aos
alunos treinarem a traducdo da linguagem corrente para a matematica e, posteriormente,
proporcionaram a resolucéo rotineira de equagdes. Assim, com os problemas historicos,
os alunos tiveram a oportunidade de resolver problemas que se traduzem por equagoes,
além de treinarem a resolucéo destas.

No inicio da resolucdo desta ficha de trabalho, os alunos revelaram imensas
dificuldades na interpretagdo dos problemas. Estas dificuldades advinham de alguns
termos que apareciam nos enunciados com o0s quais 0s alunos ndo estavam
familiarizados. Além disso, a expressdo obtida por muitos alunos ndo correspondia a
uma equacao, pois, de uma forma geral, ndo escreviam o segundo membro. Mas, a
medida que foram resolvendo os problemas propostos, as dificuldades foram-se
dissipando e os alunos mostraram-se cada vez mais envolvidos na resolugdo dos
mesmaos.

Tendo em conta o Gltimo conjunto de episodios, descritos e analisados no ponto
5.4., é possivel inferir que, com os problemas histéricos, os alunos tiveram a
oportunidade de aplicar e relacionar varios conteudos leccionados ao longo do ano,
especialmente, o Teorema de Pitagoras, a resolucdo de equacOes e 0s casos notaveis.

Do mesmo modo que se verificou na analise dos episddios do ponto 5.3., com 0s
problemas histéricos analisados em 5.4. os alunos também tiveram a oportunidade de os
traduzir para equacoes e, alem disso, tiveram que recorrer a uma figura para ajudar na

interpretacdo dos problemas, como ja tinha acontecido nos episodios analisados em 5.1.

O seu contributo para o desenvolvimento das capacidades transversais

A andlise dos dados mostra que os alunos, através da resolucdo dos problemas

historicos, desenvolveram competéncias ao nivel da resolucdo de problemas, do
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raciocinio matematico e também, embora de forma menos evidente, da comunicacao
matematica.

Relativamente a capacidade de resolucdo de problemas, sdo varias as situagdes
em que os alunos tiveram oportunidade de aprender e aplicar algumas estratégias muito
uteis a resolucdo dos mesmos, em especial a representacdo do problema através de uma
figura. A professora deu muita énfase a utilizacao desta estratégia e, com o decorrer das
aulas, os alunos habituaram-se a fazer uso da mesma, 0 que em muito contribuiu para a
resolucdo de muitos problemas. Outra estratégia, também salientada pela professora e
que os alunos aprenderam a utilizar, foi a importancia da organizacédo para a resolucéo
de alguns problemas. Nalguns casos, se os alunos ndo forem metddicos e organizados,
andam a volta do problema e ndo conseguem encontrar uma solucdo, como aconteceu
num problema analisado em 5.1., que tinha que ser resolvido por tentativas e que tinha
mais do que uma solucdo. E também de salientar que, com a resolucdo deste tipo de
problemas, os alunos adquiriram destreza na interpretacdo de um problema escrito em
linguagem corrente e na sua traducdo para a linguagem matematica, mais
concretamente, para uma equacdo. Esta é uma forma de resolver muitos problemas de
matematica e, geralmente, os alunos revelam muitas dificuldades na resolucao deste tipo
de problemas.

Assim, a analise dos dados parece sugerir que 0s alunos tiveram uma evolugéo
na adopcdo de estratégias adequadas a resolucdo de problemas. Associado a resolucao
de problemas, estd o raciocinio matematico. Também sdo diversas as situacdes que
mostram que 0s problemas histéricos sdo propicios para o desenvolvimento desta
capacidade transversal. Embora o raciocinio estivesse sempre implicito na resolucéo das
fichas de trabalho propostas nas aulas analisadas, sdo os problemas historicos
relacionados com as “Sequéncias”, analisados em 5.2., que mais apelam ao raciocinio,
sendo bastante adequados para o desenvolvimento desta capacidade.

A comunicagd0 matematica € outra capacidade transversal que, nalgumas
situagdes, esta intimamente relacionada com as anteriores. Quando é pedido aos alunos
para justificarem a resposta, explicando o processo de resolugdo, torna-se necessario
qgue eles comuniguem matematicamente. No entanto, os alunos revelam imensas
dificuldades em expressarem o seu raciocinio e € comum ouvi-los dizer: “Eu sei como
se faz, mas ndo sei explicar!”. Apesar de, na Historia da Matematica, se encontrarem

muitos problemas adequados ao desenvolvimento desta capacidade, nos episodios
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analisados ndo ha muita evidéncia do contributo dos problemas histéricos para o
desenvolvimento da mesma.

Do exposto anteriormente, tornou-se evidente que a compreensdo dos conceitos
leccionados e a capacidade dos alunos aplicarem os seus conhecimentos, assim como a
capacidade de raciocinar e resolver problemas, foram reforcadas pela utilizacdo dos
problemas histéricos. Daqui se depreende que o aumento da motivacdo e da
predisposicdo para aprender Matematica, que resultou do papel de mediacdo exercido
pelos problemas histéricos, conduziu a aprendizagens mais significativas, devido ao

maior envolvimento dos alunos na resolucéo das actividades propostas na sala de aula.

5.5.4. Dificuldades e constrangimentos encontrados quando sdo utilizados

problemas historicos

Da analise dos dados, ndo é possivel inferir que a utilizacdo dos problemas
historicos tenha causado constrangimentos ou dificuldades aos alunos, no sentido de
estes sentirem necessidade de alterar as suas préaticas e atitudes. Provavelmente, esta
necessidade de mudanca podera ter ocorrido, mas os dados recolhidos ndo nos mostram
evidéncia disso.

Podemos supor que a falta de episddios, nos dados recolhidos, que nos permitam
atestar a existéncia dessa vontade de mudar e melhorar por parte dos alunos se deve a
forma como os dados foram recolhidos. Nas aulas observadas, foi utilizada apenas uma
camara de filmar, o que ndo permitiu recolher informacdes sobre os dialogos que
ocorreram entre os elementos dos diversos grupos aquando a realizacdo das actividades
propostas, além do facto de a investigadora também ser a professora da turma. Ora, a
forma como os dados foram recolhidos constituiu uma limitacdo metodolégica, que sera
abordada no capitulo que se segue.

Assim, tendo em conta os dados analisados, apenas € possivel detectar
dificuldades e constrangimentos sentidos pela professora. Nos episddios analisados, séo
diversas as situacbes em que a professora se depara com constrangimentos e
dificuldades para integrar a Historia da Matematica nas suas aulas, através dos
problemas historicos.

A situacdo mais verificada, e que causou alguma tensdo na professora, esta
relacionada com o tempo necessario para a resolugédo destes problemas, que apelam ao

raciocinio e a capacidade de resolver problemas, o que implicava um maior dispéndio
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de tempo para a resolucdo dos mesmos quando comparado com 0 necessario para
resolver exercicios de aplicacdo directa.

Nas situacdes em que os alunos demoravam a chegar a resposta, a professora
tinha tendéncia em dar ajudas e sugestdes, por vezes, demasiado directas, com o intuito
de fazer avancar a resolucdo do problema em questdo. Isto acontecia porque a
professora se sentia pressionada pela obrigacdo de ter que cumprir a planificacéo,
previamente elaborada com os colegas do grupo disciplinar. No entanto, ao analisar os
dados, a professora tomou consciéncia que deveria ter evitado este tipo de sugestdes téo
evidentes que, muitas vezes, “assassinam a tarefa”, impedindo os alunos de chegarem,
sozinhos, a solucéo.

Outra dificuldade com que a professora se deparou, foi a forma como as fichas
foram, por ela, elaboradas. Na andlise feita, é possivel encontrar comentarios dos
alunos, referindo que os problemas propostos eram repetitivos, 0 que tornava a sua
resolucdo monotona e aborrecida. Assim, a professora apercebeu-se desta falha na
seleccdo dos problemas propostos nas fichas e, na realizacdo das fichas de trabalho
seguintes, tentou ndo voltar a cometer o0 mesmo “erro”, chegando mesmo a registar este
facto nas suas notas de campo (no papel de investigadora).

No entanto, em algumas das fichas utilizadas posteriormente, a professora voltou
a colocar conjuntos de problemas analogos. Fé-lo porque apesar de, por um lado, achar
que deveria diversificar mais os problemas propostos nas fichas para evitar a falta de
interesse dos alunos, por outro lado, também lhe parecia importante que os alunos
tivessem a oportunidade de consolidar os conhecimentos adquiridos, o que s6 pode ser
feito com a resolucédo de problemas que lhes permita aplicar esses conhecimentos.

A professora deparou-se, ainda, com mais um obstadculo a utilizacdo dos
problemas histéricos nas suas aulas. Este obstaculo revelou-se no desconhecimento
manifestado, inicialmente, em relacdo a regra da falsa posicéo. Esta situacdo, analisada
em 5.3., mostra evidéncia da necessidade sentida pela professora de pesquisar e
aprender mais sobre Historia da Matematica e € reveladora de uma vontade de mudar
para melhor concretizar o seu objectivo de integrar a Historia da Matematica nas suas

aulas.
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6. CONCLUSOES

Este capitulo relata as conclusdes deste estudo, que teve como objectivo
caracterizar a aprendizagem da Matematica, por alunos de uma turma do 8° ano de
escolaridade, quando mediada por problemas histéricos da Matematica. O
desenvolvimento das conclusdes do estudo tera por base os seguintes temas: (1) A sala
de aula como um sistema de actividade; (2) Os problemas histéricos como artefactos
mediadores da aprendizagem da Matematica; (3) O uso dos problemas historicos: uma
mais-valia para a aprendizagem da Matematica; (4) As contradi¢cdes que surgem quando
sdo utilizados problemas historicos na aula de Matematica.

De seguida, serdo discutidas as implicacdes e recomendagbes decorrentes desta
investigacao e, depois, serdo apresentadas algumas reflexdes sobre a metodologia usada,
destacando-se a escolha do quadro tedrico da Teoria da Actividade e onde serdo
apontadas algumas limitacGes encontradas.

Para finalizar, farei uma reflexdo sobre a minha prépria experiéncia enguanto

investigadora.

6.1. Conclusdes do estudo

Tendo em conta os resultados emergentes da analise dos dados, apresentados no
capitulo anterior, e tendo por base a literatura revista no terceiro capitulo, julgo estar em
condicdes de responder as questdes que nortearam esta investigacdo. Assim, a seguir
apresento as conclusdes deste estudo, que serdo desenvolvidas no @mbito de cada um
dos seguintes temas:

6.1.1. A salade aula como um sistema de actividade

De acordo com Engestrom (1987), na estrutura de uma actividade podem ser
identificados sujeitos que agem sobre objectos, num processo de transformacoes
reciprocas até atingirem certos resultados.

Da analise feita no capitulo anterior, temos evidéncia que a sala de aula
representa um sistema de actividade. Na verdade, para Engestrom (1991), “a
aprendizagem escolar €, obviamente, um sistema de actividade colectivo e relativamente
duradouro” (p. 249).

215



6. Conclusoes

actividade, que podera ser esquematizado pelo seguinte modelo triangular:

Essa analise permite a identificacdo dos componentes desse sistema de

Ferramentas
Problemas histéricos

Matematica
- Fichas de trabalho
- Questionamento da professora

da

- Alunos do 8° ano

Sujeito -~

A

»

d—

d—
<

»

y

Objecto

»

|

v

Resultado

Regras Comunidade
- Regras do Regulamento Interno - Turma
da Turma - Professora
- Regras implicitas

Fig. 30 - Sistema de Actividade de Engestrom aplicado
ao sistema de actividade de uma sala de aula

composto pelos seguintes elementos:

Diviséo do trabalho
-Vertical: entre a professora e 0s

alunos

-Horizontal e vertical: entre os

alunos

Pelo exposto no capitulo anterior, estamos perante um sistema de actividade

O sujeito refere-se ao individuo ou grupo cujo ponto de vista é considerado na

analise. Na situacdo aqui descrita, 0 sujeito € colectivo e corresponde aos alunos de uma

turma do 8° ano.

O objecto € o que motiva a realizacdo da actividade e é mediado por ferramentas

qgue o transformam em resultados. O sistema de actividade em andlise teve como

objecto alguns contetdos leccionados no 8° ano de escolaridade, nomeadamente, o

Teorema de Pitagoras, as sequéncias e as equacoes.
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A comunidade refere-se a todos os participantes de um sistema de actividade
que compartilham o mesmo objecto e que, geralmente, estdo organizados para se
encontrarem num lugar e tempo comuns. Na situacdo aqui analisada, faziam parte da
comunidade a professora e os alunos da referida turma. Importa salientar que, embora a
comunidade da sala de aula inclua apenas a professora e os seus alunos, esta
comunidade faz parte e interage com outras comunidades mais amplas que também
exercem influéncia sobre o objecto, nomeadamente, a familia, a escola no seu todo, o
Ministério da Educacéo e, até mesmo, as editoras, cuja elaboracdo dos manuais também

influencia a actividade realizada na sala de aula.

A divisdo do trabalho envolve a divisdo de tarefas entre os membros da
comunidade, bem como as divisdes de poder e de estatuto, e pode ser feita de forma
vertical ou horizontal. A dimensdo horizontal refere-se as negociacdes de
responsabilidades e de tarefas basicas entre os membros da comunidade. A dimenséo
vertical, por sua vez, é definida por relacdes de autoridade e poder. Nos episddios
analisados, € mais evidente a predominancia da divisdo do trabalho na sua dimenséao
vertical, entre a professora e 0s alunos, uma vez que a professora foi a responsavel por
determinar o ritmo da actividade, orientando e ajudando na realizacdo das tarefas
propostas e conduzindo a discussdo final aquando da correccdo dos problemas no
quadro.

Mas, dado que os alunos resolveram as fichas de trabalho aos pares (grupos)
houve, entre eles, uma divisdo do trabalho horizontal, com partilha de conhecimentos e
habilidades. Por outro lado, também se verificou uma divisdo do trabalho vertical, onde
os melhores alunos dominavam, muitas vezes, o grupo, liderando na procura da solugéo
para 0s problemas propostos e alertando os colegas do grupo quando estes cometiam
algum erro.

Analisando os episodios descritos do ponto de vista da Teoria da Actividade,
ressalta o conceito de Zona de Desenvolvimento Potencial (ZDP), descrita por Hung e
Wong (2000) como “uma zona através da qual um individuo mais capaz pode ajudar um
aprendiz com menor capacidade a realizar uma tarefa a um nivel de potencial mais alto
que ele ou ela ndo seria capaz de fazer individualmente” (p. 35).

O conceito de Zona de Desenvolvimento Potencial, de Vygotsky, afigura-se de

extrema importancia para a anélise e compreensdo de situagdes de aprendizagem, uma
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vez que estd muito relacionado com o papel mediador do professor, tendo sido
destacada, pelo proprio Vygotsky, a importancia do papel do professor no processo de
ensino e aprendizagem.

Vygotsky destaca o papel da actividade docente no sentido de que o professor
apresenta os conhecimentos e indaga o aluno sobre eles, estimulando a crianca a pensar.
Desse modo, a tendéncia do aluno, quando ndo tiver a ajuda do professor, serd imitar o
seu raciocinio. Esta situacdo destaca o papel da imitacdo, uma vez que as criangas
imitam uma variedade de ac¢bes que vdo para |4 dos limites das suas capacidades.
Imitando, as criancas sdo capazes de fazer muito mais, em actividade colectiva e sob a
orientacdo de adultos. A aprendizagem humana pressupbe, para Vygotsky, uma
especifica natureza social, sendo um processo atraves do qual a crianga cresce dentro da
vida intelectual dos que a rodeiam.

Além da mediacdo exercida pelo professor, o papel de entreajuda desempenhado
pelos colegas mais capazes, quando os alunos trabalham em grupo, também contribui
para despoletar as Zonas de Desenvolvimento Potencial dos colegas com mais
dificuldades.

As regras regulam as acc¢des do sujeito com vista a atingir o objecto e medeiam
as relagbes do sujeito com o0s outros participantes na actividade, podendo ser
estabelecidas de forma explicita ou implicita.

No sistema de actividade em andlise, as regras comportamentais foram
estabelecidas de forma explicita através de um Regulamento Interno da Turma (ver
anexo B), elaborado, no inicio do ano lectivo, pelos alunos e a professora (no papel de
Directora de Turma). Nos episodios analisados, os alunos cumpriram, de uma maneira
geral, estas regras e, por isso, 0 seu incumprimento nao prejudicou a sua aprendizagem.

Os resultados também evidenciam a existéncia de regras tacitas, que nem sempre
sdo explicitadas, mas que todos os participantes reconhecem como legitimas. No caso
apresentado, podemos dizer que dentre as regras implicitas, a mais evidente é a que
define a assimetria institucional entre a professora e os alunos. O modo como a
professora orienta a aula, exercendo uma postura mais Oou menos permissiva,
controlando o grau de participacdo dos alunos, constitui uma regra técita, pois todos o0s

alunos a conhecem sem que tivesse que ser estipulada pela professora.
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No entanto, neste ano lectivo, houve uma alteracdo destas regras (quando
comparado com o ano anterior em que professora de Matematica era a mesma) que
contribuiu, de forma positiva, para a aprendizagem da Matematica. Nas aulas
analisadas, os alunos tinham oportunidade de participar mais activamente na construgéo
dos seus conhecimentos, 0 que proporcionou que estes se sentissem mais confiantes e
com a vontade para participar nas aulas. A realizacdo das actividades aos pares, ou em
pequenos grupos, em detrimento das aulas expositivas, centralizadas na professora,
estimulou a interaccdo e cooperagdo entre os alunos, tendo conduzido a uma maior
envolvéncia destes na realizacdo das tarefas propostas, assim como a um aumento da

motivacao e interesse.

As ferramentas ou artefactos (materiais ou conceptuais) séo 0s recursos usados
para transformar o objecto e para se chegar a um resultado. Elas alteram a actividade e
sdo, por sua vez, alteradas pela actividade, uma vez que medeiam as relacGes entre o
sujeito e 0 objecto. Na maioria dos estudos em Educacdo Matemaética que envolvem a
Teoria da Actividade, os artefactos sdo os computadores (ou melhor, as tecnologias da
informacdo e comunicacdo) ou materiais manipulaveis, como compassos ou
calculadoras. Na situacdo em andlise, os resultados evidenciam que esse papel de
mediacdo foi desempenhado pelos problemas historicos da Matematica, pela forma
como as fichas de trabalho estavam estruturadas e pelo questionamento da professora.

Combinando o papel de mediacdo exercido pelos problemas histéricos com a
mediacgéo resultante do questionamento e orientacdo da professora, parece que estamos
perante uma situacdo a que Bussi e Mariotti (2008) chamam mediacdo semiotica.
Segundo estas autoras, em termos de mediagdo, “o professor actua como mediador
usando o artefacto para mediar o conteudo matematico para os alunos” (p. 754), e
acrescentam, ainda, que “0 professor usa o artefacto como uma ferramenta de
mediacao semidtica” (idem).

Desta forma, qualquer artefacto, ao ser propositadamente usado pelo professor
para mediar um contetdo matematico por meio de uma intervencdo didactica planeada,
sera, na perspectiva destas autoras, designado por ferramenta de mediacdo semidtica.
Ora, os artefactos utilizados neste estudo também podem ser interpretados neste sentido.

Assim, as fichas de trabalho com os problemas historicos, elaboradas pela professora e,
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posteriormente, utilizadas na sala de aula, sob a orientacdo da mesma, desempenharam
0 papel de ferramentas de mediacéo semiotica.

As autoras defendem que a utilizagdo do artefacto tem de ser completamente
integrada nas actividades de sala de aula, ou seja, a utilizacdo do artefacto tem de ser
“orquestrada” (Bussi e Mariotti, 2008, p. 754). Aqui, “orquestracdo” esta relacionada
com a coordenacdo das diferentes opiniGes e manifestacbes que surgem durante as
discussbes na sala de aula e, dos resultados obtidos, constatamos que corresponde, de
facto, ao papel desempenhado pela professora.

No sistema de actividade em analise, os dados mostram que os alunos (sujeitos),
através da resolugdo dos problemas histéricos da Matemaética e do questionamento da
professora (artefactos mediadores), agiram sobre os objectos de modo a atingirem 0s
resultados. Esses resultados variaram conforme o objecto em questdo. Mas, de uma
forma geral, o resultado esperado consistia em aprender a interpretar os problemas
historicos, traduzindo-os através de uma figura ou de uma equagdo, para, depois, aplicar
0 Teorema de Pitagoras ou resolver a equacdo. Relativamente as Sequéncias, 0
resultado esperado era aprender a interpretar os problemas e a raciocinar para

determinar a lei de formagdo e os termos de uma sequéncia.

6.1.2. Os problemas histéricos como artefactos mediadores da aprendizagem
da Matematica

A Teoria da Actividade atribui importéncia central ao conceito de mediagéo.
Este conceito esteve na origem da Teoria da Actividade e a nogdo de acgdo mediada por
artefactos foi formalizada, pela primeira vez, por Vygotsky (1978). Segundo Vygotsky,
a relacdo do individuo com o mundo ndo ocorre de forma directa, mas através da
mediacdo. No processo de mediagdo, a relacdo entre os individuos e entre estes e 0
mundo que os cerca ocorre pelo contacto com os artefactos mediadores, ferramentas
auxiliares da actividade humana, que funcionam como um elemento intermediario numa
relacdo. Esses artefactos permitem ao individuo agir sobre os factores sociais, culturais
e historicos, a0 mesmo tempo em que sofre as suas accoes.

No contexto desta investigacdo, ha evidéncia que os problemas historicos
desempenharam o papel de artefacto mediador da aprendizagem da Matematica. Os

resultados obtidos mostram que esse papel de mediagdo contribuiu para aumentar a
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motivacao dos alunos na participacdo das actividades propostas pois, conforme também
foi constatado por Rickey (1995), “a Histdria proporcionou uma 6ptima maneira de
conseguir que os alunos se interessassem pela Matematica” (p. 123).

Este caracter motivador da integracdo da Histéria da Matematica (neste caso,
através dos problemas historicos) na sala de aula corresponde ao beneficio mais
amplamente defendido na literatura analisada, segundo o qual a Historia aumenta a
motivacdo dos alunos e desenvolve uma atitude positiva face & Matematica.

Uma razdo para esta mudanca de atitude face a Matemaética esté relacionada com
um outro beneficio que advém da integracdo da Historia da Matematica na sala de aula,
que refere que a Histéria é um instrumento que possibilita a desmistificacdo da
Matematica. A Historia da Matematica serve para mostrar aos alunos que, como refere
Siu (2000a), “a Matematica ¢ um esforco humano que ja dura ha mais de quatro mil
anos e faz parte do nosso patriménio cultural” (p. 3). E, como acrescenta Grugnetti
(2000b), “observando a evoluc¢do histérica de um conceito, 0s alunos perceberdo que a
Matemaética ndo ¢é fixa e definitiva” (p. 30).

Os resultados deste estudo corroboram as ideias de Swetz (1994), quando
salienta que “a Historia da Matematica fornece milhares de problemas Uteis e
interessantes, problemas que sdo matematica e pedagogicamente ricos e que, pela sua
natureza histdrica, possuem um apelo intelectual adicional para os alunos” (p. 2).

Os resultados também nos mostram que os problemas histéricos actuaram como
artefactos mediadores da aprendizagem na medida em que permitiram que os alunos
tomassem conhecimento de métodos de resolucdo usados antigamente e que alguns
alunos acharam mais faceis do que os métodos algébricos que Ihes foram ensinados.
Este facto representa mais um beneficio, também apontado no capitulo da revisdo da
literatura e defendido por varios autores, dos quais destaco Grugnetti (2000), ao referir
que “usando problemas antigos, os alunos podem comparar as suas estratégias com as

originais” (p. 30).

6.1.3. O uso dos problemas historicos: uma mais-valia para a aprendizagem

da Matematica
Os resultados decorrentes da andlise dos dados levam-nos a concluir que os
problemas histdricos contribuem para melhorar, significativamente, a aprendizagem da

Matematica.
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Conforme constata Fauvel (1991), “a Histdria, ao mostrar aos alunos como 0s
conceitos se desenvolveram, ajuda a sua compreensdo” (p. 4). Além disso, “pode ajudar
[os professores] a criarem na sala de aula um clima de pesquisa e investigacdo e ndo
apenas de transmissdo de conhecimentos” (Avital, 1995, p. 11), o que, certamente, ira
contribuir para uma maior compreensdo dos contetdos leccionados.

Os resultados obtidos também evidenciam que a resolucdo de problemas
historicos ajuda a desenvolver a capacidade de resolver problemas, o raciocinio
matematico dos alunos e, embora de forma menos evidente, a comunicagdo matematica,
trés capacidades transversais muito defendidas nas orientacbes do Novo Programa de
Matematica para o Ensino Basico e que corresponde ao 10° beneficio mencionado em
3.2.1.

Este beneficio, que advém da integracdo da Historia na sala de aula de
Matematica, € destacado por Wilson e Chauvot (2000) quando afirmam que “a Historia
¢ uma fonte de problemas interessantes que permitem desenvolver a capacidade de
resolu¢do de problemas” (p. 642) e por Liu (2003), ao salientar que “oS problemas

historicos podem ajudar a desenvolver o raciocinio matematico dos alunos” (p. 416).

Pelo exposto anteriormente, podemos inferir que os problemas historicos
desempenharam um duplo papel pois, além de desempenharem um papel fundamental
de motivacdo também ajudaram os alunos a compreender os conteudos leccionados.
Neste sentido, os dados levam a crer que, conforme refere Liu (2003), “o uso de
problemas histéricos na aula tem a vantagem de melhorar as atitudes dos alunos
relativamente a Matematica, bem como melhorar a sua compreensao da Matematica” (p.

417).

Os resultados deste estudo vém, entdo, contrapor algumas das objeccdes a
integracdo da Historia da Matematica na sala de aula encontradas na literatura. Os
resultados obtidos permitem-nos refutar, principalmente, as seguintes: (1) O passado da
Matematica ndo é significativo para a compreensdao da Matematica actual; (2) O
caminho histdrico é mais arduo para os estudantes que o caminho ldgico e (3) O tempo
dispendido no estudo da Histdria da Matematica deveria ser utilizado para aprender

mais Matematica.
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6.1.4. As contradicbes que surgem quando sdo utilizados problemas

histdricos na aula de Matematica

Para Engestrém (2001), o quarto principio da Teoria da Actividade diz respeito
ao papel das contradigdes, ou tensdes, como fontes de mudanga e desenvolvimento.
Note-se que o termo contradicdo ndo deve ser entendido como problema, conflito ou
obstaculo. Em vez disso, na perspectiva de Kuutti (1996), “a Teoria da Actividade usa o
termo contradigdo para indicar um desajuste dentro dos elementos, entre eles, entre
diferentes actividades ou entre diferentes fases de desenvolvimento de uma Unica
actividade” (p. 34). Ainda segundo este autor, as contradi¢cGes “geram perturbacdes e
conflitos, mas também tentativas inovadoras para alterar a actividade” (idem).

As contradi¢cdes desempenham um papel importante pois sdo a for¢ca motriz da
mudanga nos sistemas de actividade. Para entender a mudanca, quer a nivel individual,
quer a nivel do sistema, € necessaria uma analise das contradi¢bes entre 0s elementos
dos sistemas de actividade e entre sistemas de actividade.

As contradi¢cbes desempenham um papel importante num contexto de sala de
aula pois, conforme argumenta NUfez (2009), “as contradigdes sd3o um conceito
poderoso para os investigadores educacionais e uma nova forma conceptual para
descrever os conflitos que ocorrem dentro dos sistemas de actividade, definidos como
micro contextos de aprendizagem, como as salas de aula de Matematica” (p. 13).

A andlise dos dados ndo mostra evidéncias da existéncia de contradigdes
sentidas pelos alunos (sujeitos), provavelmente devido ao tipo de dados que foram
recolhidos. Porém, ha diversas evidéncias das dificuldades e constrangimentos sentidos
pela professora (como membro da comunidade). Na perspectiva de Engestrom, essas
dificuldades representam contradigdes uma vez que estimularam a vontade de alterar a
sua pratica pedagdgica.

Uma das contradi¢cbes sentidas pela professora foi a dificuldade em conciliar o
tempo dado a cada tarefa com o cumprimento da planificacdo para cada aula, o que, por
diversas vezes, a levou a dar sugestdes demasiado evidentes com o intuito de diminuir o
tempo de realizacdo da tarefa em questdo. Foi através do visionamento dos videos e
analise dos dados que a professora reflectiu sobre a sua pratica e tomou consciéncia que
estas ajudas excessivas deveriam ser evitadas. Essa tomada de consciéncia provocara,

certamente, uma mudanca na sua forma de actuar na sala de aula.
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No capitulo da revisdo da literatura, além dos beneficios que advém da
integracdo da Historia da Matematica na sala de aula, também sdo apontados alguns
obstaculos e dificuldades que se colocam a quem pretende fazer esta integracio. E de
salientar que esta dificuldade, relacionada com a falta de tempo, € uma das mais
mencionadas na literatura revista.

Outra contradicdo sentida pela professora adveio da falta de recursos que ajudem
a integracdo da Historia da Matematica na sala de aula. Devido a fraca integragdo da
Historia da Matematica nos manuais, a professora teve necessidade de elaborar as fichas
a utilizar nas aulas. Para o fazer, deparou-se com obstaculos e dificuldades. A falta de
recursos e de tempo para as elaborar resultou nalgumas falhas, como, por exemplo, o
caracter repetitivo dos problemas propostos. Perante os comentéarios dos alunos,
reclamando do facto de os problemas serem repetitivos, a professora apercebeu-se que,
no futuro, deveria diversificar o tipo de problemas propostos nas fichas de trabalho,
aumentando, assim, a motivacao dos alunos.

A falta de formacdo da professora, no que concerne a Histdria da Matematica,
também representou uma contradicdo. Os resultados evidenciam que a professora se
confrontou com algumas dificuldades na integracdo dos problemas histéricos nas suas
aulas, como se pode ver pelo seu desconhecimento inicial da regra da falsa posicao.

Esta dificuldade esta relacionada com a falta de formacdo dos professores no
ambito da Histéria da Matemaética e é um dos Obices a integracdo da Historia da
Matematica apontado na literatura. Para ultrapassar esta dificuldade, a professora sentiu
necessidade de recorrer a pesquisa bibliografica para conseguir elaborar as fichas de
trabalho utilizadas e, também, para conseguir leccionar os conteldos programaticos
através dos problemas histéricos, fazendo uma correcta integracdo e contextualizacao

dos mesmos.

As contradi¢cdes geram melhorias e, a partir destas contradicOes, é possivel fazer

algumas recomendacdes e tirar conclusdes/implicacdes para acgdes futuras.

6.2. Implicacdes e recomendagdes decorrentes desta investigacéo

A investigacdo realizada aponta resultados claramente favoraveis a introdugéo

dos problemas historicos como artefactos mediadores da aprendizagem da Matematica,
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desde que devidamente enquadrados e planificados. Com base nas conclusdes inferidas
deste estudo, parece-me oportuno referir algumas implicacdes e tecer algumas
recomendacdes decorrentes dessas conclusoes.

Tendo em vista a obtengdo de conclusbes que venham corroborar as obtidas
neste estudo, parece-me necessaria a realizacdo de mais investigacdo para explorar a
integracdo da Historia da Matematica no ensino da Matematica, dado que, em Portugal,
muito pouco tem sido feito neste ambito.

Além disso, o que também poderia ser investigado nesta &rea é como 0s
professores integram a Histéria da Matematica nas suas aulas, analisando as
dificuldades sentidas, quer ao nivel da formacdo quer ao nivel da escassez de recursos,
no sentido de se encontrarem possiveis respostas que venham colmatar estas lacunas.

Apesar do objectivo deste estudo ndo ter sido a caracterizacdo do ensino da
Matematica na perspectiva da professora, foi inevitavel tirar algumas conclusdes sobre
as dificuldades sentidas pela professora ao integrar a Historia nas suas aulas. Assim,
tendo em conta a minha experiéncia enquanto professora que tentou integrar a Historia
da Matemaética na sua prética lectiva, sinto-me em posi¢cdo de poder destacar algumas
implicacdes deste estudo, nomeadamente, ao nivel da formacdo de professores e ao
nivel da elaboracdo dos manuais.

Ao nivel da formacdo de professores, e tendo em conta a minha propria
experiéncia, considero que muito ha a fazer no sentido de proporcionar aos professores
de Matematica, tanto aos que ja exercem como aos que estdo em formacao,
conhecimentos solidos e pedagogicamente eficazes no ambito da Histéria da
Matemética.

E, pois, aconselhavel que os professores tenham acesso a formacio nesta area
para que possam integrar, de forma correcta e confiante, a Historia da Matematica nas
suas aulas. Se os professores nao tiverem conhecimentos neste campo da Matematica
ndo se sentirdo a vontade para recorrer a este recurso tdo motivador, tanto para os alunos
como para os professores, e util, do ponto de vista pedagogico.

No que concerne a elabora¢do dos manuais, também muito ha a alterar na forma
como a Histéria tem sido introduzida neste recurso muito utilizado nas aulas. Os
manuais escolares atribuem um caracter acessorio a Historia da Matematica, pois esta
ndo é integrada ao longo do desenvolvimento dos contetdos, por exemplo, atraves da

introdugdo de problemas histéricos. O que geralmente se verifica é que as ténues
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abordagens a Historia sdo feitas no fim do capitulo, como um contetdo a ser abordado
“se houver tempo”. Mas, como 0 tempo € uma coisa que escasseia nas aulas de
Matematica, os professores acabam por “saltar” estas paginas que sdo vistas, tanto por
estes como pelos alunos, como coisas supeérfluas.

Devido a esta lacuna na elaboracdo dos manuais, tive necessidade de recorrer a
diversas fontes da Historia da Matematica para elaborar as fichas de trabalho que
serviram de artefactos mediadores no estudo aqui analisado. Mas, para isso, foi
necessario dedicar tempo para a pesquisa dos problemas a utilizar e posterior elaboragéo
das fichas de trabalho.

Mas o que geralmente acontece é que os professores ja estdo sobrecarregados
com as diversas tarefas que Ihes compete fazer e, muito certamente, ndo se mostrardo
disponiveis para dedicar ainda mais do seu tempo a elaboragao destes recursos. Por isso,
para que os professores possam integrar, mais facilmente, a Histéria da Matematica nas
suas aulas, torna-se premente que os autores dos manuais escolares ajudem a facilitar
esta tarefa, fazendo uma integracdo mais (til e eficaz da Historia da Matematica.

Importa ainda referir que, para que a Historia da Matematica seja integrada
eficazmente na sala de aula e para que seja possivel propor aos alunos actividades que
proporcionem o desenvolvimento das capacidades transversais, seria ideal um aumento
da carga horaria semanal para esta disciplina.

Apesar da Historia da Matematica ndo ter sido introduzida como um contetdo
extra pois, conforme refere Swetz (1994), recorrendo a problemas histéricos, o
professor ndo necessita de adicionar mais conteldos mas apenas ensinar o antigo de
uma maneira nova, uma das dificuldades sentidas foi a falta de tempo. A professora teve
dificuldade em conciliar o tempo dado a cada tarefa com o cumprimento da planificagéo
porque, integrar a Histdria da Matematica através dos problemas historicos, requer que
os alunos tenham tempo para pensarem e discutirem a resolucdo dos problemas

Propostos.

6.3. Reflexdes sobre a metodologia

Apesar de a metodologia utilizada ndo ser objecto de investigagcdo, importa
deixar aqui algumas reflexdes sobre a metodologia adoptada, reflectindo, em especial
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sobre 0 quadro tedrico que norteou esta investigacdo e dando a conhecer algumas

limitacGes com que me deparei durante a realizacdo da mesma.

6.3.1. O uso da Teoria da Actividade

Por tudo aquilo que aprendi e que aqui tentei transmitir sobre a Teoria da
Actividade, e tendo consciéncia que apenas aflorei alguns dos multiplos conceitos que
ddo corpo a esta complexa abordagem, penso que é inegavel a sua riqueza e o seu
potencial, quer como referencial tedrico, quer como manancial de propostas
metodolodgicas a desenvolver no campo da investigacéo educacional.

Esta teoria revelou-se uma ferramenta analitica muito util para explorar as
interacgOes e relagbes complexas num sistema de actividade como a sala de aula.
Crawford e Hasan (2006) referem que “a principal razdo para usar a Teoria da
Actividade [...] é que ela fornece uma estrutura bem desenvolvida para a analise da
dindmica complexa do ambiente que esta a ser investigado” (p. 53).

O uso do quadro tedrico da Teoria da Actividade permitiu-me descrever e
interpretar 0 modo como os alunos interagiram, entre si e com a professora, no seu
contexto habitual de sala de aula, usando os problemas historicos como artefactos

mediadores, tendo em vista a aquisicdo e compreensdo dos conteudos leccionados.

6.3.2. Limitacgdes do estudo

Uma limitacdo ou dificuldade encontrada foi o facto de a Teoria da Actividade
ndo ter sido considerada desde o inicio da realizacdo desta investigacdo. Se o tivesse
feito, os seus principios teriam orientado todo o processo, desde a formulacdo das
questBes de investigacdo aos métodos de recolha de dados. Assim, esta poderosa
ferramenta sé foi utilizada no momento da analise dos dados, o que conduziu a algumas
limitacGes e dificuldades na realizacdo dessa analise, relacionadas essencialmente com a
quantidade e qualidade dos dados recolhidos.

Mas reconheco que isto aconteceu porque, no inicio deste estudo, eu estava mais
interessada em aprender sobre a Histdria da Matematica do que sobre as teorias da
aprendizagem. Assim, s6 quando chegou 0 momento em que tive mesmo que fazer a
analise, depois de ter adiado, sucessivamente, esta tarefa, &€ que senti necessidade de
encontrar uma teoria que me permitisse reflectir sobre a aprendizagem e,

posteriormente, analisar os dados.
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Note-se que apesar de ja ter realizado o Mestrado na area do Ensino da
Matematica, a respectiva dissertacao incidiu mais sobre a Matematica do que sobre o
Ensino. Assim, no inicio da presente tese, comecei por fazer um trabalho anédlogo ao
que fiz aquando da realizacdo do Mestrado e, como tal, comecei por fazer pesquisa
bibliografica que fui aplicando nas aulas. Posteriormente é que senti necessidade de
encontrar uma teoria que me permitisse fazer a analise dos dados obtidos, como ja foi
referido.

Outra limitacdo encontrada na realizacdo deste estudo foi o facto de ter sido
considerado um numero elevado de alunos (os 23 alunos da turma), ndo tendo sido
possivel, por isso, analisar pormenorizadamente o desempenho individual de cada um
ou as discussdes ocorridas em cada grupo. Por esta razdo, os episédios analisados
centraram-se, essencialmente, nas discussdes ocorridas em grande grupo, sob orientagédo
e questionamento da professora.

Esta lacuna na recolha dos dados advém, principalmente, de trés factores. Um
deles deve-se ao facto dos dados terem sido recolhidos através de apenas uma camara de
filmar. Outro advém da minha falta de conhecimento do enquadramento tedrico e dos
seus principios metodoldgicos. Um outro estd relacionado com o facto de a
investigadora ser, também, a professora da turma, o que condicionou a recolha de dados
no decurso da aula, visto que tive que desempenhar um papel mais participante e menos
observador.

De facto, desempenhar o duplo papel de professora/investigadora teve 0s seus
“prés e contras”. Por um lado, o facto de haver uma grande proximidade na minha
relacdo com estes alunos, dado que ja os conhecia desde o ano anterior e que também
era a Directora de Turma, constituiu uma vantagem, uma vez que existiu, entre nds, um
maior conhecimento e cumplicidade e, além disso, a minha presenca nao causou
perturbacao ou estranheza na sala de aula.

Por outro lado, deparei-me com algumas dificuldades. Uma delas foi, como
referi anteriormente, limitagdes ao nivel da recolha dos dados, pois, quem conhece o
ambiente de uma sala de aula, reconhece que é impossivel, uma sé pessoa, observar em
profundidade um grande nimero de alunos durante uma aula e, além disso, orientar o
desenvolvimento dessa aula. Além disso, tive que ter muito cuidado na recolha desses
dados, tentando fazé-lo da forma mais rigorosa e imparcial possivel, para ndo aumentar

0 aspecto subjectivo que, geralmente, esta subjacente a uma pesquisa qualitativa.
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Penso que um estudo desta natureza produz efeitos a médio e longo prazo e, por
isso, os resultados seriam mais claros e evidentes se este estudo se tivesse prolongado.

Inicialmente, 0 meu objectivo era dar continuidade a esta turma e dar
seguimento a este estudo no ano seguinte, ou seja, no 9° ano, e assim verificar se a
continuacdo desta abordagem contribuia para aprendizagens mais significativas. Devido
a questdes pessoais, nomeadamente, licenca de maternidade, ndo me foi atribuida esta
turma no ano seguinte e, por isso, infelizmente ndo me foi possivel dar continuidade a

este projecto.

6.4. Reflexao final

Na parte final deste estudo, é tempo de um breve balango pessoal. A realizacdo
de um doutoramento em Matematica, em especial na area do ensino da Matematica,
revela-se, forcosamente, numa experiéncia Unica e enriquecedora para o professor. A
realizacdo de uma investigacdo desta natureza fomenta a reflexdo acerca das suas
praticas lectivas, essencialmente as de cariz metodoldgico, impulsionando o seu
desenvolvimento integral enquanto agente educativo.

N&o posso deixar de analisar a minha pratica de doutoranda a luz da Teoria da
Actividade. A realizagdo deste doutoramento representa um sistema de actividade em
que eu, como doutoranda, representei o sujeito, inserido numa comunidade que, além de
mim, envolvia os orientadores e a turma analisada. O objectivo inicial desta actividade
era a obtencdo do grau de doutor mas, no decurso deste estudo, este objectivo foi-se
transformando no motivo da acgéo, que passou a ser a caracterizacdo da aprendizagem
da Matematica quando mediada por problemas histéricos da Matematica e o resultado
esperado com a realizacdo desta actividade foi a escrita da tese.

Esta actividade também foi mediada por regras, como o cumprimento de um
prazo para entregar a tese, e pela divisédo do trabalho, essencialmente, entre mim e os
orientadores. Os artefactos mediadores desta actividade foram a bibliografia consultada
sobre a Histdria da Matematica e sobre a Teoria da Actividade. A reviséo da literatura
feita, inicialmente, foi importante para a elaboracdo das fichas de trabalho e para
incrementar o meu conhecimento sobre a Historia da Matematica. Além disso, a
literatura analisada sobre a integracdo da Histéria da Matematica na sala de aula

também foi de extrema importancia, pois ajudou-me a ter consciéncia das vantagens e
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desvantagens desta pratica, assim como, a ter ideias de como a integrar nas minhas
aulas. E de salientar também que a literatura analisada sobre a Teoria da Actividade
desempenhou um importante papel de mediacdo na realizacdo deste doutoramento, uma
vez que me deu a conhecer um quadro teérico que me orientou e guiou na andlise
realizada.

Neste contexto, é também de salientar o papel exercido pelos orientadores que,
com 0s Seus comentarios e sugestfes, ajudaram a despoletar a minha Zona de
Desenvolvimento Potencial. Esta orientacdo ajudou-me a ultrapassar os obstaculos e
dificuldades que foram surgindo, tendo conseguido concluir a escrita desta tese, 0 que
muito dificilmente teria acontecido sem essa ajuda.

A realizacdo desta actividade foi uma experiéncia muito gratificante, mas
durante a sua realizagdo deparei-me com contradi¢es que me fizeram reflectir sobre a
minha prépria pratica docente, conduzindo a uma mudanca na minha identidade como
professora. Esta experiéncia fez-me repensar a minha maneira de ensinar Matematica e
aprendi a valorizar o papel que a Historia da Matematica pode ter no ensino desta
disciplina. Espero que a minha investigacdo proporcione aos professores, e a todos 0s
interessados no ensino da Matematica, informacéo sobre o potencial do uso da Historia
da Matematica, em particular dos problemas historicos, para melhorar a aprendizagem

matematica e que isso possa contribuir para futuras investigacGes neste ambito.

Tenho consciéncia que a realizacdo deste doutoramento, apesar de ter
transformado toda a minha maneira de ver o ensino da Matematica e,
consequentemente, a minha forma de actuar como professora de Matemaética, néo trard
grandes mudancas em relacdo aos niveis de ensino com que irei trabalhar. No entanto,
os meus colegas da Escola Béasica a cujo quadro pertenco, perguntam-me,
constantemente, “Para o ano (depois da licenca sabdtica) ainda vens para aqui?”, pois
pensam que a realizacdo deste doutoramento me catapultard para a Universidade.
Quando digo que as expectativas de ir para o0 ensino universitario sao fracas, mostram-
se decepcionados e ddo a entender que ndo vale a pena o esforco de tirar um
doutoramento para continuar numa Escola Béasica. Provavelmente, até tém razdo, mas, o
que eles ndo sabem, é que a principal razdo que me levou a fazer este doutoramento é o
pensamento, muito bem traduzido por Paulo Coelho, “E justamente a possibilidade de

realizar um sonho que torna a vida interessante”.
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Nunca hei-de esquecer uma conversa que tive com um Professor da UTAD
sobre a realizacdo deste doutoramento e as consequéncias que traria para a minha
profissdo, em que, a dada altura, lhe disse: “E como se estivesse a subir uma montanha
para, no fim, ficar a contemplar a vista!”, a0 que ele me respondeu: “Mas pode estar
certa que verd a paisagem com outros olhos!”. De facto, tenho que reconhecer que
tinha toda a razéo pois, depois de uma escalada desta altitude, a nossa maneira de ver o

que nos rodeia e, em particular, o ensino da Matemaética, muda significativamente.
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Anexo A.1

ANEXO A.1- MATEMATICA NO EGIPTO

Grande parte dos nossos conhecimentos da Matemética egipcia provem de dois
papiros: o papiro de Rhind (1650 a.C.) e o papiro de Moscovo (1850 a.C.). No entanto,
h& mais trés documentos de Matematica egipcia com alguma importancia: o papiro de
Kahun, o papiro de Berlim e o Rolo de Couro.

O papiro de Moscovo tem este nome porque se encontra, actualmente, em
Moscovo, mas ndo se conhece onde foi descoberto. Este papiro data de cerca de 1850 a.
C. e contém 25 problemas, mas devido ao seu estado de degradacdo é impossivel
interpretar muitos deles.

O papiro de Kahun corresponde a fragmentos de diversos papiros encontrados
em Kahun, no Egipto, e pensa-se que data de cerca de 1800 a. C. Esses fragmentos
foram restaurados e traduzidos por F. L. Griffith; no entanto, o seu estado de
conservacao so permitiu que alguns fossem decifrados, mas ndo ha davida que sete dos
fragmentos contém textos relacionados com a Matematica, contendo aplicacdes dos
métodos aritméticos descritos no papiro de Rhind.

O papiro de Berlim foi comprado pelo escocés Alexander Henry Rhind, em
Luxor. Encontrava-se em muito mau estado e sé foi analisado e restaurado cerca de 50
anos mais tarde. Data, aproximadamente, de 1800 a.C. e encontra-se no Museu
Staatliche, em Berlim.

O Rolo de Couro foi comprado, em 1858, por Rhind (a0 mesmo tempo que
comprou o papiro de Rhind e o de Berlim). Contém uma tabela, em duplicado, com 26
somas de fraccdes unitarias, mas, devido ao seu estado de degradacéo, ficou por analisar
durante mais de 60 anos.

Ha ainda outro papiro, mais recente, que é o papiro do Cairo. Este papiro data,
provavelmente, do século Ill a.C. e esta escrito em demético. Contém 22 fragmentos
que, juntos, dariam um papiro com 2 metros de comprimento por 35 cm de largura. Este
papiro contém 40 problemas, alguns dos quais revelam uma forte influéncia de textos
babil6nios, nomeadamente os problemas que envolvem o Teorema de Pitagoras.

Dada a importancia do papiro de Rhind, sera feita uma analise mais detalhada do
mesmao. Este papiro esta escrito em hieratico, da direita para a esquerda e tem 32 cm de
largura por 513 cm de comprimento. E datado de cerca de 1650 a.C., embora no texto
seja referido que foi copiado de um manuscrito, de cerca de 200 anos antes. Este papiro
tem o nome de A. H. Rhind que, em 1858, o trouxe de Luxor, no Egipto, e o vendeu ao
Museu Britanico, onde esta exposto (ver figura 31). E também designado por papiro de
Ahmes, 0 escriba egipcio que o copiou.

Os problemas deste papiro foram numerados de 1 a 87 pelo editor aleméo A. A.
Eisenlohr, em 1877; no original ndo h& qualquer numeracdo. Além de incluir a solucdo
para muitos problemas préaticos, alguns dos quais incluem conceitos geométricos,
contém um conjunto de problemas que ndo tém importancia pratica. Ficamos com a
impressdo que o autor colocou os problemas a si préprio e resolveu-os por diversdo.
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Fig. 31 — Parte do papiro de Rhind
(Paul James Cowie, http://www.archaeowiki.org/Image:Rhind_Mathematical_Papyrus.jpg)

Antes de procedermos a analise dos papiros, especialmente do papiro de Rhind,
sera feita uma breve analise da numeracdo egipcia e das operacbes aritméticas
realizadas pelos egipcios.

NUMERACAO EGIPCIA

A notacdo numérica usada pelos egipcios era muito simples. Eles usavam simbolos para

1, 10, 100, ..., 10 000 000. A tabela 7 mostra os simbolos utilizados e o que
representavam:
Valor Hieroglifo Descricao
10°=1 | Corda simples ou basto
10'=10 n Calcanhar
10°=100 S Espiral de corda
10°=1 000 i Flor de 16tus
10*=10 000 D Dedo indicador

10°=100 000 QQ‘ Girino ou Sapo
o S rino ou Sap

10°=1 000 000 ﬁ’ Homem com as
maos erguidas

107=10 000 000 % Sol

Tabela 7 — Simbolos usados na numeracao egipcia
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Os numeros de 2 a 9 eram representados por dois, trés, ... nove bastdes, como se segue:

2=11 3=1ll,...,9=1I
1l

As dezenas, centenas, e por ai adiante, eram tratados do mesmo modo. Por exemplo:

30= NNN

s00= %
QS

Estes simbolos eram, muitas vezes, combinados para representar outros nimeros. Por
exemplo, 4622 era representado do seguinte modo:

4622:4><103+6x102+2><101+2><10°:iiIIQQQQQan Il

Nesta numeracao € possivel notar que:
1. Faltava um simbolo para o zero. Por exemplo, para escrever 504, o que,

actualmente, ndo poderiamos fazer sem o zero, 0s egipcios escreviam Q Q Q Q

<un.

2. Os numeros eram escritos em base 10. Um simbolo substitui 10 simbolos da
numeracado precedente.

3. Como os antigos egipcios apenas tinham simbolos para as poténcias de 10, de
10°até 10’, o maior nimero que podiam representar era

9%10 + 9x10% + 9x10° + 9%x10* + 9x10% + 9%x10% + 9x10* + 9%x10° = 99 999 999.

OPERACOES ARITMETICAS

Adicéo e subtracgdo

Em escrita hieroglifica, a adicdo ndo causa qualquer dificuldade. Até é mais simples que
no nosso sistema. Ndo ha combinagdes como 8 + 5 = 13 para decorar. Uma vez que 0s
egipcios sabiam que 10 bastdes podem ser substituidos por M, 10 simbolos M serdo

substituidos por Q e assim sucessivamente, eles contavam os simbolos nos dois
nameros que queriam adicionar. Assim, escreveriam a soma
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CRLRLCnnnniiinin - SR

directamente como Innnnnl .

Tendo contado 10 |, escreviam M e depois acrescentavam os trés | que sobravam sem
terem que saber que 8 mais 5 é 13 ou sem terem que pensar: “Escrevo 3 e vai 1 (ou
10)”.

Relativamente a subtraccdo, 0s egipcios usavam o facto de esta ser o inverso da adigéo.
Assim, se queriam calcular 13 — 5, pensavam: “O que é necessario juntar ao 5 para obter
13?7

Qualquer problema de subtrac¢do, como 13 — 5 = ?, d& o resultado (soma) de uma
adicdo e uma das parcelas e pergunta pela outra parcela. Assim, 13 - 5 = ? significa que
13 =5 + ?. Matematicamente, a adicdo é uma operacao fundamental.

Multiplicacéo
O método egipcio da multiplicacdo é bastante diferente do nosso. Os egipcios usavam
duas operacdes para multiplicar: duplicar e adicionar.

Exemplo 1: Calcule 22 x 44.

Para fazer esta multiplicagéo eles pensavam do seguinte modo: comegavam por escrever
0s nimeros 1 e 44, depois duplicavam cada numero e escreviam os resultados debaixo
dos nameros originais. Continuavam até o préximo nimero, do lado esquerdo, exceder
22. Nesta altura, comecavam a procurar, no lado esquerdo, quais 0s ndmeros que
somados dariam 22. Cada vez que somavam um nimero, para obter 22, colocavam uma
barra no nimero correspondente, na coluna da direita. Para perfazer 22, escolhiam o 16,
04eo02,umavez que 16 + 4 + 2 = 22. Depois, adicionavam os valores correspondentes
do lado direito destes numeros. O resultado € 88 + 176 + 704 = 968. Logo, 22 X 44 =
968.

1 44
2 88/
4 176/
8 352
16 704/
22 968

Estas somas eram facilmente feitas pelos escribas egipcios em virtude de uma
propriedade especial da série: 1, 2, 4, 8, 16, 32, ....
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Qualquer numero inteiro pode ser expresso, de uma forma Unica, como a soma
de alguns termos desta sucessdo. Assim, por exemplo, 19 =1+2+16e52=4+ 16 +
32. N&o sabemos se 0s egipcios tinham ou ndo conhecimento explicito disto mas
certamente que o usaram, como fazem os modernos programadores de computadores.

Excepcionalmente, os egipcios, as vezes, multiplicavam um ndmero
directamente por 10 em vez de adicionarem duas vezes o nUmero e 0ito vezes 0 nuUmero.

Isto era facilmente feito na sua notacdo; apenas substituiam | por M, M por Q e assim
por diante.

Exemplo 2: Calcule 14 x 80.

1 80
10 800 /
2 160

4 320/
14 1120

Outras abordagens para multiplicar também eram utilizadas. Por exemplo, para
multiplicar por 5, os egipcios ocasionalmente comegavam por multiplicar por 10 e
depois dividiam por 2.

Exemplo 3: Calcule 16 x 16.

1 16/
10 160/

5 80/
16 256

Calcular metade de um numero é considerada uma operacdo fundamental da aritmética
que ¢ feita mentalmente.

O método usado pelos egipcios é, muitas vezes, confundido com um
procedimento semelhante chamado Multiplicagdo Russa. No método russo, os dois
factores sdo escritos, e depois um € duplicado enquanto o outro € dividido por 2. Este
método era, as vezes, chamado método da duplicacdo e mediacdo, em alguns textos
aritméticos mais antigos. Também é conhecido por multiplicagdo camponesa, por ser
usado por camponeses russos. Uma oObvia vantagem deste processo & que torna
desnecesséria a memorizagdo das tabuadas. Vejamos como ficaria o exemplo visto
anteriormente:
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22 44
11 88 /
5 176 /
2 352
1 704 /
968

Neste processo, 0 numero duplicado (na coluna da direita) é assinalado de cada vez que,
na coluna da esquerda (coluna das metades), esta um ndmero impar. Repare que quando
da um resto, esse resto é ignorado. Por exemplo, 11 : 2, da 5 e sobra 1; este resto é
ignorado. Note-se que 0s numeros marcados séo idénticos aos nimeros assinalados no
método egipcio analisado anteriormente. Por que funciona este método?

Vejamos um modo diferente de fazer a mesma multiplicagéo escrevendo 22 em notagéo
binaria.
22=10110,=1x 2" +0x 22 +1x 22 +1x2' +0 x 2° =
=1x16+0x8+1x4+1x2+0x1
Entdo, para multiplicar 22 por 44, podemos fazer o seguinte:
[(44 x 1) x 16]+[(44 X 0) x 8]+[(44 x 1) X 4]+[(44 x 1) x 2]+[(44 x 0) x 1]
O que pode ser escrito como:

44 x16+44 x4 +44 X 2

Repare-se que isto corresponde, exactamente, aos céalculos efectuados pelos egipcios.
Agora olhemos para a operacédo feita anteriormente e acrescentemos algumas colunas.
Na 22 coluna vamos colocar os restos obtidos na divisdo do nimero correspondente por
2:

22 0 44 (44 x 1)
11 1 88 (44 x 2)
5 1 176 (44 x 4)
2 0 352 (44 x 8)
1 1 704 (44 x 16)

Agora, para encontrar a solugédo, tudo o que precisamos é multiplicar os valores da 22
coluna pelos da 3? e adicionar todos esses valores.

O que fazemos na Multiplicacdo Russa € ignorar a 22 coluna (e a 4%) e cortar as linhas
gue tém ndmeros pares na 12 coluna porque estas terdo 0 na 22 coluna e, portanto, ndo
afectardo o resultado final.
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Diviséo

A divisdo egipcia pode ser descrita como uma multiplicacdo na ordem inversa - onde 0
divisor € duplicado repetidamente até o dividendo ser obtido. Este processo tem a
vantagem pedagogica de ndo parecer uma nova operagao.

Em vez de dizerem: “Calcule 45 <+ 9”, um egipcio dizia: “Calcule com 9 até chegar ao
45”, Comegamos a multiplicar o 9, como se segue:

1 9/
2 18
4 36/
5 45

Disto segue que (1 +4) x 9=45,0u45 +-9=5.

Actualmente, a divisdo é definida como sendo o inverso da multiplicagdo. Por
outras palavras, em qualquer problema de divisdo é dado um produto e um dos seus
factores. O problema consiste em encontrar o outro factor. Assim, mesmo hoje em dia,
ensinamos que 45 + 9 = ? significa ? X 9 = 45.

FRACCOES E DIVISOES

Se o resto da divisdo ndo era zero, as frac¢des eram introduzidas. As fracgdes tambem
eram usadas nos sistemas egipcios de pesos e medidas.

H& uma diferenca notavel entre as fracgbes egipcias e as que usamos
actualmente. O nosso sistema admite qualquer numero no numerador, enquanto 0s

s ~ N ~ 2 3
egipcios usavam apenas fracgBes com numerador 1, a excepcdo de 3 e 5. Chamaremos

as fraccbes com numerador 1, fracgBes unitarias. Para escrever tais fracgdes, 0s
egipcios apenas escreviam por cima do denominador o simbolo <—=, que representa
uma boca aberta. Por exemplo,

= _1 ‘
=3

Os egipcios tinham simbolos especiais para algumas frac¢des, como por exemplo,

|
!
B

Quando os resultados ndo podiam ser expressos por fracgfes unitarias, eles escreviam o
resultado como a soma de diferentes frac¢bes unitarias. Por exemplo, os egipcios

. 1 1 5
poderiam escrever 3 + > para representar pe
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Uma vez que no papiro de Rhind é dada muita importancia a representacdo de
uma fraccdo como a soma de fracgdes unitérias, sera feita uma andlise, algo
pormenorizada, destas representacoes.

Uma fracgdo pode ser representada como a soma de fracgdes unitarias de varias

maneiras. Por exemplo,
6 1 N 1 N 1 N 1
7 2 4 14 28

- 6 . . .
E verdade que > tambem podia ser escrito na forma

1 1+1+1
7I

—+
77

6 1 1

1
AR AT

mas 0s egipcios devem ter achado isto absurdo e contraditério e, por isso, nao
permitiam tais representacdes. Aos seus olhos, havia uma e uma sé parte que poderia ser
a sétima parte de qualquer coisa. Provavelmente, os antigos escribas encontraram a

~ o - 6 . A .
soma de fraccOes unitarias equivalente a > seguindo a divisdo convencional de 6 por 7,
a seguir representada e que, a primeira vista, ndo parece muito facil.

1 7
1 1
= 3+=/
2 2
1 1 1
~ 1+=+ =/
4 2 4
1
= 1
7
1 1
= =/
14 2
1 1
— =/
28 4
1 1 1 1
e A 4]
2 4 14 28

A questdo mal esclarecida de como o0s egipcios encontraram a representacdo das suas
fraccdes unitarias tem estimulado varios matematicos a estudar o problema.

Com o objectivo de acompanhar o processo egipcio mais facilmente, geralmente
, - ~ ~ o ~ 1
sera utilizada uma nova notacdo para as frac¢Oes unitarias. Por exemplo, a fraccéo 5

. ey 1 _ ~ 2 , =
seré representada por 12, e, em geral, —por . A fraccdo > Sera representada por 3.

Vejamos alguns exemplos, incluindo alguns do papiro de Rhind, que nos
mostram como os egipcios faziam divisdes que ndo tinham um quociente inteiro.
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Exemplo 1 (Problema 24%* do papiro de Rhind): Para resolver este problema, a dada
altura o escriba tem que dividir 19 por 8 (ou seja, calcular com 8 até obter 19).

16 /
4
2/
1/
19

Rl W NN

O total dos nimeros da coluna da direita, nas linhas assinaladas, é 19. Evidentemente,
2Xx8+4x8+8x8=(2+4+8)x8=19;

logo, 19 +8 =2+ 4+ 8, 0 que pode ser facilmente confirmado usando a notagéo
convencional e a multiplicagéo.

Além de fazer uma divisdo multiplicando sucessivamente por 2,4,8,:--, 0s
egipcios também usavam a sequéncia 3,3, 6,---, quando isso era mais conveniente.

Neste caso, é de referir que eles primeiro multiplicavam por dois tergos, e depois por
um terco.

Exemplo 2: Calcula 20 + 24 (calcula com 24 até obteres 20).

1 24
3 16/
3 8
6 4 |/
20

Logo, 20 +24=3+6 (=2+3).

Nos exemplos anteriores, as divisdes puderam ser feitas com uma das duas séries
2,4,8,16, -, ou 3,3,6,12,-.

Contudo, nem todas as divisdes podem ser feitas usando apenas metades e tercos. Por
essa razdo, outros métodos eram, por vezes, usados.

Exemplo 3: Calcula 11 =+ 15.

1 15
3 10/
15 1/
11

22 A numeracao dos problemas do papiro de Rhind, aqui utilizada, é a que aparece em (Chace, 1979).
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logo, 11 + 15 = 3 + 15.

Depois da segunda linha esperdvamos

N W
N Ul

etc.
Contudo, encontramos,

15 1,
0 que se justifica pelo facto de precisarmos apenas de 1 que € a décima quinta parte de

15.

Exemplo 4: Calcula 9 = 24.

1 24
3 16
3 8/

24 1/

Logo, 9 + 24 = 3 + 24.

Dos métodos de multiplicacdo e divisao descritos anteriormente, parece que a aritmética
egipcia era essencialmente aditiva. Ou seja, a principal operacao aritmética era a adicao.
A subtrac¢do era reduzida a adicdo. A multiplicacdo era feita através da duplicacéo e da
adicdo. Para dividir, os egipcios dividiam por dois ou duplicavam, e depois
adicionavam.

Tabelade2 +n

Quem pensa que ja viu tudo sobre a divisdo dos egipcios estd enganado. Os egipcios
sabiam fazer divisdes onde tanto o divisor como o dividendo eram ndmeros
fraccionarios. Para as fazer mais rapidamente, eles construiram tabelas. No papiro de
Rhind encontramos uma tabela para a escrita de fracgdes do tipo 2 + n como uma soma
de fracgOes unitérias (ver tabela 8). O numerador é sempre 2 e 0s denominadores s&o 0s

nameros impares de 3 a 101. Ndo ha denominadores pares, pela dbvia razdo de que se

. 2 2 1 . . 1., ., ~ e
m é par, — = — = =, com n inteiro, e — ja € uma fraccdo unitaria.
m 2n n n
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2+-3=2+6 2+53=30+318+79
2+5=3+4+15 2+55=30+330
2+7=4+28 2+57=38+114
2+9=6+18 2+59 =36+ 236+531
2+11=6+66 2+61=40+ 244+ 488+ 610
2+13=8+52+104 2+63=42+126
2+15=10+30 2+65=39+195
2+17=12+51+68 2+ 67 =140+ 335+536
2+19=12+76+114 2+69 =46+ 138
2+21=14+42 2+71=140+568+710
2+23=12+276 2+73=60+ 219+ 292 + 365
2+25=15+75 2+75=50+150
2+27=18+54 2+77 =44 +7308
2+29=24+58+174+232|2+79=060+237+316+ 790
2+31=20+ 124+ 155 2+81=54+162
2+33=22+66 2+83 =60+ 332+ 415+ 498
2+35=30+42 2 +85=51+255
2+37=24+111+296 2+87=58+174
2+39=26+78 2 +89 =60+ 356 + 534 + 890
2+41=24+246+328 2+91=70+130
2+43=42+86+129+301|2+93=62+186
2+45=30+90 2+95=60+380+570
2+47 =30+ 141+ 470 2+97=56+679+776
2+49=28+196 2+99 =66+ 198
2+51=34+102 2+101 =101+ 202 + 303 + 606

Tabela 8 — Tabelade 2 =~ n

No papiro é explicado como algumas das representaces sdo obtidas e 0s matematicos
tém procurado explicacbes para os casos em que o escriba ndo apresenta essa
explanagdo. A representagdo mais simples seria 77 + 77, mas ao escrever uma soma de
fraccBes unitérias, os egipcios nunca repetiam uma fraccdo unitéaria, como ja foi referido
anteriormente.

Da analise da tabela, conclui-se que frac¢des do tipo 2/n, cujo denominador é
divisivel por 3, seguem todas a regra geral

. 2 .
Um exemplo do uso desta regra é = (o caso para k = 5), que é apresentado como

2 1 1

15 10 30
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Desde que apareceu a primeira traducdo do papiro, 0s matematicos tém tentado explicar
qual teria sido 0 metodo utilizado pelos escribas para construir esta tabela. Por exemplo,
uma das questBes que se coloca é a razdo do escriba ter escolhido, das muitas

~ oo . ~ 2
representacoes possivels, a seguinte representacao para E:

2 1 1 1

19 12776 T 112
em vez de, por exemplo,
2 1 1 1

19 127571228
Nenhuma regra definitiva foi descoberta que permita obter todos os resultados da tabela.
A Ultima entrada na tabela, que € 2 + 101, é apresentada como

2 1 N 1 N 1 N 1
101 101 202 303 606

’ ;. ~ , 2 ~ . ~
Esta € a Onica representacdo possivel de — em nao mais do que quatro fraccGes

unitarias com todos os denominadores menores que 1000; e é um caso particular para a
formula geral

1+2+3+ 6 .
— = +2n+3n + 6n.
n n
Usando esta formula é possivel construir uma nova tabela 2 <+ n constituida apenas por
expressdes com quatro fracgoes:

Il
I
+
I
+
I
+
|

+1+1+1
714 21 42
1 1 1 1

st1wt27 sz

OIN\1|Nm|Nw|N

Embora o escriba, presumivelmente, desconhecesse esta regra, jamais aceitaria estes
S les 2 . .
valores para a tabela (excepto no ultimo caso, E)’ porque havia muitas outras formas

mais simples de representar em somas de fracgdes unitarias. Para as mentes modernas
parece que o0 escriba seguiu certos principios ao construir esta tabela. Note-se que:
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1. Os denominadores pequenos eram preferidos, com nenhum superior a 1000.

2. Quanto menos frac¢Oes unitarias, melhor; e nunca havia mais do que quatro.

3. Denominadores pares eram preferidos aos impares, principalmente para o
primeiro termo.

4. Os menores denominadores apareciam primeiro, e ndo havia dois iguais.

5. Um primeiro denominador pequeno podia ser aumentado se o tamanho dos
outros denominadores fosse, por isso, reduzido (por exemplo,

%=2—10+F:+E15eraprefer|’vela:—1=1—18+ri6+2—;9).

E, de facto, seguiu-os, pois segundo Robins e Shute (1998), no inicio da tabela ha uma

instrugéo para que a decomposicdo seja apresentada como soma de ndo mais de quatro

fraccgdes, colocadas por ordem decrescente, sendo o denominador da menor inferior a

1000.

Também € de notar que, para cada caso, € dada uma unica decomposi¢éo e ndo ha erros
no célculo da tabela, o que talvez se justifique pelo habito, quase sistematico, que 0s
escribas tinham de verificar os calculos.

Vejamos alguns exemplos que nos sugerem que a tabela 2 < n era usada como uma
ajuda de célculo.

Exemplo 1: Multiplica2 4 por 1 2 7.

N
w
ENE N
N I
& ™

! (aqui usamos o facto de que duplicando 1 2 7 da 3 +
2 -+ 7, 0 que 0s matematicos egipcios escreveriam
como 3 4 28)

/
Lo . 1 _1
(os egipcios sabiam que 2 X Py be ).

B s ol
N NI
ool |00l I

|18 =

1

S

Exemplo 2: Divide 18 4 28 por 1 7.

1 7
2 4 28 (aquiusamosofactodeque2x7 =2+ 7equea
tabela indicaque 2 +7 =4 28)
4 4 2 14
8 9 7
16 18 4 28 / (usando novamente a tabela).

Logo, o0 quociente é 16.
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Destes exemplos, apercebemo-nos de que a tabela 2 +n era usada na duplicagéo de
fraccBes, um processo necessario tanto na multiplicagdo como na diviséo.

Vejamos um problema mais dificil:

Exemplo 3 (Problema 33 do papiro de Rhind): Para resolver este problema o escriba
divide 37 por1 3 2 7.

Usando as regras da divisdo egipcia, os calculos comegam:

1 1327
2 43 428
4 83 214
8 183 7

16 36 3 428

Agora asoma 36 3 4 28 esta perto de 37. Mas quanto é que falta? Ou como diriam os
escribas, “o que falta para 1?” Em notacdo moderna, € necessario arranjar uma fraccao

x de modo que:
2 + ! + . +x=1;
374728 TV
ou, colocando o problema de outro modo, pretendemos encontrar um numerador y que
satisfaca a equacdo
2 + ! + . +2=1
3 4 28 84
onde o denominador 84 é simplesmente 0 m.m.c.(3,4,28). Multiplicando os dois

membros da equagdo por 84 obtemos 56 + 21 + 3 + y = 84, e portanto, y = 4. Por
isso, 0 que falta adicionar a 3 4 28 para obter 1 é 84—4, ou seja, 21. O proximo passo

consiste em determinar por quanto devemos multiplicar 1 3 2 7 para obter o
pretendido 21. Isto equivale a resolver a seguinte equagao:

z(1+3+2+7) =21

Multiplicando por 42 obtemos 97z = 2, ou seja, z = 92—7 que segundo a tabela equivale

a56 + 679 + 776. Portanto, o calculo completo € o seguinte:
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1 1327
2 43428
4 83 214
8 183 7
16 36 3 428/
56 + 679 + 776 21 /
16 + 56 + 679 + 776 37

O resultado de dividir 37 por1 3 2 7 é 16 + 56 + 679 + 776.

Problemas de Complementacéo

O papiro de Rhind contém muitos problemas de complementacdo, como por exemplo, 0
problema 33 acima referido. Estes problemas comegam com uma soma de fraccGes
unitérias e procuram outras frac¢@es unitéarias para serem adicionadas, de modo a obter a
unidade.

2 1 .
O problema 22, por exemplo, pede para completar 3150 ate obter a soma 1.
Em notacdo moderna, o escriba efectua os calculos comecando por seleccionar um

namero N e fraccBes unitérias ni ni de modo a satisfazer a equacao
1 k
(2+1+ 1+ +1)N—N
330 n n/

Desta igualdade concluimos que a soma das frac¢des € igual a 1. Considerando N = 30
(é o valor mais conveniente, uma vez que € 0 m.m.c. dos denominadores), 0 escriba
concluiu que

(2+1)30—20+1—21
3 30 B oo

gue é 9 unidades inferior ao desejado 30. Mas

<1+1)30—6+3—9
5 10 N o

Adicionando estas duas equacgdes, obtemos

(2+1+1+1>30—30
3 30 5 10 N

e a complementacédo desejada é

2+1+1 1_1
3t30 s 0™t
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PROBLEMAS “ALGEBRICOS”

A maioria das fontes da matematica antiga estd relacionada com a solucdo de
problemas, aos quais sdo aplicadas vérias técnicas mateméticas. O estudo desses
problemas conduz a varios métodos de resolver o que conhecemos hoje por equacdes
lineares.

N&o nos podemos esquecer que, antigamente, ndo era usado o simbolismo para
as operacOes ou incognitas que usamos actualmente, embora ja houvesse algum
simbolismo na Matematica egipcia. Gillings (1982) mostra que o papiro de Rhind
contém os comecos da utilizacdo de simbolos. Os egipcios usaram a palavra heap
(variavelmente transliterado como aha e hau) para a quantidade desconhecida, assim
como cosa foi usada na Italia dos séculos XV- XVI. Alguns simbolos foram usados para
a adicdo e para a subtraccao: representavam a adi¢do por um par de pés caminhando de
um ndmero para o outro, da direita para a esquerda (direcgdo normal da escrita egipcia).
Representavam a subtraccdo por um par de pés a afastar-se do nimero, andando da
esquerda para a direita (na direccdo oposta a da escrita egipcia). Em (Chace, 1979, p.
99) estes simbolos estdo representados no problema 29 do papiro de Rhind.

Apesar destes indicios de simbologia, os escribas resolviam os problemas
usando apenas técnicas verbais.

Embora a maior parte da Matematica egipcia fosse aritmética, com uma origem
préatica para lidar com questbes relacionadas com a forca do pdo e da cerveja, com
misturas de alimentos para o gado e aves domésticas e com o0 armazenamento de gréos,
além de ter aplicacdes as medicGes de figuras geométricas, podemos ver 0s precursores
de muitos tdpicos actualmente incluidos na algebra do ensino basico e secundario. Isto é
particularmente verdade para os aha problemas. Aha significa “montdo” ou
“guantidade . De facto, muitos dos problemas presentes nos papiros egipcios, exigem
nada mais do que uma simples equacdo linear e, geralmente, sdo resolvidos pelo
método, mais tarde conhecido na Europa, como a regra da falsa posicéo.

O papiro de Rhind contém vérios problemas deste tipo. Muitos sdo simples e
directos, outros séo bastante complicados. Vejamos um dos simples:

Exemplo 1 (Problema 34 do papiro de Rhind): “A quantidade, a sua metade e a sua
quarta parte adicionadas dao 10. Qual é a quantidade?”

Traduzido na nossa notagéo, corresponde a equagéo

+1 +1 =10
Xx+ox+7x=10.

Neste caso, 0 escriba foi instruido para resolver esta equacdo como nos o fariamos:
dividir 10 por 1 +%+%. Para o fazer, o escriba multiplicou 1 +%+i até obter 10,

. , 1 1 1
concluindo que a resposta é 5 + Stot+ o
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O problema 31 do papiro de Rhind € bastante mais dificil que o anterior:

Exemplo 2 (Problema 31 do papiro de Rhind): “A quantidade e a sua 2 a sua % ea

sua ; adicionadas dao 33. Qual é a quantidade?””

Isto € 0 mesmo que pedir para encontrar x tal que x + 2/3x + 1/2x + 1/7x = 33.
Conceptualmente, o problema nao é dificil, mas, aritmeticamente, é desafiador. Os
problemas 30 a 34 do papiro de Rhind (incluindo o problema 33, ja analisado
anteriormente) foram, provavelmente, colocados para demonstrar métodos de divisdo
pois o escriba resolveu-os através de uma divisdo. Neste caso, 0 escriba resolveu o
problema dividindo 33 por 1 + 2/3 + %2 + 1/7.

A resposta dada pelo escriba é x = 14 T I AT I I S (ou, em
4 56 97 194 388 679 776

~ 28 , . ~
notagdo moderna, 14 ) e esta correcta. Sugere-se aos corajosos a resolugdo deste

problema usando o método egipcio; brevemente se aperceberdo do arduo trabalho
desenvolvido pelos egipcios!

E de realcar que, tanto este problema como o problema 33 (entre muitos outros),
sdo apresentados duma forma puramente abstracta, sem nenhuma referéncia a
quantidades reais tais como areas ou paes. De facto, seria dificil encontrar um problema
da vida real relacionado com este problema. O escriba est4 apenas a mostrar que a sua
técnica funciona para qualquer divisdo, ndo interessa a dificuldade.

O problema 35, por outro lado, tem uma orientacdo préatica, pois pede para
encontrar o tamanho de uma pa que precisa de deitar 3 1/3 vezes para encher uma
medida de 1 hégat®.

Exemplo 3 (Problema 35 do papiro de Rhind): “Fui trés vezes a medida de héqat, a
minha 1/3 foi-me adicionada, [e regressei], enchendo a medida de hégat. O que é, o
que diz isto?”

. ~ . . 1 - e
O escriba resolve a equacdo, que seria escrita, actualmente, como 3§x = 1, dividindo 1

~ 11 . g ~
por 3 1/3. Ele escreve a solucao T faz a verificacao.

Muitas vezes, contudo, os problemas no papiro de Rhind sdo resolvidos por um
método bastante diferente. Vejamos um exemplo em que isso acontece:

Exemplo 4 (Problema 26 do papiro de Rhind): “A quantidade e a sua quarta parte
adicionadas dao 15. Qual é a quantidade?”

31 hégat ~ 4,8 litros
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Em vez de dividir 15 por 1%, 0 escriba faz o seguinte: ele assume que a quantidade é 4.

(Porqué 4? Porque é facil calcular a quarta parte de 4.) Se considerarmos 4 e
adicionarmos a sua quarta parte, obtemos 4 + 1 = 5. Entdo, queremos 15, mas temos
apenas 5; precisamos multiplicar o que temos (ou seja, 5) por 3 para obtermos o que
queremos (ou seja, 15). Entdo, também multiplicamos por 3 a nossa suposi¢do. A nossa
suposicao era 4, portanto a resposta € 3 X 4 = 12.

Este método é conhecido pelo método da falsa posi¢do: supomos uma resposta
que esperamos que seja realmente a resposta correcta, mas que torne os calculos faceis.
Depois, usamos os resultados incorrectos dessa suposicao para encontrar o numero pelo
qual devemos multiplicar a nossa suposicao de modo a obter a resposta correcta.

Esta regra era usada para resolver equac@es lineares. A incognita x era chamada
de “aha”. Nesta regra assumimos um valor falso para “aha”, depois o resultado é
comparado com o resultado que se procura e, usando proporcdes, chega-se a resposta
correcta.

Os simbolos tornam isto mais facil de compreender. A equacdo que queremos
resolver € do tipo Ax = B. Se multiplicarmos x por um factor, obtemos kx, e vemos que

A(kx) = k(Ax) = kB.

O papiro de Rhind tem muitos problemas semelhantes, todos resolvidos usando o
método da falsa posicdo, nomeadamente, os problemas 24 a 29, 35 a 38, 40 e 76. O
procedimento passo-a-passo que 0 escriba seguiu pode ser considerado como um
algoritmo para resolver equacdes lineares deste tipo. Embora ndo haja discussao de
como o algoritmo foi descoberto ou porque funciona, é evidente que os escribas
egipcios compreendiam a ideia base duma relagdo linear entre duas quantidades — que
uma multiplicacdo da primeira quantidade implicava a mesma multiplicacdo da segunda
quantidade.

De facto, todas as fontes egipcias revelam um sentido das relagdes proporcionais
altamente desenvolvido, pois o raciocinio proporcional foi amplamente utilizado para
resolver problemas usando o método da falsa posicéo.

Noutros papiros egipcios também sdo resolvidos problemas que podem ser
traduzidos por equacOes lineares e, analogamente ao que acontece no papiro de Rhind,
também sdo utilizados os dois métodos ja referidos: a divisdo e 0 método da falsa
posicao.

Por exemplo, para resolver o problema 19 do papiro de Moscovo é usada a
técnica da divisdo:

Exemplo 5 (Problema 19 do papiro de Moscovo): “Método de calcular uma
pilha. 1 + %vezesjunto com 4, deu 10.Qual é esta pilha?”
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Em notagdo moderna, a equacdo €, simplesmente, 1 %x + 4 = 10. O escriba procede
do mesmo modo que fazemos hoje em dia: primeiro subtrai 4 de 10 e obtém 6, depois
multiplica 6 por % (o inverso de 1 ¥2) para obter 4 como a solucéo.

No fragmento LV, 3 do papiro de Kahun, encontra-se a resolugdo da equacdo

1 1 - ~ 7 .
~x - 2x = 5.0 problema que originou esta equacdo ¢ o seguinte:

Exemplo 6 (Problema do papiro de Kahun): “Metade e um quarto sdo retirados e
ficam 5. Que numero diz isto?”

A equacéo que traduz este problema é x — Gx + ix) =5.

A resolucdo apresentada no papiro é: “O que fica depois de %2 e 1/4 ser retirado de 1?
Resultado ¥2. O que fica é ¥4 se 0 numero fosse 1. Entdo o que fica é 4x1/4 =1, se 0
numero fosse 4x1 = 4. E o que fica é 5x1 = 5, se 0 numero fosse 5x4 =20. Por isso, 0
namero que diz isto é 20.”

Desde a antiguidade, o0 método da falsa posicdo foi utilizado para resolver
problemas traduzidos por equacdes lineares, incluindo alguns bastante complicados.
Estes variam desde problemas praticos a problemas mais ludicos, com um sabor
recreativo.

Os egipcios anteciparam, pelo menos de um modo elementar, um método
favorito da ldade Média. Desde que os arabes o aprenderam, este tornou-se uma
proeminente caracteristica dos textos matematicos Europeus desde o Liber Abaci
(1202), de Fibonacci, as aritméticas do séc. XVI. E de assinalar que também aparece nas
aritméticas (Praticas) portuguesas do séc. XVI.

O método da falsa posicdo manteve-se em uso quase até ao século XX, tendo
sido ensinado aos alunos americanos até aos Ultimos anos do século XIX.
Provavelmente, nenhum destes alunos soube que os egipcios tinham usado 0 mesmo
método, muitos séculos antes.

Mas os egipcios ndo resolviam apenas equacgdes lineares, pois no papiro de
Berlim aparece, pela primeira vez, uma equacao do 2° grau, resolvida pelo método da
falsa posicao.

Exemplo 7 (Problema do papiro de Berlim): “E-te dito ... a area de um quadrado de
100 [cubitos quadrados] € igual a de dois quadrados mais pequenos. O lado de um dos
quadrados é ¥ + Y o lado o outro. Diz-me quais sdo os lados dos dois quadrados
desconhecidos. ”

A resolucédo apresentada pelo escriba é a seguinte: “Toma sempre o quadrado de lado 1.
Entdo, o lado do outro € ¥ + 1/4. Multiplica-os por % + 1/4. D4 % + 1/16, area do
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quadrado pequeno. Depois, juntos, estes quadrados tém uma area de 1 + % + 1/16. Tira
araiz quadrada de 1 + %2 + 1/16. Que é 1 + %. Tira a raiz quadrada de 100 cubitos. Que
é 10. Divide estes 10 por 1 + %. Da 8, o lado de um quadrado. Calcula ¥z + ¥ de 8. D&
6, 0 lado do outro quadrado.”

Na nossa notacéo, este problema poderia traduzir-se pelo seguinte sistema, em que x e y
representam as medidas dos quadrados mais pequenos:

x?+y? =100
= (3+3)
=27y

Supondoquey =1lex = %+ i, entéo

2+ 2—(1+1)2+1—12E
X y- = ) = .

Ora, como x2 + y?deve ser 100, e ndo 1 2 16. Entdo, representando por k a razdo entre
o valor correcto dos lados e o valor assumido, ter-se-ia:

x=kxley=k(%+i).

Donde:
2

1 1 1 1
2 2 _ 1,2 2(—_2 2\ =12 4
x“+y =k +k <2+4> k<1+2+16)

k? (1 + % + 116) deve ser igual a 100, o que implica que

k\/1+1+i=100u k(1+—)=10.
2 16 2

Daqui constatamos que o valor de k € o quociente de 10 por G + %) que é 8, e que

coincide com o valor do lado do quadrado menor. A determinacdo do lado do outro
quadrado é imediata.

Este problema exemplifica a resolucdo de uma equacéo do 2° grau pelo método
da falsa posicdo que, muitos séculos depois, também foi utilizado por Diofanto de
Alexandria (c. 250 d. C.).

Note-se que os lados dos quadrados menores sdo 8 e 6 cubitos. Uma vez que o
lado do quadrado grande € 10 cubitos, os valores dos lados correspondem a um multiplo
do terno pitagorico (3, 4, 5). A solucdo para um problema semelhante, do mesmo
papiro, conduz a dois quadrados de lados 12 e 16 cubitos. A soma das areas € igual ao
quadrado de lado 20 cubitos, que corresponde, novamente, a um multiplo do terno
pitagorico (3, 4, 5).
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No papiro do Cairo aparece um problema que esta relacionado com as medidas de panos
de velas de navios e que também envolve uma equacéao do 2° grau.

Exemplo 8 (Problema 7 do papiro do Cairo): “Se te é dito: Faz uma vela de pano
para o barco, e se te é dito: D& 1000 cubitos de pano para uma vela [quadrada], a
altura da vela estando [na razéo] de 1 para 1 %2 da largura, eis como deves fazer.”

PROGRESSOES ARITMETICAS E GEOMETRICAS

Segundo Lumpkin (1997), Griffith refere que o papiro de Kahun “foi maravilhosamente
escrito em colunas e ainda contém a frase mais tentadora, multiplica por 1/2 até o
infinito...” (p. 11), o que faz lembrar o famoso paradoxo de Zen&o. Infelizmente, o
papiro esta danificado e ndo sabemos o0 que o matematico egipcio encontrou ao deixar

. .. N2 % N
gue n aumentasse indefinidamente na sequéncia (E) . Sabemos que a sequéncia 1/2,

1/4, 1/8, 1/16... 1/64 foi de grande interesse para 0s egipcios que usaram essas frac¢oes,
conhecidas como ‘“olho de Horus”, para medir o grdo. O método egipcio da
multiplicacdo deu aos escribas uma poderosa ferramenta para o célculo e revela alguns
dos seus insights sobre temas como as progressoes.

Lumpkin (1997) refere ainda que, depois de Curtis (1978, p. 896) ter estudado o
método egipcio, concluiu que “os antigos egipcios foram mestres em progressoes
geométricas e construiram todo o seu sistema das operacGes aritméticas basicas em
torno delas” (p. 12).

A facilidade dos egipcios com as progressfes aritméticas € ilustrada na resolucdo do
seguinte problema:

Exemplo 1 (Problema 64 do papiro de Rhind): “Se te digo, divide 10 hégat de
cevada por 10 homens, de tal maneira que a diferenca entre cada homem e o seu
vizinho seja, em héqgats de cereal, 1/8, qual é a parte que cabe a cada homem?”

E visivel neste problema, assim como em problemas semelhantes ao longo do papiro,
que as partes estdo em progressao aritmética.

Ahmes soluciona o problema usando o equivalente a formula moderna para a
soma de uma progressao aritmética. O método de Ahmes também tem o meérito de
tornar a derivacdo desta formula mais intuitiva. Ele determina a distribuicdo media e,
em seguida, adiciona-lhe o produto da diferenca comum por metade do numero de
diferengas. Isto da-lhe a ultima, ou a maior parte, e as outras partes sdo encontradas por
subtraccao da diferenga comum.

Concretamente, temos que a distribuicdo média é de 1 hégat. A maior parte pode

- - 1 Y 7 - - - - ~ 7
ser encontrada adicionando ek média da distribuicdo, metade do nimero de vezes das
diferengas. Contudo, uma vez que ha um nimero impar de diferencas (9), o escriba, em
. .. . 1
vez disso, adicionou metade da diferenca comum (E) num total de 9 vezes e obteve
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9 . 11 . . . . 1
1—, ou seja, 15— como a maior divisdo. Terminou o problema subtraindo 5 a este
valor, 9 vezes, para conseguir cada parte.

Na nossa notacgdo, este problema também poderia ser traduzido pela seguinte equacéo:

X o o X x4t b x4 2=10
X X 3 X 3 X 3 X 3 X 3 X 3 X 3 X 3 X 8—

Resolvendo esta equagdo, obteriamos:

10+ 210 15 1
—_— = = = —_— = e
XT3 x g0~ ” 16

~ 9
Ora, x representa, nesta equacdo, a menor parte; se a menor parte corresponde a 1— e a

. , 9 . ‘ 9 1 -
maior parte serd 14— (pois é o que corresponde a 1 ——+9x)e foi o valor

encontrado pelo escriba.
Estes valores podem ser, facilmente, verificados usando a férmula para o calculo da
soma de uma progressao aritmética:

_ n(a; + ay,)
n — 2 .
Neste caso, temos:
10 (1 - 1% +14 %)
2

S, = &S, =10

. ~ p 9
Em vez de termos resolvido a equacéo, poderiamos ter chegado ao valor 1—1—6 usando
esta formula:

10(x+x+%) 90 9
10 = > @20—20x+§@x—1—1—6

Os egipcios usavam o método da falsa posicdo para resolver outros problemas além dos
tipicos aha problemas. Embora estivessem familiarizados com as progressdes
aritméticas, o problema 40 do papiro de Rhind poderia ter sido resolvido usando a
nocgdo de progressdo, mas ndo foi o procedimento utilizado pelo escriba:

Exemplo 2 (Problema 40 do papiro de Rhind): “Divide 100 paes por 5 homens de tal
modo que as partes recebidas estejam em progressao aritmética e que 1/7 da soma das
trés partes maiores seja igual a soma das duas partes menores. Qual é a diferenca
entre as partes?”
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Este problema envolve a ideia de progressdo aritmética e € semelhante a um tipo de
problemas que apareceu séculos depois sobre sociedades ou herancas.

Comparemos uma resolugdo actual, usando a nocdo de progressdo aritmética, com a
resolucéo dada pelo escriba.

Na resolucdo actual, o 1° termo seria representado por x e a razdo da progressao por r.
Os termos, escritos por ordem crescente, seriam: x + 4r; x + 3r; x + 2r; x + r; x.

O problema é traduzido pelo seguinte sistema:

1
;(x+4r+x+3r+x+2r)=x+r+x
x+4r)+ (x+3r)+(x+2r)+ (x+1r)+x =100

2

11x = 2r 3
{5+ 107 = 100 ° r—ogl
6

O escriba para resolver este problema usou, mais uma vez, o método da falsa posicao,
- ~ ~ 7 1
assumindo que o 1° termo da progressdo € 1 e que arazdo é 5 >

No entanto, ao adicionar as partes assim calculadas, obtém-se 60, e ndo 100, como é o
pretendido. Entdo, tantas vezes quanto 60 é multiplicado para dar 100, cada termo da

progresséo deve ser multiplicado pelo mesmo. O factor de correcgéo € % ou g e as
partilhas desejadas sdo: 1 % 10 % 20, 29% e 38§.

Uma possivel conjectura sobre o raciocinio do escriba é que, como 100 = 60 + 40, ou
seja, 100 = 60 + % X 60 = (1 + g) 60, 0 escriba deve ter-se apercebido que para obter

. . .- 2 P
as partilhas correctas as deveria multiplicar por (1 + 5), e é exactamente o que ele faz.

Note-se que assumir que o 1° termo da progressao é 1 parece natural; mas a suposicao
de que arazdo é 5 % ja parece mais enigmatica. Sera o valor 5% apenas uma escolha de
sorte? O tradutor do papiro de Rhind, Arnold Chace, acha que ndo. Ele sugere um
método que Ahmes poderia ter usado para localizar esse valor. Chace acredita que os
egipcios experimentaram com varias diferencas comuns, comegando com 1, 2 e assim
por diante. Para o primeiro termo, era geralmente usado e assumido o valor 1. Vejamos
as seguintes progressoes:
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Soma dos dois menores —
Progressao 1 o : Resultado
;(soma dos trés maiores)
5 2
1,2,3,4,5,... -1 12
3—-1 > -
1,3,5,7,9,.. 4 -3 1
2 5
1,4,7,10,13, ... 5—4- -
7 7

~ - ) . -~ 2 ,
De cada vez que a razdo aumenta 1 unidade, hd uma diminuicdo de ~na diferenca entre
- 1 ~ .
a soma dos dois termos menores e > da soma dos trés maiores. Quanto deve ser
. . . . .. 2 2
aumentada a razdo para que as duas somas sejam iguais? Divida 1; por - para obter

4 % Adicione 4% a 1 para obter a razdo da progressao 5 %
(Chace, 1979, p. 12)

O problema 79 é extremamente conciso e contém um curioso conjunto de dados, que
parece indicar uma familiaridade com a soma de uma progressao geomeétrica. Consta
apenas de duas colunas, como se apresenta na tabela 9:

Exemplo 3 (Problema 79 do papiro de Rhind):

Coluna 1 Coluna 2
1 2801 Casas 7
2 5602 Gatos 49
4 11204 Ratos 343
Total 19607 Espigas de trigo 2401
Medidas de cereal 16807
Total 19607

Tabela 9 — Problema 79 do papiro de Rhind

No original, na linha referente ao trigo ha um erro, pois aparece o nimero 2301 e ndo
2401; pensa-se que isso se deve a um erro do escriba Ahmes quando copiou o papiro.

Na coluna 2, temos o somatério de 7, 72, 73, 7* e 7°, ou seja, é 0 somatdrio dos termos
de uma progressdao geométrica de razéo 7.

Na coluna 1, a soma da mesma série é dada como 7 x 2801, com a multiplicacdo
efectuada pelo método habitual de duplicagdo. Mas de onde vem o 2801? Que
propriedade supGe esta multiplicacdo?

Somando sucessivamente os termos da progressao tem-se:
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S, =7
S, =7+7x7=7%x(1+7)=56=7x(1+S;)
S;=7%X(14+7+7%x7)=7%x(14+56)=399=7x(1+S,)
Analogamente se obtém:
S, = 7%x(14399) =2800=7x(1+ S;)

Ss=7x(14+2800)=7x(1+ S,) =7 %2801 =19607

Ora, esta multiplicacdo de 2801 por 7 é o que o escriba faz na coluna 1, o que parece
indicar que conhecia a propriedade geral das progressdes geométricas, em que o 1°
termo € igual a razéo e que podemos traduzir por

Spr1 =X (1 +S,),vn€IN

A aplicacdo desta propriedade seria assim uma espécie de verificacdo dos célculos
efectuados na coluna 2.

No entanto, ndo ha qualquer evidéncia concreta de que os egipcios tivessem
conhecimento desta férmula. Uma interpretacdo mais plausivel do que se pretendia é
algo do tipo: “Em cada uma de sete casas ha sete gatos. Cada gato mata sete ratos. Cada
rato teria comido sete espigas de trigo; e cada espiga de trigo podia render sete medidas
de cereal, se tivesse sido semeada. Quanto gréo foi, assim, salvo?”” Ou podemos colocar
a questdao doutro modo, “Casas, gatos, ratos, espigas de trigo ¢ medidas de cereal,
quantos deles havia ao todo?” (Burton, 2006, p. 50)

GEOMETRIA

A geometria egipcia pode ser descrita muito rapidamente. O que tem sido encontrado
nos manuscritos egipcios consiste num conjunto de problemas onde é determinada a
inclinacdo entre uma recta e um plano, ou sdo calculadas areas e volumes de figuras e
solidos.

Vinte e seis dos 112 problemas dos papiros de Moscovo e de Rhind sdo
geométricos. A maioria destes problemas teve origem na procura de formulas
necessarias para o célculo de areas de terras e volumes de celeiros. A solugdo destes
problemas procedia de acordo com instrugdes aritméticas definidas, algumas das quais
estdo correctas e outras ndo. Os egipcios sabiam que o volume de um cilindro é o
produto da area da base pelo comprimento da altura e também sabiam que a area de
qualquer triangulo é dada pelo produto de metade da base pela altura.
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N&o ha registo de teoremas ou de provas; a principal preocupacdo dos egipcios
parecia ser a obtencdo de um resultado util. Algumas das suas formulas estavam apenas
aproximadamente correctas, mas deram resultados aceitaveis para as necessidades
préaticas do dia-a-dia.

Na grande dedicatoria inscrita, de cerca de 100 a. C., no Templo de Horus, em
Edfu, ha referéncia a numerosos terrenos quadrilateros que foram oferecidos ao templo.
Para cada um deles, as areas eram obtidas atraves do produto das médias de dois pares
de lados opostos, ou seja, usando a formula

A =%(a+c)(b+d),

onde a,b,c e d sdo os comprimentos de lados consecutivos. A férmula esta,
obviamente, incorrecta. Isto dd uma resposta relativamente precisa quando o terreno é
aproximadamente rectangular. O que é interessante é que a mesma formula incorrecta
para a area de um quadrilatero ja tinha aparecido muitos anos antes na Antiga Babilonia.

Os problemas geométricos do papiro de Rhind sdo os problemas numerados de
41 a 60, e estdo relacionados com as quantidades de grdo armazenadas em celeiros de
forma rectangular ou cilindrica. Talvez a melhor “descoberta” dos egipcios na
geometria bidimensional foi o seu método para encontrar a area de um circulo, que
aparece no Problema 50 do papiro de Rhind. Relativamente a geometria tridimensional,
a sua melhor proeza foi, sem duvida, o célculo do volume de uma pirdmide truncada,
como ja foi referido.

Exemplo 1 (Problema 50 do papiro de Rhind): “Um campo circular tem 9 khet* de
didmetro. Qual é a sua area?”

Resolucgéo:
“Tira 1/9 do diametro do seu diametro, isto é 1 khet. O resto é 8 khet. Multiplica 8 por
8; 0 que faz 64. Por isso, contém 64 setat® de terra. ”

Ao analisarmos esta resolucao concluimos que este método refere-se ao uso da férmula

2
A= (d — %d) , com d = 9. A derivacdo desta formula pode ser imaginada como se
segue (ver figura 32).

241 khet = 100 covados (cubitos)
1 covado =~ 52,5 cm
% 1 setat = 1 khet?
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Fig. 32 — llustracdo do problema 50 do papiro de Rhind

Suponhamos que o lado do quadrado é d. Entdo a sua area é d?. O quadrado pode ser
dividido em nove quadrados menores, como mostra a figura 32. A area de cada um

1 . , 7 = .
desses quadrados é gdz. A area do circulo é igual a, aproximadamente, sete quadrados,
. 1 . . 63 - 64 63 ~
ou seja, 7 - gdz, que € equivalente a 8—1d2. Se considerarmos adz em vez de 8—1d2, nao

. . 64 .
nos desviamos muito do resultado, e adz tem a vantagem de ser um quadrado perfeito,

8 ,\? . 1 ;)2 i
(5 d) . Isto pode ser escrito como (d - gd) , 0 resultado pretendido.

A formula que utilizamos para calcular a area do circulo é 772, onde r € o raio.
1 ) . ;-
Comor = Ed’ temos que a area do circulo é igual a

(34) =5ne
T ) —477,'

. 1 64 1 64 . . sy .
Considerando anz = adz temos que -7 = —. Dai, o algoritmo egipcio é equivalente,

. ~ 256 ~ oz ~ ;
para a aproximagao w = Yl 3.1605 ..., que ndo € um mau valor uma vez que ndo esta

longe do valor que usamos actualmente, 3.14 ....Contudo, temos que ter em mente que o
método egipcio ndo usava a ideia de uma constante como .

O problema 52 do papiro de Rhind pede para calcular a area de um trapézio
(descrito como um triangulo truncado):

Exemplo 2 (Problema 52 do papiro de Rhind): “Sup®e que te é dito, qual € a area de
um triangulo truncado de terra com 20 khet®® de lado, 6 khet na base, e 4 khet na linha
de corte?”

%61 khet = 100 covados (cubitos)
1 cbvado = 52,5 cm
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A figura seguinte representa o quadrilatero em questdo:

2

Fig. 33 — llustracdo do problema 52 do papiro de Rhind

O célculo ¢é determinado incorrectamente usando, implicitamente, a férmula
1
A= > (b + b")h.

Sera que o autor do papiro pensava que a area de um trapézio era metade da soma dos
comprimentos dos lados paralelos a multiplicar pelo lado obliquo, ou sera que pretendia
que o lado obliquo fosse perpendicular aos lados paralelos? No ultimo caso, ele estaria
correcto.

N&o obstante as magnificas piramides que os antigos egipcios nos legaram, nao
se encontra nos documentos de Matematica egipcia, qualquer determinacdo do volume
de uma piramide. Apenas se encontra a determinacdo do volume de um tronco de
piramide.

A existéncia, no papiro de Moscovo, de um exemplo numérico da formula
correcta para calcular o volume de uma pirdmide truncada é notavel. Nenhum outro
exemplo, incontestavelmente genuino, desta férmula foi encontrado na antiga
matematica oriental e varias conjecturas tém sido formuladas para explicar como
poderia ter sido descoberta. E. T. Bell apropriadamente se refere a este antigo exemplo
egipcio como a “maior piramide egipcia”. H4 também quem lhe chame a pérola da
geometria egipcia. E o problema 14 deste papiro e diz o seguinte:

Exemplo 3 (Problema 14 do papiro de Moscovo): “Método de calcular uma piramide
truncada. Se te disserem uma piramide de 6 ellen?’ de altura, 4 ellen de base por 2 do
cimo.”

Resolucéo:
Calcula o quadrado de 4; resultado 16.
Dobra o 4; resultado 8.
Calcula o quadrado de 2; resultado 4.
Adiciona juntamente 16 com 8 com 4.
Resultado 28.
Calcula 1/3 de 6; 2.
Multiplica por 28; resultado 56.
Olha! E isso, 56! Achaste-o correctamente. ”

271 ellen = 1 covado
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A figura seguinte representa um tronco de piramide recta, de base quadrada,
correspondente a este enunciado.

Fig. 34 — Piréamide truncada

Usando a semelhanca de triangulos podemos deduzir a férmula que nos permite calcular
0 volume do tronco de uma pirdmide.

Consideremos o seguinte triangulo, que corresponde a um corte feito na
piramide, onde h; corresponde a altura da piramide, h € a altura do tronco da piramide, a
corresponde ao lado do quadrado da base e b corresponde ao lado do quadrado do topo
da piramide truncada.

hi-h

hy

NS

N Q

Temos a seguinte relagédo:

h
D Tl (1)
2 2

Supondo que V; corresponde ao volume da piramide e V; corresponde ao volume da
piramide que foi retirada, temos:

Vv, = %azhl e Vv, = gbz(h1 —h).
O volume da pirdmide truncada sera:
V=V, — v2:§aZh1 - §192(111 —h) ()
Resolvendo a expressdo (1) em ordem a h;, obtemos:

277



Anexos

Substituindo em (2), temos:

V_l 2( ah) 1b2<ah h)(:
—3a a—>b 3 a—>b

1{ a3h ah — ah + bh
SV == —b2<—> s
3\a—>b a—>b

1/ a3h b3h
SV == — =
a—b a-—->»

V 1h @ - b7 o
oSV==h|—
3 a—>b

1 (a-b)(a?+ ab + b?)
oV ==h =
3 a—>b

_1 2 2
<:>V—3h(a + ab + b*) Y

Obtivemos, assim, a férmula que nos permite calcular o volume de uma piramide
truncada.

Ora, os célculos efectuados pelo escriba correspondem, exactamente, a aplicacao
desta formula. Os historiadores questionam-se como terdo os escribas egipcios chegado
a este conhecimento.

Uma conjectura explicativa seria a de terem utilizado uma decomposicdo do
tronco da piramide, feita por planos verticais, passando pelos lados do quadrado do
topo. Mas, em cada canto, obteriam uma pirdmide quadrangular em que o lado da base é

-b x p . .
aT. E a questdo surge novamente: “Serd que sabiam determinar correctamente o

volume de uma piramide”? E como teriam la chegado?

Para o volume de uma pirdmide, j& a explicagdo seria mais facil; talvez
comparando o volume de uma piramide e o volume de um prisma com a mesma base e
a mesma altura. Para tal, bastaria arranjar recipientes ocos, das respectivas formas, e
comparar 0s seus contetdos, com &gua ou areia, como fazemos, actualmente, para
ensinar aos nossos alunos as formulas dos volumes.

A verdade é que, qualquer que tenha sido o caminho seguido para obter este
resultado, ele esta correcto.
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Teorema de Pitagoras

Acredita-se que ja era do conhecimento dos egipcios, de ha mais de 1000 anos antes dos
pitagoricos, que o uso dos comprimentos 3,4 e 5, ou comprimentos que tém a razéo 3, 4
e 5, formam tridngulos rectangulos.

Os antigos egipcios usavam uma corda com treze nds, igualmente espacados,
para determinar um angulo recto e, do mesmo modo, determinar a perpendicular a uma
dada recta. A corda de treze nds ficava dividida em doze partes iguais, como podemos
ver na figura 35. Um homem A segurava os dois nds extremos (o 1° e o 139); um
segundo homem, B, segurava 0 4° nd; e um terceiro homem, C, segurava o 8° né.
Afastavam-se, entéo, de forma que a corda ficasse bem esticada. Quando isso acontecia,
tinha-se formado um triangulo rectangulo e, consequentemente, também um angulo
recto.

1°nod 4° 8° 13°
V' Sy iy i Qi | PR R e BRSSO SRR SRS S )
A B C A
°¢

H \\

| &

' N

g"“ ‘\.‘/

| ‘»‘.2‘

' e

s S
@
&

A Gl il

Fig. 35— Modelo da corda de treze nds

Efectivamente, esta técnica permite construir um triangulo cujos lados medem 3,4 e 5,
referentes a unidade de comprimento definida por dois n6s consecutivos.

Embora soubessem construir tridngulos rectdngulos, ndo se acredita que
soubessem que a area do quadrado sobre a hipotenusa € igual a soma das areas dos
quadrados sobre os catetos.

Estes conhecimentos permitiam resolver certo tipo de problemas préaticos tais
como o das marcagdes das propriedades do antigo Egipto que as cheias do Nilo
modificavam e faziam desaparecer todos 0s anos.

No entanto, ha quem defenda que “contradizendo historias repetidas e
aparentemente infundadas, nenhuma prova documental foi encontrada mostrando que os
egipcios tinham conhecimento, ainda que de um caso particular, do Teorema de
Pitagoras” (Eves, 1969, p. 40).

Mas os historiadores ndo sdo unanimes a este respeito e ha opinibes que
contrariam a opinido defendida por Eves.

Em (Lumpkin, 1997) podemos encontrar algumas dessas opinides. Por exemplo,
Robins e Shute (1985) apds terem realizado um estudo intitulado “Mathematical Bases
of Ancient Egyptian Architecture and Graphic Art”, referem que “é dificil fazer este
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estudo e ainda manter a crenca de que 0s egipcios ndo sabiam nada sobre o teorema do
triangulo rectangulo, de que c? = a? + b?” (p. 12).

Lumpkin acrescenta, ainda, a opinido defendida por (Heath, 1981, vol. 1):
“Penso que o teorema do triangulo rectangulo € um melhor nome do que o Teorema de
Pitagoras, porque nada no registo do seu tempo relaciona Pitdgoras com o teorema” (p.
144-147). A autora salienta também a referéncia feita por Li e Du (1987): “Além disso,
outras culturas - babildnica, chinesa e indiana, tém registos que remetem o seu uso do
teorema para uma época anterior a Pitagoras” (p. 28-32).

Mas, ndo hé certezas, tudo o que temos sdo opinides e suposi¢cdes e mantém-se a
questdo: “Sera que oS antigos egipcios sabiam o teorema do triangulo rectangulo?” Para
responder a esta questdo, Lumpkin remete para os dois problemas no papiro de Berlim,
ja mencionados anteriormente. Estes problemas pedem os comprimentos dos lados de
dois quadrados, tal que a soma das areas destes quadrados seja igual a area dada de um
terceiro quadrado. E também dada a relacio entre os lados dos dois quadrados
pequenos. As solucdes obtidas correspondem a quadrados de lados 6, 8, 10 cubitos e 12,
16, 20 cubitos que, em ambos os casos, sdo multiplos do terno pitagorico (3, 4, 5). A
menos que se acredite que o teorema do triangulo rectangulo saiu da cabega de alguma
mumia, podemos supor que a descoberta deste teorema foi precedida de experimentacao
geométrica. Estes problemas do papiro de Berlim sugerem este tipo de experimentacédo
geomeétrica.

Além disso, ao avaliarmos a utilizacdo da corda de treze nos, fica claro que os
egipcios sabiam que um triangulo de lados 3, 4 e 5 possui um angulo recto. No entanto,
de acordo com Boyer (1996), acredita-se que a primeira demonstracdo geral desta
relacdo foi dada por Pitagoras ou um dos seus discipulos, no século V1 a.C.
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ANEXO A.2 - MATEMATICA NA MESOPOTAMIA

Na falta de papiros e com pouco acesso a pedra adequada para a escrita, 0s
antigos babil6nios valeram-se, principalmente, da argila como um meio de escrita. A
inscricdo era gravada em barro himido, com estiletes em forma de cunha. Como a
palavra latina para cunha é cuneus, o estilo de escrita resultante ficou conhecido como
escrita cuneiforme. O barro era cozido ou seco ao sol, obtendo-se uma dureza que
resultou num registo permanente.

Segundo Burton (2006), “estima-se que hoje existam pelo menos 400 000 placas
de argila babilonicas, geralmente do tamanho de uma mao, dispersas pelos Museus de
varios paises. Destas, cerca de 400 placas ou fragmentos de placas foram identificadas
como tendo conte(ldo matematico” (p. 22).

A maior parte do que sabemos sobre a Matematica desenvolvida na
Mesopotamia é relativamente novo. Esta Matemaética é geralmente chamada Matemaética
babilonica, mas deve ser esclarecido que a expressdo Matematica babildnica é usada
apenas por conveniéncia, e que outros povos além dos babilonios, como 0s Sumérios,
Acadios, Caldeus, Assirios e outros povos antigos que habitavam a regido da
Mesopotamia sao subentendidos quando usamos esta expressao.

Devemos 0 nosso conhecimento da Matematica da Antiga Babilonia a
interpretacdo e decifracdo de muitas dessas placas matematicas por alguns estudiosos. O
enigma das inscric¢des foi descodificado, em 1847, por Rawlinson, que aperfeicoou uma
chave anteriormente sugerida por Grotefend. No entanto, a maioria dos nossos
conhecimentos sobre o contetido dessas placas matematicas ndo é anterior a 1935 e é,
em grande parte, devido as notaveis descobertas de Otto Neugebauer e F. Thureau-
Dangin.

As placas com conteddo matematico dizem respeito, principalmente, a trés
grandes periodos bastante separados no tempo. Para Neugebauer, esses periodos sao:

e Periodo antigo (c. 1990-1600 a. C.), que costuma ser designado por Antiga
Babildnia;
e Neo-assirio (c. 700 a. C.);
e Neo-babilonico e seléucida (c. 600 a. C. até a era cristd).

Hoyrup (2003) distingue-as em trés grupos:

e Placas com tabelas: tabelas de reciprocos e de multiplicacdes e (quadrados,
etc.); tabelas de conversdes metroldgicas e tabelas de constantes.

e Placas, pequenas, com trabalhos de Matematica, normalmente circulares ou
quadradas.

e Placas com problemas matematicos.
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Por sua vez, Robson (2007) divide os problemas das placas, provenientes do 2.°
milénio a.C., em trés tipos, de acordo com os tdpicos da Matematica envolvidos na sua
resolucéo:

1. Geométricos: problemas sobre forma, areas de figuras planas, propriedades do
triangulo rectangulo (teorema de Pitagoras) e volume de solidos.

2. Algebra geométrica: Cerca de metade dos problemas contidos nas placas s&o
puramente aritméticos (ou algébricos) e geometricos, e dizem respeito, normalmente a
problemas sobre areas ou volumes que envolvem a descoberta de incdgnitas através de
processos que envolvem “completar quadrados”; conduzindo, muitas vezes, a resolugao
do que actualmente consideramos equacdes do 1.° ou 2.° grau.

3. Problemas préticos: Muitos destes problemas envolvem a utilizacdo de constantes
que aparecem nas tabelas de constantes e ndo sdo fornecidas nas proprias placas.
Geralmente correspondem a trabalhos sobre construgdes; volumes de objectos
cilindricos; precos de bens e comércio; herangas e divisdes de propriedades.

Muitas destas placas encontram-se, actualmente, em diversos museus de todo o mundo
e a sua designacdo depende da colecgdo a que pertencem. Geralmente, estas placas sdo
referenciadas por uma sigla, que indica o local onde estdo arquivadas e o respectivo
namero nessas coleccBes. Por exemplo:

e BM 13901 — Museu Britanico (British Museum).

e VAT 8389 — Museu de Berlim.

e AO 8862 — Museu do Louvre.

e Str. 368 — Universidade de Estrasburgo.

e YBC 7289 — Coleccao babilonica da Universidade de Yale, nos E.U.A (Yale
Babylonian Collection).

Ha& algum tempo, foi revelado que as grandes colec¢Bes babildnicas nos Museus
Britanico e do Louvre, nas Universidades da Pensilvania, da Columbia e de Yale
continham muitas placas cuneiformes invulgares que ndo estavam decifradas.

Os estudos exaustivos de Otto Neugebauer, concretizados na década de 1930,
revelaram que se tratava de tabelas e textos matematicos e, portanto, foi encontrada uma
chave para a interpretagdo do seu conteudo. Principalmente, por meio da decifracdo,
traducéo e interpretacdo deste estudioso, foi impulsionada uma viséo inteiramente nova
sobre o contributo dos babildnios para o desenvolvimento da matematica antiga.

Posteriormente, na década de 1980, outros historiadores se juntaram nesta tarefa,
nomeadamente, Jens Hoyrup e Eleanor Robson. Além de possuirem formacao
matematica, estes historiadores conhecem as linguas antigas em que 0s textos estdo
escritos e, assim, procuram integra-los no contexto cultural em que foram escritos.

Esses ultimos estudos conduziram a uma reinterpretacdo dos conteudos dos
procedimentos utilizados na “algebra” da Antiga Babilonia. Mais concretamente, foi
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evidenciado que as operacOes envolvidas ndo podiam ser operagdes com numeros, mas
operacdes concretas sobre figuras geométricas, ainda que de caracter intuitivo.

A chave para os avancos feitos pelos babilonios parece ter sido o seu sistema numerico
notavelmente facil. A escala de numeracdo babilénica ndo era decimal, mas sexagesimal
(base 60). A notacdo sexagesimal permitiu que o célculo com frac¢des fosse tdo facil
como com numeros inteiros e levou a uma “algebra” bastante desenvolvida. Isso era
impossivel para os egipcios, para quem as operacdes com fracgdes podiam envolver
muitas frac¢des unitarias, tornando uma simples divisdao num problema dificil.

Os babilonios foram os Unicos a utilizar, ainda que parcialmente, um sistema de
numeracdo posicional, antes dos gregos. A grande vantagem de um sistema de
numeracdo posicional em relacdo a outros sistemas (como por exemplo, o dos egipcios)
€ que um conjunto limitado de simbolos é suficiente para expressar numeros, ndo
importa qudo grandes ou pequenos sejam.

As desvantagens da numeracdo egipcia sdo ébvias. Representar, mesmo nimeros
pequenos, pode exigir muitos simbolos (por exemplo, para representar 999, eram
necessarios 27 hieroglifos); e para cada nova poténcia de 10, um novo simbolo tinha de
ser inventado.

SISTEMA DE NUMERACAO POSICIONAL SEXAGESIMAL

Para perceber a aritmética babildnica, € necessario compreender o seu sistema de
numeracao.

Os babil6nios usavam um sistema sexagesimal posicional incompleto. Um sistema
sexagesimal completo necessitava de um simbolo para o zero e para outros 59 digitos.
Contudo, os babil6énios ndo tinham um simbolo para o zero e os outros 59 digitos eram
escritos como combinagdes de dois simbolos diferentes:

Y =1 e { =10.

Os babildnios usavam o principio da adi¢do na representacdo cuneiforme.

Note-se que, devido ao uso de uma notacdo sexagesimal, o simbolo que
representava a unidade podia ser usado até nove vezes enquanto o simbolo que
representava as dezenas podia ser usado, no maximo, cinco vezes.

E interessante notar que a escrita era, muitas vezes, simplificada usando um

T

simbolo para a subtrac¢do. O simbolo que representava a subtraccéo era
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Como exemplos de numeros escritos utilizando esses simbolos, temos:

25=2x10+5= ( VVVV‘V

38 =40-2= %ivfﬁ;

Este sistema de numeragdo é, no entanto, um misto em que, apesar de nimeros
superiores ou iguais a 60 serem escritos em conformidade com o principio posicional,
0s numeros menores que 60 eram escritos por um sistema de agrupamento simples, de
base 10. Como ilustracdo de um numero superior a 60, escrito neste sistema de
numeracao, temos:

524 551 = 2 x 60° + 25 x 607 + 42 x 601 + 31 = Y V{ ????? fVV((( Y

Este sistema de numeracgdo posicional sofreu, até cerca de 300 a.C., a falta de um
simbolo para o zero. A notacdo posicional babil6nica prestou-se a interpretacdes dubias
pois, devido a falta do zero, ndo havia nenhuma maneira de distinguir entre os nimeros
1x60 + 24 = 84e1x60% + 0x60 + 24 = 3624, uma vez que cada um deles
era representado, em escrita cuneiforme, por:

VALY YV Y

A ambiguidade resultante nas placas de argila existentes é, muitas vezes,
resolvida apenas por um estudo cuidadoso do contexto.

As vezes, um espaco era usado para indicar que um lugar sexagesimal estava em
falta, mas essa regra nao foi estritamente aplicada uma vez que poderia gerar confuséo.
Alguém, ao copiar uma placa, poderia ndo observar o espaco vazio e colocar 0s
simbolos mais préximos, alterando, assim, o valor do nimero. (Apenas num sistema
posicional a existéncia de um espaco vazio deve ser especificada e, por isso, 0s egipcios
ndo tiveram este problema.)

A A

A partir de 300 a.C. foi introduzido um outro simbolo, A ou /} que
representava um espago reservado dentro de um numero, indicando, assim, um espaco
vazio entre dois digitos. Com isso, 0 nimero 84 era facilmente distinguido do 3624,
sendo este ultimo representado por

XEAAAA!

Outra ambiguidade do sistema sexagesimal posicional resulta da falta de uma
virgula sexagesimal e, portanto, da indica¢do do valor absoluto do nimero. Podemos
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dizer que, para os babildnios, a virgula sexagesimal tinha o caracter de uma virgula

flutuante. Assim, <'( q , podia representar 20 ou 20 X 60 ou g ou % etc.

Para colmatar esta lacuna, vamos usar uma convencdo, introduzida por
Neugebauer, que consiste em utilizar um ponto e virgula para separar nimeros inteiros
de fraccBes, enquanto todos os outros lugares sexagesimais serdo separados, entre si,
por virgulas. Com a presente convencdo, 25,0,3; 30 e 25,0; 3,30 representardo,
respectivamente,

30 1
25X602+0X60+3+@=90003§

25><60+0+3 30—15007
60 602 120°

Note-se que nem o ponto e virgula, nem a virgula, tinham qualquer equivaléncia
nos textos cuneiformes originais.

Tendo em conta o exposto, podemos concluir que os babildnios da antiguidade
nunca alcancaram um sistema posicional absoluto. A sua representagdo numeérica
expressava a ordem relativa dos digitos, e apenas o contexto é que decidia a magnitude
de um numero escrito na forma sexagesimal, mas, devido & grandeza da base, era
geralmente evidente o valor pretendido.

Segundo Burton (2006), o uso da notacdo sexagesimal babilénica foi confirmado
por duas placas encontradas, em 1854, em Senkerah, pelo gedlogo inglés W. K. Loftus.
Estas placas, que datam provavelmente do periodo de Hammurabi (2000 a.C.), ddo os
quadrados de todos 0s nimeros inteiros até 59 e os cubos dos nimeros inteiros até 32.

Na placa dos quadrados lé-se, facilmente, até 72 ou 49. A seguir, onde
esperdvamos encontrar 64, o que aparece € 14; a Unica coisa que faz sentido é
considerar que 1 vale 60. A seguir a 82, o valor de 9% é representado por 121,
implicando novamente que o digito esquerdo deve representar 60. O mesmo esquema é
seguido por toda a tabela até chegarmos a Ultima entrada, que é 58 1; que s6 pode
significar 581 = 58 x 60 + 1 = 3481 = 592,

A questdo de como se originou o sistema sexagesimal foi levantada ha muito e
tem recebido diferentes respostas ao longo dos tempos.

Segundo Tedo de Alexandria (séc. IV d. C.), 60 foi de entre todos os nimeros o
mais conveniente uma vez que € 0O menor numero com mais divisores e,
consequentemente, pode ser mais facilmente manipulado. O ponto de vista de Teéo
parecia estar relacionado com o facto de 60 ter um grande numero de divisores proprios,
nomeadamente, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20 e 30 e, assim, algumas fraccdes Uteis
poderiam ser representadas convenientemente; como é o caso de 1/2, 1/3 e 1/4 que
poderiam ser representadas do seguinte modo:
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~=2=0;30; Z=20=0;20; 1= =015

Uma outra teoria atribui uma origem ‘“natural” para o sistema sexagesimal; de
acordo com esta teoria 0s antigos babildnios tinham notado que o ano tinha 360 dias e,
por isso, a base 360 teria sido escolhida, inicialmente, e depois reduzida para 60. No
entanto, talvez a explicacdo mais satisfatoria seja que a base 60 evoluiu da fuséo entre
dois povos dos quais um tinha adoptado o sistema decimal, enquanto o outro trouxera
consigo um sistema de base 6, que oferecia a vantagem de ser divisivel por 2 e por 3. (A
origem do sistema decimal ndo é logica, mas anatdmica; os seres humanos tinham um
abaco natural - os seus dedos das méos e dos pés.)

OPERACOES NO SISTEMA SEXAGESIMAL

As operacdes neste sistema realizam-se de um modo completamente analogo as nossas e
este sistema tem ainda uma grande vantagem sobre 0 nosso sistema decimal. Segundo
Estrada (2000b, p. 72), essa vantagem consiste no seguinte:

Sabemos que 60 = 22 x 3 x 5¢e 10 = 2 x 5. O facto de 10 = 2 x 5 significa, como se
sabe, que, na base 10, todas as fraccdes cujos denominadores sejam do tipo 2% x 58,
com a e B € INo, sdo redutiveis a fracgdes decimais e, portanto, representaveis por
dizimas finitas. Consideremos 0s seguintes exemplos:

7 7%x5% 175

— = = =1,75

227 22%x52° 100

3_3><2_6_06

5 5x2 10

11 11%x2 22
=0,22

2x52 22x52 100
Todas as outras fraccdes que ndo estejam nestas condicBes, correspondem a dizimas
infinitas periddicas, como por exemplo: % =0,(3) ou Z = 0,8(3), etc.
Analogamente, como 60 = 22 x 3 x 5, significa que, na base 60, todas as fraccGes

cujos denominadores sejam do tipo 2% x 3f x5Y, com a, fey € INy, Ssdo
representaveis por expansdes sexagesimais finitas.

1 5
Assim, as fraccoes 3 e P que, na base 10, sdo representaveis por dizimas infinitas

periddicas, sdo representaveis por expansdes sexagesimais finitas na base 60.

Para facilitar a multiplicacdo, muitas vezes era usada a formula
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_(a+b)*—a®-b?

ab >

Mas, ainda melhor ¢ a seguinte formula

b_(a+b)2—(a—b)2
= 7 :

que mostra que uma tabela de quadrados era tudo o que os escribas babildnicos
necessitavam para multiplicar nimeros. Depois de encontrarem, na tabela, a diferenca
dos dois quadrados, bastava calcularem um quarto dessa diferenca.

A divisdo é um processo mais dificil e os babilonios ndo tinham um algoritmo para a
divisdo, como os egipcios que utilizavam o método da duplicagdo. Em vez disso,
baseavam o seu método no facto de que a dividido por b € 0 mesmo que a multiplicado

elo reciproco de b; ou seja, 2 _axi Portanto, tudo o que era necessario para dividir
b b

era uma tabela de inversos. Assim, depois de terem encontrado, na tabela (ou por
calculo), o reciproco do divisor, precisavam apenas de multiplica-lo pelo dividendo.

Os babil6nios deram algumas aproximacdes interessantes para as raizes quadradas de
1

Neh SupOe-se

, ~ . 17 17
ndmeros que ndo eram quadrados perfeitos, como — para V2 e — para

que os babilénios poderdo ter usado a seguinte férmula de aproximacéo

h
va?+h=a+—.
2a

Uma notavel aproximagdo para v/2 é dada na placa YBC 7289, de cerca de 1600 a. C.,
representada na seguinte figura:

Fig. 36 — Placa YBC 7289
(Bill Casselman, http://www.math.ubc.ca/~cass/Euclid/ybc/ybc.html)
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A figura seguinte esquematiza o quadrado representado nesta placa:

30

124 b1 10
42 25 35

Fig. 37 — Quadrado representado na placa YBC 7289.

Tendo em conta que 0os numeros babildnicos sdo ambiguos, por ndo haver indicacdo
sobre onde termina a parte inteira e comeca a parte fraccionaria, vamos supor que 0
primeiro nimero € 1; 24,51, 10. Convertendo-0 para 0 nosso sistema decimal, obtemos
1,414212963, considerando 9 casas decimais. Calculando 30 x (1; 24,51,10),
obtemos 42; 25,35, que corresponde ao segundo numero.

Assim, 0 nimero 1; 24, 51,10 seria um valor aproximado para V2 e 42; 25,35
corresponderia ao valor da diagonal do quadrado. Uma vez que v2 = 1,414213562
(com 9 c. d.), o valor aqui obtido é uma admiravel aproximag&o para V2.

Além disto, isto mostra uma boa compreensdo do Teorema de Pitdgoras, 0 que sera
analisado posteriormente.
Agora, coloca-se a questdo de como os babildnios terdo encontrado esta extraordinaria

aproximacao para v2. Muitas s&o as conjecturas que tém surgido, sendo uma delas a
proposta por Neugebauer e que a seguir € descrita.

Segundo Neugebauer, os babilonios comegariam por obter valores aproximados de v,
por defeito e por excesso. Se o primeiro valor aproximado a, fosse um valor

aproximado por excesso, teriamos a, > +/n; um valor aproximado por defeito seria
n
bo _ a_o

A partir destes dois primeiros valores seriam obtidos outros, utilizando o algoritmo:

onde, para cada iteracdo (ay, by ), paratodo k = 1,2, 3, ..., 0 valor de b, representa uma
maior aproximagcéo de v/n.
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O erro da aproximacéo é dado por E = |b,> — n|. Se o valor de E for menor do que a
precisdo ¢ pretendida, entdo o valor de b, sera o valor aproximado para a raiz quadrada.

- e . . 3
No caso de /2, o valor inicial de a, seria >

Neugebauer afirma que a sua conjectura, embora impossivel de confirmar, explica o

resultado obtido, neste caso, para v2, e ainda o valor aproximado de /28,20
encontrado noutro texto.

E de referir ainda que existe um grande nimero de placas do terceiro século a.C. que
fazem uso explicito das regras dos sinais na multiplicagao.

RESOLUCAO DE EQUACOES

Distintas das placas que continham tabelas sdo as placas que lidam com problemas
algébricos e geométricos. Devido ao conteido dos textos destes dois tipos de placas, €
comum categorizéa-los em textos-tabelas e textos-problemas. Estes Gltimos geralmente
apresentam uma sequéncia de problemas numéricos, intimamente relacionados,
juntamente com os calculos pertinentes e as respostas; muitas vezes, o texto termina
com as palavras “Tal é o processo”. Embora nenhum deles apresente as regras gerais, a
coeréncia com que os problemas foram tratados sugere que os babilonios (ao contrario
dos egipcios) tinham algum tipo de abordagem teérica da Matematica. Os problemas,
muitas vezes, parecem ser exercicios intelectuais, em vez de tratados sobre
levantamentos topograficos ou contabilidade, e evidenciam um interesse abstracto em
relacfes numéricas.

A élgebra que era praticada pelos babilénios caracterizava-se pela aparente falta de
férmulas, as técnicas empregues para a solucdo de equacgdes do primeiro e segundo grau
eram basicamente discursivas.

Equacdes do 1° grau

H& poucas equacdes lineares nos textos babilénicos que sobreviveram e poucos
apresentam um algoritmo de resolucdo. Vejamos, por exemplo, o seguinte problema:

Exemplo 1 (Placa BM 13200%): “Encontrei duas pedras iguais de massa
desconhecida. Quando subtrai 3 minas®, restaram 17 minas. Qual é a massa de uma
das pedras?”

%8 Os problemas das placas babilonicas, aqui apresentados, foram retirados de (Lagarto, s/d).
1 mina=5712¢g
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Este problema corresponde, em notacdo moderna, a equacdo 2x —3 = 17. Vejamos a
“receita” utilizada pelo escriba para o resolver: “...some 3 com 17 e divida o resultado
por 2...”.

Este método corresponde, exactamente, ao nosso método, mas em vez de ser resolvido
através de uma formula é resolvido de forma discursiva.

Geralmente, para resolver equagdes lineares do tipo ax = b, eram consultadas tabelas.
Os escribas consultavam a tabela de reciprocos para encontrar 1/a e, em seguida,
multiplicavam o numero encontrado na tabela por b. Um exemplo de um problema que
aplica este processo € o seguinte:

Exemplo 2: “Suponha que 2/3 de 2/3 de uma certa quantidade de cevada é tomado,
100 unidades de cevada sé@o adicionadas e a quantidade original é recuperada. Qual é
a quantidade de cevada?”

A solucdo dada pelo escriba é: calcula 0; 40 vezes 0; 40 para obter 0; 26, 40. Depois
subtrai isso a 1; 00 para obter 0; 33, 20. Procura o reciproco de 0; 33, 20 numa tabela
para obter 1; 48. Multiplica 1; 48 por 1,40 para obter a resposta, 3,0.

Para melhor entendermos os célculos indicados pelo escriba vamos traduzi-los na nossa
notacdo algébrica, usando 0 nosso sistema numérico, o que também j& foi feito no
enunciado. Temos de resolver a equacéo

sz + 100 =
3 3x =X

, . . . ~ 4
que é equivalente, como o escriba sabia, a resolver a equagéo (1 —;)x = 100. Por
. . 2 2 - 4 .
isso, o escriba calculou 3X35¢€ subtraiu o resultado a 1 para obter 1 —5 Depois,

1 . .y
procurou na tabela o valor de 8 portanto, x foi encontrado multiplicando o valor
9

encontrado na tabela por 100, dando 180 (o que corresponde a 1; 48 vezes 1, 40 que da
3, 0, no sistema sexagesimal).

Na placa YBC 4652 aparecem varios problemas, todos semelhantes, cujo objectivo é
descobrir o peso “original” de uma pedra, dando origem a equagdes do 1° grau. Vejamos o
seguinte exemplo:

Exemplo 3 (Placa YBC 4652): “Encontrei uma pedra, mas ndo a pesei. Depois somei-
Ihe a sétima parte do seu peso e depois a décima primeira parte deste novo peso. Pesei
o total: 1 mina®*. Qual era o peso original da pedra?”’

% 1 mina = 60 gin
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Podemos traduzir este problema pela equagdo (x + ;) + 1—11(x +§) = 60. O escriba

apenas apresenta a resposta que, neste caso, é 48 +% [gin]. Talvez os procedimentos

para encontrar as solucdes para estes problemas se encontrem em placas que ainda ndo
foram descobertas (Katz, 1998).

Os outros problemas desta placa, pelo menos todos 0s que se conseguem interpretar,
comecam da mesma forma “encontrei uma pedra, [mas] ndo a pesei ”, seguindo-se um
enunciado resollvel actualmente através de uma equacdo do 1° grau. Problemas
semelhantes, que podem ser resolvidos através de equagdes do 1° grau, podem ser
encontrados em textos matematicos egipcios sensivelmente da mesma época (Chace,
1979).

Por outro lado, mais detalhes eram dados para a solucao de sistemas de duas equacdes
lineares com duas incégnitas. E um dos métodos usado, fazendo uma sugestdo
conveniente e depois ajustando-a, mostra que os babilénios também compreendiam a
linearidade. O primeiro problema da VAT 8520 é um exemplo deste tipo de problemas,
além de todos os problemas encontrados nas placas VAT 8389 e VAT 8391, que
remontam a primeira dinastia babilénica (cerca de 1900 a.C.).

Os problemas das placas VAT 8389 e VAT 8391 dizem respeito a producédo de
cereal em dois campos. Se designarmos a como a producdo por unidade de &area do
primeiro campo e x como a area do primeiro campo, b como a producao por unidade de
area do segundo campo e y como a area do segundo campo, a maioria dos problemas
destas placas pode ser formulada, usando a notacdo moderna, do seguinte modo:

Vejamos o primeiro problema da VAT 8389, que contém apenas quatro problemas,
todos resolvidos pelo método da falsa posicéo.

Exemplo 4 (Problema 1 da Placa VAT 8389): “Um de dois campos rende 2/3 sila®
per sar*?, 0 outro campo rende % sila per sar. O primeiro campo rende mais 500 sila
do que o segundo campo; a area dos dois campos juntos é de 1800 sar. Qual € a area
de cada campo?”

E facil traduzir este problema num sistema de duas equacdes, com x e y representando
as duas areas desconhecidas:

8 1 sila = 1dm®
21sar=36m°
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2 1
{gx—zy =500
x +y = 1800

Uma solucdo moderna consistira em resolver a segunda equacdo em ordem a x e
substituir o resultado na primeira equacdo. Mas o escriba babilonico fez a suposi¢édo

inicial de que x e y eram ambos iguais a 900. Depois, determinou que 2 X 900 — % X

900 = 150. A diferenca entre o pretendido 500 e o calculado 150 € 350. Para ajustar
as respostas, o escriba, provavelmente, percebeu que cada unidade que é aumentada ao

.. , / ~ 2 1 2 1
valor de x e diminuida ao valor de y da um aumento, na “funcéo” 3X =3V de 3tT5=

7 ~ . . ~ 7
= Entdo, o escriba precisava apenas resolver a equagao —z = 350 para obter o aumento

necessario, z = 300. Adicionando 300 a 900 da 1200 para x e subtraindo d& 600 para
y, obtendo, assim, as respostas correctas.

Vejamos a resolucdo dada pelo escriba para resolver, de um modo geral, um problema
deste tipo, traduzido pelo sistema:
ax —by=c

x+y=d

Os célculos indicam que para encontrar x e y, 0 escriba comecga por considerar uma
~ X+ . ~
solucdo falsa: neste caso, xy =y, = Ty Em seguida, calcula a producdo de cada

campo (a que chama “falso grdo”), que é, na nossa notacao, ax, € by,.

De seguida, o escriba calcula o excesso de producéo do primeiro campo sobre 0
segundo: ax, — by,. Seja ¢, 0 excesso. A seguir calcula a producdo que falta para
satisfazer as condi¢bes do problema. Na nossa notacdo, a producdo que falta €
representada por ¢ — c,.

Depois disso, 0 escriba calcula a + b. Esta quantidade é precisamente a
producdo excedentéaria do primeiro campo sobre o segundo quando adicionamos uma
unidade de area ao primeiro campo e subtraimos uma unidade de area ao segundo
campo.

Para compensar a produgdo em falta, ¢ — c,, temos que igualar o excesso a + b
a ¢ —cy, um problema que pode ser resolvido por meio da proporcionalidade, um
campo de estudo em que o0s antigos matematicos pré-gregos se destacaram. De facto,
para que 0 excesso a + b seja igual a ¢ — ¢, temos que multiplicar a + b pelo numero
de unidades da area a ser adicionado a x,. A quantidade resultante deve, entdo, ser igual
ac — cp.

O escriba sabe que o nimero de unidades da area a ser adicionado a x,, que
podemos designar por z, € obtida multiplicando o inverso de a+ b por ¢ —c,. O
namero z, assim obtido pelo escriba, é adicionado ao primeiro campo e subtraido ao
segundo campo, obtendo-se, assim, as areas reais dos campos que sdo, por conseguinte,
Xo + z €y, — z, respectivamente.
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Note-se que

a+b a+b

_c—%c>_fu—by—m%—b%)

)

donde, apds algumas simplificacGes, se obtém

Xy
zZ = 2 .
Além disso, consideramos
xX+y
Xo =Yoo= >
Assim, de facto,
xX+y x-—y
Xo+2z= > + >
e
_ X+ y X—=Yy _

Este é um procedimento claramente aritmético. A resolucdo inscrita na placa permite-
nos ver que consiste num método aritmético de falsa posicdo: o escriba comeca por
atribuir um valor numeérico as quantidades procurados (isto &, as areas dos campos), que
é reconhecido como sendo falso, a priori. Usando os valores falsos e os dados indicados
no enunciado do problema, o escriba obtém novos dados. Os novos dados (aqui o “falso
grdo”), podem depois ser compensados para, finalmente, conduzirem a uma solucéo
correcta.

Este método da falsa posicdo é usado para resolver muitos dos problemas das
placas babilénicas (por exemplo, das placas Str. 368, VAT 7535 e VAT 7532, além das
placas acima mencionadas).

Segundo Eves (1969), ha muitos problemas na Matematica babilonica que conduzem a
sistemas de equacgOes simultaneas, havendo um exemplo de um problema que da origem
a um sistema de dez equacdes com dez incognitas!

Equacdes do 2° grau

E na resolucdo de equacdes quadraticas que os escribas babildnicos revelaram a sua
maior pericia. Existem dezenas de placas que indicam que os babil6nios de 2000 a.C.
estavam familiarizados com a nossa formula para resolver equagdes quadraticas,
denominada férmula resolvente.

Na Placa BM 13901 encontram-se 21 problemas que déo origem a equag6es do 2° grau
ou a sistemas de equacOes, em que uma das equacles € do 2° grau, e outros trés
problemas que estdo ilegiveis. O objectivo dos problemas é sempre descobrir o lado de
um quadrado.
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Os escribas apoiavam-se frequentemente em vocabulario e nogdes geométricas
para formular os seus problemas. A incognita chamavam lado e & sua elevacdo a
poténcia 2, chamavam quadrado; tradicdo perpetuada até hoje. Quando se tratava de
resolver sistemas de duas incognitas, a uma chamavam comprimento e a outra, largura.

Vejamos o primeiro problema desta placa que é um exemplo da ”algebra
babilonica”:

Exemplo 5 (Problema 1 da Placa BM 13901): “Adicionei a area e o lado do meu
quadrado, obtive 0; 45.”

Em notagdo moderna, poderiamos expressar o conteldo deste problema através da
seguinte equacao:
x2+x= E
60
Os escribas babilénicos apresentaram a solucdo deste problema, onde os detalhes séo
descritos por instrucoes verbais, da seguinte forma:

“Tu poréas 1, a unidade. Tu fraccionaras em 2 e obteras 0;30. Multiplicaras 0;30 por
0;30 e obteras 0;15. Adicionaras 0;15 a 0;45 e obteras 1. Este é o quadrado de 1. De 1
subtrairas 0;30, que quadraste, e obteras 0;30 que é o lado do quadrado. ”

A solucdo apresentada pelo escriba esta correcta, mas o que estd explicito sdo os
calculos indispensaveis para chegar ao resultado; ndo ha um Unico comentério sobre o
processo adoptado.

Convertendo estas etapas em notacdo algébrica moderna, temos que:

= |3) +os-1e
2 2
©x=+0;154+0;45-0;30
ex=V1-0;30
ox=1-030s

<x=0;30

Assim, as instrugdes do escriba babildnico conduzem-nos a uma formula, equivalente a
nossa conhecida regra

= ) 4o
= \z) Ty
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para resolver a equacdo quadratica, x? + bx = ¢, em que o coeficiente de x é 1,e b e c
sdo positivos mas ndo necessariamente inteiros. Embora o escriba babilénico nédo
dispusesse de uma férmula algébrica, as instrucbes destes exemplos concretos sdo tdo
sistematicas que nos levam a crer que estes problemas foram destinados para ilustrar
uma técnica geral, equivalente a nossa formula resolvente.

Agora impde-se-nos a questdo de como terd o escriba chegado a esta resolugédo?

Thureau-Dangin (1938) d&, as instrucdes do escriba, a interpretacdo algébrica que a
seguir se apresenta:

Partindo da equacdo x2 + x = ¢, 0 processo indicado pelo escriba conduz a equacéo

e e )
*tx+(5)] =ct+(3),
que € equivalente a
1\? 1\?
(+3) =e+(3)
Donde,
5= ) +(3) -3
—= -] ex= =] —=.
T T T2

Sob este ponto de vista, 0 método indicado corresponderia ao que consta em muitos dos
nossos manuais escolares (principalmente do 9° ano), relativamente a resolucdo das
equacBes do 2° grau sem a aplicacdo da férmula resolvente. O pretendido é a
transformacdo do 1° membro da equacdo num quadrado, procedimento em que 0s
alunos costumam revelar muitas dificuldades. O método corresponderia entdo a
“completar o quadrado”, do ponto de vista algébrico.

N&o obstante esta interpretacdo, de acordo com alguns historiadores, os matematicos
babilonicos tinham conhecimento da formula. No entanto, ndo foram capazes de a
expressar como tal, uma vez que ndo tinham simbolos para o fazer.

O argumento principal que apoia a ideia de uma algebra babilonica €, portanto, a

possibilidade de traduzir os problemas e calculos babil6nicos num simbolismo
aritmético - algébrico moderno. No entanto, este € um argumento cuja validade nédo é
suportada pela evidéncia historica.
H4&, no entanto, uma interpretacdo completamente diferente deste tipo de problema. De
facto, durante os ultimos anos, Hoyrup tem estudado os problemas das placas
babilonicas, bem como os termos nelas utilizados. E, para Hoyrup, a “algebra
babilonica” ndo pode ter sido aritmética, mas deve ter sido organizada na base de uma
geometria ndo dedutiva “ingénua”. Esta geometria consiste numa “geometria de recortar
e colar”, na qual calculos aritméticos complicados resultam da interpretacdo classica
correspondente a transformacBes geométricas simples.
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Apbs fazer uma analise rigorosa, tendo em conta o contexto da Antiga Babilonia,
Hoyrup (2003) concluiu que:

1. a equacdo corresponde a adicdo de duas areas: a area de um quadrado de lado
desconhecido x e a area de um rectangulo de lados x e 1;

2. as instrucbes do escriba estdo relacionadas com operacdes concretas na
“geometria do recorta e cola”, que se podem traduzir do seguinte modo:

Interpretacdo de Hoyrup Interpretacio geométrica
e dividir ao meio o rectangulo que 1 15
. . ™ 2 AN 2 s
se adicionou ao quadrado; |
| T
I X
| N
< 1 X D
e deslocar uma das partes para
formar um gnémon;
1
2
e completar o quadrado pela |
juncéo de outro quadrado; |
I
I
T |
-
2 |
NS L ___
1
<3572
e determinar o lado do quadrado
maior e, finalmente, o lado do
quadrado desconhecido.

Neste caso, também se “completa o quadrado”, mas do ponto de vista geométrico.

Esta interpretacdo geomeétrica € bastante diferente da interpretagdo cléssica, que Vvé tais
problemas como problemas que lidam com numeros cujas solucdes sdo baseadas no
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raciocinio aritmético (ou algébrico). Assim, enquanto para Neugebauer 0s conceitos
geométricos desempenham apenas um papel secundario na algebra babilonica, para
Hoyrup, a “geometria do recorta e cola”, € a base em que tais problemas foram
colocados e resolvidos. A nova interpretacdo da algebra babilonica leva-nos a uma
reavaliacdo do papel da aritmética e da geometria no aparecimento da algebra.

Mas, esta nova interpretagdo da algebra Babilonia, relacionada especialmente com o0s
problemas cuja traducdo no nosso simbolismo moderno podem ser vistos como
equacOes de segundo grau, ndo exclui a existéncia de uma corrente numérica na algebra
babilonica. De facto, hd muitos problemas, especialmente os relacionados com o
comércio babilénico, que ndo se prestam a uma interpretacdo geométrica. Este também
€ 0 caso de certos problemas que se resolvem através de equacbes do primeiro grau,
como ja foi analisado anteriormente.

O problema 2 da mesma tabela € semelhante ao primeiro mas, neste caso, obtemos uma
equacdo do tipo x? — bx = c. Para resolver esta equacéo, as instrucdes do escriba
coincidem com a aplica¢do da seguinte formula:

b\? b

X = (E) +c+ E

E de notar que, tanto neste problema como no anterior, a solu¢do indicada é a raiz

positiva das duas raizes da equacdo quadréatica e a Unica que faz sentido na resolucéo de

problemas “reais”. De facto, os problemas que deram origem a estas equagdes estavam,

geralmente, relacionados com areas, em que x representava o lado do quadrado e, como
tal, ndo fazia sentido que fosse negativo.

O problema 3 da referida placa traduz-se por uma equacdo quadratica do tipo ax? +
bx = c. Mas, neste caso, 0 escriba babilonico ndo o resolveu como Al-Kwarizmi o faria,
reduzindo o coeficiente do termo em x2 a unidade. Para resolver este problema, o
escriba babilénico multiplicou ambos os membros da equacdo pelo coeficiente em
x2,como também Diofanto de Alexandria procederia mais tarde. Assim, obteve uma
equacdo do tipo (ax)? + abx = ac, que é resolvida considerando como incognita
y = ax. Este é, seguramente, um dos primeiros casos registados em que é feita uma
mudanca de variavel!

Segundo Hoyrup, o problema 23 da mesma placa (BM 13901), traduzido pela equagéo
x% + 4x = 0; 41,40, é do tipo do problema 1, analisado anteriormente, e podia ter sido
resolvido de uma forma analoga. Contudo, ele é colocado quase no fim da placa, entre
os problemas mais dificeis. Talvez, a dificuldade estivesse na maneira de o resolver,
podendo pensar-se que pertenceria a um conjunto de problemas curiosos ou dificeis que
0S agrimensores poriam, uns aos outros, como desafios.
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Uma prova usada pelo matematico arabe Al-Kwarizmi para resolver um problema
traduzido pela equacdo x2 + 10x = 39 tem semelhancas evidentes com a interpretagdo
geométrica de Hoyrup para o problema 23 da placa BM 13901.

Katz (1998) também observa que as demonstracdes geométricas de Al-Kwarizmi
parecem ser, de facto, muito semelhantes aos argumentos geométricos babildnicos, a
partir dos quais nasceram os algoritmos algébricos.

E impressionante notar que, quase trés mil anos depois, o processo utilizado por
Fibonacci para resolver uma equacdo quadratica € ainda o usado pelo escriba
babilonico!

Os escribas babilonicos nao hesitaram em propor problemas equivalentes a sistemas de
equacOes com duas incognitas, que podem ser traduzidos pelos seguintes sistemas:

{xiyza {xi-y=a
xy=b ou x*+y*=b

O enunciado que deu origem ao primeiro sistema é do tipo:
Dado o semi-perimetro x + y =a e a &reaxy = b de um rectangulo, determine o
comprimento x e a largura y.

Segundo Katz, o facto de muitos problemas, que conduzem a equagdes do 2° grau,
serem dados sob a forma do primeiro sistema apresentado, sugere que 0s escribas
babilonicos investigavam a relacdo entre o perimetro e a area de uma superficie
rectangular e acrescenta, ainda, que:

“Parece que antigamente muitos acreditavam que a area de um terreno dependia

somente de seu perimetro. Ha varias histérias que indicam que os que sabiam que
isso ndo era verdade se aproveitavam dos que nisso acreditavam.”

(Katz, 1998, p. 36)
A titulo de exemplo, vejamos o seguinte problema:

Exemplo 8 (Problema da Placa YBC 4663): “Descobre um rectangulo, cujo semi-
perimetro é 6,5 e a area 7,5>. ”

As indicacOes dadas pelo escriba para resolver este problema séo as seguintes:
“Calcula metade da soma do comprimento e da largura: 3,25, eleva ao quadrado: 10,

5625; subtrai a area: 3,0625; determina a raiz quadrada: 1,75; adiciona a semi-soma e
obténs 5, subtrai a semi-soma e obténs 1,5.”

% Neste caso, as quantidades s&o apresentadas no nosso sistema de numeragao decimal.
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Este problema pode ser traduzido pelo seguinte sistema de duas equacGes:

xX+y =265

)

xy =175

onde x representa 0 comprimento, y representa a largura, 6,5 ¢ a soma (S) e 7,5 é 0
produto (P). Resolvendo este sistema obtemos uma equagéo do 2° grau: x? - 6,5x +
7,5 = 0,o0useja, x> - Sx + P = 0 (ouainda, x*> - ax + b = 0).

Uma vez que a equacao obtida é do tipo da do problema 2 da Placa BM 13901, nédo é de
admirar que as instrucbes do escriba, para a resolucdo deste problema, sejam
equivalentes a aplicacdo da formula resolvente.

No entanto, os babildnios ndo procediam como nos o fazemos actualmente, ou seja, nao
transformavam este sistema numa equacéo do 2° grau.

Para resolver um problema deste tipo, os babil6nios tinham em conta a seguinte
identidade:

X —=y\%  (x+y\

(2)_(2)_xy @

e usavam, sistematicamente, 0 método a seguir descrito:

Instrucdes do escriba Interpretacao algébrica
Toma metade de a: a_xty
2 2
Quadra o resultado: <a)2 _ (x + y>2
2/ \ 2
Subtrai b do resultado obtido: (a)2 B (x + y>2 B (x - y)2
2 2 =

Toma a raiz quadrada do resultado obtido:

Soma o resultado obtido a metade de a:
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O resultado obtido € um dos nimeros desejados e o outro é a diferenga deste para a:
a—x=((x+y)-x=y.

Note-se que os nimeros procurados sdo

0 que corresponde as solucbes dadas pela nossa formula resolvente.

E interessante notar que a identidade (1), em que os babildnios se basearam, apareceu,
posteriormente, como a Proposi¢do 5 do Livro Il dos Elementos de Euclides.

Este problema de encontrar dois nimeros, conhecidos a sua soma e 0 seu produto foi
também proposto, alguns séculos mais tarde, por Diofanto (c. 250 d. C.) e serd analisado
no anexo correspondente & Matematica na Greécia (anexo A.3).

Mas isto ainda ndo é tudo, pois os escribas eram capazes de resolver problemas ainda
mais complicados, onde era necessario utilizar artificios de calculo engenhosos; e
faziam ainda, como ja foi referido, mudancas de variavel.

Ignoramos quais as situacfes praticas que poderiam conduzir os babilénios a colocarem
tais problemas e que procedimentos intelectuais teriam elaborado para os resolver.
Geralmente, os métodos apresentados para resolver as equacfes correspondem,
exactamente, aos nossos métodos, mas em vez de serem indicados através de regras sdo
indicados de forma discursiva.
O caracter repetitivo dos exemplos ilustrados nas placas leva-nos a pensar que 0
objectivo a atingir € didactico; é a aprendizagem das técnicas de resolucéo que € visada.

Equacdes de grau superior ao 2°

Por volta de 2000 a.C. a aritmética babildnica tinha evoluido para uma algebra retorica
bem desenvolvida. Ndo sé foram resolvidas equacfes quadraticas, tanto pela
substituicdo numa férmula geral como pelo método de completar o quadrado, como
também foram discutidas algumas equacbes cUbicas e biquadradas. Os babildnios
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resolviam certas equacdes e sistemas do 3° grau, desde que, por eliminacdo, fosse
possivel obter uma equagéo do tipo x3 + x? = a.
Se o0s problemas que envolviam a area de rectangulos conduziam a equacdes
quadraticas, entdo, os problemas relacionados com o volume originavam equacdes
cUbicas. A placa BM 85200 contém 36 problemas deste tipo, e representa a primeira
tentativa conhecida para propor e resolver equacdes cubicas.

Naturalmente, os babil6nios ndo chegaram a uma férmula geral para a resolucéo
de equacdes cubicas. Isso também ndo seria encontrado durante mais de trés mil anos.

Foi encontrada uma tabela onde, para além de serem fornecidos os quadrados e 0s cubos
dos inteiros de 1 a 30, também aparece a combinacdo n3 + n? para esse intervalo.
Nalgumas placas babil6nicas sdo apresentados alguns problemas, que conduzem a
equacdes clbicas da forma x3 + x2? = a. Estes problemas podem ser resolvidos usando
os valores da referida tabela para n® + n2, ou por interpolacgéo, caso o valor de a ndo
apareca na tabela.

Vejamos como os babildnios resolveriam uma equacéo cubica do tipo
ax3® + bx? = c.

Embora nos tempos babilénicos ndo houvesse nada parecido com uma representacao
simbolica, os babilonios sabiam trabalhar com exemplos numéricos de equacdes
cUbicas, usando regras que indicam que eles tinham o conceito de um problema tipico
de um determinado tipo e um método comum para o resolver. Por exemplo, para
resolver esta equacdo, eles comecariam por multiplicar a equacdo por a2, e depois
dividiam-na por b3, para obter:

2
) +G) =5

Fazendo y = % esta mudanca de varidvel conduz a equacao

que agora pode ser resolvida por observagdo na tabela n3 +n? do valor de n que

2
satisfaz a equacéo n3 + n? = Cbig. Depois de encontrada uma solugéo para y, o valor de

, . . b z . .
x é, facilmente, encontrado pois x = Fy E de ressaltar, novamente, que tudo isto foi
feito sem notacdo algébrica e mostra uma notavel profundidade de compreenséo.

O problema 22 da placa BM 85200, de cerca de 1800 a.C., pode ser traduzido pelo
seguinte sistema de equagdes:
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7
xyz+xy=€
] 2x
y=?
\z =12x

A resolucéo deste sistema conduz a equacéo cubica 48x3 + 4x2? = 7. As instrucdes do
escriba sugerem o processo explicado anteriormente, conduzindo a equacéo:

(12x)3 + (12x)? = 252.

Agora, baseando-se na tabela, o escriba atribui logo o valor 6 a 12x. A partir daqui é
facil chegar aos valores para x, y e z, nomeadamente, % 20 e 6.

Existem algumas placas da coleccdo de Yale, de cerca de 1600 a.C., que apresentam
centenas de problemas semelhantes (200 apenas numa placa), sem solucgdes,
organizados por ordem sistematica. Apenas algumas placas foram preservados e,
portanto, podemos supor que deve ter havido milhares de problemas originalmente.

Estes problemas envolvem sistemas de equagdes que, na sua resolugédo, alguns
deles conduzem a uma equagéo biquadrada. Como exemplo temos:

xy = 600
150(x —y) — (x + y)? = —1000

Note-se também que este problema representa um extraordinario exemplo de uma
equacdo com um namero negativo no 2° membro. O conceito de um nimero negativo,
sem estar a representar uma subtrac¢do, ndo era usual, mesmo na Europa, 2500 anos
mais tarde.

Uma outra ilustracdo de alguns problemas, presentes nas mesmas placas, pode ser
traduzida por um sistema de equac6es da forma:

xy=a
bx? cy? )
Z i L rd=o0
y x

que conduz a uma equagio do sexto grau em x, mas que é quadratica em x3.
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PROGRESSOES

Neugebauer encontrou dois interessantes problemas sobre progressdes numa placa da
colecgéo do Louvre, de cerca de 300 a.C. Num deles encontramos a seguinte igualdade:

14+2+224+2°=224+2°-1,

e 0 outro estabelece que

1 2
12+22+32+---+102=(1x§+10x§)x55=385.

Agora questiondmo-nos se 0s babildnios estavam familiarizados com as formulas

Zn: 5 2n+1zn:, nn+1)2n+1)
i“= i = :
6

A primeira delas era conhecida dos gregos contemporaneos, e Arquimedes encontrou
praticamente o equivalente da segunda.

Em conexdo com a tabela onde aparece valores de n3 + n?, Neugebauer considerou que
o0s babil6onios também podem ter observado, para varios valores de n, a relacéo

i=1

GEOMETRIA

Segundo Neugebauer (1969), “comparado com as componentes algébrica e numérica da
Matematica babil6nica, o papel da geometria é bastante insignificante” (p. 44).

A caracteristica principal da geometria babildnica é o seu caracter algébrico. Os
problemas mais intrincados, que sdo colocados com uma terminologia geomeétrica, séo,
essencialmente, problemas de algebra, como vimos anteriormente.

A geometria propriamente dita estd intimamente ligada a pratica dos
agrimensores. De numerosos exemplos concretos, conclui-se que os babilonios, de 2000
a 1600 a.C., devem ter sido familiarizados com as regras gerais para calcular a area de
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um rectangulo, as areas de triangulos rectangulos e isosceles (e talvez do triangulo, em
geral) e a area de um trapézio com um lado perpendicular aos lados paralelos (trapézio
rectangulo).

Relativamente ao célculo da area de um trapézio, temos o seguinte exemplo,
contido na Placa YBC 7290:

Fig. 38 — Area de um trapézio

Parece que o nimero inscrito no interior do trapézio representa a area, que podera ter
sido obtida pela formula:

2;20+ 2
5;3,20 = 2; 20 X —————

Ora, esta area estaria correcta se estivéssemos a considerar um trapézio rectangulo, o
que ndo é o caso.

O volume de um cilindro era obtido através do produto da base pela altura e as regras
para calcular o volume de um paralelepipedo rectangular e, mais genericamente, o
volume de um certo prisma com base trapezoidal especial também eram do
conhecimento dos babilénios. No entanto, nenhuma placa foi encontrada que mostrasse
o célculo de uma pirdmide, mas, como no caso dos egipcios, parece razoavel assumir
que os babilénios tivessem conhecimento da férmula correcta.

Essa suposicdo é ainda mais convincente porque existe uma placa que da a
férmula correcta para o volume de uma pirdmide truncada, onde h € a altura e a e b séo
0s comprimentos dos lados das bases quadradas (superior e inferior):

[y e

Apbs alguns célculos, podemos constatar que esta formula é equivalente a féormula do
papiro de Moscovo, ja analisada anteriormente:

_h

V—3(a2+ab+b2).
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Tanto com uma férmula como com outra, a formula para o volume de uma piramide
“completa”, pode ser facilmente obtida, fazendo b = 0.

Por outro lado, h& placas onde o volume de uma piramide truncada é calculado pela
férmula

1
V= E(az + bz)h,

uma simples mas incorrecta generalizacdo da regra para a area de um trapézio.
Para a maioria dos fins praticos, esta formula babildnica era, provavelmente, suficiente,
uma vez que os resultados obtidos com esta férmula nao diferiam muito dos correctos.

O perimetro de um circulo foi considerado igual a trés vezes o didmetro e a area como
um duodécimo do quadrado do perimetro, ou seja, a area do circulo era calculada
através de um processo equivalente a aplicagdo da formula

1 . , . A=
A= EPZ, onde P ¢ o perimetro da circunferéncia.

Quando comparada com a formula utilizada actualmente, conclui-se que os babilénios
. . 1
consideravam z = 3. De facto, considerando nrr? = > (2mr)?, obtemos & = 3.

7 H A H 1
No entanto, ha um placa descoberta em 1936, que mostra que os babilénios usaram 35
como uma estimativa para .

Os babil6onios também sabiam que lados correspondentes de dois tridngulos rectangulos
semelhantes sdo proporcionais, que a perpendicular através do veértice de um triangulo
isdsceles bissecta a base, e que um angulo inscrito num semicirculo é um angulo recto.

O Teorema de Pitdgoras também era conhecido dos babilonios, o que a seguir sera
analisado com algum detalhe.

Plimpton 322

Talvez a mais notavel placa babil6nica, até agora analisada, é a placa conhecida como
Plimpton 322, que data de cerca de 1700 a. C. e cujo nome deriva do facto desta placa
ter o nimero 322 da coleccdo Plimpton, da Universidade de Columbia, em Nova lorque.
A Plimpton 322 esta representada na figura seguinte:
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Fig. 39 — Plimpton 322
(Autor desconhecido, http://www.math.ubc.ca/~cass/courses/m446-03/pl322/pl322.html)

Esta placa contém trés colunas, essencialmente completas, e uma quarta coluna,
parcialmente incompleta. Outras colunas, a esquerda, foram provavelmente partidas.

Os numeros representados no seguinte quadro que, por conveniéncia, estdo
reproduzidos na nossa notacdo decimal, representam 0 que consta nesta placa
babilénica, com algumas correcgdes feitas recentemente pelos estudiosos e com uma
conjecturada quinta coluna, a esquerda.

As colunas serdo numeradas de | a V, para facilitar a analise do conteido da
tabela.

Antes de interpretar o conteldo da tabela, é de notar que um terno pitagorico €é
constituido por trés nameros inteiros que podem ser os lados de um triangulo
rectangulo. Assim, um terno pitagoérico € um terno de nimeros inteiros (a, b, ¢) tais que
a? + b% = c?.
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| (a) S | me) | e | v
120 | 1,9834028 | 119 | 169 | 1
3456 | 1,9491586 | 3367 | 4825 | 2
4800 | 1,9188021 | 4601 | 6649 | 3
13500 | 1,8862479 | 12709 | 18541 | 4
72 | 1,8150077 | 65 97 | 5
360 | 1,7851929 | 319 | 481 | 6
2700 | 1,7199837 | 2291 | 3541 | 7
960 | 1,6845877 | 799 | 1249 | 8
600 | 1,6426694 | 481 | 769 | 9
6480 | 1,5861226 | 4961 | 8161 |10
60 15625 45 75 |11
2400 | 1,4894168 | 1679 | 2929 | 12
240 | 1,4500174 | 161 | 289 |13
2700 | 1,4302388 | 1771 | 3229 | 14
90 | 1,3871605 | 56 106 | 15

E evidente que a coluna V serve apenas para numerar as linhas. As colunas Il e IV
parecem, a primeira vista, bastante aleatorias, mas o seu titulo pode ser traduzido por
“largura” e “diagonal”. De facto, depois de analisadas, ndo é dificil concluir que os
nameros dessas colunas, com quatro excepgdes infelizes, constituem a hipotenusa e o
cateto de um triangulo rectdngulo, ou seja, dois dos trés nimeros de um terno
pitagdrico. E facil subtrair o quadrado dos nimeros da coluna Il dos quadrados dos
respectivos niumeros da coluna IVV. Em cada caso, obtém-se um quadrado perfeito, cuja
raiz quadrada esta indicada na reconstruida coluna I. Finalmente, a coluna Il representa

C2

a?’

Naturalmente, surge a questdo sobre como os babilonios teriam derivado 0s nimeros
a, b e ¢ que satisfazem a equacdo a? + b? = c2. Os valores envolvidos na Plimpton 322
sdo tdo grandes que ndo poderiam ter sido obtidos simplesmente por adivinhagdo;
usando métodos de tentativa e erro, os babilonios teriam que ter experimentado muitas
solucBes, mais simples, antes destas. Se os escribas babildnicos possuiam um método

claramente perceptivel para resolver a “equacdo de Pitagoras”, qual terd sido? Um

2
indicio é encontrado na coluna Il. Esta contém uma lista dos valores % 0 que sugere

que arelagdo a? + b% = ¢? foi reduzida a
2

c\? b
-) = (=) =1
@ -G
Considerando u = ie v = Z, obtemos
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O problema consiste agora em construir triangulos rectangulos, cujos lados tenham
comprimentos racionais, 1,u e v, onde u? — v2 = 1. No entanto, a etapa critica esta em
reconhecer que esta Ultima equacdo pode ser expressa como

u+v)(u—v) =1.

Uma vez que todos 0s nimeros em questdo sdo racionais, e se 0 produto de dois é 1,
entdo eles sdo reciprocos. Ou seja, um nimero deve ser do tipo % e 0 outro % ondeme
n s&80 numeros inteiros. Entdo, fazendo

m n
utv=— e u—v=-—,
n m
obtemos, por adicdo, que
1m n
u=s|\—+—
2 (n m)
e, por subtraccao, que
1m n
v=s|l———
2 (n m)
Consequentemente,
m? + n? m? — n?
u=——--, v = .
2mn 2mn

Mas b = av e ¢ = au; se agora fizermos a = 2mn, de modo a obter uma solucéo de
ndmeros inteiros, obtemos que

a=2mn, b=m?-n% c¢=m?+n?

Estas sdo formulas bem conhecidas para encontrar triangulos rectangulos com os lados
inteiros e foram usadas no tempo de Diofanto (c. 250 d. C.).

Por exemplo, considerando m = 12 e n = 5, obtemos a = 120, b = 119 e ¢ = 169,
que, de facto, é o que observamos na primeira linha da tabela. Todos os valores da
tabela podem ser obtidos através desta relacdo, a excepg¢édo da linha 11. Aqui, a escolha
m=2en=1,conduzax =4,y =3ez=25,ecadaum destes valores tém que ser
multiplicados por 15 para se obter os valores da tabela.

Para chegar a estas formulas, além da habilidade de adicionar e subtrair fraccoes, era

necessario conhecer a formula algébrica u? — v? = (u + v)(u — v). Esta pode ter sido
descoberta tendo em conta a seguinte figura:
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v !

L

g 1 ——p

e e ¥

(A) (B)

Fig. 40 — Demonstracdo da formula da diferenca de quadrados

A érea u? — v? pode ter sido dissecada como mostra a figura (A), e depois rearranjada
como podemos ver na figura (B), ou seja, como um rectangulo com comprimento u + v
e largurau —v. Deste modo, obtemos a igualdade acima referida, u? —v? =
(u+v)(u-—v).

A anélise da Plimpton 322 mostra o0 exame cuidadoso a que algumas das placas
matematicas babilonicas tiveram que ser submetidas.

Tenha, ou ndo, este método sido o usado pelo escriba babildnico para escrever a
Plimpton 322, o facto é que o escriba estava bem ciente da relacdo a que, actualmente,
chamamos Teorema de Pitagoras.

Burton (2006), ao referir-se a Plimpton 322, afirma que “a anélise deste grupo
extraordinario de figuras estabelece, para além de qualquer ddvida, que o chamado
Teorema de Pitagoras era conhecido dos escribas babilonicos mais de mil anos antes de
Pitagoras ter nascido” (p. 73).

Uso do Teorema de Pitagoras pelos babilonios

Ha problemas nas placas da Antiga Babilonia que fazem uso explicitamente geométrico
do Teorema de Pitdgoras. Por exemplo, na placa BM 85196 podemos encontrar o
seguinte problema:

Exemplo 1 (Placa BM 85196): Uma escada de comprimento 0;30 [est4 numa posi¢ao
erecta contra uma parede]. A extremidade superior descaiu uma distancia 0;6. Até que
ponto a extremidade inferior se moveu [da parede]?

A resposta é dada correctamente com o auxilio do Teorema de Pitagoras, sendo este um
dos primeiros problemas envolvendo este teorema.

Um conjunto de placas com grande interesse matematico foi descoberto pelos franceses,
em Susa, em 1936. Nestas placas, encontra-se outro exemplo babil6nico da utilizagéo
do Teorema de Pitdgoras, um bocado mais intricado que o anterior, onde é calculado o
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raio r de um circulo que circunscreve um triangulo isosceles de lados, 50, 50 e 60, o que
esta representado na figura 41:

A
I

“ 40—y \.
BN b a0 /€

Fig. 41 — Aplicacdo do Teorema de Pitagoras

Na solucdo apresentada, o Teorema de Pitagoras é usado, inicialmente, com o triangulo
rectangulo [ADB] para obter AD = 40. Porque r = AE, temos, entdo, ED = 40 —r.
Uma segunda aplicacdo do Teorema de Pitagoras, desta vez para o triangulo [EDB],
leva a equacgdo

r?2 =30% + (40 — 1)?,

donde se obtém r = 22% our = 31;15.
Como ja foi analisado anteriormente, o problema da placa YBC 7289 que da uma

notavel aproximacdo para a /2, também mostra que os babilénios conheciam o
Teorema de Pitagoras.

Um outro problema geométrico contido numa placa escavada perto de Bagdade, em
1962, diz respeito a um rectangulo de que é dada a area e a diagonal, com a seguir se

apresenta:

Exemplol: Se te perguntarem sobre um rectangulo como segue: 1;15 é a diagonal e
0;45 é a area, qual é o comprimento e a largura?

Pelas instrucdes do escriba para a sua resolucéo €é evidente a aplicacdo do Teorema de
Pitagoras.
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ANEXO A.3 - MATEMATICA NA GRECIA

Com o objectivo de dar uma visao geral sobre a Matemaética desenvolvida pelos
gregos, encetarei este tema com a analise do sistema de numeracdo grego, ao que se
seguird uma breve referéncia as operacdes aritméticas por eles realizadas.

Contrariamente ao que foi feito para as duas civiliza¢des j& analisadas, Egipto e
Babilonia, a Matematica grega ndo sera analisada por temas, pois seria praticamente
toda integrada no tema “Geometria”. Neste caso, entendi ser mais coerente proceder a
uma apresentacdo por autor, dada a quantidade de autores gregos que contribuiram, de
forma diversificada, para o desenvolvimento desta ciéncia.

Dado o grande numero de matematicos gregos que merecem referéncia e uma
vez que ndo pretendo, com este trabalho, fazer um estudo exaustivo da Historia da
Matemaética, seleccionarei os autores a abordar tendo como critério o seu contributo ao
nivel dos conteldos matematicos que fazem parte do programa actualmente leccionado
aos alunos do 3° ciclo.

SISTEMA DE NUMERACAO

Ao longo da sua historia, os gregos utilizaram dois sistemas de numeracdo
distintos, um mais antigo, o Atico, no qual arranjavam os ndmeros por ordem e 0s
agrupavam, tal como no sistema romano, e um posterior, mais erudito, o Jonico, um
sistema de numeracdo alfabético que apareceu por volta do séc. V a.C. Ambos os
sistemas eram decimais.

Sistema Atico

Este sistema de simbolos numéricos foi utilizado pelos gregos desde cerca de
450 a 85 a.C. Neste sistema, as letras iniciais das palavras para 5 e para as poténcias de
10, até 10 sdo usadas para representar 0s nimeros correspondentes. O nimero 1 é
representado por um traco vertical, constituindo a Unica excepcdo em que ndo se
recorreu a primeira letra do nome do proprio nimero para o representar. Assim,

[ representa a letra inicial do penta, que significa “cinco”,
£ representa a letra inicial do deka, que significa “dez”,
H representa a letra inicial do hekaton, que significa “cem”,
x representa a letra inicial do kilo, que significa “mil”,
™ representa a letra inicial da myriad, que significa “dez mil”.
A titulo de exemplo, a sequéncia < H H H & AT representa o ndmero 1324.

Uma vez que ndo é um sistema posicional, a ordem dos simbolos € irrelevante para um
eventual calculo do numero representado, pois o valor esta ligado aos proprios simbolos
ndo dependendo da posicdo que estes tomam na sequéncia. Assim, para se obter o
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numero em questdo bastard somar os valores que cada um deles simboliza. Contudo, e
de um modo geral, foi adoptada a convencdo de ordenar os simbolos por ordem
decrescente do seu valor da esquerda para a direita, 0 que faz todo o sentido uma vez
que corresponde a forma de escrita grega.

No entanto, deparamo-nos com uma dificuldade, pois, se recorrermos a base dez, num
sistema de numeragdo que € aditivo, serdo necessarios varios caracteres para expressar
determinadas quantidades como, por exemplo, o caso de 9999 que requereria 36
simbolos (como acontecia no sistema egipcio). Esta situacdo constituia efectivamente
um obstaculo que, engenhosamente, foi superado pelos gregos.

A letra que denota 5 foi combinada com outras letras para obter simbolos
intermediérios para 50, 500, 5000 e 50000, com o objectivo de encurtar a representacdo
numeérica. Recorreu-se, aqui, a um principio multiplicativo. Numa notacdo quase

estenogréfica, o [ do cinco é também associado as letras das poténcias de 10: um

pequeno A inscrito no [ designara 50, e assim por diante, como podemos ver na tabela
seguinte:

1 5 10 50 100 500 1000 | 5000 | 10000 | 50000

N N I I o O i I

Tabela 10 — Simbolos usados no sistema de numeracao Atico

De uma forma resumida, podemos dizer que “no sistema atico, para quintuplicar o valor

de uma das letras-numerais A, H, X e M bastava coloca-la no interior da letra |_|
(Ifrah, 1997, p. 384 apud Almeida, 2007, p. 53).

Assim, os nimeros foram obtidos numa base aditiva, onde cada simbolo ndo aparecia
mais de quatro vezes. Um exemplo deste sistema de numeragdo é:

™ WWXXM NI 2 20000+ 5000 + 3000 + 50 + 40 + 2 = 28 002,

Sistema Jonico

Por algum motivo desconhecido, por volta do século V a.C., 0s gregos de Jonia
desenvolveram um sistema numeérico cifrado, com um amplo conjunto de simbolos para
ser memorizado. Atribuiram a cada nimero as 24 letras do alfabeto grego, as quais

312




Anexo A.3

adicionaram mais trés letras fenicias obsoletas (0 vau (ou digamma) para 6, o koppa
para 90 e o sampi para 900), dai também ser conhecido por sistema alfabético.

Mas, conforme salienta Cajori (1909), “esta mudanca foi decididamente para
pior, pois os antigos nimeros Aticos eram menos pesados na memoria, na medida em
que continham menos simbolos e eram melhor adaptados para mostrar analogias nas
operagdes numéricas” (p. 73-74).

A tabela seguinte mostra como as letras do alfabeto (incluindo os trés caracteres
especiais) foram organizadas para serem usadas como ndmeros:

1 ‘ a ’ alpha 10 1 ‘ iota 100 ‘ p ‘ rho
2 p beta 20 K kappa 200 c sigma
3 y  gamma 30 4 lambda 30 7 tau
4 o delta 40 u mu 400  p  upsilon
5 £ epsilon 50 v nu 500 0 phi
6 ¢ var® 60 & Xi 600 chi
7 ¢ zeta 70 0 omicron 700  yw psi
8 z eta 80 & pi 800 @  oOmega
9 0 theta 90 Q | koppa* 900 ))\ sampi*

Tabela 11 — Simbolos usados no sistema de numeragéo Jonico

Neste sistema todos os nimeros, entre 1 e 999, poderiam ser representados, no maximo,
por trés simbolos.

O principio € mostrado por wzd = 700 + 80 + 4 = 784,

Este sistema numérico é compacto mas, aparentemente, tem o grande inconveniente de
ndo permitir que nimeros superiores a 999 sejam expressos. E é de notar ainda que 0s
gregos ndo tinham um simbolo para o zero. Para superar este problema, foram criados
simbolos compostos.

Assim, para representar nimeros maiores que 999 utilizavam o esquema que passo a
explicar:

Os numeros entre 1000 e 9000 eram formados adicionando um iota (1) sobrescrito ou
subscrito antes dos simbolos de 1 a 9%. Assim, o simbolo 'y ou \n, representaria 8 000,
ou seja, indicava que o nimero 8 (n) tinha que ser multiplicado por 1 000.

3 *vau, koppa e sampi &0 caracteres que cairam em desuso.

% Para abreviar a escrita, muitas vezes é utilizado um acento ou uma virgula antes dos simbolos das
unidades para indicar que esse nimero serd multiplicado por 1000. No presente trabalho, utilizarei o
acento.
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Para indicar as dezenas de milhar foi usada uma nova letra, M, da palavra miriade (ou
seja, “dez mil”). A letra M colocada ao lado ou abaixo dos simbolos de um nimero de 1
a 9999 representava esse numero multiplicado por 10 000, como por exemplo:

5
dMou M =40 000,

pv
pvM, ou M =1 500 000.

Com estas convencdes, 0s gregos escreveram, por exemplo, "(poeM ewoe = 71 755 875.

Para expressar um namero ainda maior, usaram-se poténcias de 10 000. Para tal, a
dupla mirfade MM foi introduzida para representar 10 0002 e assim por diante.

Os simbolos organizavam-se sempre na mesma ordem, do maior multiplo de 10, a
esquerda, para o menor, a direita; por isso, se 0 contexto fosse claro, o0 acento para
representar os milhares podia ser suprimido.

Isto mostrava indicios de uma sistema posicional, pois a mesma letra para os
milhares e as unidades, como no nimero
eope = 5245,
dava um lugar de valor posicional a letra da esquerda.

Para distinguir um nimero de uma palavra, os gregos colocavam um acento no fim do
nimero ou uma linha horizontal por cima dele; assim, o nimero 3208 podia ser
representado

yon’ ou “yon.

Considerando que no alfabeto grego necessitamos apenas de uma Unica letra para
representar, por exemplo, 0 900, os egipcios tinham mais trabalho, pois tinham que usar

0 simboIoQ nove vezes. Mas, embora o sistema grego, como um todo, proporcionasse
muita economia de escrita, exigia 0 dominio de numerosos sinais.

Este problema poderia ter sido resolvido se 0s gregos tivessem adoptado um
sistema numeérico posicional, facto que nao deixa de ser surpreendente, uma vez que 0s
babilonios ja o tinham feito. Perante isto, coloca-se muitas vezes a questdo: “Porque é
que a ciéncia dos numeros babilonicos ndo afectou o pensamento grego por um
processo de difusdo?” N&o ha respostas concretas, podemos apenas conjecturar que
houve, possivelmente, conhecimento do sistema de numeragdo babilonico entre os
filosofos gregos mas estes ndo tiveram a percepcao das possibilidades e vantagens de tal
sistema numeérico.
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ARITMETICA

Analisemos, de forma breve, como 0s gregos realizavam as operacOes
aritméticas, comecando por referir de que modo representavam as fracgdes.

Fraccdes
Para escrever uma fracgdo, 0s gregos comegavam por escrever o numerador
marcado com um acento (a direita) e, depois, o denominador marcado com dois acentos

- - 14 rr rr 14
e escrito duas vezes. Assim, 10" AL AL = po
No caso das frac¢des unitarias, o o foi suprimido e o denominador foi escrito apenas
: .1
uma vez. Assim, ve = 55
Multiplicagéo

Os matematicos gregos raramente se referem ao célculo com numerais
alfabéticos. A adicdo, subtraccdo e mesmo a multiplicagdo foram, provavelmente,
realizadas com o abaco. Conforme salienta Cajori (1909), “segundo a tradigdo,
Pitagoras, que viajou no Egipto e, talvez, na india, foi o primeiro a introduzir este
instrumento valioso na Grécia” (p. 73). No entanto, ndo possuimos nenhuma
informacao especifica do aspecto do abaco grego ou de que modo foi usado.

No sistema alfabético grego, a multiplicacdo era realizada comecando com a
ordem mais elevada de cada factor e formando uma soma dos produtos parciais.
Calculemos, por exemplo, 27 X 42:

- 2 7
K&
LB x4 2
o I 800 40
o 16 280 14
‘o vé ="aphd 1080 54 = 1134

A ideia de multiplicar nUmeros constituidos por mais de uma letra correspondia a
escrever cada factor como uma soma de numeros representados por uma unica letra.
Assim, aplicando o que actualmente chamamos propriedade distributiva, 0s gregos
comecavam por calcular 20 x 40, depois 20 X 2, em seguida, 7 X 40 e, finalmente,
7 % 2. Este método, chamado multiplicacdo grega, em notacdo moderna corresponde a:

27 X 42 = (20 + 7)(40 + 2)
=20X40+20X2+7 x40+ 7 X2
= 1134.
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Note-se que 0s gregos tinham 27 simbolos que se multiplicavam entre si, perfazendo
um total de 729 respostas diferentes. Certamente que se socorriam de elaboradas tabelas
de multiplicacédo e ndo € de admirar que s6 0os matematicos mais habeis se aventurassem
a fazer tais operagoes.

No comentario de Tedo de Alexandria sobre o Almagesto, encontram-se as divis@es.
Como ja era de esperar, 0 processo é longo e tedioso.

Ja vimos que noutras civilizacGes era, geralmente, conhecido um processo para extrair a
raiz quadrada. Aqui, ndo é excepc¢do e Arquimedes (c. 287 - 212 a. C.), na sua obra
Medida do Circulo, apresenta um grande numero de raizes quadradas. Ele afirma, por
exemplo, que

265
153

1351
< \/§ < W,
mas ndo da nenhuma pista sobre o método utilizado para obter estas aproximacoes.

N&o é improvavel que os antigos matematicos gregos tenham encontrado a raiz
quadrada apenas por tentativas. Eutocio, um comentador grego do século VI, diz que o
método de extraccdo foi dado por Herdo, Papo, Tedo e outros comentadores do
Almagesto. O método de Tedo é o Unico método antigo conhecido por n6s e € 0 mesmo
que se usa actualmente, com a excepc¢do de que sdo utilizadas fraccdes sexagesimais no
lugar das nossas casas decimais.

Ainda relacionado com o simbolismo aritmético, € de mencionar o “contador de areia”
(Arenarius), um ensaio realizado por Arquimedes. Com ele, Arquimedes mostra que as
pessoas estdo erradas ao pensarem que a areia ndo pode ser contada, ou que, podendo
ser contada, 0 nimero ndo pode ser expresso por simbolos aritméticos.

Assim, ja no século Il a. C., os gregos tinham reconhecido claramente duas ideias
importantes: uma delas € que a sucessdo de numeros inteiros era susceptivel de ser
prolongada indefinidamente como o sugere o “contador de areia” de Arquimedes; e a
outra € que ndo sO era possivel operar com quaisquer numeros dados, como também
referir-se aos nimeros em geral e formular e provar teoremas sobre eles.

Deste modo, estabeleceram as bases da Teoria dos Numeros, sendo aqui de
referir, por exemplo, as investigacdes dos pitagoricos sobre os numeros figurados e
ainda, as investigacOes sobre os numeros primos, designadamente, o teorema de
Euclides sobre a existéncia de um numero infinito de nameros primos e o crivo de
Eratostenes para a obtencdo de nimeros primos (que ainda hoje é utilizado nas nossas
salas de aula).
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ALGUNS DOS GRANDES MATEMATICOS GREGOS

Praticamente ndo existem fontes primarias sobre a antiga Matematica grega, ao
contrario do que aconteceu com a Matematica egipcia e babilénica, que nos legaram os
seus papiros e placas de argila e, por isso, somos obrigados a confiar em relatos escritos
varias centenas de anos apés os documentos originais. Dependemos, assim, de
fragmentos e copias de copias, muitas vezes, destorcidas do documento original. Por
conseguinte, o inicio da historia grega estd cheio de mitos, lendas e “estorias”
duvidosas, preservadas por escritores que viveram séculos depois dos acontecimentos
em questao.

Eudémio de Rodes (séc. IV a. C.), um aluno de Aristoteles, escreveu uma obra
aparentemente completa, intitulada Historias da Geometria e da Astronomia, que esta
perdida. Esta era bem conhecida de Proclo (c. 410 - 485 a. C.), que, na sua obra
Comentarios ao Primeiro Livro dos Elementos de Euclides, da& um breve relato da
mesma, a que costumamos chamar Resumo Eudemiano. Este Resumo, que descreve
muito sucintamente o desenvolvimento da geometria grega desde os primeiros tempos a
Euclides, constitui a nossa informacdo mais fiavel da Matematica dessa época, e, nesta
andlise, sera muitas vezes feita referéncia ao mesmo.

Tales de Mileto

Tales de Mileto (c. 640 - 550 a. C) pertence a lista dos “sete sabios” e é geralmente
intitulado o “pai da geometria” ou 0 “primeiro matematico”, sendo-lhe atribuida a
introducdo do estudo de geometria na Grécia. Embora ndo saibamos ao certo que
proposicOes Ihe sdo directamente imputaveis, parece claro que Tales foi o primeiro
matematico a introduzir demonstracdes logicas, baseadas no raciocinio dedutivo e nao
na experiéncia e intuicdo, para dar suporte a um argumento. Este método foi
inteiramente novo para o desenvolvimento harmonioso de teoremas demonstrados
rigorosamente e, posteriormente, foi considerado uma caracteristica da matematica
grega.

Proclo, no seu Comentarios ao Primeiro Livro dos Elementos de Euclides,
afirma que: “Tales foi o primeiro a ir a0 Egipto e trazer essa aprendizagem [geometria]
para a Grécia. Ele préprio descobriu muitas proposicdes e revelou, aos seus sucessores,
0s principios subjacentes a muitas outras” (Burton, 2006, p.89).

Medicoes usando Geometria
Vérias histdrias tém surgido com o propdsito de ilustrar o interesse de Tales no Egipto.
Segundo a lenda, o seu feito mais espectacular enquanto esteve no Egipto foi a medigéo
indirecta da altura da Grande Pirdmide (Piramide de Quéops) através da sua sombra.
Existem duas versdes desta histdria, uma em que se descreve um método muito simples
de medicdo, e outra, em que é descrito um método mais complexo.

A versdo mais antiga, defendida por Didgenes Laércio, é que Tales terad
observado o comprimento da sombra da piramide a hora do dia em que a sombra de um
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objecto € igual a sua altura. Nesse momento, a altura de uma pirdmide também ¢é igual
ao comprimento da sua sombra.

Plutarco (séc. | d. C.) refere-se ao segundo método, ao escrever no Banquete dos
Sete Sabios:

“Embora ele [o rei do Egipto] admire vocé [Tales] por outras coisas, ele gostou,
particularmente, da maneira como vocé mediu a altura da piramide sem qualquer
dificuldade ou instrumento; para tal, colocando apenas o seu borddo na
extremidade da sombra que a piramide projecta, vocé formou, pelo impacto dos
raios do sol, dois tridngulos e entdo mostrou que a altura da piramide esta para a
altura do borddo na mesma relacéo que as suas respectivas sombras. ”

Ora esta versdo depende do caso de semelhanca de tridngulos segundo o qual os lados
de tridngulos equilateros sdo proporcionais. Tales, tendo concebido dois triangulos
semelhantes, argumentou que a altura da piramide (k) esta para a altura do bordéo (h")
assim como o comprimento da sombra da piramide (s) esta para o comprimento da
sombra do bordéo (s'):

h s
s
Ja era do conhecimento de Tales que o comprimento de cada lado da base da piramide
era 230,38 metros e que o seu bord&o tinha 1,83 metros de altura. Posto isto, foi apenas
necessario medir a sombra da piramide (a distancia entre a extremidade da sombra e o
centro da base da pirdmide) e a sombra do seu borddo. Constatou que a distancia da
extremidade da sombra da piramide a borda da base era de 104,31 metros e que a

sombra do borddo media 2,74 metros. Na figura 42 estdo esquematizados estes dados:

115,19 104,31 2,74

Fig. 42 — Determinacédo da altura da piramide de Quéops
(as medidas estdo em metros)

Com as dimensdes correspondentes a trés termos da propor¢do, Tales conseguia calcular
0 quarto termo, que correspondia a altura da piramide:

sh” (115,19 + 104,31) x 1,83

h== 2.74

~ 146,6 metros3e.

% Actualmente, devido & erosdo e a uma ligeira inclinacdo, a piramide tem apenas 137,16 metros de
altura.
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Esta solucdo pressupde um conhecimento das propor¢des mas o papiro de Rhind
mostra-nos que ja os egipcios conheciam as proporcdes.

Eudémio, no seu Resumo, atribui a Tales a invengdo de teoremas sobre a igualdade de
angulos verticais, a igualdade dos angulos na base de um tridngulo isdsceles, a
bisseccdo de um circulo por qualquer diametro e a congruéncia de dois tridngulos com
um lado e os dois angulos adjacentes iguais (caso ALA).

Deste modo, Tales foi o primeiro a aplicar a geometria tedrica para usos praticos. O
teorema de que todos os angulos inscritos num semicirculo sdo angulos rectos é
atribuido por alguns autores antigos a Tales, por outros a Pitdgoras, embora esse
resultado ja tivesse sido reconhecido pelos babil6nios cerca de 1400 anos antes. Tales
teve, sem davida, conhecimento de outros teoremas, ndo registados pelos antigos. Tem
sido conjecturado que ele sabia que a soma dos trés angulos de um triangulo é igual a
dois angulos rectos e que os lados de triangulos equilateros sdo proporcionais, 0 que,
como ja vimos, esta subjacente ao processo de determinacédo da altura de uma piramide.

Muito provavelmente, os egipcios devem ter feito uso dos teoremas acima referidos, em
algumas das suas construcdes encontradas no papiro de Rhind, mas foi deixado para o
fildsofo grego dar a conhecer estas verdades, que outros viram, mas ndo formularam em
palavras.

Podemos dizer que Tales criou a geometria das linhas, de forma essencialmente
abstracta, enquanto o0s egipcios estudaram apenas a geometria das superficies e 0s
rudimentos da geometria dos solidos, de forma empirica.

Mas as aplicacOes praticas da geometria atribuidas a Tales ndo ficam por aqui,
pois é provavel que Tales também tenha aplicado a congruéncia de triangulos para
medir a distancia de um navio a costa.

O modo como terd usado o seu conhecimento de geometria para o efeito tem
sido alvo de diversas conjecturas ao longo dos tempos, uma vez que ndo existe nenhum
registo claro sobre os métodos por ele utilizados. Por isso, as explicacdes que a seguir se
apresentam correspondem a duas conjecturas.

Segundo uma delas, apresentada por Proclo, Tales utilizou o critério de
congruéncias segundo o qual dois triangulos sdo congruentes se tiverem, de um para o
outro, um lado e os dois angulos adjacentes a esse lado iguais (caso ALA).

A hipo6tese mais provavel é que Tales, observando o navio do topo de uma torre
de vigia (digamos de altura h) usou a proporcionalidade dos lados de dois triangulos
rectangulos semelhantes (ver figura 43). Tales precisava apenas de um instrumento
simples, com duas “pernas” a formar um angulo recto, para que pudesse marcar o ponto
E, onde a linha de visdo (do observador que esta em C) com o navio corta a “perna”
paralela ao chéo. Isto forma dois tridangulos semelhantes: os triangulos [ACB] e [DCE].
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D\E

A (Base da tome) Nivel do mar o

Fig. 43 — llustracéo de dois triangulos semelhantes

Pelas propriedades dos tridangulos semelhantes, obtemos

E_A +DC
DE  DC '’
Donde,
_B—WI(E—FW)
= == ]

Note-se que os comprimentos dos segmentos de recta [CD] e [DE] podem ser
directamente medidos por se tratar de comprimentos pequenos. A altura da torre, [DA],
também poderia ser medida, por exemplo, com a ajuda de uma corda esticada. Temos
aqui um processo rapido e eficiente que permite determinar a distancia de qualquer
navio a costa.

A Unica objeccdo a esta conjectura € que ndo é necessario aplicar o critério de
congruéncia de triangulos em que os triangulos tém, de um para o outro, um lado e 0s
angulos adjacentes a esse lado iguais, como Proclo referiu.

Segundo uma outra conjectura, para encontrar a distancia de um ponto A, em terra firme
(marcado, por exemplo, com uma estaca fixa no chdo), ao navio que se encontra no
ponto B, medimos a partir de A e ao longo de uma linha recta perpendicular a [AB] um
comprimento arbitrario AC e, de seguida, determinamos o ponto médio de [AC],
nomeadamente, D (ver figura 44). Depois, construimos o segmento de recta [CE] de
modo que seja perpendicular a [AC] e que os pontos B, D e E, estejam todos alinhados
entre si.
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E (o>

Fig. 44 — llustraco de dois triangulos congruentes

E evidente que CE = AB e para que se possa determinar o comprimento de [AB] basta
medir o comprimento de [CE] que, apesar de poder ser muito grande, é mensuravel
porque se encontra em terra.

Esta conjectura utiliza, de facto, o critério de congruéncia de tridngulos (caso
ALA) referido por Proclo, mas conduz a uma outra objeccdo. Parece pouco credivel
que, para determinar a distancia do navio, o observador tenha que construir e medir, em
terra, um enorme triangulo; e, por isso, este método ndo tem grande valor prético. E
mais provavel que, em vez do tridngulo congruente [ECD], tenha sido construido um
triangulo menor, semelhante ao triangulo [BAD].

Foi também com Tales que se iniciou o estudo da Astronomia cientifica. Entre os seus
contemporaneos, Tales foi mais famoso como astronomo do que como matematico.
Diz-se que ficou muito conhecido pela previsdo de um eclipse solar em 585 a.C., ndo se
sabendo se previu o dia da ocorréncia ou simplesmente o ano.

Muitas sdo as historias que se contam sobre ele e, de acordo com Platdo, numa
certa noite, Tales caminhava olhando para o céu. Olhou tdo atentamente para as estrelas
que caiu numa vala. Uma mulher que o observava, exclamou: “Como pode dizer o que
estd acontecendo no céu quando ndo consegue ver 0 que estd debaixo dos seus pés?”
Este episddio da vida de Tales foi, muitas vezes, citado na Antiguidade para ilustrar a
natureza “lunatica” dos estudiosos.

Pitagoras

Da vida de Pitagoras quase nada pode ser afirmado com certeza, ja que ele foi alvo de
muitas historias sobre as suas viagens, poderes milagrosos e sobre 0s seus
ensinamentos. Sabe-se que nasceu na llha de Samos, mas ndo sabemos ao certo quando,
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apontando as melhores estimativas para uma data entre 580 e 569 a. C., e que morreu
em 497 a. C.

De acordo com alguns relatos, Pitagoras terd viajado pelo Egipto, onde se
encontrou com Tales, e também pela Mesopotamia. Depois regressou a Samos mas,
insatisfeito com o poder politico, partiu para Crotona (sul da Italia) onde, por volta de
530 a.C., fundou uma sociedade secreta, mais tarde conhecida como os pitagdricos, cujo
principal objectivo era o estudo da Matemaética e da Filosofia.

Para os pitagoricos, a ciéncia era constituida por quatro disciplinas
fundamentais: aritmética, geometria, astronomia e muasica. No entanto, atribuiam maior
importancia a aritmética do que as restantes, uma vez que para eles, o principio
essencial de que séo constituidas todas as coisas € 0 numero, ou seja, as relacdes
matematicas. Assim, para 0s pitagdricos, a Matematica apresentava-se como
instrumento de compreensédo do real. Em ultima analise, “tudo é nimero”.

Dado o interesse dos pitagoricos pelos nimeros, ndo é de admirar que tenham
estudado as propriedades dos numeros inteiros positivos, o que pode ser considerado
como 0s primeiros passos no desenvolvimento da Teoria dos NUmeros.

Assim, o estudo dos nimeros de uma forma abstracta comecou na Grécia, no
século V1 a.C., com Pitagoras e os pitagoricos.

NuUmeros figurados

Uma vez que o ensino de Pitagoras foi inteiramente oral e por causa do costume dos
pitagdricos de atribuirem todas as descobertas ao venerado fundador, é agora dificil
saber quais as descobertas matematicas que devem ser creditados ao proprio Pitagoras, e
quais pertencem a outros membros da fraternidade.

Apesar de ndo ter sido preservado nenhum documento que testemunhe as
primeiras reflex6es de caracter aritmético dos pitagoricos, existem algumas fontes de
informacdo sobre a sua tradicdo aritmética da autoria de filésofos que viveram muitos
séculos depois, nomeadamente, Nicomano de Gerasa (séc. | d. C.) e Tedo de Esmirna
(séc. 11d.C.).

Nestes textos encontramos um dos aspectos mais interessantes da aritmética
pitagdrica, o estudo dos numeros figurados (ou poligonais).

Estes numeros, considerados como o nimero de pontos de certas configuragdes
geométricas, foram classificados como triangulares, quadrados, pentagonais, e assim
por diante, de acordo com as formas obtidas pela disposi¢do dos pontos.

Os numeros representados desta maneira, estabeleciam ligacbes entre a
aritmética e a geometria, as quais certamente despertavam a atengdo dos pitagoricos.

Como foi referido por Nicomano, na sua Introdugdo Aritmética, o proprio
Pitagoras estava, pelo menos, familiarizado com os numeros triangulares e muito
provavelmente com o0s numeros quadrados, e 0s outros numeros poligonais foram
estudados pelos seus seguidores.
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Consideremos a sucessdo dos numeros naturais, 1,2,3,4,5, etc., e consideremos o
primeiro termo, a soma dos dois primeiros, a soma dos trés primeiros, etc.; obtém-se os
nameros 1, 3,6, 10, 15, etc..

Estes nimeros dizem-se nimeros triangulares porque cada um deles representa
um ndmero de pontos que pode ser organizado uniformemente num tridngulo
equilatero, como nos mostra a figura 45.

. A

T1=1 T2=3 T3=6 T4=10
Fig. 45— Numeros triangulares

Recorde-se que a soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética € igual ao
produto do niumero de termos, n, pela semi-soma dos termos extremos.
Assim, o numero triangular de ordem n, T,, € dado por:

nn+1)

To=1+2+3++n=—"

Consideremos agora a sucessdo dos numeros naturais impares, 1,3,5,7,9, etc.,
progressdo aritmética de razdo 2, cujo termo geral é 2n — 1 e consideremos também o
1° termo, a soma dos dois primeiros termos, a soma dos trés primeiros termos, etc.;
obtemos os numeros 1, 4,9, 16, 25, etc.

Estes nimeros dizem-se numeros quadrangulares ou quadrados, porque a disposi¢do dos
pontos representativos destes numeros forma um quadrado, como podemos ver na
figura 46:

Q=1 Q=4 Q;=9 Q, =16
Fig. 46 — NUumeros quadrados
O ntimero quadrangular de ordem n é, evidentemente, Q,, = n2.

Consideremos agora a progressao aritmética de razdo 3, de termo geral igual a 3n — 2,
1,4,7,10,13, etc.
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Tomando o 1° termo, a soma dos dois primeiros termos, a soma dos trés primeiros, etc.,
obtém-se os numeros 1,5,12,22,35, etc.; que sdo chamados numeros pentagonais,
como estéo representados na figura seguinte:

p=1 P,=5 P, =12 P, =22
Fig. 47 — NUmeros pentagonais
O numero pentagonal de ordem n é dado por

n(3n—1)

Po=1+4+7++Bn-2)=——

Analogamente se podem obter os nimeros hexagonais, heptagonais, octogonais, etc.
Mostra-se que o numero m-gonal de ordem n, quer dizer, 0 nUmero correspondente a
um poligono de m angulos, de ordem n, é

p™ = ln[z +(n—1)m-2)]
n 2

Por exemplo, 0 6° nimero pentagonal, isto é, 0 nUmero 5-gonal de ordem 6, é

1
P6(5)=E><6><(2+5><3)=51,

namero que coincide com o obtido, fazendon = 6, em
n(3n—1)
n=T g

Muitas regras interessantes sobre os numeros figurados podem ser estabelecidas de
forma puramente geométrica. Uma delas é que “a soma de qualquer nimero de inteiros
impares consecutivos, comecando em 1, é um quadrado perfeito”. A figura 48 mostra,
de forma explicita, essa regra:
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Fig. 48 — 52 como a soma dos 5 primeiros naturais impares
Esta regra também pode ser facilmente estabelecida de forma algébrica, uma vez que

an1+3+5+---+(2n—1)=n[1+(§n_1)]=n2.

Outra regra que merece ser salientada é que “a soma de dois numeros triangulares
consecutivos € um numero quadrado”. Isso pode ser confirmado geometricamente,
separando os pontos com uma barra, como se pode ver na figura seguinte.

Q=T +T, Q:;=T,+T; Qy=T5+T,

Fig. 49 — Numeros quadrados como soma de dois numeros triangulares

Também se prova, sem dificuldades, este resultado usando um argumento algébrico.
Note-se que
1+3=4=2?% 3+6=9=232
6+ 10 =16 =42, 10+ 15 = 25 = 52, etc.

De um modo geral, temos

(n—l)n+n(n+1)_n2—n+n2+n

Tt T =" 2 2

— N2 —
=n® = Qn
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NUmeros amigos
Um outro exemplo do contributo dos pitagoricos para a Teoria dos NUmeros é o estudo
dos numeros amigos (ou amigaveis).

Dois numeros dizem-se amigos se cada um deles € a soma dos divisores proprios do
outro. Por exemplo, 284 e 220, que constituem o par atribuido a Pitdgoras, sdo amigos,
uma vez que os divisores proprios de 220 sdo 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55, 110, e a
sua soma € 284; por outro lado, os divisores proprios de 284 séo 1, 2, 4, 71, 142 e a sua
soma é 220.

Também foi com os pitagoricos que comecgou a ser atribuido um certo misticismo aos
nameros, tendo este par de numeros alcangado uma aura mistica. Além disso, havia a
supersticdo de que dois talismas tendo estes numeros selariam uma amizade perfeita
entre quem o0s usasse. Os numeros vieram a desempenhar um papel importante na
magia, feitico, astrologia e nos signos do Horéscopo.

Curiosamente, parece que nenhum novo par de nimeros amigos foi descoberto
até Pierre de Fermat ter encontrado, em 1636, o par 17 296 e 18 416.

Numeros perfeitos, deficientes e abundantes

Outros numeros que também tém conexdes misticas essenciais para especulagdes
relacionadas com a numerologia, € que as vezes também sédo atribuidos aos pitagoricos,
sd0 0s numeros perfeitos, deficientes e abundantes.

Um ndmero é perfeito se for igual a soma dos seus divisores proprios; €
deficiente se exceder a soma dos seus divisores proprios e é abundante se for menor que
a soma dos seus divisores proprios.

Até 1952, conheciam-se apenas 12 numeros perfeitos, todos nimeros pares, dos
quais os trés primeiros sdo 6, 28 e 496.

A Ultima proposicdo do Livro I1X dos Elementos de Euclides, que seré
oportunamente analisada, mostra como encontrar nimeros perfeitos.

Prova geométrica do Teorema de Pitagoras

E de referir aqui as alusbes de Burton (2006) ao mencionar que “embora a tradicdo seja
unanime em atribuir o chamado Teorema de Pitadgoras ao grande professor, ja vimos que
os babilénios conheciam o resultado para certos triangulos especificos, pelo menos, mil
anos antes de Pitagoras, mas a primeira prova geral deste teorema, provavelmente foi
dada por Pitagoras” (p. 107).

Uma vez que nenhum dos varios escritores gregos que lhe atribuiu o teorema
viveu nos cinco seéculos posteriores a ele, ha pouca evidéncia convincente para
corroborar a crenca geral de que o mestre, ou até mesmo um de seus discipulos mais
proximos, tenha dado a primeira demonstragdo rigorosa desta propriedade caracteristica
dos triangulos rectangulos.
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O método de prova utilizado originalmente pelos pitagéricos tem sido um tema
favorito de muitas conjecturas. Pensa-se que se foram usados os métodos do Livro 1l
dos Elementos de Euclides; provavelmente foi seguido um tipo de prova, envolvendo
disseccOes, como a seguir se explica.

Um quadrado grande de lado a + b é dividido em dois quadrados menores de
lados a e b e dois rectangulos iguais com lados a e b; cada um destes dois rectangulos
pode ser dividido em dois triangulos rectangulos iguais ao desenharmos a diagonal c.
Os quatro tridangulos podem ser organizados dentro de outro quadrado de lado a +
b, conforme mostra a segunda figura.

i i h a

b [ b \ ’
i

i a a

b

a i a b

Fig. 50 — Demonstracdo do Teorema de Pitagoras

Agora a area do mesmo quadrado pode ser representada de duas maneiras: como a soma
das areas de dois quadrados e dois rectangulos
(a + b)? = a® + b? + 2ab;

e como a soma das areas de um quadrado e quatro tridngulos,

(a+b)? =c?+ 4(%19).
Quando os quatro triangulos sdo retirados do quadrado maior em cada figura, as areas
resultantes sdo iguais; ou, equivalentemente, ¢ = a? + b?. Portanto, o quadrado em ¢ é
igual a soma dos quadrados em a e b.

Conforme realca Burton (2006), “tais provas através da adicdo de areas sdo tdo
simples que talvez ja tivessem sido feitas anterior e independentemente por outras
culturas; no entanto, nenhum registo do Teorema de Pitagoras aparece em qualquer dos
documentos sobreviventes do antigo Egipto)” (p. 108).

Na verdade, a civilizagdo chinesa da mesma época, que se tinha desenvolvido
completamente isolada das civilizagdes grega e babilonica, tinha uma prova genuina,
possivelmente muito mais antiga da que acabamos de referir. Esta prova, que serad
oportunamente analisada no anexo dedicado a Matematica na China (anexo A.4),
encontra-se no mais antigo texto chinés conhecido, relacionado com matematica,
intitulado A Aritmética Classica do Gnomon.
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O Teorema de Pitdgoras tem suscitado o interesse de muitos estudiosos e
matematicos através dos séculos, e centenas de demonstracdes tém sido desenvolvidas.
Em (Loomis, 1968) podemos encontrar 370 demonstraces.

Uma das demonstracdes mais famosas é a apresentada na Proposicdo 47 do
Livro | dos Elementos de Euclides (a analisar posteriormente).

Ternos pitagoricos

A descoberta geometrica de que os lados de um triangulo estavam relacionados por uma
lei exprimivel em numeros, conduziu, naturalmente, a um problema aritmético, que
consiste em encontrar todos os inteiros, x,y e z, que podem representar os catetos e a
hipotenusa de um tridngulo rectangulo. Um terno de nimeros deste tipo é conhecido
como um terno pitagorico e, como j& vimos, uma andlise da Plimpton 322 mostra-nos
gue os antigos babilonios ja sabiam como calcular esses ternos.

E atribuida a Pitagoras uma soluc&o parcial do problema, expressa pelos nimeros
x=2n+1 vy =2n%>+2n z=2n%+ 2n+ 1,
onde n > 1 é um inteiro arbitrério.

No entanto, esta regra ndo permite obter todos os ternos pitagdricos; foi preciso esperar
até Euclides escrever os seus Elementos para aparecer uma solucdo completa para este
problema. No Livro X dos Elementos, Euclides apresenta a seguinte solucéo:

2

x=2mn, y=m?-n? z= m?+n?

onde m e n s&o inteiros positivos, com m > n.

Os incomensuraveis
O feito mais importante dos pitagoricos, na sua influéncia sobre a evolucdo do conceito
de namero, foi, sem duvida, a descoberta dos numeros “irracionais”.

Uma vez que, para eles, todos os comprimentos podiam ser contados, assumiram
gue podiamos encontrar uma medida que permitisse contar tanto o lado como a diagonal
de um quadrado. Por outras palavras, deveria haver um comprimento tal que o lado e a
diagonal fossem multiplos inteiros desse comprimento. Infelizmente, acabaram por
descobrir que isso ndo é verdade. O lado e a diagonal de um quadrado s&o
incomensuraveis; ou seja, ndo admitem uma medida em comum.

Esta descoberta, por volta de 430 a. C., obrigou os pitagdricos a repensarem a
sua filosofia de que “tudo € nimero” e levou os matematicos gregos a desenvolverem
outras novas teorias, pois, embora esta descoberta ndo tivesse perturbado o
desenvolvimento da aritmética, gerou novos campos de investigagdo na geometria.

328



Anexo A.3

A mais antiga prova conhecida que lida com segmentos de recta
incomensuraveis corresponde, no seu essencial, a prova moderna da irracionalidade de

/2. Esta é a prova da incomensurabilidade da diagonal de um quadrado com o seu lado
e encontra-se no Livro X dos Elementos de Euclides.

Contudo, uma referéncia numa das obras de Aristoteles esclarece que a prova ja
era conhecida muito antes do tempo de Euclides. Certas passagens nos Segundos
Analiticos de Aristételes tém sido interpretadas como se referissem que se o lado e a
diagonal de um quadrado fossem comensuraveis, entdo nimeros pares seriam iguais a
ndmeros impares.

Como acontecia na maioria das demonstracfes mais classicas, 0 método de
argumento era indirecto. Assim, presumiu-se a negacao da concluséo pretendida, tendo-
se obtido uma contradicdo. Ora, isto assemelha-se a uma demonstracdo por reducdo ao
absurdo.

Considere-se um quadrado de lado [ e diagonal d, e, de seguida, desenhe-se um
quadrado de lado d, que, obviamente, tera o dobro da area do quadrado de lado [, como
é facil concluir por observacdo da figura 51 (basta contar o nimero de tridngulos de
cada quadrado):

Fig. 51 — O quadrado de lado d tem o dobro da &rea do quadrado de lado 1

A partir desta figura, e tendo em conta as areas dos dois quadrados, podera ser
demonstrada a incomensurabilidade entre o lado e a diagonal do quadrado. No entanto,
por uma questdo de brevidade, apresentarei na nossa linguagem algébrica, a prova da

irracionalidade de /2.
Sejav/2 = % em que m e n S&0 nUMeros primos entre si.

Daqui, temos que
m? = 2n?,
donde resulta que m?é um ndmero par, e, portanto, m também o é; como % € uma
fraccdo irredutivel, entdo n tera que ser impar.
Mas, se m €é par, segue-se que m? ¢ divisivel por 4, e, portanto, n?sera divisivel
por 2, e, por isso, n Ssera par.
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Assim, a hipotese inicial de que +2 é comensuravel (ou seja, pode ser
representada na forma de fraccdo), conduz a impossibilidade de um nimero n ser, ao
mesmo tempo, par e impar.

Os pitag6ricos ndo foram os primeiros a considerar o valor numérico de 2
(comprimento da diagonal de um quadrado de lado 1), pois, como ja foi referido, a placa
babilonica YBC 7289 contém uma figura que representa um quadrado com a sua

diagonal, onde é dada uma aproximacao para o valor de v2. Mas, note-se que foram os
gregos os primeiros a reconhecer, formalmente, que ndo é possivel encontrar um valor

“exacto” paraa 2.

Aqui, é bem notéria a diferenca entre estas duas civilizagcdes e a preferéncia dada
pelos gregos a conceitos abstractos; enquanto os babilonios determinaram aproximagées
para o valor de V2, os gregos foram mais longe e provaram que se tratava de um
namero irracional.

Euclides

Tal como acontece com outros grandes matematicos da Grécia antiga, sabemos muito
pouco sobre a vida de Euclides. E certo que fundou uma escola e ensinou em
Alexandria e, segundo Proclo, viveu durante o reinado de Ptolomeu I, o que significa
que desenvolveu o seu trabalho na primeira metade do século 1l a.C.

Euclides escreveu vérias obras cientificas, sendo a mais famosa Os Elementos,
que é o mais antigo tratado grego sobre Matematica que chegou até nds na sua
totalidade. ExposicBes sistematicas de geometria ja tinham aparecido na Grécia, no
século V a.C., mas ndo foram preservadas, pela razdo 6ébvia de que todas foram
suplantadas pelos Elementos de Euclides. O prestigio dos Elementos era tdo grande no
mundo antigo que Euclides raramente era referido pelo nome, mas sim pela alcunha “O
escritor dos Elementos ” ou, as vezes, simplesmente, “O Gedmetra”.

“Este livro maravilhoso”, escreveu Sir Thomas Heath, “com todas as suas
imperfeigdes, que sdo na verdade suficientemente ligeiras quando temos em conta a data
em que ele apareceu, € e continuara a ser o maior livro matematico de todos os tempos”
(Burton, 2006, p. 161).

Poucos livros tém sido mais importantes para 0 pensamento e a educacdo do
mundo Ocidental que Os Elementos de Euclides. Dificilmente qualquer outro livro,
excepto a Biblia, foi mais amplamente distribuido ou estudado. Mais de mil edi¢Ges dos
Elementos apareceram desde a primeira versdo impressa em 1482; e, antes disso, copias
do manuscrito dominaram grande parte do ensino da Matematica na Europa.
Infelizmente, ndo foi encontrada nenhuma cépia do trabalho que remonte ao tempo de
Euclides.

Das varias edi¢cOes que foram surgindo, uma das melhores versdes, sendo a
melhor, € a traducdo inglesa de Thomas L. Heath (1908) que a enriqueceu, de forma
considerdvel, com uma excelente introdugdo, além de inUmeros, valiosos e
esclarecedores comentarios.

330



Anexo A.3

Felizmente, também existe uma traducao portuguesa (dos Livros 1-VI, X1 e XII),

feita por Jodo Chrysostomo de Faria e Sousa de Vasoconcellos e S, a partir da versao
latina de Frederico Commandino (1506 - 1575), publicada pela Universidade de
Coimbra em 1855. As 48 proposi¢cbes do Livro | estdo disponiveis no seguinte
endereco: http://www.mat.uc.pt/~jaimecs/euclid/elem

Os treze livros da obra podem ser comparados a capitulos de um livro que possuem o
seguinte conteudo:

Livro I: Definigdes, axiomas e postulados; os trés casos de congruéncia de
triangulos; teoria das paralelas; relacbes entre areas de paralelogramos,
triangulos e quadrados e o Teorema de Pitagoras (que € a Proposicao 47).

Livro Il: Trata o que usualmente se designa por algebra geométrica ou
geometria das &reas, num total de 14 proposigdes.

Livro I11: Consiste em trinta e nove proposi¢es contendo muitos dos teoremas
conhecidos sobre &ngulos, circulos, cordas, secantes e tangentes.

Livro IV: Construcdo de alguns poligonos regulares, bem como a sua inscricao
e circunscri¢do num circulo.

Livro V: Teoria das proporcdes de Eudoxo, na sua forma puramente
geomeétrica.

Livro VI: Aplicacdo dos resultados do Livro V a geometria plana, tratando,
particularmente, da semelhanca de figuras.

Livros VII, VI e IX: Livros consagrados a Teoria de NUmeros.

Livro X: Versa sobre as grandezas irracionais. E o Livro mais extenso deste
conjunto e €, muitas vezes, considerado o mais dificil.

Os livros XI, X1l e Xl sdo conhecidos pelo nome de livros estereométricos, por neles
serem consideradas figuras da geometria tridimensional.

Livros XI: E dedicado ao paralelismo e & perpendicularidade de rectas e planos,
e ao estudo de angulos de sélidos e de prismas.

Livro XII: Estabelece razdes entre areas de figuras planas e entre volumes de
solidos, por um método que mais tarde passou a ser designado por método de
exaustao.

Livro XII1I: Trata do estudo dos cinco poliedros regulares, actualmente também
conhecidos por solidos platénicos.

Livro | dos Elementos de Euclides

Sem comentéario introdutério e de forma abrupta, o primeiro livro dos Elementos
comega com uma lista de 23 definigdes. Estas incluem, por exemplo, que um ponto € “0
que ndo tem partes”, e que uma linha é “comprimento sem largura”.
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Euclides, em seguida, estabelece os dez principios do raciocinio em que se basearam as
provas nos Elementos, introduzindo-os da seguinte forma:

Postulados

1.

o~ wn

Pode ser tracada uma linha recta de qualquer ponto para qualquer outro ponto.
Uma linha recta finita pode ser produzida continuamente numa linha.

Um circulo pode ser descrito com quaisquer centro e distancia.

Todos os angulos rectos sdo iguais entre si.

Se uma linha recta incidir em duas linhas rectas e fizer os angulos internos do
mesmo lado menores do que dois angulos rectos, entdo as duas linhas rectas, se
prolongadas indefinidamente, encontram-se do lado em que estdo os angulos
menores do que dois angulos rectos.

Para além dos postulados (especificos a matéria em questdo), Euclides utilizou
principios de ordem geral, as No¢6es Comuns.

Nocdes comuns

1.

a s~ wnN

Coisas que sdo iguais a mesma coisa também sédo iguais entre si.
Se iguais forem adicionados a iguais, as totalidades sao iguais.
Se iguais forem subtraidas de iguais, 0s restantes sdo iguais.
Coisas que coincidem uma com a outra s&o iguais entre si.

O todo é maior do que a parte.

O quinto postulado, mais conhecido como o postulado das paralelas, tornou-se uma das
declara¢fes mais famosas e controversas na Historia da Matematica.

O que este postulado tem de notavel é que faz uma declaracdo sobre a extensédo

inteira de uma linha recta, uma regido que ndo conhecemos e que esta fora do alcance
de uma eventual observacdo, como esta esquematizado na figura 52:

Fig. 52 — O quinto postulado de Euclides

Sao muitas as proposi¢des dos Elementos que merecem referéncia, no entanto, e devido
a sua extensao, cingir-me-ei apenas as proposi¢des mais “famosas”.
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Demonstracéo do Teorema de Pitagoras

Como ja tive oportunidade de referir, a Proposicdo 47 do Livro I, é justamente a
demonstracdo do Teorema de Pitdgoras. Embora poucas das proposiches e
demonstra¢fes dos Elementos tenham sido descobertas pelo préprio Euclides, esta
prova do Teorema de Pitagoras é geralmente atribuida ao proprio.

Elementos 1, 47°": Em todo o triangulo rectangulo, o quadrado feito sobre o lado
oposto ao angulo recto, é igual aos quadrados formados sobre os outros lados, que
fazem o mesmo angulo recto.

Considere-se o triangulo [ABC], rectangulo em A, e seja H o pé da altura relativa a A.
Depois de construidos os quadrados sobre os lados do tridngulo, prolongue-se a altura
AH, como esté representado na figura 53.
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Fig. 53 — Demonstracédo do Teorema de Pitagoras

Os triangulos [FBC] e [ABD] sdo congruentes, uma vez que BF = BA e BC =BD e
tanto £ FBC como £ ABD séo iguais a soma da amplitude do £ ABC com um angulo
recto.

Tendo em conta que a area de um paralelogramo é o dobro da area de um triangulo com
a mesma base e compreendido entre as mesmas paralelas, temos que a area do quadrado
[ABFG] é o dobro da area do triangulo [FBC] e a area do rectangulo [BDLH] é o dobro
da area do triangulo [ABD].

Devido a congruéncia dos triangulos, concluimos que a area do quadrado [ABFG] é
igual a area do rectangulo [BDLH].

37 As proposicdes e problemas apresentados neste anexo foram retirados de (Euclides, 1855).
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Provamos, de modo analogo, que os tridngulos [KCB] e [ACE] também sdo
congruentes e, portanto, a area do quadrado [ACKI] é igual a area do rectangulo
[CELH].

Concluimos, deste modo, que a soma das areas dos dois quadrados € igual a soma das
areas dos dois rectangulos, ou seja, a area do quadrado [BDEC].

Euclides demonstrou, assim, o Teorema de Pitagoras, sem fazer uso das proporcdes,
uma vez que o conceito de semelhanca sé foi abordado nos Livros V e VI e,
supostamente, Euclides quis apresentar esta proposicao tdo cedo quanto possivel.

Livro 11 dos Elementos

Este livro poderia ser chamado um Tratado sobre algebra geométrica, porque é
algébrico na substdncia mas geométrico no tratamento. Problemas algébricos sdo
totalmente expressos em linguagem geométrica e resolvidos por métodos geométricos.
Para colmatar a falta de um simbolismo algébrico adequado, Euclides utilizou
segmentos de recta para representar nimeros.

Elementos 11, 4: Se uma linha recta for cortada ao acaso, entdo o quadrado sobre o
todo é igual aos quadrados sobre os segmentos e duas vezes o rectangulo contido pelos

segmentos.

Ora, esta proposicdo admite uma interpretacdo algébrica, pois pode ser interpretada
como a expressdo da formula do quadrado do binémio:

(a + b)? = a? + 2ab + b>.

Geometricamente, a sua representacdo sera a seguinte:

Fig. 54 — Versao geométrica da formula
para o quadrado de uma soma
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Livro VI dos Elementos

O Livro VI aplica a teoria das proporcGes a semelhanca de figuras planas. Aqui,
voltamos ao Teorema de Pitagoras e a sec¢do de ouro, mas, agora, como teoremas
respeitantes a razGes de grandezas, que correspondem as Proposi¢fes 31 e 30,
respectivamente.

E de particular interesse a Proposicdo 27 que corresponde ao teorema que contém o
primeiro problema de maximizacao que chegou até nds, com a prova de que o quadrado
é, de todos os rectangulos de um dado perimetro, o que tem area maxima.

Livros VII, VIII e IX - Teoria dos NUmeros

Apesar desta obra se intitular Os Elementos de Geometria, o seu contetdo vai muito
além da geometria. Trés dos livros dos Elementos (nomeadamente, VII, VIII e IX),
contendo um total de 102 proposices, sdo dedicados a aritmética, ou melhor dizendo, a
Teoria dos Numeros. Estas proposicdes lidam principalmente com a natureza e as
propriedades dos chamados “ntimeros naturais” ou “inteiros positivos”.

Ao longo destes trés livros, Euclides mostrou-se particularmente interessado em
questdes relacionadas com a divisibilidade e dedicou especial atencdo aos numeros
primos.

Nestes livros, € bem notorio que Euclides se baseou em conhecimentos
anteriores, uma vez que grande parte do conteddo destes trés livros de aritmética pode
ser atribuido aos pitagéricos. No entanto, embora muitos dos resultados ja fossem
conhecidos ha muito tempo, nem sempre foram demonstrados rigorosamente.

Relativamente ao Livro VII é de destacar a Proposicdo 2, onde Euclides aplica um
algoritmo para encontrar 0 maximo divisor comum entre dois nUmeros que ndo sejam
primos entre si. Mais tarde, este algoritmo ficou conhecido como sendo o algoritmo de
Euclides. Apesar de o algoritmo ter ficado com o seu nome, ha evidéncias histéricas de
gue este método ja era conhecido, pelo menos um século antes de Euclides.

Elementos VII, 2: Encontrar a maior medida comum entre dois nimeros que nao
sejam primos entre si.

O algoritmo de Euclides é baseado no principio de que o0 m.d. c. de dois nimeros nédo
muda se 0 menor nimero for subtraido ao maior. Por exemplo, m.d.c. (252,105) = 21
e, fazendo 252 — 105 = 147, temos ainda que 0 m.d.c.(147,105) = 21. Como o
maior dos dois nimeros é reduzido, a repeticdo deste processo ira gerar sucessivamente
nimeros menores, até obtermos dois nimeros iguais. Esse numero que aparecera
repetido sera o m.d. c.

De uma forma esquematica, costumamos representar este processo do seguinte modo:

(252,105) — (147,105) — (105,42) - (63,42) — (42,21) - (21,21)
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Depois de se fazer véarias subtracgdes sucessivas, concluimos que o
m.d.c.(252,105) = 21.

A seguinte proposi¢do € um dos resultados mais interessantes dos livros aritméticos dos
Elementos. O seu interesse advém do facto de que esta proposi¢do, juntamente com a
proposicdo 20 do Livro IX, revela o0 modo como os antigos gregos tratavam questfes
relacionadas com o infinito.

Elementos V11, 31: Qualquer nimero composto € medido por algum nimero primo.

Com esta proposi¢do, Euclides prova que qualquer nimero natural composto € divisivel
por algum primo. A prova desta proposicao é feita por recorréncia, sendo este 0 mais
antigo registo conhecido de uma prova formal, deste tipo.

No livro IX, o ultimo dos livros sobre Teoria dos NUmeros, muitos teoremas conhecidos
podem ser encontrados. Destes, 0 mais célebre é a seguinte proposicao:

Elementos 1X, 20: Os nimeros primos sdo mais do que qualquer quantidade dada de
nameros primos.

Isto corresponde a conhecida afirmacgdo de que ha uma infinidade de nimeros primos.
Outra proposicdo a destacar do Livro IX é a 14 que contém uma versdo parcial do
Teorema Fundamental da Aritmética . Segundo esta proposi¢cdo, nenhum niimero primo
divide o produto de outros nimeros primos, como a seguir se apresenta:

Elementos 1X, 14: Se um numero é o menor que € medido por ndmeros primos, entdo
ele ndo é medido por nenhum outro primo excepto aqueles que o mediam desde o
principio.

Aqui, Euclides prova que os nimeros primos s6 podem ser decompostos de uma Unica
maneira, ou seja, que “qualquer numero inteiro maior que 1 pode ser escrito como um
produto de numeros primos em exactamente uma maneira”, o que corresponde ao
enunciado actual do Teorema Fundamental da Aritmética .

Destaque-se, ainda, a seguinte proposicdo que da uma derivacdo da formula para
encontrar a soma dos nimeros em progressao geometrica:

Elementos 1X, 35: Se tantos numeros quantos se queira estiverem em proporcao
continuada, e se se subtrai ao segundo e ao Ultimo o primeiro, entdo 0 excesso do
segundo esta para o primeiro como 0 excesso do ultimo estd para a soma de todos
antes dele.

Com efeito, este resultado determina a soma de uma progressdo geométrica. Se
representarmos a sequéncia de nimeros em “propor¢do continuada” por a + ar +
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3855

ar?+ -+ ar™ ! + ar™ e a soma de “todos antes dele [o ltimo]*” por S,, (uma vez

que h& n termos antes de ar™), a proposicao de Euclides afirma que:
(ar™ —a):S, = (ar — a):a.

A forma actual para esta soma é:
_a@"-1)
o —1

A proposicdo seguinte, e Gltima do livro IX, estabelece um critério para encontrar
numeros perfeitos, onde mais uma vez se nota a herancga dos pitagoricos.

Elementos 1X, 36: Se tantos nimeros quantos se queira comecando a partir da unidade
forem dispostos continuamente numa proporcdo duplicada até que a soma de todos
resulte num nimero primo, e se a soma multiplicada pelo Gltimo origina algum nimero,
entdo o produto serd um numero perfeito.

Por outras palavras, esta proposicao refere que se a soma de qualquer nimero de termos
da sequéncia 1, 2, 22, ---, 2™ for um nlmero primo, entdo o produto dessa soma por 2", é
um namero perfeito.

Esta proposicao escrita na nossa notagao seria:

Se 2"l —1(=1+2+2%+--4 2" é um nlGmero primo, entdo 2*(2"*1 — 1) é um
namero perfeito.

Note-se que os numeros perfeitos obtidos pela formula de Euclides sdo sempre numeros
pares e Euler mostrou que qualquer nimero perfeito par é, realmente, desta forma. A
existéncia ou ndo de numeros perfeitos impares € um dos célebres problemas néo
resolvidos na Teoria dos Numeros. No entanto, sabe-se que ndo ha nenhum nimero
perfeito impar que tenha menos de 36 digitos!

Como acontecera com outros matematicos, também sdo contadas “historias” sobre
Euclides. Uma delas € relatada por Proclo, e refere que o rei Ptolemeu uma vez
perguntou a Euclides se ndo havia uma maneira mais curta para aprender geometria do
que através dos Elementos, a qual Euclides respondeu que ndo ha “nenhuma caminho
real para a geometria”, sugerindo, assim, que a Matematica ndo faz acepcéo de pessoas.
Uma outra historia diz respeito a um jovem que comegou a estudar geometria com
Euclides e perguntou, depois de passar pelo primeiro teorema, “mas o que vou ganhar
por aprender estas coisas?” Depois de insistir que vale a pena adquirir o conhecimento
por si proprio, Euclides chamou o seu servo e disse: “Da a este homem uma moeda,
uma vez que ele deve obter lucro pelo que aprende”.

% Note-se que S, = a+ar + ar? + -+ ar™™.
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Depois da morte de Euclides, a Teoria dos NUmeros ndo teve quaisquer
desenvolvimentos durante 400 anos, pois a Geometria monopolizou a atencdo de todos
0s matematicos gregos. Depois de Euclides, apenas dois matematicos gregos sdo
conhecidos por terem realizado um trabalho aritmético digno de referéncia,
nomeadamente, Eratostenes e Diofanto.

Arquimedes

Um dos maiores matematicos de todos os tempos e certamente o maior da Antiguidade,
considerado o maior genio criativo do mundo antigo, foi Arquimedes. Nasceu em
Siracusa, por volta de 287 a.C. e morreu, em 212 a.C., durante a pilhagem romana de
Siracusa.

Hoje conhecemos muito pouco sobre a sua obra, j& que muitos dos documentos
originais foram destruidos. Também conhecemos poucos detalhes da sua vida, embora
varias historias fantasiosas tenham surgido sobre ele, como aquela em que ele sai da
banheira, nu, gritando “Eureka! Eureka!” (“Encontrei! Encontrei!”).

Arquimedes fez descobertas importantes em Geometria, Matematica e Fisica,
tendo descoberto o principio da alavanca e, por isso, é-lhe atribuida a frase: “Déem-me
uma alavanca e um ponto de apoio e eu moverei o mundo”.

Estimativas para o valor de

Das suas varias descobertas no campo da Geometria, saliente-se 0 método para calcular
o numero 7, utilizando séries, que € a proposi¢cdo mais importante da sua obra Medida
do Circulo.

Note-se que Arquimedes ndo utilizava o simbolo =; de facto, este simbolo ndo
foi utilizado por ele nem por qualquer outro matematico grego. Tiveram que passar
quase 2000 anos, até que, em 1706, o escritor inglés William Jones o introduziu no seu
livro Uma nova introducéo para a Mateméatica, onde foi dado um valor correcto para
7, com 100 casas decimais. No entanto, s6 em 1748, quando Leonhard Euler o usou no
seu famoso Introductio in Analysin Infinitorum, é que este simbolo foi adoptado
definitivamente para representar a razdo entre o perimetro de uma circunferéncia e o seu
didmetro, “sem davida porque é a primeira letra da palavra grega perimetros” (Burton,
2006, p. 202) que se escreve mepuetpot, usando o alfabeto grego.

O processo que Arquimedes usou para a obtencao de um valor aproximado para 7 foi
baseado no seguinte facto: o perimetro de um circulo situa-se entre os perimetros dos
poligonos regulares inscritos e circunscritos de n lados, e a medida que n aumenta, a
diferenga entre o perimetro do circulo e os outros dois perimetros torna-se cada vez
menor.*

Este resultado constitui também o primeiro caso conhecido do calculo da soma de uma
série infinita.

%9 Este processo néo sera aqui explicado, mas pode ser encontrado, em portugués, em Pinto (2009, p. 62-
73).
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Para calcular uma aproximag¢do adequada para =, Arquimedes inscreveu e
circunscreveu, sucessivamente, poligonos regulares de 6, 12, 24, 48 e 96 lados, dentro e
fora do circulo, tendo chegado ao seguinte enquadramento

30 <5l
7107

. ~ 22 4 . .
A aproximagao —- €, muitas vezes, chamada de valor de Arquimedes para .

22 . . . . . .
Como —-—n< 0,002 e, alem disso, € muito simples efectuar calculos com esta

fraccdo, na maioria dos casos, na Antiguidade, esta aproximacdo para = era
suficientemente boa.*’

Eratdstenes

Outro matematico grego, nascido em Cirene, e cujo trabalho em Teoria dos NUmeros
continua a ser estudado, é Eratostenes (c. 276 — c. 194 a.C.). Eratdstenes foi considerado
um dos homens mais cultos do seu tempo. Trabalhou em Matemaética, Astronomia,
Geografia, Historia, além de ter sido filosofo e poeta. Escreveu algumas obras,
nomeadamente, O Bem e o Mal, Medida da Terra, Comédia, Cronologia, Constelactes
e Duplicacéo do Cubo.

A convite do rei do Egipto, Ptolomeu Ill, deslocou-se para Alexandria para ser
tutor do seu filho e director da Biblioteca da Universidade de Alexandria.

O seu principal contributo, como matematico, foi ter encontrado uma solucdo do
problema de Delos, sobre a duplicagdo do cubo, e a invencdo de um método para
encontrar numeros primos que, ainda hoje, ensinamos aos nossos alunos.

Crivo de Eratostenes
E conhecido que se um inteiro n > 1 n&o é divisivel por um primo p < +/n, entdo n é
necessariamente um numero primo.

Eratdstenes usou este facto como a base de uma técnica inteligente, chamada crivo de
Eratdstenes, para encontrar todos 0s primos menores do que um determinado inteiro n.

Seguindo 0 esquema proposto por Eratdstenes, comegamos por escrever 0S
inteiros de 2 até n por ordem crescente e, em seguida, eliminamos sistematicamente
todos os numeros compostos (que tém mais de dois divisores), riscando todos o0s
multiplos 2p, 3p, 4p,... dos primos p < +/n. Os inteiros que restam, depois destas
supressoes, sdo 0s primos x, tais que, 3 < x < n.

Do processo de construcdo do Crivo de Eratostenes, resulta um processo de
verificar se um dado inteiro € primo. Dispondo de uma lista de nimeros primos até 100,

“0 Talvez devido a esse facto, também esta a ser utilizado este valor para = no manual de Matematica para
0 5° ano, da Porto Editora, elaborado de acordo com o Novo Programa de Matematica para o Ensino
Bésico.
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podemos verificar se um inteiro ndo maior que 1002 € primo, pois, se um tal inteiro for
composto, tera algum divisor primo menor que 100.

O Crivo de Eratostenes, determinando todos os primos ndo maiores que um
dado n, serve também para construir uma tabela de factores primos de nimeros que nao
excedem n, muito Gtil na decomposi¢do de um nimero em factores primos.

Medicdo da terra

Eratdstenes também é conhecido por ter concebido um método pratico para o calculo do
meridiano da Terra, baseado nas estimativas do arco do circulo maximo de Alexandria a
Assudo.

Apesar desta ndo ter sido a primeira nem a ultima estimativa para o perimetro
da terra, feita na Antiguidade, Eratdstenes obteve um valor muito mais preciso do que
todas as estimativas anteriores. E 0 que é mais extraordinario sobre o método por ele
utilizado é a sua simplicidade.

Heréo

Outro estudioso da Matematica Aplicada € Herdo de Alexandria. Ndo havia consenso
sobre a data em que viveu, surgindo datas que variavam de 150 a.C. até 250 d.C., mas,
ha algumas décadas, colocaram-no na segunda metade do século I d.C.

As suas obras sobre temas de Matematica e Fisica sdo tdo numerosos e variadas
que é costume descrevé-lo como um escritor enciclopédico nestes dominios e também &,
por vezes, apelidado o Mecanico.

Ha razbes que suportam a tese de que ele era um egipcio com formacédo grega.
De qualquer forma, os seus trabalhos que, muitas vezes, visam a utilidade pratica ao
invés da perfeicdo tedrica, mostram uma mistura curiosa de grego e Oriental.

A sua obra mais importante € a Métrica, composta por trés livros. Na proposicdo 8 do
primeiro volume, Herdo demonstra que a area de um tridngulo de lados a,b e c e
semiperimetro s € dada pela seguinte formula:

A= \/s(s —a)(s—=b)(s—rc),

Esta igualdade é conhecida como férmula de Herdo; no entanto, had quem defenda que
foi descoberta por Arquimedes.

E interessante notar que, tal como os egipcios, Herdo também dava preferéncia as
fraccBes unitérias, como podemos ver na aproximagao de V63 por

7eiel it
2 4 8 16
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E de salientar, ainda, que a férmula apresentada por Herdo para o volume de uma
piramide quadrangular truncada pode, facilmente, ser reduzida a que apareceu no papiro
de Moscovo.

Diofanto

Como ja acontecera com Herdo (e ndo s0), Diofanto € outro matematico cujo periodo
em que viveu é incerto. Embora haja alguma evidéncia ténue que ele possa ter sido um
contemporaneo, ou quase contemporaneo, de Herdo, a maioria dos historiadores tende a
coloca-lo no terceiro século da nossa era, pois, depois de compararem referéncias que
Ihe sdo feitas por varios autores que ndo viveram no seu tempo, supdem que terd vivido
por volta do ano 250 da nossa era.

Uma das melhores fontes de informacdo acerca de problemas de algebra da
antiga Grécia € uma coleccdo conhecida pelo nome de Antologia Grega ou Antologia
Palatina, constituida por 46 problemas numéricos, apresentados sob a forma
epigramatica, coligidos, por alturas do ano 500 da nossa era, pelo gramaético
Metrodorus.

Como o problema 126 dessa Antologia* é relativo a vida de Diofanto, é natural
recorrer a0 mesmo para obter informacdes sobre a vida deste matematico grego. O
problema apresenta-se do seguinte modo:

“Neste tumulo repousa Diofanto.

Ah, que grande prodigio!

O tamulo diz cientificamente a medida de sua vida.

Deus concedeu-lhe ser menino pela sexta parte da sua vida, e somando uma duodécima
parte a isto, cobriu-lhe as faces de penugem.

Ele acendeu-lhe a lampada nupcial ap6s uma sétima parte, e cinco anos ap0s 0 seu
casamento concedeu-lhe um filho.

Ai! Infeliz crianca tardia; depois de chegar a medida de metade da vida de seu pai, 0
destino frio o levou.

Depois de consolar a sua dor com a ciéncia dos nimeros durante quatro anos terminou
asuavida.”

Representando por x a idade que Diofanto tinha quando morreu, tem-se a equacéo

AL S
6 1277 2 TETL

cuja solucdo é x = 84.
Assim, ficAmos a saber que Diofanto passou 14 anos na infancia, 7 na juventude,
mais 12 como celibatario, tendo, portanto, 33 anos, quando casou. Nasceu-lhe um filho,

*1 A numeragao dos problemas da Antologia Grega, aqui utilizada, é a que consta em (Paton, 1918).
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quando tinha 38 anos. Quando tinha 80 anos, morreu-lhe o filho que, entdo, tinha 42
anos. E, de tudo isto, concluimos que Diofanto morreu aos oitenta e quatro anos.

No entanto, a partir deste problema ficamos a saber com que idade Diofanto
morreu, mas continuamos sem saber em que ano ou mesmo em que século.

Diofanto escreveu trés obras: a Aritmética, NUmeros Poligonais e Porismas (que se
perdeu). A Aritmética é, sem duvida, a sua obra mais importante e, conforme refere
Burton (2006), “pode ser descrita como o tratado mais antigo dedicado a algebra” (p.
221). Conjectura-se que, inicialmente, era composta por treze livros, de que hoje apenas
se conhecem seis.

Tal como o papiro de Rhind, a Aritmética contém uma variedade de problemas,
189 no total, e as suas solugdes. Parece que 0 seu objectivo era ensinar o método de
resolucdo de determinados problemas em que era necessario encontrar ndmeros
racionais que satisfizessem determinadas condiges.

Os Livros da Aritmética podem ser resumidos como se segue:
e Livro I: Sistemas de equacgOes determinadas que envolvem equacdes lineares ou
quadréticas;
e Livro I1-V: EquacGes e sistemas de equacles, a maioria das quais sdo de 2° grau
indeterminadas;
e Livro VI: Equacdes envolvendo triangulos rectangulos e um problema que
conduz a uma equacdo cubica (Proposicao 17).

Como a maior parte das equacbes propostas e resolvidas por Diofanto séo
indeterminadas, as equacdes deste tipo, de coeficientes inteiros em que se procura
alguma solucdo inteira ou racional, costumamos chamar Equac6es Diofantinas.

Na Aritmética é impressionante a falta de métodos gerais e a aplicacdo repetida
de procedimentos engenhosos, elaborados para as necessidades de cada problema em
particular. Os seus métodos variam de caso para caso, € ndo ha sinal de uma teoria
sistematica. Cada questdo necessita a sua propria técnica especial, que muitas vezes ja
ndo serve para os problemas mais estreitamente relacionados.

Por isso, ndo ¢ de estranhar que Hankel tenha afirmado que “é, portanto, dificil
para um moderno, depois de estudar 100 solucdes diofantinas, resolver a 101#” (Hankel,
1874, p. 165 apud Cajori, 1909, p. 89).

Note-se que Diofanto admitia apenas solugOes racionais positivas; para ele as
solugdes irracionais eram “impossiveis”, e ficou, na maioria dos casos, satisfeito com
apenas uma resposta para um dado problema (sendo indiferente se a solugéo era inteira
ou racional).

Acrescente-se que Diofanto ndo tinha nenhum conceito de quantidades
negativas, embora tivesse usado a subtrac¢cdo como uma operacdo. Assim, no problema
2 do Livro V, Diofanto descreve a equacdo 4 x + 20 =4 como “absurda”, porque
conduziria a solucdo “impossivel”, x = — 4. Como refere, “o0 4 deveria ser um nimero
maior que 20”.
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Para poder multiplicar expressdes algébricas que envolviam subtracc¢des, indicou
as regras para multiplicar com 0 menos: “um menos multiplicado por um menos da um
mais, e um menos multiplicado por um mais d4 um menos”, mas entenda-se que
Diofanto ndo esté a lidar com nimeros negativos, pois estes ndo existiam para ele.

Antes de passarmos a analise de alguns problemas da Aritmética, convém
discutir a maior inovacdo de Diofanto na resolugéo de equacgOes, a sua introducdo de
simbolismo. Como j& vimos, 0s egipcios e 0s babilonios escreviam as equagdes e as
respectivas solucbes por palavras, ou seja, tinhamos uma algebra retorica, onde os
resultados eram alcancados pelo argumento verbal, sem recurso a simbolos ou
abreviaturas de qualquer tipo. E com Diofanto que aparece o primeiro uso sistematico
dos simbolos algébricos. Diofanto usava um sinal especial para a incognita, para o
menos e para 0s reciprocos e para cada poténcia da incdgnita havia um simbolo
especial. Note-se que os simbolos eram mais abreviaturas do que simbolos algébricos,
no nosso sentido. Essas abreviaturas deram origem a chamada “algebra sincopada” que
pode ser considerada um estadio intermédio entre a retorica e a lgebra simbdlica.

Problemas da Aritmética

Vejamos agora alguns problemas tipicos da Aritmética, pois exemplos bem
seleccionados desta obra dizem mais sobre a criatividade dos métodos de Diofanto do
que qualquer resumo.

Aritmética 1, 17: Encontrar quatro nimeros de modo que quando trés deles sdo
somados, a sua soma é um dos quatro nimeros indicados.

A condicdo necessaria, imposta por Diofanto, é: Um terco da soma dos quatro numeros
tem de ser maior do que qualquer um deles.

Sejam as somas obtidas 20, 22,24 e 27.

Seja x a soma dos quatro numeros. Entdo, os nimeros sdo
x — 20, x — 22, x — 24 e x—27.

(A origem destas expressfes para representar os quatro nimeros deve-se ao facto de
que, por exemplo, se (1) + (2) + (3) = 20, entdo quando adicionarmos (4) aos dois
membros da equacdo, obtemos x = (1) +(2) + (3) + (4) =20+ (4), ou seja,
(4) = x — 20))

Daqui obtemos que
(x—20)+(x—22)+(x—24)+ (x —27) =x,

donde 4x — 93 = x ou x = 31.

Os numeros pedidos sdo 11, 9, 7 e 4.
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Note-se que o objectivo da condicdo necessaria era, neste caso, evitar o surgimento de
nlmeros negativos.

O seguinte problema nédo é apresentado apenas pela criatividade da sua resolugdo mas,
principalmente, por pertencer a um tipo de problemas muito comum na Matemaética
babilonica.

Aritmética I, 27: Encontrar dois nimeros tais que a sua soma e 0 seu produto sejam
dois nimeros conhecidos.

A condicdo necessaria apresentada por Diofanto é: o quadrado de metade da soma dos
nameros deve exceder o produto por um nimero quadrado.
Neste problema, a soma dos nimeros é 20 e o produto é 96.

Este problema é da forma x + y = a, xy = b, que, como j& vimos, corresponde a um
tipo de problemas resolvido pelos babilénios. Trés outros tipos de problemas
babilonicos aparecem nos problemas seguintes: 1-28, 1-29 e 1-30, respectivamente,
x+y=a x*+y*=b;x+y=a, x*—y>*=bex—y=a, xy=h.

A solucdo de Diofanto para este problema, assim como para 0s outros, € estritamente
algébrica, ao contrério da solugdo babildnica, que era essencialmente geométrica.
Nomeadamente, ele considera as duas incognitas como 10+ z e 10 — z, obtendo a
equacdo 100 — z2 = 96 e, portanto, z = 2. Logo, os niimeros pretendidos sdo 12 e 8.

O método de Diofanto, aplicado a qualquer sistema deste tipo, pode ser traduzido na
nossa formula

A condicdo por ele imposta é necessaria para assegurar que a solucéo é racional.

E interessante notar que as respostas para os problemas 1-28, 1-29 e 1-30 também s&o 12
e 8, 0 que nos faz lembrar a pratica comum entre 0s babildnios de obterem a mesma
solucdo para um conjunto de problemas relacionados.

De tudo isto, surge-nos naturalmente a questdo, também colocada por Katz
(1998), “Sera que Diofanto [...] teve acesso a material babilonico?” (p. 177). Ora esta é
uma questdo para a qual ndo temos resposta e, apesar de ser notdria a falta de
metodologia geométrica nos procedimentos de Diofanto, Katz alega que “talvez por esta
altura os metodos algébricos babildnicas, despojados das suas origens geométricas,
fossem conhecidos no mundo grego” (p. 177).

Swift (1956) refor¢a a ideia de Katz ao dizer que “a abordagem algébrica na
Aritmética é babilonica. A generalizacdo e a abstraccdo sdo gregas” (p. 166). Esta
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opinido também é defendida por Struik (1987) que, ao comparar Diofanto com Herao,
refere que “o toque Oriental é ainda mais forte na Aritmética de Diofanto” (p. 58).

No Livro IV, Diofanto comega a usar uma nova técnica, uma técnica reminiscente da
“falsa posi¢do” usada pelos egipcios e pelos babilénios.

Aritmética 1V, 8: Adicionar o mesmo nimero a um cubo e ao seu lado e fazer a
primeira soma igual ao cubo da segunda.

Este problema é traduzido pela equagdo x3+y = (x +y)3. Diofanto comega
assumindo que x = 2y. Assim,

8y +y=0By)3 =27y eoy=19y319y2 =1.

Mas, Diofanto escreve, “19 ndo é um quadrado”, e depois continua, de forma
imaginativa e engenhosa, a procura de um quadrado para substituir o 19. Depois de
alguns calculos, acaba por concluir que a suposicdo deve ser, entdo, x = 7y. Faz,
novamente, os célculos acima apresentados mas, agora, com x = 7y. Finalmente,

. - .. 1 - 7
conclui que y, o nimero adicionado, € = €0 cubo pretendido tem lado =

Ora, apesar da resolugéo apresentada por Diofanto ter um grau de dificuldade que nada
tem a ver com a dificuldade dos problemas resolvidos pelos egipcios e pelos babilénios,
0 que é de notar € que o principio em gue se baseou corresponde, exactamente, a ideia
de “falsa posi¢do”, ja usada cerca de dois mil anos antes.

Aritmética 11, 8: Dividir um dado niumero quadrado em dois quadrados.

Seja 16 o quadrado dado.

Deixe que um dos quadrados pretendidos seja x2. Entdo, 16 — x2 deve ser igual a um
quadrado.

Aqui, Diofanto procurou escolher um exemplo particular de um quadrado perfeito, que
deveria ser da forma (mx — 4)2, onde m pode ser qualquer inteiro e 4 € a raiz quadrada
de 16; neste caso, escolheu o0 nimero (2x — 4)%, mas também poderia ter escolhido, por
exemplo, (3x — 4)2.

Agoratem-se 16 — x? = (2x — 4)?, ou seja, 5x% = 16x cuja solucdo positiva é x = %

. . 256 256 144
Assim, um dos quadrados sera < € ooutro, 16 — T 5o

Este € um dos problemas mais famosos da Aritmética, por ter sido a margem deste
problema que Fermat escreveu a sua famosa nota, na qual enunciou o que actualmente é
conhecido como “O ultimo Teorema de Fermat”. Na nota pode ler-se:
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“E impossivel separar um cubo em dois cubos, ou um biquadrado em dois
bigquadrados, ou de um modo geral ‘gualquer poténcia excepto o quadrado em
duas poténcias com o mesmo expoente’. Eu descobri uma verdadeiramente
maravilhosa prova disto mas, no entanto, a margem nao é grande o suficiente para
conter.”

(Heath, 1964, p. 144-145)

Aritmética VI, 19: Encontrar um triangulo tal que a sua area adicionada a um dos seus
lados da um quadrado e o seu perimetro € um cubo.

Usando a férmula para os triangulos rectangulos atribuida a Pitagoras, Diofanto
considera os lados
2x + 1, 2x%2 +2x, 2x*+4+2x+1.

O perimetro do triangulo sera
4x2+6x+2=2Qx+1)(x+1)

e tem que ser igual a um cubo. E dificil transformar um quadrado num cubo, e Diofanto,
notando o factor x + 1 na expressao para o perimetro, dividiu os trés lados do triangulo
por x + 1 e obteve, agora, o tridngulo com lados

2x + 1 5 2x% +2x+1
x+1° x x+1

2x%+x
x+1

Esse novo triangulo tera perimetro = 2(2x + 1) e area =

Uma vez que a area mais um lado tem que ser um quadrado, temos que

2x +x  2x+1 Qx+D(x+1)

+ = =2x+1,
x+1 x+1 x+1 x

donde 2x + 1 é um quadrado e 2(2x + 1) € um cubo. Portanto temos que encontrar um
cubo que é o dobro de um quadrado. A escolha ébvia é 2(2x + 1) = 8, donde se obtém

3 . . n . 8 17
X == Assim, o triangulo pretendido tem lados = 3e =

Segundo Struik (1987), a Aritmética de Diofanto, “é um dos mais fascinantes
tratados preservados da Antiguidade Greco-Romana” (p. 58). Morgado (1992)
acrescenta ainda que “pelos problemas que pde, pelos métodos de resolugdo que usa,
pelas questdes que tem motivado, a Aritmética de Diofanto aparece, aos olhos dos
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interessados em Teoria dos NUmeros, como um trabalho altamente original e fortemente
estimulante” (p. 15).

Dada a complexidade de muitos dos seus problemas, o professor interessado em
“usar” problemas desta obra nas suas aulas, terd que fazer uma cuidada andlise e
selecgdo dos mesmos. A simplicidade do enunciado de alguns problemas da Aritmética
é, muitas vezes, enganadora, conduzindo a problemas de dificil resolugéo.

Equacbes diofantinas na Grécia, india e China

O problema do gado de Arquimedes
Diofanto n&o foi o primeiro a propor ou resolver problemas que conduzem a sistemas
indeterminados com equacbes do segundo grau. Muito antes do seu tempo, eram
propostos problemas aritméticos, apresentados de uma forma poética, que
representavam um tipo comum de recreacdo matematica.

Talvez o mais dificil deles, uma vez que conduz a nameros excessivamente
grandes, € o famoso “problema do gado” de Arquimedes, que pode ser traduzido, em
notacdo moderna, do seguinte modo:

Se W,X,Y e Z indicar o nimero de touros brancos, pretos, manchados e
castanhos, e se w,x,y e z indicar 0 nimero de vacas com as cores correspondentes,
entdo o seguinte sistema traduz as relagdes entre o nimero de touros,

(w—5x+z
6

{X 9Y+Z
20 '
Y 13W+z

\" 42

e as relacdes entre 0 nimero de vacas sao traduzidas no seguinte sistema,

( 7
= (X
w 12( + x)
= W+y)
<X 200 7Y
—11(Z+ )'
Y=3p T2
13
LZ—E(W+W)

e tem-se, ainda, que W + X é um numero quadrado e Y + Z é um numero triangular.
Quando reduzido a uma Unica equacao, o problema “resume-se” a resolver a equacao
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x% —4729494y% =1,

onde os menores valores de x e y que satisfazem a equacdo tém 46 e 41 digitos,
respectivamente.

Este problema conduziu ao que mais tarde ficou, impropriamente*?, conhecido como a
equacao de Pell.

Acrescente-se ainda que entre os problemas indeterminados que Diofanto incluiu na sua
Aritmética, alguns também conduziram a este tipo de equagfes, como, por exemplo,
x?—=30y?2=1 e x?—26y? =1. A menor solugdo inteira e positiva da primeira
equacdo é x = 11 e y = 2 e a menor solucdo inteira e positiva da segunda é x = 51 e
y = 10.

Este tipo de problemas, que envolve equagbes diofantinas, tem uma longa historia,
tendo ja aparecido na literatura chinesa no século I, no que é o exemplo mais antigo que
conhecemos do chamado Teorema Chinés dos Restos (que serd abordado quando a
Matematica chinesa for analisada).

Hipatia

Hipatia (c. 355 — 415 d. C.) é a primeira mulher matematica a ser mencionada na
Historia da Matematica e, por isso, ndo posso deixar de a mencionar aqui.

Era filha de Tedo de Alexandria, e teve uma boa educacdo em Matematica e
Filosofia, dada por seu pai. Foi uma eminente e respeitada professora em Alexandria,
tendo-se distinguido em Matematica, Medicina e Filosofia e € referida por ter escrito
comentarios sobre a Aritmética de Diofanto e sobre as Sec¢des Cdnicas de Apoldnio.

Embora ndo haja certezas quanto a data em que nasceu, é certo que foi
assassinada, barbaramente, por uma multiddo de fanaticos cristdos, em Marco de 415.

E, com a sua morte, também terminou a tradicdo da Matemaética grega de
Alexandria.

E inconcebivel falar na Matematica grega sem fazer referéncia aos trés famosos
problemas e, por isso, ndo querendo me alongar muito, farei uma breve alusdo aos
mesmaos.

*2 Segundo uma ideia equivocada de Euler, o matematico John Pell (1611-1685) teria sido o autor do
método de solucdo deste tipo de equagdo. No entanto, o autor dessa solugdo foi, na verdade, Brouncker.
Embora o erro historico tenha sido had muito reconhecido, o nome de Pell continua a ser associado a esta
equacdo.
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OS TRES PROBLEMAS FAMOSOS

Curiosamente, a maioria da geometria desenvolvida pelos gregos teve origem nas
sucessivas tentativas de resolver os trés, agora famosos, problemas de construgéo.
Os problemas que, muito provavelmente, tém sido objecto de mais discussdes e
investigacBes do que quaisquer outros problemas de Matematica, séo:
1. A duplicagdo do cubo, ou seja, construir a aresta de um cubo com o dobro do
volume de um determinado cubo.
2. A quadratura do circulo, ou seja, construir um quadrado com area igual a de um
determinado circulo.
3. A trisseccdo do angulo, ou seja, dividir um angulo dado arbitrariamente em trés
partes iguais.

A fama destes problemas adveio do facto de que eles ndo podem ser resolvidos apenas
com régua (ndo graduada) e compasso. A intensa procura de solucfes para estes trés
problemas influenciou profundamente a geometria grega e levou a muitas descobertas
importantes, tais como as sec¢des conicas, muitas curvas quadraticas e cubicas e varias
curvas transcendentais.

S6 no século XIX, mais de 2000 anos depois dos problemas terem sido concebidos, é
que se mostrou que era impossivel fazer estas trés construcdes, usando apenas régua e
compasso.

A duplicagéo do cubo

Tem-se conjecturado sobre a origem deste problema. Ha quem defenda que remonta aos
pitagoricos que foram bem sucedidos na resolucdo do problema da duplicacdo do
quadrado, pois conseguiram mostrar que se sobre a diagonal de um dado quadrado for
construido um novo quadrado, entdo o novo quadrado tem exactamente o dobro da area
do quadrado original.

Depois desta conquista, seria natural estender o problema a trés dimensoes,
surgindo, assim, o problema da duplicacdo do cubo.

O primeiro verdadeiro progresso na resolucdo deste problema foi feito por
Hipdcrates de Quios (c. 470 - c. 410 a. C.), ao mostrar que este problema pode ser
reduzido a encontrar, entre uma determinada linha e outra linha com o dobro do
comprimento, dois meios proporcionais. (Ou seja, duas linhas sdo inseridas entre as
linhas dadas de modo que as quatro estejam em propor¢do geometrica.)

Na nossa notacdo, se ae 2a sdo as duas linhas dadas e x e y sdo 0s meios
proporcionais que podem ser inseridos entre elas, entdo, os comprimentos a,x,y e 2a
estdo em progressdo geomeétrica, o que equivale a

a:x =x:y =y:2a.

As duas primeiras razdes implicam que x? = ay. Do segundo para de razdes, obtemos
que y? = 2ax.
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Combinando estas duas equacdes, obtemos

donde se obtém x3 = 2a3.

Por outras palavras, o cubo de aresta x ter4 o dobro do volume de um dado cubo de
aresta a.

No entanto, Hipdcrates ndo conseguiu construir os dois meios proporcionais usando
apenas os instrumentos permitidos.

A quadratura do circulo
Provavelmente, nenhum outro problema tem exercido uma maior, ou mais duradoura,
atraccdo do que o de construir um quadrado com area igual a de um dado circulo.

Os egipcios foram os pioneiros na resolucdo de um problema deste género pois,
por volta de 1800 a.C., “resolveram” 0 problema, tomando o lado do quadrado igual a
8/9 do diametro do circulo dado. Desde entdo, milhares de pessoas tém-se debrucado
sobre o problema, apesar de actualmente se saber que tal construcdo é impossivel
apenas com régua e compasso.

Foi novamente Hipdcrates quem fez progressos na resolugdo deste problema. Na
tentativa de quadrar o circulo, Hipdcrates conseguiu quadrar, usando apenas oS
instrumentos permitidos, certas figuras curvilineas chamadas lunulas (figuras em forma
de lua delimitadas por dois arcos circulares com raios diferentes).

Mais especificamente, ele mostrou que duas lunulas poderiam ser desenhadas de
modo gque a soma das suas areas fosse igual a area de um dado tridngulo. Para fazer esta
demonstracdo, Hipdcrates desenhou um triangulo isésceles [ABC], e depois construiu
trés semicirculos, como nos mostra a figura 55:

A B
Fig. 55— Lanulas de Hipocrates

Tendo mostrado que a lanula podia ser “quadrada”, Hipocrates tentou, infrutiferamente,
quadrar o circulo por um argumento semelhante.

E de referir que é costume encontrar-se problemas relacionados com o célculo de areas

de lanulas em alguns manuais escolares, e hd mesmo manuais (do ensino secundario),
em que é pedida esta demonstracéo.
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A trisseccdo do angulo
Embora Hipdcrates tenha feito progressos em dois destes trés problemas, ndo conseguiu
nenhuma proeza com a trisseccao do angulo.

A Dbisseccdo de um angulo, com apenas régua e compasso, € uma das
construces geometricas mais faceis de se fazer, e nada fazia supor que dividir um
angulo em trés partes iguais, sob restricfes semelhantes, seria impossivel, apesar de
alguns angulos poderem ser trissectados, como € o caso do angulo recto. Na verdade, ja
0s pitagoricos tinham dividido um angulo recto em trés partes iguais. Mas o problema
geral, embora seja facil na aparéncia, transcendeu o poder da geometria elementar.

Durante 2000 anos os matematicos procuraram, em véao, trissectar um angulo
arbitrario e, s6 em 1837, é que foi dada uma prova rigorosa da impossibilidade de
trissectar um angulo arbitrario, usando apenas régua e compasso.

No entanto, se as restricdes impostas pelos gregos forem retiradas, existem
varias maneiras de dividir um angulo em trés partes iguais.
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ANEXO A4 - MATEMATICA NA CHINA

Ao contrario da Matematica egipcia e babilonica, na Matematica chinesa é mais
dificil fazer uma analise por temas, devido a diversidade de fontes existentes e ao facto
de que algumas delas abordam varios contetdos.

Por isso, para analisar a Matemaética chinesa, confrontei-me com a questdo: faco
uma abordagem por obra ou por conteddo? Mas, depois de ponderar, achei mais
vantajoso apresentar os conhecimentos dos chineses por tema e nao por obra.

Como, ao longo desta analise, algumas obras sdo diversas vezes referidas, achei
oportuno comegar por fazer uma breve descricdo das obras mais importantes da
Matematica chinesa as quais, no decorrer desta analise, sera feita referéncia. Assim, 0s
contelldos matematicos aqui referidos de uma forma sucinta serdo oportunamente
desenvolvidos.

AS OBRAS MAIS IMPORTANTES

Existem muitas obras matematicas que merecem destaque devido a sua
importancia no desenvolvimento de algum tdépico em especial. Para uma melhor
contextualizagdo temporal, serdo apresentadas em dois grupos: um primeiro grupo com
as mais antigas e, outro grupo, com algumas obras de uma época mais recente, surgidas
por volta do século XIII.

Relativamente as obras mais antigas, estas fazem parte de uma compilacédo a que
foi dado o nome Os Dez Manuais de Matematica. Esta obra tornou-se num manual de
Matematica standard e evitou que dez livros, entre eles, o extraordinario Nove
Capitulos, se tivessem, eventualmente, perdido.

A seguir se descrevem sete dos dez livros pertencentes ao Os Dez Manuais de
Matematica:

@ Zhoubi suanjing (Zhou Shadow Gauge Manual) A Aritmética Cléssica do
Gnomon e os Caminhos Circulares do Céu

O primeiro trabalho chinés com conteddo matematico, de autoria desconhecida, é a
Aritmética Classica do Gnémon e os Caminhos Circulares do Céu, cujo principal
contetido sdo calculos astronémicos. A data de composigdo €é incerta e supde-se que a
versdo que chegou até nos foi escrita por volta de 300 a.C., embora certas partes possam
basear-se num texto que na época ja tinha varias centenas de anos. Alguns estudiosos
especulam que os conhecimentos matematicos nele contidos possam recuar até 1000
a.C. No inicio do livro, que é considerado a sua parte mais antiga, ha uma discussao das
propriedades do triangulo rectangulo, sendo considerado o livro mais antigo a
apresentar uma “demonstra¢do” do, actualmente denominado, Teorema de Pitagoras.
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& Jiuzhang suanshu (Nine Chapters on the Mathematical Art) Nove Capitulos
de Arte Matematica ou Aritmética em Nove Seccdes*
Esta obra influenciou toda a Matemaética chinesa, tendo sido utilizada como manual de
ensino. Como o titulo indica, o Nove Capitulos é constituido por nove secgdes (ou
capitulos) distintos, com um total de 246 problemas que, na sua maioria, sdo problemas
praticos do dia-a-dia; e também sdo apresentadas as solucBes para os problemas
propostos. O livro é de autor desconhecido, como era comum na antiga China.

Sabemos que representa o esfor¢o colectivo de muitas mentes matematicas, ao
longo de varios séculos, mas nédo se sabe ao certo quando foi compilado pela primeira
vez (100 anos antes de Cristo?, sec. Il a. C.?). Segundo Burton (2006), “a primeira data
concreta que pode ser associada a um trabalho chinés, nomeadamente, o Nove Capitulos
de Arte Matematica, é 150 a. C.” (p. 27).

No entanto, pensa-se que cépias originais foram destruidas na famosa queima
dos livros de 213 a. C. Fragmentos da coleccdo foram mais tarde recuperados,
organizados e melhorados por alguns matematicos antes de ter recebido a sua forma
final.

O texto, tal como chegou até nos, é um comentario feito por Liu Hui, em 263 d.
C. Liu deu verificacGes teoricas de cada um dos problemas, fornecendo a justificacdo
das regras e explicando os meétodos usados, ao mesmo tempo que o melhorou e
expandiu extensivamente com as suas proprias contribuicoes.

Vejamos o titulo de cada capitulo e uma breve descri¢ao do seu contetdo:

Capitulo I — Medicdo de campos: calculo da area de terrenos de diversas formas e
calculos que envolvem fracgdes.

Capitulo 11 - Milho-mitdo e arroz: percentagens e propor¢des sobre diversos tipos de
bens.

Capitulo 111 - Distribuicdo por proporcdes: problemas sobre distribuicdo, alguns dos
quais resolvidos pela regra de trés simples e outros que conduzem a progressoes
aritméticas e geométricas.

Capitulo 1V - Largura pequena: problemas em que se muda as dimensdes de campos
mantendo a sua area. Adicdo de fracgdes unitérias e extraccdo de raizes quadradas e
cUbicas e a sua aplicacdo a circulos e esferas.

Capitulo V - Consultas sobre construcdes: determinacdo do volume de diferentes
construcdes e montes de cereais e do numero de trabalhadores necessarios para
completar uma determinada tarefa.

Capitulo VI - Impostos justos: calculo de como distribuir o cereal e o trabalho, taxas a
distribuir a diferentes sectores da populagédo e questdes sobre percursos.

Capitulo VII - Excesso e deficiéncia: uso do método da falsa posicdo e da dupla falsa
posicao para resolver diferentes tipos de problemas.

Capitulo VIII - Tabelas rectangulares: resolucdo de sistemas de equacOes lineares.
Indica a regra para o calculo com nimeros positivos e negativos.

* Por uma questao de brevidade ser4, muitas vezes, referido apenas como Nove Capitulos.
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Capitulo IX - Triangulos rectangulos: introduz a regra Gougu, versao chinesa do
Teorema de Pitagoras. Propfe problemas relacionados com triangulos rectangulos em
que € usada a semelhanca de triangulos. Alem disso, sdo discutidos métodos gerais para
a resolucdo de equacdes quadraticas.

Sobre o0 nono capitulo, Shen e os outros autores (1999) escreveram que “este capitulo
poderia ter sido chamado ‘Teorema de Pitagoras’ se tivesse sido escrito no Ocidente”
(p. 439).

& Haidao suanjing (Sea Island Mathematical Manual) Manual de Matematica

da Ilha do Mar
Além de escrever um comentario sobre o Nove Capitulos, Liu Hui também escreveu, na
mesma altura, o Manual de Matemética da llha do Mar. Este Manual contém apenas
nove problemas praticos, e parece ter sido feito para complementar a ultima seccdo do
Nove Capitulos de Arte Matemética. No século VII, durante a dinastia Tang, foi
separado do Nove Capitulos para tornar-se um trabalho de Matematica independente.

Os problemas deste Manual estdo relacionados com a determinacao da distancia
e a altura de uma ilha, uma colina, uma cidade; da largura de um rio; da profundidade
de um lago; etc. O nome do Manual deve-se ao primeiro problema, que esta relacionado
com a determinacdo da distancia e altura de uma ilha.

O estilo de escrita é andlogo ao do Nove Capitulos: problema, solugdo, método.
E de notar que o grau de dificuldade dos problemas ia aumentando ao longo do Manual.

& Sunzi suanjing (Master Sun's Mathematical Manual) Manual de

Mateméatica de Sun Zi ou Manual de Matemética do Mestre Sun
Esta obra é composta por trés livros (capitulos) e foi escrita, provavelmente, no fim do
século Ill, por Sun Zi. Constitui um tratado, minuciosamente elaborado, em cujo
prefacio o autor atribui a origem de todas as coisas materiais e intelectuais a ciéncia dos
ndmeros ou do calculo.

Este Manual trata, principalmente, dos métodos das operacGes aritméticas e
contém o exemplo mais antigo do que hoje chamamos Problema Chinés dos Restos.

& Xiahou Yang suanjing (Xiahou Yang's Mathematical Manual) Manual de
Matematica de Yang Xiahou
Este livro é referido pelo livro seguinte (Zhang Quijiang) e, portanto, é de uma data
anterior; por isso, supde-se que foi escrito, por Xiahou Yang, no século IV. No entanto,
alguns problemas deste livro devem ter sido adicionados mais tarde, devido ao seu
contexto socioeconomico.
Este Manual contém trés capitulos no estilo habitual de problemas e solugcées. O
primeiro capitulo contém 19 problemas, o segundo contém 29 problemas e o capitulo
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final contém 44 problemas. Uma ideia significativa que aparece no texto diz respeito a
representacdo de nimeros em notacdo decimal.

< Zhang Quijian suanjing (Zhang Quijian's Mathematical Manual) Manual
de Mateméatica de Zhang Quijian
Sobre o autor deste Manual, pouco mais se sabe do que o nome. Zhang Quijian tera
escrito o seu livro, por volta de 475, e este € composto por trés capitulos: o primeiro
capitulo contém 32 problemas, o segundo, 22 e o terceiro, 38 problemas.

Um testemunho das habilidades algébricas dos escribas chineses é fornecido
pelo contetdo deste Manual. Neste livro, que também contém material interessante
sobre progressdes e resolucdo de equacOes, aparece, pela primeira vez, um dos mais
famosos problemas em equacdes indeterminadas - o problema das “cem aves”.

No prefacio, Zhang refere que: “na aprendizagem da aritmética, ndo estamos
preocupados com as dificuldades da multiplicacdo e da divisdo, mas estamos
preocupados com as dificuldades em considerar fracgdes” (Mikami, p. 39, apud
Brandenburg e Nevenzeel, 2007, p. 56). Daqui se depreende que, no Manual, apareceria
uma grande quantidade de fracgdes.

@ A Continuacdo da Matematica Antiga
Este livro foi escrito por Wang Xiaotong, por volta de 625. E composto por 20
problemas, entre 0s quais um muito interessante que lida com equacges cubicas.

Falta referir mais trés obras que correspondem a importantes trabalhos matematicos
posteriores.

@ Tratado de Matemética em Nove Seccdes™
O século XI1I é considerado como o ponto mais alto no desenvolvimento da Matematica
tradicional chinesa. Um dos matematicos mais importante desta época foi Qin Jiushao
(c. 1202-1261), que publicou, em 1247, o seu famoso Tratado de Matematica em Nove
Seccoes.
Este € o livro mais antigo da Matematica chinesa que contém um simbolo circular para
0 zero.
Além disso, é neste livro que aparecem, pela primeira vez na Matematica chinesa,
equac0es de grau superior a 3.

& Andlise detalhada das Regras Aritméticas no Nove Capitulos

* Nao confundir com Nove Capitulos de Arte Matematica, também conhecido por Aritmética em Nove
Secgdes.
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Esta obra ndo é mais do que um comentario ao Nove Capitulos de Arte Matematica,
feita por Yang Hui, por volta de 1261. Nesta obra, Hui reorganiza todo o texto do Nove
Capitulos e explica os ultimos cinco capitulos.

O destaque desta obra estd num diagrama que corresponde ao chamado
Triangulo de Pascal que, segundo Yang Hui, foi extraido de um manual do século XI,
da autoria de Jian Xian.

& Precioso Espelho dos Quatro Elementos
O ultimo dos notaveis matematicos do século XIII, Zhu Shijie, compds dois tratados,
sendo um deles, o Precioso Espelho dos Quatro Elementos, escrito em 1303.

Este é composto por 288 problemas, alguns dos quais envolvem a extraccéo de
raizes. Um dos seus maiores contributos foi a adaptacdo do método de Qin para resolver
equac0Oes polinomiais num procedimento para resolver sistemas de equagdes.

Este trabalho, perdido e depois recuperado, mostra o0 auge do desenvolvimento
atingido pelos matematicos chineses no campo da Algebra.

Depois de descritas as obras, ainda que de forma sucinta (a excepc¢do do Nove Capitulos
de Arte Matematica), podemos entdo passar a analise da Matematica chinesa, por temas,
como foi feito paras as duas civilizacdes ja analisadas, 0 Egipto e a Babildnia.

Mas, antes de mais, comecemos por conhecer o sistema de numeracéo utilizado
pelos chineses.

SISTEMA DE NUMERACAO

De acordo com antigos 0ssos do oraculo, de ha mais de 3000 anos, 0s chineses usaram,
desde o inicio, um tipo de notacdo decimal. Por exemplo, sobre 0s 0ssos do oraculo, 656
foi escrito como seis centenas, cinco dezenas, seis. Onde o simbolo para 0 6 e o simbolo
para 0 100 eram combinados num unico simbolo e, da mesma forma, parao 5 e o 10.
Ora, este € considerado um sistema de agrupamento multiplicativo de base 10.

De um modo geral, num sistema de agrupamento multiplicativo, depois de uma base b
ter sido seleccionada, sdo adoptados simbolos para 1,2,...,b- 1, € um segundo
conjunto de simbolos para b, b2, b3, .... Os simbolos dos dois conjuntos sio utilizados de
forma multiplicativa para mostrar quantas unidades de cada poténcia de b sdo
necessarias.

Assim, no caso da base 10, alem de um simbolo para cada um dos primeiros nove
nimeros, S40 necessarios mais simbolos para designar as poténcias de 10. Se
designarmos os primeiros nove nameros pelos simbolos usuais, e representarmos 10,
100 e 1000 por a,b,c, num sistema de agrupamento multiplicativo teriamos, por
exemplo, 5625 = 5c6b2a5.
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Usando os simbolos utilizados pelos chineses, a seguir se representam os simbolos dos
dois grupos basicos e do nimero 5625, escritos verticalmente.

Example: 5625

1——10+ H

o
4

S
B4 1 m

s 2\

Fig. 56 — Os simbolos utilizados pelos chineses
e 0 nimero 5625 escrito nessa época

Mais tarde, por exigéncias impostas pelo desenvolvimento do comércio, da
administragdo e da ciéncia, foi desenvolvido um sistema numérico de valor posicional,
de base 10.

Os numeros eram representados por pequenos bastdes de bambu ou marfim.
Para facilitar a sua representacdo, eram utilizados os chamados quadros de contagem,
gue ndo eram mais do que tabelas, com linhas e colunas.

Um ndmero era formado, numa linha, com as unidades colocadas na coluna mais
a direita, as dezenas na proxima coluna a esquerda da das unidades, as centenas na
coluna adjacente a esquerda, etc.

Note-se que, contrariando a orientacdo que usavam para escrever, estes simbolos
eram registados da esquerda para a direita, como actualmente e feito na escrita
ocidental.

A propriedade mais significativa de representar nimeros desta forma é que
correspondia a um sistema de valor posicional. Assim, um bastdo na coluna mais a
direita representava 1, enquanto um bastdo na coluna adjacente, a esquerda,
representava 10, etc.

Os numeros de 1 a 9 tinham que ser formados a partir dos bastdes e verificou-se
que o fizeram de duas maneiras diferentes. Na tabela 12 encontram-se essas duas
possiveis representagdes:
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1 2 3 4 5 6 7 8 9

Unidades e

Centenas
Dezenas de milhar

=

1 L

lI-
[y

Dezenas - =
Milhares
Centenas de milhar

Tabela 12 — Duas representacdes possiveis para os nimeros de 1 a 9

O maior problema dessa notagédo era que poderia gerar confusdo. O que representava,

por exemplo, l" ? Poderia ser 3, ou 21 ou 12, ou até mesmo 111. Se os bastdes se
movessem ligeiramente ao longo da linha, levariam a representacdo de um nimero que
ndo era o pretendido.

Mas os chineses encontraram uma maneira inteligente de evitar este problema.
Usaram, alternadamente, os dois padrdes de nimeros representados no quadro acima.
Para representar um algarismo duma posi¢do impar (unidades, centenas, dezenas de
milhar, etc.), usaram os simbolos representados na linha superior, que agrupavam
maioritariamente tracos verticais e que tinham a designacdo de hengs. Para representar
um algarismo duma posicdo par (dezenas, milhares, centenas de milhar, etc.), os
chineses usaram os simbolos representados na linha inferior, que se designavam por
tsungs e que se obtiveram dos primeiros, passando 0s tracos verticais a horizontais e
vice-versa.

Assim, por exemplo, 1234 seria representado por:

ll T m

lF

e 45698 por:

N&o houve necessidade de um simbolo para o zero pois, para 0 representar, era
simplesmente deixado um espaco vazio. Além disso, as formas alternadas dos nimeros
também ajudavam a mostrar se havia, ou ndo, um espago em branco. Por exemplo,
60390 seria representado como:

T I

[y
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No Manual de Matematica do Mestre Sun, do século 111, consta uma cantilena que serve
de mnemonica para fixar este codigo:

“As unidades sdo verticais, as dezenas sa0 horizontais.
As centenas de pé, os milhares sentados.

Assim os milhares e as dezenas parecem 0 mesmo.

As dezenas de milhar e as centenas sao parecidas. ”

(Joseph, 1991 apud Costa, 2000, p. 116)

Numa fase posterior, a partir da Dinastia Sung (960-1126), foi introduzido um simbolo
circular para representar o zero. Este simbolo apareceu, pela primeira vez, no livro de
Qin Jiushao (1247), como ja foi mencionado anteriormente. No entanto, admite-se que a
introducado desse simbolo tenha tido influéncia hindu.

Este sistema de contagem, com bastdes, continuou em uso até a sua eventual
substituicdo, no século XVI1 ou XVII.

ARITMETICA

Para realizar operacdes aritméticas, os chineses colocavam 0s nimeros envolvidos nas
diferentes linhas do quadro de contagem e, depois, faziam as manipulac6es apropriadas.

Por exemplo, para adicionar 6 com 9, isto §, T e -"."- juntavam os dois bastfes
horizontais, obtendo 10, enquanto os verticais perfaziam 5.

A adicdo e subtraccdo de numeros com varios algarismos eram, geralmente, feitas da
esquerda para a direita.

Para multiplicar, os calculadores também tinham que memorizar as regras basicas da
multiplicacdo, como nos, mas, depois, o processo era efectuado da esquerda para a
direita, com as adi¢des sendo feitas apds cada multiplicacéo.

A divisdo era feita de modo andlogo a multiplicacdo, e tendo em conta que € a operagédo
inversa da multiplicacéo.

No Manual de Matematica de Xiahou Yang, é mostrado que, para multiplicar um
namero por 10, 100, 1000 ou 10000 bastava deslocar os bastdes 1, 2, 3 ou 4 casas para a
esquerda. Ja, para dividir pelos mesmos valores, bastava deslocar os bastes 0 mesmo
namero de casas para a direita. O facto mais significativo desta explicacdo é que, ja
naquela época, ndo s6 o conceito de poténcias positivas de 10 estava claro, mas também
as fracgdes decimais como poténcias negativas de 10.

Os chineses também trabalhavam com fraccbes, expressando-as como o fazemos
actualmente. Na verdade, para calcularem com frac¢des, utilizavam as mesmas regras

que usamos hoje em dia, incluindo a nossa no¢éo de denominadores comuns.
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Também era do seu conhecimento a regra para simplificar fraccBes, correspondente a
achar o maximo divisor comum (m.d.c.) entre 0 numerador e o denominador. Para tal,
utilizavam um algoritmo equivalente ao “Algoritmo de Euclides”, como se pode ver
pela seguinte regra apresentada no Nove Capitulos de Arte Matematica:

“A regra para reduzir fracgbes: se (o denominador e o numerador) podem ser
reduzidos para metade, divide-os por 2. Caso contrario, considera o numerador e o
denominador e subtrai 0 numero menor do maior. Repete 0 processo para obter o
maximo divisor comum (m.d.c.). Depois, divide a fraccéo pelo m. d. c. encontrado. ”

Os numeros negativos também eram usados nos quadros de contagem e, para distinguir
0S ndmeros positivos dos negativos, eram usados bastbes vermelhos e pretos,
respectivamente.

As manipulagdes nos quadros de contagem foram, eventualmente, alargadas a outros
procedimentos, tais como resolver sistemas de equacdes lineares e encontrar solucfes
numéricas de equacGes polinomiais.

ALGEBRA

Como na Matemética do Egipto, muitos problemas da Matematica chinesa eram
resolvidos pela regra da falsa posicdo. Além desta, os chineses também utilizaram a
regra da dupla falsa posicéo.

Os antigos chineses foram claramente talentosos na aritmética, mas as suas
realizacOes algébricas sdo surpreendentes; conseguiam resolver sistemas pelo “método
de eliminacdo Gaussiano”, tendo resolvido sistemas de equac@es, tanto determinados
como indeterminados.

Esta conquista é ainda mais admirdvel quando comparada com o
desenvolvimento da Matematica noutras regides. Os gregos, os hindus e os arabes
também discutiram sistemas de equacdes lineares, mas o mundo, além dos chineses,
teve que esperar cerca de 2 000 anos até Gauss, em 1826, ter publicado a sua solucao
para 0 método que ficou com o seu nome.

Equacdes do 1° grau

O Capitulo VII do Nove Capitulos, intitulado “Excesso e deficiéncia”, explica como
resolver equacdes lineares do tipoax + b = 0.

Vejamos em que consiste esse método, usando a nossa notacao.

Consideremos dois pares (x;, y;), tais que

ax;+b=y; e ax, +b=y,.
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Subtraindo a segunda equacao da primeira, obtemos:

Yi—Y2
a = —
X1 — X2
e, eliminando o termo em a, vem:
b= Y1X2 — Y2Xq
Xy —Xq .

b A .
Como x = — -, se dividirmos estas duas igualdades, obtemos

_2 _ Y1Xo — Y2X1
a Vi —Y2

X =

€y

Deste modo, partindo de duas conjecturas para x, conseguimos calcular o seu valor
exacto.

Este método é o chamado método do excesso e da deficiéncia, mais tarde conhecido por
regra da dupla falsa posicdo. Este método, que é parecido com o dos babilonios,
comega por “adivinhar” solucfes possiveis e finaliza, ajustando a suposicdo, para obter
a solucdo correcta, e mostra que os chineses também entendiam o conceito de uma
relacdo linear.

Esta regra voltou a aparecer, primeiro no mundo Islamico e depois na Europa
Ocidental, mais de mil anos mais tarde, tendo sido bastante utlizada por Fibonacci, no
seu Liber Abaci. De facto, Fibonacci foi o primeiro matematico europeu a descrever
este método, chamando-lhe o método do elchataym.

No capitulo VII, depois da explicacdo da regra, sdo propostos problemas para a aplicar,
como por exemplo, o lugar de encontro de dois cavalos que viajam a velocidades
diferentes, o nimero de diferentes coisas obtidas tendo em conta uma certa quantia de
dinheiro e o capital e 0s juros de um empréstimo.

Sistemas de equacdes

Os chineses também se interessaram por sistemas de equacOes lineares e usaram dois
algoritmos béasicos para os resolver. O primeiro método, usado principalmente para
resolver problemas que actualmente traduzimos por sistemas de duas equacgdes com
duas incognitas, é a ja referida regra da dupla falsa posicéo.

Para exemplificar a aplicacdo desta regra, consideremos o seguinte problema:
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Exemplo 1 (Problema 7 do Capitulo VI1*): “O preco de 1 mu*® de terreno bom é 300
moedas; o preco de 7 mu de terreno mau é 500. Uma pessoa compra 1 ging*’; o preco
foi 10000 moedas. Diz: que quantidade de terreno bom e mau comprou? ”
Este problema pode ser traduzido pelo seguinte sistema de duas equag¢bes com duas
incognitas:

x+y =100

500
300x + Y= 10000

A regra chinesa para a resolucdo do problema é a seguinte: “Supde que h& 20 mu de
terra boa e 80 de terra ma. Entdo, o excesso é 1714 % Se ha 10 mu de terra boa e 90

2

de terra m4, a deficiéncia é 571 %
A resolugéo, como explica o autor chinés, consiste em multiplicar 20 por 571 ; 10 por
1714 % adicionar os produtos e, finalmente, dividir o resultado obtido pela soma de
1714 % e 571 % O resultado, 12 % mu, é a quantidade de terra boa. A quantidade de

, 1 , ~ .
terra ma, 87 SMmué, entdo, facilmente encontrada.

No entanto, como era costume, o autor chinés nao explicou como chegou a este
algoritmo.

Note-se que se escrevermos a primeira equacdo em ordem a y e a substituirmos na
segunda equacao, obtemos uma equacdo linear em x. Logo, o algoritmo indicado pelo
autor chinés, corresponde a aplicacdo da regra da dupla falsa posicdo acima explicada.
Neste caso, a formula aplicada foi a seguinte

x = ViXa +Y2Xq
YitY2

onde y; € 0 excesso determinado pela suposicdo x; e y, é a deficiéncia determinada
pela suposigéo x..

A diferenga entre os sinais desta relacdo e os sinais da relagdo apresentada em (1),
advém do facto de, neste caso, y, representar uma deficiéncia,

Uma conjectura de como este algoritmo foi encontrado comega por reparar que a
mudanca do valor correcto, mas desconhecido, x, para o valor suposto 20, envolve uma

mudanca no valor da “funcdo” 300x + 5L7Oy de 1714 ; enquanto que a mudanca de 10

** A numeracéo dos problemas do Nove Capitulos de Arte Matematica, utilizada neste trabalho, é a que
consta em (Shen et al, 1999).

1 mu=0,06 ha
"1 ging = 100 mu
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~ 3 . .
para x envolve uma mudanca no valor da funcéo de 571 2 Uma vez que a linearidade
implica que a razdo de cada par de mudancas € igual, derivamos a propor¢éao

20 — x X = 10
2 3
17147 5717

ou, no caso geral,
x1 — X X — x2

V1 V2

donde se deriva a solucéo para x.

Cada um dos 20 problemas do capitulo VII é resolvido por uma ou outra modificacdo
deste algoritmo do “excesso e deficiéncia”. Por exemplo, duas suposi¢cdes diferentes
podem ambas originar um excesso. Em todo o caso, o autor deu uma explicagéo para a
resolucdo apropriada que, na nossa formula, corresponde a uma mudanca nos sinais.

O capitulo VIII descreve um segundo método de resolver sistemas de equacdes lineares,
a que chamavam método das matrizes rectangulares, novamente através da
apresentacdo de varios exemplos com pequenas diferencas. Neste caso, contudo, 0s
métodos modernos ndo sdo mais simples. De facto, o procedimento usado pelos
chineses para encontrar as solugfes é virtualmente idéntico ao método de eliminacéao
Gaussiano e é apresentado na forma matricial.

Neste capitulo, sdo apresentados véarios problemas que conduzem a sistemas de
equac0es lineares, chegando a aparecer sistemas com cinco equacgdes a cinco incognitas.
O problema 13 deste capitulo considera, ainda, um sistema indeterminado, com 5
equac0es e 6 incdgnitas, que aqui sera analisado.

Resolver sistemas de equacfes lineares com matrizes, requer niUmeros negativos.
Por isso, neste capitulo, o autor deu as regras para adicionar e subtrair numeros
positivos e negativos.

Além de sistemas de equacdes lineares, também foram discutidos métodos para
extrair raizes quadradas e raizes cubicas.

Para ilustrar a aplicacdo do método das matrizes rectangulares, consideremos o
primeiro problema deste capitulo:

Exemplo 2 (Problema 1 do Capitulo VI1II): “A ceifa de 3 molhos de cereal superior, 2
molhos de cereal médio e um molho de cereal inferior € 39 cestos. A ceifa (de outro
campo) de 2 molhos de cereal superior, 3 molhos de cereal médio e 1 molho de cereal
inferior € 34 cestos. (De um terceiro campo) a ceifa de 1 molho de cereal superior, 2
molhos de cereal médio e 3 molhos de cereal inferior € 26 cestos. Qual é a ceifa de
cereal superior, médio e inferior?”

As relagdes do problema séo equivalentes a um sistema de trés equagdes lineares em
trés incognitas x, y e z, nomeadamente,
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3x+2y+z=39
2x + 3y +z =34
x+2y+3z=26

No entanto, as equacfes nao foram escritas desta maneira, sendo o algoritmo para a
resolucéo o seguinte: “Coloca 0 3, 2 e 1 molhos das trés classes e 0s 39 cestos de cereal
a direita. Coloca as outras condi¢des no meio e a esquerda”. Este arranjo é apresentado
no diagrama:

1 2 3
2 3 2
3 1 1
26 34 39

O texto continua: “Com a primeira classe na coluna da direita multiplica a coluna do
meio e subtrai”. 1sto significa multiplicar a coluna do meio por 3 e depois subtrair um
multiplo da coluna da direita (neste caso, 2) de modo que o primeiro nimero da coluna
do meio seja 0. A mesma operacgdo €, entdo, feita em relacdo a coluna da esquerda. O
resultado é o seguinte:

1 0 3 0 0 3

2 5 2 4 5 2

3 1 1 8 1 1
26 24 39 39 24 39

“Depois com o que resta da segunda classe da coluna do meio, subtrai directamente .

Ou seja, realiza a mesma operacdo usando a coluna do meio e a coluna da esquerda
(multiplica a coluna da esquerda por 5 e a do meio por 4 e depois subtrai a coluna do
meio a coluna da esquerda). O resultado é:

0 0 3
0 5 2
36 1 1
99 24 39
3x+ 2y + z=39
Como este diagrama é equivalente ao sistema S5y+ z=24

36z =99

0 autor agora explica como resolver este sistema pelo que chamamos hoje “método da

- 99 3
substituicdo”, comecgando com z = = 27

Infelizmente, como é normal em todas as fontes, ndo explicam porque razéo este
algoritmo funciona ou como foi derivado. Podemos apenas supor que 0s chineses
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decobriram que subtraindo multiplos de equac6es de outras equacdes obtém-se um novo
sistema com as mesmas solucdes que o original.

Podemos querer saber o que acontecia quando estes calculos com as matrizes
conduziam a quantidades negativas. Uma breve analise do problema 3, do mesmo
capitulo, mostra que isso ndo era uma limitag&o.

Exemplo 3 (Problema 3 do Capitulo VI1II): “A ceifa de 2 molhos de cereal superior, 3
molhos de cereal médio e 4 molhos do pior cereal ndo séo suficientes para fazer um
cesto inteiro. Se juntarmos aos 2 molhos de cereal superior 1 molho de cereal médio,
aos 3 molhos de cereal médio 1 molho do pior cereal e aos 4 molhos do pior cereal 1
molho do melhor, entdo cada ceifa é de exactamente um cesto. Quantos cestos é que
cada um dos molhos dos trés tipos de cereal contém?”

Este problema pode ser traduzido pelo sistema:

2x+y =1
3y +z=1
x +4z=1

De facto, o autor deu as regras para adicionar e subtrair nUmeros positivos e negativos:

“Para a subtrac¢ao — com 0s mesmos sinais subtrai um do outro; com sinais diferentes
adiciona um ao outro; positivo subtraido de nada da negativo, negativo subtraido de
nada da positivo. Para a adi¢do — com sinais diferentes subtrai um do outro; com os
mesmo sinais adiciona um ao outro; positivo e nada da positivo; negativo e nada da

negativo. ”
(

25

X

Resolvendo este sistema, obtemos a solucdo: ! Y=
il
25

N
Il

Problemas indeterminados

Como exemplo de um problema com uma dificuldade diferente, consideremos o
problema 13, ainda do capitulo VI1II, traduzido por um sistema de cinco equacGes com
seis incognitas:

2x+y=s
3y+z=s
4z4+u=s
Su+v=s
kx+6v=s

Resolvendo este sistema pelo método matricial, obtemos a equacdo v = 76s/721. Se
s =721, entdo v = 76. Esta é a Unica resposta dada.
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Infelizmente, ndo é conhecido se os chineses consideraram outras possibilidades
para s ou, ainda, se consideraram as implica¢fes de um numero infinito de solucdes.

Problema das cem aves

Este problema aparece, pela primeira vez, no Manual Aritmético de Zhang Quijian (c.
475). Este problema é famoso devido a sua transmissdo a outras sociedades, tendo
aparecido varias versdes do mesmo em textos posteriores da india, do mundo Islamico e
da Europa.

O problema original de Zhang é como se segue:

Exemplo 4 (Problema 38 do Capitulo Il do Manual Aritmético de Zhang
Quijian®®): “Um galo custa 5 gian, uma galinha custa 3 gian e 3 frangos custam 1
gian. Com 100 gian compramos 100 destas aves. Quantos galos, galinhas e frangos
compramos?”

Este problema pode ser traduzido pelo seguinte sistema de equagdes, onde x representa
0 namero de galos, y o nimero de galinhas e z 0 nimero de frangos:

1
5x+3y+§z=100
x+y+z=100

Este sistema é indeterminado pois temos duas equacfes e trés incognitas. Eliminando
uma das incdgnitas, chegamos a uma equacdo linear com duas incognitas.
Especificamente, uma vez que z = 100 — x — y, temos:

1
5x+3y+§(100—x—y)=1000(:7x+4y=100.

Esta equacéo tem a solugéo geral

x =4t
y=25-7t
z=75+3t

O proprio Zhang deu trés respostas: 4 galos, 18 galinhas, 78 frangos; 8 galos, 11
galinhas, 81 frangos; e 12 galos, 4 galinhas, 84 frangos; mas deu apenas algumas dicas
sobre o método utilizado, nomeadamente, “aumente os galos cada vez por 4, diminua
as galinhas cada vez por 7, e aumente os frangos cada vez por 3”. Ou seja, ele notou
que alterando os valores desta forma, preservava tanto o custo como o numero total de
aves. De facto, a sua descricdo estd de acordo com o sistema obtido anteriormente e as
suas respostas sdo as Unicas em que os trés valores s@o positivos. Ora vejamos, neste
contexto deve-se escolher t a satisfazer, simultaneamente, as condigdes:

*8 Os problemas das obras da Matemética chinesa, apresentados neste anexo, foram retirados de (Lagarto,
s/d).
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4t >0, 25—-7t >0 e 754+ 3t > 0.

’les 5 . . -~
Das duas Ultimas obtemos —25 < t < 27 Uma vez que, pela primeira condicéo, t deve

ter um valor positivo, podemos concluir que t = 1, 2, 3, chegando, precisamente, aos
valores obtidos por Zhang.
Contudo, ndo ha certezas se este foi 0 método utilizado por Zhang.

Teorema Chinés dos Restos
Um dos problemas proposto no terceiro capitulo do Manual de Matematica do Mestre
Sun é o seguinte:

Exemplo 5 (Problema 37 do Capitulo Il do Manual de Matemética do Mestre
Sun): “Uma mulher estava a lavar pratos num rio, quando um oficial cuja fungdo era
supervisionar as aguas, lhe perguntou: 'Por que existem tantos pratos aqui?' - '‘Porque
houve festa em casa', respondeu a mulher. Depois o oficial perguntou o nimero de
convidados. 'Nao sei', disse a mulher, '‘quantos convidados la estiveram; por cada dois
foi usado um prato para arroz; por cada trés um prato para caldo; e por cada quatro
um prato para carne; e havia 65 pratos no total’.”

Para encontrar a resposta, Sun Zi da a seguinte regra: “multiplicar os 65 pratos por 12,

obtendo 780. Dividir por 13, e assim obtemos a resposta .

Isso pode ser facilmente verificado:
Seja N o nimero de convidados, entdo

+—=+—=65< 6N +4N + 3N =12 X 65.

N[ =
w|=
&=

Apos este exemplo, aparece imediatamente o seguinte problema, que é considerado o
mais antigo problema de Andlise Indeterminada.

Exemplo 6 (Problema 38 do Capitulo 11l do Manual de Matemética do Mestre
Sun): “Ha um numero de objectos desconhecido. Quando contados 3 a 3, sobram 2;
guando contados 5 a 5, sobram 3, e quando contados 7 a 7, sobram 2. Quantos objectos
ha?”

Assim, estamos a procura de um numero inteiro N que satisfaca, simultaneamente, as
trés equacoes:

N = 3x + 2,
N = 5y + 3,
N =7z + 2,

onde x, y e z s&o inteiros.
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Actualmente, e tendo em conta a Teoria dos Numeros, diremos que se trata de um
problema de congruéncias, podendo ser colocado do seguinte modo:

N = 2(mod3),
N = 3(mod5),
N = 2(mod7).

A resposta dada é 23 e Sun Zi apresenta 0 método de resolucdo: Se contados 3 a 3
sobram 2, pGe 140; se contados 5 a 5 sobram 3, pbe 63; se contados 7 a 7 sobram 2, pde
30. Adicionando estes nimeros temos 233; subtrai-lhe 210 e obténs 23.

Agora queremos saber como Sun Zi terd chegado a esta resolucéo. Felizmente, Sun esta
disposto a explicar:

“Por cada unidade que sobra quando contamos 3 a 3, pde 70. Por cada unidade que
sobra quando contamos 5 a 5, pde 21. E, por cada unidade que sobra quando contamos
7 a7, pde 15. Se a soma desses numeros é superior ou igual a 106, subtrai 105 disto e
obteras a resposta. ”

Segundo Katz (1998), parece que Sun Zi reparou que:
70 = 1(mod3) = 0(mod5) = 0(mod7),
21 = 1(mod5) = 0(mod3) = 0(mod7),
15 = 1(mod7) = 0(mod3) = 0(mod5).

Dai, 2 x 70 + 3 x 21 + 2 x 15 = 233 satisfaz a congruéncia pretendida. Uma vez que
qualquer multiplo de 105 é divisivel por 3, 5 e 7, temos que subtrair 105, duas vezes, de
modo a obter o menor valor positivo.

Como este problema € o Unico deste tipo apresentado por Sun Zi, ndo sabemos
se ele desenvolveu um método geral para encontrar inteiros congruentes com maodulo
m; mas congruentes com O modulo my j#i, para os inteiros dados
my,my, mg, -+, My, que € a parte mais dificil da resolu¢do completa.

Neste problema, em particular, os numeros sdo faceis de encontrar por
tentativas, e é importante notar que:

3X5x%x7
0=——

X 2,
3
1 3X5x%x7 1
= —X ,
5
3x5x7
5=—x%x1
7
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De facto, Sun Zi podia ter resolvido este problema por “tentativa e erro”, porque 0s
numeros ndo sdo muito grandes. Mas, para fazer o calendario e determinar o ano, o
monge Yi Xing (séc. VIII) resolveu a seguinte congruéncia:

1110343y = 44820 mod (60 x 3040) = 49107 (mod 89773),

onde y é o nimero de anos que passaram desde o Grande Ciclo. Neste caso, ndo é muito
aconselhavel resolver esta congruéncia por “tentativa e erro” e, certamente, ndo tera
sido esse 0 método utilizado por Yi Xing.

O problema aqui analisado aparece, actualmente, nos livros sobre Teoria dos NUmeros
como o Problema Chinés dos Restos e € resolvido pelo chamado Teorema Chinés dos
Restos. Este tema também foi estudado por Diofanto de Alexandria (c. 250 d. C.) e,
posteriormente, por Fibonacci (c. 1202). Mas, s6 com Euler (1743) e Gauss (1801) é
que os estudos europeus sobre o Problema dos Restos terdo atingido o seu apogeu
(Libbretch, 1973, apud Costa, 2000).

Equacdes do 2° grau

Estas equacbes foram a principal area de estudo dos antigos babilonios e também
aparecem nas fontes chinesas. Nas duas civilizagdes, a metodologia das solugfes era
baseada em ideias geométricas, ou seja, usavam quadrados e rectdngulos em vez de
quadrados aritméticos e produtos.

Os problemas que envolvem o Teorema de Pitdgoras conduzem, muitas vezes, a
equacOes quadraticas e, por isso, 0 capitulo I1X do Nove Capitulos tem muitos problemas
gue podem ser traduzidos por equacdes quadraticas.

Um exemplo de um problema deste capitulo, que usa a semelhanca de tridngulos e que
também conduz a uma equacdo quadratica, é o problema 20:

Exemplo 7 (Problema 20 do Capitulo IX): “Uma cidade cercada por uma muralha
quadrada de dimensdes desconhecidas, tem quatro portas; uma porta ao meio de cada
lado da muralha. Uma &rvore encontra-se a 20 pu*® da porta norte [no exterior da
vila]. Para sair da vila temos de andar 14 pu a partir da porta sul seguindo 1775 pu
para oeste até se conseguir ver a arvore. Quais sdo as dimensbes da muralha da
cidade?”

A figura seguinte ilustra os dados mencionados no problema:

1 mu = 240 pu = 0,067 ha
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0

H

E
D (
1775 14
G F

Fig. 57 — llustracdo do problema 20

Desenhar a figura €, neste caso, uma importante estratégia para resolver o problema.
Tendo por base a figura acima apresentada, vejamos como chegar a equacao que traduz
este problema.

Os triangulos [JHA] e [JFG] séo semelhantes, logo % = % donde,

20 _ 204 x4 14 X )= 20x 1775 o
- = o — =
z 1775 2 x

© x?+34x =71000 © .- & x = 250

Infelizmente, o autor chinés apenas apresenta a solugdo x = 250, sem indicar qualquer
método. No entanto, supfe-se que o método utilizado para resolver esta equacao
quadrética seja semelhante ao algoritmo que utilizavam para determinar a raiz quadrada.
Este algoritmo tem origem geométrica e consiste num procedimento recursivo, onde
cada etapa da uma melhor aproximacao para a resposta correcta.

A maioria dos problemas do Nove Capitulos, relacionados com equacbes do 2° grau, é
daqueles que, actualmente, traduzimos por sistemas de duas equacBes com duas

incgnitas. Um exemplo desses problemas é o seguinte:

Exemplo 8 (Problema 11 do Capitulo IX): “A altura de uma porta é 6 chih e 8 cun®
mais do que a largura. A diagonal é 1 zhang. Quais sdo as dimensdes da porta? ”

O problema é traduzido pelo seguinte sistema:

{x—y = 6,8
x2 +y? =100

%01 zhang = 10 chih
1 chih =10 cun
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Segundo Katz (1998), a solucdo chinesa parece ter-se baseado na ‘demonstragdo’
chinesa do Teorema de Pitagoras (que sera analisada posteriormente).

Reescrevendo o sistema na forma genérica

27

{x—y=d
x*+y?=c

a figura 59 (representada na pagina 377), usada nessa demonstracdo, mostra que

(x +y)? =4xy + (x —¥)? (1)
e ainda que
c? =2xy+ (x —y)?,

0 que € equivalente a
4xy = 2¢% = 2(x — y)2.

Conjugando esta equacdo com a equacao representada em (1), obtemos que

(x+y)2=2c?—(x—y)?
ou seja,

x+y =422~ (x—y)?

donde se obtém, finalmente, a igualdade

Daqui, 0 autor determina que x +y = 12,4 e, depois, combinando isto com x —y =
68, obtém a solucdo x = 9,6 e y = 2,8.

Contudo, esta obra contém poucos outros problemas que possam ser traduzidos por
sistemas de equacdes lineares e quadraticas; sdo as fontes babilonicas que contém a
maioria dos exemplos de equacdes quadraticas dos tempos antigos.

Note-se, no entanto, que “0 método utilizado pelos chineses para resolver equacdes
quadraticas é completamente diferente do utilizado pelos babil6nios. Estes
desenvolveram, essencialmente, uma férmula que apenas podia ser aplicada a estas
equacOes. Os chineses desenvolveram um algoritmo numérico que, posteriormente,
generalizaram para equacOes de qualquer grau” (Katz, 1998, p. 206).
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Equacdes de grau superior ao 2°

Equacdes cubicas ocorreram no trabalho de Wang Xiaotong no inicio do século VII. No
Nove Capitulos podemos ver como uma raiz cubica é transformada numa equacdo do
terceiro grau, resolvida numericamente. Wang, no entanto, € o primeiro a considerar,
explicitamente, equaces cubicas. Mas, como de costume, ndo apresenta nenhum
método de resolucdo a ndo ser uma enigmatica referéncia para a resolver de acordo com
a regra da extraccao da raiz cubica, analogamente ao que foi feito no Nove Capitulos.

Triangulo de Pascal

Em meados do século Xl, Jian Xian, num trabalho que se perdeu, generalizou 0s
procedimentos para encontrar as raizes quadradas e cubicas, analisados no Nove
Capitulos, para raizes mais elevadas, usando um arranjo triangular de nameros. Além
disso, também generalizou e melhorou o método em uso para resolver equagdes
polinomiais de qualquer grau.

Os métodos de Jian Xian foram analisados no livro de Yang Hui, intitulado Anélise
detalhada das Regras Aritméticas no Nove Capitulos (1261). O diagrama utilizado por
Hui, intitulado “a fonte do método de extraccéo de raizes ”, esta representado na figura
58:

PRI Aol gt a%i%‘z

Fig. 58 — Diagrama de Yang Hui (séc. XIII) do Triangulo de Pascal
(http://en.wikipedia.org/wiki/File:Yanghui triangle.qgif)

Este arranjo triangular veio, posteriormente, a ser conhecido no Ocidente como
“Triangulo de Pascal”. Este triangulo aritmético é uma tabela numérica infinita, em
“forma triangular”, onde a enésima linha do tridngulo indica os sucessivos coeficientes
na expansao binomial de (x + 1)™, como a seguir se representa:

372


http://en.wikipedia.org/wiki/File:Yanghui_triangle.gif

Anexo A.4

(x + y)° I Linha 0
(x + y)! 1 I Linha 1
(x + :":'1 I 2 l Linha 2
(x + )} l 3 3 1 Linha 3
(x + v I 4 6 4 1 Linha 4
(x + y)° 1 3 10 10 5 | Linha 5

Assim, o chamado Triangulo de Pascal (assim como o chamado Teorema de Pitagoras)
é, na realidade, o produto de uma cultura Oriental muito anterior a Pascal.

No seguinte excerto de Eves, esse facto esta bastante claro; no entanto, Eves cometeu
uma incorreccdo. Ora vejamos:

“Pascal ndo foi o inventor do triangulo aritmético, porque um tal tridngulo j&
tinha aparecido numa série de obras anteriores, sendo a referéncia mais antiga
conhecida, um trabalho de 1303, de Zhu Shijie. Por causa do desenvolvimento
feito por Pascal a muitas das propriedades do tridngulo [...], este ficou conhecido
como Triangulo de Pascal. ”

(Eves, 1969, p. 262)

Note-se que Eves refere-se ao Precioso Espelho dos Quatro Elementos como sendo a
referéncia mais antiga onde o Triangulo de Pascal apareceu. No entanto, pelo exposto
anteriormente, constata-se que a afirmacdo de Eves ndo corresponde a verdade.

De facto, o triangulo foi redescoberto, por volta de 1261, pelo matematico chinés
Yang Hui e, quase 500 anos depois, varias das suas propriedades foram estudadas pelo
francés Blaise Pascal.

Na verdade, Zhu Shijie, no Precioso Espelho, apresenta um diagrama para
poténcias de expoente ndo superior a 8, que ndo é mais do que um prolongamento do ja
referido diagrama fonte de extrair raizes; contudo, tem a honestidade de reconhecer que
ndo € o seu criador, revelando que o recuperou de antigos calculos (Costa, 2000), o que
vem contradizer as palavras de Eves.

Como ja foi referido, as primeiras equac6es de grau superior a 3 apareceram no Tratado
de Matematica em Nove Secgdes. Um notavel exemplo é a equagéo:

—x* + 736200x2 — 40642560000 = 0.
Um outro problema deste Tratado pode ser traduzido por uma equacéo de grau 10!
O problema em questdo, e que a seguir se apresenta, parece ter sido baseado no

problema 20 do Capitulo IX do Nove Capitulos, analisado anteriormente, em que
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apenas ¢ alterada a forma da cidade. No entanto, essa alteracdo aumenta drasticamente o
grau de dificuldade do problema.

Exemplo 9 (Problema do Tratado de Matemética em Nove Secg¢des): “Ha uma
cidade circular de diametro desconhecido, rodeada por uma muralha com quatro
portas. Uma &rvore esta 3 li a Norte do portdo Norte. Se alguém andar 9 li para Leste
do portéo Sul, a &rvore torna-se visivel. Encontre o diametro da cidade. ”

Considerando x? o diametro da cidade, Qin chegou a seguinte equagcao:
x19 + 15x8 + 72x° — 864x* — 11664x2 — 34992 = 0.

Depois de a resolver, Qin concluiu, correctamente, que o diametro (x?) da cidade era 9
li.

Progressoes

No Manual de Matematica de Zhang Quijian aparecem problemas com um enunciado
semelhante a alguns problemas do Capitulo I1l do Nove Capitulos de Arte Matematica,
relacionados com a tecelagem de téxteis e que representam progressdes. Mas, 0 que ha
de especial nestes problemas, é que Zhang os resolveu de uma maneira geral, que pode
ser entendida como uma férmula. Vejamos um problema e a resolucdo indicada por
Zhang.

Exemplo 10 (Problema 23 do Manual de Matematica de Zhang Quijian): Ha uma
mulher insatisfeita que tece 5 chi no primeiro dia, e o seu trabalho diminui (a mesma
quantidade) dia apdés dia, até tecer 1 chi no ultimo dia. Descobre a quantidade que tece
num meés.

Nota: Um més tem 30 dias

Para resolver este problema, Zhang da a seguinte regra: “Adiciona os montantes tecidos
nos primeiro e Gltimo dias e toma a metade da soma. Em seguida, multiplica o nimero
de dias de tecelagem, quando chegamos a resposta. ”

Isto d&-nos a soma de uma progressao aritmética como o produto de metade da soma
dos primeiro e ultimo termos pelo nimero de termos, que corresponde, exactamente, a
formula usada presentemente.

No Capitulo Il dos Nove Capitulos, também ja tinham aparecido problemas
relacionados com progressdes, tanto aritméticas, como geométricas. Vejamos o proximo
exemplo gue esta relacionado com uma progressdo geométrica:

Exemplo 11 (Problema 4 do Capitulo 111 dos Nove Capitulos): Uma tecedeira,
melhorando a técnica de dia para dia, dobra todos os dias a quantidade produzida no
dia anterior. Em cinco dias produz 5 chi de tecido. Quanto é que produz num dia?
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No Precioso Espelho séo também encontradas regras para as somas de pilhas de bolas
arranjadas de modo a formarem triangulos, piramides, cones e, assim, por diante.
Entre as varias séries que sdo discutidas, destacam-se as seguintes:

nn+1)
1+243 44+ +n=—"r",

n(n+1) nh+1)(n+2)
2 6 ’

1+3+6+10+ -+

nn+1Dn+2) nnh+1n+2)(n+3)

1+4+10+20+ -
+4+10+20+ -+ - -

nn+1)2n+1)
c .

12422432+ 4n%=

Seguindo o costume chinés, de apresentar os conhecimentos sem justificacdo, ndo sdo
dadas provas tedricas destas regras.

GEOMETRIA

A geometria surgiu da agrimensura, necessaria quando terras férteis tinham de ser
divididas, e ainda das observacdes astronémicas.

Apesar do poder da Matematica chinesa ter-se revelado na aritmética e na
algebra, a geometria ndo foi negligenciada. Embora a geometria chinesa nao tivesse as
bases axiomaticas que a geometria grega tinha, os chineses encontraram notaveis
aproximacdes para 7, determinaram a area e 0 volume de muitas figuras e sélidos
geométricos e estavam familiarizados com o Teorema de Pitagoras.

Estimativas para «

Os historiadores da Matematica tém dedicado especial atencdo as tentativas das
civilizagdes antigas para encontrarem um valor aproximado para a relacdo entre o
perimetro do circulo e o seu diametro (ou seja, 0 nimero ). Talvez exista este interesse
porgue parece que 0 aumento na precisdo dos resultados permite “medir” a capacidade
Matematica de uma dada civilizagéo.

Como ja tinham feito os matematicos de outras civilizagdes antigas, 0s chineses
tambem tentaram calcular um valor, tdo exacto quanto possivel, para essa relagdo. E,
como foram consideravelmente mais avancados no célculo aritmético do que 0s seus
contemporaneos Ocidentais, ndo € surpreendente que tenham obtido valores
notavelmente mais precisos para . Nos textos da era pre-cristd, geralmente era usado o
valor 3 como uma aproximagdo para m, mas, a partir do século I, os matematicos
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chineses procuraram melhores estimativas. Liu Xin (cerca de 23) utilizou 3,1547 e
Zhang Heng (78-139) usou /10, cuja aproximacdo decimal é 3,1622; ou a fraccio
92/29, cuja aproximacdo decimal € 3,1724.

Posteriormente, mateméticos do século Ill obtiveram aproximagdes mais
precisas ao considerarem a razdo entre o perimetro de um poligono regular inscrito e o
didmetro da circunferéncia que delimita o poligono. Liu Hui, no seu comentério sobre
os Nove Capitulos de Arte Matematica, na tentativa de encontrar um valor mais preciso
para 7, utilizou um método semelhante ao de Arquimedes®™. Com este método de
“cortar o circulo”, Liu usou um poligono de 384 lados e obteve o seguinte
enquadramento: 3,141024 < w < 3,142904 e, com um poligono de 3072 lados,
encontrou o seu melhor valor de m, ou seja, 3,14159.

No século V, o brilhante matematico e astronomo Zu Chongzhi (430-501)
melhorou significativamente a precisdo na determinacdo de m, tendo descoberto que
3,1415926 < m < 3,1415927. A partir deste intervalo, indicou a fraccdo 22/7 como
um valor “impreciso” de w ¢ 355/113 como o valor “rigoroso”. Este ltimo valor para
é correcto para seis casas decimais. A maioria do trabalho de Zu Chongzhi esta perdido,
portanto, ndo se sabe como encontrou estes valores. Note-se que se foi utilizado o
método da divisdo do circulo de Liu, deveria ter usado um poligono com 24576 lados.

Comparaveis aproximacdes racionais ndo foram alcan¢adas no mundo Ocidental
até o século XVI, quando o engenheiro holandés, Adriaan Anthonizoon (1527-1607),
encontrou, novamente, a razdo 355/113.

Nenhuma fraccdo com denominador menor que 113 da uma melhor
aproximacdo para w; na verdade, 355/113 é uma estimativa racional tdo boa que
ninguém encontrou uma melhor até ter sido encontrado o valor 52163/16604.

Usando o método de Arquimedes com poligonos de 2% lados, o incansavel
Ludolph van Ceulen (1540-1610) indicou, correctamente, o valor de = com 35 casas
decimais. (Esta proeza computacional foi considerada tdo extraordinaria que todos os 35
digitos deste nimero, designado por “namero de Ludolphine”, foram esculpidos na sua
lapide). Esta foi uma das Ultimas grandes tentativas para encontrar um valor aproximado
de n pelo método do perimetro; dai em diante, e com o desenvolvimento da Analise,
prevaleceram as técnicas de calculo.

Areas e Volumes

No capitulo I do Nove Capitulos sdo dadas regras, algumas correctas, outras nao, para
calcular a area de rectangulos, triangulos, trapezoides e segmentos de circulos.

O Capitulo 1V do mesmo trabalho da os volumes para prismas, cilindros, piramides
truncadas, piramides, cones truncados e cones. Todas as férmulas estdo correctas se
usarmos o valor correcto para Tt.

51 0 método de Arquimedes pode ser analisado em (Pinto, 2009, p. 62-73).
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. . . 3 . <A
Por exemplo, a area de um circulo é dada por Zdz, onde d e o diametro; o resultado

estaria correcto se o valor de &t fosse 3.

A formula correcta para o volume de uma pirdmide truncada, que ja era conhecida dos
egipcios, tendo aparecido no papiro de Moscovo, também aparece no Nove Capitulos.

Contudo, o volume da esfera é incorrecto, pois a regra apresentada corresponde a:

16
V= ?FS.

Liu Hui observa que a formula est4 errada e, honestamente, admite que ndo sabe a
solucdo; nos seus comentarios sobre o Nove Capitulos, tem a humildade de acrescentar:
“vamos deixar o problema para quem pode dizer a verdade” (Shen et al, 1999, p. 229).

Mas, ndo ter conseguido determinar, correctamente, o volume da esfera € uma
das suas Unicas limitacdes. Ao considerar o proximo topico da geometria, o Teorema de

Pitagoras ou a Regra do Gougu, a sua contribuicdo para um dos mais importantes
campos de aplicacdo desta regra, a agrimensura, € enorme. A regra do Gougu ja tinha
sido usada na Aritmética Classica do Gnémon mas, sendo um aspecto tdo importante da
Matematica, também é contemplada no Nove Capitulos, onde varias aplicacdes praticas
séo dadas.

Teorema de Pitagoras

Demonstracdo do Teorema de Pitagoras

Ao longo dos séculos, tém surgido varias demonstracdes deste teorema. Na verdade,
admite-se que um diagrama da Aritmética Classica do Gnémon represente a prova mais
antiga, conhecida actualmente, deste teorema. Nesta obra aparece o diagrama da figura
59, acompanhado do seguinte comentario:

“Seja um rectangulo com 3 unidades de largura e 4 de comprimento. A diagonal
entre dois vértices tera 5 unidades de comprimento. Desenhado um quadrado
nessa diagonal, circunscrevam-se-lhe meios rectangulos iguais ao rectangulo
inicial, de modo a obter um quadrado. Assim, os [quatro] meios rectangulos
exteriores, de largura 3, comprimento 4 e diagonal 5, formam, no conjunto, dois
rectangulos [de area 24]; entdo, o resto da area [quando esta € subtraida da area
do quadrado exterior, 49] é 25.”

(Costa, 2000, p. 123)
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Os chineses denominavam o cateto horizontal (ou menor) por kou e o cateto vertical (ou
maior) por ku, dai este enunciado ser conhecido por Teorema do kou ku (também escrito
Gougu) ou, ainda, Teorema dos angulos rectos.

3

[~
A
"

Fig. 59 — Demonstracéo geométrica para o triangulo de lados (3, 4, 5).
llustracdo original de Zhoubi (c. 300 a. C.)
(http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Chinese _pythagoras.jpq)

Apesar do comentario e do diagrama serem dados para o caso particular do tridangulo de
lados (3, 4, 5), nas ultimas duas linhas encontra-se uma prova bastante generalizada. Se
representarmos a largura por a, o comprimento por b, e a diagonal por c, entdo o
argumento € o seguinte:

(a + b)? — 2ab = c?;

uma vez que (a + b)? = a? + b? + 2ab, obtemos imediatamente a relacéo
a’+ b% = c?.

Olhando para isto geometricamente, 0 argumento depende apenas da decomposic¢do do
quadrado maior de duas maneiras diferentes: primeiro, como o quadrado de lado a mais
0 quadrado de lado b mais duas vezes o rectangulo ab, e segundo, como o quadrado de
lado ¢ mais duas vezes o rectangulo ab. De novo, o resultado aparece imediatamente.

Sera que este argumento pode ser considerado uma prova? De acordo com 0s
critérios actuais, seria necessario provar que, tanto o “quadrado” de lado ¢, como o
“quadrado” de lado a + b séo, de facto, quadrados. Para os antigos chineses, assim
como para a maioria dos nossos alunos, isso era 6bvio.

Aplicacdes do Teorema de Pitagoras

Ainda mais detalhes sobre este teorema sdo encontrados no capitulo 1X do Nove
Capitulos de Arte Matematica. Neste capitulo had 24 problemas, todos baseados em
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triangulos rectangulos. Os primeiros treze problemas sdo resolvidos usando aplicacdes
do Teorema de Pitagoras. Dois problemas estudam o que nds agora chamamos ternos
pitagoricos, enquanto os restantes nove problemas usam a semelhanca de triangulos.

Vejamos alguns exemplos ilustrativos, comecando com os mais simples, cuja resolugéo
depende apenas da aplicagdo directa do teorema e de uma figura; e, por isso, ndo sera
feita referéncia a resolugdo dos mesmos:

Exemplo 12 (Problema 6 do Capitulo IX): “Dada uma cana no centro de um pequeno
lago quadrado de 1 zhang® de lado, a qual esta 1 chih® acima da agua. Quando é
puxada para a margem, a sua parte de cima fica rente a tona da agua. Diz: qual é a
profundidade da 4gua e o comprimento da cana. ”

Exemplo 13 (Problema 7 do Capitulo 1X): “Ha uma corda pendurada do topo de
uma arvore com 3 chih desta caidos no chdo. Quando é esticada, de tal forma que a sua
ponta toca o chdo, chega a uma distancia de 8 chih da base da arvore. Qual é o
comprimento da corda?”

Exemplo 14 (Problema 13 do Capitulo IX): “H& um bambu com 1 zhang de altura,
partiu-se e a parte de cima toca o ch&@o a 3 chih da base do bambu. Qual é a altura da
quebra?”

E de referir que uma adaptacdo deste problema saiu na Prova de Afericdo de
Matematica, do 3° Ciclo, em 2002, como a seguir se apresenta:

O seguinte problema é adaptado do livro chinés

: LR B\ =L

Nove Capitulos de Arte Matematica, do séc. | a. '}&‘]ﬁg ! JRE Sk
C. |5 | 8|
M 4| % | #|

Um bambu partiu-se, a uma altura do chéao de @rgﬂi \ f‘E %
2,275 m, e a parte de cima, ao cair, tocou o chao, iIE t ‘;2 5 H’ |
a uma distancia de 1,5 m da base do bambu. Qual l;g a=1 &7 |
era a altura do bambu, antes de se ter partido? B4 Z 17
Resolve o problema e apresenta todos os calculos 'ﬁ!é | - % _IE
ue efectuares. i‘; ﬁl RS AN e
q 1 By LRV K Al
ufE KK

Prova de Afericdo de Matematica, 2002 — 3° Ciclo E.B.

521 zhang = 10 chih
531 chih=23cm
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Enquanto estes problemas sdo simples aplicacbes do Teorema de Pit&goras, outros
problemas, mais complexos e imaginativos, também foram considerados, como € o caso
do seguinte:

Exemplo 15 (Problema 5 do Capitulo IX): “Uma arvore de 2 zhang de altura tem de
perimetro 3 chih. Existe uma videira que se enrola sete vezes a volta da arvore e chega
ao seu topo. Qual é o comprimento da videira?”

O autor chinés indica a resposta, 2 zhang e 9 chih, e apresenta o seguinte método de
resolugdo: “Multiplica o perimetro por 7 voltas como o gu, deixa a altura da &rvore ser
0 gou. Encontra a hipotenusa como 0 comprimento da videira. ”

Em (Shen et al, 1999, p. 467), podemos analisar a solucdo comentada por Liu, que
consiste no seguinte:

“Obtém o comprimento da videira de acordo com o perimetro e a altura da arvore. A
videira chega ao topo da &rvore. Experimenta com um fio enrolado numa caneta.
Estica o fio e observa. Cada circuito (volta) d& um tridngulo rectangulo, com o
segmento (altura da arvore) como 0 gu, 0 perimetro como o gou € 0 comprimento da
videira como a hipotenusa. Multiplicar o perimetro por 7 voltas significa juntar todos
0S gou apenas num gou (grande). Neste caso, 0 gou &, inesperadamente, maior que o
gu; por isso, no Método, foi considerado, inversamente, a altura da arvore como o gou
e 0 perimetro como o gu.

E 6bvio que a soma dos quadrados sobre o gou e o gu é o quadrado da hipotenusa. ”

Os seguintes dois problemas, ainda do Capitulo 1X, também merecem ser comentados.

Exemplo 16 (Problema 15 do Capitulo 1X): “Dado um triangulo rectangulo de kou
[largura] 5 e ku [altura] 12, indique o lado do maior quadrado inscrito. ”

E interessante referir que este problema, proposto ha mais de 2000 anos, na China,
apareceu (de forma generalizada), em 1985, na sec¢do das “Reflexdes para o Leitor” da
Revista Mathematics Teacher, com o seguinte enunciado:

Dado um tridngulo rectangulo com catetos a e b e hipotenusa ¢, qual é o
comprimento x do lado do maior quadrado inscrito utilizando o angulo recto como um

dos seus vértices?

Este enunciado pode ser esquematizado na seguinte figura:
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Fig. 60 — Quadrado inscrito num triangulo rectangulo

Relacionando a area do triangulo dado com a &rea das regiGes que o compdem,
nomeadamente, os dois tridngulos e o quadrado de lado x, obtém-se a seguinte
igualdade
ab x(b—x) (a—x)x

+ +

_xZ

2 2 2

donde ndo é dificil concluir que o lado do quadrado inscrito corresponde ao produto dos
catetos dividido pela sua soma,

ab
a+b

X =

Analisemos, agora, 0 problema que se seguiu no nono capitulo do Nove Capitulos, com
um enunciado muito semelhante ao anterior, mas que é muito mais dificil de resolver.
Este interessantissimo problema também apareceu em numerosos trabalhos
matematicos ao longo dos tempos.

Exemplo 17 (Problema 16 do Capitulo 1X): “Dado um triangulo rectangulo de kou
[largura] 6 e ku [altura] 8, localize o maior circulo que pode ser inscrito neste
triangulo. ”

A figura 61, associada a este problema, sugere que a solugdo envolve as areas das
regides que compdem o triangulo, ou seja, o rectangulo [DOEC] e quatro triangulos
rectangulos pequenos ([ADO], [AOE], [BEO], [BOF]),em que ha dois pares de
triangulos semelhantes.

381



Anexos

<
PSS

C E B
Fig. 61 — Circulo inscrito num tridngulo rectangulo

Ora vejamos a solucdo dada pelos chineses para resolver este problema.
Consideremos AB = ¢,BC = a e CA = b. Entdo, 2 X areaA[ABC ] = ab ou

ab = 4 X areaA[ADO] + 4 X areaA[BEQ] + 2 X area rect.[DOEC].
Estas regibes podem ser, engenhosamente, reorganizadas e terdo area igual a

arearect.[AHEC] + arearect.[DGBC] + arearect.[AHOD] + area rect.[GBEOQ].

ab
a+b+c’

Assim, ab = br +ar +cr e r=

Muitos problemas do mesmo género sdo engenhosos na sua concepgao e requerem uma
verdadeira percep¢do e raciocinio matematico da parte de quem os resolve. Muitas
vezes, para delinear uma estratégia de resolucdo, o uso de uma figura é mais do que uma
sugestdo, € mesmo imperativo.

Mas, matematicos posteriores descobriram que o problema podia ser mais facilmente
resolvido, usando os trés triangulos que se formam quando juntamos o centro do
tridangulo dado com os seus vértices, como mostra a figura 62:

Fig. 62 — QOutra forma de representar um circulo inscrito num triangulo

Isso conduziria directamente a equag&o:
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cuja solugdo representa o raio do circulo pretendido,
ab

r=—-"
a+b+c
exactamente igual ao resultado obtido pelos antigos chineses.

Semelhanga de triangulos

Além de nove problemas do Capitulo IX do Nove Capitulos, a semelhanca de tridangulos
também foi utilizada, por Liu, para resolver os problemas do Manual de Matematica da
Ilha do Mar que, como ja foi referido, estdo relacionados com a determinacdo de
distancias a pontos inacessiveis.

Ao contrério da técnica de Tales para encontrar a distancia de um navio a costa,
0s problemas de Liu Hui requerem, geralmente, duas observacfes e as vezes trés ou
quatro. Todos os problemas séo resolvidos pelo chamado método das diferencgas duplas.
Para os problemas mais faceis apenas duas observacdes sdo necessarias e, 0S mais
dificeis, exigem quatro observaces.

Consideremos o primeiro problema deste Manual:

Exemplo 18 (Problema 1 do Manual de Matematica da Ilha do Mar): “Ha uma
ilha no mar que est4 a ser medida. Dois postes, com 30 pés™* de altura cada um, estdo
erguidos sobre o mesmo nivel, afastados 1000 passos, de modo que o poste traseiro
estd em linha recta com a ilha e com o primeiro poste. Se um homem recua 123 passos
do primeiro poste, o ponto mais alto da ilha € apenas visivel através da parte superior
do poste quando é visto do nivel do solo. Se recuar 127 passos do poste traseiro, o
cume da ilha é apenas visivel através da parte superior do poste quando visto do nivel
do solo. E necessario encontrar a altura da ilha e a distancia em relagéo ao poste mais
proximo. ”

A resposta de Liu € que a altura da ilha é 1255 passos e a distancia ao primeiro poste é
30750 passos, e também indica 0 método de resolugdo:

“Multiplique a distancia entre os postes pela altura de um poste como dividendo.
Considere a diferenca da distancia dos pontos de observacdo como divisor e divida.
Adicionando ao quociente a altura de um poste, obtém a altura da ilha. Para encontrar
a distancia da ilha ao primeiro poste, multiplique a distancia entre os dois postes pela
distancia recuada [do primeiro poste] como dividendo. Considere a diferenca da
distancia dos pontos de observacéo como divisor. Divida para obter a distancia entre a
ilha e o primeiro poste. ”

51 passo = 6 pés
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A seguinte figura esquematiza, de um modo geral, este problema:

n Jd E K A
L'— “'.—"“| |-"— dy —'~|

- y i —

Fig. 63 — Determinagéo da altura e distancia de uma ilha

As regras enunciadas para calcular as incognitas necessarias envolvem o
reconhecimento de que os lados correspondentes de triangulos semelhantes sdo
proporcionais. O problema é geométrico, mas a solucdo é algébrica e a explicacdo da
solucdo de Liu Hui, usando a notacdo moderna, funciona do seguinte modo:
Seja EK = DJ, de forma que FK seja paralela a GJ. Tendo em conta que os triangulos
[CHG] e [FEK] sdo semelhantes, assim como os triangulos [CGF] e [FKA], temos as
propor¢oes

CH HG TG GF

FE EK FK AK
Agora, se CB = x,BD = y,DE =d,GD = FE = h,D] = EK = a,, ¢ EA = a,, entio

estas proporgdes correspondem a
x—h 'y d

donde podemos obter as distancias pretendidas:
hd

xX=— +h (1)
€
_ ad
Y=o (2).

Ora, estas formulas traduzem o método explicado por Liu.

Considerando os dados deste problema, em particular, temos que:
h =5, d=1000, a; =123 e a, = 127.

Substituindo em (1) e (2), obtemos x = 1255 passos e y = 30750 passos, que
correspondem a altura da ilha e a sua distancia ao primeiro poste, respectivamente.

Os outros oito problemas do Manual também lidam com a determinacéo de distancias,
em que as solucBes sdo sempre baseadas nas propriedades de tridngulos rectangulos
semelhantes.
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ANEXO A.5 - MATEMATICA NA INDIA

Os primeiros registos de Matematica na India encontram-se em varios
Sulbasutras, escritos provavelmente entre 800 a.C. e 500 a.C. e que se transmitiram
oralmente durante muito tempo. Os Sulbasutras tratam dos conhecimentos tedricos
necessarios para a construcdo de altares e estdo escritos em versos, registando
conhecimentos matematicos de idade desconhecida, mas certamente bem anteriores a
época em que foram escritos.

Também é de mencionar o Manuscrito de Bakshali, que representa uma fonte
importante para o conhecimento da Matematica indiana. Este manuscrito, de conteddo
matematico, foi encontrado em 1881, em péssimo estado, proximo a uma aldeia indiana
chamada Bakshali. Supde-se que data do século VII d.C.

Além do conhecimento matematico contido nos ja referidos Sulbasutras e no
Manuscrito de Bakshali, 0 nosso conhecimento da Matemética indiana advém,
principalmente, das obras de alguns matematicos indianos cujos nomes ficaram para a
histéria do desenvolvimento da Matematica, dos quais se destacam Aryabhata I,
Bramagupta e Baskara Il.

MATEMATICOS INDIANOS MAIS IMPORTANTES

Aryabhata I

Aryabhata nasceu na India em 476 d. C. e morreu em 550 d. C. E também conhecido
por Aryabhata I°°, ou “Aryabhata, o mais velho”, para o distinguir de outro matematico
indiano, como 0 mesmo nome, que nasceu cerca de 400 anos mais tarde.

Aryabhata foi um poeta, matematico e astrbnomo e escreveu, em 499,
Aryabhatiya. Esta obra, escrita em verso, era essencialmente sobre Astronomia, mas o
terceiro capitulo era dedicado a Matematica. Aqui, Aryabhata investigou a soma
aritmética e série geomeétrica, tentou resolver equagfes indeterminadas quadraticas e
lineares, deu uma boa aproximacéo de r e elaborou uma tabela de senos dos angulos no
primeiro quadrante, Util para os seus calculos astronémicos.

Bramagupta
Bramagupta nasceu em 598 d. C. e morreu por volta de 665 d. C., tendo sido o mais
proeminente matematico indiano do século VII. Viveu e trabalhou no centro
astronomico de Ujein, na India Central. Em 628, escreveu a sua Brahmasphuta
Siddhanta (Sistema Astrondmico Correcto Segundo Brahma), uma obra de 21 capitulos
sobre Astronomia, excepto os capitulos 12 e 18 que lidam com a Matematica.
Bramagupta, que viveu mais de um século depois de Aryabhata, baseou grande
parte do seu trabalho nos resultados obtidos pelo seu antecessor.

% No presente trabalho, usarei a designacio Aryabhata para me referir a Aryabhata I.
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Este matematico explicitou as regras para somar, subtrair, multiplicar e dividir
nimeros positivos e negativos. Também desenvolveu uma regra aceitavel para a
obtencdo de duas raizes de uma equacao quadratica, mesmo nos casos em que um delas
é negativa. Além disso, generalizou a formula de Her&o para determinar a area de um
quadrilétero e iniciou o estudo da equacao de Pell, resolvida mais tarde por Baskara Il.

Muitos dos seus problemas tinham caracter recreativo, dado que “Bramagupta,
como outros matematicos, amava a Matematica pelos seus proprios méritos e apreciava
o valor ludico de questdes matematicas” (Morgado, 1992, p. 9).

Mabhavira
Mahavira viveu no século IX e era do Sul da india. Escreveu sobre Matematica
elementar, tendo contribuido para a solu¢do das equacgBGes quadraticas e equagdes
indeterminadas e a sua obra mais importante ¢ Ganita-Sara-Sangraha (Compéndio do
Célculo Essencial).

Também se dedicou ao estudo da combinatoria tendo fornecido a férmula
correcta para o nimero de combinagdes de n objectos tomados k a k:

aonm—-—1m-2)..(n -k + 1)
G = k! '

onde k! significa o produto de todos os nimeros inteiros positivos até k.

Escreveu sobre varios assuntos, e, tal como era costume na india, os seus
problemas eram apresentados com enunciados muito peculiares como é o caso dos
seguintes problemas:

Exemplo (Mahavira>): “Uma noite, num més da estacdo da Primavera, uma certa

jovem senhora, /...], ternamente contente com o seu marido no [...] o chdo de uma
grande mansdo, branco como a lua, situado num agradavel jardim com &rvores
inclinadas com o peso dos ramos de flores e frutos, com o doce som de papagaios,
cucos e abelhas que estavam todos intoxicados com o mel obtido a partir das flores
daquele lugar. Depois, numa discussao surgida entre o marido e a sua mulher, o colar
da senhora, feito de pérolas, quebrou-se e caiu ao chdo. Um terco das pérolas do colar
alcangou a criada que ali se encontrava; um sexto caiu na cama; metade do que sobrou
[repete metade do que sobrou, ao todo, seis vezes] caiu por todo o lado; e sobraram
1161 perolas [...]. D4 a medida [numérica] das perolas [nesse colar].”

Este problema € apresentado num extenso enunciado e revela um grande cariz sexual, 0
que era comum em muitos problemas propostos pelos indianos.

O seguinte problema merece destaque, ndo tanto pelo enunciado, mas por representar
um problema que apareceu em diversas civilizagdes:

% Os problemas da Matemética indiana, apresentados neste anexo, foram retirados de (Lagarto, s/d).
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Exemplo (Mahavira): “De uma colec¢do de mangas, o rei tirou um sexto, a rainha um
quinto do restante, e as trés princesas principais um quarto, um terco e metade dos
restos sucessivos, e a crian¢a mais pequena tirou as trés mangas que sobravam. O tu
que és inteligente em problema com fracgdes, indica a medida da colecgdo de mangas. ”

Este é um dos classicos problemas de que apareceu vérias versdes ao longo dos tempos,
e que se pode resolver por analise retrograda, ou seja, do fim para o principio.

Baskara Il

Baskara 11 (1114-1185) foi o matematico indiano mais importante do século XII. Tal
como aconteceu com Aryabhata, também houve outro matematico com 0 mesmo nome,
contemporaneo de Bramagupta e, por isso, costumam ser distinguidos por Baskara | e
1,

O seu trabalho mais famoso é o Siddhanta Siromani (Diadema de um sistema
astrondémico), escrito em 1150. Siddhanta Siromani esta organizado em quatro partes,
sendo as duas primeiras relacionadas com a Matematica, Lilavati (A bela) e Vijaganita
(Extraccdo de raizes), que lidam com a aritmética e a algebra, respectivamente. As
outras duas partes da sua obra estdo relacionadas com a Astronomia.

Baskara foi famoso tanto como astrélogo como matematico. Existe uma lenda
segundo a qual Baskara tinha feito uma previsdo astroldgica do dia e da hora do
casamento da sua filha, Lilavati. Quando se aproximava a hora para este acontecimento,
a jovem curvou-se sobre um relégio de agua, e uma pérola da sua grinalda de noiva caiu
e, por acaso, interrompeu o fluxo da dgua. Entdo, 0 momento propicio passou sem que
alguém se tivesse apercebido, e Lilavati nunca se casou. Para a consolar, Baskara
prometeu dar o seu nome a um livro que, segundo ele, “permanecera através dos
tempos”.

De facto, é notdrio que a primeira parte da sua obra é uma homenagem a sua
filha, pois muitos dos seus problemas fantasiosos sdo propostos sob a forma de
perguntas dirigidas a ela, ou de uma forma geral, a uma jovem donzela. Vejamos, por
exemplo, os dois problemas seguintes:

Exemplo (Baskara®®): “Amavel e querida Lilavati de olhos doces como os do terno e
delicado enho, diz-me quais sdo 0s numeros que resultam da multiplicacédo de 135 por
12.”

Exemplo (Baskara): “A quinta parte de um enxame de abelhas pousa numa flor de
kadamba, uma terga parte numa flor de silinda, o triplo da diferenga entre estes dois
numeros voa sobre uma flor de kutaja, e uma abelha adeja sozinha, no ar, atraida pelo
perfume dum jasmim e dum pandanus. Diz-me, bonita donzela, qual &€ o nimero de
abelhas?”

%" No presente trabalho, usarei a designacdo Baskara para me referir a Baskara I1.
%8 Os problemas de Lilavati apresentados neste trabalho encontram-se em (Colebrooke & Banerji, 1993)
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Baskara trabalhou em muitos aspectos da algebra e da astronomia, tendo chamado a
algebra a arte dos raciocinios perfeitos. Entre muitas outras coisas, investigou as
solucdes das equacdes quadraticas e resolveu equacdes lineares diofantinas pelo método
conhecido como o “pulverizador”, tendo usado esse método para dar algumas solucdes
da equacéo de Pell.

Embora de uma época mais recente, ao falarmos da Matematica e dos matematicos
indianos ndo podemos deixar de referir o matematico indiano mais brilhante dos tempos
modernos, Srinivasa Ramanujan (1887-1920), que possuia a capacidade incrivel de
ver rapida e profundamente intricadas relacbes de numeros. Ramanujan foi
“descoberto” pelo notavel matematico inglés Hardy (1877-1947), em 1913, que se
empenhou em leva-lo para estudar na Universidade de Cambridge.

Sobre Ramanujan conta-se que, certo dia, Hardy foi visita-lo ao hospital (onde
se encontrava doente, tendo morrido aos 33 anos, de tuberculose) e mencionou que
tinha vindo num taxi com o nimero 1729, “um nimero aborrecido”, acrescentou Hardy.
“De modo algum”, respondeu Ramanujan. “E, na realidade, um nimero muito
interessante pois € 0 menor numero inteiro que pode ser decomposto de duas maneiras
diferentes numa soma de dois cubos”.

Na verdade,

1729 = 13 + 123 = 93 + 103,

ALGEBRA

Regra de trés

Bramagupta e Baskara foram os primeiros a usar a expressao “regra de trés”, apesar de
esta relacdo ja ter sido usada nas civilizagdes anteriores. Durante séculos, a regra foi
muito usada pelos comerciantes e na aplicacdo da regra da falsa posi¢do, mas de uma
forma mecénica, sem justificacdo; a sua conexdo com as proporcdes so foi reconhecida
no final do século XIV.

Bramagupta enunciou esta regra do seguinte modo:

“Na regra de trés, o argumento, o resultado e o requisito séo os nomes dos termos. O
primeiro e o ultimo termo devem ser semelhantes. O requisito multiplicado pelo
resultado e dividido pelo argumento, é o produto. ”

A titulo de exemplo vejamos o seguinte problema dado por Baskara:

Exemplo (Baskara): “Se duas palas e meia de acafréo séo adquiridas por trés sétimos
de uma niska, quantas palas de acafréo serdo comprados por nove niskas? ”
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. 3 N . ~ ~ ..
Aqui, > e 9 correspondem a mesma quantidade, sdo, entdo, o argumento e o requisito, e

g é o resultado. A resposta, ou produto, é dada por

Vejamos um problema proposto por Aryabhata, que parece envolver esta regra, mas que
tem um enunciado curioso:

Exemplo (Aryabhata): “Se uma escrava de 16 anos custa 32 niskas, quanto custa uma
com 20 anos?”

A resposta dada por Aryabhata é peculiar; resolve este problema pela proporcéo inversa,
afirmando que o valor das criaturas vivas (escravos e animais) € regulado pela sua
idade, sendo os mais velhos os mais baratos.

O carécter deste problema € mais recreativo do que utilitario, e parece que tinha
como objectivo desafiar o raciocinio e a perspicacia de quem o tentasse resolver.

Muito espaco foi dedicado a regra de trés pelos primeiros escritores europeus, € a
natureza mecanica da regra podia ser observada nos versos poéticos e nos esquemas que
eram, muitas vezes, usados para a explicar.

Resolucéo de equagdes determinadas

Os indianos foram aritméticos talentosos tendo também contribuido, de forma
significativa, para o desenvolvimento da algebra. Muitos dos problemas aritméticos
foram resolvidos pela regra da falsa posi¢cdo. Um outro método favorito dos indianos
foi o método do retorno (ou da inversdo), onde se trabalha para trés, partindo de uma
determinada informacao. Além disso, resolveram equacdes quadraticas por um método
semelhante ao que usamos actualmente.

Método da falsa posicao

Na Matematica indiana, a regra da falsa posicdo era geralmente dada através de
exemplos numeéricos e o primeiro enunciado desta regra, dado explicitamente, apareceu
no século XII, no trabalho de Baskara, mais concretamente, no terceiro capitulo do seu
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Lilavati. A esta regra Baskara chamou karma, que significa “céalculo com um dado
namero”.

Por outro lado, relativamente a regra da dupla falsa posicéo, “a tnica evidéncia
conhecida do uso da regra da dupla falsa posicdo na Matematica indiana vem de um
manuscrito em latim do século XIV”, assim o real¢ga Chabert (1999, p. 97).

A regra da falsa posi¢do enunciada por Baskara é semelhante ao método da
“suposigdo” de Diofanto. Analisemos, entdo, o primeiro exemplo do Lilavati onde ela é
aplicada:

Exemplo (Baskara): “Qual é o numero que multiplicado por cinco, e tendo a terca
parte do produto subtraida, o resto é dividido por dez; e um terco, e metade e um
quarto da quantidade original é adicionado, da setenta menos dois?”’

Baskara indica a seguinte solucéo:
“Coloca 3; isto, multiplicado por 5, é 15; menos a sua terca parte, é 10; dividido por

10, da 1. Adicionado a um terco, metade e um quarto do suposto nimero 3, ou seja,
3 3 3 ,

17 . .. , T ,
S50y asomaé—. Por isto divide o nimero dado 68 multiplicado pelo nimero suposto

3; 0 quociente é 48.”

E acrescentou, ainda, “a resposta € a mesma com qualquer outro nimero assumido,
como um, etc. ”.

A traducdo deste exemplo para a nossa linguagem algébrica ajudar-nos-a a ver o tipo de

problemas em que era usada a regra da falsa posicdo. Assim, este problema pode ser
traduzido pela equacéo:

1[5 1><5]+1 it o0
1012 730X T3X T YT T '

Temos uma equagdo em que 0s termos com incognita estdo no 1° membro e, no 2°
membro, temos apenas os termos independentes, que representam a “quantidade dada”.

. 17
Aqui, Baskara tomou 3 como o valor suposto e obteve o resultado e correspondendo

ao valor do 2° membro da nossa equacao. Usando uma regra de trés simples, facilmente
se compreende as restantes instrugOes dadas por Baskara, que se traduzem por:

17
X = (3X68)+T'

Nos outros exemplos, Baskara escolheu 1 para a falsa suposicéo.
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Meétodo da inverséo (ou do retorno)

No entanto, 0 método favorito dos indianos, para resolver muitos dos problemas
aritméticos, era 0 método da inversdo, onde se trabalha do fim do problema para o
principio, substituindo cada operacdo pela sua inversa, e que € descrito por Aryabhata
do seguinte modo:

“Multiplicacéo torna-se divisdo, diviséo torna-se multiplicagdo; o que foi ganho
torna-se perda, o que se perdeu, ganha-se; inversao.”

Muito diferente do estilo lacdnico desta citacdo é o seguinte problema de Aryabhata,
que ilustra 0 método:

Exemplo (Aryabhata): “Linda donzela de olhos cintilantes, se conheces o método do
retorno diz-me: qual é o numero que, multiplicado por 3, acrescido de % deste produto,

dividido por 7, diminuido de % do quociente, elevado ao quadrado, diminuido de 52,
acrescido de 8 e dividido por 10, da como resultado o nimero 2?”

Pelo método da inversao, comegamos com 0 nimero 2 e trabalhamos para tras. Assim,

(2 x 10 — 8)2 + 52 = 196,

V196 = 14,
14><§><7><é

2 7 _

3 = 28,

que é a resposta. Note-se que onde as instru¢cdes do problema nos pedem para dividir
por 10, multiplicamos por 10, onde nos pedem para adicionar 8, subtraimos 8, onde
fomos informados para extrair a raiz quadrada, elevamos ao quadrado, e assim por
diante.

Na verdade, estas instrucdes correspondem ao que fazemos para resolver o problema
pelos métodos modernos. Assim, se representarmos o nimero pretendido por x, temos

10

Para resolver esta equagdo, comegamos por multiplicar ambos os membros por 10, em
seguida, subtraimos 8 a cada membro, depois, elevamos ambos os membros ao
quadrado, e assim por diante.
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Regra indiana para resolver equac6es quadraticas
A regra apresentada por Bramagupta para resolver a equagdo ax? + bx =,
corresponde exactamente a formula

Vdac +b%2—b
2a '

X =

Como exemplo, Bramagupta apresenta a solucdo da equagdo x? — 10x = —9, mas da
apenas uma solucdo, o 9. Embora houvesse outra solucéo positiva, Bramagupta nao fez
qualquer referéncia a esta segunda solucao.

Baskara™, por outro lado, considera as duas solucdes da equacdo quadratica. A sua
técnica bésica consiste em completar o quadrado. Concretamente, ele adiciona um
namero apropriado (geralmente é (2)2) a ambos 0s membros da equacéo de modo que o
1° membro seja um quadrado perfeito: (rx — s)? = d. Depois, resolve a equagdo
rx —s =+/d, em ordem a x. Mas, a grande diferenca relativamente a Bramagupta, é
que Baskara nota que se vd < s, entdo héa dois valores para x, nomeadamente

s++d s—+/d

r r

Contudo, acrescentou que “isto funciona em alguns casos”. Vejamos alguns exemplos
para perceber o que queria dizer com isto.

Como exemplo de uma equacdo que tem duas raizes positivas, Baskara propde o
seguinte problema:

Exemplo (Baskara): “A oitava parte de um bando de macacos, elevada ao quadrado,
salta num bosque, deliciados com o seu desporto. Os 12 macacos restantes podem ser
vistos sobre uma colina, tagarelando uns com os outros. Qual o total de macacos? ”

Baskara escreve o equivalente a equacao

(f)z +12 = x,

8
Depois, multiplica por 64 e obtém a equacdo x? — 64x = —768. Adicionando
322 (note-se que 32 é metade de 64) a cada membro, obtém x2 — 64x + 1024 = 256.
Fazendo a raiz quadrada, obtém x — 32 = 16. Depois, observa que, neste caso,
V256 < 32, pelo que a equacdo tera duas solucdes, nomeadamente, 48 e 16.

N30 é por acaso que, no Brasil, a nossa formula resolvente é conhecida por férmula de Baskara.
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Baskara também propds o seguinte problema:

Exemplo (Baskara): “A quinta parte de um bando de macacos menos 3, elevada ao
quadrado, refugiou-se numa caverna. Era ainda possivel ver um macaco em cima de
um ramo. Qual o total de macacos?”

Este problema pode ser traduzido pela equacéo

2

(g_g) +1=x&x?—55x =—250,

cujas solucBes sdo 50 e 5. No entanto, a solu¢cdo x = 5 € descartada, ndo por ser
negativa, mas porque (g — 3) seria, entdo, negativo.

Baskara salienta que: “mas a segunda [raiz], neste caso ndo serd considerada;
porque ¢ incongruente. As pessoas ndo aprovam um numero negativo”. Realmente, ndo
faz sentido subtrair trés macacos a apenas um.

No caso das equacOes quadraticas que tém uma solucdo positiva e outra
negativa, Baskara indicou apenas a solucdo positiva. Além disso, nunca deu exemplos
de equagbes quadraticas que tivessem duas raizes negativas ou nenhuma raiz, nem deu
exemplos de equacgBes quadraticas com raizes irracionais. Em todos os exemplos de
Baskara, a raiz quadrada correspondia a um numero racional.

A primeira descricdo da regra geral para achar as raizes da equacdo do 2° grau parece ter
sido encontrada num trabalho de Sridhara (c. 870 — c¢. 930 d. C.), que ndo foi
preservado. Segundo Baskara e outros autores indianos, a regra consiste no seguinte:

“Multiplicar ambos os membros da equac&o por um nimero igual a quatro vezes o
[coeficiente do] quadrado e juntar a ambos o namero igual ao quadrado [do
coeficiente] da quantidade desconhecida [Entdo extrair a raiz quadrada]. ”

Seja a equacdo ax? + bx = c. Multiplicando ambos os membros por 4a, vem

4a’x? + 4abx = 4ac.

Somando, a ambos os membros, o0 quadrado do coeficiente da quantidade desconhecida,
tem-se
4a?x? + 4abx + b? = b? + 4ac.

ou seja
(2ax + b)? = b? + 4ac;

extraindo a raiz quadrada, temos que

2ax + b = +/b? + 4ac.
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(Note-se que a raiz negativa ndo era considerada.)

E agora trata-se de uma equacao do primeiro grau, donde facilmente se obtém

Vb? + 4ac — b
2a '

X =
Resolucéo de equacdes indeterminadas

Os indianos mostraram uma notavel capacidade na resolucdo de problemas de anélise
indeterminada e talvez foram os primeiros a conceber métodos gerais neste ramo da
Matematica.

O maior contributo de Aryabhata e Bramagupta foi no estudo de equacGes
indeterminadas, o assunto favorito de Diofanto. Embora eles tivessem repetido muitos
dos problemas de Diofanto, a abordagem foi diferente. Onde Diofanto procurou resolver
equacBes em numeros racionais, 0s matematicos indianos admitiram como solugdes
apenas numeros inteiros positivos. Mas, ao contrario de Diofanto, que se limitou a
procurar apenas uma solucdo racional para uma equacdo indeterminada, os indianos
esforcaram-se para encontrar todas as possiveis solucdes inteiras.

Equacdes indeterminadas do 1° grau

E interessante notar que a equacdo do 2° grau indeterminada, x? + y? = z?, recebeu
atencdo antes da equacdo indeterminada de 1° grau, ax + by = ¢, onde a, b, e ¢ séo
nameros inteiros. A razdo parece Obvia e prende-se com o importante significado
geométrico da equacdo de Pitagoras.

Embora a teoria necessaria para resolver a equacdo ax + by = ¢ se encontre nos
Elementos de Euclides, ndo aparece nas obras existentes de escritores gregos
posteriores. E de estranhar que sendo uma equacio indeterminada ndo tenha merecido a
atencdo de Diofanto. Na perspectiva de Burton (2006), “possivelmente Diofanto terd
considerado a equacao muito trivial para ser incluida na sua Aritmética” (p. 227). Quem
acabou por fazer o estudo completo desta equacdo foi o matematico francés Bachet
(1581-1638).

As primeiras tentativas para resolver a equagéo indeterminada ax + by = c por
um método geral foram feitas na india, comegando no século V, nos trabalhos dos
matematicos indianos Aryabhata e Bramagupta.

No decurso das suas investigacoes, Aryabhata deparou-se com situagdes em que
precisava resolver equagOes deste tipo e, por isso, desenvolveu um método para as
resolver.

A ideia base do metodo proposto por Aryabhata consistia em transformar,
sucessivamente, a equacéo inicial numa mais simples, com coeficientes menores, para
que fosse mais facil encontrar uma solucéo particular. Este processo era feito recorrendo
ao algoritmo de Euclides.
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Este método de resolver equacGes diofantinas era conhecido dos indianos como
0 método do pulverizador porque “dizimava” o problema, reduzindo os coeficientes
para numeros cada vez menores, “pulverizando”, assim, a dificuldade do problema.

Embora Aryabhata, aparentemente, tivesse encontrado um método para
encontrar as solugfes da equacgdo linear diofantina ax + by = ¢, Bramagupta foi o
primeiro a dar, explicitamente, a solucdo geral desta equacdo. Para que essa equacao
tenha solugbes inteiras, o maximo divisor comum de a e b deve dividir c¢0; e
Bramagupta sabia que se a e bsdo primos entre si (m.d.c.(a,b) = 1), todas as
solucdes da equacao sdo dadas por

X =x9+ kb, y=yo-ka,

onde k é um namero inteiro arbitrario e (x,, y,) uma solucdo inteira particular.

Obtemos, assim, todas as solugdes inteiras da equacgéo linear diofantina. Neste
aspecto, Bramagupta foi mais além que Diofanto, que se tinha contentado em dar
apenas uma solucdo particular de uma equacédo indeterminada. Por isso, na opinido de
Struik (1987), é “incorrecto chamar as equagdes lineares indeterminadas equagdes
diofantinas” (p. 66).

Note-se, porém, que quando a € b nao sdo primos entre si, podemos proceder de duas
maneiras diferentes: ou dividimos todos os membros da equacdo pelo m.d.c.(a,b),
obtendo uma outra equacao equivalente, em que os coeficientes de x e y séo, agora,
primos entre si; ou, entdo, a expressdao que conduz a solucdo geral é ligeiramente
alterada, passando a ser:

a
= k———— y=y,—k—
XXt @) Y T e ab
onde k € um namero inteiro e (x,, yo)é uma solucdo particular de ax + by = c, e temos
que dividir a e b pelo m.d. c. (a, b) que, neste caso, é diferente de 1.

Vejamos o seguinte problema do Lilavati, que sera resolvido para exemplificar o
método acima referido.

Exemplo 3 (Baskara): “Diz rapidamente, matematico, o que ¢ o multiplicador pelo
qual 221 sendo multiplicado, e 65 adicionado ao produto, a soma dividida por 195
torna-se esgotada [deixa sem restante]?”

Na nossa actual notacdo, o problema € equivalente a encontrar nimeros inteiros, x e y,
que satisfacam a equacéo linear diofantina

% Baskara (e outros autores) mencionou esta condic&o, mas Bramagupta ndo o fez.
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221y + 65 =195x ou 195x — 221y = 65.

Aplicando o algoritmo de Euclides para a obten¢do do m.d. c. (195, 221), encontramos
que
221 =1x195 + 26,
195 =7x%x26 + 13,
26 =2 %13,

donde m.d.c.(195,221) = 13. Como 13|65, existe uma solucdo da nossa equacao.
Para obter 13 como uma combinacdo linear de 195 e 221, trabalhamos para tras,
através dos célculos anteriores:
13 =195 -7 x 26 = 195 — 7 (221 — 195) = 8 x 195 + (=7) x 221.
Multiplicando esta igualdade por 5, obtemos
65 = 40 x 195 + 35 x (—221),

entdo, x = 40 e y = 35 fornece uma solucgdo para a equacao diofantina em questao.

Todas as outras solugOes sdo expressas por

—4o+< 1)t—40 17t = 35 (195>t—35 15¢
= 13 )7 ¢ = 13)°° ’

para qualquer numero inteiro t.

Em Lilavati, Baskara chegou aos valores 6 e 5 para x € y, respectivamente, e notou que
havia muitas solucbes; a equacdo, acrescentou ele, é também satisfeita para x = 57 e
y = 50.

O seguinte problema de Mahavira também pode ser traduzido por uma equacéo deste
tipo:

Exemplo (Mahavira): “Havia 63 pilhas iguais de bananas e 7 bananas. Todas as
bananas foram divididas igualmente entre 23 viajantes. Qual € o nimero de bananas

em cada pilha?”

A resolucdo deste problema equivale a encontrar o(s) valor(es) de x da equacéo
diofantina 63 x + 7 = 23y.

O conhecido problema das 100 aves, que apareceu pela primeira vez, na China, no
Manual Aritmético de Zhang Quijian (c. 475), também aparece nos trabalhos de
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Mahavira e Baskara. A versdo apresentada, tanto por Mahavira como por Baskara, € a
seguinte:

Exemplo (Mahavira e Baskara): “Os pombos sdo vendidos na razdo de 5 por 3
moedas, 0s grous a razao de 7 por 5 moedas, 0s cisnes a razao de 9 por 7 e os pavdes a
razdo de 3 por 9. A um certo homem foi dito para trazer 100 animais por 100 moedas
para entretenimento do filho do rei, e assim o fez. Quanto deu por cada [tipo de
passaros que compra]?”

Mahavira deu uma solucdo bastante complexa para este problema. Por outro lado,
Baskara mostrou, explicitamente, por que razdo o problema tem varias solucdes.
Traduziu o problema através do equivalente ao seguinte sistema de equacdes

3x +5y+7z+ 9w =100

5x +7y +9z+ 3w =100

e resolveu cada equacdo em ordem a x, depois, igualando as duas equacOes, obteve
y = 50 — 2z — 9w. Considerando 4, um valor arbitrario para w, reduziu a equacdo a
forma standard das equagdes indeterminadas, y + 2z = 14, para a qual a solugdo é
z=t,y=14—2t, com ¢t arbitrario. Daqui, obteve que x =t —2. Depois,
considerando t = 3, Baskara determinou que x =1, y =8, z=3 e w = 4, e assim,
havia 5 pombos, 56 grous, 27 cisnes e 12 pavdes, cujo preco era, respectivamente, 3, 40,
21 e 36.

Baskara notou, ainda, que outras escolhas para t ddo valores diferentes para a solucéo.
Assim, conforme refere Baskara, ‘“através de suposicdes, poderd ser obtida uma
variedade de respostas”.

Um problema do mesmo género também aparece no Manuscrito de Bakshali.

Exemplo (Manuscrito de Bakshali): “Vinte homens, mulheres e criangas ganharam,
entre eles, vinte moedas. Cada homem ganhou trés moedas, cada mulher uma moeda e
meia e cada crian¢a meia moeda. Quantos homens, mulheres e criangas havia? ”

Os indianos também resolveram problemas semelhantes ao Problema Chinés dos
Restos, como podemos ver no seguinte exemplo:

Exemplo (Bramagupta e Baskara): “Qual é o nimero que dividido por 6 deixa um
resto de 5, dividido por 5 deixa um resto de 4, dividido por 4 deixa um resto de 3 e
dividido por 3 deixa um resto de 2?7~

Um problema destes ja tinha aparecido na Matematica chinesa, tendo aparecido pela
primeira vez no Manual de Matematica do Mestre Sun, e é de grande interesse devido a
sua importancia na actual Teoria dos NUmeros.
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Bramagupta, para o resolver, generalizou o método do pulverizador de Aryabhata a
problemas em que existem varios restos.

O seguinte problema de Bramagupta, assenta na mesma ideia mas est4 colocado mais ao
estilo dos indianos:

Exemplo (Bramagupta): “Uma mulher vai ao mercado, um cavalo pisa-lhe o cesto e
parte-lhe os ovos. O dono oferece-se para lhe pagar os estragos e pergunta-lhe quantos
ovos é que ela tinha. Ela ndo se lembra do nimero exacto, mas quando os tirou dois a
dois ndo sobrou nenhum ovo. O mesmo aconteceu quando os tirou trés a trés, quatro a
quatro, cinco a cinco e seis a seis, mas depois tirou-os sete a sete e sobrou um. Qual € o
menor nimero de ovos que ela poderia ter tido?”

Equacdes indeterminadas do 2° grau

Os indianos dedicaram um esforco consideravel para resolver equacdes quadraticas
indeterminadas, em particular, a “equacdo de Pell”, x> = 1 + ay?, e, de um modo
geral, x2 = ¢ + ay?, onde a é um inteiro ndo quadrado.

Na sua Aritmética, Diofanto foi frequentemente conduzido a casos especiais
desta equacdo. Por exemplo, no Problema 28 do Livro I, Diofanto igualou 9 + 9y? a
um quadrado, x2, considerando x = 3y — 4. Mas é Bramagupta quem tenta, pela
primeira vez, resolver esta equacdo com alguma generalizacao.

Bramagupta disse que uma pessoa gque conseguisse, dentro de um ano, resolver a
equacdo x? =1+ 92y?, seria um bom matematico; naquele tempo, ele deve, pelo
menos, ter sido um aritmético eficiente, porque a menor solucdo, em inteiros positivos,
éx = 1151,y = 120.

No entanto, o processo dado por Baskara, conhecido por método ciclico, era
mais facil de seguir. No seu Lilavati, Baskara encontrou solucBes especificas de
x? =1+ ay?, para os cinco casos a = 8,11,32,61 e 67. No caso de x? = 1 + 61y?,
por exemplo, as respostas que foram dadas, x = 1776319 049 e y = 22 615 390,
eram a menor solucgdo positiva, o que é de admirar, face a grandeza destes numeros e de
terem sido encontrados no século XII.

A partir de uma solugdo, pode ser facilmente obtido um numero infinito de
solugdes inteiras usando uma regra descoberta por Bramagupta e que corresponde ao
seguinte:

Se p e g sdo um conjunto de valores de x e y satisfazendo a equagdo x? = 1 + ay? ep’
e ¢’ s40 0 mesmo ou outro conjunto, entdo x = pp’' + aqq’ e y = pq’ + p'q ddo uma
outra solugdo. Assim, a solugdo x = 17, y = 6 de x? = 1 + 8y? leva a um segundo par
de valores, x = 577, y = 204, que satisfazem a equagéo.

O método para resolver a equacdo de Pell pode ser considerado o ponto alto da
Matematica indiana medieval. No entanto, os trabalhos dos indianos sobre as equagdes
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indeterminadas chegaram demasiado tarde a Europa Ocidental para que pudessem ter
exercido qualquer influéncia benéfica.

GEOMETRIA

O forte dos indianos ndo era certamente a geometria. Ndo se encontram demonstracdes
rigorosas na Matematica indiana; a sua geometria foi, principalmente, empirica e estava
geralmente relacionada com a medicéo. Os antigos Sulbasutras mostram que 0s antigos
indianos aplicaram a geometria para a construcdo de altares e que, para tal, fizeram uso
do Teorema de Pitagoras.

Ao referir-se a geometria presente nos trabalhos de Aryabhata e Bramagupta,
Vasconcellos opina que

“De pouca importancia e até erroneas, por vezes, sdo as proposicoes que se
encontram nos dois matematicos Indios, relativas & Geometria, da qual,
como dos outros capitulos da Matematica, se ocuparam, apenas, ao que
parece, na parte que lhes podia servir para os seus trabalhos de
Astronomia.”

(Vasconcellos, 2009, p. 404)

Estimativas para m e v2

Nos Sulbasutras indianos também foi resolvido o problema da quadratura do circulo,
que estava relacionado com a construcdo de um altar quadrado com a mesma area que
um outro circular. A partir de uma elaborada construcdo geométrica, a solugdo
apresentada indica que

1= (1 g4 et s ery)d
U T8 8x20 8x29%6 8x29%x6x8 "

onde [ representa o lado do altar pretendido e d corresponde ao diametro do altar
conhecido. Isto conduz a seguinte aproximacao,

2

—(1 Lyt e ! )—18(3 2v2)
= 8 8x29 8x20x6 8x29x6x8) ’

0 que equivale a considerar m =~ 3.088.
Entre os versos contidos na obra de Aryabhata, ha um que diz o seguinte:

“Junte 4 a 100, multiplique por 8, junte ainda 62000; ter-se-a assim para um diametro
de duas miriades, o comprimento aproximado da circunferéncia para o diametro. ”
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Ora isto equivale a dizer que

_ perimetro  8(100 + 4) + 62000 62832
T = diametro 20000 = 20000

= 3,1416,

que representa uma aproximacgdo muito boa, correspondendo a uma aproximacao para
com origem grega.

Para esta relagdo Bramagupta indica v/10, cujo valor é, por defeito, 3,1622, menos
exacto que o valor apresentado no papiro de Rhind. Apesar de Bramagupta ter baseado
0 seu trabalho nos resultados obtidos pelo seu antecessor Aryabhata, ao considerar esta
aproximagéo para o valor de m, revelou algum retrocesso.

Mas, na verdade, embora os indianos tivessem encontrado boas aproximagdes
para T, usavam frequentemente = = 3 e w = /10.

Este aspecto € salientado por Struik (1987), ao referir que “o curioso facto destes
resultados [aproximacdes de 2 e m] dos Sulbasutras ndo ocorrerem em trabalhos
indianos posteriores mostra que ndo podemos falar em continuidade da tradicdo na
Matematica indiana que era tao tipica na Matematica egipcia e babildnica; esta auséncia
de continuidade pode, realmente, dever-se ao facto da india ser t&o grande como é” (p.
32).

Nos Sulbasutras indianos encontramos também um problema relacionado com a
construcdo de um altar com o dobro do tamanho de um outro j& conhecido, que conduz

a seguinte aproximagao para a v'2,

\/E—1+1+ 1 1 17 1
B 3 3x4 3x4x34 12 12x34

Na tentativa de explicar o método utilizado para obter este resultado, Katz (1998, p. 28)
sugere que se for considerada a aproximacao

1 1
Ja?i—b=a——=X—Xb,
a

2

17 . ~ . . .
tomando a = o obtemos a aproximacéo dada pelos indianos. Assim,

12 1 17 1
X=X — = ————,
17 144 12 12X 34

E interessante notar o uso de fracgdes unitarias, o que nos leva a conjecturar alguma
influéncia babildnica, e, além disso, saliente-se que a expressao esta correcta para cinco
casas decimais, o que corresponde a uma notavel aproximagéo.
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No entanto, ndo € esta a interpretacdo dada por Vasconcellos (2009). Para este autor, a
obtencéo deste valor prova que os indianos estavam a vontade com o célculo de raizes e
sabiam desenvolver o quadrado do binémio, (a + b)?. Consultando uma tabela de
quadrados, facilmente era estabelecida a igualdade

,_289-1_17° -1

144 122 '’
e, portanto,
2X122 =172 -1< 17> 2><17+ 1
B 34 342
Donde,
1 2
2X12% < (17——) ,
34
e, assim,
17 1 1 1 1
2<————=1+= — )
\/_<12 12 x 34 +3+3><4 3x4x%34

Qual terd sido, de facto, o método utilizado pelos indianos, continua a ser uma questdo
sem resposta, apenas alvo de conjecturas.

Areas e volumes
Muitas incorreccdes aparecem nas formulas de areas e volumes dos indianos. Por
exemplo, Aryabhata da o volume de uma piramide como metade do produto da base

pela altura e o volume de uma esfera como r3vr3, o que, nas palavras de Vasconcellos
(2009), “denota fracos conhecimentos geométricos” (p. 404).

A aritmética de Bramagupta, entre outras coisas, compreende também problemas de
medida de areas e volumes. Todavia, nos problemas de medida de &reas comete varios
erros. Assim, para calcular a area de um tridngulo equilétero (de lado igual a 12), em
vez de calcular metade do produto de um lado pela altura, calcula metade do produto de
dois lados (e indica 72 como a area de um tal triangulo).

Diz, ainda, que a area do triangulo isdsceles, de lados 10,13,13,é5 x 13 = 65.

A é&rea do triangulo escaleno, de lados 13, 14,15, é calculada erradamente, como se
fosse o produto de metade do lado 14 pela semi-soma dos outros dois:

13+ 15
X —=

98.
2

N&o obstante estes erros, a ele se deve um resultado geométrico notavel que diz respeito
a area dos quadrilateros ciclicos. Estes sdo poliedros de quatro lados, cujos vértices
estdo sobre uma circunferéncia.
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Bramagupta (e também Mahavira) generalizou a férmula de Herdo para a area de um
tridangulo conhecidos os trés lados, considerando que a area do quadrilatero ciclico de
lados a, b, c e d e semiperimetro s, é:

A= \/s— a)(s-b)(s-c)(s- ad).

Esta formula é exacta apenas para os trapézios isosceles e os quadrilateros inscritos de
diagonais rectangulares que correspondem, provavelmente, as figuras que os indianos
utilizaram para a determinag&o da soma dos senos e co-senos de dois arcos.

Demonstracéao e aplicacGes do Teorema de Pitagoras

Nos Sulbasutras indianos é utilizado o Teorema de Pitadgoras e sdo dados exemplos de
ternos pitagoricos, como por exemplo, (5,12,13), (8,15,17), (7,24,25) e (12, 35, 37).
Até aparece uma construcdo que mostra um quadrado igual a soma de dois quadrados
dados, o que usa explicitamente o Teorema de Pitagoras.

Baskara, no seu Vijaganita, demonstrou o Teorema de Pitdgoras, através de uma
decomposicdo de figuras, em que o quadrado sobre a hipotenusa € cortado em quatro
triangulos, cada um congruente com o triangulo dado, mais um quadrado de lado igual a
diferenca dos catetos do triangulo dado, conforme indicado na figura 64.

Fig. 64 — Demonstracdo do Teorema de Pitagoras

Depois, € facil reorganizar as pecas para obter a soma dos quadrados sobre os dois
catetos. Baskara desenhou a figura e ndo apresentou outras explicagdes alem da palavra
“Velr”

Um pouco de algebra, no entanto, fornece uma prova. Para tal, seja c a hipotenusa e a e
b os catetos do triangulo,

ab
62=4><7+(a—b)2=a2+b2.

Relembre-se que esta demonstracao ja tinha sido dada pelos chineses.
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Consideremos os seguintes exemplos, cuja resolucdo utiliza o Teorema de Pitagoras, e
que sdo enunciados, como era costume, de uma forma brincalnona. Um desses
exemplos € o problema dos macacos de Baskara:

Exemplo (Baskara): “Havia uma palmeira de 100 cibitos®® de altura e havia um poco
a uma distancia de 200 cubitos da arvore. Estavam dois macacos no cimo da arvore.
Um deles desceu da arvore e foi até ao poco. O outro pulou para cima e saltou para o
poco seguindo a hipotenusa. Se o0s dois percorreram a mesma distancia, descobre o
comprimento do pulo do macaco. ”

Este problema é idéntico ao problema proposto por Bramagupta, cinco séculos antes,
sobre dois ascetas:

Exemplo (Bramagupta): “Dois ascetas que viviam no cimo de um penhasco de 100 de
altura, cuja base estava a uma distancia de 200 da vila mais préxima. Um desceu o
penhasco e andou até a vila. O outro, sendo um feiticeiro, primeiro voou até uma certa
altura x acima do penhasco, e dessa altura voou em linha recta até a vila. A distancia
percorrida pelos dois foi igual. Encontra a altura que subiu o segundo eremita. ”

Os problemas podem ser ilustrados pela seguinte figura:

100

200
Pelo Teorema de Pitagoras, temos que:

d =+/(x +100)2 + 2002,

Como a distancia percorrida pelos dois foi igual, concluimos que d + x = 300, donde
se obtém:

J(x +100)2 4+ 2002 + x = 300 &

& /(x +100)2 + 2002 = 300 — x =
= (x + 100)2 + 2002 = (300 — x)? &

& (x + 100)2 + 2002 = (300 — x)? & ... x = 50.

81 1 clbito = 52,4 cm
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Esta equacdo, a primeira vista, parecia ser quadratica, mas, depois de simplificada,
acabou por ser linear.

Verificacao:

V(50 +100)2 + 2002 = 300 — 50 &

© V62500 = 250 P.V,,
donde se conclui que 50 é solugdo da equacao.

De um modo geral, sendo h a altura do penhasco e mh a distancia da base a vila, a
resolucdo deste problema equivale a resolver a equacgéo

h+mh = x +/m2h% + (h + x)2,
ou seja,

formula que Bramagupta achou correctamente, considerando h = 100 e m = 2.

Um outro problema que também envolve o Teorema de Pitagoras € o problema do
bambu partido, que, como ja foi referido, ocorreu pela primeira vez no Nove Capitulos
de Arte Matematica. Muito provavelmente, Baskara baseou-se nesse problema ao
propor o seguinte no seu Lilavati:

Exemplo (Baskara): “Um bambu medindo 32 clbitos partiu-se por ac¢do do vento. A
sua extremidade tocou o chdo a 16 cubitos da base do bambu. Diz, matematico, o
comprimento dos dois segmentos do bambu. ”

Este problema parece conduzir a uma equacdo quadréatica, mas pode ser reduzido a uma
equacdo linear, como também aconteceu com o problema acima analisado.

Baskara representou o culminar do apogeu da Matematica indiana, pois, conforme
salienta VVasconcellos (2009), “a partir de Baskara, nada mais se conhece na Matematica
[indiana] que mereca ser referido, caindo deste entdo esta ciéncia, entre eles [0S
indianos], numa lamentavel e desoladora inferioridade” (p. 412).
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O SISTEMA DE NUMERACAO HINDU-ARABE

Além de tudo o que ja foi referido e que revela a importancia da Matematica indiana, é
de salientar, conforme assinala Silva (2000), “a audacia que tiveram ao criar um sistema
numérico que com o decorrer dos séculos foi evoluindo para o nosso actual sistema de
numeracdo posicional decimal — o sistema hindu-arabe” (p. 398).

O contributo mais conhecido da Matematica indiana é, sem duvida, o sistema de
numeracdo utilizado em quase todo o mundo, cujo nome advém do facto de ter sido,
supostamente, inventado pelos indianos (hindus) e adoptado e divulgado pelos arabes.

O sistema decimal é bastante antigo, assim como 0s sistemas posicionais; mas a
sua combinagao apareceu na China e, depois, na india, onde, com o decorrer do tempo,
se impds sobre os sistemas ndo posicionais mais antigos.

Este sistema relaciona trés componentes importantes, cuja origem nem sempre é
clara, nomeadamente, os proprios digitos de 1 a 9, a no¢do de valor posicional e 0 uso
do zero.

Relativamente aos nove simbolos do nosso sistema de numeracao, estes tiveram
origem no sistema de escrita Brahmi, na india, e datam de meados do século Il a. C.
Depois, foram surgindo vérias transformacdes no seu aspecto, ao longo do seu trajecto
até aos nossos dias, alteracfes que resultaram de uma viagem no espaco e no tempo
durante vérios séculos, passando por Vvérias civilizaces e culminando o seu percurso na
Europa, por intermédio dos Arabes. Todo esse processo de transformagdo pode ser
analisado na figura 65:

- EEY
Brahmi

T2 J3aY|LI2TD e
Indiano (Gvalior)

TN ETIEE

Sanscrito - Devanagar
v v

1227~ 5 67483 frPrre|YvAg
Atabe ocidental (gobar) Arszhe oriental
1EFAEY L NE D
Século XT (2pice
123 RG|leNgF° 13345|6789c0
Século XV Século XVI (Diirer)

Fig. 65— Desenvolvimento dos algarismos modernos
Adaptado de (Katz, 1998, p. 231)
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Contudo, mais importante que os simbolos em si, € a nocdo de valor posicional.
Sabemos que os babilonios ja tinham usado um sistema posicional, mas com base 60.
Por outro lado, os antigos chineses tinham um sistema multiplicativo de base 10. Na
india, além dos simbolos para representar os numeros de 1 a 9, também tinham
simbolos para representar os nimeros de 10 a 90. Os nUmeros maiores eram
representados, tal como acontecia na China, combinando um simbolo dos nove
primeiros algarismos com um simbolo para 100 ou 1000. Disto se conclui que, no inicio
da nossa era, os indianos, tal como os chineses, usaram um sistema multiplicativo. De
facto, Aryabhata usava varios nomes para as diferentes poténcias de 10.

Por volta do ano 600, os indianos deixaram de utilizar os simbolos para os
ndmeros maiores que 9 e comecgaram a usar apenas 0s nove primeiros algarismos e a
nogdo de valor posicional. A primeira ocorréncia indiana encontra-se num placa do ano
595, onde a data 346 esté escrita no sistema posicional decimal, segundo Struik (1987).

No entanto, estes nove simbolos ndo contemplavam o zero. Um simbolo para o
zero aparece no Manuscrito de Bakshali (que se pensa que seja do século VII d. C.), no
qual os numeros foram escritos usando o sistema de numeracao posicional e um ponto
para representar o zero.

N&o sabemos o que levou os indianos do século VII a deixarem de usar o
sistema multiplicativo e a adoptarem o sistema posicional, com um simbolo para o zero.
Todavia, conjectura-se que a verdadeira origem deste sistema na india tenha as suas
raizes no quadro de contagem dos chineses.

Independentemente da sua origem, estamos certos que um sistema posicional
decimal completamente desenvolvido existiu na india, por volta do século VIII.

406



Anexo A.6

ANEXO A.6 - MATEMATICA NA CIVILIZACAO ISLAMICA

Para analisar a Matematica desta civilizacdo, pareceu-me mais conveniente
apresentar os contributos de cada autor, por ndo achar muito adequado, neste caso, fazer
generalizacBes por tema, como fiz para outras civiliza¢des ja analisadas.

Assim sendo, 0s autores sdo apresentados por ordem cronoldgica e é feita
referéncia aos seus contributos mais importantes para o desenvolvimento da
Matematica.

MATEMATICOS ARABES MAIS IMPORTANTES

Al-Kwarizmi

O mais ilustre dos matematicos arabes foi Muhammad ibn-Musa al-Kwarizmi (c. 780 —
850). Foi, em grande parte, através do seu trabalho que a Europa se familiarizou com o
sistema de numeracédo hindu-arabe e com a abordagem algébrica para a Matematica.

A primeira obra &rabe sobre aritmética, que se conhece, ¢ a de al-Kwarizmi, que
foi seguida por uma série de outras aritméticas &rabes, de autores posteriores. Estas
aritméticas geralmente explicavam as regras para efectuar determinados célculos,
influenciadas pelos algoritmos indianos.

A sua obra consiste, principalmente, em dois livros, sendo um sobre aritmética e
outro sobre algebra. Relativamente a aritmética, al-Kwarizmi compilou um pequeno
tratado com um titulo que se pode traduzir por O Livro da Adicdo e da Subtraccdo de
acordo com o Célculo dos Hindus. E a obra mais antiga, em arabe, que explica o uso do
sistema numérico decimal hindu. Apesar de al-Kwarizmi mencionar apenas ‘“nove
letras” (isto é, os simbolos para os digitos de 1 a 9) a serem usadas para escrever
nameros, também fez uso do zero, referindo que:

“Quando nada sobrar [na subtraccéo], colocar um pequeno circulo para que o lugar
nao fique vazio, mas o circulo deve ocupar esse espaco. ”

Este livro de al-Kwarizmi introduziu a palavra ‘“algoritmo” no vocabulario da
Matematica. A origem desta palavra prende-se com uma traducéo latina da obra de al-
Kwarizmi que se inicia com as palavras “Dixit Algorizmi...” (Disse al-Kwarizmi...”).
Durante muito tempo, “algoritmo” significou a arte da computacdo com os algarismos
hindu-arabes. Actualmente, o termo ‘“algoritmo” é usado quando nos referimos a
qualquer método de calculo que segue um conjunto de regras estabelecidas.

Al-Kwarizmi também foi autor do Tratado de Hisab al-jabr wal-mugabala, o
primeiro trabalho sistematico conhecido sobre algebra. Nesta obra, sdo explicadas as
quatro operagdes elementares e sdo resolvidas equacdes lineares e quadréticas, sendo
estas ultimas resolvidas tanto de forma aritmética como geomeétrica.
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A palavra “algebra” deriva do termo al-jabr, que faz parte deste titulo e que
significa restauracdo. Assim, por al-jabr, entende-se a operacdo de somar um ndmero
ou expressdo algebrica a ambos os membros de uma equacdo, para eliminar termos
negativos. Por sua vez, a palavra al-mugabala foi traduzida como redugéo para designar
0 processo de eliminar termos positivos subtraindo a mesma quantidade a ambos os
membros da equacéo.

Por exemplo, na equagéo

6x% —4x + 1 = 5x% + 3,
a restauracéo conduz a
6x2 + 1 = 5x%+ 4x + 3

e a reducdo leva a escrita da equacdo na forma
x? =4x + 2.

Esta obra tornou-se conhecida na Europa atravées de traducdes latinas e fez da palavra
al-jabr ou algebra, sinbnimo da ciéncia das equacGes. Mas, desde meados do século
XI1X, a palavra algebra passou a ter um significado muito mais amplo.
Ao lidar com as equacbes quadréticas, al-Kwarizmi, dividiu-as em seis tipos
fundamentais:
(1) Quadrados iguais a raizes: ax? = bx,
(2) Quadrados iguais a nimeros: ax? = c,
(3) Raizes iguais a nimeros: bx = c,
(4) Quadrados e raizes iguais a nimeros: ax? + bx = c,
(5) Quadrados e nimeros iguais a raizes: ax? + ¢ = bx,
(6) Raizes e nimeros iguais a quadrados: bx + ¢ = ax?.

A razdo para esta classificacdo em seis tipos de equacBes é que 0s matematicos arabes,
ao contrario dos indianos, ndo lidavam com numeros negativos. Para eles, tanto os
coeficientes como as solugdes tinham de ser positivos.

Assim, todos os problemas eram reduzidos a um destes tipos padréo e resolvidos
de acordo com algumas regras gerais. As solucbes de al-Kwarizmi para os trés
primeiros casos eram simples, sendo apenas de notar que 0 ndo era considerado solucao
do primeiro caso.

As suas regras para as equacOes completas eram bem mais interessantes e al-
Kwarizmi provou a veracidade das suas formulas algébricas para resolver estas
equacdes usando demonstragdes geométricas. Sem qualquer formalismo algébrico, nem
mesmo a algebra sincopada de Diofanto, os exemplos discutidos na sua Algebra foram
x2 +10x = 39, x2 + 21 = 10x e 3x + 4 = x?2. Estes trés exemplos (principalmente,
a equacdo x2 + 10x = 39) reapareceram, frequentemente, nos textos arabes e cristdos
posteriores.
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llustremos a demonstracdo usada para a equagdo x? + 10x = 39, que foi feita
por dois métodos diferentes. O problema que deu origem a esta equacao é:

Exemplo (al-Kwarizmi): “Qual é o quadrado que, qguando aumentado de dez das suas
raizes, perfaz trinta e nove?”

A primeira solugdo geométrica é explicada da seguinte forma. Dada a equagdo x? +
10x = 39, construir um quadrado [ABCD], com lados de comprimento x, para
representar x2. Depois, é preciso adicionar 10x ao x2. Para tal, 10x é dividido em
quatro partes, cada parte representando um rectangulo de &rea %x e, em seguida,

juntam-se esses quatro rectangulos aos quatro lados do quadrado, como nos mostra a
figura seguinte:

10 10
g 4
D C
_‘X.'z x
A x B

Fig. 66 — Primeira demonstracéo geométrica de al-Kwarizmi
para a solucdo da equacdo x2 + 10x = 39

- . 10 .
Isso produz uma figura de area x? + 10x = x? + 4 (T x) Para transformar esta figura
. 10
num quadrado maior, de lados x + ~» temos de acrescentar quatro pequenos quadrados
A H 10 2 . 113 29
nos cantos, cada um com uma area igual a (T) . Ou seja, para “completar 0 quadrado”,
. 10\2 102 «
adicionamos 4 (T) = (7) . Entéo, temos

2 2 2

10 10 10
(x+7) :(x2+10x)+4(7> =39+<7) =39 + 25 = 64.

Assim, o lado do quadrado deve ser x + % = 8, donde se obtém que x = 3.

De uma forma geral, a equagdo quadratica x + px = g é resolvida por este método de

2
“completacdo do quadrado”, adicionando quatro quadrados, cada um com area (E) , a
figura que representa x2 + px, para obter
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2 2

(D) =t tpr+a(l) =q+(D)

donde se obtém a solugéo

=g+ (@) -2

Relativamente ao segundo método de resolu¢do da mesma equacéo, al-Kwarizmi parte
de uma figura composta por um quadrado de lado x e dois rectangulos, cada um com

. 10 . .
comprimento x e largura —, como nos mostra a figura 67. Uma vez que a area de cada

rectangulo é (12—0) x, a area de toda a figura é x2 + 2 (?) x. Para completar esta figura,

2
. ‘ - .. . 10
a fim de formar um quadrado, € necessario adicionar um novo quadrado, de area (7) .

10 10

Z 2”

X xz
X

Fig. 67 — Segunda demonstracdo geométrica de al-Kwarizmi
para a solucdo da equacdo x? + 10x = 39

2
A area do quadrado completo é (x + ?) e, consequentemente,

2

10\? 10 10
(x+7> =x2+2(7>x+(7> =39 + 25 = 64.

O lado deste quadrado &, entdo, x + 12—0 = 8, donde se obtém x = 3.

Para resolver a equacdo geral x? + px = q desta maneira, um quadrado de lado g é

adicionado a figura que representa x2 + 2 (g) x, fazendo assim,

2 2

(D) = 2(B)x+ () =+ ()

Isto conduz, como anteriormente, a solucao
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= o+ (@) -2

Note-se que, embora o0s arabes tivessem reconhecido a existéncia de duas solucdes de
uma equacdo quadratica (algo nunca feito por Euclides nem pelos babilénios),
apresentavam apenas as positivas. Nas obras de al-Kwarizmi e de outros matematicos
arabes, 0s nimeros negativos eram evitados. Como ja vimos na analise da Matematica
indiana foi Baskara (século XII) o primeiro a considerar a existéncia e legitimidade de
raizes negativas numa equacao quadratica. Os europeus admitiram-nas apenas a partir
do século XVI ou XVII.

Abu-Kamil

Abu-Kamil (c. 850 — 930), muitas vezes apelidado “O calculador do Egipto”, foi o
segundo dos grandes escritores arabes sobre algebra. Pouco se sabe sobre a sua vida
além de que é, aparentemente, de ascendéncia egipcia e que escreveu no periodo que se
seguiu a al-Kwarizmi.

Escreveu um tratado sobre algebra que era, essencialmente, um comentario
sobre o trabalho de al-Kwarizmi. Em parte por essa razdo e em parte devido ao seu
préprio mérito, o livro teve grande popularidade no mundo muculmano. Este tratado,
com 69 problemas, era muito mais extenso que o de al-Kwarizmi que tinha apenas 40.

Como seria de esperar de um comentario, Abu-Kamil utilizou muitos dos
problemas que al-Kwarizmi tinha explicado, ndo hesitando, no entanto, em acrescentar
outros métodos de solucdo além dos apresentados pelo seu antecessor.

Vejamos um exemplo em que Abu-Kamil ndo sé se baseou no trabalho de al-
Kwarizmi mas também no de Euclides. No entanto, saliente-se que ndo se limitou a
copiar o trabalho dos seus antecessores tendo dado um cunho pessoal e inovador a
resolucéo da equagdo x? + 21 = 10x.

Para resolver esta equacdo, Abu-Kamil baseou-se numa proposicao do livro Il
dos Elementos de Euclides, mais concretamente na seguinte proposicao:

Elementos 11, 5: Se uma linha recta é cortada em partes iguais e desiguais e, em
seguida, o rectéangulo contido pelas partes desiguais juntas (em linha recta), mais o
quadrado da diferenca entre as partes (iguais e desiguais), é igual ao quadrado sobre
metade (da linha recta).

Considere-se um segmento de recta [AB] em que C € o seu ponto médio e D é arbitrario
no segmento [CB].

A C D E

Usando a nossa simbologia, esta proposicdo pode ser traduzida por
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AD x DB+ CD? = CB2.62
A descricao de Abu-Kamil comeca com a seguinte afirmacao:

“Tudo sera explicado e considerado. Toma o numero que ¢ somado ao quadrado, ou
seja, 21, e que é maior que o quadrado. ”

A figura seguinte esquematiza o método utilizado por Abu-Kamil:

x Al=21

x B C D

-l P
-

]
¥

10

Fig. 68 — Demonstracdo geométrica de Abu-Kamil
para a solugdo da equagdo x2 + 21 = 10x

Como x2+ 21 = 10x, entdo o lado [AD] do rectangulo tem comprimento 10. De
seguida, constroi-se o quadrado de lado [AC], em que C é o ponto médio de [AD].
Assim, AC = 5.

Tendo em conta o resultado de Euclides, temos, neste caso, que:

AB x BD + BC? = AC?

Sabemos que AC%? =25 e AB x BD = 21. Assim, BC? = 25— 21 =4, donde se
conclui que BC = 2.

Como x = AC — BC, temos que x = 5 — 2 = 3. (Note-se que a medida x da figura foi
marcada de forma aleatdria.)

Conforme é salientado em (Santos et al, 2008 (Vol. VII)), “este exemplo é excelente
para mostrar o processo de avango na exploracéo cientifica em que € fundamental partir
do conhecimento j& existente, mantendo a mente aberta a novas aplicacdes,
refinamentos e eventuais criticas” (p. 20).

62 Considerando AC = CB = a e CD = b, esta proposic&o pode ser interpretada pela identidade algébrica:
(a+b)(a—-b) +b%=a
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A introducéo de solucdes irracionais para algumas equacdes quadraticas é outro aspecto
em que Abu-Kamil se baseou no trabalho de al-Kwarizmi.

Tabit ibn-Qurra

Outro proeminente matematico arabe foi Tabit ibn-Qurra (c.830 — 901). Foi um
matematico de diversos talentos, tendo-se distinguido como médico e tradutor, tendo
traduzido e escrito perto de 150 obras. Fez excelentes tradugfes da maior parte das
obras matematicas gregas, incluindo as obras de Arquimedes, Apolonio, Nicobmano de
Gerasa, Proclo e o Almagesto de Ptolomeu, sendo-lhe também atribuida a primeira
traducdo completa dos Elementos de Euclides para o arabe.

Os nameros amigos, ja estudados pelos pitagoricos, também mereceram a sua
atencdo tendo escrito um livro dedicado a este tema, intitulado O Livro sobre a
determinacdo de nimeros amigos. Este livro é geralmente considerado como a primeira
obra de matemaética, completamente original, escrita em arabe. A obra contém 10
proposicdes, incluindo uma sobre a construcdo de pares de numeros amigos (isto é,
pares de nimeros em que cada um deles € igual a soma dos divisores proprios do outro).

A regra dada por Tabit ibn-Qurra é a seguinte:

Se p=3x2"—-1,g=3x2"1—-1 e r=9x%x2?""1—-1 sdo ndmeros primos,
entdo M = 2"pq e N = 2™r formam um par de nimeros amigos.

O exemplo classico é constituido pelos numeros 220 e 284 que, usando esta férmula, se
obtém para n = 2. De facto, se n = 2, entdo p = 11,q = 5 e r = 71; donde se obtém
220 =22x5x11e284 =22 x 71.

Apesar de outros matematicos arabes terem estudado o resultado de ibn-Qurra, sé no
fim do século XIII é que al-Farisi, outro matematico arabe, encontrou outro par de
nimeros amigos, nomeadamente, 17 296 = 2* x 23 x 47 e 18 416 = 2* x 1151. Este
par também foi “redescoberto” por Fermat, quase quatro séculos depois.

Durante muitos séculos ndo se descobriram outros pares de nimeros amigos, em grande
parte porque, infelizmente, s6 se conhecem trés valores de n (hnomeadamente, 2,4 e 7),
para 0s quais a proposi¢ao de ibn-Qurra fornece pares de nimeros amigos.

Tabit ibn-Qurra ainda contribuiu para a geometria ao dar uma generalizacdo do
Teorema de Pitagoras que se aplica a qualquer tridngulo, mesmo que ndo seja
rectangulo. A relacdo por ele criada é a seguinte:

“Se do vértice A do triangulo [ABC] sao desenhados dois segmentos de recta [AB'] e
[AC'] formando com a base do triangulo dois angulos AB'B e AC'C, respectivamente,
o0s dois iguais ao angulo BAC, entdo a soma dos quadrados de lados [AB] e [AC] é
igual ao rectangulo (BB’ + CC") X BC.”
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I i
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1
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B

Fig. 69 — Generalizacdo do Teorema de Pitagoras

Al-Karagi e as-Samaw’al

Al-Karagi (953 — 1029) foi um notavel matematico que exerceu a sua actividade no
século X. Também é conhecido por al-Karki, mas pouco se sabe sobre a sua vida além
de que viveu em Bagdade, por volta do ano 1000, e que fundou uma escola de algebra
que prosperou durante centenas de anos.

O seu trabalho mais importante é sobre algebra e intitula-se O Maravilhoso. A
importancia deste trabalho deve-se ao facto de ser a mais antiga obra com uma analise
detalhada da algebra dos polinémios. Al-Karagi defendia a ideia de que “0s monémios
sdo infinitos” e, por isso, estudou as propriedades das sequéncias

1 1
e

)

1
X, X7, X7, e =
X

tendo observado, nomeadamente, que cada poténcia se podia obter da anterior
. - 1 .
multiplicando por x ou por — respectivamente.

Trabalhou com expressdes com a incognita, monémios e polindmios, de um modo
analogo ao das quatro operacdes aritméticas.

Para multiplicar mondémios era necessario usar a lei dos expoentes e, em esséncia, al-
Karagi utilizava essa regra; no entanto, como o produto de, por exemplo, um quadrado e
um cubo era expresso em palavras como um quadrado-cubo, a propriedade numérica de
adicionar os expoentes ndo era facilmente observada, e s6 mais tarde é que foi
constatada e formulada.

Além disso, as dificuldades em operar com numeros negativos, té-lo-do impedido de
generalizar os seus métodos para o caso da divisao de polinGmios.

Al-Karagi ndo deu apenas regras para obter o quadrado da soma ou a diferenca de
quadrados, também incluiu no seu trabalho varios resultados sobre expansoes
binomiais. Depois de observar o padrdo de formacdo dos coeficientes no
desenvolvimento de (a + b)3 e (a + b)*, deduziu, de forma notavel, a regra para a
expansao
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n

(a+b)* = Z Ckan-kpk,
k=0
referindo que

k _ rn—-krk
Cn - Cn—l Cn—l'

Para encontrar os valores destes coeficientes baseou-se num arranjo triangular que mais
tarde ficou conhecido por Triangulo de Pascal (e que ja era conhecido dos chineses).

Al-Karagi ndo se limitou a operar com polindmios; considerou ainda algumas séries
aritméticas, tendo sido o primeiro matematico arabe a provar teoremas sobre a soma dos
quadrados e cubos dos primeiros n nUmeros naturais, expressando-as da seguinte forma

2n+1

12+22+32+---+n2=( )(1+2+3+---+n)

P+22+33+4+n¥=0+2+3+-+n)

E de referir que Al-Karagi fez estas demonstracdes usando as duas componentes basicas
de uma demonstracdo por inducdo. Comecgou por verificar que a proposicdo era
verdadeira paran = 1, e depois provou que, sendo verdadeira para n = k, também o era
paran =k + 1.

Por tudo isto, al-Karagi é visto, por muitos, como o primeiro matematico a separar
completamente a algebra das operacdes geométricas e a substitui-las pelo tipo de
operacdes aritméticas que estdo hoje no centro da algebra.

Cerca de 100 anos mais tarde, as-Samaw’al (nascido em 1130), que foi um importante
membro da escola fundada por al-Karagi, deu continuidade e desenvolveu o trabalho de
al-Karagi, na obra O Livro Brilhante do Célculo. Por exemplo, é nesta obra que as-
Samaw’al explicita a chamada regra dos sinais, para 0s casos mais complicados, o que
Ihe permitiu generalizar 0s processos aritméticos as operagdes com polindmios,
incluindo a divisao.

Além disso, baseado numa disposicdo especial por ele concebida em que as
diferentes poténcias sdo colocadas num quadro, conseguiu formular, de forma retorica, a
regra de multiplicacdo de poténcias equivalente a regra que usamos actualmente,
x™ X x™ = x™mtn,

As-Samaw’al foi o primeiro matematico a dar uma descri¢cdo precisa da nova
abordagem da algebra, quando escreveu que estava interessado em “operar com
incégnitas usando todas as ferramentas aritméticas, da mesma forma que o aritmético
opera com o conhecido [os numeros]”.
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Omar Khayyam

Um dos estudiosos arabes que também merece destaque ¢ Omar Khayyam (1048 —
1123), embora, fora do mundo islamico, seja mais conhecido pela sua poesia do que
pelas suas descobertas matematicas. E-lhe atribuido um conjunto de poemas, os
Ruba’iat, onde ele elogia o prazer dos sentidos, publicado em centenas de edigdes.

O mais influente dos seus trabalhos matematicos intitula-se Tratado sobre as
Demonstracbes dos Problemas de al-jabr e al-mugabala, que contribuiu
consideravelmente para o desenvolvimento da algebra. Enquanto al-Kwarizmi estudou
equacOes lineares e quadraticas, Khayyam construiu as solucdes de todos os tipos de
equac0es cubicas pelo uso da interseccdo de secgdes conicas.

As equacles cUbicas surgiram a partir da analise de problemas como a
construcdo de um heptagono regular ou o problema de Arquimedes, de cortar uma
esfera em duas partes, conhecida a razdo.

Khayyam classificou, de forma sistematica, as equagdes cubicas e concluiu que
uma raiz destas equacgdes era obtida como a abcissa de um ponto de intersec¢cdo de um
circulo com uma parédbola ou de duas pardbolas. Khayyam rejeitou raizes negativas e,
geralmente, ndo indicava todas as solucdes positivas.

Na resolucdo das equacdes algébricas, Khayyam admite que as solucdes podem
ser dadas de forma aritmética ou atraves de construcdes geométricas e defende que,
quando se trata de equacGes em que entram cubos, as solu¢des sé podem ser dadas por
meio das sec¢des conicas.

Parece que tinha como objectivo obter uma solugdo numérica para as equagdes
do 3° grau, usando um algoritmo como al-Kwarizmi tinha feito para as equagdes do 2°
grau. No entanto, admite o0 seu insucesso, ao referir que: “a demonstragdo destas formas
para 0 caso em que o objecto do problema é um numero absoluto ndo é possivel nem
para nés, nem para nenhum daqueles que foram mestres nesta ciéncia. Pode ser que um
daqueles que vier depois de nés a realize” (Youschkevitch, 1976, p. 96 apud Estrada,
2000c, p. 431).

E, de facto, foi preciso esperar quatro séculos, para que tal profecia se realizasse.
N&o obstante este fracasso, deve-se a Omar Khayyam a construcdo de uma teoria de
resolucdo geométrica de equacBes cubicas que é considerada uma das maiores
descobertas da Matematica arabe.

Apesar do seu método de solucdo ter sido essencialmente grafico e geométrico e,
portanto, ndo ter avancado técnicas algébricas per se, abriu a porta para outros estudos
destas equacdes, pelo que se considera que Khayyam deu um passo importante na teoria
das equacoes.

A ele também é atribuido um Comentario sobre os postulados problematicos do
livro de Euclides, que se debruca, entre outras coisas, sobre o postulado das linhas
paralelas. Khayyam aceitou a verdade do 5° Postulado de Euclides, mas visto que era
menos 6bvio que muitas das outras proposic¢des, necessitaria de prova.
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ANEXO A.7 - MATEMATICA NA EUROPA MEDIEVAL

Dada a diversidade de obras e matematicos que surgiram nesta época, farei
referéncia a apenas alguns matematicos tendo em conta o valor pedagogico das suas
obras para o actual ensino da Matematica a alunos do Ensino Basico.

ALGUNS DOS MATEMATICOS MAIS IMPORTANTES

Alcuino de York

Alcuino (735 — 804) foi um dos matematicos mais notaveis da sua época. Em 781, foi
convidado por Carlos Magno para dirigir a escola do palacio, onde ficou, até 796, com o
cargo de conselheiro educacional, tendo sido o responsavel pela maior reforma na
educacao no império Carolingio.

E-lhe ainda atribuida a autoria de uma das mais antigas recolhas de problemas
recreativos, intitulada Problemas para estimular os jovens (Propositiones ad Acuendos
Juvenes). Os 53 problemas desta coleccdo influenciaram escritores de livros didacticos
durante mais mil anos. A coleccdo de Alcuino é o primeiro conjunto notavel de
problemas recreativos, depois da Antologia Grega.

As provas que nos levam a pensar que Alcuino foi o autor desta compilagdo vém
de uma carta, enviada a Carlos Magno, em que Alcuino afirma: “Enviei a Vossa
Exceléncia [...] alguns problemas aritméticos simples para diversao ”.

O lema pedagogico de Alcuino era que “deve-se ensinar divertindo”. Naquela
época, o ludico e o jocoso tinham, além do cardcter motivacional uma outra fungéo
pedagogica: agucar a inteligéncia dos jovens. “Estes problemas, e as suas solugdes,
servem como provas valiosas do estado da Educacdo Matematica na época”, conforme
salienta Burkholder (1993, s/p).

Embora alguns dos problemas da sua obra fossem resolvidos através de célculos
elaborados, muitos deles eram simples. Os problemas aqui propostos ndo exigiam
outros conhecimentos além de algumas férmulas de &reas usadas na medicdo de
terrenos, a capacidade para resolver equacgdes lineares e realizar as quatro operagdes
fundamentais com numeros inteiros. A extraccdo de raizes ndo é necessaria para
resolver qualquer problema e as fracgOes quase nunca ocorrem. Para a maioria dos
problemas, o que era necessario era raciocinio e uma boa dose de légica.

Infelizmente, algumas das solugbes apresentadas por Alcuino ndo estdo
correctas; alguns erros sdo simples falhas de calculo, outros sdo mesmo erros de
raciocinio.

Muitos problemas ndo tém qualquer valor pratico imediato e, portanto, séo claramente
concebidos como exercicios puramente matematicos.
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Alcuino, e muitos outros mestres da sua época, ensinavam por meio de alguns
enigmas e brincadeiras como as que seguem:

Exemplo (Problema 14 de Alcuino®): “Quantas pegadas no seu dltimo sulco deixa
um boi que esteve a lavrar todo o dia?”

Este problema (ou melhor, adivinha) é simples e até é engracado. E facil concluir que o
boi ndo deixa nenhuma pegada, pois estas sdo apagadas pelo arado, que passa depois.

Outra questdo, um pouco diferente, € o problema seguinte:

Exemplo (Problema 43 de Alcuino): “Um certo homem tem 300 porcos. Ordenou que
todos fossem abatidos em trés dias, mas com um numero impar morto em cada dia.
Qual o nimero de porcos mortos em cada dia?”

A particularidade deste problema esta na sua resposta. O problema néo tem solucéo pois
a soma de trés nimeros impares nunca perfaz 300 (que é par).

Apesar de ser uma compilacdo de problemas, Alcuino ndo deixa de incluir problemas
originais. Assim, aqui aparecem, pela primeira vez, sete tipos de problemas, além de
outros dois tipos que nunca tinham aparecido nas aritméticas do Ocidente.

Dos problemas inéditos, comecemos por destacar um famoso problema de légica, que
pertence a uma classe de problemas conhecida como o “problema das travessias”, de
gue a seguir se apresenta um exemplo:

Exemplo (Problema 18 de Alcuino): “Um certo homem precisa atravessar um lobo,
uma cabra e um molho de couves para a outra margem do rio. No entanto, ele s6
encontrou um barco que podia levar dois destes [ao mesmo tempo]. Entéo, que regra
tem de usar para os levar para a outra margem de forma que a cabra ndo coma a
couve e 0 lobo ndo coma a cabra?”

Alcuino propde mais trés problemas deste tipo (Problemas 17, 19 e 20). O mais
divulgado €, sem duvida, o acima apresentado que, ainda hoje, € utilizado nas nossas
escolas e que se encontra em alguns manuais escolares. No entanto, muitas outras
versdes, além das apresentadas por Alcuino, tém surgido ao longo dos tempos, como € o
caso de uma versao conhecida como o “problema dos canibais e dos missionarios”.

O seguinte problema representa outro tipo de problemas, originalmente proposto por
Alcuino:

%3 Os problemas propostos por Alcuino de York, apresentados neste anexo, encontram-se em (Burkholder,
1993).
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Exemplo (Problema 12 de Alcuino): “Um certo pai morreu e deixou como heranga
para os seus trés filhos 30 vasilhas de vidro, das quais 10 estavam cheias de dleo,
outras 10 meias cheias, enquanto as outras 10 estavam vazias. Deixe-0 dividir, ao que
pode, o0 6leo e os frascos de tal forma que cada um dos trés filhos receba uma parte
igual dos bens, tanto do 6leo como das vasilhas. ”

Hé& ainda a destacar outra classe de problemas conhecida pelo “problema do jipe” ou a
“travessia do deserto”:

Exemplo (Problema 52 de Alcuino): “Um certo chefe de familia ordenou que 90
modia de cereal fossem levados de uma casa para outra a 30 leguas de distancia. Dado
que esta carga de cereal pode ser transportada por um camelo em trés viagens, e que 0
camelo come uma modium por légua. Diz, aquele que quer, quantas modia sobraram?”

A solugéo apresentada por Alcuino apresenta um erro e contradiz 0 enunciado porque
propGe uma quarta viagem. Além disso, a estratégia usada por Alcuino ndo conduz a
uma solucdo optimizada. Essa solucdo sera dada por Pacioli, e serd, oportunamente,
analisada.

O seguinte problema merece destaque por ser um dos que apareceram, pela primeira
vez, na Europa:

Exemplo (Problema 26 de Alcuino): “H& um terreno com 150 pés de comprimento.
Numa extremidade estd um cdo, na outra, uma lebre. O cdo avanca para cacar a lebre.
Mas enquanto o cdo avancga nove pés por salto, a lebre anda apenas sete. Diz, aquele
que quer, quantos pés e quantos saltos o cédo faz na perseguicdo da lebre até esta ser
apanhada?”

Pelo que se sabe, as primeiras versdes deste problema, conhecido pelo “problema das
perseguicBes” ou “dos carteiros” apareceram, no capitulo VI do Nove Capitulos de Arte
Matematica, como a seguir se exemplifica:

Exemplo (Cap. VI do Nove Capitulos): “Um bom caminhante cobre 100 bu, enquanto
um mau caminhante 60 bu. Suponha que o Gltimo vai a frente do primeiro 100 bu e que
este 0 apanha. Diz: em quantos bu irdo os dois lado a lado?”

O seguinte problema ¢ interessante porque esta relacionado com uma “estoria” que se
conta sobre Gauss:

Exemplo (Problema 42 de Alcuino): “Ha uma escada com 100 degraus. Uma pomba
posou no primeiro degrau; duas pombas no segundo, trés no terceiro; quatro no
quarto, cinco no quinto e assim sucessivamente, até ao centésimo. Deixe-o0 dizer, ao que
pode, quantas pombas havia ao todo?”
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Este problema envolve a nocdo de progressdo aritmética e € muito semelhante ao
suposto problema proposto pela professora de Gauss. Conta-se que a professora de
Matematica de Gauss (1777-1855) pediu a turma para adicionar os nimeros de 1 a 100,
com o objectivo de os entreter. Mas, depressa, 0 pequeno Gauss encontrou a resposta
correcta, 5050, 0 que deixou a professora deslumbrada.

O segredo utilizado por Gauss para responder tdo depressa foi que ele percebeu que,
adicionando os valores mais altos e 0s mais baixos correspondentes, se obtém um
simples problema de multiplicacdo. Assim,

1+ 100 = 101,
2 + 99 = 101;
3+ 98 = 101;
49 + 52 = 101;

50 + 51 = 101.

A partir daqui é evidente que sO é preciso multiplicar a soma constante, 101, por 50, o
numero de somas. Desta forma, rapidamente se chega a resposta correcta, 5050.

A solucdo apresentada por Alcuino era ligeiramente diferente, pois adicionou a pomba
do 1° degrau com as 99 pombas do penultimo degrau, obtendo 100; depois fez 0 mesmo
com o segundo e 98° degraus, obtendo novamente 100. Por fim, teve que adicionar,
ainda, as pombas do 50° e do 100° degrau. Obteve, também, 5050.

Podemos ver que, com apenas uma ligeira modificagdo, o conceito acima descrito foi o
mesmo utilizado por Gauss, mil anos depois. Isto leva-nos a supor que talvez o jovem
Gauss ndo fosse tdo inteligente como se pensal

Ha& muitas evidéncias de que os problemas propostos nesta coleccdo procuravam apenas
agucar as mentes dos seus leitores, em vez de servir como um manual para os problemas
do quotidiano. Exemplos notorios desse objectivo sdo os problemas 13 e 41, que estdo
relacionados com as progressfes geométricas. O primeiro destes estd colocado da
seguinte maneira:

Exemplo (Problema 13 de Alcuino): “Um certo rei ordenou ao seu Servo que reunisse
um exército de 30 cidades da seguinte forma: deveria trazer consigo tantos homens [de
cada cidade sucessiva] como os que tinha levado. Assim, [o servo] foi a primeira
cidade, sozinho; foi com outra pessoa a cidade seguinte; trés pessoas foram a terceira
cidade. Deixe-0 dizer, a0 que € capaz, quantas pessoas foram reunidas das 30
cidades?”

Esta solugéo pode ser modelada matematicamente pela relagéo
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N = 2¢,

onde c representa cada cidade sucessiva, N, o numero de soldados reunidos em cada
cidade . Assim, o numero total de soldados convocados seria dado por

c=30

S e
c=1

Ora, este resultado representava um exeército que ia muito além dos recursos até mesmo
dos impérios mais ricos.

Alcuino s apresenta a solucdo até a 152 cidade. Nao tentou somar 0s ndmeros, nem
esperava que algum dos seus alunos o conseguisse fazer. E evidente que, neste caso, 0
mais importante ndo € a solucdo, mas sim o processo de resolucao.

E, no entanto, de destacar que Alcuino desconhecia a formula para a soma de uma
progressao geométrica, o que teria evitado a soma de todas estas poténcias, ao que ele
nem sequer fez referéncia.

Além dos problemas originais, Alcuino apresenta problemas que ja tinham aparecido
em obras anteriores, alguns deles muito antigos. Um desses ¢ o “problema das cem
aves” que, como ja foi referido, apareceu, pela primeira vez, na China, no século V, e
posteriormente, nas obras dos matematicos indianos e arabes.

Outro velho conhecido ¢ o “problema da cisterna” ou “das torneiras”, que ja
tinha sido encontrado na Metrica de Herdo e no Nove Capitulos de Arte Matematica
(Capitulo VI); posteriormente, apareceu na Antologia Grega (século V) e, depois, nas
obras dos matemaéticos indianos (incluindo o Manuscrito de Bakshali).

Muitos dos problemas mostram que a colecgéo foi compilada, principalmente, a
partir de fontes romanas. O problema que, devido a sua singularidade, d& o testemunho
mais evidente da origem romana é um que estad relacionado com um testamento. O
problema ¢ idéntico a um romano, excepto que as razdes escolhidas sao diferentes.

Exemplo (Problema 35 de Alcuino): “Um certo pai morreu deixando para tras
criancas, uma mulher gravida e 960 solidi dos seus bens. [No leito de morte] estipulou
que se nascesse um filho, entdo o filho deveria receber trés quartos da heranca, ou seja,
nove duodécimos. A mae deveria receber a quarta parte [dos bens], ou seja, trés
duodécimos. No entanto, se nascesse uma filha, esta deveria receber sete duodécimos, e
a mae, cinco duodécimos. Mas, aconteceu que ela deu a luz dois gémeos — um rapaz e
uma rapariga. Quanto é que a mae, o filho e a filha receberam?”

Este problema é, sem ddvida, de origem romana. A solugdo dada por Alcuino esta

incorrecta.
Este tipo de problemas requer mais logica do que habilidades aritméticas.
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Os problemas seguintes mostram, nas suas solucdes incorrectas, as lacunas da época em
questdes de geometria, denunciando o desconhecimento dos resultados dos matematicos
gregos.

Nesta coleccdo de problemas, a area de terrenos triangulares e quadrangulares €
determinada pelas mesmas formulas de aproximacao utilizadas pelos egipcios® e por
outros matematicos posteriores.

Exemplo (Problema 24 de Alcuino): “Ha um campo com 30 perticae® num dos lados,
30 perticae no outro e 18 perticae na frente. Deixe-0 dizer, ao que pode, quantos
aripenni contém esse campo?”’

Alcuino apresenta a seguinte solugdo: “Adicionando dois comprimentos do campo faz
60. Retirando metade dos 60 faz 30. Porque ha 18 perticae na frente, tire metade
destes, fazendo 9. Fazendo nove vezes 30 faz 270. Entao, [...] .

Note-se que, no calculo da &rea do tridngulo, a medida da altura relativa a um dos lados
foi substituida, incorrectamente, pela média das medidas dos outros dois lados, erro
também cometido por matematicos posteriores, como por exemplo, Bramagupta.

Apesar de Herdo (século I d. C.) ter encontrado um formula que permite, de forma
correcta, determinar a area de qualquer triangulo, sem ser necessario recorrer a sua
altura (que em termos praticos pode ser uma tarefa dificil), esta ndo se generalizou e,
raramente, foi utilizada por matematicos posteriores.

Exemplo (Problema 25 de Alcuino): “Ha um campo redondo contendo 400 perticae
na sua circunferéncia. Diz-me, quantos aripenni contém esse campo? ”’

Alcuino resolveu este problema do seguinte modo: “Um quarto deste campo, o qual
contém 400 perticae, é 100. Se multiplicar [100] por 100, obtém 10000, os quais tem de
dividir em 12 partes. A duodécima parte de 10 000 é 833, os quais de nono
fraccionados em doze partes dao 69. Estes aripenni estdo incluidos no campo.”

Usando a nossa notacao, da resolucdo dada por Alcuino se depreende que a area do
circulo seria dada por

2mr\? 5
(%) =3

que equivale a considerar maproximadamente igual a 4, o que representa uma
aproximagdo bastante grosseira e muito pior que muitas outras encontradas
anteriormente.

® A excepcéo de um problema do papiro do Cairo, que foi calculado correctamente, usando a nossa
férmula actual.

% Da solucéo apresentada (com erros), podemos deduzir que um aripennum é igual a 144 perticae.

422



Anexo A.7

Os progressos nos textos geométricos, na Idade Média, sé se iniciaram no século X,
com Gerberto (que se tornou o Papa Silvestre II).

Esta coleccdo contém problemas interessantes por si sO e ajuda-nos a perceber,
principalmente, o método de ensino da Matemaética na época de Carlos Magno.

Ao analisar os problemas aqui apresentados, conclui-se que o objectivo de
Alcuino era apenas incutir, nos seus alunos (ou leitores), varios métodos de resolugéo,
relativamente simples. Isso era feito com a apresentacédo de varios problemas do mesmo
género, 0 que representava uma preocupacao didactica. No entanto, € de notar que os
problemas estdo colocados de forma aleatoria; ndo ha uma sequéncia logica na
apresentacdo dos problemas, pois estes ndo estdo dispostos de acordo com um
determinado tema nem por grau de dificuldade.

Na opinido de Burkholder (1993, s/p), “ndo se deve concluir que os problemas
aqui colocados, e as suas solucdes, sdo indicativos do estado geral da Matematica
durante os séculos VIII e IX”. Este autor acrescenta, ainda, que ha evidéncias (por
exemplo, o problema 43) de que estes problemas foram utilizados, principalmente, para
fins didacticos, e que, por isso, argumentar que esta coleccdo de problemas é um
exemplo do estado pobre da Matematica daquela época nao corresponde a verdade.

Leonardo de Pisa (Fibonacci)

O maior matematico da Idade Média foi Leonardo de Pisa, mais conhecido por
Fibonacci (uma contrac¢do de filius Bonaccio, “filho de Bonaccio™). Fibonacci nasceu
em Pisa, por volta de 1175 e foi educado no norte de Africa, onde o seu pai trabalhava
como alfandegério. A ocupacdo do pai cedo lhe despertou o interesse pela aritmética e
as subsequentes viagens ao Egipto, Sicilia, Grécia, e Siria proporcionaram-lhe o
contacto com praticas matematicas orientais e arabes. Rapidamente reconheceu as
grandes vantagens do sistema decimal hindu-arabe, com a sua notacdo posicional e o
simbolo zero, sobre o sistema romano ainda usado no seu pais. Depois de regressar a
Pisa, Fibonacci escreveu, em 1202, o seu famoso Liber Abaci (O Livro do Abaco), no
qual explicou as virtudes deste sistema numeérico.

A Fibonacci sdo atribuidas mais trés obras: Practica Geometriae (publicada em
1220), Flos (publicada em 1225), e Liber Quadratorum (publicada por volta de 1225).
Embora o Liber Abaci contenha alguns problemas relacionados com equacdes
diofantinas, o Liber Quadratorum € inteiramente dedicado a equacdes diofantinas do
segundo grau, sendo considerado um brilhante e original trabalho em anélise
indeterminada, que o marcou como 0 matematico mais extraordinario, neste dominio,
entre Diofanto e Fermat.

Mas, a sua obra mais importante foi, sem davida, o Liber Abaci. Este trabalho é
dedicado a Algebra elementar e & Aritmética e, embora fosse, essencialmente, uma
investigacdo independente, mostra a influéncia da Algebra de Abu-Kamil (que, por sua
vez, ja tinha sofrido a influéncia do trabalho de al-Kwarizmi). Alem disso, alguns dos
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problemas propostos por Fibonacci resultaram de uma adaptacdo de problemas do
papiro de Rhind.

Constata-se que, no conteddo matematico, o seu trabalho ndo ultrapassa o
trabalho dos seus antecessores arabes. Mas, Fibonacci, longe de ser um plagiador, deu
uma nova abordagem ao antigo conhecimento e promoveu-o de forma independente.
Muitas das suas demonstracGes foram originais e, em alguns casos, 0s seus resultados
também foram originais. Por isso, Burton (2006) reconhece que “o trabalho de
Fibonacci indica uma combinagdo de génio inventivo com um profundo conhecimento
dos escritores anteriores sobre Matematica” (p. 284).

Neste trabalho, Fibonacci revela-se um defensor acérrimo da notacdo hindu-
arabe e, com as suas ilustracdes e explicagdes, contribuiu muito para a introdugédo
desses nimeros na Europa. Dos quinze capitulos da obra, os sete primeiros séo
dedicados a introdugdo desses algarismos com a respectiva notacdo posicional e as
quatro operac@es aritméticas (com numeros inteiros e frac¢@es), recorrendo a algoritmos
semelhantes aos que usamos nos nossos dias.

Os capitulos seguintes estdo relacionados com problemas que envolvem
conversdo da moeda e sociedades, ou seja, tratam de questdes tipicas da actividade
comercial. Por fim, aparecem a resolucdo de equacOes lineares e quadréaticas e extrac¢do
de raizes quadradas e cubicas.

Também sdo propostos varios problemas com carécter recreativo (especialmente
no capitulo XII), alguns deles semelhantes a problemas que ja tinham aparecido em
obras anteriores, como por exemplo, no papiro de Rhind.

Neste livro, que utilizava uma algebra retorica, muitos dos problemas eram
resolvidos pela regra da falsa e da dupla falsa posicéo.

Fibonacci, tal como os matematicos arabes, reconheceu que uma equagdo
quadratica pode ser satisfeita por dois valores; mas, geralmente, ndo admitia as solucdes
negativas.

O Liber Abaci contém praticamente todo o conhecimento aritmético do tempo de
Fibonacci. Como obra-prima Matematica da Idade Média, serviu de inspiracdo a autores
posteriores durante séculos, tendo sido largamente copiado e imitado. Curiosamente,
embora o Liber Abaci tenha sido amplamente divulgado em manuscrito, ndo foi
impresso, na Italia, até 1857, nem foi traduzido, para o inglés, até 2002.

Fraccgoes
Bramagupta (seculo VII d. C.) e Baskara (século XII d. C.), ao escreverem fracgdes,
tinham o habito de colocar o numerador acima do denominador, sem qualquer linha de
separacdo. Os arabes comecaram por copiar a notacdo dos indianos, mas, mais tarde,
melhoraram-na, inserindo uma barra horizontal entre os dois nimeros. Fibonacci seguiu
a préatica arabe no Liber Abaci. Ele habitualmente colocava a parte fraccionaria de um
numero misto antes da parte inteira, com justaposicao, para indicar a sua adigéo.
Fibonacci introduziu um tipo de fracgdo continua ascendente, a que chamou

15,

0 10

fractiones gradibus (“fraccdes em escada”). Por exemplo, a sua notagdo
correspondia a
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1
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Note-se que, por influéncia arabe, Fibonacci escrevia os nimeros da direita para a
esquerda.

Multiplicacéo
O primeiro capitulo do Liber Abaci comeca com a frase:

“Estes sdo 0s nove numeros indianos: 98 7654 3 2 1. Com estes nove nimeros e com
o sinal 0... qualquer nimero pode ser escrito. ”

Ao introduzir a numeracao hindu-arabe, Fibonacci destaca a simplicidade dos calculos
com estes nameros, contrariamente aos complicados calculos com a numeracao romana.
Se tentarmos multiplicar, por exemplo, MCCXXXVIII por XLVI, logo nos
aperceberemos da sorte que temos por ndo termos estudado Matemaética antes do século
XVI%,

Para a multiplicacdo, Fibonacci utilizou um algoritmo analogo ao nosso, mas em
disposicdo de tabuleiro de xadrez. Por exemplo, para multiplicar 756 por 4293,
multiplicava cada um de 6,5 e 7 por 4293 e, depois, somava 0s resultados em diagonal,
como nos mostra a seguinte figura:

4 2 9 3

N

Fig. 70 — Algoritmo da multiplica¢ao usado por Fibonacci

% Em Portugal, o sistema de numeracdo hindu-arabe sé foi introduzido no século XVI, por Gaspar
Nicolas.
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Metodo da falsa posicao

Os egipcios anteciparam, pelo menos de uma forma elementar, um método favorito da
Idade Media, a regra da falsa posicdo. Os matematicos da Europa Medieval
aprenderam este método com os arabes, tendo-se tornado uma caracteristica
proeminente dos textos de Matematica, desde o Liber Abaci até as aritméticas do século
XVI. Mas, com o desenvolvimento do simbolismo algébrico, a regra foi desaparecendo
das obras mais avancadas.

Vejamos o seguinte exemplo, que Fibonacci resolveu usando este método:

Exemplo (Problema do Capitulo XII do Liber Abaci®’): “Um certo homem compra
0vos, a razdo de 7 por 1 denario e vende-0s a uma razéo de 5 por 1 denario e assim faz
um lucro de 19 denérios. A pergunta €: quanto dinheiro investiu?”

Algebricamente, este problema seria expresso pela equacéo

7x ~ 19
c x = 19.

Fibonacci comeca por supor que o homem investiu 5 denarios, com 0s quais comprou
35 ovos que, depois, vendeu por 7 denérios; tendo um lucro de 2 denérios pelos 5

denarios investidos. (No nosso simbolismo, isto equivale a o X 5—-5=2).

Continuando na sua algebra retorica, Fibonacci refere, “mas 2 devia ser 19” (ou seja, 2
esta para 19 como 5 esta para 0 nimero procurado) e apresenta o seguinte diagrama:

5 2

47 19

Depois, as suas instru¢fes equivalem a usar as proporgdes ou a regra de trés, obtendo,
assim,
1
x=(5x19)+2=47§.
E de salientar que o nimero escolhido por Fibonacci para a incognita ndo foi escolhido
arbitrariamente; quando o coeficiente da incognita é uma fraccdo, o numero escolhido
para a suposi¢do é o denominador da fracgéo, pela razdo obvia de evitar os calculos com
fraccoes.

Outro problema resolvido também pela regra da falsa posicédo é de um tipo conhecido
como “o caracol e o muro”, e tem o seguinte enunciado:

%7 Os problemas do Liber Abaci, utilizados neste trabalho, encontram-se em (Sigler, 2002).
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Exemplo (Problema do Capitulo XII do Liber Abaci): “Um poco tem 50 metros de
profundidade. Um ledo, que estd no fundo, comeca a subir, sendo que, em cada dia,
sobe 1/7 de metro mas escorrega para baixo 1/9 de metro em cada noite. Quantos dias
demorard o ledo a escapar?”

Fibonacci resolve incorrectamente este problema, o que era comum acontecer nessa
altura, pois ndo costumavam ter em conta a diferencga entre o dia e a noite.
A resposta apresentada no Liber Abaci € 1575 dias, pois Fibonacci limitou-se a resolver
0 equivalente a equacéo

1

7x—§x = 50.

No entanto, passados 1571 dias, a distancia a que o ledo estd da saida é 50 — 1571 X
1 1

(; - g) = 0,126 ...

Como % = 0,142 ..., no préximo dia (no 1572° dia) o ledo saira do pogo.

Pensa-se que a primeira versdo deste problema surgiu no Manuscrito de Bakshali.

Meétodo da dupla falsa posicéo

Muitas vezes € necessario fazer duas suposicdes, observando o erro gerado por cada
uma. A este método Fibonacci chamava o Método de Elchataym, também conhecido
por regra da dupla falsa posicéo, ja explicada quando analisei a Matemaética chinesa.

O capitulo XIII do Liber Abaci é dedicado a este método e tem o interessante titulo:
“Aqui comega o Capitulo XIII sobre o Método de Elchataym e como com ele quase
todos os problemas de Matematica sdo resolvidos”.

Neste capitulo, Fibonacci resolve, utilizando este método, um grande numero de
problemas, alguns ja resolvidos, por outros métodos, em capitulos anteriores.

Vejamos, entdo, dois problemas deste capitulo. O primeiro aparece em alguns manuais
escolares actuais e, actualmente, para o resolvermos, aplicamos o Teorema de Pitagoras
e, depois, resolvemos uma equagdo. O segundo problema é um classico, conhecido por
“a Maria e as mac¢as”, cuja melhor estratégia de resolucao ¢ do fim para o principio.

Exemplo (Problema do Capitulo XII I do Liber Abaci): “Dois passaros comegam a
voar do topo de duas torres que distam 50 pés; uma torre tem 30 pés de altura, e a
outra, 40 pés de altura. Comecando ao mesmo tempo e voando & mesma velocidade, as
aves chegam, ao mesmo momento, a uma fonte que esté entre as bases das torres. A que
distancia esta a fonte de cada torre?”

Fibonacci supde que a distancia da torre mais alta a fonte é 10 pés, e utiliza,
implicitamente, o Teorema de Pitagoras.
Na nossa notagédo, o procedimento de Fibonacci pode ser descrito como:
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102 + 402 = 100 + 1600 = 1700
(50 — 10)? + 302 = 402 + 30% = 1600 + 900 = 2500.

Depois, Fibonacci diz “esta soma e a anterior diferem por 800”. Acrescentado que ¢
necessario afastar a fonte da torre mais alta. Assim, faz outra suposi¢do, considerando
agora que a distancia da torre mais alta a fonte é 15 pés.
Agora as suas indicagdes traduzem-se por:

152 + 40% = 225 + 1600 = 1825

352 +30% = 1225 + 900 = 2125.
Entdo, Fibonacci diz “as duas somas diferem por 300”. E acrescenta, ainda, que “pelos 5
pés que aumentamos a distancia entre a torre mais alta e a fonte, ficAmos mais proximo
do valor correcto por 500; quanto temos ainda que aumentar a distancia entre a torre

mais alta e a fonte com vista a melhorar esta aproximagéo em 300?”
Esta explicacdo é acompanhada pelo seguinte diagrama:

500 3

300 3

E a sua tltima frase pode ser escrita como:

(5 x300) +~ 500 = 3;
3+15=18.

Donde conclui que a distancia da torre mais alta a fonte é de 18 pés e da mais baixa &,
consequentemente, de 32 pés.

A primeira vista, ficamos com a ideia que Fibonacci foi o primeiro a colocar este tipo de
problemas, que serviu de inspiracdo para muitos outros autores que deram versoes
semelhantes, como é o caso de Luca Pacioli que, por sua vez, inspirou Calandri (na obra
de 1491) e o matematico portugués Gaspar Nicolas (na obra de 1519, mais adiante
referida), que deram exactamente a mesma versao do problema.

No entanto, Singmaster (2004) refere que este tipo de problemas, mas com um
enunciado diferente, ja tinham sido propostos por Baskara | (629 d. C.) e muitos outros
autores que o sucederam e antecederam Fibonacci.
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Exemplo (Problema de Baskara I): “Um falcdo esta sentado numa parede de altura a
e um rato estd a uma distancia d da base da parede. O rato tenta chegar ao seu buraco,
que esta na parede, directamente por baixo do falcdo. O falcdo desce, a mesma
velocidade que o rato, e apanha-o quando chega ao chéo. ”

Portanto, a ideia base deste problema é a mesma que a do problema das duas torres de
Fibonacci sé que, neste caso, a altura de uma das torres é 0.

De facto, Mahavira também coloca vérios problemas deste género mas, geralmente,
pede também a distancia (igual) da parte superior de cada “torre” (montanha, pilhar)
para a “fonte”.

Exemplo (Problema do Capitulo XI1 e XIII do Liber Abaci): “Um certo mercador,
negociando em Lucca, duplicou o seu dinheiro e depois gastou 12 denarios. Em
seguida, saiu e foi para Florenca; ai também duplicou o seu dinheiro e gastou 12
denarios. Regressando a Pisa, ai duplicou o seu dinheiro e gastou, novamente, 12
denarios, e nada sobrou. Quanto dinheiro tinha no inicio?”

Aqui, Fibonacci procede de modo analogo ao anterior, comegando por supor que o
mercador tinha 12 denérios e, depois, alterando a suposicdo para 11 denérios. Continua

a resolucdo e obtém a resposta, 10% denérios.

Acrescenta, ainda, “ou da multiplicagdo do primeiro erro pela segunda suposigdo,
nomeadamente 132 [12 x 11], subtrai o 48 que resulta de multiplicar o segundo erro
pela primeira suposicdo [4 x 12] deixando 84 que, dividido pela diferenca dos erros, da
107,

Ora, esta explicacdo esta de acordo com a conhecida formula:

x = YiXo — Y2X1
Yi—Y2

Alguns problemas que merecem destaque

O Liber Abaci contém uma grande colec¢do de problemas e, principalmente no capitulo
XI1, aparecem problemas muito diversos, com caracter recreativo. H4 um problema que
é de interesse historico, porque foi dado, com algumas diferencgas, por Ahmes, 3000
anos antes:

Exemplo (Problema do Cap. XII do Liber Abaci): “Ha sete velhas mulheres na
estrada para Roma; cada mulher tem sete mulas; cada mula carrega sete sacos; cada
saco contém sete pdes; e com cada pao estdo sete facas; e cada faca esta colocada em
sete bainhas. Quantos ha, ao todo, na estrada para Roma?”
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As semelhancas entre a versdo apresentada no papiro de Rhind e a apresentada por
Fibonacci sdo evidentes, até a razdo € a mesma. Isto leva a crer que, realmente,
Fibonacci se baseou no trabalho de Ahmes.

Por outro lado, Fibonacci apresenta outra versdo deste problema, agora muito
semelhante a uma que tinha aparecido no Manual Aritmético do Mestre Sun, do século
I11. Neste caso, as razbes diferem mas o contexto € 0 mesmo:

Exemplo (Problema do Manual Aritmético do Mestre Sun): “Vemos 9 aterros; cada
aterro tem 9 arvores, cada arvore tem 9 ramos, cada ramo tem 9 ninhos, cada ninho
tem 9 passaros, cada passaro tem 9 filhotes, cada filhote tem 9 penas, cada pena tem 9
cores. Quantos ha de cada?”

Exemplo (Problema do Cap. XII do Liber Abaci): “Existe uma &rvore com 100
ramos, cada ramo tem 100 ninhos, cada ninho tem 100 ovos, cada ovo tem 100
passaros. Quantos ramos, arvores, ovos e passaros existem? ”

A versdo mais conhecida deste problema é uma cantilena irlandesa conhecida por “A
caminho de St. Ives”:
“Quando ia para St. lves
Encontrei um homem com sete mulheres,
Cada mulher tinha sete sacos,
Cada saco tinha sete gatos,
Cada gato tinha sete gatinhos.
Quantos iam para St. Ives?”

O seguinte problema também merece destaque pois a sua resolucdo ndo é tdo simples e
Obvia como parece.

Exemplo (Problema do Cap. XII do Liber Abaci): “Ha dois homens, o primeiro dos
quais tem 3 pdes e, 0 outro, 2 paes, deram um passeio até uma certa fonte, e um
soldado passou por eles; convidaram-no a juntar-se a eles, e ele sentou-se e comeu com
eles, e quando acabaram de comer o pao todo o soldado partiu deixando, pela sua
parte, 5 besantes. Deste, 0 primeiro tirou 3 besantes, pois tinha 3 paes; o outro tirou 0s
outros dois besantes, pois tinha 2 pdes. Procura-se saber se a divisdo foi ou ndo justa. ”

Fibonacci comeca por referir que € comum pensar-se que a divisdo esta correcta, porque
cada um recebeu um besante por cada pdo que tinha, mas isso é falso porque os trés

. ~ . - 2 ~ 1
juntos comeram 5 pées. Assim, cada um tirou 13 dos paes; o soldado comeu 15, ou

seja, % dos pdes do que tinha 3 pées. E dos pées do outro (que tinha apenas 2), comeu
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1 ~ . . . .
apenas < de um pao. Por conseguinte, o primeiro homem ficou com 4 besantes e 0 outro
com 1 besante.

Uma versdo deste interessantissimo problema aparece na obra de Malba Tahan, O
homem que calculava. A resolucdo é claramente apresentada em forma de didlogo (o
que acontece em quase todo o livro), de que a seguir se apresenta um excerto:

“...E dirigindo-se ao Homem que Calculava disse-lhe:

- Vais receber pelos 5 pées, 5 moedas!

E voltando-se para mim, ajuntou:

- E tu, 6 bagdali, pelos 3 paes, vais receber 3 moedas!

Com grande surpresa, o calculista objetou respeitoso:

- Perdéo, 6 cheique. A divisao, feita desse modo, pode ser muito simples, mas nao
€ matematicamente certa! Se eu dei 5 pdes devo receber 7 moedas; o meu
companheiro bagdali, que deu 3 paes, deve receber apenas uma moeda.

- Pelo nome de Maomé! — interveio o vizir Ibrahim, interessado vivamente pelo
caso. — Como justificar, 6 estrangeiro, tdo disparatada forma de pagar 8 paes com
8 moedas? Se contribuiste com 5 pées, por que exiges 7 moedas? Se o0 teu amigo
contribuiu com 3 paes, por que afirmas que ele deve receber uma Unica moeda?

O Homem que Calculava aproximou-se do prestigioso ministro e assim falou:

- Vou provar-vos, 0 Vizir, que a divisdo das 8 moedas, pela forma por mim
proposta, € matematicamente certa. Quando durante a viajem, tinhamos fome, eu
tirava um p&o da caixa em que estavam guardados e repartia-o em trés pedacos,
comendo cada um de nos, um desses pedacos. Se eu dei 5 paes, dei é claro, 15
pedacgos; se 0 meu companheiro deu 3 paes, contribuiu com 9 pedagos. Houve,
assim, um total de 24 pedagos, cabendo, portanto, 8 pedacos para cada um. Dos
15 pedacos que dei, comi 8; dei na realidade, 7; o meu companheiro deu, como
disse, 9 pedacos, e, comeu também, 8; logo, deu apenas 1. Os 7 pedacos que eu dei
e que o bagdali forneceu formaram os 8 que couberam ao cheique Salém Nasair.
Logo, € justo que eu receba 7 moedas e 0 meu companheiro, apenas uma. ”’

(Tahan, 2001, s/p)

O seguinte problema ¢é semelhante a alguns problemas que, por vezes, encontramos no
ambito da Matematica Recreativa. Para o resolver Fibonacci utilizou a regra de cinco,
mais conhecida por regra de trés composta. Esta regra ndo € muito utilizada
actualmente; por isso, os problemas que a envolvem adquirem um certo aspecto de
puzzle e sdo muito utilizados com fins ludicos. Um exemplo muito conhecido envolve
torneiras: “Trés torneiras enchem uma piscina em 10 horas. Quantas horas levardo 10
torneiras para encher 2 piscinas?”.

Exemplo (Problema do Cap. IX do Liber Abaci): “Um certo rei mandou 30 homens
para o seu pomar plantar arvores, onde eles plantam 1000 arvores em 9 dias, e €
perguntado em quantos dias 36 homens plantardo 4400 darvores?”
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Este problema ¢ resolvido pela “regra de cinco”. As instrugdes de Fibonacci sdo
acompanhadas do seguinte diagrama:

Dias Arvores Homens
9 1000 30
33 4400 36

Fibonacci continua, indicando que é para multiplicar 30 homens por 4400 arvores, € 0
seu produto por 9 dias, e, depois, dividir o total pelo produto de 36 homens por 1000
arvores. O quociente serd 33 que é o nimero de dias em que 36 homens plantardo 4400
arvores.

No entanto, a resolucdo deste tipo de problemas nem sempre é tdo simples e a sua
dificuldade estd em distinguir as grandezas directamente proporcionais das que sdo
inversamente proporcionais.

O seguinte problema pertence a um tipo de problemas muito frequente no Liber Abaci e
que se tornou um cléssico que ainda hoje aparece nos nossos manuais escolares.

Exemplo (Problema do Cap. IX do Liber Abaci): “Dois homens, que tinham
denérios, encontram uma bolsa com denarios. O primeiro homem diz para o segundo:
‘Se ficar com os dendrios da bolsa, entdo com os denarios que tenho terei trés vezes
tanto como tu’. O outro homem responde, ‘E se ficar com os denérios da bolsa com os
meus dendrios, entdo terei quatro vezes tanto como tu’. Procura-se, quantos denarios
tem cada homem, e quantos dendrios havia na bolsa?”’

Adivinhar um namero pensado

No Capitulo XII, Fibonacci também propGe problemas de adivinhacdo. Um dos
exemplos, feito apenas com calculos, é muito simples e causa um efeito espectacular. O
truque consiste basicamente no seguinte:

Pede-se a alguém para pensar num namero qualquer, e dizemos-lhe para duplicar o
nimero em que pensou, ou triplicar, ou multiplicar ou dividir por qualguer nimero. A
sequir, pedimos-lhe para dividir o resultado obtido pelo numero em que pensou
inicialmente. Depois disto, pedimos-lhe, ainda, para adicionar e/ou subtrair diversos
ndmeros & nossa escolha.

O espectacular deste truque é que, sem lhe perguntamos nada, conseguimos adivinhar o
resultado obtido!
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Como conseguimos adivinhar o resultado? Muito simples: pensamos no nimero 1 e, a
partir deste numero, também fazemos todas as operacdes que lhe pedirmos para fazer.
Assim, os resultados obtidos serdo iguais.

O problema dos coelhos e a sucessdo de Fibonacci
Fibonacci colocou o seguinte problema, que Ihe deu grande fama, relacionado com o
namero de descendentes de um par de coelhos.

Exemplo (Problema do Cap. XII do Liber Abaci): “Um homem colocou um par de
coelhos num local cercado por todos os lados por uma parede. Quantos pares de
coelhos podem ser gerados a partir desse par ao fim de um ano, sabendo que, por més,
cada par gera um novo par, que se torna produtivo no segundo més de vida? ”

Supde-se que nenhum dos coelhos morre. No primeiro més, existe apenas o par inicial.
No segundo més, este ficou mais maduro mas sem estar ainda na fase reprodutiva. No
terceiro més, nasceu outro par. No quarto més, o par inicial teve outro par, enquanto 0s
seus primeiros filhos cresciam. No quinto més, tanto o par inicial como 0s seus
primeiros filhos, ja em fase reprodutiva, tiveram dois novos pares de coelhos, e assim
sucessivamente. A seguinte figura esquematiza este problema:

Numero
de casais
\
g T 1
.'sp EE
"\
“ ; 1
o =t -\\
S :
f ’ 2
i T o o
% kK Y
¢ f f 3
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I e, i -
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g ¢ 4 f f 5

Y s B sy -

Fig. 71 — O problema dos coelhos de Fibonacci
(http://campusvirtual.unex.es/cala/epistemowikia/index.php?title=Numero aureo)

Continuando este esquema, obteriamos a sequéncia
1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55,89, 144, 233,377, ...
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Olhando, atentamente, apercebemo-nos que cada termo é obtido pela soma dos dois
anteriores. Assim, ao fim de um ano, o par inicial pode gerar 377 pares de coelhos
(note-se que os dois primeiros termos da sequéncia correspondem, ainda, ao par inicial
de coelhos, por isso ndo devem ser considerados).

Se deixarmos F, denotar o enésimo numero desta sequéncia, podemos escrever esta
famosa sequéncia da seguinte forma:

=1+ 1ouF; =F, + F,
=1+ 20ukF,
=2+ 30uF; = F; + F,
=3+ 50uFy; = F, + Fs.

0 Ul W N
I
o
+
5

N&o é dificil deduzir a regra geral:
Fl = F2 = 1, Fn = FTL—Z + Fn—l' paran = 3

Esta sequéncia foi denominada de “Sucessdo de Fibonacci”, no século XIX, pelo
matematico francés Edouard Lucas (1842-1891). Ao contrario do que se possa pensar,
parece que nao foi Fibonacci quem inventou esta sequéncia pois, segundo alguns
autores, esta ja era conhecida dos matematicos indianos; no entanto, foi Fibonacci quem
a introduziu no Ocidente através do Liber Abaci. Esta alegacdo tem por base a seguinte
afirmacéo de Singh:

“O que sdo geralmente referidos como os nimeros de Fibonacci e o método para a
sua formacao foram dados por Virahanka (entre 600 e 800 d. C.), Gopala (antes
de 1135 d. C.) e Hemacandra (c. 1150 d. C.), tudo antes de Fibonacci (c. 1202 d.
C)".

(Singh, 1985, p. 229)

Apesar dos estudiosos ndo estarem de acordo na data da origem desta sequéncia,

concordam que ja era conhecida na india, antes de Fibonacci.

Algumas propriedades dos nimeros de Fibonacci

Os numeros de Fibonacci tém inumeras propriedades. Uma das mais simples,
reconhecida por Edouard Lucas, é que a soma dos primeiros n nimeros de Fibonacci é
igual a F,,, — 1. Por exemplo, quando adicionamos 0s sete primeiros numeros de
Fibonacci, temos

1+1+2+3+5+8+13 =33=34-1=F—1.

Seré que acontece sempre isto? Ora vejamos a seguinte relacao:
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F, = F—F,
F, = F,— F;,
F3 = Fs— F,

Fo1 = Fpya— By
B = Fovz — Fpya

Quando estas equacdes sdo adicionadas, o lado esquerdo da a soma dos primeiros
n numeros de Fibonacci, e, no lado direito, os termos sdo cancelados aos pares, ficando
apenas F,, ., — F,. Ndo esquecendo que F, = 1, obtemos:

Fl + Fz + F3 + .- Fn—l + Fn = FTL+2 - FZ = FTL+2 - 1
Outra propriedade interessante (que ndo sera aqui demonstrada) é a seguinte:
F22k = Fop-1Fop41 — 1.

Esta identidade é a base de uma conhecida ilusdo geométrica na qual um quadrado
8 % 8 pode ser decomposto em partes que, aparentemente, se combinam para formar um
rectangulo 5 x 13.

Para fazer isso, o quadrado € dividido em quatro partes, como mostra a figura da
esquerda e, depois, as pecas sao reorganizadas, conforme indicado na figura da direita.

8

1

LA
4
B
5o
L

Ln

E d
3

Fig. 72 — llusdo geométrica

A area do quadrado é 82 = 64, enquanto o rectangulo, que parece ser constituido pelas
mesmas partes, tem uma area 5 x 13 = 65, e, portanto, aparentemente a area foi
aumentada de uma unidade.

O quebra-cabecas é facil de explicar. Os pontos a,b,c e d ndo estdo todos sobre a
diagonal do rectangulo, mas, em vez disso, sdo os vértices de um paralelogramo cuja
area é exactamente igual a unidade extra de area.

Esta construcéo e valida para qualquer quadrado cujos lados sejam iguais ao nimero de
Fibonacci F,,. Quando o quadrado é decomposto como mostra a seguinte figura, as
pecas podem ser reorganizadas para construir um rectangulo com um “buraco” na forma
de um estreito paralelogramo (que esta representado de forma exagerada).
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Fay
A
Fy_s B
Fy_y
Fy_y ' D
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Flk—]

F2k+ 1

Fig. 73 — llusdo geométrica

A identidade F,,_;F,;+1 — 1 = F2, pode ser interpretada como a area do rectangulo
menos a area do paralelogramo que é exactamente igual a &rea do quadrado original.
Quando F,, é razoavelmente grande (por exemplo, F,, = 144, e, portanto, F,,_, =
55), o “buraco” € tdo estreito que se torna quase imperceptivel.

Esta ideia estd na base de um conhecido puzzle, denominado “Missing square ”.

Fig. 74 — Missing Square
(http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Wedge paradox.png)
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Outra propriedade dos numeros de Fibonacci, que ndo pode deixar de ser mencionada, é
a sua relacdo com o “nimero de ouro”, ja estudada pelos gregos.
Comecemos por formar a sequéncia formada pela razdo entre dois numeros de

Fibonacci consecutivos:

Fni1
U, = :,: , n=1.
Alguns dos primeiros termos sao:
1 8
'Ll,l:I:].; u5=§=1,60;
“2o, _ D16
uz - 1 - “ u’6 - 8 - 4L )
Ly ~2 1615
u3_2_ ) u7—13— ) ey
5 34
up =3 =1(6); ug =57 =1619...

A medida que o indice aumenta, a sequéncia parece tender para um ndmero entre 1,61 e
1,62. Vamos supor que realmente existe um valor limite, ¢. Para qualquer n > 1, temos

Fn+1 :Fn+Fn—1:1+Fn—1
E, E, B,

)

0 que, tendo em conta a nossa definicdo de u,,, pode ser substituido por

u, =1+
" Un-1

A medida que n aumenta, 0 1° e 0 2° membros desta equago vao ficando cada vez mais
pertode pe 1+ i, respectivamente, de modo que a equacdo se vai aproximando

1
<p=1+5<:>(p2—<p—1=0,(a¢0).
E a Unica raiz positiva desta equacao quadratica é
1
@ = 5(1 ++/5) = 1,618033989 ...

o chamado “nimero de ouro” ou “proporc¢ao aurea”. Assim, a sequéncia formada pelas
razBes de dois nimeros de Fibonacci consecutivos da uma aproximacao da proporgao
aurea e, quanto mais longe formos, melhor seré a aproximacéo.
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Normalmente, representa-se o nimero de ouro pela letra grega ¢ (Fi) em homenagem a
Fidias, o famoso arquitecto e escultor grego que utilizava a razdo durea nas suas obras.

Nicolas Chuquet

O mais brilhante matematico francés do século XV foi Nicolas Chuquet (1445-c.1488),
que nasceu em Paris, mas viveu e praticou medicina em Lyon. Em 1484, escreveu uma
Aritmética intitulada Triparty en la science des nombres, que ndo foi impressa até o
século XIX. O seu trabalho foi muito avangado, para a altura, ndao tendo exercido grande
influéncia sobre 0s seus contemporaneos (nem em epocas posteriores).

Esta obra estava dividida em trés partes; a primeira parte era dedicada ao célculo
com numeros racionais, a segunda, aos numeros irracionais e a terceira, a teoria de
equacoes.

Chuquet reconheceu 0s expoentes inteiros positivos e negativos e usou uma
algebra algo sincopada, usando, por exemplo, uma notacdo original para escrever raizes.

Assim, a sua notagdo para v'5 era R?5 e /10 era R*10. Também introduziu uma nova
notacdo para escrever os expoentes de poténcias de varidveis; por exemplo, escrevia
31,72 e 43 para representar 3x1, 7x? e 4x3, respectivamente.

Chuquet também escreveu I'Appendice au Triparty, onde apresenta uma série de
problemas que ilustram as aplicacdes da Triparty e onde, nas solucdes de diversos
problemas, aparecem numeros negativos e o zero. Estes problemas foram compilados de
obras anteriores, revelando grande influéncia de autores italianos, principalmente de
Fibonacci, pois muitos dos problemas sdo semelhantes aos que se encontram no Liber
Abaci.

A seguir se apresentam alguns desses problemas:

Exemplo (Problema 31 do Appendice au Triparty®®): “Um mercador esteve em trés
feiras, na primeira, duplicou o seu dinheiro e gastou 5 moedas de ouro; na segunda,
triplicou o seu dinheiro e gastou 9 moedas de ouro e, na terceira, quadruplicou o seu
dinheiro e gastou 12 moedas de ouro. No final, ficou com 8 moedas de ouro. Quantas
moedas tinha no inicio?”

Exemplo (Problema 51 do Appendice au Triparty): “Um carpinteiro concorda em
trabalhar na condicéo de que Ihe sdo pagos 2 écus por cada dia de trabalho, enquanto
que, por cada dia em que ndo trabalhar, ter4 que pagar 3 écus. Ao fim de trinta dias
descobre que pagou exactamente tanto como o que recebeu. Quantos dias € que
trabalhou?”

%8 Os problemas do Appendice au Triparty, aqui apresentados, foram retirados de (Lagarto, s/d).
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Embora o problema seguinte ja fosse conhecido no tempo de Fibonacci, ndo foi incluida
nenhuma versdo no seu Liber Abaci. Trata-se do classico “problema de Josephus” (ou
“problema dos sobreviventes”) que apareceu, pela primeira vez, em manuscritos
europeus do século IX.

A versdo classica deste problema ¢ apresentada da seguinte forma: “Num barco
viajam 30 marinheiros, dos quais 15 sdo piratas. Uma tempestade obriga a que seja necessario
atirar, borda fora, 15 deles. O capitdo preparava-se para tirar a sorte quem havia de saltar,
guando um marinheiro sugeriu colocar os 30 em circulo, contar de...”

Este problema foi muito popular na Europa Medieval e Renascentista, tendo
aparecido, sob muitas versdes, nas obras de ben-Ezra (c. 1150), Tartaglia (1499-1557),
no De Viribus Quantitatis de Pacioli (c. 1500) e nas obras dos portugueses Gaspar
Nicolas (1519) e Bento Fernandes (1555).

Uma das versdes apresentada por Chuquet tem o seguinte enunciado:

Exemplo (Problema do Appendice au Triparty): “Joseph durante o saque a cidade de
Josapata pelo Imperador Vespasiano, escondeu-se num celeiro com outros 40 Judeus
que estavam determinados, para ndo cairem nas maos dos Romanos, a cometer
suicidio. N@o querendo abandonar a vida, propds que formassem um circulo e que a
terceira pessoa, contando no circulo a volta, morresse, pela ordem que fossem
seleccionados. Por outras palavras, a contagem era: um, dois, trés e o terceiro morria,
quatro, cinco, seis, e 0 sexto morria, e assim sucessivamente. Onde € que ele, e 0 seu
companheiro, que queriam viver, se devem colocar, para assegurar que eram os dois
ultimos a serem escolhidos? ”

Luca Pacioli

Luca Pacioli nasceu em Burgo, por volta de 1445 e morreu em Roma, por volta de
1517, tendo ingressado na Ordem dos Franciscanos em 1470 (dai a designacdo habitual de
Frei Luca). Ensinou Matematica em varias cidades italianas.

A sua principal obra, Summa de arithmetica, geometria, proportioni et
proportionalita, foi impressa em 1494. Este extenso trabalho (com 616 péaginas),
compilado, durante 20 anos, a partir de varias fontes, pretendia ser um resumo da
Aritmética, Algebra e Geometria do seu tempo. E o primeiro trabalho abrangente que
surgiu apés o Liber Abaci, mas contém pouco de importante que ndo possa ser
encontrado na obra de Fibonacci, 0 que revela o pouco progresso da Matematica da
Europa Medieval durante quase 300 anos.

O avanco revelado pela Suma em relacéo ao Liber Abaci esta relacionado com a
utilizacdo de uma notacdo simbdlica mais significativa pois foi Pacioli quem introduziu,
pela primeira vez, os simbolos na algebra.
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Embora tenha pouca originalidade, a Suma teve grande importancia por ser uma
boa compilacdo da Matematica Elementar; circulou muito pela Europa, tendo
influenciado, de forma significativa, os matematicos dos seculos seguintes, como € o
caso do portugués Gaspar Nicolas.

Esta obra apresenta alguns problemas pouco comuns, incluindo também jogos de azar,
dos quais se destaca um dos primeiros problemas que pode ser considerado uma questéo
da teoria das probabilidades e que diz respeito a divisdo justa dos ganhos entre dois
jogadores quando o jogo é interrompido antes da sua conclusdo. O problema é colocado
por Pacioli, da seguinte forma:

Exemplo (Suma de Pacioli): “Uma equipa joga a bola, onde um total de 60 pontos sao
necessarios para ganhar o jogo e o prémio sao 22 ducados. Por algum incidente, ndo
podem terminar o0 jogo, e uma equipa tem 50 pontos e, a outra, 30. Qual a parte do
prémio que pertence a cada equipa?”

Conforme nota Burton (2006), “a forma do problema sugere que é de origem arabe,
embora ndo esteja contido no Liber Abaci de Fibonacci, que trouxe muitos enigmas
arabes para o Ocidente” (p. 445). Burton assegura, ainda, que a questdo ndo é original
de Pacioli, tendo j& aparecido em manuscritos matematicos italianos, de 1380.

A resposta de Pacioli para este “problema dos pontos” é que o prémio deve ser
dividido na proporcdo 5: 3, que corresponde a razao entre 0s pontos ja marcados.

No entanto, Cardano (numa obra de 1539) constatou que a resposta dada por
Pacioli estava errada e propds uma solucdo alternativa, igualmente incorrecta.
Posteriormente, Tartaglia (numa obra de 1556) apresentou outra solugdo, também
errada.

O “problema dos pontos” ou do “jogo interrompido”, como também ¢
conhecido, apareceu em muitos textos de aritmética até ao século XVI. Este problema é
tdo dificil que a sua solucdo (a proporcdo correcta é 7: 1) dada por Pascal, em 1654, é
considerado um avanco decisivo na histéria da teoria das probabilidades.

Muitos outros problemas interessantes e reveladores de um carécter ludico
aparecem neste trabalho de Pacioli, dos quais se destaca o seguinte:

Exemplo (Suma de Pacioli): “Um rato esta no topo de uma &rvore de dlamo de 60
y ~ , . 1
metros de altura e um gato esta no chdo ao pé do tronco da arvore. O rato desce > de

. . N . 1 ’ / . . 1
um pé em cada dia e, a noite, sobe A de um pe. O gato sobe 1 pé num dia e desliza " de

) . , 1 . .
um pé em cada noite. A &rvore cresce " de um pé entre o gato e o rato em cada dia e

1 , . .
encolhe gde um pé em cada noite. Quanto tempo o gato vai levar para alcancar o
rato?”

Este problema ¢ uma mistura de dois problemas muito conhecidos: o do “caracol
e 0 muro” e o “problemas das perseguigdes”. Fibonacci também ja tinha proposto um
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problema semelhante (que envolvia duas serpentes) mas, Pacioli, para complicar ainda
mais, acrescenta mais uma condicao: a arvore também cresce e encolhe.

Este enunciado mostra bem a falta de utilidade préatica deste problema, tendo
sido colocado apenas por diversdo e para desafiar a mente de quem o tentar resolver.

Uma outra obra sua, De Divina Proportione, foi muito popularizada por conter
varios desenhos de Leonardo da Vinci. Foi publicada em 1509 e dedica-se,
principalmente, a razdo de ouro (que ja foi referida quando analisamos a sucessdo de
Fibonacci).

Além destas duas, Pacioli escreveu mais duas obras pouco usuais em
Matematica. Uma delas era um livro dedicado ao Xadrez, o De Ludo Scacchorum que,
segundo Santos e outros (2007, Vol. VII), “nunca foi publicado e, até ha poucos meses,
julgava-se perdido” (p. 13).

A outra obra, que durante cerca de 500 anos s6 existiu em manuscrito, é o De
Viribus Quantitatis, um livro de Matematica Recreativa escrito por volta de 1500%°. Em
1998, Periani Marioni’® transcreveu este manuscrito, que pode ser considerada a
primeira edi¢do impressa deste trabalho.

O De Viribus Quantitatis que, segundo Singmaster (2008), significa O Poder
dos Numeros, é uma coleccdo de jogos e recreacOes matematicas que tinha como
objectivo ensinar Matemaética e evitar o aborrecimento de exercicios repetitivos que,
normalmente, apelam mais a paciéncia do que ao raciocinio.

Pela mesma razdo, outros autores, antes dele, fizeram o mesmo (como por
exemplo, Fibonacci ou Calandri). Mas, nos outros “trattati d’abbaco” (tratados do
abaco, que eram, na verdade, livros de aritmética) os problemas recreativos eram
colocados esporadicamente no texto, apenas para dar uma pausa a mente. Isto ndo
acontecia no manuscrito de Pacioli que era uma apresentacao sistematica de problemas
recreativos e, por isso, é considerado um verdadeiro tratado sobre o tema.

Apesar de ndo ter sido publicado, ha evidéncias de que serviu de inspiracdo para
outros trabalhos posteriores. Um trabalho muito popular em Matematica Recreativa é 0
Problemes plaisants et delectables de Bachet (a que, a seguir, serd feita uma breve
referéncia), que foi muitas vezes referido como o primeiro trabalho sobre aritmética
recreativa. Este trabalho de Bachet €, de facto, o primeiro livro sobre este tema a ser
impresso e publicado, mas a proeza de produzir a primeira coleccdo de problemas
ludicos pertence, na verdade, a Pacioli.

Pacioli ndo reclama originalidade, referindo que esta obra é uma colec¢éo, o que
nos leva a pensar que alguns dos problemas e jogos ja vém de outros trabalhos (como,
de facto, acontece). Além disso, como o préprio refere, alguns problemas foram
inventados pelos seus alunos, incentivados por ele.

Note-se que a Antologia Grega e os Problemas para estimular os Jovens de
Alcuino também foram trabalhos dedicados a Matematica Recreativa, mas foram

% As fotografias das suas paginas, com alguns comentérios, encontram-se em:
http://digilander.libero.it/maior2000/

" Luca Pacioli, De Viribus quantitatis, Mitelo, Ente Raccolta Vinciana, 1998.
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coleccdes pequenas (46 e 53 problemas, respectivamente), ndo tendo nada a ver com a
dimensao e aprofundamento do trabalho de Pacioli. Por isso, Singmaster (2008) defende
que o De Viribus Quantitatis “¢ o primeiro trabalho dedicado a Matematica recreativa —
sO que nunca foi publicado” (p. 89).

Este trabalho esta dividido em trés partes:
e Parte | — contém 81 recreacdes aritméticas’;
e Parte Il — contém 134 problemas geométricos e topoldgicos;

e Parte Il — contém centenas de provérbios, poemas, adivinhas e truques
de magia. E aqui que aparecem as primeiras referéncias a truques de
cartas.

Apesar de nem tudo ser original, é nesta obra que aparecem, pela primeira vez, alguns
dos problemas e puzzles que se tornaram classicos.
Comecemos por analisar alguns dos problemas originalmente colocados por Pacioli.

Aqui, aparece, pela primeira vez, 0 “jogo de uma pilha”. Este jogo ¢ parecido com o
NIM, excepto que se realiza com apenas uma pilha e ha um limite na quantidade que
podemos jogar.

No problema aqui proposto, 0s jogadores podem adicionar um numero (digamos de
feijoes), entre 1 e 6, e ganha o primeiro a chegar a 30 feij0es.

Este problema pode ser considerado o precursor de todos 0s jogos NIM.

Também foi Pacioli o primeiro a propor uma versdao impossivel do conhecido
“problema das vasilhas”.

Dada uma garrafa de capacidade A cheia de vinho, dividi-la ao meio usando garrafas de
capacidade B e C.

Pacioli propds varios problemas deste tipo, que ndo tém solucdo, como é o caso em que
(A, B, C) = (10, 6, 4) e sugeriu que esses problemas fossem dados aos idiotas, para se
entreterem!

N&o posso deixar de referir o seguinte problema que, apesar de néo ser tdo conhecido e
popular como a maioria dos problemas apresentados, é-me muito familiar. Descobri-o
guando realizei a minha tese de mestrado e, a partir de entdo, costumo propd-lo aos
meus alunos, ndo imaginando que ja tinha mais de 500 anos!

Exemplo (Problema do De Viribus Quantitatis): “Ligar os castelos A, B e C, com as
respectivas fontes, D, E e F, descrevendo trés caminhos que ndo se cruzam. ”

™ Mas, segundo Singmaster (2008, p. 93), nesta parte, estdo indexadas 120 recreacfes matematicas.
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Este problema é daqueles que se resolve por insight. Quem o consegue resolver, sente 0
mesmo que Arquimedes deve ter sentido quando proferiu a sua famosa exclamacao,
“Eureka! Eureka!”.

Na parte Il do seu trabalho, dedicada as adivinhas e truques, aparece, pela primeira vez
no Ocidente, o conhecido truque denominado “Adivinha¢do Binaria”, com o seguinte
enunciado:

Exemplo (Problema do De Viribus Quantitatis): “Encontrar uma moeda pensada
entre 16.”

E um truque muito simples e produz um 6ptimo resultado.
Consideremos os quatro cartdes com numeros, a seguir representados:

1 3 2 3 4 5 8 9
5 7 6 7 6 7 10 11
9 11 10 11 12 13 12 13
13 15 14 15 14 15 14 15

Apresenta-se estes cartdes a alguém; pede-se para pensar num numero entre 1 e 15 e
que diga, apenas, em que cartbes aparece esse numero. A partir dai, consegue-se
adivinhar o nimero em questéo.

O titulo do truque é sugestivo pois denuncia a sua base de funcionamento. Assim,
escrevem-se 0S numeros naturais, entre 1 e 15, em notagéo binaria. Por exemplo, 9 em
notacao binaria representa-se por 1001, ou seja, 1 X 23 + 0 x 22 + 0 x 21 + 1 x 2°. Os
numeros entre 1 e 15, em notacéo binéria, representam-se do seguinte modo:
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1=0001 2=0010 3=0011 4 = 0100
5=0101 6 =0110 7 =0111 8 = 1000
9 =1001 10 = 1010 11 =1011 12 = 1100
13 =1101 14 = 1110 15 =1111

Se compararmos, atentamente, os nimeros de cada cartdo com a sua representacdo em
notacdo binaria, veremos que 0s numeros do primeiro cartdo sdo os impares, ou seja, 0S
que, em notacdo binaria, terminam em 1. No segundo cartdo, estdo 0s nimeros cujo
segundo (da direita para a esquerda) digito binario € 1, e assim sucessivamente. Ora,
tendo em conta isto, basta ao “magico” somar 0s numeros do canto superior esquerdo
dos cartdes indicados pelo participante. Note-se que, em cada cartdo, 0s nimeros estéo
por ordem crescente.

Este truque pode ser generalizado para n cartdes, em que 0 nimero pensado tem de
estarentre 1 e 2™ — 1.

H& quem diga que esta ideia ja era conhecida no Japdo, no século X1V ou antes, embora
néo haja certezas.

Pacioli apresentou muitos outros problemas simples de adivinhacdo, alguns deles
baseados no Teorema Chinés dos Restos.

E também nesta parte do De Viribus que aparece a primeira adivinha do género: “Dois
pais e dois filhos fazem apenas trés pessoas. Como é possivel?”. Se pensarmos gque 0S
pais também sdo filhos, chegaremos a reposta.

Mas, nem tudo sdo ideias novas e ha aqui alguns problemas inspirados em trabalhos
alheios. Na verdade, ao analisar os problemas propostos no De Viribus, ficamos com a
ideia que Pacioli aproveitou algumas das ideias ja apresentadas, principalmente, por
Alcuino. Ora vejamos que assim é.

Pacioli deu varios exemplos de problemas do tipo “trés impares fazem um par”, que sao
problemas impossiveis. Como ja vimos, Alcuino ja tinha proposto um problema deste
género, nomeadamente, o problema 43 da sua coleccéo.

Num dos exemplos de Pacioli é pedido para distribuir 20 porcos por 5 pocilgas, com um
ndmero impar em cada uma.

Uma outra versdo proposta por Pacioli tem o aspecto de um jogo, e é colocada da
seguinte maneira:

Exemplo (Problema do De Viribus Quantitatis): “Coloca quatro pilhas, cada uma

com 1, 3,5, 7 e 9 ducats. Pede a uma pessoa para tirar 30 ducats de 5 pilhas. Se o
conseguir fazer, ganhara os 100 ducats. ”
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Outro problema, que também era original de Alcuino, ¢ o “problema do jipe”. Pacioli
apresenta quatro exemplos, encontrando a melhor solucéo para cada um deles.

Exemplo (Problema do De Viribus Quantitatis): “Como transportar o maior nimero
possivel de 90 macds de Sansepulcro para Perugia, que distam 30 milhas, sabendo que
como uma maca por cada milha que percorro e s6 posso levar 30 macas de cada vez. ”

Esta é, exactamente, a mesma versdo de Alcuino. Mas, ao contrario de Alcuino que deu
uma solucdo incorrecta, Pacioli da a melhor solugéo.

Na solugédo dada por Alcuino, o camelo leva 30 medidas de cereal por 20 milhas, deixa
10 e regressa, sem comer na viagem de regresso. Faz 0 mesmo mais duas vezes. Fica
com 30 medidas que tém que ser transportadas por 10 milhas, sobrando 20 medidas.

Para obter a solucdo dptima, o camelo leva 30 medidas de cereal por 10 milhas, deixa
20 e regressa, sem comer na viagem de regresso. Faz o mesmo mais duas vezes. Fica
com 60 medidas que tém que ser transportadas por 20 milhas. Depois, leva 30 medidas
por 15 milhas, em duas viagens, deixando 30 medidas de cereal. Finalmente, leva as 30
medidas, pelas 5 milhas restantes, e chega ao fim da viagem com 25 medidas de cereal.

Outro problema anéalogo:

Exemplo (Problema do De Viribus Quantitatis): “Como transportar 0 maior nimero
possivel de 100 pérolas por 10 milhas, sabendo que s6 posso levar 10 pérolas de cada
vez e que perco uma pérola por cada milha que percorro. ”

Novamente, Pacioli apresenta a melhor solucdo. Comeca com dez viagens de duas
milhas, ficando com 80 pérolas a 8 milhas do destino. Depois, faz oito viagens de oito
milhas, levando 10 pérolas em cada viagem e, assim, chega com 16 milhas ao destino.

Outro problema proposto por Pacioli € do tipo “a Maria e as mag¢as”. Embora este tipo
de problemas ndo tivesse aparecido no trabalho de Alcuino, ja era conhecido.

Exemplo (Problema do De Viribus Quantitatis): “O patrdo manda um criado
apanhar macés. Este assim faz mas ¢é assaltado, e roubam-lhe metade das macas que
trazia mais uma maca. Depois ainda foi assaltado mais duas vezes. Em cada assalto
tiraram-lhe metade das macas que trazia mais uma maca. Chegou a casa com uma
maca. Quantas macas colheu?”

Como ja foi referido, a melhor estratégia para resolver este problema é do fim para o
principio. Assim, se o criado ficou com apenas uma maca, antes do ultimo assalto teria
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4 macas. E antes do segundo assalto, devia ter 10 macés e antes do primeiro, teria 22
macas.

E como ja era de esperar, aqui também apareceu o conhecidissimo problema da
travessia do rio, também introduzido por Alcuino. Pacioli apresentou um problema que
envolve trés maridos ciumentos e trés mulheres e acrescentou que se o problema
envolvesse quatro ou cinco casais seria necessario um barco maior (que pudesse
transportar trés pessoas).

Gaspar Nicolas

O primeiro livro de Matematica, editado em Portugal em 1519, foi o Tratado da Pratica
D Arismetyca, de Gaspar Nicolas. Este Tratado mereceu grande aceitacdo em Portugal
e, por isso, foi reeditado em 1519, 1530, 1541, 1559, 1590, 1592, 1594, 1607, 1613,
1679 e 1716. As suas onze edi¢cbes mostram o seu valor e a duradoura influéncia que
exerceu no ensino da Matematica em Portugal.

Os portugueses renderam-se ao mérito deste livro pois constituia um excelente
manual de aritmética pratica, com os conteudos expostos de uma forma muito clara e
simples, sem enfadonhas teorias.

Conforme o proprio Gaspar Nicolas refere, foram utilizados alguns problemas
propostos por Pacioli; mas, a verdade € que também Pacioli aproveitou alguns
problemas de obras de autores que o antecederam, nomeadamente, de Fibonacci. De
facto, Pacioli retomou as doutrinas de Fibonacci, ampliou-as e divulgou-as. Por sua vez,
Gaspar Nicolas dedicou-se ao estudo dos problemas utilizados por Pacioli e a ele se
devem as primeiras referéncias, em Portugal, sobre este matematico italiano. S6 ha a
lamentar que Gaspar Nicolas s6 tenha valorizado a Aritmética e ndo tenha aproveitado
também a parte relativa & Algebra, presente no trabalho de Pacioli, para a dar a conhecer
aos portugueses.

Este trabalho tratava essencialmente de Aritmética, que era fundamental para a
pratica comercial. Inclui uma introducdo a numeracdo arabe e aqui sdo ensinadas regras
para somar, subtrair, multiplicar e dividir nimeros inteiros e fraccionarios, para extrair
raizes quadradas (com uma breve referéncia as raizes cubicas) de inteiros e para somar
algumas progressoes. S&o resolvidos muitos problemas, para o que sao utilizadas a regra
de trés, a regra da falsa posicao, etc.

Gaspar Nicolas apresentava as solugdes e a sua verificagcdo, sem deduzir os
métodos utilizados. Ndo eram fornecidas quaisquer propriedades dos numeros ou
operacdes, pois 0 objectivo era a mecanizagéo da resolucéo dos problemas.

Mas, para além de problemas de natureza comercial, com utilidade pratica,
continha alguns que s&o do tipo quebra-cabecas, o que faz ressaltar o caracter ludico.

Este tipo de problemas esta também presente noutras aritméticas do século XVI,
nomeadamente, na obra de Ruy Mendes (Pratica Darismética, que teve uma Unica
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edicdo em 1540), e no livro de Bento Fernandes (Tratado da Arte de Arismética,
editado em 1555).

E notdrio que estes matematicos se basearam nas obras dos seus antecessores,
tendo todos eles valorizado o aspecto ludico no ensino da Matematica; no entanto,
poucos foram os contributos originais. Conforme salientam Henriques e Almeida
(2004), “quer Ruy Mendes quer Bento Fernandes utilizam o mesmo tipo de problemas
que Gaspar Nicolas, mas também este ndo revela grandes inovagdes. Todos eles
incluiram problemas ludicos, presentes em obras anteriores, com manifesta influéncia
das obras medievais onde o Iudico tinha uma importancia fundamental” (p. 145).

Vejamos alguns problemas (classicos) que apareceram, de forma ligeiramente
modificada, em algumas aritméticas e nos quais € notério o caracter ladico (e a pouca
originalidade):

Exemplo (Problema de Gaspar Nicolas’): “Um homem vai de uma cidade para outra
em 6 dias e outro vem em contrario e da outra cidade para aquela donde partiu o outro
em 8 dias. Ora eu demando, em quantos dias se encontraram estes homens no caminho
e a quantas horas, sendo o dia de 15 horas?”

Existem intmeras versoes deste “problema das perseguicdes” que, normalmente,
envolve duas personagens, variando a direccdo e o sentido em que se deslocam.

Um problema deste género apareceu, pela primeira vez na Europa, na coleccdo de
Alcuino, correspondendo ao problema 26 (analisado anteriormente), tendo também
aparecido na Suma de Pacioli.

Também Bento Fernandes apresenta uma versdo do mesmo, muito andloga a de
Alcuino:

Exemplo (Problema de Bento Fernandes): “Uma raposa vai diante de um galgo 100
bracas e, cada vez que a raposa faz 4 bragas, o0 galgo faz 5. Pergunto, a quantas bracas
se juntardo ambos?”’

Outro problema existente no livro de Gaspar Nicolas ¢ do classico tipo “a Maria ¢ as
magas”, apresentado com um enunciado muito interessante:

Exemplo (Problema de Gaspar Nicolas): “Digo que um homem entrou numa lgreja e
ndo sabemos quanto dinheiro levava. Disse ao primeiro santo que lIhe dobrasse o
dinheiro que levava e lhe daria 12 reais e o santo Iho dobrou. Deu-lhe 12 reais e ficou-
Ihe ainda dinheiro. E dirigiu-se ao outro santo que lhe dobrasse o dinheiro com que
ficou e que lhe daria 12 reais. O santo lho dobrou e 0 homem deu-lhe 12 reais e ficou-
Ihe ainda dinheiro. E dirigiu-se ao outro santo que lhe dobrasse o dinheiro com que

2 Os problemas de Gaspar Nicolas e de outros autores portugueses da Europa Medieval, aqui
apresentados, foram retirados de (Lagarto, s/d).
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ficou e que lhe daria 12 reais. O santo Iho dobrou e 0 homem deu-lhe 12 reais e ndo lhe
ficou nada. Ora eu pergunto: quanto dinheiro levava este homem?”

Este problema corresponde a categoria de problemas que se resolvem do fim para o
principio. Como ja vimos, também foi proposto por Fibonacci e por Pacioli, no seu De
Viribus e a primeira versdo deste problema apareceu na China, no Nove Capitulos de
Arte Matemética.

Uma adaptacdo deste problema, feita por Bento Fernandes, é apresentada da seguinte
forma:

Exemplo (Problema de Bento Fernandes): “Um gentil-homem anda de amores com
uma dama e ndo pode haver dela seu desejo. E a dama lhe pede 9 macgés do jardim
d’el-rei e que aceitara o seu servico. E o gentil-homem se foi ao jardim e achou nele 3
portas e em cada porta esta um porteiro e o primeiro porteiro lhe disse que entrasse,
porém, que lhe havia de dar a metade de todas as macéas que trouxesse e mais 2 magas.
O segundo porteiro lhe disse que entrasse e que lhe havia de dar a metade das macas
que trouxesse e mais 3 macas. O terceiro porteiro lhe disse também que entrasse e que
Ihe havia de dar a metade das macas que trouxesse menos 4 macas. Pergunto: quantas
macas ha-de trazer este gentil-homem do jardim para que lhe fiquem as ditas 9 macas,
nem mais nem menos, dando a cada porteiro segundo o que cada um lhe pediu?”

Gaspar Nicolas apresenta uma versdo muito interessante de um tipo de problemas
conhecido pelo “problema das torneiras”, mas em que o contexto ¢ completamente
alterado; neste caso, esta relacionado com a navegacao, bem a prop6sito no inicio do

século XVI!

Exemplo (Problema de Gaspar Nicolas): “Uma nau vai daqui de Lisboa a ilha da
Madeira com trés velas que tem, desta maneira: com a primeira vela vai a ilha em
trés dias, com a vela mais pequena e com a outra vela maior vai a dita ilha em dois
dias e com a outra vela maior vai a ilha num dia. Ora eu pergunto, desferindo todas
as velas e sendo o mar e o vento todo da mesma maneira, em quantos dias estara esta
nau na dita ilha?”

Além de mostrar que a contextualizacdo dos problemas de Matematica ndo € uma moda
recente, este problema da que pensar! Sendo a distancia de Lisboa a Madeira cerca de
520 milhas nauticas (1 852 metros), seria possivel a uma nau percorrer aquela distancia
em 24 horas, ainda por cima com uma s vela? Para tal, teria que atingir uma velocidade
constante superior a 20 nos (20 milhas por hora).

Deixo a resposta aos especialistas de navegacdo a vela, mas parece que estamos diante
de uma contradicdo. Pelo enunciado contextualizado, parece que o autor ambicionava
representar uma situacdo da vida real, mas, ao mesmo tempo, as préprias condi¢des do
enunciado sdo pouco realistas.
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Na Europa, uma das primeiras versdes deste tipo de problema, em que o contexto é
totalmente diferente das classicas torneiras ou bicas que deitam &gua, foi a seguinte
versdo, incluida no Liber Abaci:

Exemplo (Problema do Liber Abaci): “Um ledo come uma ovelha em 4 horas; um
leopardo comé-la-4 em 5 horas e um urso, em 6 horas. Se se der uma ovelha aos trés,
quanto tempo demoraréo a devorarem-na?”

Bachet de Méziriac

Poeta e matematico da Academia Francesa, Claude-Gaspar Bachet, senhor de Méziriac
(1581-1638), publicou, em 1612, um trabalho sobre enigmas matematicos e truques que
serviram de base para quase todos os livros posteriores sobre recreagdes matematicas,
intitulado Problémes plaisants et délectables qui se font par les nombres.

Bachet publicou, em 1621, a sua traducdo, para latim, da Aritmética de Diofanto.
Esta traducdo ganhou fama porque foi nas suas margens que Fermat escreveu o Seu
“Ultimo Teorema”.

Este autor também é lembrado como um coleccionador de quebra-cabecas
matematicos, dos quais se destacam, os conhecidos problemas de travessia do rio,
quebra-cabecas sobre medicdes e pesagens e truques com numeros. Além disso,
também abordou os quadrados magicos, tendo mesmo inventado um método para 0s
construir.

Dos muitos problemas que poderiam ser destacados, saliento o seguinte:

Exemplo (Bachet”): “Encontrar o menor nimero de pesos que podem ser usados
numa balanca para pesar qualquer nimero inteiro de libras, de 1 a 40, inclusive, se 0s
pesos podem ser colocados em qualquer um dos pratos da balanca. ”

Este problema ja tinha sido proposto no Liber Abaci e no De Viribus, com uma ligeira
diferenca; tanto Fibonacci como Paciloi indicaram que estas pesagens tinham que ser
feitas com apenas quatro pesos.

Bachet constatou que:

0 primeiro peso tem que ser 1,
osegundo=1x2+1 =3,
oterceiro=(1+3)x2+1=09,
oquarto=(1+3+9)x2+1=27,
oquinto=(1+3+9+27)x2+1=281,etc.

73 Os problemas deste autor, apresentados neste anexo, foram retirados de (Bachet, 1884).
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Estamos perante a progressao geométrica
1,3,3%,.-,3"71, 3",

Seja S a soma dos primeiros n termos da progressdo, entdo temos:

donde 3" = 2S5 + 1.

Por conseguinte, 0s pesos que satisfazem a propriedade enunciada séo os da progressao
1,3,32%,...,3"71,3",

Neste caso, podemos usar apenas 4 pesos: 1, 3,9 e 27 libras, pois % = 40.

Se tivéssemos um quinto peso, o de 81 libras, ja poderiamos pesar qualquer quantidade

inteira entre 1 e 121 (= %)

Note-se que se 0s pesos sO pudessem ser colocados num dos pratos da balanga, a
solucdo seria obtida com sucessivas poténcias de dois.
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ANEXO B - REGULAMENTO INTERNO DA TURMA

Regulamento Interno de Turma, elaborado pelo 8°B, que se
compromete a seguir as regras definidas e a responsabilizar-se pelos seus
actos, recebendo com um “sorriso” a sangéo aplicada.

Os alunos da turma:

© N a w =

11.
13.
15.
17.
19.
21.
23.

Directora de Turma:
Contumil, 28 de Setembro de 2006

© o &~ D

12.
14.
16.
18.
20.
22.
24,

ESCOLA EB-2,3 NICOLAU NASONI
Ano lectivo: 2006/2007

REGULAMENTO INTERNO
DA TURMA 8°B

“Educai as criancas e nao sera preciso punir os homens.”

Pitagoras
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REGRAS A CUMPRIR DENTRO DA SALA DE AULA

12— Entrar na sala de aula de modo organizado e sentar-se no lugar.

22 — Ndo mascar pastilha elastica, gomas, rebucados, etc. (S6 é permitido
beber agua).

3% — Néo usar boné, chapéu, gorro, pala, etc.
42 _ Sentar-se correctamente na cadeira.

5% — Trazer sempre o material necessario (incluindo a caderneta) e manté-lo
organizado.

62 — Ouvir atentamente as matérias leccionadas e fazer os respectivos
registos sempre que o professor o pedir.

7% — Participar activamente nas aulas, realizando as tarefas propostas pelo
professor.

82 — Pedir autorizacao para se levantar do lugar, quando pretender colocar
o lixo no caixote, afiar um lapis, etc.

92 — Realizar os trabalhos de casa e apresenta-los na aula.
102 — Quuvir e respeitar a opinido dos outros.
112 — N&o perturbar o funcionamento da aula, distraindo os colegas.

128 — Participar nas aulas, pedindo a palavra e respondendo quando o
professor autorizar.

132 — Néo danificar o material escolar (riscar mesas, paredes, cadeiras).
142 — N&o deitar o lixo para o chéo e deixar a sala arrumada.

152 - Ter o telemdvel desligado durante a aula.

162 — SO tratar os colegas pelo nome proprio.

172 — Respeitar o professor, os colegas, os funcionarios e outras pessoas
gue entrem na sala de aula.

PENALIZACOES PARA QUEM NAO CUMPRIR AS REGRAS

San¢do 1: Quando infringir a 12 regra, o aluno devera sair e entrar
novamente.

Sangdo 2: Quando infringir as 28 3?2 42 52 62 72 e 82 regras, 0 aluno
deverd copiar 25 vezes a regra, que duplica se o aluno ndo o
fizer.

Sancdo 3: Quando infringir as 9% e 107 regras, o aluno devera levar um
recado na caderneta, a ser assinado pelo Encarregado de
Educacéo.

Nota: Relativamente a 9% regra, fica ao critério de cada professor mandar
recado ao primeiro ou terceiro incumprimento.

Sancdo 4: Quando infringir a 11% regra, o aluno devera levar um recado na
caderneta e, em caso de maior gravidade, sera marcada falta
disciplinar.

Sancdo 5: Quando infringir a 122 regra, o aluno, durante aquela aula, ndo
pode participar mais.

Sancdo 6: Quando infringir as 132 e 142 regras, o aluno devera limpar a sala
de aula.

Sancdo 7: Quando infringir a 15% regra, o aluno deverd entregar o
telemovel ao professor e levara recado na caderneta. Se o
problema persistir, o professor entregard o telemével a
Directora de Turma.

Sancdo 8: Quando infringir a 162 regra, o aluno devera pedir desculpa ao
colega e escrever 50 vezes a respectiva regra.

Sancdo 9: Quando infringir a 172 regra, o aluno devera pedir desculpa e,

mediante a gravidade do acto, podera ser marcada uma falta
disciplinar.
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ANEXO C.1 - FICHA DE TRABALHO N°1

Escola EB-2/3 Nicolau Nasoni Ano lectivo: 2006/2007
7he.  MATEMATICA - Ficha de trabalho n° 1
Nome:

NO: Turma: Ano: Data:

A HISTORIA DA MATEMATICA E O TEOREMA DE PITAGORAS

HISTORIA DA MATEMATICA NO EGIPTO

Papiro do Cairo

O papiro do Cairo encontra-se no museu do Cairo e data, provavelmente, do século Il
a. C. Contém 22 fragmentos que, combinados, ddo um papiro que deveria ter 2 metros
de comprimento por 35 cm de largura. O papiro contém 40 problemas, dos quais
podemos salientar 0s seguintes:

1. Uma vara de 10 cubitos tem a sua base afastada 6 cubitos. Determina a sua nova
altura e a distancia que o cimo da vara baixou.

2. Uma vara quando esta direita tem 10 cubitos, a sua base é afastada 8 cubitos.
Determina a sua nova altura e a distancia que o cimo da vara baixou.

3. Uma vara quando esta direita tem 10 cubitos. O seu cimo baixa 2 cubitos.
Determina o numero de cubitos que a sua base se afastou.

4. Uma vara quando estd direita tem 14,5 cubitos. O seu cimo baixa 4 cubitos.
Determina o nimero de cubitos que a sua base se afastou.

Nota: 1 cubito ~ 50 cm.

HISTORIA DA MATEMATICA NA BABILONIA

Placa BM 34568

Pensa-se que esta placa data do periodo que vai do séc. IV a. C. ao séc. 1 a. C. e é
proveniente da Babilénia. Contém 19 problemas alguns dos quais sdo sobre
“comprimento, largura e diagonal”.

5. 4 de comprimento, 3 de largura. Qual é a diagonal?
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Placa VAT 6598 e BM 9695

A placa VAT 6598 esta partida e, por isso, ndo se consegue ler a maior parte dos
problemas. Esta placa provém de Sipar, perto de Bagdade, e data do periodo que vai de
2000 a 1700 a. C. A placa completa deveria ter 25 problemas, mas apenas 19 foram
recuperados, dos quais onze sdo sobre construcdo de paredes e casas e oito sobre o
Teorema de Pitagoras.

6. Um portdo, de altura 40 e largura 10. Qual é a diagonal?

7. Se um portdo tem 40 de altura e a diagonal é 41,25, qual é a largura?

8. Alargura é 10, a diagonal 41,25, qual é a altura?

HISTORIA DA MATEMATICA NA CHINA

Nove Capitulos de Arte Matematica
Os Nove Capitulos influenciaram toda a matematica chinesa, tendo sido utilizado como
manual de ensino. Contém 246 problemas e esta dividido em nove capitulos, dai o seu
nome. Sabemos que representa o esfor¢o colectivo de muitas mentes matematicas, ao
longo de vérios séculos, mas ndo se sabe ao certo quando foi compilado pela primeira
vez, embora se pense que foi por volta do séc. Il a. C.

Os problemas do capitulo IX dizem respeito a aplicacdo da regra Gougu, versdo
chinesa do Teorema de Pitagoras, de que se apresentam alguns exemplos:

9. Dado um triangulo rectangulo, os comprimentos dos seus gou e gu sao,
respectivamente, 3 chi e 4 chi. Diz: qual é o comprimento da sua hipotenusa?

10. Dado um triangulo rectangulo, os comprimentos da sua hipotenusa e do seu gou
sdo, respectivamente, 5 chi e 3 chi. Diz: qual é o comprimento do seu gu?

11. Dado um tridngulo rectangulo, os comprimentos do seu gu e hipotenusa séo,
respectivamente, 4 chi e 5 chi. Diz: qual € o comprimento do seu gou?

Notas:

1. Gou e gu representam os catetos.
2. Chi € uma medida de comprimento chinesa que equivale a, aproximadamente, 23 cm.
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HISTORIA DA MATEMATICA NA INDIA

Lilavati de Baskara Il

Baskara nasceu em 1114, na india, e morreu, provavelmente, em 1185. Baskara
escreveu o Siddhanta Siromani , em 1150. O seu manuscrito esta dividido em diversas
partes das quais se destaca Lilavati (A Bela). O seu livro foi usado em toda a india,
tendo substituido a maior parte dos textos que eram utilizados até ent&o.

12. Descobre a hipotenusa se a base é 3 e a altura 4.
Se a hipotenusa e a base sdo 5 e 3, respectivamente, qual € o comprimento da altura?
Se a hipotenusa e a altura sdo 5 e 4, respectivamente, qual ¢é a sua base?

13. Se a base de um triangulo rectangulo é 12, descobre os nimeros inteiros que sdo a
sua altura e hipotenusa.

14. Se o quadrado da hipotenusa é 85 descobre os numeros inteiros que sdo 0s outros
lados.

HISTORIA DA MATEMATICA NA EUROPA OCIDENTAL

Abraham bar Hiyya
Abraham bar Hiyya, foi um matematico e astronomo judeu que viveu em Espanha, no
séc. XII.

15. Qual é o comprimento do lado de um losango, se uma diagonal é 16 e a outra 12?

Liber Abaci

Leonardo de Pisa nasceu em Pisa, por volta de 1175. Viajou pelo Mediterraneo (Egipto,

Siria, Grécia, Sicilia, Provenca), encontrando-se com estudiosos islamicos em cada um

dos locais que visitava e adquirindo, assim, o conhecimento matematico do mundo

arabe. Leonardo assinava Fillius Bonacci (fillho de Bonnacio) e, por isso, também é

conhecido por Fibonacci. O seu livro mais conhecido, Liber Abaci (Livro de Célculo),

foi escrito em 1202.

16. H4 um poste inclinado de encontro a uma certa torre, tendo 20 «pés» de
comprimento; a base do poste estd separada da torre 12 «pés». Procura-se, quantos
pés o fim do poste esta abaixo do topo da torre.

17. Num determinado chédo estdo dois postes, que estdo afastados 12 «pés». O poste
mais pequeno tem de altura 35 «pées» e 0 maior 40 «pés». Procura-se, se 0 poste
maior cair sobre o mais pequeno, entdo em que parte (do poste maior) tocara no
mais pequeno.

BOM TRABALHO!
A prof. Ida Gongalves
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ANEXO C.2 - FICHA DE TRABALHO N° 2

Escola EB-2/3 Nicolau Nasoni Ano lectivo: 2006/2007
7he.  MATEMATICA - Ficha de trabalho n° 2
Nome:
N°:  Turma:__ Ano: Data:

NUMERACAO BABILONICA

Os babilénios foram um povo da Antiguidade que viveu no Médio Oriente. Escreviam
os simbolos numéricos com caracteres cuneiformes, ou seja, em forma de cunha,
gravados em placas de argila que, depois, eram cozidas.

Tinham um simbolo diferente para a unidade e para a dezena e o nimero 60 escrevia-se
exactamente como o 1, o que para nds é muito confuso. Por exemplo, 61 escreve-se
como 2. Pensa-se que os babilonios sabiam distinguir o nimero a que se referia de
acordo com o contexto do problema.

O sistema de numeracdo babildnico, cuneiforme, utilizava dois simbolos para

representar os ndmeros:

A representacéo era feita do seguinte modo:

I T nr

=1 =2 =3, ..

- representa 1 - representa 10

Os babilénios usavam o principio da adi¢do na representacdo cuneiforme.

A partir de dez, vinha, por exemplo:

<T., <«

=23, ..
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|

. Representa em numeracéo babildnica os seguintes nimeros:
- 12;
- 35;
- 47,
- 85

2. Escreve na nossa numeragdo o0s seguintes numerais babilonicos:

&3
R ¢
i

Plimpton 322

Uma das mais conhecidas placas babildnicas é a chamada Plimpton 322, que data de
cerca de 1700 a. C. e cujo nome deriva do facto de esta placa ter o nimero 322 da
coleccdo Plimpton, da Universidade de Columbia, em Nova lorque.

Fig. 1 — Plimpton 322
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A tabela seguinte traduz o que esta escrito na Placa Plimpton:

2
b (Ej c a #
b

120 0.9834028 119 169 1
3456 0.9491586 3367 4825 2
4800 4601 6649 3
13500 12709 4
72 65 97 5
360 319 481 6
2700 3541 7
960 799 1249 8
600 481 769 9
4961 8161 10

60 45 75 11
1679 2929 12

240 161 289 13
2700 1771 14
90 106 15

1. Completa a 22 coluna (arredonda com 7 c. d.).

2. Compara as 12, 3?2 e 42 colunas. Consegues tirar alguma conclusdo?

3. Completa os espagos em branco.

BOM TRABALHO!
A prof. Ida Gongalves
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ANEXO C.3 - FICHA DE TRABALHO N°3

Escola EB-2/3 Nicolau Nasoni Ano lectivo: 2006/2007
7hse.  MATEMATICA — Ficha de trabalho n° 3
Nome:
NO: Turma: Ano: Data:
TANGRAM

O Tangram é um antigo jogo chinés formado por sete pecas: um quadrado, um
paralelogramo e cinco triangulos (dois grandes, dois pequenos e um médio), formando
um quebra-cabecas.

A publicacdo mais antiga com figuras do Tangram é chinesa e data de 1813, embora
nessa data o jogo ja fosse muito popular. Existem muitas lendas sobre a origem deste
puzzle, sendo uma delas a seguinte:

Conta-se que um dia, na China, ha 4000 anos, o Imperador Tan partiu o seu espelho
quadrado quando o deixou cair ao chdo. O espelho partiu-se em sete bocados. Tan,
apesar de um pouco aborrecido com a perda do espelho, descobriu uma forma de se
entreter construindo figuras e mais figuras usando sempre as sete pecas, sem as
sobrepor.

Este puzzle possibilita a construgdo de diversas figuras; actualmente existem cerca de
16000 figuras distintas que se podem construir com todas as pegas do Tangram.

1. Constréi um Tangram, em cartolina.

2. Com todas as pec¢as do Tangram constroi cada uma das seguintes letras.

3. Estas duas letras sdo geometricamente iguais, semelhantes ou equivalentes?

4. De entre as sete pecas que constituem o Tangram, indica:
a. dois poligonos geometricamente iguais;

b. dois poligonos semelhantes ndo geometricamente iguais;

C. trés poligonos equivalentes. A
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5. Os triangulos A e F sdo semelhantes? Qual a razdo de semelhanca do triangulo
pequeno para 0 maior? E qual é a razéo entre as suas areas?

6. Indica a &rea dos seguintes poligonos, tomando para unidade a &rea do triangulo
F:
a. quadrado;

b. tridngulo médio;

c. paralelogramo;

d. triangulo maior;

e. quadrado formado por todas as pecas.

7. Qual é o perimetro do tridngulo F se o perimetro do triangulo A for 48 cm?
8. Qual é a &rea do triangulo A se a area do triangulo F for 6 cm??

9. Qual ¢ a area do quadrado E se o quadrado grande, formado por todas as pecas,
tiver 32 cm de perimetro?

10. Qual é a area de C se a area do quadrado formado por todas as pecas for 196
2
cm*?

11. Demonstracdo do Teorema de Pitdgoras: Constréi dois Tangrans como esta
representado na figura e coloca-os no quadrado sobre a hipotenusa para
demonstrar a expressdo b? + ¢ = a-.

_\ ?

o

12. Utiliza a tua imaginacdo para criar figuras usando as sete pe¢as do Tangram.
Sugestdo: Cada aluno podera construir uma letra do alfabeto para que toda a turma
possa elaborar um cartaz alusivo ao Natal.

BOM TRABALHO!
A prof. Ida Gongalves
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ANEXO C.4 - FICHA DE TRABALHO EA

Escola EB-2/3 Nicolau Nasoni Ano lectivo: 2006/2007
ESTUDO ACOMPANHADO DE MATEMATICA
im% ﬁ Nome:
_ Turma: ___ Ano: Data:

SUCESSAO DE FIBONACCI
Nesta actividade vais resolver um problema colocado hd mais de 800 anos, por
Fibonacci.
“Um par de coelhos néo se reproduz enquanto néo tiver dois meses. Mas, logo que um
par tenha dois meses, ira reproduzir um novo par de coelhos em cada més.
Se comecgares com um par de coelhos recém-nascidos, quantos pares iras ter no inicio
de cada més seguinte?”

Completa a tabela seguinte:

MES PARES DE COELHOS TOTAL DE PARES

i

D

Casal novo ~ Casal adulto
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ANEXO C.5 - FICHA DE TRABALHO N° 4

Escola EB-2/3 Nicolau Nasoni Ano lectivo: 2006/2007
7hse.  MATEMATICA — Ficha de trabalho n° 4
Nome:
N°:  Turma:__ Ano: Data:

O TRIANGULO DE PASCAL E AS SEQUENCIAS

Existe um notavel arranjo triangular de nimeros conhecido dos matematicos desde ha
muitos séculos. Referido, pela primeira vez, em textos indianos do século Il a. C.
surgiu mais tarde em obras do matematico arabe al-Khayyam (1048-1123), do chinés
Yang Hui (1238-1298) e do italiano Tartaglia (1499-1557). No entanto, foi o estudo
exaustivo deste triangulo numeérico feito pelo matematico francés Blaise Pascal (1623-
1662) que fez com que o seu nome lhe ficasse associado.

O Triangulo de Pascal é formado por um conjunto de ndmeros, dispostos de forma
triangular, que verificam as seguintes propriedades:
» 0 primeiro nimero é 1;
» 0s numeros na extremidade de cada linha s&o 1;
» cada um dos restantes numeros € igual a soma dos dois nimeros imediatamente
acima.

2. Completa o seguinte Triangulo de Pascal:
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3. No Triangulo de Pascal podemos encontrar:

a. a sequéncia dos numeros naturais. Explica como.

b. a sequéncia dos nimeros triangulares. Explica como.

c. a sequéncia dos numeros quadrados. Explica como. (Sugestdo: concentra-te na
34diagonal.)

d. a sucesséo de Fibonacci. Explica como. (Sugestdo: considera a seguinte
figura:)

3. Ainda o Triangulo de Pascal.

a. Calcula a soma de cada uma das seis primeiras linhas do Triangulo de Pascal.
Que conclusbes podes tirar? Verifica se a conclusdo é valida para outras linhas
do triangulo.

b. Escreve uma formula que permita calcular a soma dos numeros de cada linha.
Qual é a soma dos nimeros da 152 linha?

H& indmeras regularidades que se destacam do Triangulo de Pascal. Observa, por
exemplo, 0 que acontece quando se escrevem 0S numeros correspondentes aos
algarismos em cada linha:

(linha 0) 1 1=11°
(linha 1) 11 11 =11t
(linha 2) 121 121 = 112

4. Calcula 11* e 11*. Compara os resultados obtidos com as linhas 3 e 4 do Triangulo
de Pascal. Que verificas?

5. Investiga 0 que acontece com as linhas seguintes? Consegues descobrir uma regra
que te permita escrever as poténcias de 11 directamente a partir de qualquer linha
do Triéngulo de Pascal?
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No Triangulo de Pascal também podemos observar alguns padrdes:

Padrdo do Stick de Hoquei

6. Que relacdo encontras entre 0s numeros que se encontram em cada Stick de
Hoquei? Consegues desenhar mais Sticks onde se mantenha essa relacdo?

Triangulo de Sierpinski

No inicio do século XX o matematico polaco Waclav Sierpinski (1882-1969)
estudou uma figura geométrica que ficou conhecida por Triangulo de Sierpinski e que é
um exemplo muito conhecido de um fractal. Esse fractal obtém-se do seguinte modo:

Passo 1 — Une-se 0s pontos médios dos lados do triangulo (equilatero) e retira-se o
triangulo médio;

Passo 2 — Aplica-se o0 Passo 1 a cada um dos 3 triangulos resultantes;

Passo 3 — Repete-se 0 processo até ao infinito (ou seja, até que ndo haja mais
espaco no triangulo para continuar).

AL G4
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7. Considera o seguinte Triangulo de Pascal. Pinta os triangulos que tém um nimero
impar. O que descobriste?

i ' h LA Aath Saad, Sk S 1k S an a1 /;\\

BOM TRABALHO!
A prof. Ida Gongalves
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ANEXO C.6 - FICHA DE TRABALHO N°5

Escola EB-2/3 Nicolau Nasoni Ano lectivo: 2006/2007
7hse.  MATEMATICA — Ficha de trabalho n° 5
Nome:
N°:  Turma: ___ Ano: Data:

MONOMIOS E POLINOMIOS

DEMONSTRACAO DO TEOREMA DE PITAGORAS

1. Considera a expressdo: (a + b)? — 4%.

1.1. Simplifica a expressao dada.

1.2. O que representa a expressao relativamente a
figura ao lado?

1.3. Usa a expressao para demonstrar o Teorema de
Pitagoras.

AINDA O TRIANGULO DE PASCAL

2. Observa a relacdo que existe entre o Tridngulo de Pascal e as poténcias de um
binémio.

1 (a+b)o =1
1 1 (a+b)t =1a+1b
1 2 1 (a+b)% = 1a2+2ab+1b2
1 3 3 1 (a+b)3 = 1a3+3a2b+3ab2+1b3
1 4 6 4 1 (a+b)* =
1 5 10 10 5 1 (a+b)s=
1 6 15 20 15 6 1 (a+b)e=

2.1. Que concluis?

2.2. Determina (a+b)#, (a+b)> e (a+b)e.
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A RESOLUCAO DE EQUACOES COM AL-KWARIZMI

Al-Kwarizmi foi um matematico &rabe que viveu no séc. IX. Com espantosa habilidade
e imaginacéo, inventou um processo para resolver certas equacoes do 2° grau.

3. Considera, por exemplo, a equagdo x* + 8x = 84.

EEER |
2x 1
Al-Kwarizmi construiu um quadrado de lado x ([—)
e, a par dos lados do quadrado, quatro S 2 —
rectangulos, cada um com 2x de area. x~ 2 * 2’?J
A érea desta figura é x? + 8x (8x = 2x + 2x + 2x + 2
2x) e deve ser igual a 84.
Seguidamente, construiu um quadrado como se Vé na 1
figura seguinte. 2
2

A érea da parte ndo sombreada é 16 (quatro quadrados VAR S B,
de lado 2). e &
A érea total deste quadrado é x? + 8x + 16, isto €, 2
x% + 8x + 16 = 100. o B

Entdo, o lado deste quadrado é 10.

3.1. Qual deve ser, neste caso, o valor de x?

3.2. Al-Kwarizmi ndo sabia tudo! Se fizeres x = —14 na equacdo dada, que
observas?

3.3. Usando o processo de al-Kwarizmi, descobre solucdes para as equacdes:

331 x> +4x =32

3.3.2 x%2 +12x = 28.

BOM TRABALHO!
A prof. Ida Gongalves
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ANEXO C.7 - FICHA DE TRABALHO N°6

Escola EB-2/3 Nicolau Nasoni Ano lectivo: 2006/2007
7'he.  MATEMATICA — Ficha de trabalho n° 6
Nome:
NO: Turma: Ano: Data:
EQUACOES

HISTORIA DA MATEMATICA NO EGIPTO

Papiro de Rhind

O papiro de Rhind tem 32 cm de largura por 513 cm de comprimento e contém 87
problemas. E datado de cerca de 1650 a.C., embora o texto diga que foi copiado de um
manuscrito, de cerca de 200 anos antes.

O papiro tem o nome do escocés Alexander Henry Rhind que o comprou, por volta de
1850, no Egipto. E também conhecido por papiro de Ahmes, o escriba egipcio que o
copiou. Encontra-se, actualmente, no Museu Britanico.

1. A quantidade e a sua 1/4 adicionadas dao 15. Qual é a quantidade?

2. A quantidade, a sua ¥z e a sua 1/4 adicionadas dao 10. Qual é a quantidade?

HISTORIA DA MATEMATICA GREGA

Antologia Grega

A Antologia Grega € uma coleccdo de epigramas (breves composi¢cdes poéticas)
recolhidas no século V d.C. O livro XIV contém problemas aritméticos, oraculos e
enigmas.

3. Neste tmulo repousa Diofanto.
Ah, que grande prodigio!
O timulo diz cientificamente a exacta medida de sua vida.
- Deus concedeu-lhe ser menino pela sexta parte da sua vida, e somando uma
duodécima parte a isto, cobriu-lhe as faces de pelos;
Ele acendeu-lhe a ldmpada nupcial apds uma sétima parte, e cinco anos apos o
seu casamento concedeu-lhe um filho.
Ai! Infeliz crianca tardia; depois de chegar a medida de metade da vida de seu
pai, o destino frio o levou.
Depois de se consolar da sua dor durante quatro anos com a ciéncia dos
ndmeros, terminou a sua vida.
Quantos anos viveu Diofanto?
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4.

Demochares viveu um quarto da sua vida como um menino,

durante a quinta parte como um jovem homem

e durante um terco como um homem,

e quando chegou a cinzenta velhice viveu mais treze anos.
Quantos anos viveu Demochares?

HISTORIA DA MATEMATICA NA INDIA

Ganita-Sara-Sangraha de Mahavira
Mahavira escreveu, no século IX, o tratado Ganita-Sara-Sangraha (Compéndio do
Célculo Essencial), que esta dividido em 9 capitulos.

5.

Um oitavo de uma coluna esta enterrada no lodo, a terca parte na 4gua, a quarta
no musgo e 7 hastas sdo visiveis no ar. Qual é o comprimento desta coluna?

Lilavati de Baskara Il

6.

... 0 colar do pescoco da esposa partiu-se. Um terco das pérolas caiu no chdo, um
quinto foram para debaixo da cama. A esposa apanhou um sexto e o seu amado,
um décimo. Seis pérolas ficaram no fio original. Descobre o nimero total de
pérolas no colar.

O amigo! Um sexto das abelhas de um enxame entraram numa flor de patali, um
terco foram para uma &rvore kadamba, um quarto voaram para a arvore de
mango e um quinto foram para uma arvore resplandecente com flores de
campaka. A trigésima parte foi para uma linda cama de 16tus a brilhar com os
raios de Sol. Se apenas uma abelha estiver a vaguear, quantas abelhas havia no
enxame?

HISTORIA DA MATEMATICA ARABE

Anania de Shirak
Anania de Shirak, nasceu na Arménia, no século VII. Um dos problemas por ele
propostos é o seguinte:

8. O meu pai contou-me a seguinte historia: Durante a famosa guerra entre 0s

Arménios e os Persas, 0 principe Zaurak Kamsarakan levou a cabo numerosos
actos herdicos. Trés vezes, num Unico més, atacou as tropas Persas. Na primeira
vez, derrotou metade do exército Persa. Na segunda vez, perseguindo o seu
objectivo, esmagou um quarto dos soldados. Na terceira vez, destruiu onze avos
do exército Persa. Os Persas que sobreviveram, duzentos e oitenta, fugiram para
Nakhichevan. E assim, deste resto, descobre quantos soldados Persas havia antes
do massacre.
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HISTORIA DA MATEMATICA NA EPOCA MEDIEVAL (EUROPA)

Alcuino de York

Alcuino de York nasceu na Gri-bretanha, em 735, e morreu em 804. E-lhe atribuida a
autoria de uma das mais antigas recolhas de problemas recreativos, intitulada
Propositiones ad Acuendos Juvenes (Problemas para Estimular os Jovens). Esta

coleccdo tem 53 problemas que se tornaram classicos.

9. Um certo rapaz dirigiu-se a seu pai, dizendo: “Saudaces, pai”. O pai respondeu:
“Que passes bem, meu filho, e que vivas trés vezes o dobro dos teus anos.
Depois, adicionando um dos meus, viveras até aos 100 anos”.

Quantos anos tinha o rapaz naquela altura?

Liber Abaci de Leonardo de Pisa

10. H& uma arvore, cuja ¥ e 1/3 estdo debaixo do solo; e sdo 21 palmi. Perguntamos

pela altura da arvore.

11. Também se te disserem que quando ¥ e 1/3 de uma arvore é adicionado ao
comprimento da arvore o resultado é 38. Qual € o comprimento da arvore?

12. A base de uma certa taca pesa um terco da taca inteira; o cimo pesa um quarto, o
resto pesa 15 pounds. Procura-se, qual € o peso de toda a taca.

Paolo Dagomari

Paolo Dagomari nasceu na Italia, em 1281 (1288?), e faleceu em 1367 (1368?).
Também é conhecido por Paolo Dell'abaco. E-lhe atribuido o Tratado de Célculo -

Trattato di tutta I'arte dell'abacho (de cerca de 1339).

13. Ha um peixe nadando num lago. A sua cabeca
pesa um terco de todo o corpo. O seu tronco
pesa um quarto do seu corpo e a sua cauda
pesa 9 oncas. Qual € o peso do peixe?
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fre~ ilhexng durte ® :
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e dlpefr o fince
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11 ¢ 2= etante pefe ruce

wrl‘- el pecndi oL 5 51

Fr‘hwrrrr‘r f'wapr' ot

Y- logualeree 5 oun
f h "“‘""“""" o g s :‘ Elowfimpefp 757 e43on—
"'7!"'?"'"7/ 7 domne= cix previats—-

BOM TRABALHO!
A prof. Ida Gongalves
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ANEXO C.8 - FICHA DE TRABALHO N°7

Escola EB-2/3 Nicolau Nasoni Ano lectivo: 2006/2007
7 MATEMATICA — Ficha de trabalho n° 7
g Nome:
N°: ~ Turma:__ Ano: Data:

O TEOREMA DE PITAGORAS E AS EQUACOES
HISTORIA DA MATEMATICA NO EGIPTO
Papiro de Cairo

1. Uma vara descaiu 2 cubitos quando a sua base se moveu 6 cubitos, determina a
sua altura inicial.

2. Uma vara descaiu 4 cubitos quando a sua base se moveu 10 cubitos, determina a
altura da vara.

HISTORIA DA MATEMATICA NA BABILONIA

Placa BM 34568

3. Uma cana est4 encostada a uma parede. Se desce [na parte de cima] 3 “metros” a
[parte de baixo] desliza 9 “metros”. Qual ¢ o comprimento da cana, qual ¢ a
altura da parede?

HISTORIA DA MATEMATICA NA CHINA

Nove Capitulos de Arte Matematica

4. H& uma corda pendurada do topo de uma “*{
arvore com 3 chi desta caidos no chéo. i
Quando € esticada, de tal forma que a sua
ponta toca o chdo, chega a uma distancia de 8
chi da base da arvore. Qual é o comprimento
da corda?

EERYF
BTy
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5. H& um bambu com 1 zhang de altura, partiu-
se e a parte de cima toca o chdo a 3 chih da
base do bambu. Qual € a altura da quebra?
Notas: 1 chih = 10 cun, 1 zhang = 10 chih
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HISTORIA DA MATEMATICA NA GRECIA

Diofanto

Diofanto (c. 250 d. C.) escreveu um livro, Aritmética, onde apresentava uma coleccao
de 189 problemas. Ele resolvia os problemas que envolviam varios nudmeros
desconhecidos expressando engenhosamente todas as quantidades desconhecidas,
quando possivel, em termos de apenas uma.

6. Para resolver o problema de encontrar dois nimeros cuja soma seja 20 e a soma
dos seus quadrados 208, Diofanto ndo designava 0s nimeros por x e y, mas

como10+xe 10 -x.

a. Mostra que a soma das expressdes utilizadas por Diofanto € igual a 20.
b. Encontra os nimeros que satisfazem o problema, procedendo como Diofanto.

HISTORIA DA MATEMATICA NA INDIA

Lilavati de Baskara Il

7. Diz-me, depressa, calculador inteligente, quais sdo as quantidades cuja diferenca
é oito e a diferenca dos seus quadrados € 400.

8. Se um bambu medindo 32 cubitos e estando em pé se partisse, num local, por
accdo do vento, e a sua extremidade encontrasse o chdo a 16 cubitos da base do
bambu. Diz, matematico, a quantos cubitos da raiz é que ele se partiu?

9. O buraco de uma cobra esta na base de um pilar que tem 9 clbitos de altura. Um
pavao esta empoleirado no seu cume. Vendo uma cobra, a uma distancia igual
ao triplo da altura do pilar, a deslizar para o seu buraco, precipita-se
obliguamente sobre a cobra. Diz depressa, a quantos cubitos do buraco da cobra
é que eles se encontram, se ambos percorrem uma distancia igual?
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10. Num certo lago, repleto de gansos rosados, podia-se e

ver, 0 topo de um rebento de I6tus um span acima da VMY’"W
superficie da &gua. Forcado pelo vento, avangou ’ '
gradualmente e foi submerso pela 4gua a uma distancia

de dois cubitos. Calcula, depressa, matematico, a }

profundidade da agua.

Nota: 1 span = % cubito.

HISTORIA DA MATEMATICA NA EPOCA MEDIEVAL (EUROPA)

Liber Abaci

11. Dois péssaros comecam a voar do topo de duas torres
a 50 “pés” de distancia, uma tem 30 “pés” de altura, a
outra “40 pés” de altura, comegando ao mesmo tempo
e voando a mesma velocidade. Chegam ao centro de
uma fonte entre as duas torres a0 mesmo tempo. A
que distancia esta a fonte de cada uma das torres?

HISTORIA DA MATEMATICA EM PORTUGAL

Gaspar Nicolas
No Tratado da Pratica D Arismetyca, do portugués Gaspar Nicolas, publicado em
1519, aparece o seguinte problema:

12. S&o duas torres, uma de 90 bracas e outra de 80 e
estdo arredadas uma da outra, 100 bracgas. E entre
ambas as torres esta uma fonte em tal lugar que
duas aves iguais a voar vém beber aquela fonte, e
cada uma das torres tem sua ave em cima, e partem ©3
ambas a0 mesmo tempo e chegam ambas ao
mesmo tempo a fonte. Demando quanto esta a fonte
arredada de cada torre?

BOM TRABALHO!
A prof. Ida Gongalves
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