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Sumario

O principal objectivo desta Tese ¢ a aplicacfio do software “The Geometer's Sketchpad™”
a Geometria do Ensino Secundario. Pretende-se a motivagiio dos alunos deste nivel de ensino
apresentando outra forma de aprender Geometria, facilitando a compreensio dos conceilos/mogdes ¢
a construgio, de forma simples, da verificagio/constatagfio dos resultados. Assim, com o propdsito
de cobrir toda a Geometria ensinada presentemente no Ensino Secundirio, temos neste trabalho,
cinco capitulos, desde algumas notas historicas - aspecto relevante hoje em dia nas aulas do ensino
basico ¢ secundério, passando pela trigonometria plana, geometria no plano ¢ no espago ¢ acabando
com sugestivas aplicagBes para o Sketchpad™, A tese é complementada com doze apéndices que

completam alguns assuntos/resultados.




Indice

LASta A& FIGUIAS «oiiiiii ittt ettt ee e Vi
LISta de TabElas .oooooiiiee et ettt ee e XV
Lista de FOITIULAS ©oovviriie ittt et ettt een et XVl
Convengdes, Notagdes € SIMBOIOS ...ooiiiiiiiii et xvili
PIEIACIO 1otvitireir ettt ettt e ettt e e et ettt aee e e en e e ene s XX11
AGIAQECITIEIIOS 1viiiiiiiieii ittt ettt ettt e re e e rearees XX1V

Capitulo 1 — A Geometria: Notas Histéricas

1.1 O mundo GTEE0 covivr ittt ettt e et 1
1.1.1 Das origens 4 Idade AUTEa ......co..oooivoiioieeooee oo 1
1.1.2 Os trés problemas classicos da geometria grega .oooovvvvveviieee v ceccvcniereene 4
11,3 A TTEZONOMIBLIIA .evoieieiiii ettt te sttt ettt e v e 6
1.1.4 Da Idade Aurea & Idade MEAIa ......co.covvecooroveoees oo 7

1.2 Idade Média € ReNaSsCIHTIETO cuoeiiiiiioit i crietr ettt 8
1.2.1 Da Idade Média ao Renascimento ......occoccocrnnnns e et eeans 8
1.2.2 O RENASCIMEINTO 1vieiiiiiirieeie i eiearee ettt ee e ere s et ste st seteetneereseaee 9

1.3 A Idade Moderna € CONEMPOIANEA «oeoviviioetirtes e ce e een ettt [1

Capitulo 2 - Trigonometria no Plano Euclidiano

2.1 DefiNIgBES GEIAIS ..ovviiiiiiieiiiiiiiier ittt s e e en bt ee e 22
2.2 Definigdes e relacio enire razdes ZONOMETICAS wvvvrvvviirveiriisiiiee e eeeens 23
2.2.1 Razbes trigonométricas num tridngulo rectdngulo ........ocooevvivivviiiiicniceen, 23
2.2.2 A Formula Fundamental da Trigonometria € outras ....oocevvevvvevvvncevsvncneneen. 25
2.2.3 ALl dOS SEIIOS oottt et bt e st 26
2.3 ANGUIOS € BICOS 1vv.rvvevteieesveeeeeeeees e ee sttt eee s seeeeee e esee e e neeeeend 27
2.3.1 Os angulos especiais: 30°% 45° e 60% ..o 27
2.3.2 Angulos € arcos generalizados ..........oerorrereereroeeeoees e et eenees oo, 29
2.3.3 Medidas de amplitudes de angulos e de arcos ....c..cvvvevvevvcenivie s 30
2.3.4 Angulos de amplitudes SUPEriores @ 360° ......o.ocivrreeoireeroneeoneerseriesesrreeesoons 31
2.4 Trigonometria num referencial ortonormado .....ocoovcvivviieiicoiiece e, 33
2.4.1 Coordenadas cartesianas € coordenadas polares ....ooooovvivieiiiiecvececir e, 34
2.4.2 O circulo trIZONOMEITICO tovvvi ittt e e s n e 35
2.4.3 Razdes trigonomeétricas num referencial ortonormado ...oovvveciceiiiininenn, 36
2.4.4 Razdes trigonométricas no ¢irculo (rigonometrico ..oovveiiiiicriceeeeen 39
2.4.5 Conservagiio das formulas trigonometricas .....ooovvveieivicriieeieee i, 43
2.4.6 Sinal das razGes trigonOMETICAS oovieiiieiiiiee it et eer e s e e e e 44
2.4.7 Variagiio das razdes trgonomETICaS . ovireiiriiviie et 45
2.5 FUNGOES (TTZONOIMICITICAS vveerreeeraertiirersiirersirsnsesasssresesisensanntessissessosssimmmessoonessoonessins 49
2.5.1 Estudo da fungio SEIO .iicviiiirriieee ettt e 50
2.5.2 Estudo da fungB0 CO-SEIO ittt 54
2.5.3 Estudo da fungfo tanZeIE vt 56
2.5.4 Estudo da fungfo Cortangente ..ot 59
2.6 Redugdo a0 1° qUAdIante ..o 61
2.6.1 Angulos COMPIEMEITLATES ....ocio.oieooo oot en e 61
2.6.2 Angulos que diferem de 1;- ............................................................................ 62
2.6.3 AnGUIOS SUPIEIMENIAIES ...vv..vvooeveeceeieeee e ees e 63
2.6.4 Angulos que diferem A& T ....co..iivveeeirees oot 64

ii



2.6.5 Angulos cuja soma é 52'1 ............................................................................... 65

2.6.6 Angulos que diferem de 355 .......................................................................... 66
2.6.7 ANGUIOS SIMIEITICOS 1.vovvrivreeeieee ettt ce ettt ee s 67
2.7 EQUacSes trIGONOMELIICAS .ovri vt eiteiae ettt ee e eaeae e s s 68
2.7.1 EQUAGDOES COIML 0 SCIIO .vviimiieriiiaeteeieverier et eece s acesansascensbeeeoa s e e enens 69
2.7.2 EQUAacOEs COM O CO-SEIIO ..viiuiiiiiiiiiei it ib e ninecn et oo eaee e saeas st eaeeeraas 72
2.7.3 Equacoes COmM @ tANZENTE ....ocii it irciires e e nsreerrerestiaas e e e e aeas 75
2.7.4 Equacies com a CO-TANZENTE ..iiviiiviiiiiiiieii e 77
2.8 APHCACTES PIAICAS (veuviriiireiiicer ettt e om et e e s e asereeae s ans 79
2.8.1 Definicdes e relagdo entre razdes rgonOMmMeEriCas .oovvvviireveeeieireneirennns 79
2.8.2 ANGUIOS € BICOS «oviveeeeeee oo e ettt 91
2.8.3 Trigonometria num referencial ortonormado .......oevvvvvciivcnineii, 96
2.8.4 Estudo das fungdes rigOnomeELTICAS ....oviiiiiriv e erecrreeeneceneerineee e 100
2.8.5 Reducio a0 primeiro qUAdrante .......c.ovvverioinireeienecencee e e 103
2.8.6 EqQUAacBes trIZONOIMELICAS 1ovvviciiieriieerierir et et tsteesteress e senaeateeneasaeas 107
2.9 Aplicagdes praticas no Sketchpad™ .......oiimim 110
2.9.1 Defini¢des e relagdo entre razdes trigoNOMELICaSs .oovvvvecrieiiiici e 110
2.9.2 ANGUIOS € ATCOS ovvviivrieerieirissereemsenees s ee st r et 113
2.9.3 Trigonometria num referencial ortonormado ... 114
2.9.4 GIATICOS iviiiiiiit i s 115

Capitulo 3 — Geometria no Plano

3.1 Transformagdes ZEOMEBIIICAS vvvvririiereevieeerarernrereesreenseresseseerseesressesssessessasssernes 117
311 DEEIMICOECS iiiiiriiie et rre et ae e et et e ettt e e et e e e nteeannnaens 117
3.1.2 TsOmetrias MO PIANO cvoiiiviiiiie et 120
3.1.3 Homotetias € semelNamgas oo e 125

3.2 Propriedades dos trIANZULOS «.ov.eoirciiiiiir e 127
3.2.1 DEfINIGHES 1oviiiiiiiiiieiicie ettt sttt a e et e 127
3.2.2 Propriedades com demonstragio .....cccovovieiiinonieriininie e 130
3.2.3 Congruéncias de triAnguIos .ot 134
3.2.4 Semelhanga de trngulos ..o s 136
3.2.5 O Teorema e PIIAZOTIAS voiiiiiiiiiieeiee ettt 137

3.3 POlIZONOS 1viieireie et e e s 139
LG T U B T ot T OSSPSR 139
3.3.2 ConstrugB0 de trIAnGUIOS oo e aes 142
3.3.3 Construgfio de poligonos regulares ......cocvvvriviiiiinn e 142
3.3.4 Construcio de poligonos estrelados ...o.cooocviiiiiiiiiiiee e 145

3.4 CAICULO VECTOTIAL 11.vversree ettt sttt e e st 146
3.4.1 Operagdes COM VECTOTES 1vviiriiriireiieeriiire e s cneenna e ereens s 146
3.4.2 VECtores COUMBAIES . oottt ettt se e s aees b e snr s 152
3.4.3 Angulo de dOis VECLOTES ....iviiveeriirciic it 152
3.4.4 Vector como combinagdo linear de Vectores ....ooiviiiieeciie e 153

3.5 Geometria analitica 10 plano ... 155
3.5.1 A recta orientada e distincia entre dois pontos da recta .......occeeevivvciniiinens 155
3.5.2 Referenciais cartesianos ortogonais € MOonomEriCOS o vriiinccciiieecinia 157
3.5.3 Conjuntos de pontos € CONGIGTES wviiveriiriiriniriirit et 158
3.5.4 Distancia entre dois PONTOS ..oociviviiiiiiciece e 163

3.5.5 Ponto médio de um segmento de reCta ...ooviiviiviiiiniiiinei e 164



3.5.6 Mediatriz de um Segmento A€ TECTA ..oovivviieiiiieet et ee e e ereere s 165

3.5.7 Circunfer&neia € Circtlo .o e 166
3.5.8 Componentes ¢ coordenadas de um vector numa base ......oococvvveiriecenennn, 168
3.5.9 Referenciais € VECLOTES ..ooivriiiiiie ettt et et 169
3.5.10 Igualdade e operagdes com vectores escritos BUMa base vooooveevvvevvinennn.., 171
3.5.11 Colinearidade entre doIS VECIOTES wvuvvvviiiecriiiiiicirieeee e e eees et 174
3.5.12 Norma, versor € Co-8en0S AIFECIOIES .vvverieerrereereeeeeseeeessee e 174
3.5.13 Projecgiio ortogonal de um vector SODIe OULIO «..veveeveeeeieeriiereeeceveeens 176
3.5.14 Produto interno de dois VECIOTES ..oviiiiiiiiiiives it ee e 176
3.5.15 Produto interno num referencial 0. M. oo, 180
3516 Estudo dareCta oo 181
3.5.17 Inclinagfo e declive de Uma reCta ....oovivvviiciiieccece et e e e, 190
3.5.18 Angulo de dUas TECIAS .....v.vveceeieeesieceeeeeeeeeee oo 191
3.5.19 Rectas paralelas ... 192
3.5.20 Rectas perpenaICUlAres ....iiiiiiiiccei it ettt eeanas 193
F.0 CONICAS weriiiieeei ettt ettt e bttt et ettt es et aeran 194
3.6.1 Estudo da eliPSe covvveiriiiiiiiiie e 196
3.6.2 Estudo da hipérbole ..o, et 203
3.6.3 Estudo da parabola .ot 207
3.6.4 Sumério das propriedades das CONICAS ....coveviieiiiccie e, 211
3.7 ApHCagBes PIALICAS ..vcviiiiiiieiiiir ettt e 211
3.7.1 Transformagses EOMEIIICAS «.viiieiiri ittt eieie ettt eee e eeseee e eereanes 212
3.7.2 Propriedades dos tANZulos ..o 215
373 POlIEOMNOS oottt 218
3.7.4 CAlculo VECIOTIAL c.ociiiiioii it ettt 221
3.7.5 Geometria ANAlIIICA ..ooovviviiiiirri et e vt 225
376 COTUEAS ettt ettt et ettt ea et st e st et eeenraeen 257
3.8 Aplicagdes praticas no Sketchpad™ ..., 261
3.8.1 Transformagdes ZEOMEITICAS . viviiiiiiiiiiiiit et 261
3.8.2 Construgfo de poligonos ..ot 262
3.8.3 Geometria ANAITICE .ooveeieci i en e 263
384 COMUCES viviviritieiirieii ettt sttt et e e st e et e ettt e b e eb ettt aeee e neesean 264
3.8.5 OULIA CONSIIUGAD 11ivverierearierieneeiienetiee ettt eeee e et ree et ste e s e ere e e eenenseeeseee s 268

Capitulo 4 — Geometria no Espago

AT POLEATIOS oottt a et 270
A1 T DEfINIEOES «.viveiiiieiiie ettt e eee e 270
4.1.2 POLEedros reGUIAIES .....ccviiiiiit it se ettt e 271
4.1.3 Poliedros arquimedianos .....ccvvernieiinoe et 279
4.1.4 Outros poliedros (Prisma, Antiprismas e Pirfmides) .....ccocovvevivviciiienneen. 282
4.1.5 Poliedros duais e solidos de Catalan ..o 289
4.1.6 SOLIAOS COMPOSIOS «onvvvieiei ittt ettt ettt et eree e 292
A 1.7 DEltaaros oo e e 292
4.1.8 Nio poliedros (Ciiindro, Cone e Esfera) ..........covvivvioiiie s 293

4.2 Geometria Analitica N0 ESPACO .ot e s a1 a e 295
4.2.1 Referencial Cartesiano .....covvviircimcinien it et eer e 295
4.2.2 Conjuntos de pontos € CONAIGBES .ooiviviiiiiiiiiie i e 299
4.2.3 Distancia entre dois PONLOS ..o s e 302
4.2.4 Ponto médio e plano mediador de um segmento ....c..cccovev v ioieeveeiee e, 304

4.2.5 Superficie esférica € esfera ..ot 307



4.2.6 Componentes e coordenadas de Um VeCtor ......ccvvciiieiniioiniiioieiiiieeeea. 308

4.2.7 Norma, igualdade € operagdes Com VECLOIES . .cveviivivvrrrerrsinrriirraeeeresen e, 310
4.2.8 VECtores COLINEAIES  1vovviivriarriiretiiresinetireesierersirestresecenss e ineeseesssassaeansesansses 312
4.2.9 Produto interno num referencial 0. 0. .o, 313
4.2.10 Vectores perpendiCUlAres .. .oivviveiiirinirese e enreenr e 313
42171 Estudo dareCta oo 314
4.2.12 Estiudo do PIaN0 oot 318
4.2.13 Posigdes relativas de rectas, de planos ¢ de rectas e planos ....occcvveevnnen. 321
4.2.14 Interseccio de planos e de rectas com Planos ...oovvvierriecoreinrreneerrnreesnans 324
4.3 AplicagBes PIALICAS .oivvviiicriiiiiin ittt 326
43,1 POIEATOS 1ottt e et ettt 326
4.3.2 Geometria ANAILICA oot e 338
4.4 Aplicagdes praticas no Sketehpad™ ... 360
O O o) e 5 (o L O PP 360
4.4.2 Geometria ANAIICA 1vivvveeecriee i a e e ee 361

Capitulo 5 — Outras Aplicagdes para o Sketchpad™

5.1 Problemas antiZ0S .o Tttt ane e 363

5.2 Problemas do plano € do €SPago ..o 373
5.2.1 Cortes em SOIIAOS it e 373

5.2.2 GEOMELITA NO PLATNIO ©ooviieiieiei ettt ettt eab et ere e 379

5.3 Aplicagdes a vida real € @ OULIas CIENCIAS ...eccvvirerreriirieeriiini et 385
Bibliografia € Referncias ... e 393
Apéndice I — Notas explicativas para “The Geometer’s Sketchpad™” ... 395
Apéndice I — Perspectiva Cavalelra ..o 407
Apéndice IIT — Teorema de Tales ... e s 411
Apéndice IV — Dedugio da férmula da area de um triangulo ... 413
Apéndice V — Programa de Matematica do Ensine Secundario ......covvvvcvvnncnninnconnrnenn. 414
Apéndice VI — Ficheiros SKetchpad™ ..o 417
Apéndice VII — Produto EXTEITIO toviiriiiiiiiiiii et 418
Apéndice VIII — Resolugio de Sistemas de EQUacdes ......ccccciiiiiiiiininonininnon, 420
Apéndice IX —~ Matrizes € Determinantes ......c..cccovvvviiiriiooniieeieies oo 426
Apéndice X — Simetrias de Rotagdes de Poliedros ..o 429
Apéndice XT — Poliedros ArqUIMEAIAN0S «..ooiviiiiviieoirreer et 432

Apéndice XII — Area da Superficie e Volume do Cone € da Esfera ......cccocovoveriveennnnnn. 437



Lista de Figuras

Capitulo 1

Figura 1.1 — Quadratura do CIrello ..o 5
Figura 1.2 — Duplicagfio do cubo ................ OO TU RO DT U OO OR OO 5
Figura 1.3 — TrisseCCao do ANZULO ..ottt e e ee et enes 5
Figura 1.4 — Teorema de DESAISUES ....iviiiiiiiit ittt e ettt et e ettt e e e, 14
Figura 1.5 — Geomietria Descritiva de MOTIZE oot 16
Figura 1.6 — Modelo da geometria de Lobatchevski oo, 18
Figura 1.7 —~ Modelo da geometria de reManiana ........c.oceoieriieeereeiieit e eseeese e eree e 20
Capitulo 2

FIGUIA 2.1 = ADGULO 1.ttt s et ee s e eeee st eee st res e r s sens s 22
Figura 2.2 — Elementos da CIrCUNTEIENCIA tivvviiiiiviii ittt e e e 23
Figura 2.3 — Elementos do CITCULO ..ottt 23
Figura 2.4 — Elementos dum trianguio reCtANGULO .....iooviiiiiii ittt e s 24
Figura 2.5 e 2.6 — Alturas num tridfngulo escaleno ..o, e 26e27
Figura 2.7 — Num tridngulo equilatero dois triangulos rectangulos ..vvvvviicciiceivceccs e, 29
Figura 2.8 ~ Trifingulo 180sceles reCtangulo ..ot 30
FIgUura 2.9 — ADGULO MU0 ov.vvuiececesrecie oot s et es e seere oo e e sse s es s 31
Figura 2.10 — ANQUIO de UM ITO w.vvoivieeeieeeeeeeeeeeee et eees et sees e 3]

Figura 2.11 — Arco de circunferéncia igual 20 SEU TAI0 ....oivviiveieeris ettt 32
Figura 2.12 — Reldgio de ponteiros € AngUI0S ..o eiiieiiiiisecseer e et eve s 33
Figura 2.13 — Referencial €. 0. 1 XOW oottt set e 34
Figura 2.14 — Coordenadas POLArES ......ccooiiiiiiie ittt ettt b s 35
Figura 2.15 — CIrculo de 1210 1 .ottt e 36
Figura 2.16 — Coordenadas polares/Cart@SIanas ... ..o ceiviieiireiiirie e ee s ebasveseenn 37
Figura 2.17 — Angulo/quadrante e as definicdes trigonomEIICAS ... irerrereesseeeeeeeesceeeseeereeneoe 38
Figura 2.18 — Ponto sobre 0 ¢irculo trZoROMELTICO .iovviiiiiieeiieeiie ettt 39
Figura 2.19 — Eixo das tangentes no circtlo frigonomeétrico ..o e 40
Figura 2.20 — Angulo do 2° quadrante € a sua taRZEITE ...........oweiveererieereieeereeesesereaeeeseesseereeeesesees 41

Figura 2.21 — Angulo do 3° quadrante € a Sua tangente ........co.vv.eveeivreveerseereereeeseoneerseesereseeseennes 4]

Figura 2.22 — Eixo das co-tangentes no circulo trigonometrico oo 42
Figura 2.23 — Circulo trigonométrico e dngulo do 1° quadrante ............cccovvviiiviiieninse e 43

Figura 2.24 — Sinal das coordenadas dum ponto e da razfo trigonométrica no circulo .oovvveneneen, 44
Figura 2.25 — Sinal, por quadrante, de cada razdo trigonomeétriCa ovumriivceeerieeerie e, 45
Figura 2.26 — Estudo da variagio da razio seno no circulo trigonométrico ..o, 46
Figura 2.27 — Estudo da variagio da razio co-seno no circulo trigonomeétrico .ooovivvvieeieinieenn, 47

Figura 2.28 — Estudo da variagio da raziio tangente no circulo trigonometrico oviiivvceeeveveenn. 48

Figura 2.29 — Estudo da variagio da razfio co-tangente no circulo trigonométrico ..o 49

Figura 2.30 — Triangulo de base 2 e um dos [ados 1 oo s 50
Figura 2.31 — Grafico da fungao SBNO ....ooiiiiiie ittt ettt 52

Figura 2.32 — Circulo trigonomeétrico € Semn (—X) = — SEI X wvrvirrerorereirainrenieeenneressnsrsiesseeenennas 54
Figura 2.33 — Grafico da fungio CO-SEIMO0 ...iviiiiiriiicii ettt et s 55

Figura 2.34 — Circulo trigonomeétrico € COS (=X) = COS X tvreirerirrineneieeiirrsireorsreeninrsssesssssssesssessneeins 56
Figura 2.35 — Grafico da fungfo 1angemnte ..ottt st 57
Figura 2.36 — Circulo trigonomeétrico € £2 (=X} = — T X oottt a e 59
Figura 2.37 — Grafico da funcfo CO-LANZENTE .oiiiiiiie ittt e et e e e st esee e, 60
Figura 2.38 - Circulo trigonométrico e reducio ao 1° quadrante .........ocvoveevvveveviees e 61

vi



Figura 2.39 — Angulos complementares 1o circulo trigonomeétrico .........ocovvvreiiiiinirecce 62

Figura 2.40 - Angulos que diferem de % 10 circulo trigonomeEtrico oo 03

Figura 2.41 — Angulos suplementares no circulo trigonométrico ....... e 64
Figura 2.42 — Angulos que diferem de 7 1o circulo trigonomeétrico .oooovooovrvoreeesescereeeeeeeeeenns 65

. - : .3 , . fo
Figura 2.43 — Angulos cuja soma é —;— no circulo trgoNOMEITICO oo e e 66
Figura 2.44 — Angulos que diferem de %t no circulo {rigonomELriCo oo 67
Figura 2.45 — Angulos simétricos no circulo trigonometrico ........comvevreerieensierinssesseesesss e 68
Figura 2.46 — No circulo trigonométrico: SeI X = 0 ..o e 69
Figura 2.47 - No circulo trigonométrico: Sen X = 1 ... 70
Figura 2.48 — No circulo trigonomeétrico: SEN X ™ —1 ... iiiviieriviiirierisei oo ses s siereesesesssrsesassaes 70
Figura 2.49 — No circulo trigonométrico: sem X = 0.5 e 71
2
Figura 2.50 — No circulo trigonométrico: sen x = — % ................................................................. 72
Figura 2.51 — No circulo trigonomeétrico: CoS X = 0 ...l se e 73
Figura 2.52 — No circulo trigonomeétriCo: COS X = I .ot cieeeie et e ane s ae s 73
Figura 2.53 — No circulo trigonometriCo: COS X = —1 iiiiiiiiiiiniioirireaniernnaiamee e e 74
. . . 3
Figura 2.54 - No circulo trigonométrico: cos x = T T 74
Figura 2.55 — No circulo trigonométrico: cos X = —0.5 . 75
Figura 2.56 — No circulo trigonométrico: t8 X =0 ..o 76
Figura 2.57 — No circulo trigonomeétrico: 12X = 1 e 76
. fo 3

Figura 2.58 — No circulo trigonomeétrico: tg x = m%_— ..................................................................... 77
Figura 2.59 — No circulo trigonomeétrico: Cotg X = 0 v 78
Figura 2.60 — No circulo trigonometrico: SO X = =1 ..ot 78
Figura 2.61 — No circulo trigonométrico: cotg x = N TS 79
Figura 2.62 — Escada encostada @ parede ..ot e 80
Figura 2.63 — Problema da escada do pintor no Sketchpad™ ... 80
Figura 2.64 — RECIANGUIO oo 81

FIGULR 2.65 — CUBO L1iviiitiriirietit vttt e ettt en e et e e ae e e s st e e ar e e et e et et ree e 82
Figura 2.66 — Secgfio no cubo por um plano que contém duas suas diagonals .......ccvveervecrvvinnnn g2
Figura 2.67 ¢ 2.68 — Medida do lado dum tridngulo equilatero inscrito numa circunferéncia . 83 ¢ 84
Figura 2.69 e 2.70 — Medida do lado dum quadrado equilatero inscrito numa circunferéncia ........ 84
Figura 2.71 — Pirimide quadrangular TeQUIAT ... 86
Figura 2.72 — Triangulo isdsceles de altura A ...ooociviviiiiniies e e 87
Figura 2.73 — Rectingulo de base 1 € altura Z......ocoiiiiiiiinii e g8
Figura 2.74 — Trapézio 1SOSCELES toriviiiiiitiiiiie it 89
Figura 2.75, 276 € 2.77 — Problema dos barcos ¢ os tridngulos nfio rectangulos ... 90 e 91

Figura 2.78 — Roleta das feiras pOPUIATES .....cviiriiiiin e e 94

Figura 2.79, 2.80 e 2.81 — Representagiio de pontos em coordenadas polares .........cccvvvvneen. 97 ¢ 98
Figura 2.82 — Principais angulos no circulo trigonometrico ..o 99

Figura 2.83 — Losango de Fado 1 .ot 100

Figura 2.84 — Projecg@io de um segmento de recta [AB] .o 102

Figura 2.85 — Angulos 1os 2°, 3° ¢ 4° quadrantes ... e 103

Figura 2.86 — Tridngulo de Jados 2 € 3 e 109

vii



Figura 2.87 — Pentagono regular inscrito numa Circtnferneia oo oo oo eevareare s 112

Figura 2,88 — ANGULO & 15° o.uoiiiiieiiiiee ettt ee et 113
Figura 2.89 - Arco de circunfergncia de 65% ..o 114
Capitulo 3

Figura 3.1 - Congruéncia de segmentos de recta, angulos € tridngulos ..........c.ocovvvvivveiriennans. 118
Figura 3.2 — RECta € dIFECCHO vviiviiiiieiei ittt et e et et e e e e rae s 119
Figura 3.3 — Segmento orlentado, segmento orientado equipolente e vector IVIe ...oovveevienne.. 119
Figura 3.4 — Transiagao de UM POMLO c.eovieciiieieeeee ettt et 121
Figura 3.5 — Translacfio de um segmento de TeCtA .....o.oivvviviiiiiieice et e e 121
Figura 3.6 — Transiac@o de um trANZUIO «oooivcivi e, 121
Figura 3.7 - Reflexao de um ponto ¢ de um segmento de recta .o 122
Figura 3.8 — Rotag&o de um ponto .....ocvvvvecviiecriiniiiennnnn, E UV P PO PR PP U PRRPRIPTUPPO 123
Figura 3.9 — ROtAgA0 de UMA TECIA .iviruiiiciiiece ittt rer et e e e s eeaes e eee s eaeean 123
Figura 3.10 — Reflex@io deslizante de WM PONLO ...coviviieiiiiis e en et e e ens 124
Figura 3.11 — Reflexo deshizante de um tri@ngulo .o 124
Figura 3.12, 3.13 e 3.14 — Homotetia de centro O e raz80 & ...co.oovevvvvveioinienncnciceena, 126 e 127
Figura 3.15 — Bissectriz, incentro € angulo externo de um trifngulo ..o 128
Figura 3.16 — Classificacdo de tridngulos quanto a0s 1ados ..o 128
Figura 3.17 — Classifica¢fio de tridngulos quanto aos AngUl0S .......c.ocoovovevviceviiir e 128
Figura 3.18 — No trifingulo: alturas/ortocentro; medianas/baricentro; mediatrizes/circuncentro . 129
Figura 3.19 — No tridngulo, um angulo externo € maior que o angulo interno niio adjacente ..... 131
Figura 3.20 — Num tridngulo, a lados congruentes opdem-se dngulos congruentes .................... 132
Figura 3.21 — Num tridngulo, ao maior lado opde-se 0 maior Angulo .....ocoeeevveeceeiiviincccieen 132
Figura 3.22 — Desigualdade triangular ...t 133
Figura 3.23 — Angulos alternos internos/alternados; angulos internos do mesmo lado ............... 133
Figura 3.24 — A soma dos &ngulos internos de qualquer tridngulo € 180% ..oooviiviiiiivccciiiieenn. 134
Figura 3.25 — Critério de congruéncia de triangulos: Lado — Angulo — Lado ..oo.ovevevrvvreererenne.. 134
Figura 3.26 — Critério de congruéncia de tridngulos: Angulo — Lado — Angulo vecvvvvveveorernennn. 135
Figura 3.27 — Critério de congruéncia de tridngulos: Lado — Lado - Lado .....cccooooeiiivviinnnn, 135
Figura 3.28 — Critério de congruéncia de tridngulos: Lado — Angulo — Angulo ..oo..vvveveverinnnn, 135
Figura 3.29 — Critério de semelhanga de tridngulos: Angulo — Angulo .o..ooeevrreveeroeneeeeeeenen. 136
Figura 3.30 — Critério de semelhanca de tridngulos: Lado — Angulo = Lado «..ocovreeveeerreenennn, 137
Figura 3.31 - Critério de semethanga de tridngulos: Lado — Lado — Lado ..ooocovveeveviiiieceen 137
Figura 3.32 — Teorema de PIAZOIAS ..ottt 138
Figura 3.33 — Demonstragio do Teorema de PItAZOTaS ...ocoviviieiieiiiiice e 139
Figura 3.34 — Linha poligonal € poligonos ... 140
Figura 3.35 — Pentdgono COnvex0 ITEZUIAT ..ot ettt ev et 141
Figura 3.36 — Hexdgono regular; estrela hexagonal e hexograma ........cc.oooooi oo, 141
Figura 3.37 — Construg@o dum tridngulo dados 0s seus 1ados ....cccveieeicvivciieciee e 143
Figura 3.38 —~ Construgio dum tridngulo rectingulo dada a hipotenusa e um cateto ..o 143
Figura 3.39 — Construcdo dum eneigono regular CONVEXO .ouiiiiiiiiieciiicir v e 144
Figura 3.40 — Construgdo dum heptagono regular conhecido 0 1ado ... 145
Figura 3.41 — Construgfio dum pentagono estrelado e de um octdgono estrelado regular ........... 146
Figura 3.42 — Soma de um pomnto Com UM VECLOT ..o..ooiiivuiirieiiiriieee et eae e 147
Figura 3.43 — SOMA A& VECLOTES 11v.viiviriiriirinieaiiiteeeveeieiesae et s ettt eb et e eae e eeeee et e eenran s 147
Figura 3.44 — Regra do paralelogramo para somar VECIOTES .......coovvvveeioeeeciresiien s sesnaea.s 148
Figura 3.45 — Soma de vectores paralelOs ..o 148
Figura 3.46 — A adigfio de vectores € COMUIAIVA Loeoiiviiiiiiiii ittt ceeeeer e e anae 148
Figura 3.47 — A adiglio de vectores € assoCiativa ..ot 149



Figura 3.48 — Adigio de um vector com 0 vector RULO w.ooviiiiii e 149

Figura 3.49 — Adigho de um vector com 0 Seu SHMNEITICO .ooviviiviirie it 149
Figura 3.50 — Subtracg8o de um VECIOr POT OUITO ..ovicvieeririeiisiies sttt e 150
Figura 3.51 — Ponto médio de um segmento de recta ....ocoovivvviicriiiciicce e 150
Figura 3.52 — Propriedade distributiva em relagio & adicdo de vectores ..ovviviiivevcviivcreiveeee. 151
Figura 3.53 — Propriedade distributiva em relago & adi¢8o de nimeros reais ...............coevenene. 151
Figura 3.54 - Propriedade associativa da multiplicaciio de um nimero real por um vector ....... 152
Figura 3.55 — Angulo de dOis VECIOTES ......ovvoivvuvitevssieeese et seeeae e ere e 153
Figura 3.56 — Combinagfo linear de dois VECIOTES wvoiviiiieoiei et 153
Figura 3.57 — Vector do plano como combinagio linear de dois outros vectores ..........coooeeeeenn. 155
Figura 3.58 — Recta orientada OU €1XO .t eiee et ettt et eee ettt eeenresseeanees s ereens 156
Figura 3.59 — Representacfio de pontos num referencial ¢. 0. n. ......... JE TP URRPRTOUIPRURON 157
Figura 3.60 — Recta vertical ¢ honzontal num referencial €. 0. 1. ..o 159
Figura 3.61 — Bissectriz dos quadrantes pares € fIPAres ......ovvviveererevreeieniiiiiis s s innann s 160
Figura 3.62 - Semi-recta e segmento de recta num referencial . 0. 1L vovveivviciiicecce v 161

Figura 3.63 — Semiplano fechado num referencial €. 0. 0. oovvveeiie i, 161

Figura 3.64 — Semiplano aberto num referencial €. 0. N v 162
Figura 3.65 — Semiplano num referencial ¢. 0. n.i y <X ......... PO ST PPR PPN 162
Figura 3.66 — Distancia entre dois PONIOS ..ottt 164
Figura 3.67 — Coordenadas do ponto médio de um segmento de recta .....ccooovvvvivveciiirecr e 165
Figura 3.68 — Mediatriz de um segmento de reCta ..ocvveiiviiiiiirierrieie e 166
Figura 3.69 — Recta secante, tangente ¢ exterior a uma circunferfncia .oooovvvvvvveeviieieveeneen. 167
Figura 3.70 — Circulo fechado num referencial €. 0. 11 .oooviiiiieiisininec e 168
Figura 3.71 — Coordenadas e componentes de um vector numa base ......oooovceveecivicevce e 169
Figura 3.72 — Referencial cartesiano ortogonal associado a uma bBase ....oovvveveevveercenineeenenn. 170
Figura 3.73 — Coordenadas de ponto e de vector em referencial ¢. 0. n. numa base ................ 170
Figura 3.74 — Soma de dois vectores NUMa DASE 0. 11 vovvivvrieeiieiie et 172
Figura 3.75 — Produto de um niimero real por um vector numa b. 0. 1 vooeiievcviiec e 172
Figura 3.76 — Soma de um ponto com um vector nUMa DASE 0. Tl .evcvvireiriiereieoiieieeeiee e 173
Figura 3.77 — Co-senos directores de U VECIOT ..oivviiioirieriorirereresiee e aes e eeesen e 175
Figura 3.78 — Projecgiio vectorial de um vector SOBIE QULTO .. .cccovviiiviieiriiieeiesiee s 177
Figura 3.79 — Projecgio da soma de dois vectores sobre OULIO ... 177
Figura 3.80 — Produto interno de dois vectores em relago ao angulo entre 0s mesmos ............. 178
Figura 3.81 — Equagio vectorial daTeCta ..ottt 181

Figura 3.82 e 3.83 — Equagfo vectorial duma semi-recta ....ccoovivivrvieciovicnisiiinsiceeeceeees e 182
Figura 3.84 — Equag#io vectorial da recta dados dois dos Seus pontos ......coococvveeeeiiececieviennenn,s 183
Figura 3.85 — Ordenada ¢ abeissa na origem duma reCta oo ee i 187
Figura 3.86 — Equacio reduzida da reCta .ot 189
Figura 3.87 e 3.88 — Familia de TECIAS ..ottt 189 ¢ 190
Figura 3.89 — Inclinaglo dUmMa FECTA ....iicviciiiriiiiri et e st n g 191

Figura 3.90 - Rectas paralelas t&m a mesma inclinago e declive ... 191

Figura 3.91 — Posi¢des relativas entre FECIAS ..ovii it se e eeeeeesa e 192
Figura 3.92 — Angulo de dUAS TECHAS .vvvuvvvvevveeverssessesssssssess s es st oeesee e esss s seeees 193

FIEUra 3.93 — CONE TEOTO 1oiviiuiiiiiiiiie ettt ettt es bbbt ee et 195

Figura 3.94 — Elipse, pardbola e hipérbole como secgdes num cone por um plano secante ........ 195

Figura 3.95 — Definigho de €lIPSE oot ettt aes et e 196

Figura 3.96 — Elementos da €liPSe .ottt ean e 196

Figura 3.97 — Elipse num referencial ¢. 0. n. € as suas direCtrizes ....coovvviiiioiiiiieeeeecr s 197

Figura 3.98 — Elipse com o eixo maior sobre o eixo dos yy € as suas directrizes .........occcoeuvinee, 200
Figura 3.99 ¢ 3.100 — Elipse a partir duma circunfer&ncia ....ooovvvrieeiienioiivnnsisccese oo 201

ix



Figura 3.101 — Focos duma elipse conhecidos 0s eiX0S Maior € MENor ..o.ovvee v, 202

Figura 3.102 — Construgiio duma elipse conhecidos 05 eiX0s Maior € Menor ....oovvvveeveevevvenrn, 202
Figura 3.103 — Elementos da hipErbole oo oo 203
Figura 3.104 — Hipérbole com os focos sobre 0 eixo dos xx € as suas ditectrizes voooonnnnnn.n, 205
Figura 3.105 — Hipérbole com os focos sobre o eixo dos yy e as suas directrizes .oovovverrvoroonn.. 206
Figura 3.106 — Construgio da hipérbole a partir da definicio ........covocvvcoroerioeeeee oo, 208
Figura 3.107 - Elementos da parabola ..o e 209
Figura 3.108 — Pardbola com 0 f0co no Semieixo PoSitivo dOS VY c..veveviceeieeereeeeseecsreeseseons 209
Figura 3.109 - Construciio da parabola conhecido o foco € & diteCtriz wvovvvverovesoeeeoeeee 211
Figura 3.110 — Translaciio duma Circtnfer8nCia .....ov.vveeeveereeesieee e eecece oo oo oo, 213
Figura 3.111 ~ Reflex&0 num espello (TECHAY vuveviii oot 213
Figura 3.112 — Simetria de pontos .....ccccoverenrevinrirnnn: VOO PUPI SRS 214
Figura 3.113 — Tridngulo equildtero inscrito num quadrado ....c.oooeeveeereeeeeeeeeeeeeroe 215
Figura 3.114 — Homotetia de razlio 0.5 oot 215
Figura 3.115 — Tridngulo equilAtero qUAIQUET .......ovveviieiiecet oo e, 216
Figura 3.116 — Tridngulo equilatero de 1ado dado ...ooooooiiiiioioicee oo 217
Figura 3.117 ¢ 3.118 — Tringulo: recta definida por pontos médios de 2 lados ¢ paralela ao 3°. 218
Figura 3.119 — Construgio dum pentagono regular inscrito numa circunferéncia .....o.oovoovoeo.. 219
Figura 3.120 - Inscrigio de hexdgono regular em circunferéncia e comparacio radiano/grau ... 220
Figura 3.121 - Construgio dum decdgono inscrito numa circunferéncia ¢ suas estrelacdes ....... 220
Figura 3.122 — Rectangulo dividido em quatro rectangulos geometricamente iguais ................ 221
Figura 3.123 — PeNtAZON0 FEZUIAT .. ovviiiitiriresit ettt oottt 222
Figura 3.124 - Os pontos médios dos lados dum quadrilatero definem um paralelogramo ........ 223
Figura 3.125 — TriAngulo e os pontos médios de dois dos seus 1ados ......ovvvvevrereesreris e, 223
Figura 3.126 — Trapézio e os pontos médios dos seus 1ados .........ovcoerieeiveeevoeeeeoeeoe o, 224
Figura 3.127 — Representagiio de pontos num referencial €. 0. D vovvvveeieeeeee oo, 226
Figura 3.128 — Semiplano fechado ..ot et 231
Figura 3.129 — Semliplano @Derto ..ottt 231
Figura 3.130 — Mediatriz dum segmento de TECTA .o..o..coiv oo ceee oo 232
Figura 3.131 — Circunfer&ncia num referencial C. 0. ML .oooovoveooe oo see oo, 232
Figura 3.132 - Circunferéncia centrada na origem dum referencial ¢. 0. M. cocvvovvvvvceeieeviinns 235
Figura 3.133 — Quadrado dividido em quatro partes geometricamente 1gUais ............oovvreveen.... 236
Figura 3.134 — Representagiio de vectores associados 4 b. 0. 1. canodnica .o..oveeevvevevreverevrseenn, 237
Figura 3.135 — Rectngulo num referencial ¢. 0. ML cvieieesceerieeesee e 238
Figura 3.136 — Translagdo dum rectdngulo num referencial €. 0. M. .o.oveveeeeeoeosoeeeoeeoo, 238
Figura 3.137 — Trifngulo e pontos médios de dois dos seus lados num referencial ¢. 0. n. ....... 241
Figura 3.138 — Vector num referencial €. 0. I ..ot 243
FIgura 3.139 — VECHOT SOMA wvovieviieeiiieiiesieiesee ettt et ee e ree e eas et e s e e e e ee e 244
Figura 3.140 — Triangulo num referencial €. 0. M oo oo, 245
Figura 3.141 — Circulo trigonométrico num referencial €. 0. . oo voverieeecereeeeeeeeeeeeee e, 246
Figura 3.142 — Norma da soma de dois VECIOrES .......ovoviviiiieieseeeeeiteee oo ee e ss e 247
Figura 3.143 ¢ 3.144 - Recta num referencial €. 0. 1 oo 245 ¢ 251
Figura 3.145 — Familia de rectas num referencial €. 0. 1. ..o, 252
Figura 3.146 — Recta secante a uma circunferéncia num referencial ¢. 0. 0. ovvovovoovereverevsenn.. 254
Figura 3.147 — Num referencial ¢. 0. n. um tridngulo e os pontos médios dos seus lados ......... 264
Figura 3.148 — Outra construgao da €liPSE vvovviriiieireieoeeoeee oo es e, 266
Figura 3.149 — Outra constru¢io da hiperbole ...t 267
Figura 3,150 — Outra construc@io da pardbola ..ot 209
Figura 3.151 - Construgdio das tangentes & circunferéncia por um ponto que lhe ¢ exterior ....... 269



Capitulo 4

Figura 4.1 — PLlanos SCCANLES .oooviiviirieoiiie ettt bbb ettt ar s 271
Figura 4.2 — Prisma trangUIAT ..ottt vttt e e eanes 271
Figura 4.3 — Tetraedro € a sua plamiflcagiio ... 272
Figura 4.4 -- Cubo ¢ a sua planificaglio ..o 273
Figura 4.5 ~ Octaedro e a sua planifiCaciio ...ttt 274
Figura 4.6 — Dodecaedro € a sua planificaglo oo 274
Figura 4.7 — Icosaedro e a sua planifiCa0A0 ..ot 275
Figura 4.8 — Pequeno dodecaedro estreiado .ot 278
Figura 4.9 — Grande dodecaedro ..o 278
Figura 4.10 — Grande dodecaedro estrelado ... 278
Figura 4.11 — Grande icosaedro estrelado ..o 278
Figura 4.12 — Prisma hexagonal € antIPriSINa ..o v oieoeiiereiesniinssss e et eeseaeseteseessieeeres 280
Figura 4.13 - Vértices de poliedros arquimedianos ......ooovveviiiniiiiice e 280
Figura 4.14 — Prisma recto € 0BIQUO «.iiiiiiiicicece et 284
Figura 4.15 — TI8S PriSMIAS FECTOS «ovviiiiiiiiriiiiiise ettt ettt e sss s arestssaes e ae e areeabeeas 284
FIQUra 4.160 — ANUPTISITIAS 11veviirieeieeriietie et eearses i e e eea st esee s eraesseassateassesseaeesesssaseeteassesseres s 285
Figura 4.17 — PITAMIAES .1ooiviiiiriircrerreeseeree e e e e 287
Figura 4.18 — PIrAmides reQUIATES ......ooviiviiiiii ittt 287
Figura 4.19 — Tronco de PIFAIMIAES .oo.ciiiieiieiir ettt r e s 289
Figura 4.20 — Pirdmides “InSCrifas” N0 CUDO ccocviviiieiorecrinrs sttt 289
Figura 4.21 — Poliedros dUals ...t 291
Figura 4.22 - SOLIA0S COMPOSIOS w.viiiriireiieiiiei ettt ettt eae e 291
Figura 4.23 € 4.24 — Deltacaros .ottt 292 e 293
F1gura 4.25 — CLHINATO 1.iiiiiiiei et eb ettt eaa et eneern 293
FIGUIA 4.26  COME 1.ttt bttt b e et e b ettt bt e st s e e e e s e ste e e saesaraneon 294
FIGUIA 4.27 — ESTBIA 11ovviiiiie ettt e s et ettt e et e reert e areen e sae s e e 295
Figura 4.28 — Referencial ¢. 0. n. tridimensional ....o.oceoireiieiceiiie e 296
Figura 4.29 - Representagfio de pontos em referencial ¢. o. n. tridimensional ...........c.ocoocvveinnn. 297
Figura 4.30 — Planos ortogonais aos eixos em referencial ¢. 0. n. tridimensional .........o..oveeevnee. 298
Figura 4.31 — Espac¢o dividide em 01f0 OCIANIES ...ooiiiiiiiiiiiiir et e 298
Figura 4.32 — Simétrico de um ponto relativamente a outro ponto, a uma recta ¢ a um plano .... 299
Figura 4.33 — Planos paralelos 20 plano XOY ..., 300
Figura 4.34 — Planos paralelos a0 plano YOZ ..o e 300
Figura 4.35 — Planos paralelos a0 plano XOZ ..o 301
FIUIA 4.30 — PIANO ¥ = X 1oriviiii i et er e te e a e s e s s be e b s ea e bbb ene st e e en e s re s e 301
F1ZUTa 4.37 — SEMIESPAGOS eiivititiriir ettt ettt ea e b ettt e ettt ab et 303
Figura 4.38 - Rectas paralelas aos eixos coordenados num referencial tridimensional ............. 303
Figura 4.39 — Paralelepipedo num referencial tridimensional ..., 304
Figura 4.40 — Ponto medio de um segmento de recta num referencial tridimensional ................ 303
Figura 4.41 — PIano mediador ..o 307
Figura 4.42 - Ponto da superficie esférica, ponto interior e ponto exterior & superficie ............. 307
Figura 443 — ESTEra oottt eae s 308
Flgura 4.44 — EXtErior da @STRIA . .cvvovviiiiieeiriinis e ireirs et sre st st esie s be e e ere s e e 309
Figura 4.45 - Coordenadas e componentes de vector em b. 0. n. em referencial tridimensional . 310
Figura 4.46 — Planos estritamente paralelos e planos coincidentes ..., 323
Figura 4.47 — Planos perpendiculares € planos obliquos ........coovvcvoviviriinin e 323
Figura 4,48 — Rectas paralela em sentido lato € em sentido estrito a plano ..., 323
Figura 4.49 — Recta concorrente e perpendicular a plano ...t 324
Figura 4.50 — Intersecco de 18 Planos ..o e 324

X1



Figura 4.51 — Posi¢des refativas de trés planos .o 325

Figura 4.52 — Tetraedro insCrito NUMT CUDO ...t eer e 327
Figura 4.53 — Octaedro inscrito NUM CUDO oottt 328
Figura 4.54 - Piraimide quadrangular ..ot e 330
Figura 4.55 — O cubo e o stella octanguila ..o 331
Figura 4.56 — Angulo diedro do stella 0CtaNGUIA ..vivieiieeeeeceee e 331
Figura 4.57 — Octaedro 1nserito num etraearo ..ot 332
Figura 4.58 — Cubo centrado na origem dum referencial ¢. 0. n. tridimensional ...............c..o.v.e 334
Figura 4.59 — Paralelepipedo em P. C. (30°% 50%) oo 334
Figura 4.60 — Planificacio de parte dum paralelepipedo ..o, 335
Figura 4.61 - Perspectiva de um antiprisma quadrangular regular e a sua “planta™ .................... 336
Figura 4.62 — Cubo de diagonais da base nos eixos dos yy € xx em referencial tridimensional . 339
Figura 4.63 — Cubo que verifica a condiglo: -2 S X <2 A-25y<L2A-2<252 i, 341
Figura 4.64 — Paralelepipedo de dimensdes 2x5x3 com vértice na origem dum referencial ....... 342
Figura 4.65 — Plano mediador de segmentos de recta em referencial tridimensional ..........co..o..... 343
Figura 4.66 — Superficie esférica de centro (2,2, 2) € 1210 3 oivvvivvevie v 345
Figura 4.67 — Esfera de centro (2, 2, 2) € TAIO 3 .o oiiiiiiiiieciieci e eve s 346
Figura 4.68 - Paralelepipedo com arestas sobre os eixos xx, yy e zz dum referencial ............... 350
Figura 4.69 — Pirdmide quadrangular regular com arestas da base sobre 0s €ixos xX € vy ..., 351
Figura 4.70 — Pontos em referencial ¢. o. n. tnidimensional «...ooovvieeic e 362
Capitulo 5

Figura 5.1 — Quadrilatero convexo nscrito numa CircUnfer&ncia ..o enrieiineieieieeveseens 364
Figura 5.2 — Centros de tridngulos equilateros de lado comum com tridngulo é um equildtero .. 365
Figura 5.3 — Segmento de recta dividido em partes GeSIZUALS ..ocoovvieeiirieiiieiiccc e 367
Figura 5.4 — Construgdo dum segmento de recta a partiy doUtro ..ocvireeiiricrinneireerenire e eeer e 367
Figura 5.5 — Construcio do rectingulo de OUID ..o 369
Figura 5.6 — Rectangulo de ouro de altura igual ao segmento dureo da base ........cccvvvvecriennenn. 369
Figura 5.7 — Em pentagono regular de lado 1, a sua diagonal € o numero de ouro @ ................. 369
Figura 5.8 — Area dum tridngulo a partir dos seus lados e do seu perfmetro ........o.ccovevvvvcevrnnnnn. 371
FIgura 5.9 — TeIFAGAIO 1oviiiiiieriet ettt et et et ra ettt et et n e s e srae e s nne s reneeenee 373
Figura 5.10 — Secgio no tetraedro por Wm plano ..o e 374
FIZUER 5. 11 — DO 1ottt ekt e e et e e e e a e r e a et 374
Figura 5.12 — Prisma fanGULAL ..ottt 375
Figura 5.13 ~ Secgfio no prisma trianguiar por Um plano ..., 375
Figura 5.14 — Cubo em P. C. (307 50%0) viiviioiiieiirierresie it eae s sea e snae e 376
Figura 5.15 ¢ 3.16 — Num tridangulo equilatero o seu centro ¢ um tergo da sua altura ....... 376 ¢ 377
Figura 5.17 — Sec¢do num paralelepipedo por um plano ... 378
Figura 5.18 — Rectangulo de fado dobro do outro fado ... 380
Figura 5.19 - Recta tangente a uma circunferéncia num referencial ¢. 0. n. X0y coooeeriininnn. 381
Figura 5.20 — Semicirculo num referencial ¢. 0. 1. XOY oovviiiiiiiiiiece e 383
Figura 5.21 — Parte do circulo em referencial ¢. 0. 0. XOY oo e 384
Figura 5.22 - Corpo a cair num plano inclinado a 30% ... 385
Figura 5.23 € 5.24 — Dep0sito ellindriCo .o 386
Figura 5.25, 5.26 ¢ 527 — Trifngulos cujos vértices sdo pontos a distdncias inacessivels .. 388 e 389
FIgura 5.28 — AIVOLe fTACLAL ..ov.vviicsosieoss oottt e ss st 390
Figura 5.29 — Quadrados inSCritos UNS NOS OUITOS ..iiverivriiiiriiercrene et nrereais e e eenene 391
Figura 5.30 — LOCOMIOIVA .oiiiviiiie ettt et e e e ae e e 392

xil



Apéndice 1

Figura 1.1 — Janela principal do Sketchpad™ ... s 396
Figura 1.2 ~ Menus File, Edit € DISPIay vt s 399
Figura 1.3 — Menus Construct, Transform € Measure ..o 401
Figura 1.4 — Menus Graph, work e Help ..o e 404
Figura 15 — Caixa de diZlOZ0 ...ttt 404
Figura .6 — Alguma opcdes do Menu Measure ...t 404
Figura .7 — Janela de rotinas € dum ficheiro SCrIPL .covverieiiiiiiicieine et 405

Apéndice I1

Figura II.1 — Projecco central dum quadrado ... 408
Figura I1.2 — Projeccio paralela dum quadrado ... 408
Figura I1.3 — Projec¢do paralela ortogonal / projeccéio paralela obliqua ..o 409
Figura I1.4 — Perspectiva cavaleira QUITI CUDO i 410
Figura II.5 — Perspectiva cavaleira dum cubo de trés modos diferentes ........ccoooveiieieiinnnninn, 410
Apéndice IT]

Figura II1.1 — Axioma de SemeINAnta ..ooooveiiieeiiit e T e e anee 411
Figura L2 — Teorema de Tales ..o et 412
Apéndice IV

Figura IV.1 — Decomposi¢d0 de um POLIZON0 wovoiiiiiiiiiiiiicicrcr ettt 413
Figura IV.2 — Rectingulo de base b e altura 1 ... 413
Figura IV.3 — Paralelogramo de base & € 8ltura /i ..o 413
Figura IV.4 — Trifingulo de base & € altura 2 ..ot 413
Apéndice VII

Figura VILT — Proditto @XEEITIO t.uviiiiiiiiiii ittt et a e nre e ene e eene s 419
Figura VIL2 — Sentido do produto eXIEITIO .ooee ittt e 419
Apéndice X

Figura X.1 — Eixos de rotacdo por centros de faces opostas e por vértices opostos do cubo ...... 429
Figura X.2 — Eixos de rotagio por vértices opostos e por centros de faces opostas do octaedro . 430
Figura X.3 — Eixos de rotagdio por pontos médios de arestas opostas do cubo e do octaedro ..... 430

Figura X.4 — Eixos de rotagdo por pontos médios de arestas e por vértice e centro do tetraedro . 430

Apéndice X1

Figura XI.1 — Troncotetraedro ou tetraedro truncado ... 432
Figura X1.2 — Troncoctaedro ou octaedro truncado ..o eneens 432
Figura X1.3 — Troncoicosaedro ou icosaedro truncado ..ot 432
Figura X1.4 — Troncocubo ou cUbo rUNCad0 ..ooieeiiiiiiii e 433
Figura XL.5 - Troncododecaedro ou dodecaedro truncado ... 433
Figura X1.6 — ROmbICUDOCIAEATO ©uoiviviieiiiiicriieie e e 433
Figura X177 — CUDOCEAEATO 1vooiioeiiei ettt et et as s ebe et n et ene b benes 434
Figura X1.8 — IcoSIAOAECAATO 1viviiveriviiieerie ettt ettt et 434
Figura X1.9 — Cubo achatado / rombo ou cuborrombo ..o 434
Figura XI1.10 — Dodecaedro achatado / rombo ou dodecaedrorrombo .......ocvvviivicinnniiiinnin 435
Figura X1.11 - Troncocuboctaedro ou cuboctaedro truncado ..o 435
Figura X1.12 - Troncoicosidodecaedro ou icosidodecaedro truncado ..., 435
Figura X1.13 — Rombicosidodecaedro ...t e e 436



Apéndice XII

Figura XIL1 — Trapezoide ..ottt 438
Figura XI1.2 — Cone gerado por um trapezoide ...ooivviivieiiici et 438
Figura XIL3 -- Esfera gerada por um semICiretio .....ociiniiceiiiiicciece 438

XIv



Lista de Tabelas
Capitulo 2

Tabela 2.1 — Valores das razdes trigonométricas dos dngulos: 30°, 45°¢ 60° .ooiviviivinccvecininn 30
Tabela 2.2 — Valores das razdes trigonométricas dos angulos: 0°, 90°, 180° e 270° .................... 39
Tabela 2.3 — Vartagdo das quatro razdes trigonometricas principais ....oueeeoioeieerereeesieneneeenns 48
Tabela 2.4 — Seno de alguns dngulos internos dum tridngulo ..o 51
Tabela 2.5 — Variagio do sinal da funcfo SEN0 ..ot 52
Tabela 2.6 — Monotonia e extremos da funcio SEN0 .o ie it 53
Tabela 2.7 - Variagio do sinal da fUncao COmSENO0 .ottt 55
Tabela 2.8 — Monotonia e extremos da fungio CO-SEI0 ..ovviiiiiiiiiiiiiciieee e 56
Tabela 2.9 — Variac@o do sinal da fungdo tangente .....coeeeiieeiiieie e . 58
Tabela 2.10 — Monotonia ¢ extremos da funcfo tangente .........ccvviivieiieeees e 58
Tabela 2.11 — Resumo das redugdes a0 1° quUAdrante .....co.oooviveiiiiiiieciice e 68
Tabela 2.12 — Solugdes da equaco: sen X = 0.5 i 70
Tabela 2.13 — Solugdes da equagdo: sen x = — g ..................................................................... 72
Tabela 2.14 — Solugdes da equagio: cos x = —-29— ........................................................................ 74
Tabela 2.15 — Solugdes da equagiio: CoS X = —0.5 1o 75
Tabela 2.16 ~ Solugdes gerais das equagdes trigoNOMEIICAS ...oovviiiiiriricvr i eeesr et eeis 79
Tabela 2.17 — Razdes trigonométricas dos principais Angulos ..o ivioiveereeiecese e, 98
Tabela 2.18 — Solugdes particulares da equagdio: sen {2X) = COS X vovvvvvivviriinniieeciiiiece e VI
Capitulo 3

Tabela 3.1 — Condigdes que definem cada quadrante do plano cartesiano .......ccceevvvicereeiinen. 162
Tabela 3.2 — Propriedades das COMICAS ....ooiiiiriiiiic ettt 212
Tabela 3.3 — Vectores, componentes € coordenadas ........coooovevivevininnsniinee s, 236

Capitulo 4

Tabela 4.1 — Poliedros platdnicos e a relacio de Euler ...oooovvveiiiriiiecrcec e 275
Tabela 4.2 — Apenas 5 poliedros platonicos — relagiio de Euler ..., 277
Tabela 4.3 — Os quatro poliedros regulares estrelados ..o 279
Tabela 4.4 — Os treze poliedros semi-regulares ou arquimMedianos ... 281

Tabela 4.5 — Prismas: relacfio entre o niimero de lados da base com as faces/arestas/vértices ... 284
Tabela 4.6 — Antiprismas: relagio do nimero de lados da base com as faces/arestas/vértices ... 285
Tabela 4.7 — Piramides: relagiio entre o niumero de lados da base com as faces/arestas/vértices . 287

Tabela 4.8 — Poliedros QUALS ..oviiviiir ittt se et 290
Tabela 4.9 — Condigao e conjunto que define cada eixo num referencial OXyz ....ccoovinienen. 302
Tabela 4.10 — Solucdes dum sistema e interpretagio geomeétrica respectiva ...vvievevviiireieennen, 325
Tabela 4.11 — Area e volume de cada poledro PIatonico ... oo 328

XV




Lista de Formulas

Capitulo 2

2.1 = Seno de U AIEULO oo e 24
2.2 — C0-3N0 d& WM ANZULO L .viiiiieririreie ettt et a s 24
2.3 — Tangente de um ANZUL0 ..ot e 24
2.4 — Co-secante de UM ANZUIO .ottt 25
2.5 — Secante de UM ANZULO cveeoiir ettt s 25
2.6 — Co-tangente de Um ANGULO ..oiiii i 25
2.7 - 2.9 — Férmula fundamental da trTZONOMEITA toovviriiriririririreireiirernre e eenessiniees 25
2.10 — Formula trigonomeétrica com a tangente ...t sne e 26
2.11 — Formula trigonomeétrica com a Comtangente ......ocivviirieeieiieins i seraeeesssiessisessssssnas 26
2.12 — 2.17 — Relagdes entre elementos de tridingulo escaleno com o seno dos anguios ......... 26e27
218 = Lel dOS SENMOS oottt eer ettt et SSSRURUPURRS 27
2.19 - 2.28 — Razdes trigonométricas de angulos especiais, 30°, 45° ¢ 60° ..., 2829
2.29 - 2.30 ~ GeneralizagAo de AnZUlOS it e 33
2.31 - Solugiio da equaciorsen X =0 ... S PPNV P RS 51

Capitulo 3

3.1 — Distincia de dois pontos N0 PlANO ..ot 163
3.2 — Coordenadas do ponto médio de um segmento No plano ... 165
3.3 — Equagfio da circunferéncia de centro na origem dum referencial € 1aio 7 ..o 167
3.4 — Soma de um ponto COM UM VECTOT .....vviiiiviiiiiiiiiie s sra s ass e e 172
3.5 — Condigdo de colinearidade de dois VECIOTES ..ot 174
3.6 — Versor A& LI VECTOL uvvveerieerirteriree e e cteeie sttt se s st s nee s s eras s ern s emn s eam e rannan e meas e esreesas 175
3.7 € 3.8 — Co-seno do angulo de um vector com o vector dab. 0. 0. o 175
3.10 — Projecclio vectorial QUITE VECIOT .oiviiiiiiiicrnrire i csis sttt ben b 176
3.11 ~ Produto interno ou escalar de dois VECIOIES ..oviiiiiiieiriiiniivn i 176
3.12 — Projecciio ortogonal dum vector SODIe OUTO ..o 178
3.13 — Produto interno € BIEMEAT oo it 179
3.14 — Produto interno de dois vectores pelas suas coordenadas ........c.ooeovcvioniice 180
3.15,3.16 € 3.17 — Equacio vectorial da recta ... 181 ¢ 183
3.18 — Equagdes parameétricas da reCta ... s 184
3.19 — Equagio continua da reCEA ..ocoiviiiiiioicoiineori e e 184
3.20 ~ Equaco geral da TECTA ..o 185
3.21 — Equago reduzida da reCta ..o 185
3.22 — Declive ou coeficiente angular datecta ..o 185
3.23 € 3.24 — Equagdes reduzidas da 1ecta ... 187
3.25 ~ Declive por dois pontos distintos darecta ... 188
3.26 — Condigfio que defing @ eliPSE ...occooiiiiiiiiiiiincs i 197
3.27 €3.28 —Equagdes da €lIPSE «ovviiiiciii e 198
3.29 — Definicdo de hIPErbole ..o 204
3.30 — Equagio da hipérbole ... 204
3.31 e 3.32 - Equaciio reduzida da hipérbole de focos sobre os €1x08 dos XX € ¥Y vvvvvevinn, 204 e 207
3.33 — Condigfio que define pardbola ... 210
3.34 — Equacfo reduzida da pardbola ... 210
Capitulo 4

4.1 ~Relagio de BULEr ..ot e USSP 275
4.2 e 4.4 — Relagdes entre arestas/faces/vértices num poliedro ..., 275e276

KVi



4.5 — Distincia de doIS PONLOS 1O BSPAGO ..vrerrirearrieaiariierieor et ere e ees s st 302

4.6 — Equagfio vectorial da recta 110 SPAGO ..o 314
4.7 — Equagdes paramétricas da reCta 10 €SPAGO ...ovvviviieririsiiiiciis it 314
4.83,4.9 e 4.10 — Equagdes reduzidas da recta N0 €5pPago .oovvevviieriniinnc 317 e 318
4.11 — Combinaco linear de dois VECIOTES ...ooviiiiiiiiiiii it 319
4.12 — Equacio vectorial do Plano .. 319
4.13 — Equagdes paramétricas do PO ..o 319
4.14 — Equagdo cartesiana do PO oo 320
4,15 — EquacBo geral do PlaN0 ..o s 320
4.16 - Equagfo geral do plano referida a um ponte e a um vector normal ..., 321
4.17 ¢ 4.18 — Equacfo axial do plano ... 321
4.19 — Bxpressio para cdlculo dum cateto num tridnguio rectangulo ... 337
Capitulo §

5.1e5.2—Em tridngulos semelhantes ... 364
5.3 ¢ 5.4 ~ Divisdo de um segmento de recta em média e extrema razdo ... 366
5.5 —5.12 — Area de um triingulo dada a custa dos seus lados e do seu perimetro ............. 371 e 372

xvil




Convengdes, Notacdes e Simbolos

Convengoes
» Conjuntos denotam-se por letras maiusculas do alfabeto latino: A, B, C, ...; o conjunto dos

nameros reais por R; o conjunto dos niimeros racionais por @; o conjunto dos numeros inteiros por

Z; o conjunto dos niimeros naturais por . O conjunto de todos os vectores do plano por V.
¢ Pontos denotam-se por letras maitisculas do alfabeto latino: 4, B, C, ...

* Rectas denotam-se por letras mindsculas do alfabeto latino: s, 7, ¢, ... ou por dois pontos seguidos,

por exemplo: AB - recta que passa pelo ponto A e pelo ponto B.

¢ Plancs denotam-se por letras maiusculas caligraficas: P, @, ‘W, X, Y, Z,... ou por trés pontos

seguidos, por exemplo: ABC - plano que passa pelos pontos 4, Be C.

¢ Circunferéncias denotam-se por trés pontos seguidos, por exemplo: ABC — circunferéncia que

passa pelos pontos A, B ¢ C, ou por uma letra maiasculas do alfabeto latino com um indice —

normalmente do tipo C;.

« Angulos denotam-se por letras mintsculas do alfabeto grego: o, B, §, 8, A, ... ou por letras

minusculas do alfabeto latino: X, y, z, ... ou pelo ponto que determina o vértice do angulo (por

exemplo: A}, logo que ndo haja ambiguidade, ou ainda pelo simbolo “£” seguido de trés pontos,

por exemplo: ZAOR - dngulo definido pelos pontos 4, O ¢ B com vértice em O ou £A4 — dngulo de

vértice A.

» As arestas de poliedros que sejam invisiveis sfo representadas, nas figuras, a tracejado.

¢ Por defeito, nfo se escrevem, quando nos referimos a prismas rectos, convexos e regulares, as
» o

designagdes “recto”, “convexo” e “regular”.

» Por defeito, niio se escrevem, quando nos referimos a pirdmides rectas e regulares, as designacdes
“recta” e “regular”.

s Escreve-se, por exemplo, 2n em vez de 27 radianos ou de 21 rad.

¢ Escreve-se “sen” em vez de seno ¢ (sen a)2 = sen’ o

» Escreve-se “cos” em vez de co-seno e (cos OL)2 =cos’ o

» Escreve-se “tg” em vez de tangente ¢ (tg o) = tg2 o

e Escreve-se “cotg” em vez de co-tangente ¢ (cotg o) = cotg’ o

e Escreve-se “cosec” em vez de co-secante ¢ (cosec o)* = cosec? o

¢ Escreve-se “sec” em vez de secante ¢ (sec o) = sec’ o

o Escreve-se “arccos™ em vez de arcoco-seno (e 0 mesmo para as outras fun¢des trigonométricas

inversas)
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» Fungdes ou aplicagdes denotam-se, normalmente, por letras mintsculas do alfabeto latino: f, g, h,

Notacdes
[AB ... semi-recta de origem no ponto A e que passa pelo ponto B,

[AB] ... segmento de recta com exiremos os pontos A e B. Notamos, ainda, segmento de recta por
uma letra minuscula do alfabeto latino: m, n, 0, p, ...

[AB] ... segmento de recta orientado com origem no ponto A e extremidade no ponto B.

AB ... comprimento do segmento de recta [AB]

d(A, B) ... distancia do ponto A ao ponto B.

d(A, r) ... distdncia do ponto A arectar.

AOB ou mZAOB ... amplitude ou medida do 4ngulo AOB.

A[ABC] ... tridngulo definido pelos pontos A, B e C.

[ABC ... Z ... linha poligonal aberta definida pelos pontos A, B, C, ...,e Z.

[ABC ... Z] ... poligono definido pelos pontos A, B, C, ..., e Z.

u ou AB .. vector u ou vector de origem no ponto A e extremo no ponto B.

(ﬁ . ?f) ... amplitude do &ngulo formado pelos vectores u e v,

[[Ké i =||B — All = AB ... comprimento de um vector AB.

vers U ... versor do vector U.

projs u ... projec¢io ortogonal do vector t sobre o vector V.

arco AB ... arco de circunferéncia de origem A e extremidade B.

arco ABC ... arco de circunferéncia de origem A e extremidade C passando pelo ponto B.

AB ou m{arco AB) ... amplitude ou medida do arco AB.

[a, b] ... intervalo fechado de niimeros reais de extremos a e b (incluindo-os), ¢ a < b.

le, B[ ... intervalo aberto de nimeros reais de extremos a e b (excluindo-o0s), ¢ a < b.

[a, bl ... intervalo fechado a esquerda (inclui @) e aberto & direita {exclui &) de nimeros reais de
extremosaeb, e a<b.

la, b] ... intervalo aberto & esquerda (exclui @) e fechado & direita (inclui b) de ndmeros reais de

extremos e b, c a<b.

(a, b) ... par ordenado de niimeros reais: a, beR

o ... ponto no software “The Geometer’s Sketchpad™”. Quase todas as figuras, da tese, sio

realizadas neste software (atengfio ao conflito que se cria na representacio grafica de funcdes:
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“bolinha aberta” no grafico representa uma “interrupc@io”; “bolinha cheia” significa inclusio
(continuidade)).

sse ... abrevia “se € 50 se¢” ou “‘se ¢ somente se” e traduz uma equivaléncia ().

C. 0. . ... abrevia “cartesiano ortonormado™.

b. 0. n. ... abrevia “base ortonormada’”.

c. q. d. ... abrevia “como queriamos demonstrar”,

P.V. .. abrevia “Proposi¢io Verdadeira”.

P.F. ... abrevia “Proposi¢io Falsa”.

Simbolos
= ... lguala ..,

# ... diferente de ...
= ... idéntico a ... ou definido por ...

= ... geometricamente igual a ... ou congruente a ...

~ ... semelhante a ...

~ ... aproximadamente igual a ...
< ... menor que

< ... menorouiguala..

> ... maior que

> ... maiorouiguala..

€ ... pertence

€ ... ndo pertence

< ... contido em

D ... contém

' .... reunido de conjuntos

™ ... interseccdo de conjuntos

<

1&-se “ou” e representa a operago disjungdo de condi¢des

A ... lé-se 'e” e representa a operagio conjungdo de condigSes

& ... 1&-se “equivalente a ..’

= ... [¢-se “implica que” e exprime uma implicacdo — usamos as palavras “se ... entdo ...”
Zou{} .. conjunto vazio

l| .... paralelo(a) a ... ou colinear com ...

L ... perpendicular a ...
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A ... tridngulo

Z ... Angulo

¥ ... quantificador universal e 1&-se “qualquer que seja ... ”

3 ... quantificador de existéncia e 1&-se “existe pelo menos um ... ”
3" .. lé-se “existeumesédum...”

O alfabeto grego:

manisculas  mintsculas maitsculas
A o U alfa B

r Yo e gama A

E £ erens epsilon Z

H N e eta &

I 1 e iota K

A A lambda M

N Vo e nit =

O Yo R omicron IT

P [o o =

T T e tau Y

o O, P e fi X

By Voo psi Q

minusculas

B beta

& delta

E zeta

8 leta

K e kapa

[ R ORON mil

E csl

T e pi

o S sigma

U e ipsilon
.......... qui

0 B dmega
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Prefacio

A presente Tese surge na sequéncia da motivacio apresentada pelo Professor Pedro
Augusto, no dmbito da cadeira de Topicos de Geometria do 1° ano do curso de Mestrado em
Matemdtica para o Ensino, na Universidade da Madeira, nos anos lectivos 1999/2001. A principal
motivagdo foi dada aquando da apresentacio do software de geometria dindmica o “*The Geometer's
Sketchpad™”. Pensel em levar a pratica este software. Tinha de o levar para as salas de aula, niio
sabendo bem como. Concerteza tinha de pegar nos programas de Matematica e nos manuais, em
particular nos temas relacionadas com a geometria, e ver o que poderia fazer com esta, para mim,
nova ferramenta. Posteriormente, tendo a parte lectiva concluida e tendo a necessidade de realizar
um trabalho de tese, no 2° ano do mestrado, surgiu a possibilidade de concretizar a vontade inicial.

Pretende-se entdo, neste trabalho, com base no Programa de Matematica para o Ensino
Secundario, de Janeiro de 1997, com incidéncia nos temas relacionados com a geometria: no 10°
Ano - Geometria no plano e no Espago I € no 11° Ano - Geometria no Plano e no Espago 1, e,
sobretudo, com o apoio deste software, formas ou maneiras de apresentagfo dos conteddos que
sejam, para além de diferentes e inovadoras, atractivas para os alunos ¢ ao mesmo tempo lhes
facilite a aprendizagem destes tdpicos que sdo tdo caros aos matemdticos e aos professores que
ensinam matematica a este nivel.

O corpo da Tese esta dividido em cinco capitulos. O primeiro “A Geometria: Notas
Histéricas”, o segundo “Trigonometria no Plano Euclidiano”, o terceiro “Geometria Plana”, o
quarto “Geometria no Espago™ e o Gltimo “Outras Aplicagdes para o Sketchpad ™,

No primeiro capitulo faz-se um breve resume cronoldgico, com base nos livros de Histéria
da Matematica mencionados na Bibliografia, sobre a evolugio da geometria. O objectivo, nesta
primeira parte, ¢ dar ao leitor uns quantos apontamentos/referéncias acerca da evolugio da
geometria ao longo dos séculos.

Nos trés capitulos seguintes, seguimos o programa em vigor da disciplina de Matematica,
para o Ensino Secundario, de forma tdo fiel quanto possivel. No entanto, sempre que consideramos
necessario e adequado falamos de nogdes/conceitos que podem ser perfeitamente explorados, a este
nivel, em particular sobre a forma de actividade com a ferramenta que ora se trata. Um exemplo
serd, aquando do estudo da Trigonometria no Plano Euclidiano, as coordenadas polares, que nio
fazendo parte do programa estio, além das coordenadas cartesianas, disponiveis no Sketchpad™.
Outro exemplo, ainda no primeiro capitulo, serd o estudo da Lei dos Senos, que embora nio estando
prevista no programa actual, pelo menos de forma explicita, é um assunto que pode, no entanto,

num futuro proximo integrar o programa devido 4 sua utilidade, pois, como se sabe, em
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variadissimas situacdes do mundo real surgem triingulos nio rectingulos e, a sua resoiucio, exige o
conhecimento desta lei. Qutro exempio ainda, ¢ o estudo das transformagdes geométricas no plano,
no capitulo da Geometria Plana. Pretendeu-se apresentar de forma sistematizada as transformagdes
geométricas que podem ser trabalhadas ao nivel do ensino secundario, de acordo também com
alguns autores contemporaneos, nomeadamente A. J. Franco de Oliveira, Eduardo Veloso e Paulo
Ventura Aratjo (alids esta exposicio segue-os muito de perto — ver bibliografia), considerando
mesmo a possibilidade de os alunos terem ja tido contacto com algumas destas no¢des ao nivel do
ensino basico. Ainda, nesta secciio, apresentdmos algumas propriedades das transformagdes
geomeétricas, que julgamos pertinentes e adequadas 20 nivel que se pretende trabaihar, sem qualquer
demonstracio, pois pretende-se que se faga uso do software Sketchpad™.

Na peniltima e titima secgdo dos capitulos 2, 3 e 4, chamadas de “Aplicagdes praticas” e
“Aplicagdes praticas no Sketchpad™", respectivamente, estdo reunidos aiguns exercicios/aplicagdes
relativas a0 mesmo capitulo. Estes exercicios/aplicagbes estéo resolvidas, na maior parte das vezes,
com recurso ao Sketchpad™ e indicando, para alguns desses exercicios/aplicagdes, 0s passos
sucessivos para a sua resolucdo no “The Geometer's Sketchpad™”. Os ekercicios/apiicagées
propostos sfo retiradas na integra (nesse caso estd indicado dentro de parénteses) ou adaptados
(nesse caso estd também indicado dentro de parénteses) de livros, das brochuras de Geometria para
o0s 10° e 11° anos, editadas pelo Ministério de Educagiio — Departamento do Ensino Secundario ou
dos manuais escolares editados (que estfio mencionados na bibliografia) ou sdo da minha prépria
autoria (nesse caso nfo ha qualguer indicac@o). Alguns exercicios foram deixados ao cuidado do
leitor e neste caso esta indicado dentro de paréntesess “exercicio proposto”; e desses alguns estdo
resolvidos num ficheiro associado.

Criamos doze apéndices, para complementar assuntos/resultados. O Apéndice 1, é sobre o
“The Geometer's Sketchpad™” para que o leitor se possa ntroduzir e familiarizar com este
software. No Apéndice VI faz-se uma “memoria descritiva” para utilizagdio do ficheiros GSP ou
GSS, com animacgdes ou rotinas, respectivamente, em complemento aos exerciclos/aplicacdes, que
juntamos, em anexo, numa disquete.

Nota-se que todas as figuras introduzidas no trabalho foram construidas com o
Sketchpad™, exceptuando os quatro poliedros regulares estrelados (poliedros de Kepler — Poisont) e

os treze poliedros semi-regulares ou arquimedianos.

Porto Santo, Maio de 2002

José Ricardo Teixeira Vasconcelos
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Capitulo 1 — A Geometria: Notas Histéricas

1.1 O mundo Grego

“Cuando eu traco a meu prazer os movimentos dos corpos celestiais,
el jd ndo toce a terra com 05 meus pés:

e estou na presenga do proprio Zeus e alimento-me de ambrosia,

o manjar des deuses.”

PTOLOMEU {circa 85 -165d. C.]

1.1.1 Das origens & Idade Aurea -

Conjecturas sobre as origens da matemdtica e da geometria', em particular, séo
necessariamente arriscadas, pois os primoérdios da disciplina sdo mais antigos que a escrita. Foi
somente nos Ultimos seis milénios, numa carreira que pode ter coberto centenas de milénios, que o
homem se mostrou capaz de pOr os seus registos e pensamentos em forma de escrita. Para
informacgdes sobre a pré-histéria dependemos de interpretacdes baseadas nos poucos artefactos que
restaram e da evidéncia fornecida pela moderna antropologia, a partir dos documentos que
sobreviveram. Herédoto® ¢ Aristételes’ (circa 384 — 322 a. C.) ndio quiseram arriscar a propor
origens mais antigas que a civilizacdo egipcia, mas certamente que a geometria que tinham em
mente tinha raizes mais antigas.

Herédoto defendia que a geometria teve origem no Egipto, pois acreditava que tinha
surgido da necessidade pratica de fazer novas medidas de terras apds cada inundagio anual no vale
do rio. Aristoteles achava que a existéncia no Egipto de uma classe sacerdotal com lazeres é que
tinha conduzido ao estudo da geometria. Podemos considerar as ideias de Herddoto e de Aristételes
como representando duas teorias opostas quanto as origens da matemdtica, e em particular da
geometria. O facto dos gedmetras egipcios serem as vezes chamados “estiradores de corda” ou
“agrimensores” pode ser tomado como apoio de qualquer das duas teorias, pois cordas eram
indiscutivelmente usadas tanto para tragar as bases de templos como para reorganizar as

demarcagBes apagadas nas terras. N&o poderemos contradizer com seguranga nem Herddoto nem

'O termo “geometria” deriva do grege geometrein, que significa medigio da terra: geo = terra, metrein = medir.
2 - . . . . z
* Hérodoto foi um historiador grego que viveu no séeulo Va. C..




Aristételes quanto 4 motivagio que produziu a matematica, mas parece claro que ambos
subestimaram a idade do assunto.

O homem do neolitico pode ter tido pouco lazer e pouca necessidade de medir terras,
porém os seus desenhos e figuras sugerem uma preocupagdo com relagdes espaciais que abriu
caminho para a geometria. Os seus potes, tecidos e cestas mostram exemplos de congruéncias e de
simetrias, que em esséncia sdo partes da geomeiria elementar. Além disso, sequéncias simples de
desenhos sugerem uma espécie de teoria dos grupos. Para o periodo pré-histérico ndo ha
documentos, portanto ¢ impossivel acompanhar a evolugdo da matematica desde um desenho
gspecifico até um teorema familiar. Acredita-se que ao menos alguns dos antigos gedmetras
trabalharam pela pura satisfacio de fazer matematica, ndo como auxilio pratico de mensuracio. Mas
ha outras alternativas, Uma ¢ que a geomefria, como a contagem, tivesse origem em rituais
primitivos. Os mais antigos resultados geométricos encontrados na India formam o que se chamou
os Sulvasutras ou regras de corda, que datam de 500 a. C. aproximadamente. Tratavam-se de
relacBes e de regras matematicas simples, que aparentemente se aplicavam a construgfio de templos
¢ de altares. Pensa-se usualmente que a motivacdio geométrica dos estiradores de corda no Egipto
era mais pratica do que as dos seus colegas na fndia.

Tenhamos em mente que a teoria da origem da geometria numa secularizagido de praticas
rituais nio estd de modo nenhum provada. O desenvolvimento da geometria pode também ter sido
estimulado por necessidades praticas de construgdo e demarcagiio de terras, ou por sentimentos
estéticos em relac@o a configuragdes e ordem. Que os comegos da matematica sdo mais antigos que
as mals antigas civilizagdes é evidente. Ir além e identificar categoricamente uma origem
determinada no espago e no tempo, no entanto, € confundir conjectura com histona.

E com os gedmetras gregos, comecando com Tales de Mileto (circa 624 — 547 a. C.), que a
geometria € estabelecida como teoria dedutiva. A intuicio, a descoberta empirica e a
experimentagio tém lugar, mas ¢ o raciocinio dedutivo, a demonstragio ou a dedugdo a partir de
hipéteses conhecidas ou admitidas que estabelece a veracidade das proposigdes geométricas. O
trabalho de sistematizagdo em geometria iniciado por Tales ¢ continuado nos séculos posteriores,
nomeadamente pelos pitagdricos. Pitdgoras (circa 572 — 497 a. C.), apds longas viagens pela
Babilonia e Egipto, estabeleceu-se em Crotona, cidade grega no sul de Italia, por volta de 530 a. C,,
onde fundou um culto religioso e filosdfico que cultivava a purificagiio do espirito através da
musica ¢ da matemética. Nio existem documentos matematicos de producio pitagérica, nem é

possivel saber-se exactamente a quem atrtbuir a origem das descobertas matematicas dos

¥ Aristdteles nio foi matematico, foi filésofo ¢ bidlogo, mas deu importantes contributes para a evoluglic da matemdtica,



pitagoricos na aritmética e na geometria, mas o essencial das suas contribuicdes geométricas consta
nos Elementos, do matematico grego Hipderates de Quios (circa 460 -- 400 a. C.), escrito por volta
de 400 a. C., também perdido para a histéria mas sistematizado nos livros [ ¢ IV de Os Elementos de
Euchides (circa 323 — 285 a. C.). Estes s@o uma obra composta por 13 livios, publicada por volta de
300 a. C., e contém uma grande parte dos assuntos de matematica elementar que os gregos
anteriores a Euclides, o proprio Euclides e outros matematicos seus contemporaneos, elaboraran.
Estes sdo expostos de uma forma coerente e consistente que persistiu durante mais de vinte séculos.
“Os Elementos sio, a seguir a Biblia, provavelmente, o livto mais reproduzido e estudado na
histéria do mundo ocidental.” (Struik 1989).

Euclides, cuja biografia pouco se conhece, parece ter sido convidado para dirigir o Departamento de
Matematica da Universidade de Alexandria, aberta no ano 300 a. C., onde fundou a escola de
matematica de Alexandria. No que respeita & geometria, Euclides organiza as matérias de um modo
sistemaéfico a partir de primeiros principios e definigdes, procedendo ao seu desenvolvimento por
via dedutiva. Inaugurando assim, de maneira brilhante, o estudo metédico da geometria, que domina
o mundo matematico durante mais de vinte séculos, o chamado método axiomdtico.

Os matematicos gregos Eudodxio de Cnido (circa 408 — 355 a. C.) ¢ Arquimedes de
Siracusa {circa 287 — 212 a. C.), foram dois dos expoentes da Academia fundada pelo filésofo
Platiio’ (circa 429 — 347 a. C.) em Atenas no ano de 387 a. C.. Na Republica® Platio expde a sua
concepgdo de matematica como “uma actividade mental mais valiosa do que mil olhares, pois sé
através dela a verdade pode ser apreendida”.

Euddxio foi o mais célebre matemadtico ¢ astrénomo do seu tempo e ¢ talvez o primeiro
matematico puro e investigador. Deu varias contribuicdes geométricas, entre as quais sobre a secgiio
aurea (ver seccio 5.1).

Arquimedes foi o mais famoso matematico e fisico do periodo helenistico® ¢ de toda a
antiguidade. Os seus escritos sdio, em regra, concisos, rigorosos nas demonstracdes e plenos de
originalidade. A sua obra prima ¢ o tratado Da esfera e do cilindro. Arquimedes também é

conhecido como grande inventor de engenhos mecénicos e de diversas maquinas de guerra que

* Platio foi fildsofo mas deu importantes contributos, de forma indirects, 4 matematica, orientando ¢ estimulando ¢ estudo ¢ a
aprendizagem da disciplina na sua escola. Platio era o centro da actividade matemndtica da época e guiava ¢ inspirava o seu
desenvolvimento. Sobre as portas da sua Academia, em Atenas, lia-se: “Que ninguém que ignore a geometria entre aqui.” (Boyer
1996).

* A Repuiblica ¢ uma obra filosofica eserita por Platio em 368 a. C..

® O intervalo entre aproximadamente 800 a. C. ¢ 800 d. C. ¢ chamado ldade Talassica ou Idade do Mar. A primeira parte da Idade
Taldssica ¢ chamada era Helénica ¢ consequentemente, as culturas mais antigas (antes de 8§00 a. C.) sio ditas pré-helénicas. Por outro
lado, consideram-se dois grandes periodos no mundo grego, que cobre um intervalo de tempo entre 600 a. C. e 600 d. C.,
aproximadamente, separado por uma linha diviséria definida pela morte de Alexandre-o-Grande, em 323 a. C.. A parte mais antiga
chama-se [dade Helénica e a segunda chama-se Helenisticz ou Alexandrina.




permitiram a Siracusa resistir a um cerco pelo exército romane durante varios anos. Sabe-se que
acabou por ser morto quando os Romanos tomaram a cidade de Siracusa. Arquimedes descreve
como descobria os seus resultados em O Mérodo, importante documento escrito e enviado na forma
de carta, dirigida a Eratdstenes de Cirene (circa 276 — 194 a. C.), matematico, astrénomo, gedgrafo,
historiador, poeta e bibliotecario na Universidade de Alexandria. Os argumentos que utiliza
(decomposicio de superficies e sdlidos em ‘faixas’ ou ‘fatias’ de espessura infinitesimal) sfo
precursores das técnicas sofisticadas do cédlculo integral moderno. Outro grande matematico e
astronomo do periodo helenistico foi Apoldnio de Perga (circa 262 -~ 190 a. C.), um quarto de
século mais novo do que Arquimedes. Apoldnio estudou e ensinou em Alexandria, tendo sido
cognominado “Q Grande Gedmetra” pelo seu tratado sobre Conicas, em oito volumes, a dltima
obra prima da matemadtica grega.

A “Idade Aurea” da matematica grega decorre no p“eriodo entre 300 a. C. e 200 a. C,,
aproximadamente, ¢ ¢ assim chamada sobretude devido as obras de Euclides, Arquimedes e
Apolonio. Este perfodo fértil de produc@o matematica, na Grécia, declina a partir do terceiro século
a. C., particularmente apds a morte do rei Ptolomeu III, em 221 a. C., quando a agitagfio politica e

social leva a destrui¢iio parcial do museu/biblioteca de Alexandria.

1.1.2 Os trés problemas cldssicos da geometria grega

Foi no periodo helenistico gue surgiram os &és problemas cldssicos da geometria grega
que desafiaram durante muitos séculos a habilidade dos matematicos, particularmente os gedmetras
herdeiros da tradigio grega. Pretendia-se resolver apenas com régua ndo graduada e compasso 0s

= o o

seguintes problemas:

1. Quadratura do circulo: Dado um circulo € de raio r, determinar o fado « de um
quadrado [ABCD] de area igual a de C (Figura 1.1).

2. Duplicacdo do cubo: Dado um cubo de aresta a, determinar a aresta b de outro cubo com
o dobro do volume (Figura 1.2).

3. Trissecgdo do dngulo: Dado um dngulo qualquer, ZAOR, determinar um angulo £ AOC

com um ter¢o da amplitude do angulo LAOB (Figura 1.3).



For apenas no século XIX que se demonstrou a impossibilidade da resolugio destes trés

problemas nos termos enunciados. No entanto, a geometria desenvolveu-se grandemente, ao longo

D, —— C
5 .
Area C=06,94 cnv

Area ABCD =6,94 sz

A° a °B

Figura 1.1: O circuio C de raio r = [OP] (esquerda}, tem a mesma drea que o quadrado {ABCD] de

lado @ = [AB] (direita). Ver Apéndice VI, Capirulo!, o ficheiro Quadratura_Circulo.gss.

Figura 1.2: O cubo de aresta & {direita) tem o dobro de volume do cubo de aresta a (esquerda):

2= e=b=32a

mLAQORB =29,55°

m£AOB
3

mLAQC =9,85°

m{COD =9,85° \

mZDOR =9,85° “j;\%a»

=0,85°

Figura 1.3: O ZAOC é um tergo da amplitude do ZAOB. Ver Apéndice VI, Capindol, o ficheiro

Trissecgdo_Angulo.gss.

dos séculos, na sequéncia das tentativas de resolucio destes problemas, levando, nomeadamente a
descoberta das secgdes conicas e de algumas curvas ctibicas.

“A importancia destes problemas consiste no facto de eles ndo poderem ser resolvidos
geometricamente pela construgdo de um numero finito de linhas rectas e circulos sendo por

aproximagdo, constituindo um meio de alcangar novos campos da matematica.” (Struik 1989).



1.1.3 A Trigonometria

A Trigonometria’ é um ramo da matematica que teve origem na Grécia Antiga e que,
inicialmente, se dedicava ao estudo das relages entre as medidas dos lados ¢ dos angulos dos
trigngulos. “A Trigonometria, como 0s outros ramos da matematica, ndo foi obra de um s6 homem
ou nagfio. .., Pada a falta, no periodo pré-hilénico (antes de 800 a. C.), do conceito de medida de
angulo, um tal estudo seria, porventura, mais correctamente chamado ‘Trilaterometria’, ou medida
de poligonos de trés lados (trilateros), do que ‘trigonometria’, a medida de partes de um tridngulo.
Com os gregos, pela primeira vez, enconiramos um estudo sistemaético de relagdes entre dngulos (ou
arcos) num circulo ¢ os comprimentos das cordas que os subentendem (Figuras 2.1, 2.2 ¢ 2.3). As
propriedades das cordas, como medidas de angulos ao centro‘ou inscritos no circule (Figura 2.2),
eram conhecidas dos gregos do tempo de Hipécrates e € provavel que Euddxio tenha usado razdes ¢
medidas de angulos para determinar o tamanho da terra e as distincias refativas do Sol ¢ da Lua.
Nas obras de Euclides nfio ha trigonometria, no sentido estrito da palavra, mas ha teoremas
equivalentes a leis ou formulas trigonométricas especificas. Qs astrénomos da antiguidade, como
Aristarco de Samos (circa 310 — 230 a. C.) e Eratostenes de Cirene®, tratavam problemas que
indicavam a necessidade de relagdes mais sistematizadas entre angulos e cordas.” (Boyer 1996).
Durante cerca de dois séculos e meio, de Hipdcrates a Eratdstenes, os matematicos gregos
estudaram as relagdes enfre rectas e circulos e aplicaram-nas a uma variedade de problemas de
astronomia, mas disso ndo resultou uma trigonometria sistemdtica. Presumivelmente na segunda
metade do século Il a. C., foi compilada a primeira tabela trigonométrica pelo astréonomo Hiparco de
Nicéia, que assim passou a ser chamado “o pai da Trigonometria™”.

A obra mais influente e significativa de trigonometria da antiguidade foi a Syntaxis
Matemdtica (“Sintese Matematica™), uma colecgdo de treze livros escrita pelo astronomo Claudio

Ptolomeu (circa 85 — 165 d. C.), mais conhecido por Ptolomeu de Alexandria. Mais tarde na Arabia,

7 A origem da palavra “trigonometria” ¢ grega: frignos = triangulo + merrein = medir, ou seja, significa “medir trifingulos™.

¥ Eratdstenes ¢ hoje lembrado como sende o matemético da antiguidade que deu uma melhor aproximagio para o perimetro da Terra,
cerer de 37 000 quildmetros. Sabe-se, hoje, que o perimetre médio da Terra € aproximadamente igual a 38 400 quildémetros,
Eratostenes observou que na cidade de Siena (hoje Assuan) do sul do Egipto, no dia do soisticio de Verdo, o Sol iluminava o fundo
de um pogo profunde, ou seja, o Sol estava no zénite {ponto da esfera celeste gue relativamente a cada lugar da Terra, ¢ encontrado
pefa vertical levantada desse lugar — o ponto mais elevado). No mesmeo diz, em Alexandria, tomada como estando no mesme
meridiaro a 800G km a norte de Siena, verificou que o Sol langava uma sombra, a partir de uma colura de altura conhecida, indicando

757 360°

800km X

o dngulo do Sei com o zénite de 7,5° < X =38 400 km.




surgiu o costume de se chamar & obra de Ptolomeu, para a distinguir de outras, como o Almagesto'”
(para significar “a maior”} e €, a partir de entdo, por esse nome conhecida. As obras de Ptolomeu,
Almagesto e Geografia, dominam os estudos astrondmicos durante muitos séculos, com inumeras
aplicacdes de geometria.

Menelau e Ptolomeu pertencem & chamada segunda escola de Alexandria, que vai desde o
ano 30 d. C., em que o Egipto passou a propriedade pessoal do Imperador Romano, estabelecida a

pax romana, até a conquista de Alexandria pelos drabes em 641 d. C., em plena Idade Média.

].1.4 Da Idade Aurea & Idade Média

Nos trés séculos seguintes sdo apenas dignos de menciio pelas suas contribuicdes
matematicas Hiparco de Niceia (circa 180 — 125 a. C.), astrénomo e organizador de alguns
resultados no ramo da trigonometria, ¢ o gedmetra e astronomo Menelau de Alexandria ja no final
do primeiro século d. C..

Entre os anos de 250 e 350 d. C. assiste-se a um ressurgimento dos estudos matematicos
em Alexandria, com Herdo de Alexandria (supde-se ter vivido na segunda metade do século I),
matemaético, fisico e comentador de Os Elementos, Diofanto de Alexandria (circa 250), que foi o
maior algebrista grego e cuja principal obra é a Aritmética, e Papo de Alexandria (inicios do século
IV), historiador e gedmetra e outro comentador grego de Os Elementos. Merece também destaque
Tedo de Alexandria (circa 364 d. C.) que elaborou comentarios e foi autor de uma edigio de Os
Elementos. Tedo & pat de Hipatia de Alexandria — a primeira mulher matematica. Hipatia escreveu
comentarios sobre os trabalhos de Apoldnio, Ptolomeu e Diofanto.

Merece ainda destaque Proclo {410 — 485) que estudou em Alexandria mas mudou-se para
Atenas, tornando-se director da Academia. Procio era mais fildsofo que matematico, mas as suas
observacdes sdo importantes para a histéria da geometria grega mais antiga. O seu comentario sobre
o livro 1 de Os Elementos, de Euclides, contém valiosa informacdo sobre a histéria da geometria
pré-euclidiana. O imperador Justiniano encerrou a Academia e outras escolas filosoficas em Atenas
no ano 529, por juigar serem estas uma ameaga ao cristianismo. Esse ano marcou o inicio da “Idade

Média™'",

% «Aristarco sabia que num dado circuio a razio do arco para a corda diminui quando ¢ arco diminui de 180° para 0°, aproximando-se
do limite 1. No entante, parece que antes de Hiparco empreender a tarefa ninguém tinha tabulado valores correspondentes do arco e
da corda para toda uma série de ngulos.” (Boyer 1996).

' O termo “Almagesto” ¢ uma contraccio de Megiste Syntaxis (grande colecglio) — ver htipi//astro.ifulvys.brrantiga/antiga.him.

" Considera-se que a ldade Média comega no século VId. C. ¢ termina no sécule XV.




1.2 Idade Média e Renascimento

1.2.1 Da Idade Média ao Renascimento

Neste longo periodo, pouco fértil na produgio matematica e cientifica, em geral,
comparativamente &s realizagbes matematicas da grécia antiga, a India deu uma grande contribuicio
a trigonometria, pols parece que, aqul nasceu a precursora da funcio trigonométrica moderna: seno
de um dngulo. A trigonometria hindu era um instrumento 1til e preciso para a astronomia. Mas foi
através dos drabes, e ndo directamente dos hindus, que a funghio seno chegou a Europa. A
astronomia arabe estava também particularmente interessada na trigonometria. Nos trabalhos de um
dos maiores astrénomos 4arabes, Albategnius (circa 850 — 929 d. C.), a trigonometria é ji estudada
com alguma profundidade e revelam que os matematicos arabes ndo se limitavam a copiar, mas
também contribuiram com novos resuitados, através do seu dominio dos métodos gregos e orientais.
“Al-Buzjani (circa 940 — 997/8 d. C)), ..., calculou tabelas de senos para intervalos de 15°, cujos
valores eram calculados com oito decimais exactos, introduziu equivalentes da secante e da co-
secante e fez construcdes geométricas usando um compasso de abertura fixa.” (Struik1989). Ainda
no periodo medieval, a fungdio tangente tornou-se conhecida. Nesta altura estivamos j& em contacto
mais imediato com a trigonometria modemna pois a funcfio tangente dos arabes, ao contrario da
fungfio seno hindu, em geral, era dada para um circulo unitario. Arzaquiel (circa 1029 — 1087)
editou as chamadas tabelas planetérias de Toledo (Espanha). As tabelas trigonoméiricas deste
trabalho tiveram certa influéncia no desenvolvimento da trigonometria no Renascimento.

O italiano Leonardo de Pisa (1180 — 1250) foi o principal matematico do periodo medieval
na Europa. Ficou mais conhecido por Fibonacci (filho de Bonaccio). Fibonacci era sobretudo um
algebrista que ficou famoso pela série de niimeros que tem o seu nome, série de Fibonacei: 0, 1, 1,
2,3,5,8,13, 21, ... - na qual cada termo ¢ a soma dos dois termos precedentes. Escreveu até 1202 a
obra célebre Liber Abaci onde afirma que a arifmética ¢ a geometria estfio estreitamente ligadas e
auxiliam-se mutuamente. Este livro trata mais de niumeros do que de geometria. Mais tarde, em
1220, Fibonacci escreve um livro mais voltado para a geometria e trigonometria, Pratica
Geometriae, que contém, entre outras coisas, uma prova de que as medianas de um tridngulo
dividem-se na razéio de 2 para 1.

Com a criagio das universidades europeias, nos fins do sécule X1I ¢ inicio do século XIII,

como em Pans, Oxford e Cambridge, a filosofia € a ciéncia aristotélica sfio recuperadas e ensinadas



nas universidades. As obras de Euclides, Arquimedes, Apoldnio e Ptolomeu vio sendo traduzidas
progressivamente do arabe para o latim. A Europa saia assim, lentamente, da Idade Média e

caminhava para uma evolucdo significativa, no periodo seguinte, no estudo da matematica.
1.2.2 O Renascimento

Com o Renascimento'’, a partir do ano de 1436, aproximadamente, recomegou o estudo
metddico da Geometria. O renascimento da matematica, e em particular da trigonometria, fica
marcado com a obra De triangulis omnimodis - uma exposi¢io sistematica dos métodos para
resolver tridngulos, do alem#o Johannes Miiller (1436 — 1476), mais conhecido por Regiomontano
(forma latina da sua cidade natal: Kénigsberg — cidade da Baviera), provavelmente o matematico
mais influente do século XV e cuja data de nascimento pode p_orventura Servir para marcar o inicio
da nova ecra. Esta obra marca a scparacio das disciplinas: trigonometria ¢ astronomia.
Regiomontano teve wm papel activo na tradugdo e publicagdo de manuscritos classicos de
matematica. Regiomontano também se dedicou ao célcule de tabelas trigonométricas e a problemas
de construgiio geométrica. Fol um grande entusiasta da imprensa escrita’” e instala em sua casa uma
impressora que facultava a outros maternaticos ¢ escritores. Regiomontano morreu subitamente aos
40 anos.

O frade franciscano Luca Pacioli (1445 — 1509), italiano, escreveu o livro de matematica
mais influente dos primeiros tempos da imprensa e do renascimento, sob o titulo Summa de
Arithmetica, Geometria, Proportioni et Proportionalita. O livro trata de assuntos desde a aritmetica,
algebra, geomefria a trigonometria. Pacioli publicou também o livro De divina proportione,
contendo planos de construgio de sdlidos regulares desenhados por Leonardo da Vinei',

Devemos ao polaco Nicolau Copérnico (1473 - 1543) servigos a matematica, em particular
na area da trigonometria. Copérnico ¢ mais conhecido como sendo o astrénomo que revelucionou a
visio do mundo ao revelar que era a Terra a deslocar-se em torno do Sol e nfio ao contrario (0 que
Aristarco tentara sem sucesso) — teoria heliocéntrica do universo. Mas um seu aluno, Georg Joachim
Rheticus (1514 — 1576), foi mais longe no estudo da trigonometria, Rheticus combinou as ideias de
Regiomontano e de Copérnico, juntamente com as suas, no tratado mais elaborado de trigonometria

escrito até entlo: Opus palatinum de triangulis. Neste tratado a trigonometria atingiu a maioridade,

12 0 Renascimento é considerado como o periodo iniciado por volta do inicie do século XV e que decorre até ao século XVI.

¥ 0 primeiro livro impresso na Eurepa ocidental data de 1447

" 0 italiano Leonardo da Vinci (1452 ~ 1519), tendo estudado matemdtica com Paciolf, ficou conhecido por aplicar a matemdtica a
ciéncia ¢ & teoria da perspectiva.
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O autor abandonou a tradicional consideragio de fungdes relativas ao arco do circulo € em fugar
disso concentrou-se nos iridgngulos rectdngulos. Além disso as seis fun¢des trigonométricas foram
completamente utilizadas, calculando elaboradas tabelas de todas.

O portugués Pedro Nunes (1502 —~ 1587) estudou matematica e filosofia na Universidade
de Lisboa e de Salamanca. Em 1529 ¢ nomeado cosmoégrafo do reino. Foi professor, primeiro na
Universidade de Lisboa e depois na Universidade de Coimbra. Foi autor de algumas obras
matematicas que fizeram dele o matematico mais importante do séc. XVI na Peninsula Ibérica.
Pedro Nunes publica, no ano de 1554, a obra De Erratis Orontii Finei onde critica a falta de rigor
algébrico utilizada pelo professor de matematica francés Orontii Finel, em Paris, na demonstracio
dos trés problemas cldssicos da geometria grega. A sua obra mais metddica e rigorosa é o Livro de
Algebra en Arithmetica y Geometria, publicada em 1569.

O mais distinto matematico francés do século XVI, Frangois Viéte (1540 — 1603), escreveu
diversos livros de trigonometria, algebra e geometria, Com Viéte a trigonometria passou a ser
caracterizada por uma énfase maior sobre generalidade e largueza de visio. Assim como Viéte foi o
verdadeiro fundador de uma algebra literal também o podemos considerar o pai de uma abordagem
analitica generalizada para a trigonometria. E claro que Viete partin da obra dos seus predecessores.
Viete considerava, como Regiomontano, a trigonometria um ramo independente da matematica e,
como Rheticus, trabalhava em geral sem referéncia directa a meia cordas num circulo. Viéte, na sua
obra Canon mathematicus, preparou extensas tabelas de todas as seis funcdes de &angulos
aproximados até ao arco de minuto e recomendou o uso de fracedes decimais em vez de
sexagesimais. Por esta altura aparecem identidades trigonométricas de vérios tipos por toda a parte
da Europa, o que teve como resultado uma reduciio na énfase da computacfo na resolucdo de
triangulos ¢ o aumento da preocupagiio com relagdes funcionais analiticas (Boyer 1974). Viéte
observou uma conexdo umportante entre as suas férmulas (para sen nx ¢ cos nx) ¢ a resolugio de
equagdes cubicas, ou seja, a trigonometria servia também de auxiliar para a resolugio de problemas
algébricos ¢ aritméticos, ampiiando assim o seu alcance. Viéte também contribuiu para a geometria
pura, concentrando-se em problemas originados pelas obras de Apoldnio. Na sua obra Varia
responsa, de 1600, publicou a sua solugiio de um problema célebre de Apoldnio, que Regiomontano
duvidava poder ser resolvido com régua ¢ compasso: dadas trés quaisquer circunferéncias,
determinar uma circunferéncia que ihes seja tangente (ver Veloso 1998). Esta construco tornou-se
numa das mais belas contribuigdes de Viete a Matematica. Mais tarde, parece que fais problemas

vieram a atrair Descartes para a matematica.
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1.3 A Idade Moderna e Contemporinea

Do sécuio XVII em diante’ a mateméatica desenvolveu-se muito e depressa & sua propria
custa ¢ ndo devido a acgdo das forgas ccondmicas, sociais ou tecnoldgicas. Por exemplo, os grandes
trabalhos do alemio Johann Kepler (1571 — 1630) permitiram ao homem uma outra visio sobre o
universo e dar-lhe outro poder para explicar os fendmenos da astronomia de forma racional. Kepler
fol matematico mas € mais conhecido como astronomo pois deve-se a ele a descoberta das célebres
leis sobre o movimento dos planetas que, em sua homenagem, sfo conhecidas por Leis de Kepler.
Na sua obra Astronomia Nova, de 1609, publicou as duas primeiras. A 1% Lei; “Os planetas
descrevem orbitas em forma de elipses de que o sol € um dos focos™; e a 2° Lei: “O raio vector que
une o centro de um planeta com o do sol descreve areas proporcionais aos tempos empregados para
as descrever”, Em 1619, na obra Harmonices Mundi enuncia a 3“ Let: “Os quadrados dos tempos de
revolugiio dos planetas em tomo do Sol sfio proporcionais aos cubos dos semieixos maiores das
érbitas respectivas”. Kepler ocupou-se do cdlculo de volumes na obra Nova Esteriometria dos
Barris de Vinho, de 1615. Calculou volumes de sélidos obtidos por rotacfio de segmentos de
secgdes conicas em volta de um eixo no seu plano.

O italiano Bonaventura Cavalieri (1598 — 1647), escreveu sobre muitos aspectos da
matematica pura e aplicada, desde a geometria (pensa-se que devemo-lhe o nome “Perspectiva
Cavaleira” — Apéndice I1), trigonometria, astronomia a optica. No seu livro Directorium universale
uranometricum, de 1632, entre outros assuntos tratou de tabelas de senos, tangentes e secantes.
Cavalieri notabilizou-se pelo seu livio Geomertria indivisibilibus continuorum, publicado em 1635,
um dos mais influentes do periodo moderno ou do periodo seguinte 4 Renascenga. Neste livro,
Cavalieri estabeleceu uma férmula simples de calculo, o ponto gerando a recta e a recta gerando o
plano através do movimento. Entdo, Cavalieri sem grandes preocupagdes com o rigor do seu
processo, para calcular a drea de uma superficie plana pensou como sendo formada por infinitos
segmentos de recta paralelos entre si ou indivisiveis rectilineos e para calcular o volume de um
s6lido geométrico considera-o como sendo composto de infinitas secgdes planas paralelas entre si
ou indivisiveis superficiais. Estas 1deias levaram-no ao priﬁcipio com o seu nome, Principio de
Cavalieri: “Se dois sélidos geométricos tém alturas iguais entre si e se as areas das sec¢des planas,

A, e A,, feitas por planos paralelos as bases e a igual distancia delas estio sempre numa razdo

¥ A Idade Moderna decorre entre os séculos XVI e XVII, e a Idade Contemporinea a partir dai.
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constante, entdo os volumes dos dois sélidos geométricos, V| e V;, estdo também nessa mesma

Vv
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René Descartes (1596 — 1650) € o matematico e fildsofo francés mais conhecido do século
XVIL. Mas existem outras figuras francesas que ficaram registadas na Historia da Geometria,
Destacaremos, dessas individualidades, apenas quatro: Pierre de Fermat (1601 — 1665), Gilles
Persone de Roberval (1602 - 1675), Girard Desargues (1591 — 1661) e Blaise Pascal (1623 - 1662).
Descartes néo fol verdadeiramente um matematico profissional, apesar de no seu tempo ter sido o
melhor em fermos de capacidade matematica. Descartes dedicou a sua vida a ciéncia e & filosofia.
Basicamente, a grande e unica obra deixada por Descartes 4 matematica foi La Géomérrie,
publicada em 1637. O grande mérito do seu livro consiste na criagio da chamada Geometria
Analitica. De facto, esta obra além de levar os seus contempordneos ao conhecimento da geometria
analitica, trouxe também uma nova matematica, que veio dar um novo e forte impulso ao
pensamento quantitativo e logico. La Géométrie ndo foi publicada, originalmente, como um tratado,
mas sim como um de trés apéndices do Discours de la Méthode — o discurso sobre o método para
raciocinar bem e procurar a verdade nas ciéncias, onde Descartes expde a sua concepgiio racionalista
do estudo da natureza (Descartes como filésofo). Nesta obra, Descartes muda a visio da ciéncia
buscando, por meio da duvida sistematica, ideias claras e precisas de modo a facilitar as
descobertas. La Géométrie € muitas vezes entendida como uma aplicagio da algebra a geometria ou
como a traducio de operagdes algébricas em linguagem geométrica, introduzindo uma notagio
muito proxima da moderna. E, acima de tudo, apresentado em La (éométrie 0 nascimento de um
novo meétodo para tratar a geometria que permitiu inspirar geragdes sucessivas de matematicos e
desenvolver a geometria.

Fermat estudou direito e foi juiz em Toulouse, também ndo sendo, portanto, um
matematico profissional. Parece que dedicava os seus tempos de lazer a literatura classica, incluindo
a ciéncia ¢ a matematica. Fermat veio dar grandes confributos & matemaética, sendo cognominado
como “O Principe dos Amadores em Matematica”. Escreve, parece que antes de 1637, um pequeno
trabatho sobre geometria, publicado apenas em 1679, Ad locos planos et solidos isagoge —
Introducio aos lugares planos e sélidos. Neste trabalho, Fermat apresenta os principios
fundamentais do método das coordenadas de forma mais clara do que como se apresenta no livro de
Descartes, La Géométrie. Apresenta também a equagido da recta — o que parece ndo acontecer de
forma explicita na obra de Descartes, as equagdes das circunferéncias com centro na origem ou

noutro ponto qualquer e das ouiras conicas. Enquanto Descartes {rata de problemas geométricos
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apenas no plano, Fermat resolve algebricamente problemas geométricos no plano ¢ no espaco,
tornando-se no primeiro matematico a aplicar a geometria analitica ao espaco, a trés dimensdes.

O tunico matematico francés verdadeiramente profissional neste periodo, de entre os aqui
apresentados, foi Roberval. Teve uma catedra no Collége Royal durante cerca de 40 anos e produziu
vérias contribui¢des a geometria. Destacamos o primeiro esbogo, datado de 1635, de um arco de
uma sinusdide (curva que representa o grafico da fungfo seno — Figura 2.31), permitindo 2
trigonometria aproximar-se do seu tratamento funcional em detrimento do aspecto computacional.

Girard Desargues foi, antes de matematico, engenheiro e arquitecto militar em Lyon.
Desargues deu uma nova interpretagiio a geometria, passando a tratar as questdes geométricas de
forma mais geral e apresentando ideias muito inovadoras para a sua época. Além de investigador,
Desargues tratou de aplicar as suas novas ideias a questdes praticas, nas artes ¢ nas industrias,
referindo que a ciéncia tem também por fungio contribuir para a educagdio social dos povos.
Exemplifica, dando ele proprio aulas gratuitas a artistas e trabalhadores, depois destes terminarem o
seu dia de trabalho, sobre aplicagdes da geometria a perspectiva, 4 mecinica, & construgdo civil, etc.
Desargues, em 1636, escreve um livro sobre perspectiva e no seu panfleto, sob o titulo Brouillon —
Project d’une atteinte aux évenements des encontres d’un cone avec un plan — Projecto de uma
tentativa para relacionar os acontecimentos dos encontros de um cone com um plano, escrito em
1639, Inicia a preparagio do caminho para a Geometria Projectiva. Em 1643, Desargues enuncia o
teorema designado presentemente como o teorema dos tridngulos homologos e conhecido por
Teorema de Desargues: “Se dois tridnguios [ABC] e [A’B’C’], situados ou néio no mesmo plano,
sdo tais que as rectas AA’, BB’ e CC’ concorrem num mesmo ponto D, entdo os pontos de encontro
dos pares de lados comrespondentes BC e B’C’, CA e C'A’, AB e A’B’ siio colineares” (Figura 1.4).

Pascal foi uma crianca-prodigio e tornou-se discipulo de Desargues. Com 16 anos, em
1640, Pascal publicou um ensaio sobre as conicas. Era apenas wma pagina impressa, mas o
suficiente para se tomar numa das paginas mais fecundas da histéria da geometria. Continha uma
proposicdio que diz respeito a um hexdgono inscrito num circulo, conhecida a partir dai como o
Teorema de Pascal. Inventou, aos 19 anos, a primeira maquina de calcular a fim de simplificar o
trabalho de seu pai, Etienne Pascal, que também tinha inclinacio pela matematica, embora fosse
juiz-presidente do tribunal fiscal. Pascal escreve, em 1654, uma obra completa sobre cénicas que
nunca veio a ser publicada, mas ¢ referida por outros matemaéticos que se lhe seguiram. Apenas em
1664, for publicado um seu tratado sobre o “iridngulo aritmético” formado por coeficientes

binomiais, dando assim uma preciosa colaboragio ao Célculo Combinatério. O mérito de Pascal foi
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Figura 1.4: O Teorema de Desargues afirma que: “Se dois trifngulos [ABC) e [A’B’C'), situados ou
nio no mesmo plano, sdo tais que as rectas AA°, BB’ e CC’ Eoncorrem num mesmo ponto D, entdo os
pontos de encontro das rectas correspondentes aos pares de lados respectivos (AB e A’B’, CA e C'A”,
BC ¢ B'C’), sio colineares”. Py, P, ¢ P; sfio os pontos de encontro, respectivamente, dos lados

correspondentes. Ver Apéndice VI, Capitulol, ficheiro Teorema Desargues.gss

que, além de descobrir algumas novas propriedades do “tridngulo aritmético”, divulgou-o e ligou-o
ao estudo das probabilidades, tendo ficado conhecido por “Tridngulo Aritmético de Pascal”. Pascal,
além de matematico, foi também fisico'®, filésofo e tedlogo.

No periodo, pds-renascenga, foram muitos e bons os matematicos que, além dos franceses
referidos, deram grandes contributos ac desenvolvimento da Geometria. Vamos aqui dar pouco
mais que a biografia de uns poucos que viveram nos séculos XVIII e XIX. O século XIX é
considerado, até entfio, como o mais produtivo de sempre nos trés principais ramos da matematica:
geometria, analise e algebra. Entretanto, a imaginacdo, o rigor, a abstracgio e a generalidade
continuam, promovendo mais realizagdes matematicas. Considera-se, presentemente, que o século

XX supera todos 0s outros.

O estudo dos trabalhos de Euler continuard a ser
a melhor escola para os diferentes campos da matematica
e nada os poderd substituir.”

GAUSS [1777 - 1855]

' Pascal tem ¢ seu nome honrado na Fisica com uma unidade de pressio.
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O suigo Léonard Euler (1707 — 1783) nasceu em Basileia e viveu entre a Academia de
Sampetersburgo, na Russia, e a Academia de Berlim, na Alemanha. Enquanto jovem, estudou aiém
de matematica, medicina, astronomia, fisica, linguas orientais e teologia — por indicagio de seu pai,
que embora tendo conhecimentos de matematica era ministro religioso e queria que o seu filho
seguisse 0 mesmo caminho. Euler fol o principal responsavel pela linguagem ¢ notagio matematica
que se utiliza hoje, mesmo ao nivel universitirio. Na sua obra, considerada o primeiro texto de
geometria analitica, [ntroductio in analysin infinitorum, de 1748, trata de forma estritamente
analitica as fungdes trigonométricas. O seno passa a ser visto como um numero ou uma razio. As
fungdes trigonométricas e suas inversas eram escritas e pensadas por Euler praticamente na forma
como sfo tratadas hoje. As abreviaturas utilizadas na Introductio in analvsin infinitorum, por Euler,
em latim, sin, cos, tang, cot, sec € cosec, s&o muito proximas das actuais (alias, idénticas aos termos
usados na literatura matematica cientifica em inglés; apenas tan = tang). Também os trés simbolos,
para designar ntimeros”, e, T e i, que combinados com os dois inteiros mais “importantes”, 0 e 1,
originou a célebre igualdadelg, e™ + 1 =0, com 0s cinco nimeros mais significativos de toda a
matematica, que se¢ deve a Euler. Na geometria, na algebra, na trigonometria ¢ na analise
encontramos simbolos de Euler, bem como terminologia e ideias. Euler, mesmo perdendo uma vista
aos 28 anos e ficando cego aos 59, foi o matematico mais produtive do século XVIIL. Na sua
cegueira Euler continuou a pesquisar e a produzir com 2 ajuda dos seus filhos (casou duas vezes e
teve treze filhos). Durante a sua vida escreveu 560 livros e artigos, dando contribuigdes a todos os
campos da matemética existentes na sua época; & sua morte deixou muitos manuscritos que foram
publicados, durante os 47 anos seguintes pela Academia de Sampetersburgo.

O francés Gaspard Monge (1746 — 1818) era filho de um pobre negociante. Pela influéncia
de um tenente-coronel, que ficara bem impressionado com a inteligéneia do jovem, Monge fol
autorizado a assistir a alguns cursos numa escola militar. As autoridades admiraram tanto as suas
qualidades que veio a ser professor nessa mesma escola. Monge foi director de uma outra escola, a
Ecole Polytechnique (fundada em Paris, em 1794, tendo-se fornado na escola-modelo de todas as
escolas militares e de engenharia dos inicios do século XIX) e era o lider cientifico do grupo de

matematicos que estavam ligados & mesma (a nata dos cientistas franceses de entdio). Monge

T o= 2.7182818284... & o mimero de Neper — nome pelo qual ¢ mais conhecido o matemdtico escocés John Napier (1550 ~ 1617);

i=+=1 éaunidade imagindria dos nimeros complexos.

18 4 D ; A ; ; articular para © = 7. £ ;
A igualdade ¢¥ = cos 0 +isenQ ¢ vilida para todes os dngulos, medidos em radiancs, em particular para & = n. E a forma

escothida para representar nimeros complexos trigonometricamente.
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Figura 1.5: Geometria Descritiva de Monge. O ponto P do espago ¢ representado pelas suas
projecgdes ortogonais P' e P’ sobre dois planes perpendiculares entre si, um horizontal P, e outro
vertical @ (esquerda); o plano @ ¢ em seguida redatide sobre P por uma rotaciio de 90° em torno da

intersecglo, a linha de terra — LT {obtendo-se a projecgio num plano i dircita - rebatimento). As duas

prejecgdes P’ e P do ponto P encontram-se sobre a linhia de réferéncia perpendicular a LT.

também trabalhou na Ecole Normale de Paris (criada na mesma época que a Ecole Polytechnique),
ao lado de professores de matematica de alto nivel, como Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813),
Pierre Simon de Laplace (1749 — 1827) ¢ Adrien-Marie Legendre (1752 — 1833). Foram as suas
aulas na Ecole Normale entre 1794 — 1795 que conduziram a publicagio da sua principal obra,
Géométrie descriptive, 0 que veio a acontecer entre 1795 e 1799. O método da nova geometria
descritiva ou método da dupla projecgiio consisie no seguinte: representamos cada ponto P do

espago pelas suas projecgdes ortogonais P’ e P’ sobre dois planos perpendiculares entre si, um

horizontal, P, e outro vertical, @ (Figura 1.5); o segundo destes planos, @, € em seguida rebatido

sobre o primeiro por uma rotagio de 90° em torno da sua intersecgdo, a chamada Linka de Terra
(abrevia-se por LT); as duas projecgdes P’ ¢ P** do ponto P enconfram-se sobre uma mesma
perpendicular & Linha de Terra, a chamada /inha de referéncia do ponto P. A todo o ponto P do
espago corresponde um par unico de projecgdes (P7, P''), a representaciio de P, e inversamente, a
todo o par de projeccdes (P’, P’*), situadas na mesma linha de referéncia, corresponde um unico
ponto P do espago. Com esla correspondéncia biunivoca podemos deduzir, das representagdes
planas dos objectos, conclusdes acerca das caracteristicas do objecto no espago tridimensional.
Monge, na Ecole Polytechnique, ministrou um curso sobre aplicagiio da analise a
geomelria. Conscquentemente, publica, em 1809, Application de lanalyse & la géométrie, onde

aplica o calculo a curvas ¢ a superficies no espago, sendo este o primeiro livro da histdria da
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matematica sobre geometria diferencial. Monge nfo se interessou apenas por matematica pura e
aplicada, podendo dizer-se que foi, de facto, um geémetra, mas também se interessou por quimica e
fisica.

Karl Friederich Gauss (1777 — 1855) foi o mais precoce matematico que se conhece.
Conta-se que aos doze anos ja dominava a geometria euclidiana. Gauss foi o maior matemético da
sua época e nunca precisou de deixar a sua Alemanha, nem sequer para uma viagem turistica. Gauss
ndo foi apenas matematico na Universidade de Gotinga, ja que estudou e trabalhou também em
astronomia, geodesia, cartografia, literatura classica, filologia classica, filosofia, fisica e colaborou
na producdo do primeiro telégrafo elécirico. A sua primeira obra foi publicada em 1801,
Disquisitiones arithmeticae, e em 1809 publicou uma obra sobre astronomia com 0s novos métodos
de cilculo de érbitas, Theoria motus corporum celestium — Teoria do Movimento dos Corpos
Celestes (em tomo do Sol, em secgdes conicas). Em 1827, Gauss publicou a sua principal obra, que
veio a ter um papel decisivo no desenvolvimento da geometria, Disquisitiones generales circa
superficies curvas. Trata-se de um livro que contém a teoria das superficies, abordada de uma forma
muito diferente daquela de Monge. Gauss foi dos primeiros a conceber a existéncia das geometrias
nio euclidianas, por volta de 1816, baseando-se numa outra escolha de axiomas, mas nunca chegou
a publicar algo sobre o assunto.

Apesar da representagio grafica dos nimeros complexos ter sido inventada em 1797 por
Caspar Wessel (1745 — 1818), Gauss, 30 anos depoils, pegou no assunto a fim de dar uma methor
interpretagdo e visualizacio, no sentido de que cada ponto do plano correspondesse & um ntmero
complexo € inversamente. Para tal, como j4 nessa altura se sabia que os numeros reais (positivos,
negativos e zero) podiam ser representados por pontos de uma recta e que os imaginArios puros
poderiam ser representados numa recta perpendicular ao eixo dos nimeros reais, Wessel e Gauss

deram o passo obvio de pensar nas partes real ¢ imaginaria de um nimero complexo a + bi como

2 ~ . . .
coordenadas rectangulares de pontos do plano R* (ver secgio 2.4.1). Deste modo, as antigas ideias

sobre a ndo existéncia de nimeros imaginarios foram abandonadas. Gauss, ao contrario de outros,
nunca teve um titulo de nobreza, mas por consenso a postenidade saudou-o como “O Principe dos
Matematicos”.

O russo Nicolai Ivanovitch Lobatchevski (1793 — 1856) foi o primeiro a desafiar a
autoridade da geometria euclidiana, com dois mil anos, € a construir uma geometria nfo-euclidiana.
Lobatchevski foi admitido, por unanimidade, em 1807, com catorze anos, na Universidade —

Academia de Kazan aonde permaneceu ligado toda a sua vida. Primeiro como estudante, depois
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Figura 1.6: Um modelo para a geometria de Lobatchevski ou geometria hiperbdlica: por um ponto P
exterior a uma recta dada, r, passa um nimero infinito de rectas paralelas a »; o “plano” € a

circunferéncia e as “rectas” sio cordas da mesma.

como assistente, professor e reitor. Com 23 anos era ja professor da sua universidade e, além da
catedra de matematica, dava cursos de fisica ¢ de astronomia. Nesta institui¢do foram-lhe ainda
confiados outros encargos: bibliotecdrio, conservador do musen e responsével pela severa disciplina
dos estudantes de Kazan, desde os das escolas elementares até aos universitarios. Em 1827 foi
nomeado reitor da Universidade. Lobatchevski foi dos primeiros a perceber que a construcio da
geometria de Euclides desmoronava-se ao considerarmos a sua aplicacio ao planeta Terra e nio a
inexistente Teira plana, tal como ao resto do Universo. Em 1829, Lobatchevski publicou wm artigo
“On the Principles of Geometry”, que marca oficialmente o nascimento da geometria nfo-
euclidiana. Lobatchevski substitui o postulado euclidiano das paralelas’ por outro: “Por um ponto
exterior a uma recta dada passa um numero infinito de rectas paralelas a primeira”. Tomando como
base este axioma ¢ todos os postulados de Euclides (excep¢éo feita, obviamente, ao das paralelas),
Lobatchevski construiu uma geometria perfeitamente 16gica ¢ coerente. Por isso, é conhecido pelo
“Copérnico da Geometria” por ter revolucionado e criado wm novo ramo na geometria, a geometria
hiperbolica e chamada presentemente geometria de Lobatchevski {Figura 1.6). O primeiro livro,
Novos Elementos de Geometria com Uma Teoria Completa das Paralelas, de Lobatchevski
apareceu em 1835-38, escrito em russo, mas poucos matematicos tiveram conhecimento dele ¢
muito menos compreenderam o seu alcance, Mesmo uma edi¢fio alemd, em 1840, Geometrische
Untersuchungen zur Theorie der Parallelinien, mereceu pouca atencdo, pouco mais que a de Gauss.
Quase em simultdneo com Lobatchevski, o hingaro Janos Bolyai (1802 — 1860) teve, de forma
independente, as mesmas ideias. Bolyai recebeu muito cedo boa educacio geral e em particular em
matematica - era filho de um professor de matematica, de fisica e de quimica, Farkas Wolfgang

Bolyai (1775 — 1860), que fora colega de Gauss na Universidade de Gotinga. Diz-se que

O postulado cuclidiano das paralefas diz o seguinte: “paraleias sio duas rectas que estio no mesmo plano ¢ que nunca se
encontram”, ou de outro modo, “por um ponte exterior a uma recta dada passa uma, e uma s6, recta paralela 4 primeira”.

18



Janos Bolyai aos treze anos ja dominava o calculo e a meclnica. Foi violinista — tendo dado
concertos em Viena; estudou na escola de Engenharia Militar em Viena, foi oficial do exército ¢
trabalhou como engenheiro militar durante parte da sua vida. A ideia de Bolyal era a mesma que
ocorrera a Gauss ¢ a Lobatchevski. Aceitou o postulado de Euclides como um axioma independente
e descobriu que era possivel construir uma outra geometria, assente no pressuposto que por um
ponto do plano, exterior a uma recta dada, podemos tragar infinitas rectas que nio intersectam a
primeira. Um artigo de Bolyai sobre este assunto foi publicado como um apéndice, apenas em 1832,
com o titulo Appendix scientiam spatii absolute veram exhibens, de um tratado de seu pai. Tudo
indica que as ideias de Lobatchevski ¢ de Bolyai eram semelhantes, sendo no entanto os seus artigos
diferentes e tendo surgido independentemente em Gotinga, Kazan e Budapeste.

O alemio Georg Friedrich Riemann (1826 — 1866) era filho de um pastor protestante.
Estudou na Universidade de Gotinga, na qual trabalhava Gauss, e onde em 1851 obteve o grau de
doutor. Em 1859, era ja professor na mesma universidade. Riemann, em 1850, precisando de ganhar
dinheiro, apresentava-se as provas para um lugar no Instituto Matematico da Universidade de
Gotinga, perante representantes do corpo docente, entre os quals estava Gauss. Um dos assuntos que
Riemann apresentou, numa das suas mais célebres conferéncias, tinha o titulo “Sobre as hipdteses
gue estdo nos fundamentos da geometria”. Propunha uma visdo global da geometria como um
estudo de variedades de qualquer nimero de dimensdes e em qualquer tipo de espago. As suas
geometrias eram também ndo-euclidianas, num sentido mais geral do que as de Lobatchevski. Gauss
ficou profundamente admirado e entusiasmado com o trabalho do jovem. Riemann criou a chamada
geometria eliptica, sendo um caso particular desta a geometria esférica. Um modelo possivel para a
geometria riemaniana — geometria esférica, consiste em tomar para “plano” a superficie esférica e
para “rectas” os meridianos (circunferéncias maximas — intersecgiio de um plano com a esfera, em
gue o plano passa no centro da esfera) — Figura 1.7. Nesta geometria, por dois pontos passa uma e
uma sé circunferéncia maxima (recta), a ndo ser que os pontos sejam antipodaszo, por onde passam
infinitas circunferéncias méaximas. Em resumo, Euclides afirma que por um ponto exterior a uma
recta passa uma sé recta paralela & primeira; Lobatchevski e Bolyai constrdem uma geometria que

pode existir uma infinidade € Riemann constrdi outra em que ndo existe nenhuma.

¥ Antipodas sio pontos em locais epostos da esfera, coma o Pélo Norte ¢ o Pdlo Sul sobre o sistema de coordenadas longitude-
latitude na Terra.
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Figura 1.7: Geometria riemaniana ou geometria esférica: por um ponto P exterior a “recta” AB nio
passa nenhuma “recta” (circulo méximo, que inclui o centro da esfera) paralela a AB; o “plane” € a

superficie esférica.

“Enquanto um ramo da ciéneia oferece uma abunddincia de problemas, ele estd vivo.”
J/

) HILBERT [1862 - 1943]

Entre muitas figuras ilustres que viveram na transi¢fo do século XIX para o século XX,
falaremos daquela que passou a tratar a geometria de uma forma mais formal: o alemio David
Hilbert (1862 — 1943). Fo1 professor de grande reputacdo em Gotinga. Viajou entre varias
localidades, particularmente para assistir a congressos internacionais de matematicos, que se
tornaram regulares a partir do inicio do século XX. Hilbert ficou célebre no 2° Congresso
Internacional de Matematicos, realizado em Paris, em 1900, ao propor 23 problemasm para
investigacdo, os quais ele acreditava deverem estar entre os que ocupariam a atengfo dos
matematicos do século XX. Ja em 1899, Hilbert publicou um pequeno livro sobre os fundamentos
da geometna — Grundiagen der Geometrie, onde faz uma analise dos axiomas em que a geometria
euclidiana se baseia e explica como a pesquisa axiomatica moderna ¢ capaz de melhorar as
realizacdes dos gregos. Este livro, consequentemente, exerceu muita influéncia na formacio das
atitudes contemporaneas na matematica e no ensino da matematica. Com esta obra a geometria
passa a ter wm caracter mais formal, colocando-se ao lado, neste aspecto, da anilise e da algebra.
Hilbert ficou ligado aos espagos vectoriais completos € munidos de wm produto interno — Espacgos
de Hilbert. Basicamente, sio extensdes do conceito de espago euclidiano obtidas passando do
espago ordindrio, tridimensional, a um espa¢o a mais dimensoes até a um numero infinito. Hilbert
fol um matematico de muitas facetas que contribuiu para, entre outros assuntos, a teoria dos

numeros, a logica matematica, as equagdes diferencials e para a fisica-matematica.

* Pode ver um resumo destes problemas em Struik, 1989, paginas 304 - 307.
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Com o propésito de elaborar um tratado que abarcasse os trés ramos tradicionais da
matematica (analise, dlgebra ¢ geometria), formou-se, entre 1934 ¢ 1935, de forma um pouco
secreta e andnima, wm grupo jovens matematicos, licenciados pela Escola Normal Superior de Paris,
cognominado Nicolas Bourbaki. Apresentou-se, pela primeira vez, como autor de um artigo numa
sessdo de 18 de Novembro de 1935, da Academia das Ciéncias de Paris, por intermédio do
matematico Elie Cartan (1869 — 1951). Fazem parte deste grupo, entre outros, os matematicos: Jean
Delsarte (1903 ~ 1968) Henri Cartan (1904 — ) (filho de Elie Cartan), Jean Dieudonné (1906 — 1992)
e André Weil (1906 — 1998). O objectivo primordial do grupo era, nesta época e tendo em atencio o
desenvolvimento exponencial da matematica no século XIX e inicios do século XX, construir uma
matematica universalista, procedendo a um tratamento global. A intengfio era a de expor todos os
conceitos fundamentais de matematica e, portanto, captar toda a matematica que vale a pena numa

grande obra em construcio: Eléments de mathématique.

“Assim comecou todo o conhecimento humano,

com intui¢des, passando daqui a nogdes e acabando com ideias.”

KANT? [1724 — 1804}

2 Immanuel Kant (1724 — 1804) foi um fiiésofo alemio ¢ é considerado o pensador mais influente dos tempos modernos — ver
hitp:Awww.antroposmederng.convbiografing/Kant. htmi.
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Capitulo 2 - Trigonometria no Plano Euclidiano

2.1 Definicoes gerais

Figura 2.1: Angulo é a abertura compreendida entre duas semi-rectas (os lados: [VA ¢ [VB ) com a
mesma origem (o vértice: V). Designamo-lo por ZAVB e a sua medida por AVEB.,
Antes de entrarmos propriamente no estudo da trigonometria vamos apresentar algumas
definicdes genéricas, basicas e necessarias na concretizagio das nog¢des que vém mais adiante.
Vamos comegar por ver a definiciio de angulo (ver Figura 2.1): dngulo ¢ a “abertura”
compreendida entre duas semi-rectas (os lados do dngulo) com a mesma origem (o vértice). Na
Figura 2.2 podemos observar que a circunferéncia ¢ o conjunto de todos os pontos do plane a
mesma distncia de um ponto dado, que se chama centro {A). Podemos constatar, também, as
principais designacdes motivadas pela “ligacio” do centro da circunferéncia a um ponto qualguer da
circunferéncia e da “ligacio” de pontos da circunferéncia. O raio (Figura 2.2) ¢ o segmento de recta
cujos extremos sdo o centro e um ponto qualguer da circunferéncia. A corda (Figura 2.2) ¢ qualquer
segmento de recta cujos extremos sio dois pontos quaisquer da circunferéncia. O didmetro € o
segmento de recta que passa pelo centro e cujos extremos sdo dois pontos quaisquer da
circunferéncia (ver Figura 2.2). O arco de circunferéncia ou simplesmente arco (Figura 2.2) é uma
por¢iio de circunferéncia compreendida entre dois dos seus pontos. Quando nada ¢ dito opta-se
sempre pelo arco menor compreendido entre os dois pontos. O arco maior €, naturalmente, a
restante porgdo de circunferéncia compreendida entre os mesmeos dois pontos. Chama-se dngulo ao
centro (Figura 2.2) ao Angulo que tem vértice no centro da circunferéncia e cada lado contém um
raio. Por ultimo, a Figura 2.3 exibe uma regifio do plano limitada por uma circunferéneia que se

chama circulo.
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Figura 2. 2: Circunferéncia é o conjunto de todos os pontos do plano 4 mesma distdncia de um ponto
dado — o seu centro (A). Raio é o segmento de recta cujos extremos sio 0 centro e um ponto qualquer
da circunferéncia ([AD]). Corda é qualquer segmento de recta cujos extremos sdo dois pontos
quaisquer da circunferéncia ([DE]). Didmetro (também corda) € o segmento de recta que passa pelo
centro e cujos extremos sdo dois pontos quaisquer da circunferéncia ([BC]). Arco € uma porgio de
circunferéncia compreendida entre dois dos seus pontos (arco menor ED; arco maior DBE); por
convengio, se nada € dito, opta-se sempre pelo arco menor. Chama-se dngulo ao centro ao dnguio o
entre dois raios{[AD} e [AE]). Chama-se dngulo inscrito na-circunferéncia ao angulo B que tem o
vértice na circunferéncia e os lados contém cordas ([FG] e {HG)).

circuLO SECTOR CIRCULAR  SEGMENTO CIRCULAR

Figura 2.3: Circudo é a regiio do plano limitada por uma circunferéncia. Sector circular é vma parte
do circulo limitada por dois raios e pelo arco e pelo arco de circunferéncia compreendido entre esses
raios. A parte menor é chamada sector menor ¢ a parte maior é chamada sector maior. Segmento
circular é vma parte do circulo limitada entre uma corda e o arce de circunferéncia por ela

determinado.

2.2 Definicoes e relagio entre razoes trigonometricas

2.2.1 Razdes trigonométricas num tridngulo rectdngulo

Apesar de comegarmos por estudar um tipo especial de tridngulos (rectangulos: com um
dngulo recto e dois agudos), mostramos mais tarde (na secglo 2. 4) que este estudo se generaliza a

qualquer tipo de tridingulo. Na Figura 2.4 temos as definigdes necessarias para o que se segue, dado
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B

Figura 2.4: Num triingulo recténguio [ABC], rectingulo em B: o lado [AC] é & hipetenusa (o lado
maior): o lado [BC] ¢ o cateto oposto relativamente ac dngulo o ou ao ngulo™ em A; o lado [AR] ¢ o

cateto adjacente relativamente ao angulo o

um tridngulo rectangulo a raz&o entre o comprimento do cateto oposto ao dngulo o ¢ o comprimento
da hipotenusa ¢ chamada o seno do dngulo o, abreviadamente
BC -
sen ¢ = == 2.1
AC
A razio entre o comprimento do cateto adjacente ao &ngulo o e o comprimento da
hipotenusa ¢ chamada o co-seno do dngulo «, abreviadamente
AB
AC

Cos (L = (2.2)

A razdo entre o comprimento do cateto oposto ao angulo « e o comprimento do cateto

adjacente ao dngulo o é chamada a tangente do dngulo o, abreviadamente

__ BC
BC AC send
t = = = = = 2_3
8¢ AB _A—li cos o (2.3)
AC

Sai de (2.1) e (2.2) que (ver Figura 2.4),

BC
senAzmAL"ﬂcosC < sen A=senC
e
AB
cos A==—=sen(C < cos A=senC.
AC

r

Como, por constru¢io do triingulo rectingulo, qualquer cateto ¢ mais pequeno que a
hipotenusa, resulta que as razdes estabelecidas, seno e co-seno, tém sempre valores entre 0 ¢ 1, ou

iguais a 0 oua 1. A tangente e a co-tangente (ver (2.6)) podem tomar um nimero gualquer positivo
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ou o valor 0. Os valores aqui referidos dizem respeito apenas ao triingulo rectingulo, veremos a
frente (secedo 2.4.3) que, num circulo trigonometrico, os valores poderiio ainda ser outros.

As razles Inversas, ou reciprocas, das trés razdes apresentadas definem-se,

respectivamente, como®” (de (2.1) - (2.3))

1 AC
co-secante de oL = COseC o = = == (2.4}
seno  BC
1 AC
secante de o, =sec o = = = (2.5)
cosa  AB
I AB
co-tangente de o = cotg o = = (2.6)
tea  BC

2.2.2 A Férmula Fundamental da Trigonometria e outras

., 2 . A Py
O Teorema de Pitagoras > diz-nos que, num tridngulo rectingulo temos:
HE =2+ ¢l
onde H é o comprimento da hipotenusa e c;, ¢; 0 comprimento dos catetos respectivos (Figura 2.4).

Assim, do tniangulo da Figura 2.4 temos:

AB +BC =AC’.

L g 2 .
Dividindo ambos os membros por AC’, sal:

AB" BC aB) (BCY
—t=—7] & |=—] +|=—]| =1
AC™  AC AC AC
E, assim, de (2.1) e (2.2), deduzimos a designada Formula Fundamental da Trigonometria:
cos’ o +sen’ o =1 (2.7)
Da formula (2.7), escrevemos:
sen® & =1-cos’ o (2.8)
cos’ & =1-sen’ & (2.9)

Usando (2.3) e dividindo (2.7) por cos® &, vem

#* Sempre que ndo houver possibilidade de ambiguidade, muitas vezes utiliza-se para caracterizar um ngufo numa figura, o préprio

veértice (ver Convengdes, Notagdes e Simbolos).
* As seis razdes trigonométricas (2.1 ~ 2.6) foram introduzidas pelos Arabes.

** A demonstragio deste teorema encontra-se na sccgio 3.2.5.
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Figura 2.5: [ABC] ¢ um tridngulo escaleno (isto é, com todos os lados diferentes) com altura A =DB

relativamente ao lado [AC]. Por definigio de altura, [ABD? e {BCD] sio tridngulos rectangulos (em

D). Temos ainda: a = BC e c= AB.

tgf o+ 1= (2.10)

CosS O

Por outro lado, usando (2.6) e dividindo (2.7) por sen’ o, vem

1
cotg’ o+ 1= — (2.11)
5€

2.2.3 A Lei dos Senos

Consideremos um triangulo [ABC] qualquer (escaleno) e definamos a altura como na
Figura 2.5. Ha, assim, trés alturas diferentes num tridngulo. O segmento da altura define, no

tridngulo considerado, dois tridngulos rectangulos. Agora vem, entdo, de (2.1):

h
senA=— ¢ h=csen A (2.12)
Cc

I
senC=~§~ < h=asenC (2.13)

De (2.12) e (2.13) vemu:

csenA=asenC < = _° (2.14)
senA  senC

Consideremos agora, no mesmo tridqngulo [ABC], a altura g relativamente ao lado [BC] como na

Figura 2.6. Temos agora que:
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Figura 2.6: {ARC} é um triangulo escaleno com altura g =AD relativamente a0 kado [BCL [ABD] e

[ACD] sio tridngulos rectdngulos em D (ver Figura 2.3). Temos ainda b =AC.

senBz% o g=csenB (215
e -
senC:% < g=bsenC (2.16)
De (2.15) e (2.16) vem:
csenB=bsenC < b __¢© (2.17)

senB  senC

Das igualdades (2.14) ¢ (2.17)ejaquea= BC,b=AC e c= AB, tiramos a relagdo:
BC AC 4B

senA  senB  senC

que é chamada de Lei dos Senos ou Analogia dos Senos e é valida para qualquer tridngulo [ABC].

(2.18)

2.3 Angulos e arcos

2.3.1 Os dngulos especiais: 30° 45°e 60°

Consideremos o tridngulo [ABC], rectdngulo em B (Figura 2.7) e fixemos a amplitude do
ingulo o em 30°. Construamos o tridngulo rectangulo [ABC’] simétrico’® a [ABC] relativamente a
AB. Obtemos um triingulo [ACC’} que ¢ equilatero, pois cada angulo interno?’ mede 60°. Assim,

como por construcio B ¢ o ponto médio®™ de [CC’, temos

¥ Ver secghio 3.1 acerca das simetrias no plano.
T ver secgdio 3.2 acerca das propriedades dos trifingulos.
B ponto médio de um segmento de recta é o ponto que divide o segmento de recta em dois segmentos de recta de igual comprimento.
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2
logo
o IR
BC 3
o= = = A = (219
st AC  AC @.19)

De (2.7) tiramos o co-seno de 30°:
l 2
sen® 30° + cos? 30° = 1 & (5} + cos?30°=1 ¢
1 3
& cos30°=1 - 1 & cos? 300 = Z@ cos 30° = im\/;»

ou seja (ja que num tridngulo® rectdngulo se o & um seu Angulo, 0 < cos o < 1),

5 ;

cos 30° = 23 (2.20)
De (2.3), (2.19) e (2.20), tiramos a tangente de 30%
1
2 1 3
g30°=—"FF=—F==— 2.21

o]

Consideremos, agora, o tridngulo 1sésceles [ABC], rectdngulo em B (Figura 2.8). Como os

catetos AB e BC sio iguais3°, ¢ BAC =45°= ACB. Entlio temos,

AB_BC
AC AC
logo
sen 45° = cos 45° (2.22)
De (2.7) e de (2.22) sai 0 seno ¢ o coseno de 45°

1 1
sen” 45° +cos’ 45° =1 < 2sen’45° =1 < sen’ 45°= — < sen 450 =t+—=
2 V2
ou seja (ja que num tridngulo rectingulo temos que, se . é um seu angulo, 0 < cos o < 1),
V2

sen 45° = > (2.23)

€ portanto,

¥ Adiante, na secgio 2.4.4, verificaremos gue o co-seno assume valores positives mas também negativos. Em geral, se o é um
ingulo de amplitude qualquer temos que -1 Scosa < 1.
 Ver secgiio 3.3 acerca das propriedades dos tridngulos.
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Figura 2.7: (i) Os tridngulos rectingulos [ABC] e [ABC'] sfio simétricos em relacdo a [AB] (ver
seccdo 3.1.2). Assim, a = o’ ¢ ACB=AC'B. (i} [ACC’] é um tridngulo equildtero. O angulo o €

complemeniar de ACB.

V2

cos 45° = 3 (2.24)

De (2.3), (2.23) e (2.24) tiramos a tangente de 45°
tg45°=1 (2.25)
Para obtermos as principais razdes trigonométricas de 60°, basta notar na Figura 2.7 que,

60° é complementar’' de 30°.

Entao,
3
sen 60° = cos 30° = %*_- (2.26)
1
cos 60° = sen 30° = 5 (2.27)

1
tg 60° = cotg 30° = v NE) (2.28)

Na Tabela 2.1 resumimos os valores das razdes trigonométricas dos angulos especiais: 30°, 45° ¢

60°.
2.3.2 Angulos e arcos generalizados

Quando se coloca a ponta de um compasso num ponto V, a outra ponta num ponto A e se

** Ver seegdo 2.6.1 — Angulos complementares.
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Figura 2.8: [ABC] é um tridngulo isdsceles rectingulo em B.

Angulo
Razio 30° 45° 60°
seno 1 V2 V3
2 2 2
co-seno N5} V2 1
2 2. 2
tangente V3 1 NS
3

Tabela 2.1: Valores das principais razdes trigonométricas dos angulos de 30°, 45° ¢ 60°.

faz girar o compasso em tormo do ponto V, até um novo ponto B, construimos o arco de
circunferéncia AB. Considerando as semi-rectas [VA e [VB obtém-se o dngulo ZAVEB (Figura 2.1).
Se o arco AB for descrito no sentido contrério ao do movimento dos ponteiros do relégio, o &ngulo
convenciona-se positivo, caso contrario, isto é, se o angulo for descrito no sentido do movimento
dos ponteiros do reldgio, o dngulo convenciona-se negafivo.

Ao Angulo ou arco formado pela semi-recta [ VA consigo prdpria, ou seja, sem se iniciar o
“movimento”, chama-se dngulo nulo ou arco nulo (a amplitude é 0°) — Figura 2.9. Quando o ponto
A completa uma circunferéncia, diz-se que a semi-recta {VA gerou um dngulo de um giro (a
amplitude ¢ +360°) — Figura 2.10. Se o ponto 4 continuar a deslocar-se, no mesmo sentido, vai

desenhar arcos que excedem a circunferéncia ou o angulo de um giro (> +360°) — secgio 2.3.4.

2.3.3 Medidas™ de amplitudes de dngulos e de arcos

Chama-se sistema sexagesimal ao sistema que tem por unidade de medida o grau {(que

habitualmente é representado por: ° ). O grau tem por submultiplos o minuto (representa-se por: ') €

A medida de uma grandeza, numa certa unidade, ¢ o ndmero de vezes que a unidade “cabe™ nessa grandeza.
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Figura 2.9: Angulo nulo (0°): a semi-recta [VA Figura 2.10: Angulo de um giro (+360°): a
nao chega a “movimentar-se”. semi-recta [VA da uma volta completa no

sentido inverso ao dos ponteiros do relogio.

o segundo (representa-se por: *’). E um sistema sexagesimal porque o grau corresponde a 60

minutos de arco (1° = 60") e o minuto a 60 segundos de arco (1° = 60""). Um grau ¢ o &ngulo, ou o
1 . : . .
arco, correspondente a 360 do dngulo de um giro, ou de circunferéncia.

Chama-se sistema circular ao sistema de medida de a;nplitudes de angulos e de arcos que
tem como unidade o radiano. Um radiano € a amplitude do &ngulo ao centro correspondente a um
arco cujo comprimento € igual ao raio (Figura 2.11). Podemos medir, entfio, arcos e/ou angulos em
rad (radianos). O perimetro de uma circunferéncia, de raio r, € igual a 2nr ¢ a medida, em radianos,
do arco de circunferéncia é 2n rad. Qu seja, o raio “cabe” na circunferéneia 2n vezes. Assim, s¢ a

medida em graus, de um &ngulo de um giro é 360°, vem:

2m rad = 360°.
Ou s¢ja,
1 rad = %6—2—— = 57.296° ~ 57° 17" 45",
E também
1° = 0.01745 rad.

2.3.4 Angulos de amplitude superior a 360°

Suponhamos que temos um reldgio, como se ilustra na Figura 2.12, sé com o ponteiro dos
minutos. Se queremos saber quanto tempo passou até, por exemplo, o ponteiro estar no niimero 2 ou
qual o Angulo descrito pelo ponteiro até atingir, por exemplo, o niunero 2, a resposta é ambigua,
pois nio h4a nenhum ponteiro para contabilizar as horas. Podem ter-se passado apenas alguns

minutos como também muitas horas. Fagamos um esquema possivel:
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Raio da circunferéncia=r = 1,54 ¢cm

Comprimento do arco AB=r=1,54 em

Figura 2.11: Circunferéncia de centre O e raior = OA . m{arco AB) = OB <« mZAOB = 1 rad.

Passaram ...

ou
ou
ou

ou

ou

1 hora
2 horas

3 horas

k horas

€

10 minutes
10 minutos
10 minutes

10 minutes

10 minutos (em que & é um numero inteiro: k € Z)

Para cada um destes tempos, o ponteiro descreveu um angulo diferente, que depende do mamero de

horas que tenha passado. Em cada hora completa passada o ponteiro deu uma volta inteira, isto &,

descreveu um angulo de -360° ou -2x radianos. Podemos, assim, estabelecer uma correspondéncia

entre o tempo decorrido e a amplitude do dngulo descrite pelo ponteiro(Figura 2.12):

Tempo

10 min

1 h 10 min

2h 10 min

3h 10 min

kh 10 min

anguio (em graus)

- 60°

- 60° - 360° =~ 420°

- 60° - 2 x 360° = - 780°

- 60° -3 x 360°=-1140°

- 60° - k£ 360°

angulo (em radianos)

= rad
- ra
3
7
Lz - 27 =il rad
3 3
13n

-£-2x2n = .—— rad
3 3

T 3%2 197 o
T ¢ =.—
3 A

g -2k, comk e Ny,
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Figura 2.12: Relégio s6 com o ponteiro dos minutos. Quanto tempo passou desde que este se
destocou de “12” para “1” ou para “2”7 A resposta ¢ ambigua, ja que nfio sabemos quantas voltas deu
o ponteiro. Uma vez que existem 12 horas por uma volta do reldgio (360%), a cada hora correspondem

30° (Angulos assinalados).

Nio sabemos o numero de voltas descritas pelo ponteiro, mas sabemos que o angulo descrito é

sempre do tipo:

- 60° -k 360° kel (2.29)

ou
i
-3 - 2k, ke, (2.30)

Esta forma de escrever Angulos permite-nos trabalhar com medidas superiores a 360° ou 2n

radianos. Notemos que, no caso mais geral, £ pode tomar valores inteiros negativos (keZ), que

interpretamos como movimentos dos ponteiros no sentido inverso ao dos ponteiros do reldgio.
2.4 Trigonometria num referencial ortonormado

A Trigonometria, com o auxilio de um referencial, permite ligar pontos, rectas e angulos a

nimeros, condictes e fungdes. Vamos fazer a generalizagio das razdes trigonométricas para angulos
x L N . . C , . T
nio agudos, isto é, para dngulos cujas amplitudes sejam 1guais ou superiores a 90° (ou 5 rad) ¢ para

angulos cujas amplitudes sejam negativas.
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A A
¥] :
10 -1 Z
2° Quadrante 1 : 17 Quadrante
| L
R B T T T S [-..(2’.3) .......................... -
4:::::1:::%;:{::..}1""‘-
10
3° Quadrante + : 4° Quadrante
Y Y

Figura 2.13: Referencial c. 0. n. xOy. O sentido positivo do eixo dos xx é da esquerda péra a direita e
0 dos yy de baixo para cima. Em O (origem do referencial) temos x = 0 ¢ y = 0 {coordenadas (0, 0)).
Os eixos xx e yy sdo ortogonais ¢ dividem o plano em quatro quadrantes (assinalados na convengiio
usual). P tem coordenadas (2, 3) com x =2 e y = 3 as disténcias, respectivas, ao eixo dos yv e ao eixo

dos xx.

2.4.1 Coordenadas cartesianas e coordenadas polares

Na Figura 2.13 representamos um ponto P nas suas coordenadas cartesianas ou

coordenadas rectangulares que s30 (2, 3). Para tal, usamos um referencial cartesiano™ ortonormado

* O nome “referencial cartesiano™ ou simplesmente “plano cartesiano” deve-se ao matematico francés René Descartes (ver secgdo
1.3). O referencial cartesiano ¢ formade por dois eixos perpendiculares que se intersectam: nunt ponto: a origem das coordenadas; O
eixo horizontal ¢ designado por eixo dos xx ou das abeissas e o eixo vertical é designado por eixe dos yy ou das ordenadas. Os cixos
dividem o plano em quatro quadrantes. A parte positiva do ¢ixo dos xx fica & direita da origem ¢ a parte positiva do eixo dos yy fica
acima da origem (Figura 2.13). Um referencial diz-se orfonormadeo sc for ortogenal e monométrico, iste é, se 05 eixos slo
perpendiculares ¢ a unidade de medida ¢ a mesma para os dois eixos. Se a unidade de medida for diferente nos dois €ixos ¢
referencial diz-se dimétrico.
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Figura 2.14: Referencial ¢. 0. n. xOy. P tem coordenadas polares (3.61, 56.3°) em que r = 3,61
corresponde 4 sua distAncia 3 origem ¢ 9 = 56.3° ao &ngulo que faz [OP] com o eixe dos xx (parte

positiva).

(c. 0. n.). Em geral, se as coordenadas cartesianas de um ponto sio (X, y), temos x como a abcissa —
representa a distincia do ponto ao eixo das ordenadas (ou dos yy) e y como a ordenada — a disténcia
do ponto ao eixo das abcissas (ou dos xx). Outra forma de localizar o ponto, P, num referencial c. o.
n., é através das suas coordenadas polares que sdo (3.61, 56.3%) — Figura 2.14. Em geral, num
referencial ¢. 0. n. xOy, se as coordenadas polares de um ponto sdo (r, 8), temos » como a distincia
do ponto & origem do referencial e & como a amplitude do dngulo entre o semieixo positivo Ox ¢ a

semi-recta [OP.

2.4.2 O circulo trigonométrico

T
Consideremos o ponto T de coordenadas polares (1, -8*). Ora, T fica sobre uma

circunferéncia de centro na origem do referencial e raio 1 ¢ a amplitude do angulo que faz a semi-
recta [OT com o semieixo positivo Ox ¢ a oitava parte de um angulo raso (Figura 2.15). De (2.1) e

(2.2) temos, respectivamente:
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Figura 2.15: Circulo com cenfro na origem do referencial e raio 1. Tridngulo rectangulo de catetos x e

. . T
v, & hipotenusa /. O 4ngulo oposto ao cateto ¥ mede 3 rad.

i X ﬂ
CO8 — = — <& X = €08 —8—-

: ) . 7 n
Assim resulta que as coordenadas cartesianas do ponto T s8o (cos 3 sen g), ou,

aproximadamente, (0. 92, 0. 38). De uma forma geral, um ponto de coordenadas polares (1, x) tem
por coordenadas cartesianas (cos X, sen x) — ver Figura 2.16 e secglo 2.4.4. Ao circulo de raio 1
com centro na origem de um referencial cartesiano chama-se cireulo trigonométrico. No circulo
trigonométrico todos os &ngulos sdo contados a partir do semieixo positivo Ox, no sentido dos
ponteiros do relégio (negativos) ou directo (positivos). Para representar um angulo basta, assim,
desenhar uma semi-recta. No circulo trigonométrico todos os arcos tém origem no ponto de

coordenadas polares (1, 0). Para representar um arco marca-se, na circunferéncia trigonomeétrica, o

ponto extremidade do arco de coordenadas polares (1, x).

2.4.3 Razdes trigonométricas num referencial ortonormado

Escolhendo um referencial ¢. 0. n. xOy e definindo o angulo «, dado um ponto P de

coordenadas cartesianas (X, y), seja qual for o guadrante onde este esta situado (ver Figura 2.17),
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(1, x) = (cos x, sen x)

0= (1) o TR ETNG

T, -1 = (1, 372)

Figura 2.16: Num referencial ¢. 0. n. um ponto de coordenadas polares (1, X} tem as correspondentes

coordenadas cartesianas: (cos x, sen x).

chama-se:

- Seno de @ ao quoclente: sen o = %;

: X
- Co-seno de o ao quociente: cos o = ﬁ;

, comx#

- Tangente de o a0 quociente: tga = z
X

. X
- Co-tangente de ¢ ao quociente: cotga=—, comy = (.
Y

Da Figura 2.17, se o angulo o for agudo (0° < o < 90°) P situa-se no 1° quadrante ¢ a definigo de
seno, de co-seno, da tangente ¢ da co-tangente coincide com a dada anteriormente (ver formulas
(2.1), (2.2), (2.3) e (2.6), respectivamente). Se P estiver sobre um dos eixos, a defini¢éio continua

vélida, De facto (o e [0, 2n]):

i y _ _
=90 =)sen 90° =sen - = ===1,vistoquey= OPF;
( ) 5~ op que y

0
(a0 =0°v o=180°=)sen 0°=sen 0 rad = 6;§ = () = gen 180° = sen m, visto ser y = 0;

3 —
(oo =270° =) sen 270° = sen ..,,%E = %=—1, visto que [y] = Q0P ey<0

X

=1, visto que x = @;
oP

{(o0=10°=}cos 0°=cos 0 rad =
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2° Quadrante Y 1° Quadrante

‘\P % ¥)

RO

P(x,y)

3° Quadrante 4° Quadrante

P(x,y)
7

Figura 2.17: Referencial c. o. n. xOy. P é um ponto qualquer do plano (indicam-se trés possiveis

posigdes). As definigdes trigonométricas sdio independentes do quadrante onde P se encontra.

il

(o0 =90° v o =270° =) cos 90° = cos z

X 3
w2 () = 008 270° = cos —E,visto serx =0,
2 QP 2

(c.=180"=)cos 180°=cos =é =-1, vistoquex = OP ¢ lxl <0

Se P estiver sobre o eixo dos yy (x = 0; a = 90° v o = 270°), entdo vem % = % e a tangente de 90°

(%rad} ,oude 270° (37% rad) nao esta definida. Em geral, no tém tangente os angulos da forma:

90°+ 180°k  ou g“-i-kn, com keZ.

Por outro lado (de (6)), nesses pontos
bis 3n
cotg 90° = cotg 5= cotg 270° = cotg 5 = 0.

Se P estiver sobre o eixo dos xx (y=0; o = 0° v a = 180°), entdo vem

y 0
t _— = — =
g X x 0

Assim:
tg 0°=tg O rad=1tg 180°=tgn =0
e em geral anula-se para

180°k ou knmn, com keZ.

Agora, de (2.6), a co-tangente nio estd definida em nenhum destes pontos. Apresentamos um

resumo na Tabela 2.2,
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" 0° ou 360° 90° 180° 2707

(rad) Qculn s m 3In

Razles 2 2
$eno 0 1 0 -1
CO-SENO 1 0 -1 0
tangente G Nd 0 Nd
co-tangente Nd 0 Nd 0

. . - - . I . ~ 0 T[
Tabela 2.2: Valores das quatro principais razdes trigonométricas para os dngulos particulares 0, 5 1t

3n
e ry (intervalo [0, 2n[ ). Nd quer dizer gue a razdio nio estd definida.

1?,_—{—'*

P6Y)=(1, 0

Figura 2.18: Referencial ¢. 0. n. xOy. P € um ponto qualquer do plano sobre o circulo trigonométrico

de coordenadas cartesianas (x, y) e polares (1, o). {OPP’} ¢ um triingulo rectingulo em P’
2.4.4 Razdes trigonométricas no circulo trigonométrico

Para simplificar a visualizagfo das razdes trigonometricas, podemos considerar um ponto P

tal que OP=1 e representar a circunferéncia trigonométrica como na secgdo 2.4.2. Consideremos

entdo, num referencial ¢. 0. n. xQy, que P tem coordenadas (x, y} — Figura 2.18. Fica definido um
tridingulo rectangulo [OPP’], de catetos x = O_P', ¥ =P'P e hipotenusa OP =1. Assim, a raziio seno

¢ dada por:
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Figura 2.19: Referencial cartesiano ¢. 0. n. xOy. Q € um ponto gue resulta da intersecgio da senii-

recta do dngulo o com 1, tangente & circunferéncia no ponto T de coordenadas {1, 0) e paralela ao eixo
dos yy — eixo das tangentes.

ou seja, o seno ¢ exactamente a medida da ordenada de P, por iss0 o eixo dos yy tem também a
designagiio de eixo dos senos. A razdo co-seno ¢ dada da seguinte maneira:

OP' x
COSQU=—=— <& COSAU=X
OpP

t

ou seja, 0 co-seno ¢ exactamente a medida da abeissa de P. O eixo dos xx designa-se também por
eixo dos co-senos.

O nome tangente deriva de definirmos esta razdo, ndo sé com o circulo unitirio {em que
temos tg &« = — ) mas principalmente recorrendo a recta tangente a circunferéncia no ponto T de
X

coordenadas (1, 0) — Figura 2.19. Por construgdo, fica determinado um triangulo [OTQ], rectangulo
em T, de catetos x = OT e y =ﬁ. Entdo, temos
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Q'(x', ¥

Figura 2.21: ¢ é um &ngulo do 3° quadrante. tg ¢ = tg 8 =y (> 0.

Assim, o valor da tangente do angulo « é exactamente a medida da ordenada y do ponto Q, que né@o
estd na circunferéneia. Por esta razdo a recta ¢ tem a designagiio de eixo das tangentes. Para
determinar a tangente de um angulo do 4° quadrante, faz-se da mesma maneira, mas nota-se que fica
marcada para baixo do eixo Ox, ou secja, € negativa. Sendo o angulo do 2° ou do 3° quadrante
prolonga-se [OP’ (Figuras 2.20 e 2.21) até encontrar ¢. Assim, das Figuras 2.20 e 2.21, verifica-se

que podemos construir dois tridngulos rectingulos [OTQ] e [OT’Q’], que sdo semelhantes, pois tém

dois angulos iguais (ou congruentes) dois a dois — secgho 3.2, ou seja ll Y . Logo escreve-se
X' x
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v
Y
c _ j;((), 1) =1, n/2)
il )
/ "
& >
.1 \ O 1 X

Figura 2.22: Referencial ¢. 0. n. xOy. Dado o no circulo trigonométrico, P resulta da intersecgio de
[OP’ com ¢, recta tangente a circunferéneia no ponto (O, 1} = (1, n/2) e paralela ao eixo dos xx — eixo

das co-tangentes.

tefp=tga= %=-§- = (ordenadade Q)/ 1 =ordenadade Q< tgp=y (y<0)
e
tgc})xtg@ﬂ%z% = (ordenada de Q}/ 1 =ordenadade Q<> tgd=y (y>0)

Para definir a co-tangente a partir do circulo trigonométrico, procede-se como para a
tangente, agora escolhendo para eixo das co-tangentes (¢) a recta tangente a circunferéncia que
passa no ponto T de coordenadas (0, 1) = (1, n/2) ~ Figura 2.22. Por construgio, obtemos um
triangulo [OTP], rectingulo em T, de catetos x =TP e y= ﬁ, com TPO = T'OP'. Assim, temos
que

. T x X o cof
COLg {f = o= —= =2 o colg oL = X.
v oT v 1 ¢

Logo, o valor da co-tangente do &ngulo o é exactamente a medida da abcissa x do ponto P, exterior

a circunferéncia trigonomeétrica.
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Figura 2.23: Referencial ¢. 0. n. xOy. P ¢ um ponto gualquer do plano sobre o circulo de raio

[QPO] é um tridngulo rectingulo em Q. o € um angulo do 1° quadrante.

2.4.5 Conservagdo das formulas trigonométricas

As formulas estabelecidas, na secgdio 2.2.2 — para aplicagiio a tridngulos rectangulos,
continuam validas e podem ser aplicadas a angulos de amplitudes quaisquer. A titulo de exemplo
vamos ver como se obtém a fdrmula (2.7) — férmula fundamental da trigonometria, considerando
um angulo o do 1° quadrante, como na Figura 2.23. Tendo em conta que o tridngulo [QPO] é

rectangulo, podemos escrever, pelo Teorema de Pitagoras,

2 2
X° oy
r2=x2+y2 < 5t =1, 1>0).
r r
Mas como
X 2 xz
COsSaU=— = cos" a= —-
r r?
e
3
y 2
seng = — = sen2a=y7,
r P2
vem que

2
cos’ o +sen’ o =1.

Vem também (2.3):
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Figura 2.24: O sinal das ccordenadas do ponto P, associado ao circulo trigonométrico, determina o

sinal da razfo trigonométrica respectiva.

J
sen o ¥
= X = - = tg e
cosa X X
r
ou, de outro modo
senc
tgo = .
COS o

Assim as férmulas trigonométricas da secgiio 2.2.2 sfio validas em geral € ndo somente para

tridngulos recténguios.

2.4.6 Sinal das razdes trigonométricas

O sinal de uma razdo trigonométrica depende exclusivamente do sinal das coordenadas do
ponto P associado ao circulo trigonométrico, como se depreende do estudo feito nas trés secgBes

anteriores (2.4.2 — 2.4.4) — Figura 2.24. Na Figura 2.25 apresentamos o estudo do sinal, por

quadrante, para cada razfio trigonométrica,



SENO CO-SENO TANGENTE e CO-TANGENTE

(A) (B) ©

Figura 2.25: (A) - Sinai do seno. (B) — Sinal do co-seno. (C) ~ Sinal da tangente e da co-tangente.

2.4.7 Variagdo das razdes trigonométricas

Na Figura 2.26 estudamos a variac@o da razio seno, graficamente (sobre o eixo dos yy).
Tiramos, para os angulos descritos pelas semi-rectas {OP (o &ngulo ) e {OQ (o &ngulo B), no 1°
quadrante que, se
B>a= seno>senf

ou seja, o seno cresce neste quadrante. No 2° quadrante observamos que, se
a>f = sena<senf

portanto, o seno decresce no 2° quadrante. Temos no 3° quadrante,
o<f = seno >senf

ou seja, 0 seno decresce neste quadrante. Por dltimo, no 4° quadrante vem que, se
o> = sena>senf

e portanto 0 seno cresce no 4° quadrante.

O estudo da razdo co-seno € feito no eixo dos xx. Vamos estudar a variagiio do co-seno de
forma andloga ao estudo feito para o seno. Na Figura 2.27 considera-se, no circulo trigonométrico,
os angulos descritos pelas semi-rectas [OP (o &ngulo o) e [OQ (o dngulo B). Assim, verificamos
que, se

f>a = cosPf<cosa
ou seja, o co-seno decresce no 1° quadrante. No 2° quadrante, temos que, se
a>pf= cosa<cosf

portanto, o co-seno decresce neste quadrante. Para o 3° quadrante, observa-se,
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(© (D)

Figura 2.26: (A) — Estudo da variagfio do seno no 1° quadrante. (B) — Estudo da variagio do seno no
2° quadrante. (C) — Estudo da variagdo do seno no 3° quadrante. (D) — Estudo da variagdo do seno no

4° quadrante.

a<fB = coso<cosf

ou seja, 0 co-seno cresce no 3° quadrante, e no 4° quadrante verifica-se que,
o > = cosa>cosf

portanto, o co-seno cresce neste quadrante.

Estudemos, agora, a variagdo da razdo tangente observando a Figura 2.28, no eixo das
tangentes. Consideremos, como atrés, no circulo trigonométrico, os angulos descritos pelas semi-
rectas [OP (o angulo o) e [OQ (o angulo B). Observa-se no 1° quadrante que, se

B>a = tgB>tga
ou seja, a tangente cresce no 1° quadrante. No 2° quadrante temos que, se

a>p=>tga>tgf
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(A) (B)

© (D)

Figura 2.27: (A) — Variagio do co-seno no 1° quadrante. (B) — Varia¢io do co-seno no 2° quadrante.

(C) — Variagédo do co-seno no 3° quadrante. (D) — Variag¢io do co-seno no 4° quadrante.

logo a tangente € crescente neste quadrante. Podemos observar que, no 3° quadrante, temos

B>a = tgf>tga
ou seja, a tangente cresce no 3° quadrante, e no 4° quadrante verifica-se que, se

a>B = tga >tgP
portanto, a tangente também cresce neste quadrante.

Por tltimo, estudemos a variag¢@o da razdo co-tangente, no eixo da co-tangente, observando
a Figuras 2.29. Consideremos, no circulo trigonométrico, os dngulos descritos pelas semi-rectas [OP
(o angulo o) e [OQ (o angulo B). Verifica-se, nos quatro quadrantes, que
a >p = cotga <cotgf.

Significa que, em qualquer quadrante, a co-tangente € sempre decrescente. Na Tabela 2.3 resume-se

o estudo feito para a variag@o das quatro principais razdes trigonométricas.
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(A) (B)

© (D)

Figura 2.28: (A) —Variagdo da tangente no 1° quadrante. (B) — Variagfio da tangente no 2° quadrante.

(C) - Variagdo da tangente no 3° quadrante. (D) — Varia¢do da tangente no 4° quadrante.

Quadrantes 1° Quadrante 2° Quadrante 3° Quadrante 4° Quadrante

Razoes

Variagdo do seno

Variacdo do coseno

Variagdo da tangente

SN AN
| N & &
& N N &
R I

Variagiio da co-tangente

Tabela 2.3: Estudo comparativo da variagdo das quatro principais razdes trigonométricas conforme os
”"

quadrantes. O simbolo " ” significa que a razio cresce no quadrante indicado e o simbolo g

significa que a razdo decresce no quadrante indicado.
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© (D)

Figura 2.29: (A) — Variagdo da co-tangente no 1° quadrante. (B) — Variago da co-tangente no 2°

quadrante. (C) — Variagdo da co-tangente no 3° quadrante. (D) — Variagio da co-tangente no 4°

quadrante. Nos quatro quadrantes verificamos que, o > P = cotga <cotg f8

2.5 Funcoes trigonométricas

Em vez de encarar as razles trigonométricas como relagdes entre lados e angulos de
tridngulos, como foi feito até aqui, podemos estudar a variagdo destas razdes em fungéo dos angulos

ou dos arcos. A cada dngulo 6 podemos associar o valor duma certa razdo trigonométrica para 0.

49



2

Figura 2.30: Tridngulo de base 2 e um dos lados 1. O dngulo entre estes dois lados é 8. Podemos

dividi-lo em dois tridngulos rectingulos a partir da altura (h) relativamente a base (2).

Assim, estabelecemos uma correspondéncia univoca, ou seja, uma fungﬁo“,.que se vai designar por

fungo trigonométrica™.
2.5.1 Estudo da fungdo seno

Suponhamos que num tridngulo sdo conhecidas as medidas de dois lados (2 e 1
respectivamente — Figura 2.30). Vamos deduzir uma férmula que dé a drea A do tridngulo em
fungdo do &ngulo formado pelos dois lados dados. Para a calcular vamos admitir que a sua base
mede 2. Uma vez que a altura do tridngulo determina com a base dada um &ngulo recto (Figura

2.30), temos
h
sen O = T <> h=sen 0.

Entio*

2senf
2

A= < A =sen.

3 Dé-se 0 nome de fungdo ou aplicagdo a uma correspondéncia entre dois conjuntos, A e B, de tal modo que a cada elemento do
primeiro conjunto, A, corresponde um e um s6 elemento f(x) do segundo conjunto, B. Ao conjunto A chama-se conjunto de partida e
ao conjunto B chama-se conjunto de chegada. Simbolicamente: :
f:A—B
xe f(x)=y

A varigvel x chama-se varidvel independente e é representada no eixo dos xx. A varidvel y chama-se varidvel dependente ¢ ¢
representada no eixo dos yy e escreve-se y ou fix). O dominio da fungdo f é o conjunto de valores que toma a varidvel independente e
representa-se por Dy. O contradominio da fungdo f é o conjunto dos valores que toma a varidvel dependente, ¢ designa-se por D’¢ ou
CDy;. Aos elementos do dominio chamamos objectos e aos elementos do contradominio chamamos imagens. Tem-se sempre A = D¢ e
D'f c B.

% Fungdo trigonométrica é uma funcio que tem por conjunto de partida o conjunto de todas as amplitudes de angulos (6),
designemos por A, e por conjunto de chegada o conjunto dos ndmeros reais, R. Por exemplo, a fungfio g que a cada 4ngulo 0 faz

corresponder o seno de 6 ¢ uma fungdo trigonométrica:
g A->R
0 g(0)=sen O
Esta abordagem da Trigonometria foi sugerida pela primeira vez por Johann Bernoulli (1667 — 1748) e desenvolvida mais tarde por

Léonard Euler (ver secgdo 1.3).

5 bh
3 A férmula que nos dé a drea de um tringulo é dada por : Area = > onde b & a base e h a altura do tridngulo (Apéndice IV).
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0 z in z 3 n
5 5 2 5 b}
sen 6 = (1, 388 =0, 951 ! =0, 95] ={, 588

Tabela 2.4: Seno de alguns valores possiveis do dngulo interno de um tridngulo, formado pelos lados

com medida | e 2 (Figura 2.30).

Obtivemos, assim, uma expressdo que nos permite calcular a drea A do trifingulo a partir da

amplitude do angulo entre os dois lados conhecidos. A cada valor de © corresponde um e um s6

valor A da medida da édrea. Fica, assim, definida uma fungio, a fung¢do trigonométrica seno do

conjunto de todas as amplitudes de dngulos (A) para o conjunto dos nimeros reais, R:
A A—->R

0 A(B) =semrf
Podemos, agora, atribuir valores a 6 (Tabela 2.4) e verificar como se comporta a drea A do
tridngulo. Como a soma dos dngulos internos de um tridngulo € n rad (secgdio 3.3), o dngulo 6 56
pode variar entre 0 e . Observa-se, na Tabela 2.4, que hd valores de angulos diferentes que déo
origem a tridngulos com a mesma drea, ou seja, a fungio seno ndo é injectiva”.

Vamos agora encarar a fungéio seno como a fungfo f, real de varidvel real’®,
i1 A—>R

X = f(X) = sen %,
Recorrendo 2s secgdes 2.3.1 (Tabela 2.1), 2.4.6 e 2.4.7, vamos representar graficamente a fungio
seno no intervalo [0, 2a{ (Figura 2.31). Podemos continuar a fazer o estudo desta funglio para
angulos menores que 0 rad e maiores que 2 rad. Verificarfamos que se obtém os mesmos valores
que j4 obtivemos para os angulos entre [0, 2x[, pois a curva do gréfico repete-se de 27 em 27, ou
seja, a funglo seno é periddica® de perfodo 2

sen (X + 2m) = sen X, VxeR.
O dominio da fungio seno é R e o seu contradominio é [-1, 1]. A fung@o tem zeros™ em 0, 7, -7,

2m, ~2m, 3w, -3x, ... A expressdo geral de todos os zeros do seno é:

3 Uma fungiio f diz-se injectiva, num intervalo [ do seu dominio, se para dois quaisquer valores diferentes desse intervalo as
respectivas imagens siio sempre diferentes. Simbolicamente escreve-se: a = b = fla) » fib), Va,be L.

3% Chama-se funglio de varidvel real A fungiio que iem por dominio um subconjunto de R ¢ por conjunto de chegada R.

% Umna fungdo f é periddica de perfodo p quando as imagens se repetem de p em p, isto &, f(x + p) = f(x), ¥xe Dy Uma fungdo
periédica é sempre niio injectiva.

 Chama-se zero de uma funglo £, a todo o objecto que tem por imagem o valor zero, ou seja, o objecte a é zero de fsse f(a) = 0.
Graficamente é a abcissa de um ponto onde o grifico corta o eixo das abcissas (dos Xx).
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» {{x)=senx

- Y

Figura 2.31: Gréfico da fungiio seno, em {0, 2n[, representado a partir do efrculo trigonométrico. A
curva que representa o grafico da fungio seno chama-se sinusdide. Verifica-se que a fungiio seno varia
entre -1 e i, inclusive. Simbolicamente escreve-se: —~I < sen x 5 1. As imagens geométricas da fungio
seno nio se limitam ao que estd representade na figura, elas prolongam-se indefinidamente para a

direita ¢ para a esquerda, reproduzindo periodicamente o trogo do intervalo [0, 2n[.

X o | “2n -7 0 n Phid 3n

sen x 0 + G - 0 + 0 - 0 + G

Tabela 2.5: Variagio do sinal da funcio seno num intervalo, [-2x, 37].

senx =0 & x=Kkn, keZ. (2.31)

4

Podemos alongar o estudo jd realizado da varia¢do do sinal™, do seno no circulo

trigonométrico (Figura 2.25 — (A)), a todo o dominio desta fung¢fio traduzido pela Tabela 2.5. A
expressdo geral onde o seno € positivo € dada por:
sen x>0 < x € J0+ 2knm, 7+ 2kn[, keZ;

A expressiio geral onde o seno € negativo € dada por:

sen x <0 <> x e ]n+ 2km, 2n + 2knl, keZ.

Y Uma fungdo ¢ positiva quando a varigvel dependente o for e ¢ negativa quando a varidvel dependente o for também.
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% 0 i - n i s
2 2 2 2 2 2
sen x -1 i -1 i -1 1

Min | 7 [ Mix | N, [ Min| 7 | Mix | >, | Min | " | Mix

Tabela 2.6: Estudo dos intervalos de monotonia ¢ dos extremos da fungio senc no intervalo

{ﬂS_ﬂ:l {ver Tabela 2.3).
2 2

. . 42 { - .
Os intervalos de monotonia® e os extremos™ estio representados na Tabela 2.6, aproveitando o

. ~ . T
estudo da Tabela 2.3. Verificamos que a fun¢io tem um méximo, 1, em 5 ¢ em todos 05 pontos que

se obtém somando-lhe algebricamente um niimero inteiro de perodos. A expressio geral dos pontos

onde a fungio seno toma o valor miximo é dada por:

senx =1 < x=~g~+2kn, keZ.

« . T .
A fungfio tem um minimo, -1, em -5 e em todos os pontos que se obtém somando a este um

nimero inteiro de periodos. A expressdo geral dos pontos onde a fun¢do toma o valor minimo €.

senx =-] < x =~12t— + 2km, keZ.

* Uma funcio ¢ mondrona num intervalo do dominie, se for crescente ou decrescente ou constante nesse intervalo. Uma fungfio §
diz-se crescente num intervalo [ do dominio se as imagens variam no mesmo sentido dos objectos. Simbolicamente:

a>b= f(a)>fbh),va,bel
Uma fungiio [ diz-se decrescente num intervalo | do dominio se as imagens variam no sentido contririo dos objeclos.
Simbolicamente:

a>b= fa)<f(b), Va,bel
¢ também

a<b=y fla)>f(h). Va,bel
Uma fungio { diz-se constante num intervalo [ do dominio se todos os objectos tiverem a mesma imagem.
B Chamant-se extremos de uma fungdo aos miximos e 20s minimos retativos da mesma, Em I Dy, Ha) ¢ mdximo sse ¥x & 1, f{a)
2 f(x). O objecte @ diz-se um maximizante da fungdo [ O maior dos méximos diz-s¢ mdximo absoluio ou supremo (¢ o maior valor
do contradominio). Os outros méximos sio designados por mdximeos relativos. Em Iz Dy, t(b) € minimo sse ¥xe 1, f(b) £ fix). O
ohjecto & diz-se¢ um minhmizante da fun¢io £, O menor dos minimos diz-se minimo absoluto ou Mmfimo (¢ o menor valor do
contradominio). Os outres minimos dizem-se minimos relativos.
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Figura 2.32: Comprovamos, no circulo trigonomeétrico, gue: sen (—x) = —sen x {fungfo impar).

A fungfio seno € uma fungio fmpar*, isto €, angulos simétricos tém senos simétricos (Figura 2.32):

sen (—x) = —sen X.
2.5.2 Estudo da funcéio co-seno

Vamos agora tratar da fung#o trigonométrica co-seno, g, como fungio real de varidvel real,

g A—R
X > g(X) = cos X.

Tal como para o estudo da fungfo seno, tendo em conta o estudo feito nas secgbes anteriores, 2.3.1
(Tabeta 2.1), 2.4.6 ¢ 2.4.7, para a razdio trigonométrica co-seno, representamos o grifico da fungio
co-seno no intervalo [0, 2nf (Figura 2.33). Verificamos, tal como para a fun¢fio seno, que a curva do

grafico se repete de 27t em 2, ou seja, a funcdio co-seno € periddica de perfodo 2m:

cos (X +2n) = cos x, VXeR,
O dominio da fungéo co-seno é R e o seu contradominio € o intervalo {-1, 1]. A fungio co-seno tem

n = 3n 3n St Sm - .
ZEros em —, ——, — , ——, —, ——— .. A expressdo geral de todos os zeros desta fungio € dada

2727 272 2
por:

gx)=0 & cosx=0 & x=g~+kn, keZ.

Apresenta-se a variagio do sinal da func¢io co-seno na Tabela 2.7. A expressdo geral onde a fungfio

co-seno € positivo é dada por:

“ Quanto 2 paridade, uma fungiio f diz-se: fmpar se para gualquer ponto x do dominio se verifica: f{—x} = —[(x) (graficamente, o
grifico da fungiio fmpar ¢ simétrico relativamente 2 origem); par se para qualquer ponto x do dominio se verifica: f{-x) = £(x)
(graficamente, o grifico da fungdo par é simétrico relativamente zo eixo das ordenadas).
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v g{x)=cos X

................................................................................ h.
»
3w/ 2
......................... ’
- Y

Figura 2.33: Grafico da fungho co-seno em [0, 2nf. E também uma sinuséide, geometricamente igual
A ungdo seno, mas noutra posigio relativamente & origem do referencial. Verifica-se que a fungio co-
seno varia entre =1 e 1, inclusive, e escreve-se: -1 < cos x < 1. As imagens geométricas da fungiio co-
seno ndo se limitam ao que estd representado na figura, elas prolongam-se indefinidamente para a

direita e para a esquerda, reproduzindo periodicamente o trogo do intervalo [0, 2r[.

: Sn B = x £ 5
2 2 2 2 2 2
Cos X 0 + ] - 0] 4 0 - 0 + 0

Tabela 2.7: Variagio do sinal da fungilo co-seno em [:_j_n .%} {(ver Figura 2.25 — (B)).

cosx>0 & xe }-—g- + 2K, g + 2kn[, keZ,;

A expressiio geral onde a fungiio co-seno € negativa € dada por:

cosx<0 ¢ x € ]32E + 2K, %’5 + 2kn[, keZ.

Apresentamos na Tabela 2.8, os intervalos de monotonia e os extremos no intervalo [-2m, 3n do
dominio da funcio co-seno. Verificamos que a fungio tem um mdximo, I, em 0 e em todos 08
pontos que se obtém somando algebricamente um némero inteiro de perfodos. A expressio geral

dos pontos onde a fungiio co-seno toma o valor mdximo € dada por:

cosx =1 x=2kn, keZ.
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X =27 -7 0 s pa 3n

€os X 1 ~1 l -1 1 -1
Mix | N\, | Min | 7 [ Max | N, { Min| 7 | Max | Y, | Min

Tabela 2.8: Monotonia e extremos da fungdo co-seno no intervalo de [-2x, 3n] (ver Tabela 2.3).

Figura 2,34: Comprova-se, no circulo trigonométrice, que: cos {(—x} = cos x (fungiio par).

A funciio co-seno tem minimo, —1, em e em todos 0s pontos que se obtém somando a este um

ndmero inteiro de perfodos. A expressio geral dos pontos onde a fungio toma o valor minimo €.

cosx=~1l & x=n+2kn, kel

A fungfio co-seno é uma fungio par, isto é, dngulos simétricos tém co-senos iguais (Figura 2.34):

€08 (=X} = CcOs X.
2.5.3 Estudo da fung¢do tangente

Vamos estudar a fungio trigonométrica tangente, h, fungao real de varidvel real,

h: A—R
X = h(x) =tg x.

Comecemos por lembrar que existern angulos que nilo tém tangente (ver secgio 2.4.3), sdo todos 0s

angulos da forma:

g + kn, keZ.

Assim, o dominio da fungio tangente € o conjunto:

Dp={x e Rix# % +krm, keZ},
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Figura 2.35: Grifico da funcfio tangente no intervalo {0, 2mf. A recta ¢ paralela ao eixo dos yy e
. : . , n 3
tangente ao circulo trigonométrico representa o eixo das tangentes. As rectas x =5 e X 2——2-~ sae

assimptotas verticais do grifico da funcio.

Na Figura 2.35 representamos o grifico da fung@o tangente no intervalo [0, 2x[. Pelos pontos onde a
funglio ndo estd definida passa um recta vertical que se chama assimptota®™ vertical do gréfico. A

expressio geral das equagdes das assimptotas € dada por:

x= — + kn, keZ.

i
2
Verificamos, a partir da observacgio do grifico (Figura 2.35), que a curva do gréfico se repete de «
em 7, ou seja, trata-se de uma fung¢lo periddica de perfodo =, isto é,

tg (X +m)=tg x, VXeDy.

O contradominio da fungiio é R. Esta funglio tem zerosem 0, n, -n, 2n, -2n, 3n, 37, ...

* Assimptotas  sGo rectas verticais, horizontais ou obliquas em relagio 2s quais o gréfico da fungio se vai aproximando
sucessivamente sem nunca the tocar.
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X ﬂ -7 -7 0 ki it
2 2 2
tg x Nd - 0 + Nd - 0 + Nd - 0

Tabela 2.9: Vartagdo do sinal da fungfo tangente em [— z ,n} . Nd quer dizer que a fungfio ndo estd

definida.

x [ 3 3 - 3 i s
2 2 2 2 2 2

tgx | .. {Nd| I Nd| | Nd| | Nd|, /| Nd| | Nd

Tabela 2.10: Monotonia da fungfio tangente em [Tﬂé’?:t {ver Tabela 2.3). Nd guer dizer que a

fungio ndo estd definida.

Escrevamos a expressdo geral dos seus zeros:

tgx=0 < x=kn, ke

Na Tabela 2.9 mostra-se & variagdo do sinal da tangente (ver Figura 2.25 — (C)) ao dominio desta
fungiio. A expressdo geral dos intervalos onde a tangente é positiva, correspondentes ao 1° ¢ 3°

quadrantes:

tex>0 & xe]0+kn,~g~+kn{, keZ;

A expressio geral dos intervalos onde a tangente € negativa, correspondentes ao 2° e 4° quadrantes:

tgx <0 & xe]g+kn,n+kn[, keZ.

. ~ . -5 5n -
Apresentamos na Tabela 2.10 a monotonia da fungdio tangente no intervalo [—?} do dominio.

Verificamos que a fungio nfio tem extremos e é sempre crescente nos intervatos onde estd definida.
No entanto nio é crescente em todo o dominio porque hd interrupgdes periédicas em que a fungdo
passa de valores positivos para valores negativos. A funcdo tangente é uma fungdo fmpar, isto €, a
ingulos originais simétricos correspondem tangentes simétricas (Figura 2.36):

tg (—x)=-tg Xx.
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Figura 2.36: Representagdo do circulo trigonométrico ¢ do eixo das tangentes, t. Podemos observar

que se tem: tg (-x) = —1g x (& fungfio tangente é fmpar).
2.5.4 Estudo da fun¢do co-tangente -

Por ditimo, vamos estudar a fun¢fo trigonométrica co-tangente, j, fungio real de varidvel

real,
P A—-R
X = J(X) = cotg X.

O dominio da fung@o co-tangente € 0 conjunto:

D;={x e Rix#kr, keZ}.

Na Figura 2.37 representamos o grifico da fun¢io co-tangente no intervalo {0, 2r{. O gréfico tem

assimptotas verticais.

x=kn, ked.

Trata-se de uma fung@o periddica de periodo r, isto €,

cotg (x + kn) = cotg x, VxeD; e VkeZ.

O contradominio da fun¢do é R. A expressio geral dos seus zeros ¢ dada por:
n
colgx =0 & x= 5 + kn, keZ.

Na Figura 2.25 — (C) vé-se a variagdo do sinal da co-tangente. A forma geral dos intervalos onde a

co-tangente € positiva, correspondente aos 1° e 3° quadrantes, €:

cotg x >0 <¢> x e Jkm, g + knf, keZ,
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1 j(x) = cotg {x}}

4 ¥ ¥
Figura 2.37: Grifico da fun¢fio co-tangente no intervalo [0, 2n[. Asrectas x =0, x=x & x = 2n sio

assfmptotas verticais do grifico da fungio (adaptado de Shatfer 1995).

A forma geral dos intervalos onde a co-tangente € negativa, correspondente aos 2° e 4° quadrantes,
é:

cotg x <0 xe]§+kn,n+kn[, keZ.

A fungiio co-tangente nfio tem extremos ¢ € sempre decrescente nos intervalos onde estd definida,
nio ¢ injectiva e € fmpar:

cotg {~x) = —cotg X.
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Figura 2.38: Os wilingulos A[OPP'], A[OQQ’], A[ORQ'] ¢ A[OSP’] sdo congruentes (ver secgio 3.2).

As coordenadas dos pontos P, Q, R e S sfo iguais, em médulo. O dnguic 6 é 0 mesmo nos quatro

guadrantes.
2.6 Reducio ao 1° quadrante

Quaiquer angulo, no 2° no 3° ou no 4° quadrante, tem, em valor absoluto, razdes
trigonométricas iguais a um ingulo do 1° quadrante — redugdo ao 1° quadrante. Da Figura 2.38,
vemos que o0s lados adjacentes aos &ngulos respectivos & definem trifngulos equipolentes
(geometricamente iguais) a0 A[OPP’]. Assim os pontos P(X,, yp), Q(Xq. Yo): R(Xp, vo) € S(Xs, ys) t€m
coordenadas iguais, em modulo (|xy| = |Xgl = X = |Xs|; [¥pl = |¥q! = |yi] = [¥s)). Existem vérias maneiras
de fazer a reducfio ao 1° quadrante que apresentamos nas secgdes 2.6.2 — 2.6.7. De seguida, contudo,

comegamos pelo estudo de dngulos compiementares.

2.06.1 Angulos complementares
= : A .
Dois dngulos B e & dizem-se complementares se a sua soma ¢ ) ou 90°, ou seja,

B+6:g ou B+ 8=90°

n T x . A ~
Os angulos a e 3 o sfio complementares. Verifica-se que se dois dngulos sdo complementares, a

razdio trigonométrica de um deles € igual & co-razdo do outro, isto €, temos que (Figura 2.39).
i
sen (E—QJ =Cos ¢
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T T W o0 -
Figura 2.39: o ¢ o = o sdo Angulos complementares. Apresentamos a comparagdo das razdes
trigonométricas destes dngulos, no circulo trigonométrico (seno, co-seno, tangente e co-tangente):

sen (%—a} = cos o (vermelho); cos (g—aj = sen o (preto); tg [g—a] = cotg o (azul);

cotg [g—aJ =tg o (verde).

T
Cos [—Z——OLJ =8en o

tg (E—OL) =cotg a.
2

cot (— . G.] =tg Qo
g 5 g
2.0.2 fingulos que diferem de =

. o . . . - b :
Aqui, os angulos a representar no circulo trigonométrico sdo o ¢ 5 + a (Figura 2.40).
Temos:

T
sen (E-FCL) =Cos &

™
cos (5 o g CLJ =-—sen o
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Figura 2.40: A diferenga dos angulos o e % + o € um éangulo recto. Comparagdo das razdes

trigonométricas destes dngulos, no circulo trigonométrico (seno, co-seno, tangente € co-tangente):

sen {% + aJ = cos o (azul); cos (%+ aJ = —sen o (vermelho); tg (g + OLJ = —cotg o (verde);

m ; it w s o A B
cotg {—2-+a] = —tg a (preto). O sinal “+” significa que a raziio trigonométrica do dngulo respectivo €

positiva e o sinal *“~"significa que a razdo trigonométrica do angulo respectivo € negativa.

tg [g+ aJ =—cotg a

T
cotg (5 + OL} =—tga

2.6.3 Angulos suplementares

Dois angulos, a e B, dizem-se suplementares se a sua soma é © ou 180° ou seja,
a+P=n < f=n1-0.
Vamos representar os angulos suplementares o € 7 - o no circulo trigonométrico conforme a
Figura 2.41. Da Figura se dois dngulos s@o suplementares, os valores das razdes trigonométricas de
um deles sdo simétricas dos valores das razdes trigonométricas do outro, excepto para o seno. De
facto:
sen (mT—o) =sen o

cos (m—a) =—cos a
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Figura 2.41: o e T - o sdo ingulos suplementares. Apresentamos, no circulo trigonométrico, a

comparagao das razdes trigonométricas destes dngulos: sen (m — a) = sen o (preto);
cos (m — a) = —cos a (vermelho); tg (m — o) = —tg o (verde); cotg (n — a) = —cotg o (azul). O sinal
I “_H

“+” significa que a razdo trigonométrica do angulo respectivo é positiva e o sina significa que a

razdo trigonométrica do dngulo respectivo é negativa.

tg(n—-a) =-tga

cotg (t—a) =—cotg o

2.6.4 Angulos que diferem de 7

Representemos no circulo trigonométrico os angulos a e mn + a (Figura 2.42). Se dois

angulos diferem de m, os valores das razdes trigonométricas de um deles sdo simétricas dos valores

das razdes trigonométricas do outro (excepto para a tangente ¢ a co-tangente). Tem-se (da Figura):
sen (m+ o) =—sen o
cos (m+ o) =—Cos o
tg(n+a) =tga

cotg (T +a) = cotg a

64



Figura 2.42: o e 7+ o sdo dngulos que diferem de m. Apresentamos, no circulo trigonométrico, a
comparagdo das razdes trigonométricas destes dngulos: sen (7 + o) = —sen o (preto);
cos (1 + o) = —cos o (vermelho); tg (m + o) = tg o (verde); cotg (m + o) = cotg o (azul). “+” significa

TR L)

razdo positiva e “=" significa razio negativa. -

2.6.5 Angulos cuja soma é 37“

Temos:

" . e " 3n .
Representemos agora, no circulo trigonométrico, os dngulos o e 5 " o (Figura 2.43).

3n

sen | ——o | =—os o
2
3

cCos | ——ao | =-sen o
2
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: 3n o : . 3n ; s _
Figura 2.43: o e ' o sdo dngulos cuja soma é R Apresentamos, no circulo trigonométrico, a

o 5 o - x 3n
comparagio das razdes trigonométricas destes dngulos: sen [? —o | = —cos o (vermelho);

cos [%—a] = —sen o (preto); tg (%—a] = cotg o (verde); cotg (-Szi—ot] = tg o (azul). *+”

[T 1)

significa razdo positiva e significa razdo negativa.

2.6.6 Angulos que diferem de %ﬂ

s : 4 » 3n
Vamos representar, no circulo trigonométrico, os angulos o e 5 + o.. Como podemos

verificar na Figura 2.44, passamos duma razdo para a sua co-razdo (que pode ser simétrica). E

interessante comparar os resultados com os das secgoes 2.6.2 e 2.6.4, reparando que
3n T
— +o=n+|—+a
2 2
Temos pois:

(3]

sen ?-I-O(. =—C0s O
)

Ccos ?+OL = sena

3+
tg 7+O‘. = —cotg o
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. 3n o . 3n - -
Figura 2.44: o e > + o sdo dngulos que diferem de T Apresentamos a comparagio das razdes
trigonométricas destes fngulos, no circulo trigonométrico (seno, co-seno, tangente ¢ co-tangente):

sen [3—;—+a] = —cos a (vermelho); cos [3%-&(1) = sen a (preto); tg(%“r oc) = —cotg a (verde);

69

3n e s : s 5o 2 ;
cotg (7+ cxj = —tg o (azul). “+” significa razéo positiva e significa razdo negativa.

3n
cotg (? + aJ =—tga

2.6.7 Angulos simétricos

Os dngulos a representar no circulo trigonométrico sdo o e —a, conforme a Figura 2.45.
Temos:
sen (—ot) = —sen o
cos (—o) = cos o
tg (o) = —tga

cotg (—o) = —cotg a

Na Tabela 2.11 mostramos todos os resultados das secgdes 2.6.1 — 2.6.7.
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Figura 2.45: o e —o sdo Angulos simétricos. Apresentamos a comparagio das razdes trigonométricas

destes dngulos, no circulo trigonométrico (seno, co-seno, tangente e co-tangente): sen (—0.) = —sen o

6,9

(preto); cos (—o) = cos « (vermelho); tg (—a) = —tg a (azul); cotg (—a) = —cotg o (verde). “+

significa razdo positiva e “~” significa razo negativa, respectivamente.

dngulos
n T m—0 T+ a 3n 3n -0
— - —+a — -0 | — 4+«
razdes 2 2 2 2
sen cos o cos o sen o —COSs O —COS O —COS o —sen o
cos sen o —sen ¢ —Cos o —sen o —sen o sen o cos o
tg cotg o | —cotg o —tg o cotg o cotg a —cotg o —tg o
cotg tg o —tg o —cotg o tg o tg a —tg o —cotg a

Tabela 2.11: Resumo dos resultados apresentados nas secgdes 2.6.1 —2.6.7.

2.7 Equacdes trigonométricas

Uma equag@o trigonométrica € uma equagdo que contém uma fungdo trigonométrica. Para
resolver uma equagdo trigonométrica procuram-se os valores do angulo que, concretizados no lugar
da varidvel, a transformam numa igualdade numérica verdadeira. A resolugdo de equagOes
trigonométricas resume-se, em geral, em comegar por identificar algumas solugdes particulares e
generalizar em seguida, indicando uma expressdo geral das solugdes a partir da periodicidade da

fungdo trigonométrica em causa.
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1

'LX[TE X = 051__,
Kﬁ

SENX=0

Figura 2.46: O seno anula-se em 9, 7, 27, ..., —%, =27, ... (todos os dnguios desta forma, kn, ke Z,

estdo assinalados).
2.7.1 Equagdes com o seno

Vamos comecar por estudar alguns casos particulares. Estudemos todos os dngulos de
amplitude x cujo seno ¢é zero, isto ¢, queremos encontrar todas as solugdes da equagdo
trigonométrica:

sen x = Q.
Determinemos as solugdes no circulo trigonométrico, isto é, descubramos quais os dngulos cujo
seno € zero (Figura 2.46). Da Tabela 2.5 sabemos que o seno € nulo para 0, n, 2w, 37, ..., -7, =27,
..., € podemos escrever (2.31):
senx=0 < x=kn, keZ
Quanto a equagio
senx =1

podemos, a partir do circulo trigonométrico (Figura 2.47), observar que sdo dadas por:

senx=1 < xz-g—-l—an, ke

Para a equacio (Figura 2.48)
sen x = —1

VEMm.

senx=-1 < x=§§» +2km, ke

69



SENX=1

Figura 2.47: Os dngulos %-F Zkm, keZ, sio as solugles da equagdo senx =1,

SEN X =-1

3
Figura 2.48: Os dngulos i 2kn ou 270°+k360°% keZ sdoas solugdes da equagiio senx = -1,

Quadrante Uma solugdo Familia de solugdes
® quadrant 3
1° quadrante ® ud 2k, keZ
6 6
2° quadrante 57 3
1 n-Z =22 2% 4 2k, keZ
6 6 6
Tabela 2.12: Solucdes da equagiio: senx = -;— .

A equacio

sen x =l > ()
2

tem solugdes nos 1° e 2° quadrantes (Tabela 2.12), conforme se pode observar na Figura 2.49.
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SEN X

i

1
2

Figura 2.49: Solugdes da equaglo: senx z% .

Podemos, entiio, escrever;

senx = — & x= — + 2kn v x=%+2k7t, keZ.

1 T
2 6

Por outro lado a equagio

5

senx =——— <0
2

tem solugdes da equacdo nos 3° ¢ 4° quadrantes (Tabela 2.13 e Figura 2.50).
Entiio:

V2 5

senx=-~~3— =S +2knvx=77f+2kn, keZ.

Generalizando, atendendo 2 periodicidade da fungio seno (secgio 2.5.1), as equagdes que envolvem

0 seno tém solucio da forma:

senx=sgseno < x=a+2kn v x=nw—-o+2kn, keZ.
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Quadrante Una solugiio Famiiia de solugdes
40 £ d g [ I}
quadrante Sa 5m T+ 2kn, keZ
4 4
3° quadrant T
quadrante - mon ou in LS + 2kn, keZ
4 4 4 4
3 i V2
Tabela 2.13: Solugdes da equacio senx = -

V2

SENX =——
2

2
Figura 2.50: A equagfio senx = e tem solugdes: x = % +2kn v x= —%T + 2k7n, keZ.

2.7.2 Equagdes com o co-seno

Vamos considerar alguns casos particulares. Comecemos por resolver a equagio

cosx =10
. . (o : . T T 3n
No circulo trigonométrico (Figura 2.51) observamos que o co-seno € nulo em PRIy
Sm .
DR ou seja, podemos escrever

cosx=0 < x=g—+kn, keZ.

Quanto a equagio
cosx =1
podem ser observadas no circulo trigonométrico (Figura 2.52) e so escritas:

cosx =1« x=2kn, keZ.

3n

2 2
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COSX=0

Figura 2.51: As solugdes da equagfio: cos x =0 <> x =% +kn, keZ.

COsX=1

Figura 2.52: As solugdes da equagio cos x = | sfio todos os dngulos da forma 2kn, keZ.

Para a equagdo (Figura 2.53)
€os X = ~1
€sCrevemos:

cosx =1 ¢ x=7n+2kn, keZ.

A equagio

SE

Cos X

tem solucdes nos 1° e 4° quadrantes (Tabela 2.14), conforme se pode comprovar na Figura 2.54.
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‘“?fi/

COS X =-1

Figura 2.53: Solugdes da equagdo: cos x =~1 < x=n+2kn, keZ.

Uma solugio Famiiia de solugdes

Quadrante
1° quadrante s T 2in, keZ
6 6
4° drant 11 y
anacTante - == 8 ﬁ+2kﬂ,keZ
6 6 0
Tabela 2.14: Solugdes da equagio: cosx = g .
A
1
/6
-1 1 >
Hn/o
-1
Figura 2.54: Solugdes da equagiio: cosx = g S % +2kn v X =—1~1g~ + 2kn, keZ

Assim escrevemos:

cos X *—"% ool xz—g—-t-?lkn v x=%+2kn, ke?

Para a equagio

cosxm—l <0
2

as solugdes estio nos 2° e 3° quadrantes (ver Tabela 2.15 ¢ Figura 2.55).




Quadrante Uma solugdo Familia de solugdes
2° drante 2 2
quadt = T 4 2kn, keZ
3 3
@ d <l t 21 ] i
3 quadraste - =+ 2k, ez

Tabela 2.13: Sclugdes da equagdo: cos x = -5

COSX:»-»L
2

Figura 2.55: As solug@es da equagdo: cosx = w—;- &> X = %E +2kn v x= -%TE + 2kn, kedZ.

Entio:

COs X ~_1 o x=2—37£+2kn v x=4?n+2kn, keZ

De uma forma geral, atendendo a periodicidade da fun¢édo co-seno (sec¢do 2.5.2), as equagles que

envolvem o co-seno tém solugdo escrita na forma:

cosX =coso & x=o+2kn v x=2n-a+2kn, keZ

2.7.3 Equagdes com a tangente

Vamos estudar alguns casos particulares. Determinemos as solugdes da equagio
tg x =0.
A funcdo tangente anula-se em 0, n, —n, 2n, —2m, 3n, 37, ... logo a expressio geral das solugdes
pode escrever-se na forma (Figura 2.56):

tgx=0 < x=knu, keZ.
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1

/ e
O -
1

TGX=0

Figura 2.56: ¢ é o eixo das tangentes. As solugdes da equagio: tgx =0 < x=kn, keZ.

R4

» Y
TGX =1

Figura 2.57; 1 ¢é o eixo das tangentes. As solugfes da equag@io:tgx =1 < x = —} + ki, keZ.
A equagdo
tgx =1>0,

tem solucdes nos 1° e 3° quadrantes, conforme se pode constatar na Figura 2.57. Escrevemos:

tex=1 < x=-}+kn, keZ.

Para a equago

53

fgx = -2 <0
¢ 3

as solucdes estio nos 2° e 4° quadrantes, conforme se pode comprovar na Figura 2.58. Donde, se

escrever.

NE) 1in

tgx=—— < x =~ +knu, keZ.
3 6
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A A
. \
ol
11ﬁm
“\
t
\j
TG X = b
3
. . i R 3 1n
Figura 2.58: ¢ € o eixo das tangentes. Sclugdes da equaglio: tgx = e o ox= " +kn, keZ.

De forma geral, atendendo a periodicidade da fun¢io tangente (sec¢iio 2.5.3), as equagdes que

envolvem a tangente tém solugfo escrita:

tfgx=tga < x=a+kn, kel.

2.7.4 Equagdes com aq co-tangente

*
i

Vamos ver alguns casos particulares de equagdes com a co-tangente. Consideremos a

equagio
cotgx =10,
. T
Na Figura 2.59, podemos observar as suas solugdes. Constatamnos que algumas delas sdo 2Ty
3 3m Sn x
— , =, — .. €asuaexpressio geral escreve-se:
2 22
i
cotgx =0 < x= 5 +kn, keZ.

A equagio

cotgx =-1<0
e logo as suas solugdes estfo nos 2° e 4° quadrantes, conforme se pode verificar na Figura 2.60.

Donde:

cotgx=-1 < xxéi—[- +kn, keZ
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&
/i

COTGX=0

el

Figura 2.59: ¢ ¢ o ¢ixo das co-tangentes. As solugdes da equagio: cotgx =0 < x = % +kn, keZ.

COTGX =-~1

Figura 2.60: ¢ ¢ o eixo das co-tangentes. Solugdes da equaglio cotgx=-1 < x= %T +kn, keZ.

Para a equag@o

cotgx=«/§ >0

as solucdes estdo nos 1° e 3° quadrantes (Figura 2.61). Logo podemos escrever:

cotgx=\/§ = x=g+kn‘, keZ.

Como a fungdo co-tangente tem periodicidade n (sec¢do 2.5.4), as equagdes que envolvem a co-

tangente tém solucio genérica na forma:

cotgx =cotga <> x=a+kn, keZ.

Apresentamos na Tabela 2.16 as solugles gerais das equagdes gue envolvem as fungdes

trigonométricas estudadas nas sec¢des 2.7.1 - 2.7.4.
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COTG X = 3

Figura 2.61: Solugdes da equagho: cotg x = \E < X = % +kn, keZ,

Equacio Solugio geral
sen X = sen o Xx=g+ka v x=a~a+ 2kn, keZ
COS X =COS ¢t x=0+2kn v x=2n -+ 2kn, keZ
tgx=1tga x=¢ +kn, keZ
cotg x = cotg o x=a+kn keZ

Tabela 2.16: Solugtes gerais das equagGes trigonomeétricas.

2.8 Aplicagdes praticas

2.8.1 Definicées e relagdo entre razdes trigonométricas

Exercicio 1 — A escada do pintor (retirado da Brochura de Geometria®® - 11° ano, Pag. 81).

Para maior seguranga, a distancia da base de uma escada de pintor a parede deve ser igual a
um quarto do comprimente da escada. Qual é o dngulo de uma escada nesta posig¢do com o chdo?
Sera que depende do comprimento da escada?

Resolucdo: Vamos considerar, por exemplo, uma escada de 4 metros. Ento a distancia &
parede seria de 1 metro. As Figuras 2.62 e 2.63 ilustram a situagio. Uma forma de obter o 4ngulo

. 1
pedido sera, tendo em conta o triangulo rectangulo [ABC], calcular a razéo: cos A = 3 =025

4 Loureiro, C., Oliveira, A. F., Ralha, E., Bastos, R. (1998); Brochura de Geometria— 11° ano, 1* Ed,; Ministério da Educagilo,
Departamento de Ensino Secundério.
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Parede

4 metros

- | metro \ Chio
B A

Figura 2.62: Escada de pintor, [AC], encostada A parede por forma que a sua base diste 1 m da parede

e 0 sell comprimento seja 4 m.

'y

C mCA=401cm
m BA=1,00 cm
m¢BAC =75,51° {inclinagdc aproximada

da escada)
cos{msBACY=0,25=1/4
Parede
- Chao >
B A

Figura 2.63: Medidas determinadas com o software “The Geometer’s Sketchpad™’.

Para poder obtermos a medida do 4ngulo pedido, temos de consultar uma tabela trigonométrica ou
entdo usar uma calculadora cientifica.

A =75522488° ou A=75°31" 20"
ou ainda podemos utilizar um software de Geometria Dinfmica, como o “The Geometer’s

Sketchpad”, e determinar uma bastante razoavel aproximagado do dngulo pedido (Figura 2.63).

¥ Na seceiio 2.9 damos, para alguns exercicios desta secgfio, uma lista de procedimentos para os concretizar no Sketchpad.

g0



mgBEC =70°
mAB=4cm
mCB=3cm
mzBDC = 35°
tan(m/BDC) = 0,7

B

Figura 2.64: Rectingulo nas condigdes do exercicio 2.

A resposta a segunda questdo é obviamente negativa, visto haver sempre uma relagio de um quarto

entre a hipotenusa e o cateto adjacente

— AC
B= —
4
ou seja
_AC
B 4 1
cosA=w=-i—:=—
AC AC 4

Exercicio 2 — Angulo das diagonais de um rectangulo (retirado da Brochura de Geometria
— 11° ano, Pag. 82).

2.1 Constrdi um rectdngulo em que o angulo das suas diagonats seja de 70° Qual ¢ a
relagiio entre o comprimento e a largura do rectangulo?

Resolugiio: Vamos construir um rectangulo [ABCD], de comprimento CD e de largura

BC nas condi¢tes do enunciado (Figura 2.64).

tgD= 2= o BC=CD tg35°
8 ch g
Nota que ha muitos rectangulos cujas diagonais formam um angulo de 70°. Constréi outros.

2.2 Qual é o 4ngulo das diagonais de um rectdngulo em que o comprimento € o triplo da

largura?
Resolugio: Considere-se um rectingulo de largura @ ¢ de comprimento 3a. Chamando o

ao angulo determinado pela diagonal € o comprimento, tenos que a sua tangente ¢ dada por:
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C

Figura 2.65: [ABCDEFGH] € um cubo.

ET G

aresta

5 0

diagonal da face

Figura 2.66: [BDEG] é um rectinguio determinado pelo plano que secciona o cube segundo as

diagonais [EB] e [DG]. [DB] ¢ a diagonal da face do cubo e {B(G] € uma aresta do cubo (Figura 2.65).

t 4 <t 1
] agoL=—,
g¢ 3a © 3

Ou seja, o= 18° O que significa, que o &ngulo das diagonais € aproximadamente 36°.

Exercicio 3 — Angulo das diagonais de um cubo (retirado da Brochura de Geometria — 11°
ano, Pag. 83).

Qual ¢é o dngulo de duas diagonais espacials de um cubo?

Resoluciio: Considere-se o cubo [ABCDEFGH] como na Figura 2.65. Faca-se um corte no
cubo segundo o plano definido pelas suas diagonais [HB] e [DF]. O corte determina no cubo uma
seccdio rectangular [BDEG] (Figura 2.66). Temos um problema analogo ao do exercicio 2, anterior.
Se a aresta do cubo mede

a=DH,

a diagonal de uma face mede

D_82 =a2+ a2 @Bﬁmﬁa.
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Figura 2.67: Tridnguio equilatero [ABC] inscrito numa circunferéncia de centro I e raio 7.

Neste rectdngulo, chamando © ao 4ngulo determinado pela diagonal e o lado [DB], temos que a

tangente de 8 ¢ dada por:

1

a

tgf= —= & tgl= .

NS NCE

Ou seja, 6 ~ 35,26°. O gque significa, que o angulo das diagonais é aproximadamente 70,53° Qu

ainda, podemos escrever 70° 317 43"

Exercicio 4 — Poligono regular (retirade da Brochura de Geometria — 11° ano, Pag. 84).

4.1 Quanto mede o lado de um tridngulo equilétero inscrito numa circunferéncia de raio »?

Resolucio: Consideremos uma circunferéncia de raio r € o tridingulo [ABC] equilatero nela
inscrito (Figura 2.67). Uma das formas de relacionar a medida do lado do tridingulo, digamos x, com
o raio r da circunferéncia ¢ fazendo uso de uma das ferramentas que dispomos: as razdes
trigonomeétricas. Assim temos necessidade de construir um tridngulo rectangulo [CDN] dentro do
tridngulo equilatero (Figura 2.68). A razdo trigonométrica adequada ¢ o co-seno do ingulo NCD,
que mede 30° uma vez que um angulo interno de um tridngulo equilatero mede 60°.

X

3
cos30°2'~2~ = x=2reos 30 & x=2r—2—c> x=\/§r.
r

4.2 E quanto mede o lado de um quadrado?
Resolucio: Consideremos uma circunferéncia de centro O e raio », e um quadrado

[ABCD] nela inscrito (Figuras 2.69).
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X

Figura 2.68: O tridngulo [CDN] é rectingulo. NCD =30°, CN = >

Figura 2.70: Quadrado [ABCD] inscrito numa circunferéncia de centro O e raio r, O tridngulo {AEQ]

¢ rectingulo em E. EAO =45°. AE = -; .

Como queremos, agora, relacionar a medida do lado do quadrado, digamos x, com o raio r
de uma circunferéncia, vamos construir um tridngulo rectangulo, por exemplo, [AEO] (Figuras

2.70) e aplicar a razdo trigonométrica mais adequada. Neste caso, para obtermos o valor pretendido,

84



vamos calcular o co-seno do dngulo EAO, que sabemos medir 45°, visto ser recto um angulo interno
do quadrado.

X

J’j
cos45°=~2- < x=2rcosds & x=2r— o x=«/§r.
T

4.3 E de um pentdgono regular?
regular e inscrito numa circunferéncia de raio r.

Resoluciio: Consideremos um pentdgono (ver Figura 2.87 na secciio 2.9.1), de lado x,

Sabe-se que um angulo interno do pentagono regular mede 108°. Usando o mesmo
raciocinio que nos pontos anteriores temos:

cos 54° =

- |M|><

< ¥ =2rcos 54°.

4.4 E de um poligolno de n lados?

Resolucio: Consideremos um poligono regular de » lados, suponhamos que a medida do

lado é x e que estd inscrito numa circunferéncia de raio r. Sabe-se que a amplitude de um dngulo
interno de um poligono regular de n lados pode ser escrita na forma:

360°

n

180° -

Utilizando o mesmo raciocinio que atras temos:

360°
cos (180° -

):.

- ol

<> x = 2r cos (180° - 300

4.5 Quanto mede o apoétema de um poligono regular de » lados inscrito numa
circunferéncia de raio »?

Resolucdo: O apdtema ¢ a distdneia do centro da circunferéncia que circunscreve o

poligono regular ao seu lado (ver secgdio 3.3). Seja y essa distincia. Agora, usando o seno:

360° 360°
sen (180° — " )*% <> y= rsen (180° - -

)
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Figura 2.71: [ABCDV] é uma pirdmide regular quadrangular.

4.6 Qual ¢ a 4rea desse poligono?

Resolucdo: A area de um poligono regular de # lados € dada pela expresséo:

Area = _P__MA*B.. ,
2
em que
P = perimetro do poligono
e

Ap = apétema do mesmo poligono.
Assim, sendo r o raio da circunferéncia que circunscreve o poligono regular de » lados € P o seu

perimetro, a sua area pode ser obtida do seguinte modo:

Pr sen(l80"-360 )

n

Area =
2

Exercicio 5 - Area da piramide

Resoluciio: Consideremos uma pirdmide, como na Figura 2.71, regular quadrangular, com
base 20 metros de lado. Queremos exprimir a area total da piramide em fungdo do angulo BVD. A
area da base da pirdmide é imediata:

Area=20x 20 =400 m°
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B i0m M D

Figura 2.72: [BDV] ¢ um tridngulo isosceles de altura /i,

A face lateral da pirdmide ¢ um tridngulo isésceles de altura, digamos h (Figura 2.72). Chamemos

ao Angulo BVD, a. Entdo, sendo M o ponto médio do lado [BD] do tridngulo, o dngulo BVM ¢ %.

Temos

A éarea de uma face lateral é dada por:
. 20h
Area = ~2—= 10h

Logo, a arca das 4 faces:

, 10
Area=4x 10h=4 x IOMW&"

t —
52
Finalmente, a 4rea total da pirdmide:

. 400
Area = 400+ —

tg—

2

Exercicio 6: Seja o um &ngulo agudo cujo seno ¢ 3 Descobrir as outras razdes

trigonometricas.
Resolugiio: Usando a formula fundamental da trigonometria, podemos escrever

sucessivamente:
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ou seja

Temos tambem -

1
3 1 3 1 2
tgaz—:—x e e
N2 3722 22 4
3
€
1 1 4
cotg ot = —— = =— =22,

t

)]

o 2 V2

4

Exercicio 7: Calcular a altura ¢ a area de um rectingulo de base 1 metro, sabendo que a
diagonal faz um angulo de 30° com a base.

Resolucio: Temos (Figura 2.73) que

=

tg 30° = —
& 1

ou seja, a altura €

3
h=tg30°= — m;
g T ™

A area do rectingulo ¢ dada por

. 3
Area:bhxlxg =

m-.

RER
3

88



&

A

Figura 2.74: [ABCD] ¢ um trapézio isdsceles. FC= h é a altura do trapézio. FBC = 45°.

BC =CD = 50cm.

Exercicio 8: Calcular a altura de um trapézio isosceles, sabendo que o lado obliquo mede
50 cm e faz um angulo de 45° com a base.
Resolugio: Para podermos determinar a altura do trapézio 1sdsceles (Figura 2.74), temos

de utilizar a razfio trigonométrica seno:

5042

h
sen45°:5—0- ¢ h=50sen 45° < h=-—-2—~ = h=25~\/§cm.

Exercicio 9: Triangulos ndo rectangulos (retirado da Brochura de Geometria — 11° ano,
Pag. 84).

Dois barcos A ¢ B encontram-se a 5§ milhas um do outro e observam um terceiro barco C
em dificuldades. O barco A observa os outros dois segundo direcgdes que fazem um dngulo de 57° ¢
o barco B observa os outros dois segundo um angulo de 62°. Se o barco A se deslocar a velocidade
de 25 milhas por hora e o barco B a velocidade de 20 milhas por hora, qual é que chega primeiro
para socorrer o barco C?

Resolucdio: Na Figura 2.75 representamos um triingulo sugestivo. Aqui ndo ¢ imediato
tirar uma relacio entre o lado conhecido ¢ os &ngulos dados (¢ dbvio que se tira a amplitude do
terceiro dngulo interno: 180° - (62° + 57°) = 61°) porque, simplesmente, ndo temos um tridngule
rectingulo, nem um tridngulo isdsceles ou equilatero, dos quais facilmente se obtém um tridnguio
rectingulo. Temos, entdo, de construir tridngulos rectangulos adequados a aplicacfio de uma razio
trigonométrica. Nesta situagiio, a razfo trigonométrica mais adequada serd o seno porque envolve,

nos dois ftridingulos rectangulos obtides, um lado comum, h - altura do trifingulo [ABC]

—

relativémente a base [AC] (Figura 2.76). Assim, podemos escrever:

h
& h=5x%xsens57° e sen61°=; < h=axsen6l°

senr 57° =

wn| =
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A Smilhas

B

Figura 2.75: [ABC} é um tridnguio em que mBAC = 57° e m£ABC = 62°.

5 milhas B

Figura 2.76:BD= h ¢ a altura do tridngulo [ABC] relativamente & base [AC]. BAC =57°.

BEA =61°. BC=a.

Donde, como é a mesma altura h:

5sen 57°
asen01° =5sen 57° <« a= —————0o & ax 4,794
sen 61

Ficamos a saber que o barco B se encontra, aproximadamente, a 4.794 mithas do barco C.
Precisamos, agora, de determinar a distancia do barco A ao barco C. Vamos representar, no mesmo
triangulo [ABC], a altura g relativamente a base [BC] (Figura 2.77). E a altura adequada para

aplicarmos a razdo trigonométrica seno e obtermos a disténcia pretendida.

Assim
[+ J— g — Q 0 — g — Q
sen 62 =5 < g=5sen62° ¢ sen6l®= b < g=bsen61°
Como g € a altura comum, temos
5sen 62°
bsen61° =5sen 62° & b=——- < bx5.048
sen 61
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A 5 milhas
Figura 27T AE = g ¢ a altura do tridngulo [ABC] relativamente & base [BC]. ABC=62° ¢

BCA =61°. AC=b.

Logo o barco A encontra-se, aproximadamente, a 5.048 milhas do barco C. Como o barco A
deslocava-se a uma velocidade de 25 milhas por hora, significa que se junta ao barco C em 0.202

5.048
25

horas ( ~ (0.202), ou seja pouco mais de 12 minutos (0.202 x 60 = 12.12). O barco B

desloca-se a uma velocidade de 20 milhas por hora, entdo estd junto do barco C em 0.24 horas

4.794
(——2~O—~ ~ (.24), ou seja, quase 14 minutos e meio ( 0.24 x 60 = 14.4). Assim, concluimos que,

embora o barco B esteja mais proximo do barco C, o barco A chega primeiro porque € mais rapido.
2.8.2 Angulos e arcos

Exercicio 1 — Radiano (retirado da Brochura de Geometria — 11° ano, Pag. 87).

1.1 Uma circunferéncia tem 5 e¢m de raio. Qual € o comprimento da circunferéncia?

Resoluciio: O perimetro ou ¢ comprimento de uma circunferéneia, de raio r, ¢ dado por
27r.

Logo, o comprimento desta circunferéncia ¢ 10m.

1.2 Qual é o comprimento de um arco de 180° de amplitude? E de 90°7 e de 30°7
Resolucdio: Considerando uma circunferéncia de rato r, tendo em conta que
2m rad = 360°,
entdo
180° = m rad.

Logo, o comprimento do arco de
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180° =nr

Tem-se que,
90° = = rad.
2
Logo, o comprimento do arco de
ope= M
2
Temos ainda que,
30°= 2 rad
6
Logo, o comprimento do arco de
300 = L
6

1.3 Qual é o comprimento de um arco de 52° de amplitude?

Resolucéio: Ora, podemos fazer:

180° r rad

52° X

s Bm
180 45

1.4 Qual ¢ a amplitude de um arco que tem 12 cm de comprimento? E de 4 cm?
Resolugio: O comprimento da circunferéncia em fungfio do raio r; 2nr rad

Temos a relagio:

(comprimento do arco em cm) (radianos)
2ny 2m
12 X
X = 12 rad
r
1 y
y = 4 rad.
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Exercicio 2; O cio acorrentado (retirado de Matematica, Teorla e Pratica, 11® Ano, Rumo
—Pag. 11).

Um c8o estd amarrado a uma corrente com 4 metros de comprimento, Mantendo esticada a
R 3 P . N
corrente e descrevendo um éngulo de 3 qual a distincia percorrida pelo cdo?
Resoluciio: A distdncia percorrida pelo cio € o comprimento do arco de circunferéncia

. . . , . e
com 4 m de raio e cuja amplitude € grad. Ou seja, a distdncia ¢ dada por

d=4 x% < d =419 metros

Exercicio 3: Como obter o dngulo formado por duas semi-rectas?
Resolucgio: Duas semi-rectas com a mesma origem definem uma infinidade de dngulos. Se
o for a amplitude de um deles, as amplitudes de todos os angulos definidos por essas semi-rectas

sdo dadas pelas expressdes:

a+360°k, em que keZ

ou

o+ 2kn rad, em que keZ.

Exercicio 4; Como obter a amplitude do arco de circunferéncia?
Resolucfio: Dois pontos sobre uma circunferéncia definem uma infinidade de arcos. Se «
for a amplitude de um deles, as amplitudes de todos os arcos definidos por esses pontos sfo dadas

pelas expressdes:

a+360°k, em que keZ

au

oo+ 2knrad, em que keZ.

Exercicio 5: A roleta. Consideremos uma roleta, como na Figura 2.78, utilizada em
sorteios de feiras. Em cada sorteio, o ponteiro parte da posigiio 1 e inicia o movimento de rotagdo
(podendo ser, ou no sentido do movimento dos ponteiros do relégio ou no sentido contrario).
Sabendo que o ponteiro nunca para entre dois nimeros e o numero premiado ¢ o numero

determinado pela posi¢do de paragem do ponteiro, diga:
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5‘_,,/ SR 3
6 2
|
7 (é* ~ jr]h.b -
8 12
I Uy

Figura 2.78: Roleta utilizada em sortetos de feiras populares. O ponteire parte da posigio | e inicia o
movimento de rotacio, podendo ser no sentido do movimento dos ponteiros do reldgio ou no sentido

contrario.

5.1 quais os ntmeros sorteados em dois sorteios consecutivos, se o ponteiro descreveu
angulos de amplitudes —1860° e 840°. Quantas voltas completas deu o ponteiro?
Resoluciio: Ora os nimeros estdo afastados uns dos outros 30%:
1°sorteio: o ponteiro descreveu o angulo de —1860° significa que rodou no sentido do
movimento dos ponteiros do reldgio (sentido negativo). Vejamos o numero de voltas completas:

1860 =5.167,

360
temos entdio 5 voltas e mais alguma coisa. Podemos escrever:
—-1860° = -5 x 360° ~ 60°.
Significa que o numero sorteado foi 0 11 e o ponteiro deu 5 voitas completas.
2°sorteio:
840° =2 x 360° + 120°.

Significa assim que o ntimero sorteado foi o nimero 5 e o ponteiro deu 2 voltas completas.

5.2 qual é a amplitude do &ngulo que o ponteiro tem de descrever para sair o niimero 37
(indique em radianos).

Resolucio: Tera de descrever um 4ngulo da familia:

g + 2kn, sendo keZ.
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Exercicio 6: O relogio (ver secgdo 2.3.4) (adaptado de Matematica, 11° Ano, Edi¢des
Contraponto — Pag. 161, 162).

6.1 O angulo descrito pelo ponteiro dos minutos poderia ter sido de 3060° ? E de 2580° ?

Resolucio: Para verificarmos se 3060° é a amplitude de um destes dngulos basta,

utilizzmdo a expressio (2.29), resolver a equagio:

60 +k 360 = 3060 < 360 k=3000 < k:%’(ﬁ)g%q < k = 833

Como o nimero obtido ndio ¢ inteiro, significa que 3060° nfio pode ser a amplitude de um angulo
descrito pelo ponteiro da situagdo mencionada. Analogamente para 2580

60 +k 360 = 2580 < 360k=2520 < k=% <> k=7

Como se obteve um nimero inteiro para 4, concluimos que 2580° ¢ a amplitude de um angulo que
pode ter sido descrito pelo ponteiro. Neste caso, o ponteiro teria dado 7 voltas inteiras, o que

corresponde a ter decorrido um tempo de 7 horas e 10 minutos.

. . : , 37 41
6.2 O angulo descrito pelo ponteiro dos minutos poderd ser de __3_7: rad? E de Tﬁ rad?

Resolucio: De forma andloga ao que foi felto em graus, no ponto anterior, far-se-4 em
. 37n . . ) .
radianos. Para sabermos se Ky rad ¢ a amplitude de um desses dngulos basta, utilizando a
expressio (2.30), resolver a equacdo:

: 37 12
T oionk=2 o 2nk=12n & k= & o k
3 3 o

6

D . 37n ,
Como k£ € um numero inteiro, significa que 3 rad ¢ a amplitude de um angulo que pode ser

descrito pelo ponteiro. Neste caso, o ponteiro dard 6 voltas inteiras, o que corresponde a decorrer

. . 41x
um tempo de 6 horas ¢ 10 minutos. Da mesma maneira para de Y rad:

40m
7 41n 40w 3
— +2rk=— < 2nk=— & k= — < k=667
3 3 3 2n

: . T " . . n . .
Assim, significa que Ky rad ndo poderd ser a amplitude de um angulo descrito pelo ponteiro

porque o nimero obtido néo € inteiro.
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2.8.3 Trigonometria num referencial ortonormado

Exercicio 11 Representar num referencial, em coordenadas polares, os pontos (adaptado de

Matematica, 11° Ano, Edi¢des Contraponto — Pag. 194):
s
M(@2,30°% e N (6,‘—2)

Resolugo: Para representar o ponto M a partir das suas coordenadas polares podemos
comegar por desenhar a semi-recta [OM que faz um angulo de 30° com o semieixo positivo Ox, €
depols, com um compasso, desenhar um arco de circunferéncia com 2 unidades de raio até
intersectar a semi-recta j& desenhada (Figura 2.79). O ponto pedido, M, € o ponto de intersec¢io do
arco de circunferéncia com a semi-recta. Para representar o ponto N seguimos de maneira analoga

ao anterior, notando apenas que a medida do angulo esta, neste caso, em radianos (Figura 2.79).

Exercicio 2: Determinar as coordenadas cartesianas dos pontos (adaptado de Matematica,

11° Ano, Edi¢des Contraponto — P4g. 195):
i
M (2,30 e N(6, Z)

Resolugio: Para determinar as coordenadas cartesianas dos pontos M e N, consideramos
os tridngulos [OMM’] e [ONN’]. As coordenadas cartesianas dos pontos M e N s#o as medidas
dos catetos dos tridngulos dos tridngulos rectidngulos que tém por hipotenusa comprimentos 2 e 6

respectivamente (Figuras 2.80 e 2.81). Para M temos:

cos 30°= _Q_IYI.»
oM

= OM‘=2X§ & OM =43 o x=43

sen300= M UM =20l o MM =1 e y=1.
oM >

Logo, M (43, 1).
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Figura 2.80: M (2, 30°). [OM’M] ¢ um tridngulo rectinguto. OM = 2cm e M'OM = 30°.

Para N temos:

cos (-T2 D o O 262 o OV =307 o x=30

ON
c
sen(_g)=% PN W=6x(——‘/g~) e NN =-3x42 o y=-3x+4/2.
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Portanto, N (3 V2 , —3 J2 ).

Exercicio 3: Roda gigamf:48

S N (6, 0.785 rad)

Figura 2.81: N (6, - % ). [ON"N] é um tridngulo rectangulo. ON = 6cm . N'ON =

ENg

Representa no circulo trigonométrico todos os dngulos mencionados na Tabela 2.17.

Resolucio: Apresenta-se a Tabela 2.17 devidamente preenchida e na Figura 2.82 o circulo

com a indica¢o dos principais angulos entre 0° e 360°.

Quadrantes 1 Q. 2° Q. 3 Q. 4° Q.
Graus 3014560 90 120 {135 | 150 | 180 | 210 | 225 | 240 | 270 | 3007 315 | 330 | 360
Radnos 0| x| % | x| & | 2x | an | | = | 7x | 5n | 4 | 3x | 5n | 7x | lx | 2%
6 4 3 2 3 4 6 6 4 3 2 3 4 6
e LB ) O O O O 3 R BN
2| 2| 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Co-sero £ P73 LA BV RS O ) __IE_ -1 _ﬁ V2Lt 0 ! V2 _‘E 1
7| 2| 2 2 2 2 2 2 2 2 | 2 | 2
Tangente Gl T |BINd -3 -1 S0 |45 1 V3 i Nd -3 -1 |_3) 0
3 3 3 3

Tabela 2.17: Quadro com as trés razdes trigonométricas principais dos dngulos mais utilizados entre 0° ¢ 360°. *Nd”
quer dizer ndo definido.

*® No Apéndice V1, Capitulo2 - Variagdo_Razdes Trig.gsp, mosiramos de forma animada, num Sketch, a variagic das quatro razdes
trigonométricas: sene, co-seno, fangente ¢ co-tangente.

98




90°=n/2 rad
NN S
120° 60°

135° 45°

150° 30°

7 rad =180% {(® = 0 rad, 360° =2x rad
%

O

B

3300

31s°
300°

270° =3n/2 rad

Figura 2.82: Circulo com a indicagio dos principais dngulos entre 0° e 360°,

Exercicio 4: Verifica a igualdade:
{cos y —sen y)2 +2senycosy=1.

Resoluciio: Pegando no 1° membro da igualdade e da férmula fundamental da

trigonometria vem

{cos y —sen y)2 +2senycosy= cos’ y—2senycosy-+ sen’ y+2senycosy=1,

e portanto o pretendido.

Exercicio 5: Mostra que:
tga + tgfs
cot gu + cot gP

= tgo tgP

Resolucdo: Como no exercicio anterior, pegando no 1° membro da igualdade, temos

sucessivamente
tga+tgf tga +tgf _ tga +tgh _
cot ga + cot gf 1.1 tgo + tgf
tga  tgP tga tgh

_ (tgo+tgB)(tga tgP)

=tocqx t ,
tgo + tgh = &b

logo o que quertamos.
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1 B -

Figura 2.83: [ABCD] é um losango de lado I. o é o angulo entre dois lados consecutivos [AB] e

[AD], e h a altura do losango.

2.8.4 Estudo das funcées trigonométricas

Exercicio 1 — Variacdo do seno (adaptado da Brochura de Geometria ~ 11° ano, Pag. 91) -
ver no Apéndice VI, na pasta Capitulo2 — Area_Losango.gsp e Fungdo_seno.gsp.

Tomando como unidade de comprimento o lado do losango e sendo « o angulo entre dois
lados consecutivos do losango, como na Figura 2.83, determina:

1.1 a variagio da area do losango™ em fungio do Angulo .

Resolugdo: Da Figura 2.83, e sabendo que um losango ¢ também um paralelogramo,

considerando & a base do paralelogramo (6 = 1) ¢ & a sua altura, temos
h
sen o = T «> h=sena.

Portanto,

Area=1seno <> A =senc

1.2 o valor que se aproxima a area quando o angulo € quase nulo. E quase raso.
Resolugdo: O valor da area do losango, tanto quando o dngulo € quase nulo (0°), como

quando € quase raso (180°), tende para 0.

1.3 o losango que tem maior area.
Resoluciio: Trata-se de um losango em que tem o seu angulo interno o = 90°, portanto ¢
um quadrado de lado 1.

1.4 dngulos diferentes que ddo origem & mesma area.

d i . . .
, onde D ¢ adiagonal maior e d ¢ a diagonal menor; ou entiio, entendendo o

. ; D
* A drea do losango ¢ dada pela formula: Area =

losango como um paralelograme qualquer, g sua drea serd dada pela formula: A =bh, onde b é 2 base e /1 a altura do paralelogramo.
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Resoluciio: Por exemplo o = 45° ¢ oo = 135° A drea do losango é simétrica relativamente

ao angulo recto.

1.5 no caso de existir, losangos diferentes com a mesma area.
Resolu¢io: Aparentemente os losangos com os anguios de, por exemplo, e =45° ¢ o0 =

135°, sdo diferentes apesar de terem a mesma area, mas de facto ndo sfio diferentes. Portanto nio

existern losangos diferentes com a mesma area.

Exercicio 2: Vanacio do co-seno (adaptado da Brochura de Geometria — 11° ano, Pag.
94) - Ver Apéndice VI, pasta Capitulo2 - Varia¢do_Co_seno.gsp e Fungdo Co_seno.gsp.

Tomando como unidade de comprimento o do segmento de recta [AB], conforme
representado na Figura 2.83, calcula:

2.1 a variagdo do comprimento da projec¢iio em funcio da inclinagio do segmento.

Resoluciio: Considerando o angulo « definido pelo segmento de recta [AB] e o segmento
de recta [AB"’] ([AB] roda em torno do ponto A), como na Figura 2.84, temos, a partir do tridnguio

rectangulo [ACB™’], a razéo

COSCtz-é—(;-@ Ké”‘—”COSC&.

Chamando p ao comprimento da projecgio de [AB’’] sobre a recta A’B’,
b= AB"
temos entdo que

p = COos oL

2.2 o valor do comprimento da projeccic quando o angulo é zero.
Resoluciio: Quando o = 0°, a projecgiio tem comprimento 1, ou seja,

p=1.

2.3 a posigdo que corresponde a maior projeccdo. E a de menor projecgdo.
Resolucdo: A maior projeccio, do segmento de recta [AB], € obtida quando «=0° ou

o = 180°, A menor projeceiio, do segmento de recta [AB], € obtida guande o segmento roda 90°.
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Figura 2.84: Sequéncia da projecgio de um segmento de recta {AB] (E =1} sobre a recta A’'B’. A

projeccdo de [AB] é o segmento de recta [A’B’], e a projec¢iio de [AB’'] é o segmento de recta

[A’B]. « é o dngulo entre os segmentos de recta [AB] e [AB”] (AB" = 1) obtido pela rotagio, de
centro em A de [AB].

Exercicio 3: Determina o co-seno do dngulo o do 4° quadrante cuja tangente é -5,

Resolucio: De (2.10) temos sucessivamente

1
- &coszamwlw @cosaziJw}—.
cos o 26 26

Mas como no 4° quadrante o co-seno € positivo, sat que

V26

CosS O = ———
26

25+1=

Exercicio 4: Sendo cos” x = 0.16, em que x ¢é um Angulo do 2° quadrante, determina as
restantes razdes trigonometricas de .
Resoluciio: Ora, tem-se cos X = —-0.4 (o co-seno € negativo no 2° quadrante). De (2.7) tira-
se:
sen’ x + 0.16 = 1 < sen” x = (.84

Significa que sen x =~ 0.917 (o seno ¢ positivo no 2° quadrante). Para tirar a tangente ¢ a co-tangente,

¢ imediato:
- 0.917 i
tg x = SenX =-2.29 (atangente é negativa no 2° quadrante).
cos X ~0.4
1 1 . .
cotgx = —— & — = —() 44 (a co-tangente € negativa no 2° quadrante).
tgx -2.29
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ae2®Q ae3®Q
(A) (B)
Figura 2.85: (A) ¢e2° Q. (B)aed Q. (O)usd Q.

2.8.6 Redugdo ao primeiro quadrante

O célculo de uma razdo trigonométrica de um angule pode ser feito de duas maneiras,
independentemente do quadrante em que se encontra o dngulo. Se o esta no 2° quadrante, podemos
escrever (Figura 2.85 — (A)):

o=90"+p ou a=180°-6

ou ainda

o=—+f on a=n-0

T
2
Se a estd no 3° Quadrante (Figura 2.85 — (B)), escrevemos:

o= 180°+f ou o=270°-0
ou ainda

a=n+f ou a=3?n -6

Se « estd no 4° Quadrante (Figura 2.85 — (C)), podemos simplesmente escrever:
a=270°+p ou ax=360°-8

ou ainda
3
0L=—2E +B ou a=2m-0.

Por outro lado, se o angulo dado excede um angulo giro ou é inferior a um 4ngulo giro, isto &, €

maior que 360° ou 27n rad, ou menor que —-360° ou ~27 rad, os calculos para redugdo ao 1° quadrante
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podem ser efectuados sempre por mais de uma maneira, pois a periodicidade das razdes

trigonomeétricas permite, por um ou por outro caminho, calcular a razo pretendida.

Exercicio 1: Calcular as razdes trigonométricas dos angulos respectivos:

V2

1.1 sen (135°) = sen (180° - 45°) =sen 45° = —24

V2

1.2 sen (135% =sen (90° + 45°) = cos 45° = S

1.3 cos (240%) = cos (180° + 60°) = ~cos 60° = ——-;-

1.4 cos (240°) = cos (270° — 30°) = —sen 30° = ,_%

5n T 7 3
15sen(—)=sen(2n— —)=-sen — =——
n ( 3) ( 3) 3 5

W3
2

1.6 sen(-fE)=sen(3—n+ £)=—cos T __
3 2 6 6

157 3n . 15w 12n  3m 3n
17tg(—)=tg(3n+ —)= Visto —— = ——— -+ — = 3n+ —
g(—) =18 . ( n Tty
In . ,
=tg vy = (visto o perfodo da tangente ser w)
s .. 3w
=tg(n— Z) = {visto " e2° quadrante)
7

=_tg Z =

=]

1.8 cos (3810°) =cos (210° + 10 x 360°%) = (visto 3810°=210° + 10x360°)
=cos (210%) = (visto o periodo do co-seno ser 360°)
=cos(180°+30) =
= —c0s (30%) =
L3

2

Exercicio 2 — Calcule o valor de cada uma das expressoes:
2.1 sen (1200°) + 2 cos (~945°) - tg (750%) =
= sen {3x360° + 120°) + 2 cos (—720° - 225% — tg (4x180° + 30°) =
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=sgen (120°) + 2 cos (=225°) ~ tg (30°) =
= gen (180° - 60°) + 2 cos (225%) — tg (30%) =
=gen 60°+ 2 cos (180° + 45% —tg (30%) =

=gen 60°—2cos 45° —tg 30°= m? Py IV S S

Exercicio 3 — Simplifique cada uma das expressdes:
3.1sen B cos (g + BJ — sen’ (g— - B)

Resolugio: sen cos(g + B) — sen’ (gm BJ = gen P (—sen ) — (sen[g - SJJ

=—gen’ B —-cos’ B = (sen’ B + cos’ B) =~I

mn
sen| —+ o
5]
ZCOS(E—OLJ
2

T
senl —+ o
2 COSG 1
= = —cotg o

(ﬂ: } 2sena 2
2cos 5 -

3.2

Resolucio:
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Sendo

3
3.3 sen(o — «g) —cos(o — %) + cotg(—o - g) +tg(—n — o)

Resolucao: sen(a — -%g—) - cos{a - g) + cotg(-w — g—) +tgl-m—o) =

=005 —seno ttgo—-iga=cosa ~sena

Tendo em conta que se tem:

3n T yio
sen(cx~—5w)zcosoc, cos {o E)ﬁsena, cotg (—a — 5)=tgoc e tg(-m—a)=-tga

3.4 sen (5m + o) — cos (—6m + o) + tg (Vn + o)
Resolu¢do: sen (Sn+a)—cos (-om+a) +tg(Tn+ o) =
=gen(d4n+n+a)-cosaut+tgo=
=gen (n+o)—-cosa+tga=
=gen{m+o)—cosa+tga=

=—Sen oL—cosatiga

Exercicio 4: Sabendo que tg 2n~p)=-5 ¢ B e {m, 2n{, calcule o valor da expressio:
3sen(n— ) + 2005[% + B) —cotg {(-3n - B).
Resoluciio: Temos

tg(2n-f)=-5 © ~tgf=-5 < tgh=5

tgB=5 A P elm2nf

tiramos que

In
B € [TE,?[

ou seja, Be3® quadrante. Simplificando a expressio dada, obtemos:

3sen{(n— ) + 2005(% + ) ~ cotg (3w ~ B) = 3sen B - 2sen P — cotg (—P) = sen B + cotg .

Temos, entio, de calcular sen § e cotg PB. Determinamos a co-tangente, tendo em consideragdo a

formula (2.6) e que tg p = 5:
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1
cotg p = = —
gPp b
Para determinarmos o seno, consideramos a formula (2.11) e que cotg f = é :
| +cotg’ B = 1, <::>l+(lJ= 11 <::>1+i= 1, =

sen P 5 sen 3 25 sen'P

o sen’ =2 «> senf == 2

26 26

Mas como Be3° quadrante, sai que:

E portanto:

526 1 _ -25V26+26

1
2% 5 130

sen 3 +cotg f =—

2.8.6 Equagdes trigonométricas

Exercicio 1: Resolva as seguintes equagdes:
1.1sen (2x)=cosx A X € [-n, 1]
Resoluciio: Vamos comegar por encontrar as solugdes gerais da equacio dada. Assim

temos sucessivamente

sen (2x) =cos X < sen (2x) = sen(g— X) < (visto que cosx = sen(g - X))

<:>2x=-72£—x+2k7t % 2X=ﬂm(g-x)+2kn,kez =

o 2X+ X =g+21<n v 2x —x :n—«g—+2kﬁ,kez N

<= 3% "—*%4-21{71: VvV X =g+2kn,kez fn

e x :365+2—§“ v X ==~ +2kn keZ

ro A

Para obtermos todas as solu¢des da equagdo no intervalo dado devemos atribuir valores &

nas expressfes gerais e verificar quais as que pertencem ao intervalo [—n, 7t} (Tabela 2.18).

107



6 3 2
-2 n 7
X=w— g [-n, 7 x=—— g [-m, =
= ¢ e
-1 7
Xx=-— & [-%, 7 Xx=-— & [-m, 7]
0 i T
X '6—6[*11,712] X-—-EE[-—TE,ﬂ}
1
x=" ¢ [-m n] ‘{=-5—§-9£{"'7t,‘1'€]
2 7
K:%'E[—‘:T,TC] X="9"£Ef-ﬂ,ﬁ]

Tabela 2.18: Sclugdes particulares da equagiio sen (2x) = cos x. Como nenhum dos dngulos obtidos
para k=-2 epara k=2 estd no intervalo pedido, ndo serd necessario experimentar para valores de

k, em médulo, maior ou igual a 3.

Agsim temos

sen (2x)=cosx A Xe[-m, 1] & xe{—

A
o | 3
b | 3

whn
oY
\-ﬂ_/

1.2 tg (3x) =-—cotg X <> tg(3x)=cotg (-x) & (visto que cotg (~x) = cotg x)

< tg (3x) = tg (gm (-x) < (visto que cotg (x) = tg (gmx))
T
< 3x= 5 +x+kn, keZ <

& 2x=§+kn, keZ <

kn

c>x=£+—,keZ
4 2

1.32cos (3x)=1 < cos (3x) = — <>

1
2

<:>3x=§+2kﬁ v 3xm-335+2kn, keZ
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B

Figura 2.86: Tringulo [ABC] de lados 2 ¢ 4. h € a altura do tridngulo relativa ao lado [AB).

Exercicio 2 — Tendo em atenc¢fio a Figura 2.86, diga (retirado de Matematica, 11° Ano,
Edig¢des Contraponto — Pag. 253):

2.1 Qual deve ser a medida do &ngulo o para que a érea do tridangulo [ABC] seja 17
Quantas solugdes encontrou?

Resolucdo: Sendo £ a altura do tridgngulo [ABC] relativa ao lado [AB], podemos escrever
h
sena=5 < h=2senu

Como a area do tridngulo [ABC] tem de ser 1 (ver Apéndice IV), podemos escrever a seguinte

€quagao:

4x2 senc

=] & senoc=l =
2 4

<> o~ 14.48°+360°k v o~ 180° - 14.48° +360%, keZ <«

< o= [4.48°+360°% v o=165.52°+360%, keZ

Neste caso, como queremos conhecer um angulo de um tridngulo, interessa-nos apenas duas
solugdes da equagdo inicial:

o= 14.48°ou o= 165.52°

2.2 E para que a &rea seja 47 Quantas solugdes encontrou?

Resolucéio: Para que a drea seja 4, podemos equacionar da seguinte forma:

4x%x72 senc

5 =4 < sena=1 < a=90"+360%, keZ

QOu seja, como queremos conhecer um angulo de um triangulo, temos neste caso wma Unica solugio,

o =90°
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2.9 Aplicacdes praticas no Sketchpad™

2.9.1 Defini¢des e relagcdo entre razdes trigonométricas

Exercicio 1: A escada do pintor (ver exercicio 1 da secgfo 2.8.1)
Damos uma lista de procedimentos para visualizar a actividade proposta no Sketchpad
(Figuras 2.61 € 2.62): -
- Num novo Sketch, construa um segmento de recta vertical [AB] (parede);
- Para obter o chio(recta perpendicular a AB):
- Seleccione o segmento de recta [AB] e o ponto A e escolha no menu Construct a
opgdo Perpendicular Line,
- Seleccione a recta obtida e no menu Construct a opgio Point On Object ¢ d& um nome a este
ponto, C;
- Seleccione o segmento de recta [AB] e no menu Construct a opglo Point On Object ¢ dé um nome
a este ponto, D;
- Seleccione os pontos C e D, e no menu Construct a opgao Segment,
- Construcdio do segmento [CD] com 4 cm e do segmento [AC] com 1 emi:
- Seleccione o segmento [CD] e no menu Measure a op¢ao Length,
- Seleccione o segmento [AC] e no menu Measure a opgao Length,
- Seleccione e arraste o ponto A e depois o ponto C até obter a medida pretendida;
- Para obter a medida do angulo ACD:
- Seleccione os pontos A, C e D e no menu Measure a opgio Angle;
- Para obter o co-seno do dngulo ACD:

- Seleccione no menu Measure a opgdo Calculate, e nesta a Function co-seno.

Exercicio 2 - Angulo das diagonais de um rectangulo (ver exercicio 2 da secgiio 2.8.1)
Damos uma lista de procedimentos para visualizar e resolver o exercicio 2.1 no Sketchpad
(Figura 2.63):
- Num novo Sketch, construa dois segmentos de recta (diagonais do rectngulo} e atribua os nomes
mais adequados- por exemplo [AB] e [CD];
- Seleccione os dois segmentos de recta e no menu Construct a opgdo Point At Intersection € dé um

nome a este ponto, E;
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- Seleccione os pontos A, B, C ¢ D, e no menu Construct a opgido Segment (obtém o
rectangulo[ ABCD]);

- Seleccione os pontos B, E ¢ D, e no menu Measure a opglo Angle (medida do dngulo BEC);

- Arraste, depois de seleccionar, 0s pontos necessarios (os vertices do rectangulo) até obter o dngulo

de 70° entre as diagonais (o angulo BEC).

Exercicio 3 — Angulo das diagonais de um cubo (ver exercicio 3 da secgfio 2.8.1)
Segue-se uma lista de procedimentos para obter o cubo da Figuras 2.65, no Sketchpad,

utilizando a projeccio cavaleira™ do cubo, P(45°, 50%):
- Num novo Sketch, construa um segmento de recta [AB];
- Construa um ponto C no segmento {AB], utilizando no menu Construct a opgdo Point On Object.
- Aplique uma rotagio ao ponto C de centro A e de 4ngulo 90°:

- Seleccione o ponto A e no menu 7ransform a opgio Mark Center,

- Seleccione o ponto C e no menu Transform a opgldo Rofate e escreva 90° na caixa de
didlogo que surge no seu ecran e, click OK (obtém o pontoe C’);
- Aplique uma rotag@o ao ponto A de centro C e de angulo -90°%

- Seleccione o ponto C ¢ no menu Transform a opglio Mark Center;,

- Seleccione o ponto A, no menu Transform a opgdo Rotate e escreva —90° na caixa de
didlogo que surge no seu ecran ¢, click OK (obtém o ponto A’);

- Seleccione os pontos A, C, A’ e C’°, e no menu Construct a opgio Segment (obtém a
face do cubo [ACA’C’]);
- Marque a bissectriz do dngulo BCA’:

- Seleccione os pontos B, C e A’, e no menu Construct a opglio Angle Bisector,
- Determine o ponto médio de [AC]:

- Seleccione o segmento [AC] e menu Construct a opgdo Point At Midpoint (chamemo-
lhe D);
- Construa a circunferéncia de centro C e que passa pelo ponto atrds encontrado (raio CD);

- Seleccione o pontos C e depois o ponto D, e no menu Construct a opgido Circle By

Center And Point,

% ver Apéndice 11
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Figura 2.87: [DGHIJ] é wm pentdgono regular inscrito numa circunferéncia de centro A e raio AB.

- Determine a interseccio, E, da bissectriz com a circunferéncia construidos atras:

- Seleccione a bissectriz e a circunferéncia, ¢ no menu Construct a opcio Point At
Intersection;
- Construa a face do cubo paralela aquela construida anteriormente e que passa em E.
- Conclua o desenho das arestas visiveis e invisiveis do cubo e elimine os objectos desnecessarios
utilizando, depois de os seleccionar, no menu Display a opeio Hide Objects,

- Se desejar, pode renomear os seus vértices e, em seguida, construa duas diagonais do cubo.

Exercicio 4 - Poligono regular {ver exercicio 4 da sec¢do 2.8.1)
Para ajudar a resolver o exercicio 4.3 da secgdio 2.8.1 vamos construir um pentagono
regular [DGHIJ] inscrito numa circunferéncia (Figura 2.87):
- Num Sketch limpo, construa com a ferramenta respectiva uma circunferéncia de centro A e raio
AB;
- Construa o didmetro {BC];
- Seleccione a ferramenta semi-recta;
- Seleccione o ponto B e depois o ponto A e no menu Construct a opgao Ray;
- Seleccione a semi-recta [BA e a circunferéncia, e no menu Construct a opgio Point At Intersection
(designe por ponto C);
- Seleccione os pontos A e C, e no menu Construct a opcio Segment,
- Marque o ponto médio do raio [AB]: no menu Construct a opciio Point At Midpoint, (ponto M);

- Determinar didmetro [DE] perpendicular ao diimetro [CB];
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Figura 2.88: mZBAB’ =15°,

- Construir uma circunferéncia centrada em M e raio MD ;

- O ponto de interseccio da circunferéncia construida atras com o didmetro [BC] determina o ponto
F

- O lado do pentagono mede DF ;

- Construir circunferéncias de raio DF a partir, por exemplo do ponto D;
- O pentagono obtém-se unindo os pontos de intersec¢éio das circunferéncias atras construidas com a

circunferéncia original.
2.9.2 Angulos e arcos

Exercicio 1: dngulo (ver exercicio 3 da seccio 2.8.2)

Num Sketch impo, pode construir os dngulos que achar mais convenientes. Por exemplo,
partindo da semi-recta origem [AB construir um &nguio de 15° (Figura 2.88).
- Seleccione a ferramenta semi-recta e construa a semi-recta AB (lado origem do angulo);
- Seleccione o ponto A e no menu [ransform a opgdo Mark Center “A” e depois o ponto B e no
mesmo menu a opeio Rotate (na janela de didlogo indique a amplitude que desejar: neste caso 15°);
- Seleccione o ponto A e depois o ponto B’ e no menu Construct a op¢do Ray (lado extremidade do

angulo).

Exercicio 2: arco (ver exercicio 4 da secgio 2.8.2)

No Sketchpad, pode construir os arcos que achar por bem. Por exemplo, construir um arco
de 65° (Figura 2.89).
- Seleccione a ferramenta circunferéncia e construa a circunferéneia de raio AB(B é ponto origem
do arco);
- Seleccione o ponto A e no menu Jransform a opgdo Mark Center “4” e depois o ponto B € no

mesmo menu a opgdo Rotate (na janela de didlogo indique a amplitude que desejar: neste caso 65°);
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Figura 2.89: Arco de circunferéncia, BB’, de amplitude 653°: m{arco BB") = 65°.

~

- Obteve o ponto B’ (ponto extremidade do arco), e se quisermos, seleccionamos o ponto A e depois

o ponto B’ e no menu Construct a opglo Segment para marcar o raio.
2.9.3 Trigonometria num referencial ortonormado

Exercicio 1: Representamos num referencial cartesiano ortogonal, em coordenadas

polares, os pontos {ver exercicio 1 da secgfio 2.8.3 e Figura 2.79):
T
M (2,30% e N{6, _Z)

- Num Sketch novo, construa um referencial, utilizando no menu Graph a opgdo Create Axes.
- Para representar os pontos dados em coordenadas polares:

- Seleccione no menu Graph a opgio Grid Form, e na janela de didlogo que se abre a
opg¢ao Polar (v, theta),

- Seleccione no menu Graph a opgdo Plot Poinis ..., e na janela de didlogo, entretanto
aberta, introduza as coordenadas polares respectivas (escolha a unidade de 4ngulo pretendida - graus

ou radianos, no menu Display e na opglo Preferences ... );

Exercicio 2: Roda gigante
Representamos, no circulo trigonométrico, todos os angulos mencionados na Tabelal.17
(ver exercicio 3 da secco 2.8.3 ¢ Figura 2.81):
- Num Sketch novo, construa um circulo trigonomeétrico:
- Seleccione a ferramenta Circunferéncia e construa a circunferéncia de raio que
considerar adequado (por exemplo didmetro AB= 6 cm );
- Seleccione o centro da circunferéncia e no menu Transform a opedo Mark Center “O”

e depois o ponto B e no mesmo menu a opglo Rotate (escolha a unidade de dngulo pretendida -
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graus ou radianos, no menu Display € na opgdo Preferences ... ) e na janela de didlogo indique a
amplitude que precisar: 30°, 45°, 60°, ..., 270°, 300°, ..;

- Obteve varios pontos. Se quisermos, seleccionamos os pontos que ficam no mesmo
diametro e no menu Construct a opgao Segment para representar o didmetro;

- Com a ferramenta Legendas escreva o que achar mais pertinente (por excmplo a

amplitude dos dngulos).
2.9.4 Grdficos

Exercicio 1: Grafico da func¢#io seno (Figura 2.31)

Agora, vamos apresentar os principals passos para a construcfio do grafico da fungiio seno
no Sketchpad:
- Num Sketch novo, construimos um circulo trigonométrico por forma que o seu centro, O, s¢ja o
ponto de interseceio de duas semi-rectas ortogonais (uma na vertical). A direita do circulo

construimos outra semi-recta vertical que determina, com a semi-recta horizontal, o ponto (0, ) ~

origem do referencial. Indica-se, com a ferramenta Legenda, 0s pontos (%, 0, (m, 0), (3—;—, 0 e

(2m, O);

- Seleccionando a circunferéncia e utilizando no menu Construct a op¢do Point On Object,
construimos um ponto livre sobre o circulo trigonométrico. Marcamos o raio: segmento de recta
determinado pelo ponto livre e o centro do circulo;

- Seleccionando o segmento de recta de extremos (0, 0} e (27, 0), ¢ utilizando no menu Construct a
opcio Point On Object. construi-se um ponto livre sobre o segmento de recta;

- Construimos uma recta vertical a qual pertence o ponto livre do segmento de recta de exiremos
(0, 0) e (27, 0) — esta recta desloca-se livremente entre estes pontos;

- Construimos uma semi-recta horizontal com origem no ponto livre do circulo que intersecta a
recta vertical livre num ponto. Seleccionando este Gltimo ponto, optamos no menu Display pela
op¢ao Trace Point,

- Seleccionando o ponto livre do circulo, o circulo, o segmento de recta de extremos (0, 0} e (2w, 0)
e o ponto livre sobre este segmento de recta, clicamos no menu £dif e escolthemos na opgo Action

Button a alternativa Animation ... Abre-se uma caixa de didlogo e opta-se (conforme for mais
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adequado) neste caso: “Point {(nome) - once — around Circle (nome) - slowly” e “Point (nome)

moves - once - along Segment (nome) - slowl”.
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Capitulo 3 - Geometria Plana

3.1 Transformacdes geométricas

Uma transformagiio geométrica é uma fungio que faz corresponder a cada ponto do plano
(ou do espac¢o) um novo ponto do plano (ou do espago); normalmente exigimos que a funcgdo seja
bijectiva’ ¢ que preserve as figuras geométricas no sentido de, por exemplo, a imagem de um
tridngulo ser ainda um tridngulo, a de uma recta ser outra recta. Vamos estudar as transformagdes
geométricas que preservam as distdncias — as isometrias no plano (as translagdes, as reflexdes, as
rotagdes e as reflexdes deslizantes) e as que niio preservam as distincias — as semelhangas e as

homotetias no plano.

3.1.1 Defini¢oes

Vamos comegar por apresentar algumas no¢des que utilizaremos correntemente neste
capitulo. A primeira no¢@o ¢ a de congruéncia ou geomeiricamente igual: se uma figura se deslocar
rigidamente (isto é, sem alterar a forma nem as dimensdes) de modo a sobrepor-se a outra ento as
figuras sio congruentes. Por exemplo, dois &ngulos, ZABC e £ZDEF, dizem-se congruentes, ¢
escrevemos ZABC = £DEF, se e so se¢ tiverem a mesma amplitude (ABC = DEF). Dois
segmentos de recta, [AB] e [CD], dizem-se congruentes, e escreve-se [AB] = [CD], se e $d se
tiverem o mesmo comprimento (isto é, AB = 65). Dois tridngulos dizem-se congruentes quando
as seis medidas de um coincidem com as seis medidas do outro: os comprimentos dos trés lados ¢ as
amplitudes dos trés angulos. Precisando, o A[ABC] ¢é congruente com o A[DEF], e escreve-se
A[ABC] = A[DEF], se houver uma correspondéncia bijectiva entre os vértices de um e de outro
(digamos: A < D, B & E, C < F) de tal modo que os lados e os angulos comrespondentes sdo
congruentes {ou seja [AB] = [DE], [BC} = [EF]), [CA] = [FD], LA = 4D, ZB= ZE e LC = £F) -
ver Figura 3.1. Nota-se que, quando escrevemos A[ABC] = A[DEF] significa que ndo sé os

tridqngulos sfio congruentes, mas que o sio através da correspondéncia bijectiva

*' Uma fungio f ¢ bijectiva se cada ponto do plano ou do espago é imagem de um e um 56 ponto do plano ou do espago, ou de outra
forma: se for, simultaneamente, injectiva (ver secgdio 2.5.1) ¢ sobrejectiva. Uma aplicagio, £ A — B, diz-se sobrejectiva sse o scu
contradominio, f{A), ¢ igual a B, ou de outro modo: sse VyeB 3xe A: f{x) = v.
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Figura 3.1: Os segmentos de recta [AB] e [CD] sdo congruentes (ou seja, AB=CD ) {AB] = [CD].
Os angulos ZABC e «ZDEF sio congruentes (significa que, ABC = DEF ). £LABC = £ZDEF. Os
trifingulos, AIABC] e A[DEF], sdo congruentes (ou seja [AB] = {DE], [BC] = [EF], [CA] = {FD],
LA= 4D, LB = LE ¢ ZC =z LF): AJABC] = A[DEF].

AeD, B&E Ceof.
Assim, A[ABC] = A[DEF] néo significa o mesmo que A[ABC} = A[EFD)].

Diz-se que uma recta, r, ¢ todas as que lhe sdo paralelas definem uma direcgdo. Por um
ponto qualquer do plano passa uma infinidade de rectas, ou sgja ha uma infinidade de direcgdes. Por
outro lado, qualquer ponto de uma recta pode “percorré-la” de dois modos diferentes. A cada um
dos modos de um ponto percorrer uma recta chama-se senfido. Assim, a cada direcgdo podemos
associar dois sentidos que se dizem conirdrios ou opostos {ver Figura 3.2).

Um segmento de recta, [AB], define uma direc¢dio (a da recta suporte, AB) e um

comprimento (o de [AB], :’—ﬁ_g). Atribuimos ao segmento de recta [AB] um sentido se definirmos
qual dos extremos do segmento de recta ¢ a origem e qual é a extremidade. Tomando A para
origem, B € a extremidade do segmento de recta, definindo-se, assim, o segmento orientado AB:
[A,B}. Se B for a origem ¢ A a extremidade, definimos o segmento orientado BA: [B,A}]. Um
segmento orientado fica caracterizado por: uma origem, uma direcgdo, um Sentido € um
comprimento. Num segmento orientado, se a origem coincide com a extremidade diz-se que o
segmento orientado € nulo e representa-se por um ponto: por exemplo, [AA]l. O segmento
orientado nulo tem direcgdo e sentido indeterminado, € o seu comprimento € 1gual a zero. Todos os
segmentos orientados com a mesma direc¢do, 0 mesmo sentido e 0 mesmo comprimento dizem-se
equipolentes. O conjunto de todos os segmentos orientados equipolentes ¢ designado por vector
livre. Um vector (quando dissermos simplesmente “vector” estaremos a abreviar “vector livre”)

fica, entdo, definido quando se conhece: a direcgdo, o sentido e o comprimento. O vector do qual
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¥igura 3.2: A recta r e todas as que lhe sdio paralelas (por exemplo: m, k& e j) determinam uma

direcedo {esquerda). Pelo ponto P passa uma infinidade de rectas e cada uma determina uma direcgiio

{direita).
C e >°D

A [AB] °B

A< [BA] °B

Figura 3.3: No segmento de recta [AB] temos dois sentidos: de A para B ¢ de B para A. [A,B} é 0o
segmento orientado de origem A e extremidade B. [B,A] ¢ o segmento orientado de origem B e
extremidade A. Temos que [A,B] # [B,Al Todos os segmentos orientados com a mesma direcgiio, o

mesmo sentide € 0 mesmo comprimento, embora sendo diferentes ([A,B] = [C,D]), definem o mesmo
vector livre: AB = CD . Os segmentos orientados [A,B] e [C,D] sio equipolentes por representarem o

mesmo vector, AR, CD e BA sio colineares ¢ temos AB =-BA.

[A,B] é representante escrever-se-a simbolicamente por AB, ou por uma letra mindscula com uma
seta por cima, por exemplo, u (ver Figura 3.3). Vamos representar por “V o conjunto de todos os
vectores do plano.

A medida do comprimento de um vector G chama-se norma e representa-se por || |l Dois
vectores sdo iguais se tiverem a mesma direccdio, o mesmo sentido € o mesmo comprimento, ou
seja, se forem equipolentes. Ao vector que tem a mesma direcgdo, 0 mesmo comprimento € 0

sentido contrario ao de U chamamos vector simétrico de 0 e representamo-lo por —u. Os

segmentos orientados nulos definem o vector nulo que se representa por 0 (a direc¢dio e o sentido
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sdo indeterminados). Dois vectores dizem-se colineares se tiverem a mesma direcgdo ou se um
deles for o vector nulo.

Na sec¢dio 2.3.2 vimos a nogio de angulo; aqui vamos notar que: o angulo entre o vector

AB eele préprio tem amplitude 0° entre AB ¢ o seu simétrico, —AB, a amplitude é de 180° (ver

adiante a secg@o 3.4.3).
3.1.2 Isometrias no plano

Uma isometria € uma aplicagio { do conjunto dos pontos no conjunto dos pontos que

preserva as distancias, isto ¢, tal que para quaisquer pontos P, Q se tem
d (P, Q) =d (£(P), £(Q)).
Duas figuras F) ¢ F, dizem-se isométricas ou congruentes, e escreve-se F = F», sse existe uma
isometria f que transforma F, em I, isto ¢, tal que
f(F))=F,.

Apresentamos os quatro tipos de isometrias no plano, partindo das mais simples. Primeiro as
translacées, seguindo-se as reflexdes, as rotagfes e, por ultimo, as reflexdes deslizantes
(mencionaremos, ainda, um caso particular das rotagdes: a simetria central, conhecida também por

meia volta).
() Translacdes

A translagdo ¢ definida por um vector (por exempio, Xﬁ). Cada ponto, C, do plano ¢
enviado no unico ponto, D, tal que CD = AB. Para encontrarmos o ponto D procede-se, na préatica,

como ilustrado na Figura 3.4. A translacio de um segmento de recta [PQ] associada ao vector AB ,
¢ um segmento {P’Q’] tal que {P’Q’] é paralelo a [PQ] (escreve-se [P’Q’] || [PQ]) — ver Figura 3.5.
A translagfio de um tridingulo A[PQR], associada ao vector AB , & um tridngulo cujos vértices sio as
imagens, por Kﬁ, P’, @ e R* dos vértices P, Q ¢ R do tringulo dado, respectivamente. Temos
A[PQR] = A[P’Q'R’], ou seja, os triingulos tém os lados paralelos dois a dois (Figura 3.6). A
translagfio de uma recta é uma recta paralela, ou ela prépria se for paralela a direcgfio da translago.

A translagiio de uma circunferéncia de centro O e raio » é a circunferéncia do mesmo raio com

centro na imagem de O, pelo vector que define a translagio. Como a translagdio € uma
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Figura 3.4: A translagiic do ponto C segundo o vector AB éo ponto D: se D for colinear com A e B,

D ¢ o ponte de AB a direita de C tal que [CD] = [AB] (6_15 = AB ): se C ndo estiver na recta AB, D é
0 Unico ponto tal que [ABDC] é um para]elogramo52, sendo a intersecgio da recta paralela a AB por C

com a recta paralela a AC por B.

Figura 3.5: A translagio de [PQ)], associada ao vector K“é, & um segmento de recta [P'Q’] tal que

[P°Q’] || [PQ] e AB = PP' = QQ'.

><>BR

>O

P

Figura 3.6: A translagiio do A[PQR], associada ao vector J_XTB ¢ um frifngule cujos vértices sdo as

imagens P’, Q' ¢ R’ dos vértices do tridngulo dado, P, Q e R respectivamente, e vem A[PQR]

= A[P’Q'R’]. Os tridnguios tém os lados paralelos dois a dois e temos: AB = PP’ = Q_CiI == RR".

correspondéncia bijectiva, podemos dizer que a inversa da translagdo associada ao vector AB ¢éa

translagdo associada ao vector BA, ou seja —AB (= BA) Uma translagio cujo vector € nulo
corresponde 2 translagdo idéntica. Uma translagio diferente da identidade ndo tem pontos fixos, ou

seja, ndo tem pontos que sejam enviados em si proprios. As rectas fixas™ de uma translagio

associada a um vector AB sio as rectas paralelas a AB.

52 ; ; 5 . G ; .
* Paralelogramo é um poligono (secglio 3.3) com quatro lados, ou seja, um quadriidtero com os tados paralelos dois a dois.
%A respeito de uma transformagio A, uma figura F diz-se fixa se h(F) = F.
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Figura 3.7: A reflexiio do ponto P relativamente a recta r (espelho de reflexfo) é o ponto P’ (simétrico
de P relativamente a »): » € a mediatriz do (PP} (v L [PP’] e 1 ~ [PP’} = {M}, em que M € o ponto
médio de [PP’]). A reflexfio de [QR], relativamente d recta 5 é [Q'R’], e de [ST] é [S'T"].

(ii) Reflexdes (simetrias em relacio a uma recta)

A reflexdo ou simetria axial em relagio a uma recta r envia cada ponto P no seu simétrico
P’ relativamente a ». Temos que: se Per, entdo P’ coincide com P; se Per, P’ € determinado pela
condicio de » ser a mediatriz do segmento de recta [PP’], isto ¢, » € perpendicular a [PP’] e passa no
seu ponto médio (ver Figura 3.7). A reflexdo € uma isometria, logo transforma cada figura numa
figura congruente: por exemplo, para pontos Q, R do plano, tem-se [QR] = [Q'R’] (Figura 3.7). A
recta » chama-se eixo ou espelho de reflexdo. A reflexio € involutiva: se P’ ¢ a imagem de P por
certa reflexfo, entdo P ¢ a imagem de P’ pela mesma reflexio. Os unicos pontos fixos desta
transformacfo, isto é, que sdo enviados em si proprios, sdo os do espelho r - invanante
pontualmente. J4 as rectas perpendiculares ao espetho de reflexdo sdio invariantes globalmente, isto
¢, 0s seus pontos, excepto o que pertence ao espetho de reflexfio, ndo séo fixos. As rectas fixas, de

uma reflexdo, sio as perpendiculares ao espelho # e a propria recta 7.

(iii) Rotacoes

A rotagdo de centro O e amplitude o (que denotamos por: (O; «)) envia o ponto P,
diferente de O, no ponto P’ tal que [OP] = [OP’], e tal que o Angulo ZPOP’ tem amplitude «; envia
também O em O (Figura 3.8). A rotagdo inversa da rotagdo de centro O e amplitude « € a rotagio
de centro O e de amplitude —«. Se numa rotagdo tivermos o = 0° (ou um multiplo de 360°), obtemos
a transformac@o idéntica. Uma rotagiio diferente da identidade tem como tnico ponto fixo o centro

de rotagfio. Para determinar a imagem de uma recta ¢, ¢', por uma rotagiio (O; o), procede-se do
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O 3

[

Figura 3.8: Rotagdo de centro O e amplitude o do ponto P no ponto P': [OP] = [OP'] e o é a

amplitude do dngulo ZPOP’;

Ogt Qet

Figura 3.9: ¢’ ¢ a imagem de 7 pela rotagio (O; o): rodamos a projecgdio ortogonal (P) de Q¢! sobre t
obtendo P’, ¢’ ¢ a perpendicular a OP’ por P’. O dngulo de ¢ para ¢’ ¢ igual & amplitude da rotagdo (o).

No caso, O/, basta rodar t de & centrando em O.

seguinte modo: se O/, basta rodar a projecgiio ortogonal P de O sobre #; ¢” é entfio a perpendicular
a OP’ por P’. Note-se ainda que o dngulo de 7 para ¢’ € igual & amplitude da rotagio o (Figura 3.9).

Se Qet, ¢t passa em O fazendo um dngulo o com ¢ (ver Figura 3.9).

(iv) Reflexdes deslizantes

A reflexdo deslizante é o produto®™ de uma reflexdo em relagiio 4 recta » com uma
translag#io na direcglo de » efectuando-se primeiro a translagfio na direcgfio de » e depois a reflexdo
em relagdo a recta » — ver Figuras 3.10 e 3.11. A reflexfio deslizante ndio tem pontos fixos e tem

como unica recta fixa o eixo de reflexfio, ou seja, » é enviada em si mesma.

** O produto de duas transformages, 4 ¢/, tem o significado de composigio de transformagdes: /t o f. Como tanto a reflexio como a
translagiio sdo bijectivas, tem-se sempre h o j =/ o /t na reflexfio deslizante e a ordem ¢ irrelevante.
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Figura 3.10: A reflexfio deslizante / de P em relagdo a r ¢ segundo AB comega pela translagio /

segundo AB (obtendo P’; temos PP' = AB ), seguindo-se a reflexfio /1 em relagio a r, obtendo-se:

AP) = 1o j(P)=h(;(P)).

o™
4
Lo

\J

Bu

Cu
Au

Figura 3.11: A reflexio deslizante transforma A[ABC] em A[AB"'C"']: primeiro podemos operar a

reflexdio de eixo r, que transforma A[ABC] em A[A’B’C’]; depois, a translagio definida pelo vector

1_3_(3 , paralelo a r, transforma A[A’B’C’] em A[AV'BC).

(v) Simetrias centrais

A simetria central € também uma isometria e € definida da seguinte forma: a imagem de P
pela simetria de centro O ¢ o ponto P’ tal que P’, O e P sfo colineares, ¢ (se P # Q) O € o ponto
médio de [PP’]; a imagem do centro de simetria O é o préprio ponto O, que € o Unico ponto fixo
desta transformagéo. Tal como a reflexdo, a simetria de centro O € involutiva. Nota-se ainda que,
como para a translacfio, também a simetria central envia cada recta numa recta paralela (ou na

mesma recta, caso ela passe no centro de simetria — rectas globalmente fixas). A simetria central €
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um caso particular da rotagdc, pois ndo € mais do que uma rofagie de centro O e de amplitude 180°:

(O; 180°); por essa razdo também se lhe chama meia volta.
3.1.3 Homotetias e semelhangas

Agora vamos estudar as transformag¢des geométricas que nfo preservam as distincias,
alteram o tamanho das figuras mas mantém a sua forma: as fransformacdes de homotetia ou, ditas
simplesmente, homotetias e as transformagdes de semelhanga ou, simplesmente, semelhancas.

Uma aplicacio, f, bijectiva, do plano no plano, diz-se uma homotetia de razdo k (qualquer
real ndo nulo) sse para quaisquer pontos P, (3 do plano, vem

f(P)I(Q =kPQ.
Com [k] = 1, temos uma isometria. Assim, as isometrias sdo homotetias de razfio I ou -1 (o tamanho
e as formas das figuras mantém-se inalterdveis). Qualquer homotetia, f, envia pontos colineares em
pontos colineares. A homotetia de centro O e razdo k envia cada ponto P, do plano, no ponto P, do
plano, colinear com O ¢ P, tal que

OP'=kOP.

O ponto O fica fixo e, se P n#o coincide com O ¢ k > 0, os pontos P e P’ pertencem & mesma semi-
recta de origem O, enquanto que, se k < 0, pertencem a semi-rectas opostas (ver Figura 3.12).
Repare-se que quando k = —~1 a homotetia € idéntica & simetria central, ou seja, uma isometria, €
quando k = 1 temos uma transformagio idéntica. Se for [kj > 1 a homotetia é uma dilatagdo, dilagdo
ou ampliagdo e se for k| < 1 é uma contracedo ou redugdo. Se fizéssemos a razio k = 0, a imagem
de qualquer ponto seria o centro O da homotetia. Ao niimero real & — raziio da homotetia — também
se chama factor ou constante da homotetia (ver Figura 3.13).

Uma homotetia de razdo |k|, transforma uma circunferéncia de raio » numa outra de raio k|
cujo centro é a imagem do centro da primeira. Por outro lado, quaisquer duas circunferéncias C e
C, de raios ry e »;, diferentes, estdo relacionadas por duas homotetias, uma de razo positiva € outra
de raziio negativa. Se elas forem concéntricas, isto &, tiverem o mesmo centro, 0 centro comum €

também o centro das duas homotetias. Caso tenham centros distintos, O; e¢ O, a razio das

. r T X
homotetias que transformam uma na outra vale = ou -~ (ver Figura 3.14).
I r
H 1
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Figura 3.12: A homotetia de centro O e raziio k = 2 envia P em Py 6?’:= 20P . A homotetia de

centro O e razio k = 2.5 envia P em Py: OP, =2.5 OP ¢ a de centro O e razio k = -1.5 envia P em P

OP, =-1.50P.

o)e!

Cl

Figura 3.13: O A[ABC] ¢ transformado por uma homotetia de centro O e razdo k=2 no A[A;B.:C,] (¢

uma ampliagiic): OA, = 2&, O—B,= 26‘35, O_C]= 20C. O A[ABC] ¢ transformado por uma

homotetia de centro O e razio k = ,% no A{A.B.C,] (trata-se de uma reduglio): OA, = % 0A

H

0B, = 0B, oc, = C. O A[ABC] é wansformado pela homotetia de centro O e raziio k = -1

b | =

1
2

no A[A;B3C3] (¢ uma isometria): OA, =-10A, OB, =-10B, OC, =~10C .

Fazendo a composigio de transformagdes de homotetia com isometrias obtemos as
transformagdes de semelhanga. Uma semelhanga € uma aplicagio bijectiva, f, do plano no plano, tal

que para certo numero real k > 0, para quaisquer pontos P, Q do plano, temos

f(P)F(Q) =kPQ.
Ao namero k > 0, nestas condi¢Bes, chama-se razdo de semelhan¢a de f. Qualquer semelhanca
transforma pontos colineares em pontos colineares. Duas figuras F, e F, dizem-se semelhantes sse
existe uma semelhanga f que transforma F, em F», isto &, tal que
f(F\)=Fs.
e escreve-se

F) ~F,.
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Figura 3.14: As circunferéncias C; e C, de centros distintos O, e O,, respectivamente, ¢ raios r,

= O,P, #0,P, =1, (P,eC, e P,e(,), estio relacionadas por duas homotetias, uma de razdo positiva

e outra de razdio negativa. Sendo P; e P, pontos exteriores & recta O,0,, O\P; e O,P, paralelos e

com o mesmo sentido, a intersecgdo das rectas 0,0, e PP, (verde) € o centro da homotetia positiva

(ponto O) que transforma C, em Cy; sendo O,P; e O,P, paralelos mas com o sentido oposto, entdo

a intersec¢do das rectas 0,0, e P3P, (vermelha) € o centro da homotetia negativa (ponto O’) que

2z o e 2 T .
transforma C, em Cy; as razdes das homotetias sdo: — e ——, respectivamente. As tangentes comuns
Iy Iy

a C; e C, passam pelos centros das homotetias™: da positiva quando C, e C; estdo no mesmo lado da

tangente (as rectas azuis T|T, e T1Ty); da negativa quando C; e C; estiverem em lados opostos da

tangente (as rectas roxas T7Ts e TgTs).

3.2 Propriedades dos tridngulos

3.2.1 Definicoes

O tridngulo é uma figura (poligono) formada pela reunido de trés segmentos de recta,
digamos [AB], [BC] e [CA], chamados lados do tridngulo, em que os pontos do plano A, B e C (os
vértices) sdo ndo colineares; esta figura fica perfeitamente determinada pelos seus vértices, e
denota-se por A[ABC], sendo irrelevante a ordem das letras. Os dngulos definidos pelos vértices,
ZABC, ZBAC ¢ ZACB, dizem-se dngulos internos do tridngulo A[ABC]. Os dngulos externos de

um tridngulo sdo os suplementares adjacentes dos seus dngulos internos (Figura 3.15). Quanto aos

5% A construgio das tangentes a uma circunferéncia por um ponto que lhe é exterior € feita na secgdo 3.8.5.
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Figura 3.15: Bissectriz de um tridngulo é a bissecrriz’® de qualquer dos seus trés angulos. O A[ABC}

(4 esquerda) tem trés 4ngulos internos: ZABC, ZBCA e ZCAB. [AD, {BD e [CD sio as bissectrizes
dos angulos internos do trifinguio e D € o incentro (ponto de intersecglio das bissectrizes e que é

também o centro da circunferéncia inscrita no tridngulo}. Os dngulos ZHGE e £FGI sio externos ao

A[EFG] (a direita). ZHGE e £FGl siio dngulos verticalmente opostos ( HGE = FGI).

PN I aN

Figura 3.16: O A[ABC] é equildatero: ABC=BCA =CAB= 60°, A[DEF) é isdsceles: FDE =DEF
(£D = ZE); A[GHI] ¢ escaleno: Angulos e lados diferentes.

A

Ho- o1
Figura 3.17: O A[ABC] ¢ acutdngulo: ZA, £B e ZC sio dngulos agudos (amplitudes entre 0° e 90°).
O A[DEF] é rectingulo: DEF = 90°, A[GHI] é obtusdngulo pois ZGHI é obtuso:

90° <GHI < 180°,

lados / Angulos, um tridngulo pode ser: equildtero se os trés lados sdo iguais ou congruentes (logo 0s
seus angulos internos s3o iguais ou congruentes ¢ valem 60° — a soma dos angulos internos de um
tridngulo ¢ 180° — propriedade (v), secgfio 3.2.2); isdsceles se tem dois lados iguais ou congruentes
(logo terd dois angulos iguais ou congruentes) e escaleno se os trés lados / ngulos sdo diferentes —
ver Figura 3.16. Quanto a natureza dos dngulos (Figura 3.17), um trifingulo pode ser: acutingulo se

os trés angulos sio agudos; rectdngulo se tem um angulo recto ¢ obtusdngulo se tem um Aangulo

% A Bissectriz de um dngulo é uma semi-recta que divide o ingulo em dois angulos congruentes.
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(a)

(b) Q

Figura 3.18: (a) No tridngulo [ABC], qualquer, temos que: [AE], [BD] e [CF] sdo as alturas (roxo) e
[AE] n [BD] N [CF] = {G} que € o ortocentro; [AK], [BI] e [CH] sdo as medianas (verde), com H, I,
K os pontos médios de cada lado e [AK] m [BI] m [CH] = {J} que é o baricentro; HL, KL e IL sdo as
mediatrizes ou eixos (vermelho) de cada lado e HL m KL m IL ={L} que é o circuncentro (este é o
centro da circunferéncia C; em que o tridngulo se inscreve); a recta GL € a recta de Euler e inclui o
ortocentro, o baricentro e o circuncentro. (b) Alturas (amarelo) e o ortocentro, S, do tridngulo [PQR]

que é obtusingulo. Ver a construgio do incentro de um tridingulo na Figura 3.15.
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obtuso, Num tridngulo rectdngulo, ao lado maior chama-se hipotenusa e aos outros dois catetos. A
altura de um tridngulo € o segmento de recta da perpendicular baixada de um vértice sobre o lado
oposto, ou seu prolongamento. O ponto de intersecgfio das trés alturas ou do seu prolongamento, de
um tridngulo, chama-se orfocentro (Figura 3.18 — (a) e 3.18 — (b)). A mediana de um triingulo € o
segmento de recta que une o vértice a0 ponto médio do lado oposto. As trés medianas de um
tridngulo encontram-se no ponto que se chama baricentro (ou centro de gravidade do tringulo). As
trés mediatrizes de um triﬁngu]o5 7 encontram-se num ponto a gque chamamos circuncentro e que €
também o centro da circunferéncia em que o tridngulo se inscreve. O ortocentro, o baricentro e
o circuncentro de um triingulo sdo colineares e a recta que os contém chama-se recta de Euler

(Figura 3.18 - (a)).
3.2.2 Propriedades com demonstragdo
(i) Qualquer dngulo externo é maior que um dngulo interno ndo adjacente.

Sem perda de generalidade, na Figura 3.19 — (a), verifiquemos que BAD > CBA ¢ que
BAD > ACB. Basta mostrar a primeira desigualdade, ja que ZBAD = ZCAF (por serem angulos

verticalmente opostos), € um argumento andlogo mostraria que BAD > ACB.
Seja M o ponto médio de {AB], e prolongue-se [CM] até um ponto G tal que
[CM] = [MG] (ver Figura 3.19 ~ (b)).
Observa-se que G estd do lado da recta AB contrdric ao que contém C, e portanto D e G estdo do
mesmo fado da recta AB; e também se observa que G, M e B estdo do mesmo lado da recta AD
(visto, por construgdo, AD n#io intersectar [MB] nem [MG]). Concluimos assim que G estd no
interior do dngulo ZBAD. Vemos , pelo critério LAL (sec¢io 3.2.3) que
A[BMC] = A[AMG],
e portanto
ZGAM = ZCBA.

Como G € um ponto interior de ZBAD, temos entiio que

BAD =BAG + GAD > BAG = CBA (c.q. d.).

31 Mediatriz ou eixo de um triingulo € a recta perpendicular ne pente médio a um lade do tridngulo.
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(a) (b}

Figura 3.19: (a) O ngulo externo ZBAD do A[ABC] € maior que os dngulos internos ndo adjacentes:
ZB e ZC. (b) M € o ponto médio de [AB] e G € tal que {CM] = [MG]. ZGAM = ZCBA ji que
A[BMC] = A[AMG]. Ver texto para a demonstragio.

(i) Num qualquer tridngulo A{ABC], se [AB] =[AC] entdo B = <C.

Mostra-se que a correspondéncia A+ A, B C e C B entre o triingulo A[ABC] e ¢le
mesmo estd nas condigdes do critério LAL (secgdo 3.2.3) visto que, da hipdtese
[AB]= [AC], [AC] = [AB] e LA = ZA,
logo
A[ABC] = A[ACB] (ver Figura 3.20).
Donde
ZB = /C,

por serem Angulos homdlogos em tridnguios congruentes. (¢. q. d.).
(iii) Num qualquer tridngulo A[ABC], tem-se m( ZA) > m{ £B) se e 56 se® BC > AC.

Mostra-se pois: (<) Como por hipdtese BC > AC marquemos, no segmento [BC], um
ponto D tal que [CD] = {CA] (Figura 3.21). Entio uma vez que o triingulo A[ADC] € isdsceles,
temos

m{£BAC) = m(£A) > m(£LDAC) = m(£LADC) > m(£B}),
sendo a dltima desigualdade devido ao ZADC ser um Angulo externo de A[ABD] ¢ ZB lhe ndo ser

adjacente (Propriedade (1)).

% Isto &, 20 maior lado (caso exista) opde-se o maior ingulo ¢ vice-versa. ¢ a0 menor lado (caso exista) opSe-se o menor &ngulo e
ViCe-Versi.
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Figura 3.20: O A[ABC] & isdsceles: £B = ZC.

L
B D B C

Figura 3.21: O A[ABC! é qualquer. De[BC] tal que [{CD} = [CA], ¢ portanto, 0 A[ADC] ¢ isésceles.

(=) Se for m(LA) > m{«B), ndo pode ser [BC] = [AC], pois nesse caso, pela Propriedade (ii), ter-
se-ia LA = /B, nem pode ser BC< AC, pois a implicacdoe anterior daria m(ZA) < m(£B). A

alternativa que resta é BC> AC. (c. q. d.}.

(iv) (Desigualdade Triangular) Cada um dos lados de um tridngulo é menor que a soma dos outros

dols.

Isto €, se A, B e C forem quaisquer pontos do plano temos a desigualdade AB<AC+CB,
dando-se a iguaidade quando os trés pontos forem colineares. Com efeito, consideremos um ponto
D na recta AB de forma a que B esteja entre A ¢ D, e seja [BD] = {BC] (Figura 3.22). Como
AIDBC] € isdsceles, temos

m{ZADC) = m(£BDC) = m(£ZBCD) < m{ZACD),
¢ a Propriedade (iii), aplicada ao A[ADC], da
AC<AD=AB+BD=AB+BC,
ou seja,

AC<AB+BC. (c. q. d.).
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Figura 3.23: Os pares de ingulos: ZAPQ, ZDQP e ZBPQ, ZCQP siio ingulos alternos internos ou
alternados, ZAPQ, ZCQP e ZBPQ, ZDQP sio dngulos internos do mesmo lado de t.

Antes de provar mais uma propriedade, necessitamos da definicio que segue.
Consideremos r, s duas rectas e ¢ uma outra recta que intersecta r € s em pontos distintos Pe Q (¢ €
uma transversal a r e a s). Sejam ainda A, B pontos em r ¢ C, D pontos em s conforme a Figura
3.23. Relativamente ao sistema de rectas r, s, f, os pares de dngulos:

- ZAPQ, ZDQP e «£BPQ, £LCQP dizem-se alternos internos ou, simplesmente,
alternados;

- LAPQ, ZCQP e £BPQ, £DQP dizem-se infernos do mesmo lado de 1.
(v) A soma dos angulos internos de qualquer tridngulo € igual a 180°.

Sem perda de generalidade, da Figura 3.24, CD € a recta paralela a AB que passa por C; e
como ‘“‘se uma recta intersectar duas rectas paralelas os dngulos alternados formados pelas

139

intersecgdes sdo congruentes’™ ", temos

ZBAC 2 £ZACF ¢ ZACF = ZECD (s#io verticalmente opostos)

ZABC z ZDCB.
Assim, vem

m(£BAC) + m(ZABC) + m(£BCA) = m(LECD) + m(£DCB) + m(ZBCA) = 180°,

¥ Esia propriedade ¢ a reciproca de outra: “Se uma recta r {izer com duas rectas ry ¢ rp dngulos alternados congruentes, entfory e rz
sdo paralelas” (Aradjo 1999).
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Figura 3.24: A recta AC intersecta duas rectas paralelas, AB e CD; os inguios alternados formados
sio congruentes: ZBAC = ZACF; a recta BC intersecta as rectas paralelas AB e CD: os @ngulos
alternados formados sio congruentes: ZABC = ZDCB.

B E

' . i1
Y

A A c F A D

Figura 3.25: Temos [AB] = [DE], £A = ZD e {AC] = [DF], logo os trifingulos so congruentes.

sendo a wltima igualdade devido & soma dos trés &ngulos ser um angulo raso. (c. g. d.).

3.2.3 Congruéncia de triangulos

Vimos na secgiio 3.1.1 a nogio de trifingulo congruente. S3o quatro os critérios de

congruéneia de tridngulos cuja demonstracéo se encontra em Oliveira (1995) e Aradjo (1999).

1° Critério: Lado — Angulo — Lado (LAL)

Dados os tridngulos A[ABC] e A[DEF], se [AB] = [DE], ZA = /D ¢ [AC] = [DF], entdo
A[ABC] = A]DEF]. (Figura 3.25)

2° Critério: Angulo — Lado — Angulo (ALA)

Dados os triangulos A[ABC] e A[DEF], se ZA = «£D, [AB] = [DE] ¢ ZB = £E, entdo
A[ABC] = A[DEF]. (Figura 3.26)
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Figura 3.27: Temos [AB] = [DE], [AC] = {DF] e {BC] = [EF], assim os triinguios sio congruentes.

C E
/\ /\
A l B D | 5

Figara 3.28: Visto ser [AB] = [DE], £B = LE e ZC = £F, temos que A{ABC] = A[DEF].

3° Critério: Lado — Lado — Lado (LLL)

Dados os trifingulos A[ABC] e A[DEF], se [AB] = [DE], [AC] = [DF] e [BC] = [EF], entdo
A[ABC] = A[DEF]. (Figura 3.27)

4° Critério: Lado - Angulo — Angulo (LAA)

Dados os tridngulos A[ABC] e A[DEF], se [AB] = [DE], «£B = £LE ¢ £C = /F, entdo
A[ABC] = A[DEF]. (Figura 3.28)
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(b) Nos A[PQR] e A[STU], como temos £P = £8 ¢ ZQ = AT, os triangulos sio semelhantes: A[PQR]
~ AL STU].

3.2.4 Semelhanca de tridngulos

J4 na secgio 3.1.3 vimos a noc¢lo de semelhanga. Nesta secgio interessa-nos estudar apenas
a semelhanca de tridngulos. Diremos que dois tridngulos A[ABC] e A[DEF] sdo semelhantes
(através da correspondéncia bijectiva A <> D, B «> E, C «> F), ¢ escrevemos A[ABC] ~ A[DEF],
sse os Angulos correspondentes forem congruentes (ou seja, ZA = 4D, LB = ZE, ZC = £F) e os

lados correspondentes forem proporcionais. A razfo entre lados comrespondentes de tridngulos
semelhantes chamamos razdo de semelhanca (k) desses tridngulos, isto €, k == =—=

(Figura 3.29 — (a)). Notamos que, tal como para a congruéncia de tringulos, ter AJABC] ~ A[DEF]
nio é o mesmo que ter A{ABC] ~ A[EFD]. Os critérios de semelhanga de tridingulos sfo trés
(demonstrados em Oliveira (1995) e Aravjo (1999)).

1° Critério: Angulo — Angulo (A4)

Se dois Angulos de um tridngulo sfo congruentes com dois angulos de outro tridngulo,

respectivamente, ent3o os tridngulos sdo semelhantes. (Figura 3.29 ~ (b))
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Figura 3.30: Nos A[ABC] e A[DEF}, temos £ZA = £D e £=\£_~,c:; assim, os tridngulos sio
DE DF
semelhantes: A[ABC] ~ A[DEF].
G
F
A B D E

Figura 3.31: Nestes trifingulos, A[ABC] e A[DEF], visto os lados correspondentes serem
. . AB_AC _CB .
proporcionais: —== -{\_;(-:— = C=B , temes que os tridngulos sfio semelhantes: A{ABC] ~ A[DEF)]
DE DF FE

2° Critério: Lado — Angulo — Lado (LAL)

Se, em dois quaisquer tridngulos, dngulos congruentes subentenderem lados proporcionais,

entdo esses fridngulos sdo semelhantes. (Figura 3.30)

3° Critério: Lado — Lado - Lado (LLL}

Se os comprimentos dos lados de um tridngulo sfo proporcionals aos comprimentos dos

lados de outro tridingulo, respectivamente, entfio os tridngulos sio semelhantes. (Figura 3.31)

3.2.5 O Teorema de Pitdgoras

O enunciado classico do Teorema de Pitagoras € “num tridngulo rectangulo, o quadrado da

hipotenusa ¢ igual 4 soma dos quadrados dos catetos”. As demonstragdes mais populares do
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Figura 3.32: Area do quadrado A = Area do quadrado B + Area do quadrado C (Teorema de
Pitigoras).

teorema de Pitagoras usam areas. De facto, na interpretagio de Euclides, o teorema € acerca de dreas
e ndo de nameros. Pitélgoras(’0 terd observado que: a area do quadrado cujo lado ¢ a hipotenusa de
um tridingulo rectangulo é a soma das é4reas dos quadrados cujos lados sio os catetos do mesmo
triingulo (Figura 3.32). _

Vamos dar seguidamente uma demonstracfo, de entre as muitas existentes, do teorema de
Pitdgoras. Dado um tridngulo rectdngulo de catetos a e b ¢ hipotenusa ¢, constrdi-se um quadrado de
lado a + b, como se mostra na Figura 3.33. Constroéi-se um quadrado menor de lado ¢ a partir de
trés cdpias do tridngulo inicial (¢ < a + & — Propriedade (1v)). Calcula-se agora a area do quadrade
maior de dois modos diferentes:

Area do quadrado maior=(a +b)(a+b)=(a + b)2

e também

i : : . n a b
Area do quadrado maior = area do quadrado pequeno + 4 x 4rea do tridngulo = ¢’ + 4—2%«

% pitagoras de Samos (séc. VI a. C.) ~ matemdtico grego nascido na itha de Samos - é um dos nomes mais conhecidos dos estudantes
do ensino secunddrio de todes os paises, devido ao estudo, nas aulas de Matemdtica, deste teorema, cuja primeira demonstragio the €
atribuido o mérito de ter descoberto.
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Figura 3.33: Quadrado de lado a + b, contendo no interior um quadrado de lado ¢ e quatro tridngulos
rectingulos iguais com hipotenusa ¢ e catetos a e b. Esta construgdo permite demonstrar o Teorema

de Pitdgoras.

(Apéndice V). Igualando as expressdes obtidas, tem-se
1
(a+b)2=4(5ab)+c2 & a’+2ab+b?=2ab + ¢

0 que ¢, ainda, equivalente a
? = a’+ b’

assim se concluindo a prova do teorema de Pitdgoras.
3.3 Poligonos

Na secgdo 3.2 estudamos o tridngulo, que ¢ um poligono. Vamos agora, nesta seccdo, tratar
dos poligonos em geral referindo algumas nogdes e propriedades. Deixamos para a secgdo 3.8 a

construcio de poligonos regulares com o “The Geometer’s Sketchpad”.
3.3.1 Defini¢oes

Ao corjunto de dois ou mais segmentos de recta do mesmo plano, unidos pelos extremos,
chamamos linha poligonal. A linha poligonal fechada chamamos poligono e os segmentos de recta
passam a chamar-se /ados. Dois lados consecutivos definem um 4ngulo, donde o numero de lados
de um poligono ¢ igual ao seu numero de dngulos (internos ou extermos). Um poligono pode ser:

entrecruzado ~ se tiver pelo menos dois lades que se intersectam; edncavo — se o prolongamento de,
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Linha poligonal aberta Linha poligonal fechada Poligono céneavo  Poligono convexo
(poligono entrecruzado)

Figura 3.34: Os varios tipos de linhas poligonais e poligones. {ABCDEF ¢ uma linha poligonal
aberta. [GLHIJ} ¢ um poligono entrecruzado: os lados [GJ] e [LH] intersectam-se. [MNOPQ] ¢ um
poiigono cénecavo: ON ou MN passam no interior do poligene. [RSTUV] ¢ um poligono convexo ji
que nenhum prolengamento dum lado intersecta o seu interior. O interior do poligono [RSTUVY é a
regifio sombreada excluindo os seus lados ¢ o exterior do poligono é o conjunto dos pontos que ndo

530 interiores ao poligono nem pertencem ao proprio poligono.

61
, convexo — se nenhum prolongamento de

pelo menos, um lado intersecta o interior do poligono
um qualquer seu lado intersecta o interior do poligono (Figura 3.34).

Quanto ao numero de lados (ou quanto ao nimero de angulos internos) os poligonos
classificam-se em: tridngulos - 3 lados; quadrilateros - 4 lados; pentagonos - 5 lados; hexdgonos - 6
lados; heptdgonos - 7 lados; octégonos - 8 lados; enedgonos - 9 lados; decdgonos - 10 lados; com
qualquer outro nimero de lados diz-se, por exemplo, poligono de 13 lados.

Se o poligono tiver todos os lados ¢ todos os dngulos congruentes diz-se regular. Caso
contrario ¢ irregular. Num poligono, o segmento de recta que une dois vértices ndo consecutivos
chama-se diagonal (Figura 3.35). Os dngulos externos de um poligono sfc os suplementares
adjacentes dos seus &ngulos internos (Figura 3.36). Um poligono diz-se de ordem 3, 4, 5, etc.
conforme tenha 3, 4, 5, etc. lados, respectivamente. Num poligono regular, de ordem 5 ou superior,
chama-se apdtema ao segmento de recta que une o centro do poligono ac ponto médio de qualguer
lado (a que é perpendicular). Chama-se dngulo ao centro, de um poligono regular, ao angulo
determinado por dois seus vértices quaisquer ¢ pelo centro do poligono — Figura 3.36.

Quando se prolongam os lados de um poligono convexo regular, com cinco ou mais lados,
obtém-se os chamados poligonos estrelados regulares. Note-se que se prolongarmos os lados de um
tridngulo ou se prolongarmos os lados de um quadrado (ou outro quadrilatero) observa-se que as

rectas correspondentes niio se encontram. Ora, no tridngulo, as trés rectas intersectam-se duas a

1 Chama-se interior de um poligono (Figura 3.34} ao conjunte dos pontos que estdo entre os seus lados, nio pertencendo aos
mesmos, 08 quais se dizem interiores ao poligono. O exterior de um poligono ¢ o conjunto dos pontos que ndo pertencem ao
poligono nem sle interiores ao mesmo.
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Figura 3.35: [ABCDE] é um pentigone convexo irregular de lados [AB], [BC}, [CD), IDE] e [EA] e
vértices: A, B, C, D e E. Tem 5 dngulos (internos): £A, £B, ZC, £D e ZE. [EB] ¢ uma diagonal do

pentdgono.

U

Figura 3.36: No hexdgono regular [ABCDEF]: o ponto O ¢ o centro do hexdgono, G é o ponto médio
do iado [AB] e [OG] ¢ o apdtema do hexdgono ([AB] 1 {OG]); LEOF e LEOC sio &ngulos ao centro,
ZCDE ¢ um angulo interno e ZABH ¢ um &ngulo externo do hexdgono {esquerda). Prolongando os
lados do hexdgono reguiar [ABCDEF] obtém-se um poligono estrelade regular — a estrela hexagonal
[PAQBRCSDTEUF]. O hexograma ¢ a figura tai qual estd, isto é, com seis triingulos equilateros

acoplados a um hexagono {direita),

duas, para definirem os vértices do trifingulo, ¢ duas rectas nfio se podem encontrar em mais de um
ponto. No caso de um quadnlatero, temos quatro rectas e cada recta corta duas outras ¢ mais
nenhuma. Ao prolongarem-se os lados de um pentagono obtemos um poligono estrelado pentagonal
(a estrela pentagonal) e o pentagrama. Estas rectas ndo voltarfio a encontrar-se, j& que temos cinco
rectas e, portanto, o nimero méximo de pontos de intersecgdo sdo dez (cinco pontos correspondem
aos vértices do pentagono e os outro cinco sio os vértices das pontas da estrela), o total de vértices
do pentagrama — Figura 3.41. A partir do hexdgono regular obtém-se a estrela de seis pontas (a
estrela hexagonal) e o hexograma (Figura 3.36). Do heptigono regular obtemos a estrela de sete
pontas, do octdégono a estrela de oito pontas (Figura 3.41), e assim sucessivamente. A estrelacfio de
muitos poligonos regulares nfio se fica por aqui, isto ¢, se prolongarmos ainda mais os lados da

figura obtida na primeira estrela, até que se encontrem noutros pontos, observamos gue se obtém,
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muitas vezes, uma segunda estrela do poligono em causa (ver as duas estrelacdes do octdgono na
Figura 3.41). Procedendo de forma andloga poder-se-4 obter uma terceira estrela. O processo repete-
se sucessivamente até que, do prolongamento dos lados, néo aparegam novos pontos de intersecciio
das rectas. Existe sempre um fim, uma vez que o nimero de pontos de interseccdio de um nimero
finito de rectas ¢ finito (Soler 1990). Os poligonos estrelados (que sio céncavos) sio regulares ou

irregulares conforme o poligono convexo que lhes deu origem for regular ou irregular.
3.3.2 Construgdo de tridngulos

Notemos que, para construir um tridngulo dados trés lados, antes de mais nada, ¢ preciso
averiguar a possibilidade da sua construgiio. A condigiio que nos garante ou nio a construgdo de um
tridngulo € dada pela desigualdade triangular (sec¢fo 3.2.2, Propriedade (iv)).

Vamos exemplificar duas possibilidades de construgdo de tridngulos. A primeira, para

qualquer tridngulo, dados os seus trés lados @, b e c¢. Agui, comegamos por construir a
circunferéncia C; com centro A e raio @ = AB (Figura 3.37). Centrando no ponto B, de C,,

construimos C; de raio b = BC. Novamente com centro em A, agora com raio ¢ = AC, construimos
C3. O tridngulo procurado obtém-se unindo os pontos A, B e C, este um dos dois pontos de
intersecgfio de C; com C;. Também obtemos o tridnguio congruente [ABD]. A segunda, apenas para

tridgngulos rectdngulos, dada a hipotenusa 7 ¢ um cateto ¢ (Figura 3.38). A partir do ponto A
construimos a circunferéncia C; de raio # = AB. Com centro no ponto médio de &, (C), e raio AC

construimos C,. Por ultimo, com centro A (ou B) construimoes Cs de raio ¢ = AD. O tridngulo
pretendido tem vértices A, B e um dos dois pontos (D ou E) resultantes da intersecgfio de C; com

Cs.
3.3.3 Construgdo de poligonos regulares

A construciio de poligonos regulares faz-se, em geral, através de dois métodos distintos:
desenho do poligono dada a circunferéncia circunscrita e desenho do poligono dado o lado.

O método de desenho de um poligono de n lados a partir da circunferéncia circunscrita nio
¢ mais do que a divisfio da circunferéncia em » partes iguais (podem ser vistas varias construcdes
em Cunha (1997)). Exemplificamos na Figura 3.39 o tragado do poligono regular com nove lados
(enedgono). Construimos a circunferéncia C; de centro O e didmetro [AB]. Divide-se [AB] em

nove partes iguais. Em geral, o processo de divisiio de um segmento de recta em partes iguais é
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Figura 3.37: Tridngulo [ABC] construido dados os seus lados @, & e ¢ (da construgfio também se
obtém outro tridingulo congruente a [ABC), com um lado ¢ cemum: [ABD]) — ver no texto mais

detalhes.

Ci

Figura 3.38: A[ABD] ¢ rectangulo de hipotenusa / e cateto ¢ como dados (A[ABE] = [ABD]). O

outro cateto é [DB] {ou [BE]). No texto dao-se mais detalhes de construgio.

como se segue (neste caso, nove partes): pelo ponto A — extremo do segmento de recta (ou B),
traca-se uma recta qualquer obliqua a AB e, sobre ela, a partir do ponto A (ou B) marcam-se tantos

segmentos de recta iguais, com comprimento qualquer, quantas as partes em que se quer dividir o

segmento dado (AQ, =Q,Q, =...= Q,Q, ). Une-se o tltimo extremo do ultimo segmento marcado

sobre a recta obliqua, Qy, com o ponto B. Tragam-se paralelas a recta QyB passando pelos restantes
pontos marcados (Qy, Qz, Q3, Qa, Qs, Qs, Q7 & Qg). As intersecedes destas rectas com o segmento de

recta [AB], dividem-no em nove partes iguais (A_P; =PP, == PS—B). Com centro no ponto A ¢
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Figura 3.39: O poligone [ACDEFGHIJ] € um eneagono regular convexo.

depois no ponto B tragamos duas circunferéncias de raio igual ao difimetro AB, C; e Ci. A
interseccdo destas define dois pontos, X e Y. Une-se o ponte X {ou Y) ao ponto P, do didmetro,

determinando a recta P»X (ou P,Y). A interseccio desta recta com a circunferéncia C; define o

ponto C. Marcando, sobre a circunferéncia C;, pontos de tal modo que estejam a distancia AC e
unindo-os obtemos o eneagono [ACDEFGHIJ].

Existem vérios processos para construirmos poligonos regulares a partir do conhecimento
de um lado (ver Cunha (1997)). Na Figura 3.40, exemplificamos o tragado do poligono regular com
sete lados (heptdgono) conhecido o lado [AB]. Considera-se uma circunferéncia de centro C e raio
[CP] qualquer, e dividimo-la em tantas partes iguais quantos os lados do poligono que se pretende
tracar (neste caso, sete: Py, P, ..., P7) — a téenica € como a construgio do enedgono anterior, inscrito
numa circunferéncia. Unem-se os pontos da divisiio com o centro C: [P,C], [P2C], [P:C], ..., [P+C].

Traga-se sobre um dos lados do poligono inscrito na circunferéncia tragada, por exemplo [PyP2], um
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Figura 3.40: Constru¢io do heptagonoe regular convexo [AB\DEFGH] conhecido o seu lado {ABj (ver

no texto detalhes da sua costrugio).

segmento [P;P’|] congruente ao lado AB dado. Por P’ tracamos uma paralela ao raio [P1C] que
intersecta [CP,] em B,. Com centro C e raio {CB,] traga-se outra circunferéncia e inscreve-se nela o
poligono [A|B\DEFGH] procurado, marcando os outros vértices sobre a circunferéncia, usando

[AB:] como unidade.
3.3.4 Construgdo de poligonos estrelados

Vamos exemplificar a construciio de dois poligonos estrelados regulares {0 pentagono
estrelado regular e o octégono estrelado regular), nfio a partir dos poligonos regulares com o mesmo
nome, mas inscrevendo-os numa circunferéncia. Para tragarmos o pentdgono estrelado regular
[P,ZP,;YP;XP,TPsW] dividimos a circunferéncia de centro O; e raio qualquer, onde o vamos
inscrever, em cinco partes iguais, € unimos os cinco pontos alternadamente de dois em dois como se
pode observar mna Figura 3.41 -~ (a). Os vértices do octégono estrelado regular
[A|B2A;B3A;3B1ABsAsBsABrABgAgBi] sio unidos alternadamente de trés em trés; estd inscrito
numa circunferéncia de centro O e ralo qualquer, dividida em oito partes iguais, como se pode

observar na Figura 3.41 — (b). Note-se, ainda, que nesta operaciio de estrelagio do octégono foi
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Figura 3.41: (a) O poligono céncavo entrecruzado [P\P:P;PiPs] é um pentagrama. O pentigono

estrelado regular (poligono céncavo) € [PZP,YP,XP, TP W] — a verde. (b) Temos a 2° estrelagiio do
octdogono [CCC5CC:CCCe] [A1BABABIABA;BABA B AR ] — a azul; e a vermelho a
sua 1* estrelaqﬁo: {B1CQBQC_’;B;C.;B_;C;;B5C5BGC7B7C3B3C|].

obtida a segunda estrela. A primeira estrelacio ficou definida pelo poligono estrelado

[B1C2B2C3B3C4B4C5BsC@B6C7B7C3B3C1] do OCtégOI‘lO regular [C1C2C3C4C5C5C7Cg].

3.4 Calculo vectorial

3.4.1 Operagbes com vectores

(i) Soma de um ponto com um vector (ver secgdo 3.1.1)

No dia-a-dia deparamos com setas, nos marcos das vias de trinsito, nos sinais de transito,
na estrada, etc., que nos indicam as direcgdes a seguir para alcangarmos determinadas
tocalidades (digamos pontos). Se partirmos de um ponto e percorrermos uma distancia, segundo

uma direcclo ¢ um sentido atingimos um outro ponto. Em geral, dados um vector v e um ponto A,

¢ sempre possivel determinar um ponto B tal que AB = V. Ao ponto B chama-se soma de A com v

€ €8Creve-se.

A+ v =B (ver Figura 3.42).
Notemos que A + v €, portanto, a translagdo do ponto A associada ao vector AB. Ou seja,

A+ AB =B,
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Figura 3.43: A soma do vector u com o vector v é o vector: i + ¥,

pelo que, usualmente se escreve (convencio): AB =B - A, que significa que um vector pode

ser escrito pela diferenga de dois pontos: entre a extremidade e a origem do vector. Em particular, se
v =0 (vector nulo), tem-se: A+ v =A + 0 = A. Ou ainda AA=A-A=0.
O comprimento de um vector AB ¢ dado pela sua norma:

IAB||=|B-Al|= AB.
(ii) Adiciio de vectores

Para adicionarmos dois quaisquer vectores, i e v, procede-se do seguinte modo (ver

Figura 3.43): considera-se um ponto P qualquer do plano; determina-se M =P + 11; e determina-se

<!

Q=M+ v. Ao vector % chama-se soma de i com
PQ =1+ 7.
Notamos que o resultado da adigéo de dois vectores é independente do pento do plano considerado.
Podemos somar dois quaisquer vectores, nio paralelos, utilizando a regra do
paralelogramo (ver Figura 3.44): a partir de um ponto qualquer do plano, P, tragam-se dois
representantes dos vectores u e v. O vector soma, u + Vv, ¢ representado pela diagonal do
paralelogramo com origem P.
Para adiclionarmos vectores paralelos, procedemos da seguinte forma: tomamos um
representante do segundo, com origem na extremidade do primeiro, e o vector soma tem origem na

origem da primeira parcela e extremidade na extremidade da segunda (Figura 3.45).
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Figura 3.44: Regra do paralelogramo para somar dois vectores U e v: 4 + v, é a diagonal do

paralelogramo.
_ u v
u . - -~
T
- e =
v u+ v

Figura 3.45: A soma de vectores paralelos: 1 + V.

<
+
=l

Figura 3.46: A adi¢do de vectores é comutativa: 4 + v =

(iii) Propriedades da adic¢io de vectores

Consideremos os vectores 11, v ¢ W do plano. A adig@o de vectores goza das seguintes

propriedades:

- Norma da soma:

i+ vii<faf+vl, vYu,veV.

Esta propriedade € consequéncia da desigualdade triangular (Propriedade (iv) — sec¢iio 3.2.2) —e. g.

Figura 3.46.

- Propriedade comutativa:

u+v=v+u, vi,veV (Figura3.46).
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Figura 3.47: A adi¢lio de vectores € associativa: (U + v)+ w =10 + (Vv + W),

jard ]
-
(e}

Figura 3.48: A adigdo de wmn vector U com o vector nudo O € igual ao vector i :

Figura 3.49: A adicdo de um vector 0 com o seu simétrico —u ¢ igual a¢ vector 0

i+ (-i)=-f+a=0.

- Propriedade associativa:

(R+ )+ W =0 +(V+Ww), Vi,v,weV (Figura3.47).

- Existéncia de elemento neutro:

i+0=0+0=1, VieV {Figura 3.48).

Diz-se que o vector nulo, O, é o elemento neutro da adigio de vectores.

- Existéncia de oposto (vector simétrico):
VieV,35eV: i+5=5+i=0 (Figura3.49).

Ao vector s chama-se vector simétrico (veja secedo 3.1.1)de u: § =~-u.

I

=i

i

ol

=1
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Figura 3.50: A subtrac¢dio do vector u pelo vector v € o vector: 0 —V ={ +(~¥),

o
A M B

Figura 3.51: M ¢ o ponto médio de [AB].

(iv) Subtraccio de vectores

Designa-se por vector diferenga, entre os vectores i e v, ao vector que se obtém somando

o vector U com o simétrico do vector v e representa-se por U — v (Figura 3.50):

=l

-V =1+(-V)
(v) Produto de um niimero real por um vector

Dado um segmento de recta [AB] e sendo M o seu ponto médio (Figura 3.51), a defini¢io
de ponto médio de um segmento de recta permite estabelecer:

S AB ¢ AB=-2MA < MA= —%Kﬁ.

AB=2AM & AM= - AB ¢ AB
Estas relagdes sio exemplos que estabelecem um vector como o produto de um nimero
real por outro vector. Chama-se produto de um numero real k por um vector i, e representa-se por
k1, ao vector com as seguintes caracteristicas:
- direcgdo. Se k =10, ¢ indeterminada;
Sek=0,¢éadovector u.
- sentido: Sek >0, éodovector i;
Se k =0, € indeterminado;
Se k <0, é o contrario ao do vector 1.

- comprimento: |[ka || =Kk |[ul;
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Figura 3.52: Propriedade distributiva (multiplicagdo de real por vector) em relagio 4 adigio de

vectores comk =4: 4(d + B)=4§ +4b

Figura 3.53: Propriedade distributiva em relagiio 4 adigiio de nimeros reais {da muitiplicacio de real

comvectorycomk=2 e h=6:(2+6)d =24 +6a (=84).

Em consequéncia da defini¢do vem:
k=0v i=0 = kii=0, Viel.

Em particular, tem-se:

li=1 e ()i =—8, VieV

(vi) Propriedades da multiplicacfic de um niimero real por um vector

Consideremos os vectores u e ¥ do plano, k ¢ # numeros reais. A multiplicagio de um
numero real por um vector goza das seguintes propriedades:
- Propriedade distributiva em rela¢do a adigdo de vectores:

k(u + v)=ku +kv, VkeR,vu,veV (Figura3.52).

- Propriedade distributiva em relagdo a adi¢do de numeros reais:

(k+h)u =ku +hu, VkheR,VieV (Figura3.53).
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Figura 3.54: Propriedade associativa {da multiplicagfio de um nimero real por um vector) em gue,

nestecaso, k=2 e h=23:(2x3)a =2(33)(=64).

- Propriedade associativa:

(khyu =kthu), Vk, heR,vueV (Figura3.54).

3.4.2 Vectores colineares

Vimos na secgdo 3.1.1 que dois vectores s#o colineares se tiverem a mesma direcgdo ou se

um deles for o vector nulo. Na sec¢fo anterior vimos que tomando um vector i € um numero real,

diferente de zero, &, 0 vector ku € um vector com a direcgdo de u. Assim, se v=ku (keR), entido

U e Vv tém a mesma direccio e sfo, portanto, colineares. Por outro lado, se v = 0 ¢ &t # 0 sdo

colineares, existe um tnico niimero real k& tal que v= k1. Podemos escrever, simbolicamente:

V¥, (z0)eV, ¥ écolinear com @ ¢ 3' keR : ¥=ki A m=|](‘:].

Il

3.4.3 Angulo de dois vectores

Tomemos, no plano, dois vectores nio nulos, 1 € v, e um ponto P. Consideremos o0s
pontos M e N tais que:
M=P+1 e N=P+ v (Figura3.55).

Ao angulo MPN chama-se dngulo dos vectores 4 ¢ v, ou s¢ja, € o menor angulo definido pelos

seus representantes com a mesma origem P, PM ¢ PN respectivamente (sec¢io 2.3.2: nogio de

A

dngulo). Representamos a amplitude do &ngulo entre os vectores U e v por {a,v), e o seu valor

A FaY
esta no intervalo [0°, 180°]. O angulo de dois vectores nfo € orientado, ou seja, (ﬁ,VJ = [V,ﬁ} ¢
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Figura 3,55: MPN € o 4ngulo formado entre o vector Ui e 0 vector v ; e temos sempre:

0°< MPN <180°

A
;/

Figura 3.56: O vector U escrito come combinagio linear do vector ¢ com o vector f

¢l
\

Ko |

i =ké +hf, comk, heR.

convencionamos que se um dos vectores ¢ o vector nulo entdo o angulo entre os dois vectores

considera-se indeterminado.

3.4.4 Combinacdo linear de um vector

Consideremos dois vectores € ¢ f n#o colineares. Qualquer vector colinear com € pode

ser representado na forma ké, com keR, assim como qualquer vector colinear com f pode ser
representado na forma hf, com heR. Podemos sempre representar um vector qualquer U do plano

como soma de dois vectores, um colinear com € e outro colinear com f . Para isso basta determinar

dois nimeros reais, k ¢ A, de tal modo que & = ké + hf (Figura 3.56). Assim, o vector U estd

representado ou decomposto segundo as direcgdes dos vectores € e f. Diz-se que o vector u

escrito na forma

i=k& +hf,
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com £, heR, é uma combinagdo linear dos vectores ¢ e f . Esta representagio € dnica. Comecemos

por ver que qualquer vector do plano pode ser escrito como combinago linear dos vectores € e f
ndo colineares. Seja i um vector e O um ponto do plano. Determinemos os pontos E, I e U tal que:
E=0+8, F=0+f ¢ U=0+1 (Figura3.57).

Conduzindo pelo ponto U paralelas as rectas OF e OE obtemos nestas, respectivamente, pontos U’ e

U™ tal que
OU = 0U'+0U"
ou ainda,
i = OU'+0U" (Figura 3.57).
Como OU' & colinear com & podemos escrever
oU = u €,

com 1 €R, e por OU" ser colinear com { podemos também escrever

[ —

OU"=u,f,

com wyeR. Temos entdo que

u=weé +uf.
Mostremos agora que a combinag#o linear é unica. Suponhamos que o vector U também poderia ser

escrito na forma:

u= V]é + ng, Vl,Vze[R.

Temos entdo

ué +upf=vié +v,f,

ou ainda
Ul_é —V16 =V2?—U2F,

e, pela propriedade distributiva em relfagdo & adigfo de numeros reais, temos
(uy—vi)e =(va— uz)i—’.

1) Se u; — vy # 0, temos que

Vy, — i, =
_ 2 2
__f,

[¢7]

U, = v
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Figura 3.57: Podemos sempre escrever uma combinagiio linear dnica de um qualquer vector do plano

i com respeito a dois vectores quaisquer do plano ndo colineares, € ¢ f:E=0+ &

F=0+ F; i = ﬁ'i—OU" =1 e +u3f, comuyu,eR.

ou seja, € e f sdo colineares, o que contradiz a hipétese inicial de ndio colinearidade. Assim a tnica
hipotese ¢ ter

Uy —vi=0 < u =v.
it) Do mesmo modo, se vz —uy # 0 temos que

- U, -V, -
f=—""15
v, —u,

e portanto e e f sdo colineares, o que contradiz a hipotese inicial. Logo, temos de ter
vyt =0 &y =vy.
Mostramos, assim, que qualquer vector do plano se pode escrever como combinacdo linear

unica de dois vectores ndo colineares ¢ e f (Figura 3.71).

3.5 Geometria Analitica

3.5.1 A recta orientada e distdncia entre dois pontos da recta

Podemos representar geometricamente numeros reais num eixo ou recta orientada.
Consideremos uma recta » €, sobre esta recta, um ponto O (Figura 3.58), a que designaremos por
origem. O ponto O divide a recta r em duas semi-rectas que se designam: semi-recta positiva e
semi-recta negativa. Tomemos para unidade de medida um comprimento U. Assim, podemos
definir, em fung¢io de U, a posicio de qualquer ponto da recta . Se considerarmos na recta » um

ponto P, a sua posi¢io sobre r € dada por um niimero real x. Este nimero sera positivo, negativo ou
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Figura 3.58: r ¢ uma recta orientada ou eixo de origem O. U ¢ a unidade de medida. Temos que:
d(P, O) = ix|, d{Q, O) = [yl e d(P, Q) = ly — x| = Ix — y|. Numa representagiio deste tipo é usual
convencionar a semi-recta [OP como “positiva” (assinalada com uma seta) enquanto [OA € a

“negativa’.

nulo conforme P esteja situado na semi-recta positiva, negativa ou sobre o ponto O,
respectivamente. Ao niimero real x associado ao ponto P, designa-se por abcissa do ponto P.
Repare-se que, para cada ponto P, da recfa, existe um Unico niimero real x que é a abcissa de P e,
inversamente, a cada nimero real x corresponde um, ¢ um sd, ponto da recta r. Ora, fica assim
estabelecida uma correspondéncia biunivoca (ou bijectiva) entre o conjunto dos niimeros reais € o
conjunto dos pontos de uma recta. Assim, podemos identificar um ponto de uma recta por um
numero real e em vez de dizermos ponto de abcissa x podemos dizer simplesmente ponto x.

A recta r pode ser percorrida em dois sentidos opostos. Um positivo, que é precisamente o
sentido em que crescem as abcissas, e que assinalamos com uma seta, € outro negativo, sentido
contrario ao positivo, sentido em que decrescem as abeissas. Uma recta nestas condi¢des denomina-
se por recta orientada ou eixo.

A distincia entre um ponto P de abcissa x ¢ o ponto O (a origem) é dada pelo mddulo de x,
(Figura 3.58) ou seja,

PO =[x ou d(P,0)=k|

Se considerarmos dois pontos P e Q quaisquer sobre a recta r, de abcissa x e y

respectivamente, a disténcia entre os dois pontos ¢ dada pelo médulo da diferenga das respectivas

abcissas (Figura 3.58), ou seja,

PQ=ly-x]=l-y ou d®,Q=ly~x=}-yl
Note-se que

PO =[x -0/ =x]
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Figura 3.59: No referencial cartesiano e ortonormado (c. 0. n.} xOy: (a) a recta PP, é paralela ao eixo
dos vy ¢ PP; ¢ paralela ao eixo dos xx: P tem coordenadas (x, y); as coordenadas de P, siio (x, 0) e as
de Py sdo (0, y). (b) P é simétrico de P em relagiio ao eixo xx; P’ ¢ simétrico de P em relagio ao eixo

vy; P77 € simétrico de P em relaglio & origem do referencial.

3.5.2 Referenciais cartesianos ortogonais e monometricos

J4 na seccdo 2.4.1 tratdmos a noglo de referencial cartesiano e ortonormado {¢. o. n.).
Tendo um sistema de eixos (referencial cartesiano} sobre o plano, este plano passa a chamar-se, por
sua vez, plano cartesiano. Notemos que os referenciais cartesianos e ortonormados sdo os mais
simples e cdmodos, € aqui serdo os unicos a ser utilizados. No entanto, existem outros tipos de
referenciais cartesianos que, em fungo do estudo que se pretende levar a cabo, podemos considerar.
Por exemplo, com os eixos nio ortogonais, com unidades diferentes para cada eixo ou ainda pode
ser preferivel escolher sobre os eixos origens diferentes.

Considerando um ponto P qualquer do plano, este identifica-se por dois numeros reais (um
par de numeros) que se obtém do seguinte modo: considera-se uma paralela ao eixo dos yy que
contenha o ponto P; esta intersectard o eixo dos xx num ponto P, a que corresponde um numero
real x (Figura 3.59). Considerando uma outra recta que passe por P ¢ seja paralela ao eixo dos xx
esta, por sua vez, intersectara o eixo dos yy num ponto P, a que corresponde um numero real y. Ou
seja, ao ponto P corresponde um par de numeros reais, que se escreve sob a forma (x, y), em que x
esta sobre o eixo dos xx e € designado por abcissa do ponto P ¢ y estd sobre o eixo dos yy e €
designado por ordenada do ponto P. Estes dois numeros assim obtidos designam-se por
coordenadas cartesianas do ponto P e permitem localizar qualquer ponto no plano (Figura 3.59 —

(a)). Assim sendo, cada ponto do plano fica bem definido por um, e um sd, par ordenado de
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nimeros reais, isto é, pela indicagio de dois niimeros reais, diferentes ou iguais, numa ordem
obrigatéria (primeiro a abcissa e depois a ordenada). Reciprocamente, cada par ordenado de
nimeros reals representa um, ¢ um sé, ponto do planc (ou seja, se marcarmos sobre as respectivos
eixos os pontos correspondentes a esses numeros € conduzirmos por esses pontos rectas paralelas
ao0s eixos, 0 ponto de encontro dessas rectas ¢ o ponto representado pelo par ordenade de numeros).
Podemos dizer, entdo, que escolhido no plano um referencial cartesiano, fica estabelecida, pelo
processo 1ndicado, uma correspondéncia biunivoca entre os pontos do plano ¢ os pares ordenados de
numeros reais. Em consequéncia, podemos dizer, por exemplo, “ponto (a, b)” em vez de “o ponto
representado pelo par (a, b)” e escrevemos P(a, b) ou apenas (a, b).

O plano cartesiano pode representar-se por R? escrevendo-se como {(x, v): xeR A yeR},

ou s¢ja,
R?=R xR = {(x, y): xeR A yeR}.

Num referencial c. 0. n. xOy, o simétrico do ponto (%, y), em relagio ao eixo dos xx, € 0
ponto (X, —y), relativamente ao eixo dos yy € o ponto (—x, y) e, em relacdo a origem do referencial, o

ponto (—x, —y) (Figura 3.59 — (b)).

3.5.3 Conjuntos de pontos e condigoes

Num referencial ¢. 0. n., 0 eixo dos xx € o conjunto dos pontos do plano que tém ordenada
nula, ou seja, sdo os pontos da forma (x, 0). Do mesmo modo, o eixo dos yy é o conjunto dos pontos
de abcissa nula, ou seja, os pontos da forma (0, y). O conjunto dos pontos do plano que tém por
abcissa, por exemplo, 1, € a recta paralela ao eixo dos yy (recta vertical) e que Intersecta o eixo dos

xx no ponto (1, 0). Esta recta pode ser escrita através da condiciio x = 1. Em geral, a condigdo

x=a, aeR,

define uma recta paralela ao eixo dos yy ou recta vertical € que tem em comum com o eixo dos xx
o ponto (a, 0). Do mesmo modo, o conjunto dos pontos do plano que t8m ordenada 1 definem uma
recta paralela ao eixo dos xx (recta horizontal) que intersecta o eixo dos yy no ponto (0, 1} e €

escrita através da condigio y = 1. De uma forma geral, a condigio

y=b, beR,

traduz uma recta paralela ao eixo dos xx ou, também chamada recia horizontal, que passa pelo

ponto (0, b) — Figura 3.60.
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Figura 3.60: No referencial ¢. 0. n. xOy, as condi¢gdes x = ¢ e v = b traduzem uma recta vertical e

uma recta horizontal, respectivamente.

Consideremos agora os pontos que tém abcissa igual a ordenada. So, por exemplo, os

pares ordenados (0, 0); (1, 1); (—%,—%} . Observamos que em todos temos: y = x. Ora, o conjunto

de todos os pontos que satisfazem esta condi¢fio define uma recta que bissecta os 1° e 3° quadrantes
do referencial c. 0. n.. Por esta razéo, se chama bissectriz dos quadrantes impares a recta definida

pela condigdo

y=x (Figura3.61).
Analogamente, o conjunto de todos os pontos da forma (0, 0); (1, ~1); (M—;—,—%J , em que a

abcissa ¢ a ordenada sfo simétricas (y = —x), determinam uma recta que bissecta o0 2° ¢ o 4°
quadrantes. Por este motivo, chama-se bissectriz dos quadrantes pares a recta definida pela
condi¢do

y=-x (Figura 3.61).

Podemos definir semi-rectas ¢ segmentos de recta por condigdes. A condigdo:

y=— A xx1

representa os pontos do plano com ordenada — e abcissa nfo inferior a 1, ou seja, representa uma

bW oW

. . . 3.
semi-recta horizontal com origem no ponto (1, 5), incluindo-o, e que passa pelos pontos (2, 1.5),

(2.5, 1.5), etc. (Figura 3.62). A condicio:

159



== J"/
2° Quadrante YT 1° Quadrante
A (1, 1)
TN x ”
3° Quadrante 4° Quadrante
y 4

Figura 3.61: No referencial c. 0. n. Oy, a recta y = x ¢ a bisseciriz dos quadrantes impares e a recta

y = =X & a bissectriz dos quadrantes pares.

y=—1 A -3Sx<3 & y=-1 A [x|£3
representa os pontos do plano com ordenada —1 e abeissa entre -3 e 3 inclusive, ou seja representa
um segmento de recta horizontal de extremos (=3, —1) e (3, —1) — veja a Figura 3.62. Ainda na
Figura 3.46, pode observar o conjunto dos pontos do plano gue tém ordenada simétrica da abcissa e
cuja abcissa esta entre -3 e —1 (representa o segmento de recta contido na bissectriz dos quadrantes
pares) e uma condicio, para definir este conjunto de pontos, é:
y=-XA-3<x<-l.

Vamos agora considerar o conjunto dos pontos do plano que tem por abcissa um ntmero
maior ou igual a 2. Ora, alguns desse pontos sio: (2, 2); (2, 0); (2, -5); (4, 4); [—g—,\/g), etc. Os

pontos desta forma viao definir parte do plano cartesiano, o semiplano & direita da recta x = 2
incluindo os pontos desta (Figura 3.63). A condig¢fio que define esta regido do plano ¢ x = 2. Um
semiplano nestas condi¢des diz-se semiplano fechado. A condi¢io y > 2 define o conjunto dos

pontos com ordenada maior que 2, tais como: (2, 3); (0, 17); (_,, ﬁ’%} (~10, 2.1); etc. que sdo

pontos do semiplano aberto acima da recta y = 2 (Figura 3.64). Na Figura 3.65, a condigio y < —x
determina um semiplano abaixo da recta y = —x (bissectriz dos quadrantes pares), nfo a incluindo.
Assim, um semiplano pode ser fechado ou aberto, dependendo para isso, de conter ou ndo a recta
que o delimita, que é o equivalente a termos na condi¢iio que o define, respectivamente, um dos

simbolos: <, Z ou <, >,
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Figura 3.62: A semi-recta horizontal r com origem no ponto (1, 1.3) e cujos pontos tém abcissa niio

o , . - 3 .
inferior a I ¢ definida pela condigio: y = B A X2 1; o segmento de recta horizontal ¢ de exiremos

(~3, ~1) e (3, 1) é definido por: vy = -1 A lx| < 3. O segmento de recta s contido na bissectriz dos
quadrantes pares de extremos (-3, 3) e (-1, 1}, nfio os incluindo, ¢ definido por:

Y= X A3 <<~

Figura 3.63: Num referencial ¢. 0. n. xOy, o conjunto dos pontos 4 direita da recta vertical x = 2,

incluindo-a, determinam o semiplanc fechado: x 2 2.
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Figura 3.64: Num referencial ¢. 0. n. xOy, o conjunto dos pontos acima da recta horizontal y = 2

(excluindo-a), determinam o semiplano aberto: y > 2.

Figura 3.65: Num referencial ¢. 0. n. xOy, 0 conjunto dos pontos abaixo da recta obliqgua y = —x,

determinam o semiplano aberto: y < —x (excluindo a recta fronteira).

Quadrantes Cendigdo
1° Quadrante x>0 A y>0
2° Quadrante x<0 Ay>0
3° Quadrante x<0 A y<0
4° Quadrante x>0 A y<0

Tabela 3.1: Condigfes que definem cada um dos quatro gquadrantes do plano cartesiano (ver na Figura

3.61).

Podemos definir através de uma condi¢io cada um dos quatro quadrantes (Tabela 3.1),
notando que cada quadrante resulta da intersecgdo de dois semiplanos, um acima ou abaixo da recta

horizontal y = 0, com o outro a esquerda ou a direita da recta vertical x = 0.
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Consideramos, até aqui, apenas rectas verticais, horizontais e as bissectrizes dos quadrantes
pares € impares para definirmos semiplanos. E evidente que para definirmos semiplanos podemos
considerar quaisquer rectas, incluindo naturalmente outras rectas obliguas até agora ndo

consideradas (ver seccdo 3.5.16).
3.5.4 Distdncia entre dois pontos

Como ja vimos, a distincia entre dois pontos de uma recta paralela ac eixo xx ¢ dada
pelo modulo da diferenga das suas abcissas. Vamos agora ver como, conhecidas as coordenadas de
dois pontos quaisquer do plano, P e P,, se pode determinar a distdncia entre Py ¢ P,. Consideremos
entdo os pontos Pi(xy, yi) ¢ Pa(Xs, y2). A distdncia entre os pontos Py e P, é dada pelo comprimento
do segmento de recta {P;P,], ou seja,

d(P,, P2y = PP, .
Se tracarmos uma paralela ao eixo dos xx passando pelo ponto P; e uma paralela ao eixo dos yy
passando pelo ponto Py, obtemos um ponto Q de abceissa x; e ordenada y,, que resulta da infersecgio

destas duas rectas (Figura 3.66). Os pontos Py, P> e Q definem um trifingulo rectdngulo, cujos

catetos sdo os segmentos de recta [P;Q] e [Q P;], onde

PQ=ly,-vi| ¢ QP, =|xz—xi

por estarem sobre rectas paralelas aos eixos coordenados. Sendo o ftridngulo rectingulo podemos

aplicar o Teorema de Pitdgoras, determinando o comprimento do segmento de recta pretendido:

PP, =QP, +PQ ,

ou seja,

ou ainda,

PlPZ = \/(XZ_XI)2+(y2—yl)2 (3.1)
visto termos (X — ){1[)2 = (x3 - X;)° e (ly2 - i)’ = (y2 — v1)°. Note-se que, em particular, a distancia

de um ponto qualquer, P(x, y), a origem do referencial, O(0, 0), é:

d(P,0)= PO = /(x—0) +(y—0)° = /x’ +y? &

& d(P,0)= yx* +y’
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Figura 3.66: A distincia entre os pontos P, e P, é dada pelo comprimento do segmento de recta

[P\P,}, ou seja, d(P), Py) = P,P, . [P,QP,] ¢ um trifingulo rectdngulo em Q:

PP, = it —x) 4 (v, - ) -
3.5.5 Ponto médio de um segmento de recta

J4 na secgdio 2.3.1 vimos a nogdo de ponto médio. Agora obtenhamos as suas coordenadas.
Consideremos dois pontos A(x, y1) € B(xz, y2), e designemos M(x, y) o ponto médio do segmento
de recta [AB] (isto ¢, o ponto que divide o segmento de recta em duas partes iguais) — Figura 3.67.
Conduzindo pelos pontos A, B e M rectas paralelas ao efxo dos yy estas vio intersectar o eixo dos
Xx nos pontos A’, B’ ¢ M’ respectivamente. Conduzindo novamente por A, B e M rectas paralelas
ao eixo dos xx, estas vio intersectar o eixo dos yy nos pontos A’’, B’ e M’ respectivamente. O

Teorema de Tales™ garante-nos que, sendo

também ¢

A'M'=MB' ¢ A"M"=M"B",
jaque AB e A’B’ siio concorrentes em Q € A”’B’’ e AB sfo concorrentes em P. Atendendo a que as

coordenadas dos pontos A’, B’ ¢ M’ sio (x5, 0), (x2, 0) e (x, 0), respectivamente, ¢ como

A'M'=M'B', temos que: X —X; = Xz — X; OU seja,

¢ Sobre o Teorcma de Tales ver Apéndice I1.
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Figura 3.67: O ponto médio do segmento de recta [AB], onde A(xy, v)) e B(xs, v2), é

MXI"'“Xz Yi+Ya
2 2 )

Analogamente tiramos que

_ Y1+Y2-

Y
2
Assim, as coordenadas do ponto médio de um segmento de recta s&o dadas pela semi-soma

das coordenadas homoélogas dos extremos do segmento de recta, ou seja,

M xi+X2’YI+y2J‘ (32)
p 2

3.5.6 Mediatriz de um segmento de recta

Chama-se mediatriz de um segmento de recta [AB] a recta perpendicular ao segmento de
recta [AB] e que passa pelo seu ponto médio. Todos os pontos da mediatriz de um segmento de
recta [AB] tém uma propriedade comum: sdo equidistantes dos extremos do segmento de recta, A e
B. Assim, sendo # a mediatriz do segmento de recta [AB], tem-se gue

Pem < AP=BP.

Consideremos, por exemplo, os pontos A(Z, 3) e B(2, -1). A condi¢io para definir a

mediatriz do segmento de recta [AB] é y =1 (Figura 3.68). Seja P(x, y) um ponto qualquer da

mediatriz de [AB]. Como a distancia de A a P é a mesma que a de B a P temos que (de (3.1)):

JE=27 4 (y =37 =y (x~2)" +(y - (-1))’

elevando ambos os membros da equacio ao quadrado e prosseguindo vem, sucessivamente:
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Figura 3.68: A mediatriz do segmento de recta [AB], onde A(2,3)e B(2,-1), ¢ y=1.

(x=2)"+{y=-3)"= (-2 +(y-(-1)* & (y-3)" = (y+) @
& V-6y+9=y+2y+l & -8y=-8 < y=1. (Figura3.68).
Consideremos agora os extremos do segmento de recta [ AB] quaisquer com coordenadas:

A(x1, 1) e B(xz, v2), e P um ponto qualquer da mediatriz m de coordenadas (x, y). Temos,

sucessivamente:
Pem < d(A,P)=dB,P) <

e Jx=x) =y =) (v-y) e
& (x=x)+y-y) = -, Hy-y,) e
&> x2—2xx1 +x12+y2m2yy1 +y12=x2—2xx2+xz2+y2—2yy2+y22<:z>
&> 2XX3 — 2x%) + 2yyy — 2yyr + xf + ylz Xyt — y;z =0
& 2xX(x —x1) + 2y(y2 - ) T x0° v - % -yt =0,
Temos, portanto, que uma equacio da mediatriz do segmento [AB] &:
2x(xz —x1) + 2y(v2 -y +xP vt - xt - y,’ =0,
e podemos verificd-la no caso particular anterior (x| =xp=2;y, =3; y, =-1):

2X(2-2) +2y(-1 =) +4+9-4-1=0 < 8y +8=0 & y=1.

3.5.7 Circunferéncia e circulo

Na secglio 2.1 ja se viu a noglio de circunferéneia. Vamos agora ver uma condigéio para

caracterizar a circunferéncia. Comecemos por considerar, na Figura 3.69, uma circunferéncia de

centro C(4, 5) e raio CR= 3. Ora todos os pontos que pertencem a esta circunferéncia estfio a

distincia de trés unidades do centro e, reciprocamente. Tomemos um ponto quaiquer P(x, y) sobre a
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Figura 3.69: Circunferéncia C, de centro C(4,5) e raio CR = 3. O ponto R pertence & circunferéncia
e o ponto Q pertence ao interior da circunferéncia: CQ < 3. O ponto S pertence ao exterior da

circunferéncia: CS > 3. A recta r & secante & circunferéncia: t » C, = {I, I}. A recta ¢ é rangente a

circunferéncia: t 1 C, = {R}. A recta s é exterior a circunferéncia: s N C; = {}.

circunferéncia. Sendo C(4, 5) o centro desta circunferéncia e d(C, P) = 3, podemos escrever (de

(3.1):

Jox—af + -3 =3
elevando ambos os membros ao quadrado, vem a condigdo:
(x—4) +(y—5F =37 =9
que define a circunferéncia de centro C(4, 5) e raio 3.
Em geral, se P(x, y) é um ponto qualquer de uma circunferéncia de centro C(a, b) e raio r,

temos sucessivamente,

CP=r \/(x--a)3 +(y~—b)2 =1
< (x-a) +(y—b)2 =1
Assim, a circunferéncia de centro C(a, b} e raio r fica definida pela equagio:
(x —a)2 + (y—b)2 =r
Se a circunferéncia tiver centro na origem do referencial, (0, 0), a sua equagdo toma a forma (a =0,
b=0):
Xt+yi=rt (3.3)
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Figura 3.70: Circulo fechado de centro C(4,5) e raio 3.

Apresentamos agora uma condiglio para representar o circulo (cf. secgiio 2.1). Vamos

comegar por estudar um circulo particular (Figura 3.70). Seja P(x, y) um ponto qualquer no circulo
de centro C(4, 5) e raio 3. Entdio, tem-se CP <3. Ou seja,
(x —4F +{y-5) <3*=9.
Em geral, um circulo de centro C(a, b) ¢ raio r ¢ definido pela condicio
(x~a) +(y—b) <r’
Se nesta condig@o aparecer apenas o simbolo < significa que temos o circulo sem a circunferéneia e
por isso se diz aberto. Se aparecer o simbolo < significa que temos um circulo fechado pois inclui a

circunferéncia. Quando mencionamos apenas a palavra cireulo, referimo-nos ao circulo fechado.

Caso contrario, dizemos circulo aberto.

3.5.8 Componentes e coordenadas de um vector numa base

Ao par ordenado (€, f) de vectores nio colineares do plano damos o nome de base dos

vectores do plano. Na secglio 3.4.4 vimos que qualquer vector do plano, 4, pode ser representado
como combinacfio linear de € e f, ou seja,
U=ué +uf,

onde u; e u, sio nimeros reais. Chamam-se a u; e 1> coordenadas de U nabase (€, f)lea u,é ¢

u;t as componentes do vector i na mesma base (Figura 3.71).
Assim, fixada uma base, podemos estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre o

conjunto dos vectores do plano e o conjunto dos pares ordenados, (u:, u;), de nimeros reais. Além
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Figura 3.71: As coordenadas do vector i com respeito & base (€, f) sdo: u e uy, ou seja, u(u,

uy}; as componentes de U na mesma base sio: 1, 6 ¢ u,f.Oéa origerm, neste caso.

disso, podemos identificar um vector com um par ordenado de niimeros reais, composto pelas suas

coordenadas, podendo assim escrever: U = (4}, u2) ou u{uj, W), depreendendo-se que € e f saem

ambos da origem.

Em particular, na base (€, F) temos:

g=18 +0f,
ou sgja,
e(1,0) ou € =(1,0).
E também
f=08 +1f,
ou sgja,

£(0,1) ou f=(0, 1.

O vector nulo pode ser escrito na forma:

<l
Il
<
i
+
<
rnl

e {enos
0=(0,0) ou 0(0,0).
Uma base (&, {) de vectores de tal modo que € ¢ f sejam perpendiculares entre s1 e j[e|| =

=|If||=1 designa-se por base ortonormada e abreviadamente escreve-se b, 0. n..

3.5.9 Referenciais e vectores

Consideremos uma base (€, f) e um referencial cartesiano xQOy de modo que o sentido

positivo do eixo dos xx seja o de € e o sentido positivo do eixo dos yy seja o de f (Figura 3.72).

Obtemos, deste modo, um referencial cartesiano ortogonal e que passaremos a designar
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Figura 3.72; Referencial cartesiano ortogonal xOy associado a base (€, f ) escreve-se (O, &, f ).
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Figura 3.73: Referencial ¢. 0. n. xOy associado & base ortonormada (T , 3 ¥ (0, i, }). O ponto P

tem coordenadas (x,, y;), o vector @ tem também coordenadas (x,, ¥} € as suas componentes sio:

Xl e y,j .
abreviadamente por (O, €, uf), o qual, por um lado, permite localizar qualquer ponto do plano
(secgdo 3.4.2) e, por outro lado, definir vectores pelas suas coordenadas na base (&, “f). Se a base
for ortonormada e as extremidades dos vectores & e [ coincidirem com os pontos (1, 0) e (0, 1),
respectivamente, designa-se por base cancnica e representa-se por (1, ]). O referencial associado a
esta base representa-se por (O, 1, J) e diz-se também ortonormado. (j4 que é ortogonal ¢ esta
normalizado) — (Figura 3.73). Dai a designacdo de referencial ¢. o. n. para o que normalmente

utilizamos nas nossas representagdes. Ao ponto P(x, vi) corresponde o vector OP, a que se chama

vector posi¢do de P, e cujas coordenadas, na base (i, j), sBo também (x;, y;). Podemos identificar

também o vector OP através das suas componentes: OP = x;1 +y, j. Dagui em diante, ¢ se nada
for dito em contrario, consideraremos sempre a base ortonormada e os referenciats ortonormados

(como ja vinha sendo feito com o referencial c. 0. n.).
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3.5.10 lgualdade e opera¢des com vectores escritos numa base

Consideremos, na base (1, j), 0s vectores u e v escritos na forma:

G=uwl+uj e v=v1 +V23.
(i) Igualdade de vectores

Os vectores U e v s30 iguals se € somente se as respectivas coordenadas sio iguals, ou
seja,
1 =V

2 VZ

L u
U=V < (U, u)=(v], vy < {u

(ii) Adic#o e subtracciio de vectores

A soma de dois vectores U e V efectua-se, utilizando as propriedades estudadas atras na

secgdo 3.4.1, da seguinte forma:

a+v =(u1T +u23)+(v1€ +v23) Su+ v =(u1+v1)f +(u2+vz)}: =
<> U+ V= + vy, up v,
ou seja, para adicionar dois vectores adicionam-se as respectivas coordenadas (Figura 3.74). Para
subtrair ao vector u o vector v, somamos ao vector U o simétrico do vector v :
U—v=u+(-v)
Escrevendo cada um dos vectores pelas suas coordenadas, tem-se

- V=, up) (v, v2)) © 0=V = (U - v, u - V).
(iii) Produto de um nimero real por um vector

Seja k& um numero real. O produto do nimero k pelo vector U, traduz-se pela multiplicagio

deste numero pelas coordenadas do vector, ou seja (Figura 3.75):

ki =k(u;i +uj) e ki =&u)i +(ku)] < kil = (kuy, kua).
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Figura 3.74: A soma de dois vectores U (u;, Us} € ¥ (v, v5), na base ortonormada (? , ] ), ¢ dada por:

U+ V=0 v, mt vy

ku-

EQ -
-

N
I kU|

) N

Figura 3.75: O produto de um nimero real k por um vector ii (uy, 1), na base ortonormada ( i , 3 ), €

um vector ki = (kuy, kus). No caso desta representagio, temos 0 < k <1,

(iv) Soma de um ponte com um vector

Seja, num referencial c. 0. n. (O, 1, j), um ponto A de coordenadas (a,, a;) e o vector

de coordenadas (u;, u;). Como ja se viu na secgio 3.4.1, a soma de um ponto com um vector ¢ um

ponto. Entdo existe um ponto B tal que:
B=A+1. (3.4)

Podemos identificar o vector OA por (ai, az) ¢ pretende-se identificar o vector OB. Para
tal, da igualdade (3.4) escreve-se (Figura 3.76):
OB= OA + i.

172



Figura 3.76: A soma de um ponto A(a;, a,) com um vector 1 (u,, u,), na base ortonormada {i, ])éum

ponto B (note-se que: OB = OA + u ) dado pelas coordenadas: B =(a, + uy, a; + uy) = (b, bs).

Representando cada um dos vectores do 2° membro pelas respectivas coordenadas, tem-se:

OB= (a, a2) + (g, up) & OB= (a) +uy, a2 + uy).
Donde
B= (a; +uy, a; +uy).
Assim, as coordenadas da soma de um ponto com um vector, sio dadas pela soma das coordenadas

respectivas do ponto com as do vector,

(v) Vector como diferenca de dois pontos

Dados, num referencial ¢. 0. n. (O, 1, j), 0s pontos A(ay, ap) e B(by, by), pretende-se

determinar as coordenadas do vector AB. Como ja se viu na secgfio 3.4, um vector pode ser escrito

pela diferenca de dois pontos. Pensemos nos vectores OA = (a1, a2} e OB = (b, bz2). Podemos

escrever (Figura 3.76):
OA + AB=0B ou A+ AB =B
vem:
AB =B-A.
Substituindo os pontos A ¢ B pelas suas coordenadas vem:
AB = (by, by) ~ (a1, a),
ou seja,

A—B= (b1 — &, b;_ - ?12).
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3.5.11 Colinearidade entre dois vectores

Sejam os vectores u e v, ndo nulos, representados pelas suas coordenadas na base (1, j):
u=(u,u) e v={(vy, v2}.
Como j& vimos na secgdio 3.4.2, estes dois vectores sfio colineares se existir um anico nimero real &
tal que v= k. Representando, agora, os vectores pelas suas coordenadas e para um certo niimero

real k& temos sucessivamente:

(vi, v) =k(u, w) < (vi, vo) = (kuy, kwy) <

A
v, =ku, U, ' Vs,
“ = o L =2
v, = ku, L=Y2 u, u,
U,

ou seja, dois vectores sdo colineares se as suas coordenadas sfio directamente proporcionais, ou
ainda, poderemos exprimir a colinearidade dos dois vectores U e v, na forma:

V) Uz = u) va. (35)
3.5.12 Norma, versor e co-senos directores de um vector

Ja vimos na secc¢do 3.1.1 a nogio de norma de um vector. Vamos agora considerar um
vector U escrito numab. 0. n. (T, "j),
0 = ; +us 3 ,
A normma de um vector u escrito numa b. o. n. pode ser entendida como a medida da

hipotenusa de um tridngulo rectdngulo de catetos u; e u; (Figura 3.77), dada por:

||ﬁ]{=ﬂ/u|2+uzz

ou s¢ja, a norma de um vector U pode ser entendida também como a distdncia entre 0s extremos
dum representante do vector . Chama-se versor de um vector, ndo nulo, U ao vector com a

direcgdo e o sentido do vector @ ¢ norma 1gual a 1, e representamos por vers Ui. Podemos escrever
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Figura 3.77: O triangulo [OP,P] ¢ rectangulo em P, e tem catetos u; € u;. Na b. 0. . (T . 3 }, o vector

G (), uy), forma com o vector i um dngulo o ¢ com o vector | o angule B:

A Fal

g u - u
= ! ;cos B =cos |4, ] z

COS ¢ = COS (i,ﬁ S o S— = ]
2 2 [ 2 2
u,” +u, U, +u,

vers 0 = — .
]

Temos portanto

u,1+u,] - - u, -
< vers U = + = i

u, .
—_— i

2 2 2 2 2 2
Ju,” +u, \/ui +u, \/ul +u,

vers u =

Ainda podemos escrever

u, u,
, ) (3.6)

2 2 2 2
\/ul +u, \/ua +u,

Ora o vector u, sendo nfo nulo, forma com o vector i um angulo, o, € com o vector j outro

vers u =

angulo, . Observando a Figura 3.77, a partir dos triangulos rectangulos {OP,P] e {OP;P] podemos

determinar o co-seno de cada um desses angulos, o e 3 (secgdo 2.1):

u - u

cosa = —— & ¢os | L1 |F ——— (3.7)
(TR yu,o+u,”
u e i

cosP=—t & cos|il,]|= —m—t— (3.8)
Il Jorra

que siio designados por co-senos directores do vector . Note-se que as expressdes encontradas,

{3.7) e (3.8), sdo exactamente as coordenadas do vers U na base (T , ]), da expressio (3.6). Ou seja,
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podemos dizer que, numa b. 0. n., 0s co-senos directores de um vector ndo nulo, sio as coordenadas

do versor desse vector.
3.5.13 Projecgdo ortogonal de um vector sobre outro

‘Consideremos 0s vectores U ¢ v e sgja P um ponto do plano. Definamos dois pontos, A e

B, tais que:
A=P+uie B=P+¥v.
A projeccio ortogonal do ponto A sobre a recta PB ¢ um ponto A’ (Figura 3.78). Este determina um
vector PA' sobre a recta PB. O vector PA' é des gnado por projecedo vectorial de i sobre o vector
¥. Como PA' ¢ colinear com v, existe keR tal que
PA' =k vers v. (3.9)

Ao numero real & chama-se projecgdo ortogonal do vector u sobre o vector v e representa-se por
projy u. Ou seja, & ¢ a medida do comprimento do vector PA' em relagdo ao vers v. Assim, como

PA' = "ﬁ“ vers ﬁ", vem (de (3.9)):
k vers v = ”ﬁ” vers gX‘,
mas como PA' é colinear com ¥ temos vers ﬁ‘ =vyers ¥, logo,
kvers v = Hﬁ“ vers v,

Donde se conclui

k= [PA

, ouseja, projv it = “ﬂ”

Para quaisquer vectores do plano @, v e w, verifica-se que (Figura 3.79):

projs (Vv + W)=proj; v +proj; w (3.10)
3.5.14 Produto interno de dois vectores

Q produto interno ou produto escalar de dois vectores U e v, nfo nulos, designado por

0.V (lé-se: u interno v), ¢ um numero real que ¢ dado por:

i.% =[] cos (w}. (3.11)
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Figura 3.78: PA' é a projeccdo vectorial de 4 sobre o vector V. A projecgiio ortoganal do vector i

sobre o vector v € projy u = “PA'“.

<!

Figura 3.79: Para quaisquer trés vectores 0, v ¢ W com projg v = “FX” projg w = “A'C'" e
projg{v + w)= t!?@“, temos: projg (V + W)=proj; Vv +projg w < “EK‘” + ”A'C'" = ”P_(S'!F,

jaque PA' e A'C' sfio colineares e t8m o mesmo sentido.
Jag

De 3.11 podemos tirar as seguintes propriedades (ver Figura 3.80):

ouv=20_0,entio u.v =0,

Ias N
- Se (G,Yf = (° temos gue cos (ﬁ,\?] =1, elogo u.v={ull||v];

A

0
-Se (< [ﬁfﬁj < 90° temos que ¢cos (E, Tf]> 0,elogo u.v >0;

~

= 90° cos (ﬁ,ff]= 0, e, portanto, .V = 0;

A

- Se 90° < [afvj < 180°, vem que cos (a, vj< 0, e logo .9 <O0;

A

_Se {ﬁfv) ~ 180°, vem que cos (a,v} =1, elogo @.v =~Ja| |7}

Podemos dizer entéio que o produto interno varia entre —|[u ||| V| e [|u]l | ¥, ou scja:

—fafvii=w.v <fafnvi
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v v i 3 Uy v
0 g 0 >
{ﬁ, V} =180° 90° < (G,V} < 180° [L—I,GJ =0{° 0° < (ii?i’f] < 9Q° (ﬁ:\ff] =(°
UV = —n v u.v =90 wLv = fa v

Figura 3.80: Em fun¢Zo do Angulo formado pelos vectores i e ¥, o produto interno, 4.V, varia

entre: —fuf]l ||[v] s d.v < {Jufl {vll Em particular vale 0 quando o ingule é 90° (a0 ceafro) e é

negativo a direita ¢ positivo a esquerda do centro,

Sei=#0ev=0,a amplitude do angulo definido pelos vectores 1 e v pode ser obtida pela
expressdo 3.11, depois do calculado u.v.

O produto interno de dois vectores, U e Vv, pode ser obtido a partir da projec¢io ortogonal
de um vector, U {ou V), sobre o outro, ¥V {ou u) ja que a projecgio ortogonal do vector i (V)

sobre o vector v (u) é (Figura 3.78):
projv U =il cos {ﬁ,\"f} e projg Vv =|| Vi cos (ﬁ,‘?), (3.12)

e portanto
0.9 ={{v|projv u = [[u]lprojq v.

O produto interno de um vector, u, por ele proprio é o quadrado da sua norma:

u.i =fuffuf cos (a,a) =jalF =P <

O produto intermo € comutativo; ja que sendo a multiplicagdo de nimeros reais comutativa

A N
etomando U e V quaisquer, vem cos (iz’,\"rj“: cos (V,ﬁJ , € portanto tiramos que:
— — — — _sA_. — —»A —_—
.7 =7l cos [ =190 ) cos (7| = 7.7

S u.v=voa, va,veV

O produto interno ¢ distributivo em relacio 4 adicfio de vectores; De facto, tomando trés

vectores quaisquer do plano 1,V ¢ w, calculemos:

=i
=l

{v+

Y=l |7 + & | cos (a,n(wm].
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Agora da propriedade distributiva da multiplicag@o relativamente a adi¢fo de numeros reais e de

3.10,3.11 3,12 vem

jout|

G F LW = 1G] cos (afvj +I[E %] cos | T, J

It

aifproja v +{[ufl projg W ={{ul| (projs v + projz w) =

= 1]l proja (¥ + W) =[]l ¥ + W] cos (u (v+w>j

ou seja, concluimos que:

l{v+w)=u.v+u.w, Vi,

<l

W eV,

O produto interno ¢ bilinear, isto €, admite a propriedade associativa mista:
k(0. 9)=(k1).v =u.kv), VkeR,Vi,veV

De facto, comegando por estudar a primeira igualdade: k(i.v) = (kii).v, sendo U ¢ v dois

vectores quaisquer do plano ¢ £ um nimero real, temos de (3.11)

K(@.9) = k[nanu vncos[ava — ki 7] cos {aﬁ‘v}

(ki) v = | kﬁunwgcos(ktf,v) (3.13)

ol

e também

Vamos estudar 3.13 em fungiio do valor de . Se k> 0, cos (kf:, if'] = CO$ (ﬁ:ifj porque ki e 1t tém
a mesma direcgdo e sentido, e |kl =ki|jdu =k ]| u|. Assim, neste caso, tem-se:
(ka).v =k llullliv] cos (ﬁ:?} =k(u.v) de3.11.

Sek =10, vem

<!
Il
—~
<O
=i
~—
<1
if
[aw )
<
It
o

K(T.9) =019 cos (afv} =0 ¢ (kii).¥

Donde, também temos

Ku.vy=(ku).v.
Por tltimo, se k < 0, cos (kﬁ, Yr): ~C08 (f ?] pois kil e 4 tém a mesma direccio mas sentidos

contrarios e fku || = |k| ||a] = -k ||u]l. Assim,
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(kii).5 =k |a]17] [—cos(afvj] = k(. 9).

Portanto, em cada um dos trés casos (que nos da o caso geral, keR), temos
k(v.v)y=(ku).v

Para verificarmos a segunda 1gualdade procederiamos de modo analogo.

3.5.15 Produto interno num referencial 0. n.

Consideremos no referencial o. n. (O, 1, j) os vectores u e v, escritos em funcdo das

suas componentes: U =w; i +upje VvV =v1 +v;]. Aplicando as propriedades do produto interno
estudadas na secgfio anterior, obtém-se uma expressio do produto interno em fungio das

coordenadas dos vectores:

Y =(u}f +u23).(v;_i' +vz3)—“—(ulf +u23).v1? +(ulf +u23).v23 =

el |

=wl.vili +twjvil tuyi.vpj+upj.va]=

=u1v1(?.T)+uzv;(§.§)+ul vz(T.3)+u2vz(j.}).
Atendendo a que 1.1=1¢ 33= 1, uma vez que I]T[{ = ||3|| =le cos[_i‘j}w cos(},]} =1 e que

~

1.]= j.1=0 visto termos ?.L] wcos[f,3]=0, vem

0.V =u,vy+u v (3.14)

O que nos da uma forma pratica de calcular o produto interno de dois vectores, dadas as suas
coordenadas. Além disso, sendo os vectores U e v dados, num referencial o. n. (O, -i., ]), pelas
suas coordenadas, 1 = (u, Uz) ¢ V= (v, v2), podernos calcular as seguintes quantidades:

- De (3.11), a amplitude do &ngulo definido pelos vectores u = 0ev=0, pode ser obtida pela

expressio:

[_“_] u,v, +u,v,
cos i U,v|=———=2=
ol 4

- De (3.12), a projecgfo ortogonal do vector U sobre o vector v é

LUV, +u,v,
projy u = ——ems—
I
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Figura 3.81: A rectar tem a direcgo do vector i: A=M+ i1, B=M+2u, C=M~- 1,

D=M- % u. A equagho vectorial darecta é: P=M+ku, keR,

3.5.16 Estudo da recta

(i) Equacio vectorial da recta

Podemos definir uma recta por um pento ¢ uma direcgdio. Suponhamos o problema: “Dado
um ponto M e um vector U n#o nulo, determinar uma condigéo a que devem satisfazer os pontos da
recta » que passa por M e tem a direccdio de U”. Para o resolvermos, basta adicionar a M um vector

colinear com U, ku, obtendo assim, um ponto qualquer, P, de » (Figura 3.81):
P=M+ku, keR. (3.15)
Reciprocamente, para todo o ponto S da recta » existe um keR tal que S =M + kii. [sto €, temos
que S =P. Ou seja, os pontos P da recta r ¢ s6 eles verificam a condicio:
P=M +ki, keR.

A esta chama-se equacdo vectorial da recta r. A recta r fica, assim, definida pelo ponto M e pela
direcgéio do vector Ui, chamado vector director da recta. Se o ponto e o vector estiio definidos num
referencial ¢. 0. n. pelas suas coordenadas,
M(xo, o) € u(u;, u)
e para P(x, y), vem de (3.15):
(%, ¥) = (%0, o) + K(ui, w2), keR, (3.16)
que ¢ outra forma de escrever a equagfio vectorial da recta r.

Se considerarmos keR,", em vez de keR, entio

P=M+ki, keRy",
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Figura 3.82: A semi-recta [MP tem a direcglio da recta », e sentido do seu vector director .

Vectorialmente a semi-recta é dada por: (x, ¥) = (%, vo) + k{1, us), keRy'.

Figura 3.83: A semi-recta [MQ tem a direcgfio da recta r, e sentido contrario ao do seu vector director

i . Vectorialmente, ¢ definida por: {x, ¥} = (xq, vo) + k(u;, w), kR,

ou
(x, ¥) = (x0, Yo) + k(uy, u), keRq",
definem vectorialmente a semi-recta de origem M, com a direcgiio e sentido de U (Figura 3.82).

Para keRy", passamos a ter a semi-recta oposta da anterior, isto é, com origem em M, direc¢iio do
vector U mas sentido contrario ao de u (Figura 3.83);
Q=M+kiu, keRy,
ou
(X, ¥} = (X0, Yo) + k(uy, uz), keRy™.

Vamos agora estudar as rectas quando definidas por dois pontos. Se a recta » estd definida

por dois dos seus pontos R(xq, vo) € S(x1, v1), entdo a sua direc¢io é a do vector

RS =S —R = (%1, 1) — (X0, Yo) = (X1 — X0, V1 = Yo).
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Figura 3.84: A recta r estd definida por dois dos seus pontos: R(x,, ¥o) € S(x;, v1); tem a direc¢io do
vector director RS = (x; — Xq, ¥1 — Yo) € a sua equagiio vectorial é:

(%, ¥) = (Xo, Yo) + k(X1 — %o, y1 — o), keR.

Uma equagfio vectorial da recta serd entdo®
P=R+kRS, keR, (3.17)
ou
(X, ¥) = (X0, Yo) + k(X1 — X0, ¥1 = ¥o), keR,
conforme se pode observar na Figura 3.84. A semi-recta [RS define-se vectorialmente pela equagio
(%, ¥) = (x0, Yo) + k(x1 — X0, y1 = yo), keRo".
Fazendoem 3.17, k=0, vem P =R + 0.RS = Riek=1lvemP=R+ 1.RS =S. Significa pois, que
o segmento de recta [RS] pode definir-se vectonalmente por

P=R+kRS, 0<k<1.
(i) Equacdes paramétricas da recta

Da equagdo vectorial da recta (3.15) que passa por um ponto M(Xy, vo) ¢ tem a direcgdo do
vector u(uj, uz), podemos determinar as coordenadas (x, y) dos pontos da recta. Ou seja, sendo &
um numero real qualquer, temos sucessivamente

(%, ¥) = (X0, Yo) + k(u;, uz) <= (x, y) = (x0, yo) + (kuy, kup) =
& (X, y) = (xot kuy, yo + kug),

donde

® Note-se que também s poderia usar S em vez de R em (3.17), bem como qualquer outro pento da recta,
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X = X, +ku,
kelR, (3.18)

YZYO'*'kuz,

A este sistema dé-se o nome de representagdo paramétrica ou equagdes paramétricas da recta que

passa pelo ponto (X, yo) e tem a direcgdo do vector U, em que k é o pardmetro.
(iii) Equagoes cartesianas da recta: equacio continua, geral e reduzida

Vamos partir de 3.18 e tomar & um nimero real qualquer. Consideremos trés casos.

1%casoruy = 0euy# 0. Tem-se

K= X=X,
{){=>{0+1<L1I u,
y =y, +ku, LYY
u,
donde vem
u w,

™~

que ¢ a chamada equagdo continua da recta (sempre obliqua em relagio aos eixos ordenados) e, u; €
u; s30 0s pardmetros directores.
2%¢caso: vy = 0. Temos

X =X, +ku, X=X,
= ,keR.
Yy =y, +Ku, Y=Y, tku,

Todos os pontos da recta tém abcissa xg, pelo que a recta € paralela ao eixo dos yy, ou seja é uma
recta vertical (sec¢iio 3.5.3) que pode definir-se pela equagdo cartesiana;

X = Xg.
3%caso: vy = 0. Substituindo, sal

{x:x()+kul {me0+ku,
& ,keR.,
Y=Y, +ku, Y=Y

Todos os pontos da recta tém a ordenada yy, ou seja, significa que a recta é paralela ao eixo dos xx.
Trata-se de uma recta horizontal (secgfio 3.5.3) que fica definida pela equagdo cartesiana:

¥y = Yo

De 3.19, tomando uy # 0 ¢ uz # 0, obtemos as equagdes:

(X —Xohz = (¥ — yo)1 > WX —WXo—- Wyt Wy =0 & WX — Wy + uye — usxp = 0.
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Fazendo A =uy, B=-u; e C = u;yp — uzxp obtém-se uma equagio cartesiana da recta:
Ax+By+C=0, A, B,CeR (3.20)

a que se chama equagdo geral da recta, visto que qualquer recta do plano pode ser definida por uma
equacio desta forma logo que A e B nio sejam simultaneamente nuios. Consideremos agora, dois
casos:

1%caso: B # 0.

Entéio € possivel a divisfio de todos os termos da equagiio (3.20) por B e resolvendo em

ordem a y vem sucessivamernte:

Ax+By+C=0 & é)>‘:+y-i-§— ={) < y=w~§xw—g.
B B B B

A
Representando — % porbe "B por m, obtém-se a equagdo:;

y=mx +b, (3.21)
a gue se chama equacdo reduzida da recta definindo uma recta ndo vertical, que € horizontal quando
A=0(m=0). De(3.21), fazendo x = 0, vem y = b. Ora, b ¢ a ordenada do ponto de abcissa zero e
chama-se, por esta razéo, ordenada na origem. A m da-se o nome de declive ou coeficiente angular

da recta:

=

A 2
=—~ & m=—L. 3.22
3 (3.22)

2%¢caso: Ax0eB=10.

De (3.20), do mesmo modo, podemos resolver a equagio em ordem a x:
Ax+By+C=0 © Ax+(C=0 < x:—%.

Logo, neste caso a equacio (3.20), representa uma recta vertical. Concluimos assim que teda a
equacio da forma (3.20), com os coeficientes de x e de y nfio simultaneamente nulos, representa
uma recta do plano cartesiano. Vamos ver agora que, reciprocamente, toda a recta do plano
cartesiano pode ser definida por uma eguagio em X e y, com coeficientes de x e de y ndo

simultaneamente nulos. Vamos considerar novamente dois casos:

1°caso: A recta dada ndo é vertical.
Supondo que a recta nfio é vertical, ela é definida por uma equagiio do tipo y = mx + b

(Silva 1970). Com efeito,
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y=mx+b & -mx+y-b=0 & mx-y+b=0

que é do tipo de (3.20), emque A=m,B=-1e C=Db, sendo B =0.

2%caso: A recta dada € vertical.

Como a recta considerada € vertical, entfo ela representa-se por uma equagio da forma x =
a, em que a ¢ um namero real. Ora, temos:

Xx=a & x—-a=0

que ¢ do tipo (3.20) em que A= 1,B=0e C=-a, ou seja, A # 0. Logo, em qualguer um dos casos,
a recta pode ser representada por uma equagdo na forma geral.
Note-se que da equagiio geral (3.20) tiramos imediatamente um vector director da recta: sendo A =
u; ¢ B =-uy, temos portanto que o vector director é dado por: (-B, A) = (u, uz) = . Por outro lado,
tiramos também, um vector perpendicular a recta, o vector: (A, B) = v. De facto, o vector (A, B) =
v € perpendicular ao vector director (-B, A} = 1, visto que (de (3.14)):

v.u = (A, B).(-B,Ay=-AB+BA=0.
(iv) Equacio axial da recta

Consideremos uma recta r obliqua em relagfio aos eixos do referencial € a que néo pertenga
a origem do referencial. Representemos por A(a, 0) a sua intersec¢dio com o eixo dos xx e
representemos por B(0, b) a sua intersecgio com o eixo dos yy (Figura 3.85), coma# 0e b # 0. Ja
vimos que & ¢ a ordenada na origem. Do mesmo modo, a ¢ chama-se abcissa na origem: ponto de
interseccio da recta com o eixo dos xx. Vamos definir a recta r pela sua equagio reduzida a partir
dos pontos conhecidos, A(a, 0) e B(0, b). Com efeito, um vector director da recta &

AB=B - A=(0,b)-(a, 0) = (~a, b),

e, entdlo, o declive é (de (3.22)):

Assim a equagio reduzida é (ver (3.21)):
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Figura 3.85: A recta r intersecta o eixo dos yy no ponto B(0, 5} e intersecta o eixo dos xx no ponto

Afa, 0): b é a ordenada na origem e a ¢ a abeissa na origem.

Dividindo ambos os membros por & (visto que b # 0), vem

s
b

k

X
a

ou seja, obtemos a equacio

que se designa por equagdo axial da recta.
(v) Equacfo da recta que passa por um ponto dado e tem um declive dado

Consideremos o seguinte problema: “Dados um ponto P;(x), y1) e um nimero real m, achar
uma equacgio da recta que passa por Py e tem declive m”. Claramente é uma equac¢io do tipo (3.21)
que estd em causa. A condi¢co do ponto Py pertencer a recta ¢ traduzida pela igualdade

y1 =mx; +b. (3.23)
Podemos agora eliminar b, subtraindo ordenadamente (3.23) de (3.21) (que ¢ y =mx + b):
y—y=(mx +b)—(mx;+b) & y—y =mx-mx;
obtemos assim a equagio:
y-y1=mx-x) & y=mx+(y -mx) (3.24)

que equivale a (3.21) e resolve o problema, visto supormos conhecidos os valores de x;, y; e de m.
Note-se que a ordenada na origem vale:

yi = mx;.
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(vi) Outra definicio de declive de uma recta

Da equagio (3.24), considerando outro ponto Pa(xz, y2) da mesma recta, temos que as suas
coordenadas verificam também (3.24), ou seja, tem-se
y2 = yir =m(xz — X1),

donde se pode tirar que

m=21"0 0 (323
X, =X,

Esta formula d4a o declive de uma recta conhecidos dois pontos distintos dessa recta, Py e P;. Alias,

o~ r u — .
tal nfio é surpresa, uma vez que de (3.22) temos m = —* com 1 (uy, up) o vector director. Ora PP,
u,

& um vector director € assim: FP; =Py~ Py = (X2, v2) — (X1, 1) = (X2 — X3, y2 = ¥1), donde (3.25)
resulta de (3.22) também. Notemos que a formula (3.25) se aplica mesmo no caso de se fratar de
uma recta vertical. Com efeito, teremos para tal recta x| = Xz € y; # vz, donde da féormula (3.25) se
deduz que m = w0, Podemos, portanto, definir declive {ou coeficiente angular) de uma recta como a
razdo entre a diferenca das ordenadas de dois pontos distintos dessa recta e a diferenga entre as

abcissas desses pontos, tomados na mesma ordem.
(vii) Familia de rectas

Vimos que qualquer recta do plano pode ser representada por urna equagio do tipo (3.20),
desde que os parametros A, B e C sejam substituidos adequadamente, isto é, desde que nfio sejam
simultaneamente nulos. Ora, por exemplo, fazendo em (3.20), A=1, B=1 ¢ C = -2, obtemos
uma equagio equivalente

y=-X+2,
que representa uma unica recta conforme se pode observar na Figura 3.86. Acontece, porém, que
podem nio ser fixados todos os parimetros (A, B e C), ou seja, em vez de termos uma equagiao
numeérica passamos a ter uma equagio literal®, na medida em que esta depende de um ou mais

parametros.

“ Entende-se por equagdo numérica uma equagdo que contém apenas incognitas, e por equagdo literal (ou paramétrica} aquela que,
além das incognitas, contém outras letras, que desempenham o papel de varidveis, ¢ se designam  por parimetros, para s¢
distinguirem das incégnitas. Substituindo o(s) pardmetro(s) por constantes numéricas, a equagfo literal transforma-se numa equagio
numérica.
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Figura 3.86: Recta de equacgio reduzida y = —x + 2: g ordenada na origem é 2 (b = 2) ¢ o declive ¢ -1

(m=-1)}.

»

Figura 3.87: Familia de rectas de pardmetro s na forma de equagdo reduzida y = mx + 1, meR: a

ordenada na origem é b =1 ¢ o declive m assume, neste caso, os valores do conjunto {-2, -1, 0, 1, 2}.

Consideremos agora, por exemplo, a equacio

y=mx + 1, com meR.

Temos para cada valor de m uma recta ndo vertical que passa pelo ponto (0, 1), como se pode
constatar na Figura 3.87. Assim, a existéncia de pardmetros numa equago de primeiro grau faz com
que a equacio passe a representar ndo uma recta individualizada, mas sim um conjunto de rectas a
que chamamos familia de rectas.

Consideremos ainda outro exemplo:

1
= —X+b.
4 2

. . 1
Neste caso, a equacio depende do pardmetro b e representa a familia das rectas com declive 5
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A y

Figura 3.88: Familia de rectas de ordenada na origem (pardmetro) be{-1, 0, 1, 2}: v = -%x + b o

dechve vale m =% .

Note-se porém, que o numero de elementos da familia depende dos valores que o pardmetro pode
tomar. Se considerarmos be{-1, 0, 1, 2}, terlamos, entdo, uma familia de rectas com quatro

elementos (Figura 3.88).
3.5.17 Inclinagdo e declive de uma recta

A inclinagdo de uma recta é o Angulo positivo o que a recta define com o eixo dos xx,
considerando este para lado origem (Figura 3.89). E claro que duas rectas paralelas t&ém a mesma
inclinagio® (mesmo declive), pelo que usualmente consideramos também a inclinaciio de qualquer
recta como sendo a inclinagiio da sua paraiela que passa pela origem (Figura 3.90) e diz-se, neste
caso, que a inclinagdo é o angulo positivo o que a recta define com o semieixo positivo Ox. E
evidente que quando uma recta € horizontal, ou seja, paralela ao eixo dos xx, a sua inclinagdo ¢
igual a zero, enquanto que, quando uma recta € vertical, isto €, paralela ao eixo dos yy, a sua
inclinagdo ¢ igual a 90°. A tangente trigonométrica da inclinagio de uma recta chama-se coeficiente
angular ou declive da recta (ver secgio 3.5.16 — (iii)) e denota-se, como ¢ habitual, por m. Assim, se
o for a inclinacdo da recta, teremos que,

m = tg Q.

# E condiclo necessiria e suficiente para que duas rectas sejam paralelas, que tenham o mesmo declive (ver secgio 3.5.19).
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Figura 3.89: A inclinacdo darectaré o e o seu declive é m = tg o, Neste caso: 0° < o < 90° (m

>0). A inclinagdo darectas € B e o seu declive ém =tg B (90° < B < 180° m < 0).

A
y v
v
.'rl’ r
a
~0 x>

Figura 3.90: As rectas r ¢ »* sio paralelas, tendo & mesma inclinagdo e o mesmo declive:

my=mpy =18 oL

Resulta que o declive de uma recta (como a tangente de um angulo) assume valores entre —wo € +eo,
sendo nulo quando a recta é horizontal e infinito quando a recta € vertical. Note-se que, tg 90°
apesar de nfdo estar definida, para uma recta vertical escreve-se m = tg 90° = 0. Se a inclinagéo da
recta € um angulo agudo, o declive € positivo e se a inclinagido da recta € um angulo obtuso o

declive € negativo (Figura 3.89).
3.5.18 Angulo de duas rectas

Duas rectas dizem-se concorrentes se tiverem um ponto comum - em particular podem ser
perpendiculares. E poderido ser paralelas (t€ém a mesma direcgdo): se ndo tém ponto comun, no
plano, dizem-se estritamente paralelas; se tém todos os pontos comuns dizem-se coincidentes ou

paralelas em sentido lato (Figura 3.91). Chama-se dngulo de duas rectas concorrentes ao menor
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A

Figura 3.91: As rectas r| e r; s8o concorrentes ¢ sendo a = [r! . rz) tem-se sempre que: 0° < a < 90°
Eal
{é o menor ingulo); r; e ry sllo perpendicutares: | ry,1, | = 3 = 90°% rs ¢ ry so estritamente paralelas,

a3 I
enquanto r; e rg sio paralelas em sentido lato, isto €, coincidentes (r7= rg): (rs , rsJ x[ﬁ LT3 ) = (P,

dngulo definido pelas mesmas. O &dngulo entre duas rectas ¢ sempre um angulo cuja amplitude esté
entre 0° e 90°, inclusive. E claro que se as rectas forem paralelas o dngulo formado entre elas é de 0°
¢ sc forem perpendiculares o ngulo € de 90°. Na Figura 3.91 representamos as posi¢des relativas
entre duas rectas e os seus angulos respectivos.

O calculo da amplitude do dngulo de duas rectas ¢ feito com base nos vectores directores
das rectas recorrendo ao seu produto escalar. A escolha do sentido correcto dos vectores directores

das rectas é decisiva na determinagio da amplitude do angulo definido pelas rectas®® (Figura 3.92).

lal

Se a for o &ngulo definido pelas rectas » e s ~ denota-se por (r,s) —¢ T e § forem os vectores

directores das rectas respectivas, tem-se que (de (3.11)):
cos ['f, ‘s’)

3.5.19 Rectas paralelas

7.3 73
= <> Cos A=

fri disll N

75 ’

[n‘fu 15

cos oL =

Duas rectas » ¢ s sfo paralelas sse os vectores associados as suas direcgdes forem

colineares. Assim se a recta r tiver vector director T e arecta s tiver vector director §, tem-se que

Ial
“ Embora, formalmente, o calculo do Angulo entre as rectas » e s se faga a partir de o = arccos(F,EJ com T ¢ § os vectores

directores quaisquer de cada recta. Comwo, para vectores nflo paralclos ou perpendicuiares, existem duas situagdes (uma em
10°, 80°[ e outra em]90°, 180°[), escolhemos a que dd o menor valor de o, que ¢ o resultado correcto,
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Ja

Al I ~
COS O = COoS$ [r,s] =¢os (r,s} cos a = —cos (180° — o) = —cos (f,§J

sl A
Figura 3.92: As rectas r e 5 sdo concorrentes ¢ o = (r, s} = (F,§J - caso da esquerda. Repare-se que,

no caso da direita, (f,§] # Q= (r,s) B (E,E) =180° - c.

(secglo 3.4.2):
rils  3'keR: T =k5.

Ou seja, estando os vectores definidos pelas suas coordenadas num referencial ¢. 0. n., T=(1r, 12)
§ = (sy, s7) vem (seccdo 3.5.11; equacio 3.5):
rlls < 118=s

Por outro lado, considerando as rectas paralelas » e s escritas na forma reduzida,

ry=mx+b, e s:y=mX-+b,.
sabemos da seccio 3.5.17 que tém a mesma inclinagdo (e. g. Figura 3.90) e, consequentemente, o
mesmo declive. De facto, se o, é 0 dngulo de inclinagio da recta » e oy € o angulo de inclinagfo da
recta s, temos que m; = tg oy e m; = tg o, Como as rectas r e s tém a mesma inclinagiio resuita que
oy = O, € POr conseguinte, m, = m;. Logo, podemos dizer que, duas rectas sdo paralelas sse tém o
mesmo declive, ou seja, simbolicamente:

rifs < m;=m,.
3.5.20 Rectas perpendiculares

Duas rectas perpendiculares, no plano, determinam gquatro angulos iguais a 90° (e. g.
Figura 3.91). Com efeito, duas rectas » ¢ s sdo perpendiculares sse os seus vectores directores
associados T e §, respectivamente, o forem. Por outro lado, da sec¢éio 3.5.14, dois vectores sio
perpendiculares sse o seu produto interno € nulo, isto €,
rls e 7L§ & 7.5=0.

Sendo os vectores T e § dados pelas suas coordenadas num referencial ¢. 0. n.,
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T=(r;, 12} e s =(sy,s3),

vem®’ (seccdo 3.5.15)
rlse 1 Ls & (nr)s,s)=rs +rs=0.
Supondo que as rectas r e s ndo sdo paralelas aos eixos coordenados e que estdo definidas
pelas suas equagdes reduzidas:
Fry=mX-tb e siy=mx+b,,

temos que os seus vectores directores podem ser escritos na forma (de (3.22)):

r=(1,m) ¢ s =(1,my),
respectivamente. Entdo, vem

rls < 71Ls © 71.8=0 (I,,m)(l,m)=1+mms=0 <« rns=—--1—-

m

4

?

o que significa que duas rectas sdo perpendiculares sse o declive de uma & igual ao simétrico do

imverso do da outra.

3.6 Conicas

Nesta secgdio vamos fazer ndo s6 o estudo analitico das trés conicas: da elipse, da parébola
¢ da hipérbole (considerando apenas, as situa¢des em que 0s focos se encontram num mesmo eixo
coordenado), mas também, para cada uma, pelo menos uma construgfo, de entre os varios métodos
conhectdos (e. g., Veloso (1998); Cunha (1997)).

“Historicamente” os trés tipos de cdénicas eram obtidas através da secgio (a partir de planos
secantes), de cones rectos — Figura 3.93. Os diferentes tipos de conicas eram obtidas de acordo com
o angulo que o plano secante faz com o eixo do cone. Sendo « o Angulo entre a geratriz® ¢ o eixo
do cone (o angulo do cone € o dobro de o) ¢ B o dngulo enire o plano secante e o eixo, temos que
(Figura 3.94);

- se o plano secante faz com o eixo um angulo entre o e 90° ou seja, o < B < 90°, temos

uma seceio eliptica (caso B =90° o plano secante ¢ perpendicular ao eixo, e temos uma secgdo

%7 Indicamos uma regra pritica para escrever um vector perpendicular a um vector dado: vectores perpendiculares ao vector de
coordenadas @ (a, b) sdo todos 0s obtidos pela expressiio ¥ [k(=b, a)], em que keRV{0}, jd que:

(3, b)ki-b,a)=~kab+kab=0=0.V < 0.1V (secelio 3.5.i14¢3.5.13).
Em particular, os vectores (b, a} e (b, —a) sio os dois vectores perpendiculares a (a, b) que tém a mesma norma que este.
% Gerarriz ¢ uma recta que roda em torno de outra recta (o eixo), formando com esta sempre o mesmo angulo até completar uma
revolugdo (volta completa), gerando uma superficie cénica de revolugdo - o ponto comum entre a geratriz ¢ o eixo é o vértice — ver
http:/www.edue. fe.ul.ptfiem/iem2000/4ecm2 7/conicas. him.
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Figura 3.93: Cone recto definido por uma base circular, um vértice e um eixo perpendicular 4 base: V

¢ o vértice do cone; P ¢ o centre da base do cone. VP é o eixo do cone (VP.LAB); VA e VR sic

geratrizes do cone. O anguloe do cone é 2¢ (abertura).

a<p<90° a=0 a>p

ELIPSE PARABOLA HIPERBOLE

Figura 3.94: Elipse, pardbola e hipérbole e a sua relagfio com os dngulos o e f: @ € o dngulo entre a
geratriz e ¢ eixo do cone (cf. Figura 3.93) ¢ [} € o 3ngulo que o plano secante faz com o eixo do cone.
Se o < § <£90° a seccdio obtida é uma elipse (3 = 90° — € uma circunferéncia); se o = 3, a secglo
obtida é uma pardbola — note-se que a secclio é paralela a uma e uma so geratriz; se o > 3, a secglio
obtida (paralela a duas geratrizes que nio estd no plano de representagio) ¢ uma hipérbole. Note-se
que as coOnicas representadas sfio as projecedes {(em planta) dos contornos das secgBes ¢ ndo as
proprias seccdes e, no caso da hipérbele, sempre definida por dois ramos, so temos um ramo (pois nio

representamos o cone duplo).

circular; a circunferéncia € um caso particular de uma elipse);

- se o plano secante faz com o eixo um angulo igual a ¢, isto &, o = [3 {neste caso o plano €
paralelo a uma e uma sé geratriz) ficamos com uma secgéo parabdlica;

- se¢ 0 Angulo o for maior que B, (simbolicamente o > B), temos uma secglo hiperbdlica

(Cunha 1997), que € paralela a duas geratrizes do cone.
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Figura 3.95: A elipse € 0 conjunto dos pontos do plano tais que, como P, sendo d, ¢ d» a distincia do

foco F, a P e a distincia do foco F; a P, respectivamente, temos: d, + ¢; = constante ou PF| +PF, =

= constante, Além disso, temos d; + d, > K F, .

Figura 3.96: Os elementos de wma elipse (cf. Figura 3.93). As rectas f ¢ n slo designadas por eixo

focal e eixo normal, respectivamente, e sio também eixos de simetria da elipse. F, ¢ F; sdo os focos da
elipse e C é o seu ceniro (C_E~"1=C_F2 ), a _F,—Ii chama-se distdncia focal; Vi, comi= 1, 2,3 e 4, 380 05
vértices; {V,V,] € o eixo maior; [V3V,] é o eixo menor; [P\P,] é uma corda — segmento que liga dois
quaisquer pontos da elipse (distintos); [P5P4] é uma corda focal (passa por foco); [PsPg} € um didmetro

(cordas que passam por C),

3.6.1 Estudo da elipse

(i) Definiciio geométrica e outras definicGes

Define-se elipse como o lugar geométrico dos pontos do plano tais que a soma das suas
distdncias a dois pontos fixos do plano, designados por focos da elipse, € sempre igual a um
comprimento constante, maior que a distincia entre os focos (Figura 3.95). Na Figura 3.96 temos as

designagdes dos varios elementos da elipse.
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Figura 3.97: Uma elipse num referencial ¢. o. n.. Os focos tém coordenadas: Fi(c, 0} ¢ Fy(-c, 0); a

distancia focal ¢ FF, = 2c. Os vértices tém coordenadas: Vy(a, 0), Va{-a, 0), V5(0, b) e V,(0, ~-b). O

eixo maior & [V\V3]: V|V, = 2a. O eixo menor & [V3Vy]: V,V, = 2b. Temos d, + d = F,P+F,P ==

2a {defini¢io de elipse). Pelo Teorema de Pitagoras, aplicado ao tridngulo rectingulo em O, [F,0V,],

, . . - a a c
tem-se: a® = b* + ¢ As directrizes da elipse so as rectas: x =— ¢ x=-— onde e = — éa
€ e a

excentricidade da elipse (0 £ e < 1).
(ii) Elipse com os focos sobre o eixo dos xx

Para deduzir uma equagiio que caracterize a elipse vamos comegar por supor que os focos

estdo sobre o eixo das abcissas, simetricamente em relagiio a origem do referencial ¢. o. n. (ver
Figura 3.97). Designando os focos por F) ¢ Fy e sendo ﬁ: 2¢, tem-se as seguintes coordenadas
para F; e Fa: Fi(c, 0) e Fa(-c, 0). As distincias entre um ponto qualquer do plano, que pertence a
elipse, P(x, v), e os focos sdo representadas por d; e d, respectivamente, ou s¢ja, temos d; = ﬁ:ﬁ e
d> = ITE Ora, por defini¢io de elipse (ver (1)), d, + d; € constante. Seja 2a essa constante. Temos:
d; + d; = 2a. Assim, um ponto P pertence a elipse sse (Figura 3.95):

{ i 2 a ou {FIP"FFzP 2a (326)

2a>2¢ axc

Assim, por 3.1 — secc¢éo 3.5.4 — vem que

donde, de (3.26), vem

\/(x—c)2 +y? o+ \/(x+c)2 +y? =2a.
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Isolando um radical ¢ elevando ambos os membros ao quadrado obtemos, sucessivamente:

(1;‘(><+c)2 +y2)- = (2:3;—\/(3{—«;)2 +yz)2 <
o (x+c) +y? =42’ —da(x-c) 4y + (x-c)Y +y o
& day(x—c) +y? =da’—dox+xi -+t -t o af(x—-c) +y? =at-cx.

Voltando a elevar ambos os membros ao quadrado temos
a? (x?—2ex +f +y) =a' — 2afex + X =
e (2t -+ alyt =at (@® - ). (3.27)

Ora, como a > ¢ (de (3.26)), tem-se (a—c)(a + ¢} = a® —¢* >0 Ga que a, ¢ > 0; com ¢ = 0 é uma

circunferéncia). Entfio, se pusermos b =+a’ —¢* , ou seja,
b2 =gl
b ¢ um numero real positivo ¢ a equacio (3.27) pode ser escrita mais simplesmente
b’ + &'y’ = a’b?.
Dividindo ambos 0s membros por a’b® obtém-se

2

R A
a- b’

que ¢ a chamada equagdo reduzida da elipse. A elipse é simétrica em relagdo ao eixo dos xX, pois
substituindo em (3.28), y por {(~y), obtém-se (3.28) outra vez. Também € simétrica em relagdo ao
eixo dos yy, visto que substituindo em (3.28) x por (—x} obtém-se (3.28) outra vez. Assim, a elipse ¢
simétrica em relagdo a origem do referencial.

Chama-se excentricidade da elipse, ¢ nota-se por e, ao quociente entre a semi-distancia

focal (c) e o semi-eixo maior (a):

c
e=—.
a
s , c :
Como a > ¢ 2 0, dividindo as desiguaidades por « temos, 0 £ —< 1, ou seja,
a

¢e[0, 1] (quando ¢ = 0 < ¢ = 0 — temos uma circunferéncia).

Designam-se por directrizes da elipse as rectas de equacio:

1 - . a
Note-se que, como ( <e<1, temos — > 1 e, multiplicando a desigualdade por g, vem: —>a.
e e
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Significa, entfio, que as directrizes sio rectas verticais exteriores a elipse (Figura 3.97). Fazendo em
particular, na equacdo (3.28), b = a, obtemos a equagio:

x+y' =a’,
Ou seja, trata-se de uma circunfergncia de centro na origem do referencial e raio a. As
circunferéncias sfo elipses com os semieixos, malior e menor, de comprimento @ €, por conseguinte,

com excentricidade (e distdncia focal) nula:

val-bt_ 0 _,
a

@
fl

| o
i

a
(iii) Elipse com os focos sobre o eixo dos yy

Supondo que os focos da elipse encontram-se colocados no eixo das ordenadas,
simetricamente em relagiio a origem do referencial, a sua representagdio serd como a da Figura 3.98.

Sendo os focos Fy e Fy, as suas coordenadas sfo dadas agora por (0, ¢) e (0, —¢), respectivamente
(FF, =2c¢). Considerando um ponto qualquer P(x, y) da elipse, entdo a soma das distancias a que

se encontra de Fy e Fy, ou seja, dy + da, € constante e €, neste caso, 2b. Assim, o lugar geométrico da
elipse ¢ traduzido pela condigdio: d; + d; = 2b. Procedendo de forma semelhante a dedugio da

formula (3.28) em (ii), deduz-se a equacio reduzida da elipse agora com os focos sobre o eixo dos

yy (a <b):

X2 yz
pat — = 1.
a~ b
.. , c . . . e
Desta vez a excentricidade ¢ dada por e = 3 e as directrizes sdo dadas pelas condigdes

y:

b
e

o |T

(rectas horizontais fora da elipse) — Figura 3.98.

(iv) Elipse definida a partir de uma circunferéncia

A elipse também pode ser obtida a partir de uma circunferéncia, fazendo uma

transformacgdo afim numa das coordenadas e mantendo a oufra invariante. Consideremos, entdo,

uma circunferéncia de centro na origem de um referencial ¢. 0. n. e com raio » -~ equagdo {3.3) -
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Figura 3.98: Uma elipse com o eixo maior sobre o eixo das ordenadas. Os jfocos t8m coordenadas:

Fi(0, ¢} e Fo{0, —¢). A distdncia focal € F\F, = 2¢. Os vértices t8m coordenadas: V4,{0, b), V,(0, -b),

Vi(a, 0y e Vy(—a,0). O eivo maior & [V V,]: V|V, =2b. O efxo menor € [VaV,]: VoV, =2a Temos d,

+ d; = F,P+F,P=2b. Pelo Teorema de Pitagoras, aplicado ao trifingulo [FF,0V,], rectingulo em O,

. . . X . b b
temm-se: a> = b® — ¢>. As directrizes da elipse sdo as rectas de equagdio: y=— ¢ y=—— emquea
e e

excentricidade da elipse é e= —;— (Dse<1),

seccdo 3.5.7. Facamos uma transformacio afim das ordenadas® dos pontos da circunferéncia (k>0):

{X=X - X=X
Y .

Y =k =
Y Y ”

Substituindo em 3.3, obtemos:

(g
k

Dividindo 2 equacio pelo segundo membro, r?, sai a equaciio reduzida da elipse (Figura 3.99):

X' v?
— e —2 = 1_
r (k)
X 2 2
X = kx = e—— AT
% Claro que o mesmo raciocinio se aplica as abcissas: { = * k . E aequagio reduzida da elipse & X ~ + ij_ = |
=Y y= A% (rk)“ P

(Figura 3.100}.
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Figura 3.99: Elipse obtida a partir da circunferéncia de centro (0, 0) e raio OP = I, por uma

transformacio afim das ordenadas dos pontos da circunferéncia (s. g. OV = kOP ): (a) Com k>1;

(b)Y Com 0 <k < 1 — obtemos uma elipse com o eixo maior segundo o eixo dos xx.

—

=

7 ’
r ' ] X
i QO ATV ™ /

(a) (b}

Figura 3.100: Elipse obtida a partir da circunferéncia de centro O(C, 0) e raio OA=T1, DOr uma

transformag&o afim das abcissas dos pontos da circunferéncia (e. g. oV = kO_A): (a) Com k> 1; (b)

Com 0 <k < | — obtemos uma elipse com o eixo maior segundo ¢ eixo dos yy.

Na Figura 3.100 temos a transformacio afim das abcissas dos pontos duma circunferéncia

de centro na origem de um referencial c. 0. n. e raio r.
(v) Uma construciio da elipse

Para determinar, com papel e ldpis (e um compasso), os focos da clipse dados os eixos

maior [AB] e menor [CD], toma-se para abertura do compasso metade do eixo maior (MAMOm com O o
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Figura 3.101: Determinagiio dos focos F; ¢ F, da elipse dados os ¢ixos maior [AB] e menor {CD] —

colocados perpendicularmente e com o ponto médio comum O. Ver texto com os detathes.

Figura 3.102: Construgio da elipse conhecido o eixo maior [AB] ¢ o eixo menor {CD]: Tragam-se
duas circunferéncias concéntricas™, no centro da elipse (O) cada uma passando por um par de
vértices; constroi-se uma semi-recta » com origem também em O. Pela intersecgio da semi-recta » com
as circunferéncias, I, e I, fazem-se passar perpendiculares aos eixos respectivos ([CD] e [AR]). O
ponto de encontro destas perpendiculares € um ponto P da elipse. Determinamos depois outros pontos,
com ouiras semi-rectas: tantos quantos os necessdrios para representar a elipse aproximada, a mio

livre,

7 . L .
centro da elipse)’’. Com centro numa extremidade (vértice) do eixo menor, por exemplo C,

tracamos uma circunferéncia que intersecta o eixo maior [AB] determinando os pontos Fy e F; — os

focos — Figura 3.101. De facto, CE, = C_F2 = AO & o semi-eixo maior da elipse, J& que temos

C_F, + CF, = constante (ver (i) e (ii)). Constréi-se agora uma elipse utilizando o chamado método

das circunferéncias (Figura 3,102).

™ Duas circunferéncias dizem-se concéntricas quando tém o mesmo centro mas raios diferentes.
™ Veja as instrugdes para a construgdio da elipse no Sketchpad na seegiio 3.8.4,
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Figura 3.103: Os clementes de uma hipérbole (que tem sempre dois ramos - azul). As rectas fe n sdo
designadas por eixo focal e eixo normal, respectivamente. F; e F, sdo os focos (ﬁ ¢ a distincia
Jocaly, C € o centro e V| e V, s80 0s vérrices da hipérbole; [V V3] € © eixo rransverso ou eixe real da
hipérbole; [A;Az] € o eixo ndo transverso ou conjugado ou imagindrio (A_lC = C—E); [1.I5] e {L1s)
sio cordas (segmentos gue unem quaisquer dois pontos da hipérbole); {I;1;] € um didmetro (cordas que

incluem C}. {LsI] é uma corda focal (passa por foco). X € um ponto sobre ¢ eixo focal.

3.6.2 Estudo da hipérbole
(i) Definiciio geométrica e outras definiges

Chama-se hipérbole ao lugar geométrico dos pontos P do plano tais que o médulo da
diferenca das distincias de P a dois pontos fixos do plano, chamados focos da hipérbole, € sempre
igual a uma constante positiva; esta é sempre menor que a distincia entre os focos (Figura 3.104).

Na Figura 3.103 temos as designag¢des dos varios elementos de uma hipérbole.
(ii) Hipérbole com os focos sobre o eixo dos xx

Consideremos os focos da hipérbole sobre o eixo das abcissas e simetricamente colocados

em relaglio & origem do referencial ¢. o, n. — Figura 3.104. Sejam Fy{c, 0) e Fz(—, 0) os focos da
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hipérbole. Ora, 2¢ serd a distancia focal, ou seja, ;ETI*:: = 2¢. Tome-se um ponto qualquer P(x, y) da

hipérbole, e representemos por d; a distancia de P a F e por d; a distincia de P a F;. Por definig#o,
o médulo da diferenga das distancias a que P estd dos focos, ou seja |dy — dif, € constante. Seja 2a

essa constante. Assim, o lugar geométrico da hipérbole ¢ traduzido por:
d - dof =22 ou |PF, ~ PF,|=2a,
ou de forma equivalente
d, —~d;=+2a ou PF, ~PF, =+2a. (3.29)
Assim, podemos escrever de (3.1) que

d;= FP=y(x—c)’ +y’ e dy= EP=y(x+0c)’ +y*.

Entio de (3.29), vem que

\/(ch)2 +y? - \/(x+c)2 +y® =423,

Desembaracando de radicais, desenvolvendo e reduzindo obtemos sucessivamente

(«/(X—c)z-&yz)=(i2a+1/(x+c)2+y2) <
& (x—c) +y? =da’tda(x+c) +y + (x+e)+y o
& %2+t - dex ——4a2=i4a1/(x—i~c)2+y2 +x2 4 ¢ e ex+at=+4p ,(X+C)2+y2 -

o AP+ 2calx Fat =alxt + 2cax +aldt +dfyY o

o A +at=ald + k4 aly (3.30)
Ora, como a < ¢ (visto que 0 < 2a < 2¢ de (i), tem-se (¢ + a){ic — a) = ¢ — @’ > 0. Entdio, se

PUSErmMos

b= +c’—a’ (b serd um numero real positivo),
ou s¢ja,
B=ct-a’ o F=a'+1b,
a equacao (3.30) pode ser escrita da forma
a2+ b +at =2l rat +alb? + Aty @ bixP—alyt = a’hl
Dividindo ambos os membros por a’b’, vem

%2 yz
— =1 3.31
a® b’ ( )

que ¢ designada a equagdo reduzida da hipérbole.
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Figura 3.104: No referencial ¢. 0. n. uma hipérbole {vermelho) tem os fecos de coordenadas Fi(c, O} e

Fa(-c, 0). Assim, a distdncia focal ¢ FF, = 2c. Os vértices t8m coordenadas: Vi(a, 0) ¢ Va{-a, 0). Os
pontos P, Py, P; e Py pertencem & hipérbole. O eixo transverso [V (V] tem V|V, = 2a. O eixo ndo

transversa [A Az tem A A, = 2b. Temos |d) — dyf m|P_F,—P_Fg

= 2a. Do tridngulo rectingulo em V,,

s a & , . ., c
[F*V,0], tem-se: c?=a’+ bh As rectas x = ~— ¢ X = — si0 as directrizes da hipérbole (e = — éa
e e a

excentricidade). X & um ponto sobre ¢ eixo focal.

Observemos que, tal como a elipse, a hipérbole € simétrica em relagdo ao eixo dos xx, e em
relagio ao eixo dos yy, pois substituindo em 3.31, y por (-y) e x por (-x), respectivamente, obtém-
se 3.31 na mesma. Assim, a hipérbole é simétrica em relagéo & origem do referencial.

Denomina-se excentricidade da hipérbole, e denota-se, como no caso da elipse, por e, ao

quociente entre a semi-distincia focal (¢) e o semi-eixo transverso (a):

C
e=—.
a

- . c .
Como 0 < a < ¢, dividindo estas desigualdades por ¢, vem — > 1, ou seja,
a

ec]l, +oof.
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Figura 3.105: Uma hipérboie (vermetho) com os focos sobre os eixos das ordenadas, num referencial
¢. 0. n., com coordenadas F (0, ¢} e Fo(0, —¢). A distincia focal € FE, = 2c. Os vértices 1&m
coordenadas: V,(0, b) e V,(0, ~b). P, Py, P; e P; sfio pontos quaisquer da hipérbele. O eixo transverso

[V V] tem V|V, =2b, O eixe ado transverse [BB,) tem B B, =2a. Temos |d, - dy = 'ﬁ—ﬁa:

<Nk~

= 2b. Tem-se, do trifingulo rectingulo em V|, [F'V,0], a relagio: ¢t =a’+ b’ As rectas y =

b, N "y ¢ . - . :

y = —— sd0 as direcirizes da hipérbole (e = 5 ¢ a excentricidade). X é um ponto sobre o eixo focal.
€

Designam-se directrizes da hipérbole as rectas de equagio:

1 a ; ) . .
Desta vez, temos e > 1 ou — < 1 ou — < a, pelo que as directrizes estdo sempre entre 08 dois ramos
e e

da hipérbole.
(iii} Hipérbole com os focos sobre o eixo dos yy

Consideremos, agora, que os focos se encontram no eixo das ordenadas e sdo simétricos
em relacdo a origem do referencial ¢. o. n. — Figura 3.105. Sendo os focos representados por Fy e F,

as suas coordenadas sdo dadas, neste caso, por (0, ¢) e (0, -¢), respectivamente. Admitindo um ponto

206



P(x, y) qualquer da hipérbole, e tomando por d, a distincia de P a F, e por d, a distanciade Pa Fy, o
modulo da diferenca das distincias a que P estd dos focos é constante. Seja 2b essa constante.

Assim, o lugar geométrico da hipérbole ¢ traduzido por:

id, = dy| = 2b ou 19?,—% = 2b,

Fazendo um estudo analogo ao realizado para a hipérbole com os focos sobre o eixo dos xx,

obtemos a equagio reduzida da hipérbole (¢ > b):

2 2

vy ooX
o o e 22 3.32
b* a’ (3-32)
Desta vez os vértices da hipérbole tém coordenadas V,(0, b) e V(0, ~b), a excentricidade ¢ dada por
c . . N . b b
g= ™ ¢ as directrizes sdo dadas pelas equacfes y= — © y=—=.
e e

Em particular, se fizermos a = b, em (3.31) ou (3.32) — equagdes reduzidas da hipérbole,
estas ficam escritas na forma
X~y =2a" ou y -x =a’
consoante os focos estejam no eixo das abeissas ou no eixo das ordenadas, respectivamente. A estas

hipérboles chamamos hipérboles equildteras., J4 que 0s e1X0s transverso € ndo transverso sae 1guals.
(iv) Uma construc¢io da hipt’zrbole-"2
Da propria defini¢do de hipérbole procedemos a construgdio desta conica, conforme a

Figura 3.106. Dados os focas, F) e Fy, e os vértices, Vi e V,, da hipérbole, o ponto C serd o ponto

médio de [V V4] e [FF;]. Toma-se um ponto X arbitrario sobre o eixo focal e fora do segmento de

recta [V V,]. Deste modo sera sempre V,X — V,X constante (ou seja, 2a). Procede-se como na

Figura 3.106.
3.6.3 Estudo da parabola

(i) Definicao geométrica e outras defini¢des

Chama-se pardbola ao lugar geométrico dos pontos do plano equidistantes dum dado

ponto, chamado foco, e duma recta, chamada directriz, que ndo contém o foco. Na Figura 3.107,

™ Ver na secgiio 3.8.4 a construgiio da hipérbole no Sketchpad.
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Figura 3.106: Construgiio da hipérbole (vermelho) a partir da sua definigdo; dados os focos F, e Fy e

os vértices V| e V,: C é o ponto médio de [V, V,] e [F|F;] (centro da hipérbole). Toma-se X, um ponto

qualquer sobre o eixo focal mas fora do eixo transverso [V V;]. Centramos circunferéncias em F, e F,

com raios VX e V,X. Os pontos de intersec¢io das circunferéncias, duas a duas (maior com

menor), sdo pontos da hipérbole como, por exemplo, I;, I (ramo esquerdo)e I3, Is (ramo direito).
Escolhendo mais pontos como X, teriamos um nimero suficiente de pontos sobre a hipérbole para a

representar aproximadamente, & mao livre.

temos as designagdes dos vérios elementos de uma parabola.

(ii) Parabola com a concavidade voltada para cima.

Fixando, num referencial c. 0. n., o foco F sobre o semi-eixo positivo dos yy, marquemos a
directriz na horizontal (designemos por D o ponto de intersec¢do da directriz com o eixo dos yy), de
tal modo que o eixo das abcissas seja a mediatriz do segmento de recta definido pelo foco e por D -
Figura 3.108. Consideremos p, que se designa pardmetro da pardbola, como sendo a distancia entre

o foco, F, e o ponto D, ou seja, a distdncia entre o foco e a directriz (p define uma pardbola). Assim,

F e D tém coordenadas [O—EJ e [O,—%}, respectivamente. A directriz € uma recta horizontal de

p

equagdo y = =5 e o vértice da pardbola coincide com a origem do referencial. Consideremos,
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Figura 3.107: Os elementos de uma pardbola, A recta d € a directriz e a recta r é o eixo de simetria
(d L 1), intersectam-se em A. F ¢é o foco. V, ponto médio de [AF], designa-se vértice da parabola.

[B:B.] ¢ uma corda (segmento gue une dois quaisquer pontos da parabola). [C,C,] é uma corda focal.

[DF] € um raio focal.

A
y

F(0, p/2),

-

il

i
(SR

D(0, -p/2) M(x, -p/2)

Figura 3.108: Parabola com o foco no semi-eixo positive dos yy: F[O, %} A directriz d é a recta

horizontal y = w%. D[O‘MZEJ ¢ a interseccdo de ¢ com o eixo dos yy. O vértice V da pardbola é a

origem do referencial c. 0. n.. O eixo dos xx € a mediatriz de {FD]. O eixo dos yy é o eixo de simetria

da pardbola e esta escreve-se pela condigdo: d, = PF=PM =d,.

um qualquer ponto P(x,y) sobre a pardbela ¢ um ponto M(x,—g} sobre a directriz. O lugar
geométrico da parabola € traduzido pela condigio
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d;=d; ou PM =PF, (3.33)
sendo PM a distancia, na vertical, de dois pontos, ou seja,

p

PM = y+2
yz

3

e PF ¢ a distancia de dois pontos quaisquer do plano, ou s¢ja, de (3.1):

Substituindo na igualdade (3.33), vem

p
+_
YT

e

elevando ambos os membros ao quadrado fica:

2 2
Yapy+ E=xt+yopy+r B
4 4
donde
x* = 2py (3.34)

¢ a chamada equagdo reduzida da pardabola.

Observe-se que a parabola é simétrica em relagio ao eixo dos yy, uma vez que substituindo
X por (—x), obtém-se outra vez (3.34).

Chama-se excentricidade da parabola, ¢ denota-se por e, a razéo das distancias de qualquer
dos seus pontos ao foco e a directriz. Significa, portanto, que a excentricidade da parabola ¢ sempre

igual a 1, ou seja,
(iii) Uma construcio da parébola”
Tiramos da propria defini¢do de pardbola um processo de construgdo desta curva por

pontos (Figura 3.109), uma vez que ¢é constituida por todos aqueles que sio equidistantes do foco F

e da direciriz d.

¥ Veja na secglio 3.8.4 a construgiio no Sketchpad da pardbola.
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Figura 3.109: Construgdo de uma parabola, conhecido o foco F e a directriz d: determina-se o ponto
D da directriz construindo a perpendicular a d que passa por F (a recta FD); o vértice V da parabola é

o ponto médio do segmento de recta [FD]. Tomando um ponto qualquer X sobre a semi-recta [VF,
traga-se por X uma paralela, , a recta d. Todos os pontos da recta r estdo a distincia’ DX da recta d.

Representando, com centro em F e raio igual a DX, um arco de circunferéncia até cortar a recta » em
dois pontos P, e P, estes pertencem a parabola. Repete-se o processo, marcando-se outros pontos na
semi-recta [VF, como X, obtendo, assim, mais pontos da pardbola. Finalmente, unem-se todos os

pontos da pardbola a mio livre, obtendo uma paribola aproximada tdo precisa quanto desejarmos.

3.6.4 Sumario das propriedades das conicas

Sumariamos na Tabela 3.2 as principais caracteristicas das trés coénicas estudadas nas

seceoEs 361, 3.6.2 € 3.6.8.

3.7 Aplicacgdes praticas

3.7.1 Transformagoes geométricas

Exercicio 1: Sdo dadas duas circunferéncias C; e C,, uma recta » € um numero d > 0.

Encontre uma recta paralela a » que intersecte C; e C, em pontos P,eC; e P,eC; tais que P,P, =d

™ Chama-se distancia de um ponto P a uma recta r, e escreve-se d(A, r), a distancia do ponto P ao ponto de » mais préximo de P.
Ora, o ponto de » mais préximo de P é o pé da perpendicular baixada de P sobre r, ou seja, é o ponto de intersecgdio da recta » com a
perpendicular a » que passa pelo ponto P. A distdncia entre duas rectas paralelas ¢ a distincia de um ponto de uma delas & outra.
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Propriedades Definicdo Focofs) | Vértice(s) Directriz(es) Excentricidade | Simetria
Conicas {e)
Elipse d, + d, = constante dois quatro c=+2 {0, If dois eixos
:\f_z_+£_ . {Figura 3.97) ¢
2l B2
Hipérbole |d, — da | = constante dois dois S a 11, o[ dois eixos
x? y? {Figura 3.104) &
2t b
Pardabola dy=d; um um __P 1 um eixo
?=2py (Figura 3.108) T

Tabela 3.2: Propriedades das cénicas.

(Aradjo 1999).

Resolucio: Marquemos, na recta r, dois pontos A ¢ B a distancia 4 um do outro. Pode,
entdio, dar-se dois casos: P; é a imagem de P, pela transformag@o associada a Kﬁ, ou P; é a imagem
de P, pela transformacdo associada a BA .

1° Caso: P3, sendo a imagem de P,eC,, pertence a imagem C'; de C; pela translagdo

associada a Kﬁ, logo Py é um dos pontos de intersecgio de C’; com C; {caso haja outro ponto de
interseccio, ele conduz a outra solugfio do mesmo problema). Assim, e uma vez que ¢ facil
determinar C’; (bastando construir o transladado do centro de C; - Figura 3.110), posso determinar
P»; e uma soluciio do problema ¢ a recta paralela a r que passa por Pz (O problema tem no maximo

quatro solugdes distintas).

2° Caso: Analogo, visto que P é a imagem de P pela translaglo associada a BA .

Exercicio 2: Sio dados dois pontos P e Q do mesmo lado da recta r. Enconire um ponto O
em r de tal modo que a soma das distincias de O a P ¢ de O a Q seja a menor possivel (Arayjo

1999).

Resolu¢io: Dado um qualquer ponto M € 1, ¢ designando por P’ a imagem de P pela

reflexdo de espelho r, temos MP = MP' (Figura 3.111). Assim, minmmizar a soma M(—Q+I\_/ﬁ;

(Mer), é o mesmo que minimizar MQ+MP' (Mer). Se M nfio pertencer ao segmento de recta

[QP’], a desigualdade triangular (Propriedade (iv) — secgdo 3.2), aplicada ac AJQMP’], diz que
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r AB =d>0
A S B

Figura 3.110: Em r estdo marcados dois pontos A ¢ B 4 distdncia  um do outro. A circunferéncia

Cy’, de centro O’), é a imagem de C, (com centro O} pela translagiic associada ao vector AB. Em

s temos: P eC, e a sua imagem P,eCon(C'y.

o0

Figura 3.111: P ¢ Q s3o dois pontos quaisquer do mesmo lado da recta ». Mer e P’ € a imagem de P

pela reflexio no espelho . Temos: MP =MP*. O ponto O, de intersecgio de [QP'] com r, é o ponto

cuja soma das distincias de O a P e de O a Q ¢ a menor possivel.

MQ +MP' > QP'
¢ se M for a intersecciio de [QP’] com 1, temos
MQ+MP' = QP'.

Ou seja, o ponto O de interseccdo de [QP’] com r € 0 que procurdvamos.

Exercicio 3: Dado um ponto O no interior do dngulo ZABC (isto é, entre as semi-rectas

com origem comum B: [BA ¢ [BC), construa por O uma recta r que corte os lados do angulo em
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Figura 3.112: O ¢ interior ao ZABC. A’ ¢ B’ sfio as imagens de A e B, respectivamente, pela simetria
de centro O. M ¢ a intersecgio da semi-recta [BC com a recta A'B’. N € a imagem de M pela simetria

de centro O. Os pontos M e N determinam r, ¢ O € o ponto médio de [MN].

pontos M e N tais que O seja o ponto médio de [MN] (Aratjo 1999).
Resolucdo: Construimos, através da simetria de centro O, A’ e B’, a imagem de A e de B,
respectivamente (Figura 3.112). M ¢ a intersecgfio da semi-recta [BC com a recta A'B’. N é a

imagem de M pela simetria de centro O, obtendo-se, assim, ¢ pretendido.

Exercicio 4: S3o dados um quadrado [ABCD] e um ponto X num dos seus lados. Inscreva
em [ABCD] um trifingulo equilatero de que um dos vértices seja X (Araujo 1999).

Resolugdo: Podemos observar, na Figura 3.113, que pela rotago (X; 60°) do quadrado
[ABCD], obtém-se Z ~ ponto de intersec¢fio com a sua imagem [A’B’C’D’]. Pela rotagdo (X; —60°),

Z é enviado em Y, e temos, assim, o tridngule equilatero [XYZ] pedido.

Exercicio 5: Dados trés pontos P, Q, R numa circunferéncia C de centro O e raio [OP],
construa XeC de tal modo que [QR] e [PX] se intersectem no ponte médio de [PX] (Aratjo 1999).

Resolucdo: Os pontos médios das cordas [PX], M, com XeC, constituem a imagem de C
pela homotetia de centro P e raz#o E; essa imagem ¢ a circunferéncia C’ de diametro [OP]. O

ponto médio da corda procurada € pois uma das intersecgdes de C* com [QR]. Este problema pode
nio ter solugdo, ter um ou duas solugdes. Na Figura 3.114 apresenta-se uma solugo, mas podiamos
referenciar uma segunda solugdo: o segmento de recta de extremo em P cujo ponto médio é o

segundo ponto de interseccdo de C* com [QR].
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Sy

\c‘) A:

Figura 3.113: O quadrade [A’B'C’D’] ¢ a imagem do quadrado {ABCD] pela rotagdo (X; 60°),

intersectando-se em Z. Y ¢ a imagem de Z pela rotagiio (X; -60°). O A[XYZ] ¢ equildtero.

Figura 3.114: P, Q, R sfo pontos da circunferéncia C. Os pontos médios das cordas [PX], XeC, estdo na
imagem C’ — circunferéncia de difimetro [OP], de C, pela homotetia de centro P e razdo —5 .M € o ponto

médic da corda [PX].
3.7.2 Propriedades dos tridngulos

Exercicio 1: Considera um qualquer tridingulo A[ABC] equilatero, como na Figura 3.115.

1.1 Exprime a altura, h, do tridngulo em fungio do comprimento, x, do seu lado.

Resolu¢iio: Na Figura 3.115, temos que a altura A, relativamente a base [AB], divide [AB]
ao meio, isto é, M ¢ o ponto medio de [AB]. Ora, como o tridngulo [AMC] ¢ rectangulo em M,

temos pelo Teorema de Pitdgoras:
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Figura 3.115: O A[ABC] é um tridngulo equilatero qualquer. M é o ponto médio de [ABle h é a

altura do tridngulo relativamente a base [AB]. x € o comprimento do lado.

3x? 3

h2+[%J - o h2=x2—% S

Ou seja, a expressio que exprime a altura, A, do tridngulo como funcdio do comprimento, x > 0, do

V3

seulado é h= -—Z—X.

1.2 Indica a expressdo que define a area do tridngulo.

Resolucdo: A 4rea de um trifngulo & dada por: Area = P—E—E (ver Apéndice IV). Neste

V3
— X .

3 .
caso, abase b=x eaaltura h= TX, logo Area wiangulo =

Exercicio 2: Considerando o A[ABC] equilatero, mostre que, tendo os lados 3 m, o
centro fica a meio metro de qualquer base (retirado de XEQMAT, Matematica, 10° Ano, Editorial o
Livro — Pag. 9).

Resolucio: Sendo o tridngulo A[ABC] equildtero, o ortoceniro, o baricentro, o
circuncentro ¢ o incentro coincidem (Figuras 3.15, 3.18 ¢ 3.116)}. Vamos entdo tragar duas alturas
que se cruzam no ponto O (ortocentro), [AP] e [BQ], e como sdo também bissectrizes, obtemos as

amplitudes dos dngulos ZOBP e ZBOP:
OBP =30° ¢ BOP =60° [= 180° - (90° + 30°)].

Ora, temos que, 0 A[BOP] ¢ metade de um tridngulo equilatero (do A[OBC]), logoaP5 é metade de

OB ede OA, ou seja, 0A=20P. Logo, o centro O dista da base [BC] é— da altura do tridngulo

A[ABC], [AP]: AP = AQ + OP =20P + OP =30P < OP = — AP.

1
3
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Figura 3.116: O tridqngulo [ABC] ¢ equilitero. As suas alturas, [AP] e [BQ), intersectam-se no ponto

0 - 0 ortocentro do fridngulo. Tendo os lados V3 metros, o centro O fica a meio metro de qualquer

base: OP = 1— m.
2

Se o lado do A[ABC] mede V3 m, tem-se, pelo Teorema de Pitdgoras aplicado ao tridgngulo [APB]

rectangulo em P, que:

5Y :

AR =AP° +PB o (3) =AP +(7) < AP :2?{ = E=%

Portanto,

Logo, o centro ficara a meio metro da base (o0 mesmo raciocino se faria para as outras duas bases).

Exercicio 3: Mostre que, em qualguer tridngulo, a recta que une os pontos médios de dois
lados ¢ paralela ao terceiro lado (Aragjo 1999),
Resolugfio: Consideremos um tridngulo A[ABC] qualquer. Pelo ponto médio Z pertencente

ao lado [AB] fagamos passar a paralela a BC, ZY (Figura 3.117). Vamos mostrar que Y é o ponto
médio de [AC] ¢, além disso, temos que: ZY = % BC. Ora, tomando Xe[BC] tal que [ZX] || [AC],

obtemos um paralelogramo [ZXCY], em que [ZX] = [YC] e [Z2Y] = [XC]. Mas também, pelo 2°
critério de congruéncia — ALA (secclio 3.2), como é LCBX = LAZY, [BZ] = [ZA] e também
£BZX = ZBAC, temos que A[AZY] = A[ZBX]. Assim [AY] = [ZX] = [YC] e portanto, Y é o ponto

médio de [AC]. Por outro lado, [BX] = [2Y] = [XC] e logo ZY = % BC.
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/ - C
B X
Figura 3.117: O tridngulo [ABC] ¢ qualquer. Z ¢ o ponte médio de [AB] ¢ ZY ¢ paralela a BC.

Temos: A[AZY]=A[ZBX]. [ZY]][AC]e ZY = — BC.

[N R

Figura 3.118: O tridngulo [ABC] ¢ gualquer. M é o ponto médio de [AB] e N € o ponto médio de

[AC]. E A[ABC] ~ AJAMN], [MN] | [BC] ¢ MN = — BC.

i
2

Exercicio 4: Num tridngulo qualquer A[ABC], sendo M e N os pontos médios de dois

lados, [AB] e [AC] respectivamente, MN =3 ¢ NMA =45°, calcule BC ¢ B (retirado de
XEQMAT, Matematica, 10° Ano, Editorial o Livro — Pag. 10).

Resolu¢dio: Consideremos um trifingulo A[ABC] qualquer nas condi¢Bes do enunciado,

AB ¢ AN =

AC, significa que -A_g = % Por outro

lado é £MAN = ZBAC. Assim, pelo 2° critério de semelhanca de tridngulos (LAL), temos que

como na Figura 3.118. Como AM =

b | —
[N

A[ABC] ~ ALAMN] e a raziio de semethanca & é Qu seja, MN = BC ¢ MN I BC. Assim,

1
2

BC =2MN =6 ¢ ABC = NMA =45°,
3.7.3 Poligonos

(i) Construgiio de poligonos regulares

Exercicio 1: Dada uma circunferéncia C; de centro O ¢ didmetro [AB], inscreva nesta um
pentagono regular.

Resolugiio: Construimos a circunferéncia C; de ceniro O e didmetro [AB] e construimos
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Figura 3.119: O pentagono {P,P,P;P,Ps] estd inscrito na circunferéncia C; de centro O e raio [OA]

o difmetro perpendicular a [AB], [CD} (Figura 3.119). Dividimos o raioc [OB] ao meio,
determinando assim o ponto médio M. Fazendo centro em M e com raio [MC], construimos o arco

de circunferéncia CP (P ¢ o ponto de intersec¢do do arco de circunferéncia com o raio [OA]).

Marcamos sobre a circunferéncia C, pontos a distancia CP partindo, por exemplo, do ponto Py: Py,

P3, P4 e Ps. Unindo-os obtém-se o poligono pretendido [P P,P3P4Ps].

Exercicio 2: Inscreva numa circunferéncia um hexdgono regular e compare o dngulo ao
centro do hexagono com um radiano.

Resolu¢iio: Considerando uma circunferéncia de centro O e raio qualquer, por exemplo
[OA], dividimo-la em seis partes iguais, construindo de seguida o hexagono [ABCDEF], como na
Figura 3.120. Comparemos, em termos geométricos, o angulo de um radiano com o angulo ao
centro de um hexdgono regular inscrito na circunferéncia. Ora, sabemos que o dngulo ao centro de
um hexagono regular vale 60°, e que o arco associado com a mesma amplitude, por exemplo o arco
DE, é maior que a amplitude do arco cujo comprimento ¢ igual ao raio da circunferéncia (por
exemplo o arco DG). Ou seja, um angulo com a amplitude de 1 rad (DOG ) € ligeiramente inferior a

um angulo ao centro de um hexagono:

1 rad = DOG < DOE = AOB = 60°.
(ii) Construciio de poligonos estrelados

Exercicio: Mostre todas as estrelagdes possiveis do decdgono.

Resolucio: Vamos comecar por construir uma circunferéncia de centro Q e raio qualquer.
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Figura 3.120: O hexdgono [ABCDEF] estd inscrito na circunferéncia de centro O. O comprimento do

arco DG € igual ao raio r da circunferéncia. Um 4ngulo ao centro com a amplitude de 1 rad (como

DOG ) € um pouco inferior a um dngulo ao centro de um hexdgono regular (60° = DOE = AOB B

Decédgono 1? estrelagdo 2% estrelagdo 3® estrelagio
Figura 3.121: O decédgono [P,P,P3P,PsP¢P,PsPoP o] (verde) estd inscrito na circunferéncia de centro
O. Decdgono estrelado regular: 1* estrelagio [P1AP2AP3AP AP sAsPsAP7APsAgPoAP 10A o]
(vermelho) — obtém-se unindo os vértices de dois em dois; a 2* estrelagdo obtém-se unindo os vértices
de trés em trés — [P,B,P,B,P;B3P,B4PsBsP¢BsP:B/PsBsPoBoPoBig] (azul); a 3 * estrelagio
[P,CP5CyP3C3P4CyP5CsPsCP7C7PgCsPoCoP Cyo] (amarelo) — obtém-se unindo os vértices de quatro

em quatro.

Dividimo-la em dez partes iguais marcando, para o efeito, dez pontos na circunferéncia, Py, Py, ...,
Pio (Figura 3.121). Unindo os pontos pela ordem em que estdo na circunferéncia obtemos o
decdgono. Verifica-se que sé podemos obter até a terceira estrelagfio, visto que, & medida que vamos
prolongando os lados observamos, por exemplo partindo do lado [PP;] do decdgono, que temos a
recta P,P, paralela a PsP7. Para obtermos a primeira estrela unimos os pontos alternadamente, isto
¢, deixando um vértice entre dois. A segunda estrela € obtida “saltando” dois vértices, € obtemos a
terceira estrela ‘‘saltando” trés vértices. Ou seja, podemos ordenar os vértices do decdgono

estrelado regular, contando, os vértices representados na circunferéncia, da seguinte forma: o
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Figura 3.122: O rectingulo [ABCD] esti dividide em quatro rectingulos iguais.

poligono regular ~ de um em um; a primeira estrela — de dois em dois; a segunda estrela — de trés

em irés; a terceira estrela — de quatro em quatro.

3.7.4 Calculo vectorial

(i) Operacdes com vectores

Exercicio 1: Considere a Figura 3.122 que representa um rectangulo { ABCD] dividido em

quatro rectangulos iguais. Utilizando as letras da figura, calcule:

1.1 A+ QP; C+BA; D+ PB; R~ BC.
Resolugio: A + @ =A+ AM =M.
C+BA =C+CD =D
D+PB=D+DP =P
R-BC =R+ CB=R+RM =M.

12 QP + BN; — AB +2AQ; [MN-RN)+RA; 2AM - DP.

ry | =

Resolucio: @ + BN =6§+1T§ =Q—R

%“§+2A—Q=m+zﬁzm+ﬁﬁmﬁ
MN-RN)+RA = (MN+NR )+ RA + RA = MA

+RA =
2AM ~ DP = AB + PD = AB + BP =

]
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Figura 3.123: [ABCDE} é um pentigono regular.

Exercicio 2: A Figura 3.123 representa um pentdgono regular [ABCDE]. Justifique que

%_% <2 (retirado de Matematica, Teoria e Pratica, 10° Ano, Rumo — Pag. 339).
Resolugio: Observando a Figura 3.123 podemos ver que:
AE+ ED = AD.
Calculando a norma vem |IE + ED | = HATD Il. Por outro lado, sabemos pela propriedade (iv) —

Desigualdade Triangular (secciio 3.2), que ||_A_1§, + ED | <1 AE ||+ |iE]3 il. Ou seja
AD<AE+ED.

Mas como o pentageno ¢ reguiar temos que AE = ED . Assim, podemos escrever

AD<2AE < <2.

53l

(ii) Vectores colineares. Angulo de dois vectores, Combinacio linear de um vector.

Exercicio 1: Unindo os pontos médios de lados consecutivos de um quadritdtero qualquer,
obtém-se um novo quadrilatero. Que caracteristicas tem o quadrilatero obtido? (retirado da
Brochura de Geometria, 10° Ano — Pag. 116, 117).

Resolucdo: Vamos comegar por representar na Figura 3.124 um quadrilatero qualquer

[ABCD] e marcar os pontos médios dos seus lados: M, N, P e Q do lado [AB], [BC}, [CD] e [DA],

respectivamente. Calculando os vectores MNe _Q—f’vamos ter:

JE— ] —

mzﬁﬁ+@z%AB+ggcz%<z§+ﬁe)=

QP = QD + DP =

AD +

bC =

1 (A—D+Ba)m—1-;\6
2 2

M| —

1
2
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Figura 3.124: [ABCD] é um quadriidtero. Os pontos médios dos seus lados respectivos M, N, P e Q

definem um paralelogramo”.

A B

Figura 3.125: [ABC] ¢ um tridngulo e, M e N sio os pontos niédios dos lados.

Ou seja, MN = @ Concluimos que os vectores MN e @3 s#io paralelos ¢ com o mesmo

comprimento. Da mesma forma se tira que os vectores MQ ¢ NP s#o paralelos e com o mesmo

comprimento. Donde se tem uma figura com os lados paralelos dois a dois — um paralelogramo.

Exercicio 2: No tniangule [ABC] qualquer (Figura 3.125), M e N so os pontos médios dos
lados [AC] e [BCI, respectivamente. Mostre que MN ¢ colinear com AB e calcule k de modo que
AB =kMN (retirado de XEQMAT, Matematica, 10° Ano, Editorial o Livro — P4g. 77).

Resolucgiio: (Ver Exercicio 3 da secciio 3.7.2) Vamos calcular o vector MN :

MN = MC + CN = (AC + CB)=— AB < MN =

ml»—*
%
0

LYY 1
2 2
= Kﬁ =2M—N.

Portanto, o vector MN ¢ colinear com o vector AB ek = 2.

Exercicio 3: Considere-se o trapézio [ABCD], representado na Figura 3.126, de bases

[AB] e [CD] e sejam M e N os pontos médios dos lados ndo paralelos, [BC] ¢ [AD]

B ver Apéndice VI, pasta CapituloS ~ Paralelogramo.gss.
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Figura 3.126: [ABCD] é um trapézio e, M ¢ N siio os pontos médios dos lades [BC] e [AD],

respectivamente,

_—

respectivamente. Mostre que MN =

1 o . . ) o
5( B + DC) (retirado de Matematica, Teorla ¢ Pratica, 10°

Ano, Rumo — Pag. 344).
Resolucio: Vamos comegar por estabelecer: AB = AD + DB ¢ DC = DB + BC.
Somando membro a membro as duas igualdades anteriores vem:
AB+ DC =(AD + DB)+ (DB + BC) ¢ AB + DC = AD + BC +2DB
Como M e N sho os pontos médios dos lados [BC] e [AD], temos
AD=2ND e BC =2BM.
Substituindo as duas relagdes anteriores na igualdade acima temos

AB + DC =2ND +2BM +2DB =2(ND + BM + DB)=2(ND + DB + BM )=

PR——

=2(ND + DM)=2NM < AB +DC =2NM < NM =

%(E«f«]ﬁ)—(’l),

Exercicio 4: Utilizando a letras da Figura 3.122 (rectingulo [ABCD] dividido em quatro

rectangulos iguais) indique:

4.1 as ampilitudes dos Angulos (pode resolver no Sketchpad): (E, ﬁé}, (R_C,ﬂ}

(é’”ﬁ,MB} [BE,XGJ e de (iE,MDJ.

Resoluciio: (A—B, B—CJ _ A—B',ms} . [ﬁ;mJ . (R—c@] 1500

(@“,ﬁﬁ} _ zg,mJ oo

A amplitude dos dois ingulos seguintes ndo pode ser determinada de forma imediata, mas pode ser
determinada com a ajuda do Sketchpad ou recorrendo ds razdes trigonométricas. Optamos por

recorrer ao Sketchpad:
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(DTf,Ké] _ (A_B'A—CJ a6 e (R_CMBJ z {"’M”"é,i&“ﬁ} e

4.2 como combinagio linear de AM e ;i\“(uj 0s vectores: E; A—C; CP e Q—fi
Resolucio: AB = 2AM +OA—Q =2m; AC =2AM +2KQ;

P=—1AM +(-1)AQ =—AM - AQ ¢ QR =1AM +1AQ = AM + AQ.
Exercicio 5: Sabendo que o angulo entre os vectores i e ¥ ¢ de 60°, determine o dngulo

formado pelos vectores: U e—v;-20 e-v,4ud €5V,

Resolucio: (af—v} = 120°; (— zﬁ,—v) =60° ¢ (4{'{:59} = 60°,

Exercicio 6: Considere os seguinte vectores escritos como combinagio linearde U e v
8 =20i+3V,b=50+4VeC =1 +37.
Determine:
61 a+b;

Resolu¢do: @ + b = (21 +3¥)+ (58 +4V)= 74 +7¥

62 b -3¢C;

Resolugiio: b —3¢c =50 +4v)-3(u +3v)=2d -5¥

6.3 33 —(5¢ -2b);

Resoluciio: 33 — (S€ —2b)=3(20 +37) —[S(@i +37)-2(50 +47)] =118 +27
3.7.5 Geometria analitica

(i) A recta orientada e distincia entre dois pontos da recta.

Referenciais cartesianos ortogonais e monométricos.

Exercicio 1: Determine as distincias entre:
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Figura 3.127: No referencial ¢. 0. n. xQy estio representados os pontos A, B, C, D, E, Fe G.

1.1 os pontos de abcissas 4 e 9;

Resolucdo: |9 — 4| = |5 =5.

1.2 os pontos de abcissas -3 e ~2;

Resolucio: |-2 ~(-3)} =|-2 + 3| =|l{=1.

1.3 os pontos de abcissas NC -9,

Resolucio: ;-9_ﬁl=‘—(9+\/ﬂ:9+ﬁ.

Exercicio 2: (Exercicio proposto) Na Figura 3.127 estd representado um referencial ¢. o. n.

xOy. Identifique os pares ordenados correspondentes aos pontos nele representados.
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Exercicio 3: (Exercicio proposto) Representa, num referencial ¢. 0. n. os pontos: A(2, 0},

1 5
B(-3, 1), C(— E,—3), D[c@,—al e E(0, -2).

Exercicio 4: Determine o simétrico de P(-3, 5), de Q(%,—BJ e de R(0, 4) em relacdo:
4.1 ao eixo dos XX.

Resolugiio: O simétrico dos irés pontos em relacdo ao eixo das abeissas sio,

respectivamente: (=3, -5), Q'(%’?)] e Ry(0, —4).

4.2 ao e¢ixo dos yy.

Resolugdo: O simétrico de P, Q e R relativamente ao eixo das ordenadas sio,

respectivamente: P(3, 5), Qz[—%,%) e Ry(0, 4).

4.3 a origem do referencial.

Resoluciio: O simétrico de P, Q e R relativamente ao ponto (0, 0) serio os pontos,

respectivamente: P3(3, -5), Q{—é«,’g’} e R;(0, —4).

(i) Conjuntos de pontos ¢ condigdes

Exercicio 1: (Exercicio proposto) Indique a condigiio que traduz cada um dos conjuntos

de pontos:

1.1 (-4, a), com aeR; 1.2 (b, 3), com beR.

Exercicio 2: (Exercicio proposto) Indique, pelas suas coordenadas, trés pontos que
satisfacam cada uma das condi¢des:

2.1 xxw%; 2.2 y=2.5, 23y=2x+3.

227



Exercicio 3: (Exercicio proposto) Represente
pontos definido por cada uma das condigdes:

3 Ix=3Ay23

33y=x A-1Sx<3;

35 =9 Aly<4;

Exercicio 4: Indique a condigiio que representa cada um dos conjuntos sombreados:

4.1

Resolugiio: -2 <x <2

4.3

Resolugio: (xs0Ay2x)v(x20Ay=x)

32y=2Alx|<4;

34y<-2

362 v |y £2;

4.2

v y=2;

Resolucdo: x <2 A y<4

4.4
A
}7
G ns
Ry
S0 1

Resoluciio: x <2 A y<x A y20

(iif) Distancia entre dois pontos. Ponto médio de um segmento de recta.

Mediatriz de um segmento de recta.

Exercicio 1: (Exercicio proposto) Calcule a distancia entre os pontos:

num referencial ¢. o. n. o conjunto dos
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1.1 A(-4,2) e B(1, 3); 1.2C2,-3) e D(—é,—l).

Exercicio 2: Considere num referencial ¢. 0. n. os pontos: A(-3, -3), B(3, -2} e O(0, 0).
Classifigue o tridngulo [ABO] quanto aos lados.

Resolugdo: Para o podermos fazer temos de calcular os comprimentos dos seus lados. De

3.1, venu:

AB =d(A,B)= {3~ (=3) +(~2-(=3) = (6} + (1) = 36+1 =37
AO = d(A, 0) = (0-(-3)) +(0-(-3)} =B +(F =o+9 =418 =3/2
OB =d(0,B)= /(3-0) +(-2-07 =) +(-2)> =014 =13

Como os comprimentos dos lados do tridangulo [ABQ] s&o todos diferentes, podemos concluir que o

tridngulo ¢ escaleno. Para confirmarmos os célculos e termos o aspecto do tridqngulo {ABO],

podemos o representar geometricamente no Sketchpad.

Exercicio 3: Considere num referencial c. 0. n. os pontos: A(~1, 2), B(~4, 2) e C(-4, -2)
(ver a resolucio deste exercicio na secgio 3.8.3).

3.1 Represente os pontos num referencial ¢. 0. n;

3.2 Determine o perimetro do triangulo [ABC];

3.3 Calcule as coordenadas dos pontos médios dos lados do tridngulo (chamemos M), M; e
M),

3.4 Mostre que o comprimento do segmento de recta definidos pelos pontos médios de dois
lados quaisquer € metade do comprimento do terceiro lado do triangulo;

3.5 Calcule a razo entre o perimetro do tridqngulo [ABC] e do trifingulo definido pelos

pontos médios dos lados do tridingulo.

Exercicio 4;: Considere num referencial ¢. 0. n. os pontos: A(1, 3} e B(3, 5).
4.1 Defina algebricamente o conjunto dos pontos equidistantes de A e de B.
Resolucio: Trata-se da mediatriz do segmento de recta [AB]. Designemos por m. Seja

P(x,y)em. Tem-se sucessivamente:

AP=BPF @ J(x-1D)"+(y-3)7 ={(x-3) +(y-5)" <

< (x-DP+(y~3 = (x-3V +(y-3) o
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& K2+ 1Y -6yt 9=x" 6x+ 9+ - 10y +25 <
< dy+4x-24=0 < y+x-6=0.

Ou seja, a mediatriz do segmento de recta [AB] ¢ definida pela condigdo: y +x - 6 = 0.

4.2 O ponto C(1, 5) pertence ao conjunto de pontos definido no pento anterior? Justifique.
Resolucgio: O ponto C pertence 4 mediatriz de [AB] sse as suas coordenadas verificam a
equaglo que define a mediatriz. Substituinde na equagdo as coordenadas do ponto:
mytx-6=0¢e C(1,5)
541-6=0« 0=0

. Va7 . . . .
obtivemos uma proposigio’® verdadeira (abreviadamente, P. V.), o que significa que Cen.

4.3 Indique dois pontos que pertencam a mediatriz de [AB].
Resolugiio: Para tal basta atribuir um valor qualquer a x (abcissa) e determinar o y
(ordenada) correspondente. Ora
my+tx—-6=0 << y=-x+6.
Temos que, se
x=0=y=0 ousga, (0,6)em.

X =-1=y="Tousegja, (-1, Nem.

4.4 Seja P um ponto qualquer do plano cartesiano. Interprete geometricamente:

4.4.1 AP > BP;

Resolugiio: Sendo P um ponto qualquer do plano e AP >BP, significa que o ponto P estd
mais afastado de A do que de B. Qu seja, o conjunto de pontos nestas condi¢des determinam um

semiplano a que pertence o ponto B, incluindo a mediatriz de [AB]. Na Figura 3.128 representamos

a mediatriz de [AB] (ja conhecemos trés dos seus pontos), bem como o semiplano referido.

4.42 AP <BP.

Resolucgio: Sendo P um ponto qualquer do plano e, agora, AP <BP, significa que o ponto

" Entende-se por proposigio: enunciado susceptivel de ser declarado verdadeiro ou n3o. Ou seja, a cada proposigio pode ser
atribuido um dos valores logicos: Verdade ou Falsidade. Uma propesi¢io é verdadeira sse a situaglio que a proposigio exprime se
verifica de facto. Por exemplo, a proposiglio seguinte, gue exprime & comutatividade de uma operagio bindria indeterminada *: “Para
todooxetodooy, x *y=y*x" ¢ verdadeira nos grupos comutatives (em que o simbolo “*” denota a operagiio de grupo) ¢ € falsa
nos grupos nio comutativos (Oliveira 1991).
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R}P :
O 1 3 - X

Figura 3.128: Semiplano fechado acima da mediatriz do segmento de recta [AB].

Figura 3.129: Semiplano aberto abaixo da mediatriz do segmento de recta [AB].

P estd mais proximo de A do que de B. Ou seja, o conjunto de pontos nestas condi¢des vio
determinar um semiplano a que pertence o ponto A, mas nfo incluindo a mediatriz de [ABL

Representamos tal semiplano na Figura 3.129.

Exercicio 5: De acordo com a Figura 3.130, determine as coordenadas de C sabendo que m
¢ a mediatriz de [AB].
Resoluciio: C ¢ da forma (0, y) porque ¢ um ponto que esta no eixo das ordenadas, € como

Cem temos sucessivamente:

AC=BC o (0-0f +(y-4) =J(0-7f +(y-0f <

S (y-4=29+y o y¥-8y+16=49+y o 8y=33 o
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A0, 4) m

B(7, 0)

Figura 3.138: A mediatriz de [AB] contém o ponto C.

As coordenadas de C sdo [O,—%’%).

(iv) Circunferéncia e circulo

Exercicio 1: Considere a representac@o da Figura 3.131, e indique:

1.1 uma equacio da circunferéncia.
Resolugio: Como C(4, 1) e o raio CT, = 3, temos que uma equagio da circunferéncia é:

®=4+(y-1)'=9
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1.2 as coordenadas dos pontos de intersecgio da circunferéncia com os eixos coordenados.
Resolu¢do: Observa-se que a circunferéncia so intersecta o eixo dos xx. As coordenadas
dos pontos de intersec¢do da circunferéncia com o eixo dos xx sio as solugdes do sistema:

2 I 2 s _aAY A
(x-4) +(y-1) =9 o (x -4 +{(0~1) =9 o (x~4) =8 o (x—4) =8
y=0 y=0 y=0 y=0

<=

x—4=18 - x=4-22 N X =422
y =0 y =0 y =0
Assim, as coordenadas dos pontos de intersecgdo da circunferéncia dada com o eixo dos xx so:
(4-22,0) e (4+242,0).
Para obtermos as coordenadas dos pontos de intersecgio da circunferéncia com o eixo dos yy
resolvemos o sistema:
(= af + (-1 =9 _ [0-4F +(-1F =0 _ [r-1f =7
x=0 x =0 X =0
obtemos, no sistema, uma equaciio do 2° grau impossivel (isto é, nfo existem solugdes reais), logo o

sistema € impossivel ¢, portanto, significa que a circunferéncia nfio intersecta o eixo dos yy, como

se observou.

1.3 as equagdes das rectas tangentes, horizontais e verticais, a circunferéncia, interpretando
geometricamente.

Resolucéio: Observando a Figura 3.131, verifica-se que as abcissas dos pontos de tangéncia
da circunferéncia com as rectas verticais resultam de se somar ou subtrair 3 (valor do raio) 4 abeissa
do centro da circunferéncia, obtendo-se 7 e 1, respectivamente. A ordenada ¢ igual a ordenada do
centro da circunferéncia. Assim temos, os pontos de tangéncia: Ty(7, 1} e Ta(1, 1); e as rectas
verticals que sio tangentes a circunferéneia: x =7 e x = 1.

As ordenadas dos pontos de tangéncia da circunferéncia com as rectas horizontais resultam
de se somar ou subtrair 3 (valor do raio) a ordenada do centro da circunferéncia, obtendo-se 4 e -2,
respectivamente. A abcissa ¢ igual & abcissa do centro da circunferéneia. Logo, os pontos de

tangéncia sdo: T3(4, 4) e T4(4, -2); e as rectas tangentes horizontais sio: y=4 ¢ y=-2.

Exercicio 2: Considere a circunferéneia C, de equagio:r x>+ (y— 1)? = 4.

2.1 Represente geometricamente a circunferéncia C;.
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Resolugiio: Trata~-se de uma circunferéncia de centro (0, 1) e raio 2, e deixamos ao cuidado

do leitor a sua representacio.

2.2 Apresente a equagiio de uma circunferéncia concéntrica com C; e que passa pelo ponto
(0, 6).

Resolugiio: O raio da circunferéncia concéntrica com C, e que passa pelo ponto dado é
igual a distancia de (0, 1) a (0, 6):

d({0, 1), (0, 6)) = |6 — 1| = 5.
Assim, uma equagdo da circunferéncia concéntrica com C, e raio 5 é;
X2+ (y— 1) =125,

As circunferéncias concéntricas com C; tém equacio da forma:

X%+ (y- 1)2 =%, com reR\{2}.

Exercicio 3: (retirado da Brochura de Geometria, 10° Ano - Pag, 107, 108).
3.1 Mostra que se o ponto A(a, b), pertence a circunferéncia de centro na origem, o ponto
de coordenadas (b, a) também pertence a essa circunferéncia.

Resoluciio: Consideremos uma circunferéneia de centro na origem e raio 3: X2 + y2 =9 0

ponto P (2, J5 ) pertence a esta circunferéncia, visto que substituindo a abeissa e a ordenada do ponto
. o 2 . - :
na equacdo da circunferéncia: 2% + (Jg ) =9 ¢ 9=0 obtém-se uma proposicdo verdadeira. Pela

mesma razdo o ponto P («.@ ,2) também pertence a esta circunferéncia: (\/g ) +22 =9 & 9=9,

Podemos assegurar que, em geral se o ponto (a, b) pertence a uma circunferéncia também o ponto
(b, a) pertence a essa circunferéncia, visto que pela propriedade comutativa da adigio de niimeros

: 2_ 1.2
reais se tem: a° +bP=b 1+ a* < P =1

3.2 Indica pelas suas coordenadas outros trés pontos dessa circunferéncia que com o ponto
A(a, b) sgjam vértices de um rectangulo.

Resolugido: Estando uma circunferéncia centrada na origem, ela ¢ simétrica relativamente
aos eixos coordenados e as bissectrizes dos quadrantes pares e impares (Figura 3.132). Assim, tendo

em conta a simetria, obtém-se as coordenadas dos pontos pedidos: A(a, b), (a, -b), (~a, b) e (—a, ~b).
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Figura 3.132: Uma circunferéncia centrada na origem tem eixos de simetria: os eixos coordenados e
as bissectrizes dos quadrantes pares e impares (esquerda). Os pontos da circunferéncia (a, b), (a, -b},

(—a, b} e (—a, —~b) determinam os vértices dum rectidngulo (direita).

Exercicio 4: Define analiticamente as regides sombreadas:

4.1 4.2

Y A

Resolugiio: x* + V' <4* Ax 20 Ay <0 Resolugiio: (x + 4>+ (y—1)*<9 A y>»§~

(v) Componentes e coordenadas de um vector numa base. Referenciais e vectores.

Fgualdade ¢ operacgdes com vectores escritos numa base,

Exercicio 1: Considere o quadrade [ABCD], representado na Figura 3.133, dividido em
quatro partes geometricamente 1guais.

1.1 Indique dois vectores que constituem uma base.,

Resoluciio: Serfo dois vectores nio colineares quaisquer, por exemplo, ( AM, AR ).
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Figura 3.133: Quadrado {ABCD] dividido em guatro partes geometricamente iguais.

1.2 Na base (KIT/[, RD ) indique as coordenadas dos vectores: AB, NC, QA e SB.
Resolucio: AB =2AM +0RD , Ol sgja, AB = (2, 0).

NC =0AM + 1RD, donde NC = (0, 1).

QA =-1AM —2RD, donde QA = (-1, -2).

SB = 1AM - 1RD, donde SB = (1, -1).

Exercicio 2: A partir da Figura 3.134 identificar, para cada um dos vectores representados,
as suas componentes ¢ as suas coordenadas respectivas.

Resolucio: Na tabela 3.3

Vector Componentes ' Coordenadas
5=~§~E+oj 21 0] (%0)
b=01+2] 0i e2] 0,2)
¢ =01 -4] 01 e 4] (0,-4)
d=31+2] 31 e2] (3,2)
¢ =-31 -3] 371 e-3] (=3,-3)

Tabela 3.3: Vectores, componentes e coordenadas respectivas de acordo com a Figura 3.134.

Exercicio 3: Considere num referencial c. 0. n., a base 0. n. (€, ) e os vectores escritos na
forma seguinte: U = ¢ + fev=-8-2f.

3.1 Mostre que os vectores i e ¥ constituem uma base.

Resolugiio: Os vectores ti= (1, 1) ¢ Vv = (-1, -2) determinam uma base se ndo forem

colineares. Pela condiciio de colinearidade entre dois vectores (de (3.5), sec¢lo 3.5.11), escrevemos

1x(=2) # 1x(~1), ou seja, os vectores & ¢ V ndo sdo colineares ¢ portanto (U, V) € uma base.
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Figura 3.134: Referencial c. 0. n. xQy associado 4 b. 0. n, cannica {1, ] ) onde estdo representados

osvectores a, b, c,deé.

3.2 Escreva & ¢ [ nabase (&, V).

, G=8+f L
Resolucio: Temos de resolver o sistema . emordema ¢ e . Entdo teremos
Vv=—g-2f
sucessivamente:
G=8+f =11 E=1-1 E=1—(-U-¥) §=20+7V
= _ < N o o <l o
v=—g-2f v=—(i-f)-2f Ve -1 f=-i-¥ f=—0-v

Portanto, os vectores e ¢ f nabase (u, v), escrevem-se do seguinte modo:

€=21+v e f=-li -V,
Exercicio 4: Considere num referencial ¢. 0. n. xOy o rectangulo [ABCD], como é

ilustrado na Figura 3.135. (adaptado de Matematica, Teoria e Pratica, 10° Ano, Rumo — Pag. 373).

4.1 Represente o rectangulo que se obtém apos a translagdo associada ao vector a (4, —1).
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Figura 3.136: No referencial ¢. o. n. xOy estd representada a translacio do rectingulo [ABCD]

associada ao vector @ (4, -1): o rectangulo [A,B,C\D,].

Resoluciio: Genericamente a translagfo associada a um vector & é uma aplicacfio que

Vértice de rectangulo
A(2,2)
B(4, 2)
C(4, 3)
D(2, 3)

transforma cada ponto P no ponto P, tal que P, =P + u. Assim temos:

Imagem pela translagdo associada ao vector a (4, -1)
Ar=A+a=(6,1)
By=B+3a =(81)
Ci=C+a=(,2)
Dy=C+a =(62)

ol

Na Figura 3.136 temos a representagiio geométrica da translagiio do rectingulo [ABCD]

segundo o vector a (4, —1): o rectangulo [A;BC,Dy].

4.2 Identifique as coordenadas de um vector que define a translagdo do recténgulo

[ABCD], que transforma A no ponto (3, -2).

Resolugiio: Seja U o vector que transforma o ponto A no ponto (3, --2). Assim, temos:
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B, -D=A+T & (3,-D)=2Q,)+1 < i =(3,-2)-(2,2) < i=(,-4).

Exercicio 5: Calcule os nimeros reais & ¢ p de modo que sejam iguais os vectores:
A=(k+3)i+2] e b=(p+1)i +k=-2);
Resoluciio: Podemos escrever os vectores atraveés das suas coordenadas:
A=(k+3,2 eb=0p+1k-2)
Assim, temos sucessivamente

- k+3=p+1 =6
a=5 <:>(k+3,2)=(p+1,k—2)¢:>{ P <:>{p

2=k-2 k=4

Exercicio 6: Considere num referencial ¢. 0. n., a base o. n. (€, ) e os vectores escritos

nesta base por ¥ =3¢ - f, § = -Tg + 5F, i = (4, 0) e v = (=6, 3). Calcule pelas suas
coordenadas:

61 T+5; 3T -5 +0; 5+—0-37; (i -55) zf+§—%(a+v).

1
2 5

Resolucio: Comegamos por escrever os vectores T ¢ § pelas suas coordenadas:
r=(3,-1), § =(~7, 5). Determinemos entio:

T+ 3 =(-4,4).

=37 -5 + 14 =-33,-1)-(-7,5)+{4,0)=(2,-2).

-39 =(7,5)+ %(4, 0) - 3(=6, 3) = (13, -4).
{4,0) - (-7, 5)—(25]

27 +§ - %(a + ) =2(3, 1) + (-7, 5)—%(—2,3)2 (0%)

=1
5

6.2P+ 7T ¢ P-29,sendo P(2, 1).
Resolugho: P+ 1 =(5,0) e P27V =(14,-5).

Exercicio 7: (Exercicio proposto) Sendo A(-1, 2), B(0, 3) e C(2, 6), calcula as

coordenadas de: Xé; g}i; ﬁj; K]_é +§5;B+ EK; € D“w:A—gé.
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(vi) Colinearidade enfre dois vectores. Norma, versor ¢ co-senos directores.

Exercicio 1: Considere num referencial ¢. 0. n., a base o. n. (€, ?) € 0S vectores escritos,
_ - 3 -
nesta base, pelas suas coordenadas: a=(4,1), b = —1,5 e ¢ =(-§,-2).

1.1 Mosire que os vectores a e ¢ sdo colineares.

Resolucio: De (3.5) (sec¢do 3.5.11) escrevemos: 4L = LN P. V.

~8 -2 -2 -2

Logo os vectores a € ¢ sdo colineares.

1.2 Justifique que ndo sdo colineares os vectores a ¢ b,

. 4 1 . -~ T
Resolucdo: De novamente (3.5), como ——I?&—Z’v— significa que os vectores a e b nfo sdo

2

colineares.

Exercicio 2: Determine o valor do ntiimero real & de modo que:
2.1 sejam colineares os pontos A(-2, 3), B(3, 5) e C(-1, k).
Resoluciio: A, B e C sio colineares se cada par de vectores definidos com os trés pontos,
por exemplo AB e AC , 0 forem. Vamos comecar, entdo, por determinar os vectores considerados:
AB =B-A=(3,5)-(-2,3)=(,2) e AC =C-A=(-1,k)-(-2,3)=(1,k-3).
De (3.5) (secgdo 3.5.11) temos

-2 < Sk-15=2 < k=£.
k-3 5

2.2 o vector v(2, k) tenha norma 10.

Resolucio: Ora, temos sucessivamente:

I9|=10 @ V22 +k’ =10 @ K =96 < k=+496.

Exercicio 3: Considere num referencial ¢. 0. n,,ab.o.n. (é, f)eovector T =—e — 21
Determine pelas suas coordenadas, nesta base, um vector X, colinear com T ¢ com o triplo do seu

comprimento.
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Figura 3.137: No referencial ¢. 0. n. xQOy estd representado o tridngulo [ABC], M, é o ponto médio do

lado [AB] e M; o ponto médio do lade [BC]. [M;M;] | [AC] e AC =2 M,M

2

Resolugio: O vector X sera escrito na seguinte forma:
X =37 ou X =-3T,
ou seja,
X =3(-e—-2f) ou X =-3(-¢-2%).
Donde
X =(-3,-6) ou X =(3,6).

Exercicio 4: Mostrar, num referencial c. 0. n., que qualquer lado de um tridngulo mede o
dobro ¢ ¢ paraielo ao segmento de recta cujos extremos sdo os pontos médios dos outros dois lados
do triangulo (retirado de Matemética, Teoria e Pratica, 10° Ano, Rumo -~ Pag. 382).

Resoluciio’ : Suponhamos que os pontos A(x, y1), B(xz, v2) € C(x3, y3) sd0 os vértices de
um tridngulo (Figura 3.137). Vamos determinar os pontos médios dos lados, por exemplo [AB] e
[BC] (podemos escolher qualquer par de lados dos trés lados do tridngulo, pois os célculos sio
analogos), respectivamente M ¢ M;:

M, = xi+x2’yl-t~y2 e M, = ><2+x}=y2+yJ .
2 2 2 2

Calculemos agora MM, e AC:

e — X, +%X, Y, +Y X, +X, +Y, 1
MiMzmMZ—Ml=[ - =, 3)“{ I =yl JZE(X3~XI’Y3—y1).

2 2 2 2 ’

7 Este cxercicio ja foi resotvido nos exercicios 3 ¢ 2 das secgdes 3.7.2 ¢ 3.7.4 — (ii), respectivamente. O primeiro foi resofvido
utilizando um critério de semelhanga, o segunde de forma vectorial ¢ agora vamos o resolver usando a Geometria Analitica.
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AC =C—A=(x3,y3) ~ (X1, Y1) = (X3 = X1, ¥3 = %1).
Observamos assim que

MlMZ =

é_ﬁ e AC =2MM,.

Ou seja, o lado [AC] do tridngulo [ABC] € paralelo e mede o dobro de [M;M:].

Exercicio 5: Considere num referencial ¢. 0. n., a base 0. n. (¢, ) e os vectores 2 e b
dados pelas suas coordenadas: a = (2, -2} ¢ b = (0, -3). Determine a norma, o versor e também os
co-senos directores de 2 e b,

Resolucfio: A normade a ede b:

1a]= 422 +(=2) =22 e |b||=0* +(-3)* =3.

Oversorde 3 ede b+

vers a = a =2é*2nf’ =-~}~wé—---1-«t—" ou vers a = ﬁ—ﬁ
1af 242 V2 42 2" 2
vers b = E) = 0¢ - 3f =-f ou vers b = (0, ~-1).

bl 3

e do vector b :

Determine a amplitude do 4ngulo que a faz com € e com f (Figura 3.138).
Resolucio: Calculemos os co-senos directores do vector a, para obtermos os angulos

pedidos. Comecemos por calcular a norma de a :

I3= (-2 +27 =242,
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Figura 3.138: No referencial ¢. 0. n. xOy esta representado o vector 4 de coordenadas (-2, 2). O

angulos que & faz com os vectores da base 0. n. (€, f), sio o e f3, respectivamente, € as suas

amplitudes sfo: ¢ = 135% e [ =45°,

O versor do vector a ;

2 2

vers a = = = ——e+7f ou vers a =

[EY 242 2

Atendendo a que as coordenadas do versor s80 0s co-senos directores, vem:

[j V2 [] V2
cos | a,e =—7 e cos|afl|= ,

2

(a‘fé] = 135° e [5?) = 45°,

(vii) Projec¢io ortogonal de um vector sobre outro. Produto interno de dois vectores.

i -28+2F 2. 2 [_«/"2‘ QJ
2

donde se tira que

Produto interno num referencial o. n..

Exercicio 1: Observe a Figura 3.139 e calcule as seguintes projeccbes ortogonais: projg a,

proja b eproj—z a.

Resolugio: Na Figura 3.139 verificamos que ¢ = a + b, a.lb, a| = !|B[[ =8 e

[5:6} = 45° Temos (secgio 3.5.13):

projg a=|a|l cos[ﬁ,éjmg__‘[_i:d,ﬁ’
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8

Figura 3.130: ¢ =+ b, a1 b,[a]=|b]=8

projz b =||b| cos {-,§J=0,
proj-ga ={a|| cos(é’,ma) :_4\/5_
Exercicio 2: Dois vectores U e V sfo tais que ||l = 3, [¥]|=2 e ©.V = 4. Calcule o

dngulo enire os vectores i € V, e a projecgdo ortogonal do vector U sobre o vector V.

Resolucéio: De (3.11) temos:
(g_ i-v 4 (_.’L 2
cos| 4,V | = — — == < cosi U,V | =,
[ail=||v]] 3x2 3

0 que significa que {ﬂ, Tf}z 48,2°. A projecgiio ortogonal do vector i sobre o vector v €:

o = o 2 -
projv u =|lui cos(u,v} =3><—3— & projyu = 2.

Exercicio 3: Consideremos os vectores U, v e W tais que ||[i]|=3, v =20 e w =-310,
Calcule: u.v, 1. W ¢ v.w

Resoluciio: Temos (secgiio 3.5.14) que:

0.v=0.Q0)=21.0)=20ilf=18; 4.% =0.(30)==3(i.a)=-3 i =-=27

e V.W =20.(-31)=(2(-3) (i.1)=-6 i =-54.

Exercicio 4: Num referencial ¢. 0. n., o tridingulo [ABC] ¢ definido pelos pontos A(-3, 1),

B(1, =2} e C(0, 3} — Figura 3.140. Indique, em graus, a amplitude dos angulos internos do tridngulo

edo Z(ﬁf,ﬁ}
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Figura 3.140: Tridngulo [ABC] num referencial ¢. 0. n. xOy.

Resoluciio: Comecemos por calcular o co-seno de cada um dos éngulos internos do

tridngulo {ABC]: Como AC=C-A= (3,2) e AB =B-A= (4, ~3), temos:

AC,AB

1AC| IIAB| 1GDI I4-3)l 32100 J# s (C3p 513

2

COS( J= ACAB  _ (24D  _ 12-6 6

N

significa que (R,EJ% 70,5°. E BA = (—4,3) ¢ BC = {~1, 5), donde:

cos ﬁ,B_c' o _‘?ABC_‘ — (—4)3)("1:5) - 1% ,
IBA| [BC| 143 LI 526

0 que significa que [ﬁ,mBmCJz 41.8°. O terceiro angulo interno do triingulo pode ser determinado

tendo em conta a Propriedade (v) da sec¢do 3.2.2:

Fal

[C_A,C_B'J ~ 180° — (70.5° + 41.8%) < {E\,C_B'] ~67.7°.

Determinemos agora a amplitude do angulo {EE,?BJ :

cos| BO.AB| = BCAB _ __ CLYG-Y) _ -19
IBC| [|AB| LI 1G3-3)1 526

A

o que significa que (ﬁ?,ﬁ] ~ 138.2°
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Figura 3.141: Circulo trigenométrico num referencial ¢. 0. n. xOy:

OA = (cosol, senct) e OB = (cos[3, senf3).

Exercicio 5: Considere num referencial ¢. 0. n., a base o. n. (&, f) e 0s vectores @ e b
dados pelas suas componentes: a =2¢ -+ 5f e b =38 +xf. Que valor deve ter x para que os
vectores @ € b sejam perpendiculares.

Resolugfio: Os vectores 3 e b sio perpendiculares se o produto interno entre eles for nulo,

ou seja,

iib < 3.b=0 (2,5.(3,x)=0 < 6+5x=0 < x:_%

Exercicio 6: Sendo os vectores a(-1, 2) e B(k, ~5) determina para que valores de k o
dngulo de a com bé agudo.

Resolugdio: Tem de ser o produto interno, entre eles, positivo (visto que o co-seno de um
angulo agudo ¢ positivo — secgdo 3.5.14), isto €,

i.b>0 o L2k -5>0 < -k-10>0 < k<-10.

Exercicio 7; Aplicando o produto escalar, obtenha o co-seno da diferenga entre dois
angulos o e B: cos(a — B) = cosa cosP + sena senf.
Resoluciio: Consideremos no circulo trigonométrico, de um referencial c. o. n., os angulos
o e B (Figura 3.141). Ora, podemos escrever (secgio 2.4.4):
0A = (cosu, sena) e OB = (cosp, senB).

Calculando:
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{5,5} = (P [5,5} = 180° [5,“] = 9(0° 0< {a'] < 9QP 90° < [5,5] < 180°

Figura 3.142: A norma de 4 + b depende das normas de 3 e de b e do angulo entre os dois
vectores.

cos(a&,O—BJ = __(,)A'OB_. < cos(fa—P)= (Cosa’i?.m)'(c?ig’senﬁ)
IOAl OB |OA | OB

<> ¢os (o - ) = cosa cosP + sena sen 3,

uma vez que |]6Xl|=|161§||: 1.

Exercicio 8: A norma de 3 + b depende da norma dos vectores a e b e do angulo entre
eles. Obtém uma férmula que traduza essa relagdo de dependéncia.

Resoluciio: Na Figura 3.142 representamos as possiveis posi¢des dos vectores a e b
Podemos, entfo, considerar cinco casos.

A
1° caso: [5,b}= 0°. Sendo o ingulo entre os vectores nulo, os vectores sdo colineares e

portanto |@ + bi|=l|a ]+ |b]l.

2° caso: (5,1—3

)= 180°, Neste caso, 0 dngulo entre os vectores € raso e os vectores tambeém

1 +bl=laj-|bl.

sdo colineares, e assim supondo, sem perda de generalidade, que o vector & € maior que b, temos
a +
3%caso: (é’ bJ= 90°. O angulo entre os dois vectores é recto, e portanto, a relagfio entre as

normas € dada pelo Teorema de Pitidgoras:

g +bP=alf +bIP
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4° caso: O <(é‘,bJ< 90°. Neste caso, sendo o angulo entre os vectores agudo, por

observagdo da Figura 3.143 e relativamente a igualdade do caso anterior verificamos que

necessitamos de adicionar, nesta, uma parcela positiva (ver caso seguinte).

5° caso: 90° < [5,B]< 180°. O éangulo entre os vectores ¢ obtuso. Da Figura 3.142

verificamos que, relativamente a igualdade do 3° caso, € preciso acrescentar uma parcela “negativa”.

Tendo em conta as propriedades do produto interno (sec¢do 3.5.14) vamos calcular entiio [[3 + b/

|3 +b|P=(a +b)(3 +b)=3.5 +2(i.b)+b.b =
=\ &P+ b P+ 23] uBncos[*a‘,S].

A parcela negativa ou a positiva (4° caso) ¢ dada pelo co-seno do dngulo entre os vectores, Assim,

obtivemos uma relacio entre as normas (que verifica os cinco casos mencionados):

I3 + B =HalPf + b+ 203} 1b| COS(E,ABJ-

(viii) Estudo da recta. Inclinagio e declive de uma recta, Angulo de duas rectas. Rectas

paralelas e rectas perpendiculares.

Exercicio 1: Na Figura 3.143 esta representada, num referencial c. 0. n., a recta r.
1.1 Indique um vector director da rectar.

Resoluciio: Os pontos A(2, 1) e B(3, 4) sfo pontos da recta, entiio um vector director da

rectaré AB: AB =B -A=(3,4)- (2, )=(1,3)

1.2 Apresente uma equagdo vectorial e a equacdo reduzida da recta r.

Resolugdo: Uma equagio vectorial sera, por exemplo,

P=A+kAB,keR < (x,y)=(2, 1) +k(1, 2), keR.
Uma vez que ja conhecemos um vector director da recta, AB = (1, 3), e o declive da recta r € igual

. . — 3
ao declive do vector director, AB, temos que: m, = 7 <> m, = 3.
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Figura 3.143: No referencial ¢, 0. n. xOy estd representada a recta r passando pelos pontos A e B,

Podemos, tendo em conta que Aer, escrever uma equagio cartesiana da recta
y—-1=3x-2),
donde a equagdo reduzida da recta r é

y=3x-3.

1.3 Determine condigdes para caracterizar: [AB], [AB ¢ [BA.
Resoluciio: O segmento de recta [AB] pode ficar definido por uma condi¢io vectorial:
(x,y)=(2, 1) +k(, 2),ke[0, 1],
ou por uma condi¢do na forma cartesiana;
y=3x-5 A 25x53.
A semi-recta [AB fica definida vectorialmente por:
(x, v)=(2, 1)+ k(1, 2), keR¢",
e na forma cartesiana por:
y=3Xx—-5 A Xx22.
E a semi-recta [BA, vectorialmente escreve-se:
x,y)=2, D) +Kk({l,2), ks
e na forma cartesiana por:

y=3x-5 A x<3.

1.4 Defina uma equacio cartesiana da mediatriz do segmento de recta [AB] e apresente
um vector com a direccdo da mediatriz.

Resolugiio: Seja m a mediatriz do segmento de recta [AB]. Temos que:
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P(x,y)em <> PA = PB < \K —2 +(y-1)} = \/(:ﬁ<~~~3)2 +(y-4)) <
o (X=2 P +(y-D = (x=-3) 7 +(y-4) © 4x+06x-2y+8y+5-25=0 <«
< 2x+6y-20=0.
Ou seja, a mediatriz m € dada por: x + 3y — 10 = 0. O vector director da mediatriz do segmento de

recta [AB], obtido a partir duma equag#o cartesiana na forma geral, ¢ U = (-B, A), neste caso:

G =(-3,1).

Exercicio 2: A recta s ¢ representada pela sua equagio geral, dada por: x =2y + 5 =0,
2.1 Indique para a recta s os pontos de intersec¢io com os eixos coordenados.
Resolugiio: A intersecgfio de s com o eixo dos xx: faz-se y = 0} na sua equaciio, ou seja
X=20+5=0&x=-5,
E portanto o ponto de interseccdo da recta s com o eixo dos xx, digamos I, é (-5, 0). Para obtermos
a intersecgdo com o eixo dos yy faz-se, na equagio da recta, x = 0:
0-2y+5=0=y= %

. ) 5
O ponto de interseccio, digamos Ip, € (0, 5)

2.2 Escreva a equagiio axial e vectorial da recta s.

Resolugiio: Do ponto anterior, temos que a abeissa na origem da recta s € -5 ¢ a ordenada

. , 5 . .
na origem ¢ 5 Logo a equagdc axial de s €:

i+ =1.
-5

(SRR

Para obtermos a equacgio vectorial da recta s pensemos, por exemplo, nos seus dois pontos I; e I, e

no seu vector director:
e 5
I}IE =Ig—-11 = (S,EJ

Assim, uma equagido vectorial de s é:

P=I1+kLI,,keR = (x,y)=(-5,0)+ k(S,%J ,keR.
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Figura 3.144: No referencial ¢. 0. n. xOy temos a recta ¢ passando pelo ponto A e com declive -2 (tem

vector director T = (1, -2)).

Exercicio 3: Num referencial ¢. 0. n. arecta r tem declive -2 e passa pelo ponto A(1, 3).
3.1 Represente a recta ¢ geometricamente.
Resolugiio: Como ¢ tem declive -2, um seu vector director é t = (1, =2). E uma vez que a

recta passa em A(l, 3), temos a representagdo da recta ¢ na Figura 3.144.

3.2 Escreva a equagiio reduzida e a equagfo geral da recta 1.
Resoluciio: Ora, sendo m = -2 a equagdo reduzida é do tipo: y = ~2x + b. Como A(l, 3)et,
temos:
3=-2.1+b <« b=35.
Donde a equagfo reduzida de 7 €
y=-2x+35.

Daqui, a equagdo geral da recta ¢ sai imediatamente: 2x +y - 5=0.

3.3 Indique as coordenadas do ponto da recta ¢ de ordenada 4.

9
Resolucéio: Fazendo y = —4, na equagfio geral da recta f obtemos: 2x -4 - 5=0&x = 5

Logo o ponto da recta t com ordenada —4 € (% ,—4}.

Exercicio 4: Num referencial ¢c. 0. n. arecta r intersecta os dois eixos coordenados, passa
pelo ponto A(-2, 2} e ndlo passa na origem do referencial. Indique uma equacio da familia de

rectas que passe pelo ponto A, nestas condigdes.
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Figura 3.145: No referencial ¢. 0. n. xOy temos a familia das rectas v (1;, i = 1, 2, 3, 4, ...) passando
pelo ponto A, intersectando os eixos coordenados e ndo passando na origem 00, () do referencial: y

=mx+ b, comb=0em=0.

Resolugiio: Ora, uma equacio da familia de rectas que passe pelo ponto A pode ser escrita
na forma: y = mx + b. Mas como nenhuma das rectas da familia passa pela origem, tem de serb # 0
¢ como todas as rectas da familia tém de intersectar ambos os eixos coordenados significa que
nenhuma pode ser horizontal, logo m # 0. Assim, temos que a familia das rectas, nestas condigdes,

fica definida por (Figura 3.145): y=mx +b,comb#0em # 0.

x-1 mm. Defina uma

Exercicio 5: A recta r estd definida pela sua equacio continua

equa¢io da recta s, paralela a recta r e que tem ordenada na origerm —3.

Resolucdo: Tiramos de imediato o vector director de r, T = (2, 3). Donde, podemos

. 3 . ) 3
escrever o seu declive m, = -2— . A recta s pedida, paralela a », tem o mesmo declive (m, = ~2— = i),

= . . 3
portanto, a sua equagdo reduzida sera: y = EX - 3.

Exercicio 6: Num referencial ¢. 0. n. considere as rectas r ¢ s definidas, pela sua equagio
reduzida e pelas suas equagdes paramétricas, respectivamente:
x =3k

ry=-x+5 e s . keR.
y=2-2k

6.1 Justifique gue as rectas » e 5 so rectas concorrentes.
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Resoluciio: Basta verificar que os vectores directores das rectas, » ¢ s, ndio sdo colineares.
O vector director de » € T = (1, —1). Para determinarmos o vector director de s, vamos escrever a

sua equacdo geral,

vem, eliminando o parimetro real &,

X -2
= e D 2K+ 3y -6 =0,
i =2
Donde o seu vector director ¢ s = (3, -2). E os vectores directores, T ¢ §, nio sdo colineares, pois
1 -1
o
3 =2

6.2 Determine as coordenadas do ponto de intersecgdo, I, das duas rectas.

Resolucio: Temos de resolver um sistema definido pelas suas equacdes:
y=—X+5 Yoo —X+5 y = —4
= <>
2x+3y-6=0 2x=3x+9=90 x=9

Portanto, I(9, —4).

Exercicio 7: Num referencial ¢. 0. n. considere a recta » e a circunferéncia C; definidas do

seguinte modo:
rx-2y+2=0 e Cpx*+y =4
Determine a posi¢ao relativa da recta » e da circunferéncia C,.

Resoluc¢do: Uma recta relativamente a uma circunferéncia pode ser: secante se tiver dois
pontos em comum com a circunferéncia; tangente se tiver um ponto comum com a circunferéncia
ou exterior a circunferéncia se n&o tiver ponto comum — Figura 3.69. Para determinarmos a posi¢o
relativa da recta r (que passa nos pontos, por exemplo, (0, 1) e (-2, 0)) e da circunferéncia C; (de
centro na origem do referencial e raio 2) — Figura 3,146, temos de resolver um sistema formado
pelas suas equagdes:

X—2y+2=0 Xx=2y-2 X=2y—2 x=2y-2
{ > { s 4 &> { >

el

Ciev=a T |@y-2 ey

253



Figura 3.146: No referencial ¢. o. n. xQOy, temos a circunferéncia C,; de centro (0, 0) e raio 2 e a recta

r secante a circunferéncia Co: t A Gy = {I, I»}.

{x:——Z x=
PN oV
Y y =

th| oo oy

Portanto a recta » € secante a circunferéncia C, ¢ as coordenadas dos pontos de intersecedo, 1) e I,

6 8
sdo: (-2,0) e L] —,=|.
-2,0) 2(5 5]

Exercicio 8: Dada a circunferéncia C, de equagio: (x — 1)? + (y +2)* =9,

8.1 Indique a posicdo dos pontos A(4, ~2) ¢ B(S, 0) relativamente a circunferéncia.
Resoluco: Substituindo as coordenadas do ponto A na equagio da circunferéncia:
(4-17+(=2+2=9&9=9 PV,

Significa assim que AeC; (Figura 3.69). Para determinar a posigdo de B relativamente a
circunferéncia (de centro C(1, -2) e raio 3) podemos, por exemplo, calcular a distancia de B ao

centro da circunferéncia C:

BC = J/(1-5)7 +(0+2)° =~/20 ~435

Como BC >3, significa que B ¢ exterior a Cy.

8.2 Escreva uma equacio da recta tangente a circunferéncia gue passa no ponto A.
Resolugiio: Basta determinar um vector perpendicular ao vector AC:

AC =C~A=(-3,0).
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Um vector perpendicular a AC ¢, por exemplo, U = (0, 3). Como conhecemos um ponto da recta

tangente, A, podemos escrever uma equaco, por exemplo a equagio vectorlal, da recta pedida:

(X> Y) = (43 m?‘) + k(oa 3)9 kelR.

Exercicio 9: Escreva uma equaciio da recta » que tem inclinagio 30° e que passa pelo ponto
A (— V3 ,—2). Faga a representacdo da recta r,

Resoluc¢iio: Se a inclinagio da recta r € 30°, significa que o seu declive é

V3

m=tg 30° = 3

donde uma sua equag@o, por exemplo a equacio cartesiana, é

3
y+ 2= g (X + \/37),
daqui se escreve a sua equagio reduzida:

- 1.

V3
—X
3

y:

A representagdio de r fica ao cuidado do leitor.

Exercicio 10: Considere a recta »: y = ~2x + 3. Determine uma equacio da recta s
perpendicular 2 recta r e que passa pelo ponto B(2, 3). Calcule as inclinagdes das rectas, r e s.
Resolugio: Da equagiio reduzida da recta #, tiramos o seu declive,
m, = -2,
Como a recta s ¢ perpendicular a r significa que o seu declive € (secgd03.5.20)

m_1
$ 2

Assim, uma equagio da recta s é

1 1
“3=—x-2) & y=—~x+2,
y 2( ) Y= 3

A inchinaclio da recta r, o, €:
tg oo =-2 = o =116,5

E se B € a inclinagdo da recta s, temos
1 0
tgf=— = p =265
2
Podemos dizer, entdo, que a relagio entre as inclinagdes das rectas, r e s, €
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B=o-90°

Exercicio 11: Dados os pontos A(-1, 2) e B(3, 4), determine:
11.1 as coordenadas do ponto médio do segmento de recta [AB].
Resolucio: Se M o ponto médio de [AB], temos:

M(_12+3 ,g-%iJ ouseja M(1, 3).

11.2 a equacgio da mediatriz do segmento de recta [AB], recorrendo ao produto interno.

Resolugio: Representando por m a mediatriz do segmento de recta [AB] e por P um seu

ponto qualquer, temos que:
P(x, y)em < MP.AB =0 < (x—1,y-3).(4,2)=0 <
<> 4x—-4+2y-6=0 < y=-2x+5.

Portanto, a mediatriz do segmento [AB], escrita na forma reduzida, é y = -2x + 5.

Exercicio 12: Caracterize, por uma condi¢fio, cada um dos conjuntos sombreados.

12.1 12.2

12.1 — Resolucio: Trata-se de um dominio triangular (tridngulo [ABC], rectangulo em B)

limitado pelas rectas de equagéo:
AB: m«lwx +2; AC: yﬁ—lxw L. e BC:y=-2x+7,
73 T 8§ 27 ' ’
Assim, a condi¢fio que define o dominio &:

YS%X+2 A yzwéx—é— AYS-2x+7,
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12.2 — Resolugfio: Os pontos do dominio pertencem ao circulo de equagiio:
-2+ (y-2's4
e ao exterior do quadrado, incluindo a fronteira: y2x+2 v y<x-2 v y2-x+6 v y< ~x +2,
Ou seja, a condiglio que define a regifio sombreada é:

(x-—2)2+(yA2)2£4 Ayzx+2 vysx-2vyz-x+06 v y<—x+2).

Exercicio 13: (Exercicio proposto) Represente num referencial ¢. 0. n. o conjunto dos

pontos definido por cada uma das condi¢des:
13.1yz lx“fvl AYE lx+3;
2 2

132x* +y* <9 A x| = 1;
133y-2x<2 A 0<x<4 A 0Sy<d A x=-2Y 4y 24;

3.7.6 Conicas
(i) Elipse

Exercicio 1: A equagdio 4x” + 25y* ~100 = 0 define uma elipse. Determine a distancia
focal, as coordenadas dos focos, 0 comprimento dos eixos e os vértices.

Resolucfio: Vamos comegar por escrever a equagiio da elipse na forma reduzida:

2 2 2 2
AP+ 25 100=0 e S BV g o XY
100 100 25 4

Comparando com a equagio (3.27), temos que: a® = 25, ou seja, a =15, b* =4 ou b = 2. Como se tem
a > b, trata-se de uma elipse com os focos sobre o eixo dos xx. Assim temos que:
25=4+c & c=21.

Logo podemos escrever:;

- a distancia focal: 2¢ = 24/21 ;

- as coordenadas dos focos: (JZ_I, 0)e (H\/’E—I, 0);
5

>

- aexcentricidade: ¢ = — =
a

- a medida do eixo menor: 2b = 4;
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- a medida do eixo maior: 2a = 10;
- as coordenadas dos vértices sobre o eixo dos xx: (5, 0) e (=5, 0);
- as coordenadas dos vértices sobre o eixo dos yy: (0, 2) e (0, -2),

25 a 25

— € X .
V21 e 21

- as directrizes: x =

o0 |

- . ~ : : . . 2
Exercicio 2: Determine a equacio reduzida da elipse, sabendo que a excentricidade ¢ 3 &

os focos tém coordenadas (£4, 0).

)
Resolucio: Tiramos de imediato que ¢ = 4. Como ¢ =£, podemos escrever ~;— = i, donde
a a
a= 6. Assim, b* = 36— 16 = 20. Logo a equagfo reduzida da elipse é: };—6 + % =1

Exercicio 3: Dois dos vértices de uma elipse de centro na origem de um referencial ¢. 0. 0.
$30 0s pontos A(5, 0) e B(0, 7).

3.1 Escreva a equagio reduzida da elipse.

Resolucéio: Como A0 =5¢ BO =7, significa que o eixo menor esta sobre o eixo dos xx
e, portanto, o eixo maior esté sobre o eixo dos yy. O semi-eixo menor € a =5 e 0 semi-€ixo malor €

b =7, Assim, a equacio reduzida sal imediatamente:

2 2 2 2
GUNR AR P

+._......
52 77 25 49

3.2 Calcule a distancia focal e a excentricidade da elipse.

Resoluciio: Temos ¢? =7° - 5% donde ¢ = +/24 . Portanto a distincia focal é 2c =2+/24 e

a excentricidade é:

(i) Hipérbole

Exercicio 1;: Considere a hipérbole de equagiio 4x? = 9y* =36 = 0. Determine 0s eixos, 0s

vértices, os focos, a distincia focal, a excentricidade e as directrizes da hipérbole.

258




Resolugio: Comecemos por escrever a equacio reduzida da hipérbole:

2

a9yt

47 -9y =36 >
Y 36 36

2
¥
9

Comparando, agora, com a equacio (3.31), temos que:
a’=9 = a=3 e b’=4 > b=2.
Como c> =9+ 4, vemc = /13 . Assim podemos escrever:
- eixo transverso: 2a = 6;
- e1x0 ndo transverso ou eixo conjugado: 2b =4;
- as coordenadas dos vértices: (3, 0) e (-3, 0);

- as coordenadas dos focos: (\/I_:’: ,O)e (—Jl—g , 0);
- a disténcia focal: 2¢ =24/13 ;

[

.. c
- aexceniricidade: e= — =
a

- as directrizes sdo as rectas: x =

o |

Exercicio 2: Determine a equagfo da hipérbole, na forma reduzida, que tem por focos os
pontos (0, £5} e por vértices os pontos (0, £4).

Resolug¢io: Conhecidas as coordenadas dos focos (sobre o eixo dos yy) e dos vértices,
tiramos que a semi-distancia focal é ¢ = 5 ¢ o semi-eixo transverso ¢ b = 4, respectivamente.
Portanto, tiramos que:

25=a"+16 @ a’=9.

2 2

De (3.32), escrevemos a equagio reduzida da hipérbole: DN Y

9
(iif) Parabola

Exercicio 1: Determine o foco e a directriz da parabola x* = 8y.

Resolugio: Trata-se de uma parabola com a concavidade voltada para cima. Podemos tirar

de imediato que: 2p = 8 ou p = 4. Logo, como o foco tem coordenadas do tipo F[O,%} , temos que:

F(0, 2). A directriz € uma recta horizontal de equagdo na forma: y = m—% , Ou sgja, y =-2.
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Exercicio 2: Obtenha a equagfio reduzida da pardbola de vértice na origem dum referencial
¢. 0. n. e cuja directriz é arecta y = 3.

Resolugiio: Sendo y = 3 a directriz, o foco da pardbola é o ponto F de coordenadas (0, —-3)

P

¢, portanto, 5 = 3, ou sgja, o pardmetro ¢ p = 6. Como esta parabola tem a concavidade voltada

para baixo, a sua equagio reduzida é:

x% =—12y.

Exercicio 3: Determine uma equacglo cartesiana do conjunto dos pontos que distam
igualmente de F(-3, 0) e da recta x = 3. Construa a figura correspondente.

Resoluciio: O conjunto dos pontos do plano que verificam esta condicdo determinam uma
curva aberta — a parabola. Consideremos, entdio, um ponto P(x, y), do plano, tal que esteja
igualmente distanciado do ponto F e da recta vertical x = 3. Ora, a distdncia do ponto P ao ponto F
é:

AP, F) = (x +3) +y?,
¢ a distAncia do ponto P & recta vertical x = 3, a directriz », é dada por:
d(P, 1) =x-3|
Donde, se pode escrever que
d(P, F)=d(P,r) <= J(x +3)" +y  =]x -3
Elevando ambos os membros ao quadrado, desenvolvendo e simplificando:
X+ +9+y =X —6x+9 & y =-12x,
ou seja, obtivemos a equacdo reduzida duma parabola, aberta para a esquerda, de parametro p = 6,

com o foco F(-3, 0) € o vertice V(0, 0). A construcio da pardbola fica ao cuidado do leitor.

Exercicio 4: Obtenha o foco e a directriz da pardbola com a equagio reduzida: v = 16x.

Resoluciio: Trata-se de uma pardbola com a concavidade voltada para a direita. Da sua

equagdio reduzida tiramos que: 2p = 16 ou p = &. Logo, como o foco se escreve na forma F(%,OJ,

temos F(4, 0). A directriz ¢ uma recta vertical do tipo x = —% , donde x =4,
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3.8 Aplicacdes praticas no Sketchpad™

3.8.1 Transformacées geométricas

Exercicio 1: (ver Exercicio 1 da secgdo 3.7.1 — Figura 3.110)
Resolucio: Vamos dar uma lista de procedimentos para a resolugio do exercicio no
Sketchpad:
- Num Sketch novo, criamos duas circunferéncias C; e C; (utilizando a ferramenta

circunferéneia), a recta » (usando a ferramenta recta) e nesta dois pontos A, B 4 distincia d. Para

construir a translagio da circunferéncia C, associada a Kﬁ, C*y, fazemos:

- Seleccionamos o ponto A e B (por esta ordem) e no menu Transform a op¢io Mark
Vector "A — B".

- Seleccionamos a circunferéncia C; € o seu o centro O;, e no mesmo menu a opgio
Translate (na janela de didlogo opta-se por By Marked Vector).

- Temos que C; n C'y = { P2} e s € paralela a r passando por P;. P; € a imagem de

P1eCy pela franslagdo associada a A—B

Exercicio 2: (ver Exercicio 2 da secgdo 3.7.1 — Figura 3.111)
Resolu¢io: Lista de procedimentos para a resolugdo deste exercicio no Sketchpad:
- Num Sketch novo, construimos uma recta », M € r e dois pontos do mesmo lado de #,
P e Q. Para obtermos P’ pela reflex@o no espelho r, fazemos:
- Seleccionamos a recta r e no menu Transform a opeio Mark Mirror “r’.
- Seleccionamos o ponto P e no menu Transform a opgéo Reflect.

- O ponto O pretendido resulta da intersec¢do de [P’Q] com ».

Exercicio 3: (ver Exercicio 3 da sec¢@o 3.7.1 — Figura 3.112)
Resoluciio: Este exercicio pode ser resolvido no Sketchpad do seguinte modo:
- Num Sketch novo, construimos um angulo ZABC e o ponto O no seu interior. Para
obtermos A’ ¢ B’ fazemos uma simetria de centro O dos pontos A e B, respectivamente,
- Seleccionamos o ponto O e no menu Transform a opclo Mark Center “O",
- Seleccionamos o ponto A, no menu Transform a op¢io Rotate, ¢ na janela de dialogo

opta-se por By [80°e clicamos no botio OK. Da mesma forma para B.
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~ O ponto M € a intersecgdo de A’B’ com [BC e N € a imagem de M pela simetria de

centro O.

Exercicio 4: (ver Exercicio 4 da seccio 3.7.1 — Figura 3.113)
Resolucio: Para resolver o exercicio no Sketchpad procede-se da seguinte forma:
- Num Sketch novo, construimos um quadrado [ABCD]} e o ponto X num dos seus
lados, por exemplo [AB]. Z obtém-se da intersec¢do do quadrado dado com: a sua rotacio de 60° e
de centro X, (X; 60°), [A’B’C’D’],
- Seleccionamos o ponto X e no menu Transform a opgio Mark Center "X
- Seleccionamos os pontos A, B, C e D, no menu Transform a op¢io Rotate, ¢ na janela
de dialogo, que se abre, opta-se por By 60°

- Pela rotagiio (X, —60°), Z tem imagem Y, e assim o tridngulo [XYZ] é equilatero.

3.8.2 Construgdo de poligonos

Exercicio 1: (ver Exercicio 1 da secefio 3.7.3 (1) — Figura3.122)
Resolucio: A construgiio do pentdgono regular, no Sketchpad, faz-se do seguinte modo:
- Num Sketch novo, construimos a circunferéncia C, de centro O e didmetro, qualquer,
[AB] e construimos o didmetro perpendicular a [AB], [CD]. Determinamos o ponto médio M do
raio [OB]: Seleccionamos o segmento de recta [OB] e no menu Construct a opg¢do Point At
Midpoint;
- Com centro M e raio [MC], construimos ¢ arco de circunferéncia CP.
- Marcamos sobre a circunferéncia C; um ponto Py: Seleccionamos a circunferéncia C; e
no menu Construct a opgio Point on Object;
- Seleccionamos o ponto P; e o raio [CP], ¢ no menu Construct a op¢iio Circle By
Center And Radius - determinamos P, ¢ Ps. Analogamente determinamos P; e Py.
- Unindo os pontos determinados sobre C; obtém-se o poligono pretendido
[P1P:P3P4Ps]: Seleccionando os pontos Py, Py, P3, Py e Ps (por esta ordem), e no menu Construct a

opg¢lo Segment.

Exercicio 2: (ver Exercicio da sec¢o 3.7.3 (ii) ~ Figura3.124)
Resoluciio: Para obtermos todas as estrelagdes do decigono, comegamos por construir uma

circunferéncia de centro O e raio qualquer. Dividimo-fa em dez partes geometricamente iguais
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marcando dez pontos na circunferéncia Py, Pa, ..., Prg, igualmente afastados. Em seguida fazemos
sucessivamente:
- Seleccionamos a circunferéncia e no menu Construct a opglio Point on Object

(chamamos P, ao ponto obtido);

H,
k-

- Seleccionamos o ponto O e no menu Transform a opgio Mark Center O

- Seleccionamos o ponto Py, e no menu Transform a opgdo Rotate. Na janela de didlogo,
que se abre, opta-se por By 36° - obtemos o ponto Py, Repetimos este procedimento por forma a
obtermos todos os pontos P, Py, ..., Pjo;

- Seleccionamos todos os pontes, Py, Py, ..., Py por ordem em que estio na
circunferéncia ¢ no menu Construct a opglo Segment (obtemos o decdgono regular — a verde —
[P1P:P3P4PsPsP7PsPoP1g]);

- Para obtermos a 1* estrela [PIAP2 AP AP AP s AP AP A P AgPoAgP A 0] — a
vermelho - unimos os pontos alternadamente ou de dois em dois: seleccionamos os pontos Py, Ps,
Ps, P7 € Py, € no menu Construct a opgio Segment; de seguida seleccionamos os pontos P, P, Pg,
Pg e Pyg, e no menu Construct a opgo Segment.

- Obtemos a 2" estrelacio: [P1B1P:B:P;B3PsByP:BsPsB:P:B:PsBsPoBoP 0B o] — a azul —
¢ a 3" estrelagdo [P C PrCoP3C3PyCyPsCsPeCeP7CoPgCsPoCoP1oC o] — a amarelo — da mesma forma,
agora, seleccionando os pontos de trés em trés e de quatro em quatro, respectivamente,

- Para os pormenores (pontos A, Bj e Cj com 1 = 1, ..., 10, segmentos de recta
vermelhos, azuis e amarelos) usamos os menus Construct (a opgio Point At Intersection) e Display

(Line Style Thich e Color ~ a gosto).

3.8.3 Geometria Analitica

Exercicio 1: (ver Exercicio 3 da seccdo 3.7.5 (i) — Figura 3.147).
Resolugiio: Podemos resolver este exercicio no Sketchpad do seguinte modo:
- Num Sketch novo e no menu Graph seleccionamos a opgo Create Axes. Escolhemos
a unidade mais adequada seleccionando e arrastando o ponto que define a unidade;
- No menu Graph seleccionamos a opgio Plot Points... para representar no referencial ¢.
0. n. os pontos dados. Construimos o triangulo [ABC], os pontos médios dos seus lados, M, M €

M, e o tridngulo [M;M,M,];
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M yi(-2,530, 2,00} 5 - mAB = 1,98 cm

Ma:(-4,00, 0,00) 7 mBC=264cm

M3 (-2,50, 0,00) poomea=330em |

VY M = (mAB)+(mBC) +(mCA) =792 cm= Perimetro tridgngulo [ABC)
MM, =1,65 i -+ _

m____:i_._l_ 02 e Bt AL (mCA)

miMz =0,99 em + TR

mM M3z =132¢cm

=1,65 cm
(m MM 1} +(m\f12?v13) +(mM |MB) =3,96 cm

T AN RO S S B L M B s B L B e e
10 + - 10 15
T (MAB +(mBQ +(mCA)
1 ((ml‘vle ,) +(m\/12M3) +(mM ,MS}) =2,00
S5 -
Y

Figura 3.147: Os pontos A(-1, 2), B(-4, 2) e C(-4, -2) determinam o tridngulio [ABC]. M, Ms e M;
sdo os pontos médios dos lados {AB], [BC] e [AC], respectivamente, ¢ definem o tridngulo

(M MM;].

- No menu Mesure seleccionamos a op¢io Length para obter o comprimento dos lados
dos tridngulos;

- No menu Mesure seleccionamos a opgido Coordenates para determinar as coordenadas
de M;, My ¢ de Ma;

- No menu Mesure seleccionamos a opgdo Calculate... para determinar os perimetros

dos tridngulos e as razdes pedidas no enunciado.

3.8.4 Conicas

O proprio Sketchpad dispde de ficheiros *gss numa pasta “CONICS” (em
¢ \sketch\samples\scriptsiconics) e também de um ficheiro muito completo, “3conics.gsp” (em

c:\sketchisamplesisketches\trigconi), onde se podem ver as trés conicas. Além das construgdes que
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se seguem, pode ver no Apéndice VI, na pasta Capitulo3 — Conicas, os ficheiros Elipsel.gsp (onde

encontra a elipse construida pelo método do jardineiro) e Pardbolal.gsp (Soarez 2000).

(i) Uma construcio da elipse — pelo método das circunferéncias (ver secg¢do 3.6.1 — (v) e

Apéndice VI, na pasta Capitilo3 -~ Conicas, ficheiro Elipse2.gsp)

Num Sketch novo, construimos duas circunferéncias concéntricas (Figura 3.102) no centro
da elipse, O, uma com didmetro [AB] — o eixo malor, e outra com didmetro {CD] —~ eixo menor da
elipse. Construimos um ponto qualquer, [;, sobre a circunferéncia de didmetro {CD] (seleccionando
a circunferéneia e no menu Construct a opgo Point on Object). Construimos a semi-recta [O,. A
mtersec¢do da semi-recta O, com a circunferéncia de didmetro [AB], determina o ponto I.
Tracamos por [; uma recta paralela ao eixo maior, [AB], e por [ uma recta paralela ao eixo menor,
[CD]. A intersecgzo destas rectas determinam o ponto P, da elipse. Seleccionamos o ponto P e no
menu Display a opgio Trace Point. Para obtermos a elipse movimentamos o ponto [; em torno da
circunferéncia — Figura 3.102. Pretendendo, podemos nesta construgdo criar animac#io do seguinte
modo: Seleccionando o ponto I; e a circunferéncia de didmetro [CD] e no menu Edit a opgio Action
Button e depois na caixa que se abre a opglio Animation.... Na caixa Path Match optamos, por
exemplo, por one way ¢ normaly, e clicamos no botdo Animate. Obtemos, agora, um botdo no canto
superior esquerdo do ecrd: Animate (que pode ser formatado ao gosto do utilizador). Para animar a

construgio clicamos duas vezes sobre o botio Animate.

(ii) Uma segunda construciio da elipse — Apéndice VI, pasta Capitulo3 — Conicas — Elipse3.gsp

Vamos construir a elipse por outro processo no Sketchpad (ver http://www.cl-gaia.rets.pt)

— Figura 3.148. Num Sketch novo, construimos uma circunferéncia de centro A e raio [AB],
qualquer, e nela um ponto C. Construimos o segmento de recta [AC], um ponto D no interior da
circunferéncia e o segmento de recta [CD]. Depots, damos sucessivamente, os passos seguintes:

- Seleccionamos o segmento de recta [CD] ¢ no menu Construct a opciio Point At
Midpoint e obtemos o ponto E;

- Seleccionamos o ponto E e o segmento de recta [CD}, ¢ no menu Construct a opcio

Perpendicular Line para obter a mediatriz de [CD];
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Figura 3.148: Uma construgiio da elipse.

- Construimos o ponto F de intersec¢fio da mediatriz de [CD] com o raio [AC] e o
segmento de recta [DF].

- Seleccionamos os pontos C e F e no menu Construct a opgio Locus.
(iii) Uma construciio da hipérbole — Apéndice VI, pasta Capitulo3 — Conicas — Hiperbolel.gsp

Num Sketch novo, construimos a recta F\F, — o eixo focal e os vértices V, e V;, da
hipérbole (VF, = V,F, ). Construimos um ponto X, arbitrario, sobre o eixo focal e fora do

segmento de recta [V, V;], por exemplo, na semi recta [V F; — Figura 3.106. Com ceatros em Fy e

F,, e raios respectivamente iguais a VI_X e V,X, construimos quatro circunferéncias. A intersecgéio
das circunferéncias, duas a duas, determinam quatro pontos, I}, b, I e ls, que pertencem a hipérbole
(1) ¢ I, num ramo de hipérbole, ¢ I3 e I3 noutro ramo de hipérbole). Scleccionamos os pontos I, I, I3
e L, e no menu Display a opcdo Trace Point. Para obter a hipérbole movimentamos livremente o

ponto X na semi-recta [V, F;.

(iv) Uma segunda construciec da hipérbole — Apéndice VI, pasta Capitulo3 — Conicas —

Hipérbole2.gsp
Num Sketch novo, construimos uma circunferéncia de centro A e raio [AB], qualquer, ¢

nela um ponto C — Figura 3.149. Construimos um ponto D no exterior da circunferéncia e o

segmente de recta [CD]. Em seguida, damos os passos seguintes:
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Figura 3.149: Construcio da hipérbole.

- Seleccionamos o segmento de recta [CD]} e no menu Construct a op¢io Point At
Midpoint e obtemos o ponto E;

- Seleccionamos o ponto E e o segmento de recta [CD], e no menu Construct a opgio
Perpendicular Line para obter a mediatriz de [CD];

~ Construimos o ponto, F, de intersec¢do da mediatriz de {CD] com a semi-recta [AC e o
segmento de recta [DF];

- Seleccionamos os pontos C ¢ F e no menu Construct a opgiio Locus para obter um dos
ramos da hipérbole;

- Construimos o segmento de recta [AD], o seu ponto médio, G, e a sua mediatriz;

- Seleccionamos a mediatriz do segmento de recta [AD] e no menu 7ransform a opgio
Mark Mirror,

- Seleccionamos o ponto F e escolhemos a opcio Mark Mirror do menu Transform —
obtemos o ponto F’;

- Seleccionamos os pontos ' ¢ C e no menu Construct a opgdo Locus para obtermos o
segundo ramo da hipérbole;

Movimentando livremente o ponto C sobre a circunferéncia, obtemos um tragado da

hipérbole.
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(v) Uma construciio da parabola — Apéndice VI, pasta Capitulo3 — Conicas — Pardbola2.gsp

Construimos no Sketchpad a pardbola da seguinte forma (Figura 3.109):
- Num Sketch novo, construimos o foco F, a directriz d, o ponto D da directriz mais
proximo de F e o vértice V da parabola — ponto médio do segmento de recta [FD].
- Construimos um ponto X, arbitrério, sobre a semi-recta [VF e conduza-se por X uma

paralela, r, d recta d.

- Construimos uma circunferéncia de centro em F e raio igual a DX, que corta a recta »
em pontos que pertencem a parabola, Py e Ps.
- Seleccione os pontos Py e P2, ¢ no menu Display a opgdo Trace Point. Para obter a

pardbola seleccione e movimente livremente o ponto X da semi-recta [ VFE.

(vi) Uma segunda construcio da pardbola — Apéndice VI, pasta Capitlo3 — Conicas -

Pardabola3.gsp

Num Sketch novo (Figura 3.150), construimos uma recta AB, sobre a recta um ponto D
e outro ponto C ndo pertencente a recta, quaisquer. Construimos o segmento de recta [CD] e a sua
mediatriz. Construimos o ponto, F, de intersecgfio da perpendicular a AB, que passa por D, com a
mediatriz de [CD]. Para obtermos a parabola seleccionamos o ponto F, e no menu Display a opglo
Trace Point ou, simplesmente, para obtermos um seu esbogo seleccionamos os pontos F ¢ D € no
menu Construct a op¢io Locus. Seleccionando e movimentando livremente o ponto D sobre a recta

AB, ficamos com a parébola.
3.8.5 Outra construgdo

Exercicio: Determinar as tangentes a uma circunferéncia centrada em A e raio [AB], por
um ponto exterior P (Figura 3.151) —~ Apéndice VI, pasta Capitulo 3 — Tangente_Circunferencia.gss
Resoluc¢io: Para resolver este exercicio no Sketchpad (a mio, faz-se a construgiio de forma
analoga) procede-se da seguinte forma:
- Num Sketch novo, construimos uma circunferéncia, C,, de centro A e raio [AB], e um
ponto P exterior,

- Construimos o ponto médio, M, do segmento de recta [PA];
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Figura 3.150: Construcio da paribola.

Figura 3.151: PI; e P, sdo tangentes a circunferéncia C,, de centro A e raio [AB], qualquer, por um

ponto que the é exterior, P.

- Construimos a circunferéncia C; de centro M ¢ raio AM ;
- Da intersec¢do das circunferéncias, C, e C;, obtém-se os pontos I; e Iy;

- As tangentes sfio as rectas PI, e Pl,.
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Capitulo 4 - Geometria No Espaco

4.1 Poliedros

4.1.1 Definicoes

Um sélido geométrico é uma porgio fechada do espago limitada por superficies (planas ou
curvas). Os sdlidos diferenciam-se em poliedros e em ndo poliedros. Um poliedro (do grego: poly -
muitas + edros — faces) ¢ um sdlido limitado por poligonos (figuras planas limitadas por segmentos
de recta — secgfio 3.3). A estes poligonos chamamos faces do poliedro. Ao angulo entre duas faces
chama-se diedro’™ — ver Figura 4.1. Os lados dos poligonos sdo chamados arestas do poliedro (séo
os segmentos de recta que himitam as faces). Os vértices dos poligonos sdo também os vértices do
poliedro (sdo os pontos de encontro de duas ou mais arestas). Chamamos vertices equivalentes ou
idénticos aqueles onde concorre o mesmo numero de arestas e chamamos ordem do vértice ao
nimero de arestas que concorrem no vértice. Os vértices, as arestas e as faces de um poliedro
dizem-se os elementos do poliedro — Figura 4.2 ¢ estdo relacionados pela Formula de Euler (seccio
4.1.2). As faces que saiem de um mesmo vértice definem um dngulo poliédrico. Chamamos dngulo
poliédrico triedro se for definido por trés faces, quadraedro se for definido por quatro faces,
pentaedro se for definido por cinco faces, etc. Podemos dividir os poliedros em trés grupos,
conforme as semelhancas entre as faces: os regulares (seccio 4.1.2), os semi-regulares (ou
poliedros arquimedianos — seccio 4.1.3) e os irregulares (em particular, os prismas, os antiprismas
e as pirdmides — secgdo 4.1.4). Quanto a disposigiio das faces, um poliedro pode ser céncavo: se o
plano que contém alguma das faces divide o poliedro em duas partes; ou convexo: se 0 plano que
resulta do prolongamento de qualquer das suas faces néo intersectar o interior do poliedro (ou seja,
significa que os Angulos diedros formados por quaisquer duas faces consecutivas tém amplitude
inferior a 180°). Os poliedros designam-se pelo nimero de faces que tém: 4 faces - fefraedro; 5
faces — pentaedro; 6 faces — hexaedro; 7 faces — heptaedro; 8 faces — octaedro; etc. Chama-se base

de um poliedro a face na qual o poliedro assenta (Figura 4.2).

™ Em geral, dados dois semiplonos com a mesma recta origem, dngulo diedro é cada uma das regides do espago determinadas pelos
dois semiplanos (normalmente uma convexa e outra cdncava). A recta de origem chama-se aresta do diedro. Considerando um plano
perpendicutar 4 aresta de um dicdre, o recrilineo desse diedro é o dngulo formado pelas duas semi-rectas de interseegiio desse plano
com os dois semiplanos. A amplitude desse rectilineo ¢, por definigio, a medida do dngulo diedro dos dois semiplanos.

270




Figura 4.1: Dois planos secantes, # e @, determinam no espago quatro diedros, iguais dois a dois. A

recta de intersecqdo, », ¢ a aresta dos diedros. O dngulo a, resultante da intersecgido do diedro com um

plane, ‘W, perpendicular a aresta, ¢ o angulo diedro ou o rectilineo, cuja amplitude ¢ a amplitude do

diedro.

SIS B

Figura 4.2: No poliedro convexo [ABCDEF] existem seis vértices: A, B, C, D, E e F; nove arestas:
TAB], [AC], [AE], {BC], [BF], {CD], [DE], [DF), [EF]; cinco faces: [ABC], [DEF], [ABFE], [ACDE],
[BCDF]. Relacionam-se pela Formula de Euler (sec¢fio 4.1.2). A face [ABC)] ¢ a base inferior e a face
{DEF] é a base superior do prisma triangular [ABCDEF) (ver secgio 4.1.4).

4.1.2 Poliedros regulares

Um poliedro diz-se regular se tiver em todas as faces poligonos regulares geometricamente
1guais entre si (estamos a considerar que, por exemplo, o pentagrama é um poligono regular — veja a
secgdo 3.3 do capitulo 3, pois a nossa nogéio de poligono engloba os poligonos entrecruzados, isto é,
com os lados a poderem se intersectar) e cujos Angulos poliédricos sio todos geometricamente
iguais (ou seja, o numero de faces que se encontram em cada vértice é sempre 0 mesmo). Podem-se
classificar os nove poliedros regulares em: cinco convexos — o tetracdro (quatro faces), o hexaedro
(seis faces), o octaedro (oito faces), o dodecaedro (doze faces) e o icosaedro (vinte faces); e quatro
estrelados (os poliedros de Kepler — Poisont’”) — o pequeno dodecaedro estrelado, o grande

dodecaedro estrelado, o grande dodecaedro € o icosaedro estrelado.

™ Johann Kepler {ver capitulo 1). Louis Poinsot (1777 - 1859%) foi um matemdtico francés que durante muitos anos, foi também
membro do quadro superior da instrugio publica de Franga (Struik, 1989).
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Figura 4.3: [ABCD] ¢ um tetraedro e a figura plana [C’A’C’B’C*""D’] a sua planificagdo. O ponto M
¢ o ponto médio da aresta [BC]. O éangulo diedro do tetraedro, £AMD, mede 70° 32,

aproximadamente. PD € a altura do tetraedro.

Os cinco poliedros regulares convexos sio também designados por platonicos (por terem
sido estudados e divulgados pela escola de Platdo), pois t&€m todas as faces e Angulos entre as faces
geometricamente 1guais. Existem apenas cinco pelo que segue. Todo o &ngulo poliédrico tem de ter
um minimo de trés faces, para que se defina. Além disso, a soma dos angulos internos de cada face,
que se encontra num Aangulo poliédrico, tem de ser inferior a 360°. Considerando os poligonos
regulares (ja que serfio estes as faces de qualquer poliedro regular platénico), os que formam os
cinco poliedros platénicos so os seguintes: os ridngulos equiliteros - como cada &ngulo intemo é
de 60° podem existir em cada vértice 3, 4 ou 5 tridngulos (temos o fetraedro se tivermos 3
triingulos em cada vértice: 3 x 60° = 180°% o octaedro setivermos 4 tridngulos em cada vértice:
4 x 60° = 240°% e temos 0 icosaedro se tivermos 5 trifingulos em cada vértice: 5 x 60° = 300°,
repare-se que 6 x 60° = 360° ndo ¢ inferior a 360°); os quadrados — como cada angulo intermo mede
90° s6 podemos ter 3 quadrados a formar o angulo sélido (3 x 90° = 270° — obteremos o cubo ou
hexaedro); e os pentagonos — como cada um dos seus angulos internos tem amplitude de 108°, s6
poderemos ter 3 pentidgonos em cada vértice (3 x 108° = 324° — teremos o dodecaedro). Adiante, no
ponto (vi), depois de estudada a relagdo de Euler, formalizaremos a justificagiio da existéncia de

apenas cinco poliedros regulares convexos.

(i) Tetraedro

O tetraedro é o poliedro platdnico mais simples: tem 4 faces (que sio tridngulos

equilateros), 4 vértices e 6 arestas. O seu angulo diedro mede aproximadamente 70°32” (Figura 4.3).
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Figura 4.4: [ABCDEFGH] ¢ um cubo, d = [FC] é uma sua diagenal e a sua planificagio é
[AFGVB'GH' CHVED’E'H G ’F']. O dnguio diedro do cubo mede 90°.

(ii) Hexaedro ou Cubo

Este poliedro € composto por 6 faces (que sio quadrados geometricamente iguais), 8
vértices € 12 arestas. O angulo diedro mede 90° (Figura 4.4), Chamamos diagonal do cubo, d, ao
segmento de recta que une dois vértices ndo pertencentes a mesma face (Figura 4.4). Se a é a
medida da aresta do cubo, temos que o comprimento da diagonal é dado por (exercicio 5.1 da

seccdo 4.3.1):

dﬁx@a.

Podemos calcular a area da superficie do cubo, de aresta «, facilmente, uma vez que as suas faces
. ) . . . ; 2 .
sd3o sels quadrados geometricamente iguais. Como cada quadrado tem 4rea a” vem:
i a2
Area superficie do cubo — 6a’.
O volume do cubo ¢ dado pelo cubo do comprimento da aresta, a:

Volume = a°.

(iii) Octaedro

O octaedro tem 8 faces que sdo trifinguios equilateros, 6 vértices e 12 arestas, Um angulo

diedro deste s6lido mede: EMF ~ 109° 28’ ~ Figura 4.5.
(iv) Dodecaedro

Este poliedro ¢ composto por 12 faces que sdo pentidgonos regulares, 20 vértices e 30

arestas. O angulo diedro deste sélido mede, aproximadamente, 116° 34’ (Figura 4.6).
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Figura 4.5: O octaedro [FABCDE] e a sua planificagio é [A'B’E'D'F'C’F’D”E”B”]. Um angul

diedro do octaedro, por exemplo ZEMF, mede 109° 28°, aproximadamente,

Figura 4.6: O dodecacedro ¢ a sua planificagio. Um &ngulo diedro mede 116° 34°, aproximadamente.

(v) Icosaedro

O 1cosaedro € composto por 20 faces que sdo tridngulos equildteros, 12 vértices ¢ 30

arestas. O angulo diedro deste poliedro mede, aproximadamente, 138° 11° (Figura 4.7).

(vi) A relacio de Euler

Todos os poliedros regulares convexos (platénicos) verificam a relagfio seguinte: o numero
de faces (F) somado ao numero de vértices (V) ¢ igual ao nimero de arestas (A) somado de 2, ou

s¢ja,
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Figura 4.7: O icosaedro e a sua planificagio.

Nome do N de N°. de N de

Poliedre Faces (F) Vértices (V) Arzestas (A) F+V A+2

Tetraedro 4 4 6 3 3

Hexaedro 6 8 i2 14 14

Octaedro 8 6 i2 14 14
Dodecaedro 12 20 30 32 32

Icosaedro 20 i2 30 32 32

Tabela 4.1: Os potiedros platénicos, regulares e convexos, verificam a relagio de Eulen: F+ V= A + 2,

F+V=A+2 (4.1),
que se designa por relagdo de Euler®™ — Tabela 4.1.

A justificagio da existéncia de apenas ¢ sé cinco poliedros regulares convexos {poliedros
platénicos) pode ser feita da seguinte forma: Consideremos, num poliedro regular convexo, as
seguintes designacdes (em tudo nimeros inteiros):

n — € o numero de arestas em cada face do poliedro;

A — € o nimero de arestas total do poliedro;

F — & o ntimero de faces do poliedro;

r— ¢ o nimero de arestas que se encontram em cada vértice do poliedro;
V — ¢ o numero de vértices do poliedro.

Cada face possul # arestas, n = 3 (sfo poligonos), e como cada aresta ¢ comum a duas faces

temos

¥ 0 matemdtice francés Adrien-Marie Legendre (1752 — 1833) demonstrou que a relago de Euler é valida para quaisquer poliedras
convexos {mesmo irregulares). No entanto, sabe-se que esta relagiio ¢ vilida para uma classe mais alargada de poliedros (aqueles
topologicamente idénticos a uma esfera) embora nio se generzalize a todo o tipo de policdros. Por exemplo, 0 pequeno dodecaedro
estrelado e o grande dodecaedro ndio verificam a relagio de Euler, mas os outres dois poliedros regulares estrelados verificam-na: o
grande dodccaedro estrelado e o grande icosaedro estrelado.
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Cada angulo poliédrico formado por todas as faces que tém em comum um vértice, possui »

arestas, r 2 3, e como cada aresta é limitada por dois vértices, temos:

vV 2
A=Y ov=24 (4.3)
2 r
Assim de (4.1) obtemos:
24,28,

e como A > 0, podemos concluir que

11
o
T 6
e logo
r<6.
QOu seja, » s6 pode tomar os valores 3, 4 ¢ 5.
Ser=3,de (4.4) vem
1, .1 1.1
n 3 2 A n 6 A

e novamente, como A > 0 podemos {irar que

ou s¢ja
Donde n s6 podera tomar os valores 3, 4 ¢ 5 (n =3 ¢ a mesma situagfio que a vista antes). Podemos

obter o nimero de arestas, de faces e de vértices dos poliedros correspondentes substituindo os

valores encontrados para n e » em (4.4), (4.2) e (4.3) respectivamente — Tabela 4.2.
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Face N° de arestas p/ | N° de arestas p/ N® de N°. de N® de Nome do
{poligono) face (n) vértice (1) Axestas (A) Vértices (V) Faces (F) Poliedro
A equilatero 3 3 6 4 4 Tetraedro
Quadrado 4 3 12 8 6 Hexaedro
A equilatero 3 4 12 6 3 Octaedro
Pentagono 5 3 30 20 12 Dodecaedro
A equilatero 3 5 30 12 20 [cosaedro

Tabela 4.2: Observamos que sé podem existir 5 polhiedros platénicos (regulares e convexos), tendo em consideracio a

definicdo destes, € ainda a relagio de Euler: F+ V=A + 2,
(vii) Os poliedros de Kepler - Poisont

Os quatro e tnicos poliedros regulares estrelados, ndio convexos, sfio habitualmente
designados por poliedros de Kepler — Poisont, pois foram estes os primeiros matematicos a
investiga-los. Johann Kepler, em 1619, descobriu os dois primeiros poliedros: ¢ pequeno
dodecaedro estrelado e o grande dodecaedro estrelado (Figura 4.8 e 4.10). Cerca de dois séculos
mais tarde, em 1810, Louis Poisont redescobriu-os e descobriu os outros dois: o grande dodecaedro
e o grande icosaedro estrelado (Figura 4.9 e 4.11). Mas foi o matematico Cauchy®' quem mostrou,
em 1813, que ndo havia outros poliedros regulares néio convexos, para além dos encontrados por
Kepler e Poisont,

O pequeno dodecaedro estrelado (Figura 4.8) tem 12 faces, 12 vértices e 30 arestas. Este
poliedro estrelado obtém-se de um dodecaedro, “colandc” nas suas doze faces outras tantas
pi::?lmides82 pentagonais regulares, cujas faces fossem (riingulos isdsceles ou, utilizando um
processo semelhante a4 obtencio de poligonos estrelados (secgdo 3.3), prolongando as faces do
dodecaedro e considerando as suas intersecgdes obtemos o pequeno dodecaedro estrelado como a
primeira estrelagio do dodecaedro. Observe-se, na Figura 4.8, que as 12 faces do pequeno
dodecaedro estrelado s3io pentagramas, as arestas sdo os lados das faces e os vértices estdio nas
extremidades das arestas (note que existem vértices, nos poliedros estrelados n#o convexos, gue ndo
sao verdadeiros vértices, wma vez que sfo os vértices dos angulos sélidos coneavos - no pequeno
dodecaedro estrelado os “faisos” vértices coincidem com os vértices dos pentiagonos das faces do
dodecaedro).

O grande dodecaedro tem 12 faces, 12 vertices e 30 arestas ¢ ¢ obtido, por sua vez, do

&l Augustine-Louis Cauchy (1789 — 1857), francés, foi um dos génios matemdticoes do século XIX. Trabalhou em varies ramos da
matematica: andlise, teoria das permutagdes, probabilidades ¢ fisica matemdtica,
% Ver secgdo 4.1.4,
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Figura83 4.8: Pequeno dodecaedro estrelado — cada face estd identificada por uma cor e sdo

pentagramas.

Figura83 4.9: Grande dodecaedro — segunda estrelagdo do dodecaedro — cada uma das faces estd

identificada por uma cor e sdo pentdgonos.

Figura® 4.10: Grande dodecaedro estrelado — terceira estrelagio do dodecaedro — cada uma das

faces estd identificada por uma cor e sdo pentagramas.

Figura83 4.11: Grande icosaedro estrelado — corresponde a 16* estrelacdo do icosaedro — cada uma

das faces estd identificada por uma cor e sdo tridngulos.

pequeno dodecaedro estrelado prolongando-se as suas faces (que sdo pentagramas), ou seja,
realizando-se, agora, a segunda estrelagdo do dodecaedro. Cada uma das novas 12 faces sdo

pentdgonos regulares (Figura 4.8).

83 Estas quatro figuras (4.8 — 4.11) sio até aqui as tnicas da tese, em que fazé-las com o Sketchpad se revelaria extremamente
complicado (existem outras nestas circunsténcias, adiante no Apéndice XI para a representagio dos poliedros arquimedianos). Assim
foram retiradas de http://combinatoria.matem.unam.mx/Conf%SCPPPslides.pdf.
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Poliedro estretado Faces N°, de N°. de N°. de
(regular) Faces (F) Vértices (V) Areslas (A)
Pequeno dodecaedro estrelado Pentagramas 12 12 30
Grande dodecaedro Pentdgonos 12 12 30
Grande dodecaedro estrelado Pentagramas 12 20 30
Grande icosaedro estrelado Tridngulos 20 12 30

Tabela 4.3: Os quatro poliedros regulares estrelados. Observa-se que o pequeno dodecaedro estrelado e o
grande dodecaedre nfio verificam a relagfio de Euler (F + V — A = 2), mas o grande dodecaedro estrelado
e o grande icosaedro estrelado ja a verificam. Isto deve-se ac facto de os poliedros terem de ser

topologicamente equivalentes a wma esfera para verificarem a relagiio de Euler.

O grande dodecaedro estrelado tem 12 faces, 20 vértices e 30 arestas ¢ é obtido fazendo a
terceira estrelagio do dodecaedro, ou seja, do prolongamento das faces do grande dodecaedro.
Podemos verificar na Figura 4.9 que as 12 faces deste poliedro estrelado sfio também pentagramas.

O grande icosaedro estrelado tem 20 faces, 12 vértices e 30 arestas, ¢ surge na 16°
estrelagfio das 59 estrelagdes possiveis do icosaedro — Figura 4.9. As faces deste poliedro estrelado
sdo tringulos equilateros e comparando as suas caracteristicas com as do icosaedro verifica-se que
ambos t&m o mesmo niumero de faces, de vértices e de arestas.

Na Tabela 4.3 sumariam-se os elementos de cada um dos quatro poliedros estrelados

regulares.

4.1.3 Poliedros arquimedianos

Nos poliedros arquimedianos®™ (ou semi-regulares) as faces sio poligonos regulares, mas
nio tém de ser todas congruentes (ou sgja, nesta classe de poliedros, podemos ter nas faces mais de
um tipo de poligono reguiar, enquanto que nos poliedros platénicos as faces eram apenas de um tipo
de poligono regular).

Os prismas e os antiprismas (ver sec¢do 4.1.4) cujas faces laterais sfo poligonos regutares
sdo poliedros arquimedianos — Figura 4.12. Mas, tirando estes tipos prismas e antiprismas, Kepler
Justificou que 86 haviam 13 poliedros arquimedianos. De facto ndo podem existir mais do que 13
vértices diferentes, ou seja, $6 € possivel existir em 13 tipos de vértices e a cada um desses tipos de
vértices corresponde um soélido arquimediano - Soler (1990). A notagéo para estes tipos de vértices

serve para designar os diferentes solidos. Na Figura 4.13 apresentam-se trés tipos possiveis de

 Assim se chamam por terem sido cstudados pela primeira vez pelo matematico e fisico grego Arquimedes.
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PRISMA HEXAGONAL ANTIPRISMA SEMI-REGULAR
SEMI-REGULAR RECTO
Figura 4.12: Os prismas ¢ antiprismas com faces de poligonos regulares sio poliedros arquimedianos:
[ABCDEFMGHIIL], 2 esquerda, é um prisma hexagonal semi-regular recto — as faces laterais sio
quadrados enquanto as bases sfio hexdgonos; [NOPQRSTUVXWZ], & direita, é um antiprisma semi-
regular — as faces laterais siio tridngulos equilateros (para se obter o antiprisma a partir do prisma da
esquerda temos de ter o vértice de uma base oposto a um lado da outra base; isto obtém-se rodando

uma das bases em relacdo a outra).

Figura 4.13: Os pontos A, B e C sfo vértices de trés poliedros arquimedianos. O vértice A pertence a
um rombicuboctaedro ¢ é do tipo 3.4°, ja que nele concorrem um trifngulo e trés quadrados. o vértice
B é de um cuboctaedro truncado é do tipo 4.6.8 (quadrado, hexdgono e octdégono); o vértice C

pertence a um icosidodecaedro ¢ € do tipo (3.5)% (triangulo ~ pentagono — tridngulo — pentdgono).

vértices: 3.4° por exemplo, significa que no vértice concorre um tridingulo equilatero e trés
quadrados - o sélido designa-se por rombicuboctaedro; 4.6.8 (significa que no vértice concorre um
quadrado, um hexagono regular e um octdégono regular) — este sélido toma o nome de cuboctaedro
truncado;, ¢ (3.5)" (significa que concorrem no vértice dois tridingulos equilateros ¢ dois pentigonos
regulares, mas apresentam-se no vértice pela ordem seguinte: tridngulo — pentdgono — tridngulo -
pentagono), o sdlido chama-se icosidodecaedro.

Podemos obter peliedros arquimedianos a partir dos poliedros platénicos por meio de
cortes sucessivos ou fruncaturas, seguidas de transformagdes convenientes. As truncaturas sio feitas
nas esquinas dos poliedros regulares por forma a se obterem poliedros que tenham todas as faces
regulares. Para isso ¢ preciso que os cortes, em torno dos vértices, sejam perpendiculares ao eixo de

simetria de rotagfio que passa por esses vértices {ver Apéndice X). Cada vértice do poliedro original
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Poliedros semi-reguiares ou Tipos de N°. de N°. de N° de

arquimedianos Vértices Faces (F) Vértices (V) Arestas {A)

1 — Poliedros com dois tipos de faces

a) Angulos poliddricos triedros

2

Troncotetraedro (tetraedro truncado) 3.6° 8 12 18
Troncoctaedro (octaedro truncado) 4.6° 14 24 36
Tronceicosaedro {1cosaedro truncado) 5.6 32 60 90
Troncocubo (cubo truncado) 3.8° 14 24 30
Troncododecaedro (dodecaedro truncado) 3.10° 32 60 90
b} Angulos poliédricos quadraedros
Rombicuboctaedro 34 26 24 48
Cuboctaedro (3.4)° 14 12 24
Icosidodecaedro (3.3)° 32 30 60
¢) Angulos poliddricos pentaedros
Cubo achatado / rombo 3'4 38 24 60
Dodecaedro achatado / rombo 35 92 60 150

2 — Poliedros com trés tipos de faces

a) Angulos poliédricos triedros

Troncocuboctaedro (cuboctaedro truncado) 4.6.8 26 48 72

Troncoicosidodecaedro {icosidodecaedro truncado) 4.6.10 62 120 180

b) Angulos poliddricos quadraedros

Rombicosidodecaedro 3454 62 60 120

Tabela 4.4: Os 13 poliedros semi-regulares ou arquimedianos, os seus tipos de vértices, o nimero de faces, de vértices e
de arestas, respectivo {ver Apéndice XI com as suas representagdes). Observa-se que todos estes poliedros verificam a

relagio de Euler: F+V -~ A =2,

transforma-se num poligono regular, menor ou maior conforme a distincia do ponto da aresta onde
o corte passa ao vértice. O poligono obtido tem um nimero de lados igual & ordem do vértice.
Partindo do tetraedro e do cubo, ou do octaedro (Figuras 4.3, 4.4 ¢ 4.5), chegamos por
truncaturas aos quatre seguintes arquimedianos: fetraedro truncado, cubo truncado, octaedro
truncado € cuboctaedro. Se partirmos do icosaedro ou do dodecaedro, chegamos aos trés seguintes
arquimedianos: icosaedro truncade, icosidodecaedro e dodecaedro truncado. Os restantes seis
arquimedianos (o cuboctaedro truncado, o rombicuboctaedro, o icosidodecaedro truncado, ©
rombicosidodecaedro, o cubo achatado ¢ o dodecaedro achatado) nio se conseguem obter
directamenic por truncaturas. Para os obtermos sfio necessarias fazerem-se transformacgdes

adequadas — Soler (1990). Ver no Apéndice XI ou em Veloso (1998) ou, amda, em
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hitp://www.mat.uel.br, assim como as suas respectivas planificaces. Na Tabela 4.4 apresenta-se

um sumério das propriedades dos treze poliedros arquimedianos.

4.1.4 Outros poliedros (Prismas, Antiprismas e Pirdmides)

Um poliedro irregular ¢ um sélido geomeétrico em que as faces nfo sio todas poligonos
regulares, nem o numero de faces que se encontram em cada vértice € sempre o mesmo. Os
poliedros irregulares mais conhecidos sdo os prismas e as pirdmides. Contudo, além dos prismas ¢

das pirAmides, vamos estudar, nesta secclo, os antiprismas — ver hitp://www.maluelbr,

hitp/rwww.educ. fc.ul.pt e hitp://planeta.clix.ol.

O mimero de faces, de vértices e de arestas dos prismas, dos antiprismas ¢ das piramides
depende do niimero de lados do poligono das suas bases, como veremos nas secgdes (1), (i1) e (1i1)
que se seguem. Em geral, se as bases s@o formadas por poligonos de » lados, temos os seguintes
resultados:

- um prisma tem # + 2 faces, 2n vértices ¢ 3n arestas;
- um antiprisma tem 2n + 2 faces, 2n vértices ¢ 4n arestas,
- uma pirdmide tem n + [ faces, n + I vértices e Zn arestas.

Se porventura quisermnos classificar o universo dos poliedros em fun¢io da base dos
solidos, podemos fazé-lo da seguinte maneira: sendo », numero natural, o nimero de lados do
poligono das suas bases e considerando o critério “ter » + 2 faces, 2n vértices e 3n arestas”,
separamos 0s prismas dos poliedros que nio sdo prismas; considerando agora o critério “ter 2n + 2
faces, Zn vértices e 4n arestas”, separamos os antiprismas dos poliedros que ndo sdio antiprismas; ¢
por ultimo, tendo em atengdo o critério “n + [ faces, n + [ vértices e 2n arestas”, separamos as
piramides dos poliedros que nfio sfo pirdmides. Assim, utilizando estes trés critérios ¢ juntando as
familias estabelecidas, que nfo tém elementos comuns, dividimos o universo dos poliedros em
quatro partes: os prismas, os antiprismas, as piramides ¢ os poliedros que nfo pertencem as trés

primeiras familias (Soler 1990).

(i) Prismas

Um prisma é um solido geométrico que fica definido quando um feixe de rectas paralelas
ndo complanares (isto €, nfo no mesmo plano) ¢ cortado por dois planos paralelos entre si. Ou seja,

um prisma € um solido geométrico limita as bases (situ nos plan ralelos e que sido
p lido g t limitado por duas b (situadas nos planos paralel q
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sempre poligonos geometricamente iguais) e varias faces laterais (que sio paralelogramos).
Quando os planos das bases n#o sdo paralelos diz-se gue o sélido é um tronco de prisma.

Num prisma, o numero de faces laterais ¢ igual ao nimero de lados dos poligonos das
bases, ou seja, € igual ao nimero de arestas de cada base. O poligono da base pode ser qualquer ¢ se
for convexo ou conecavo, regular ou irregular, diz-se 0 mesmo do prisma. A designacio do poligono
da base val dar o nome ao prisma. Também conforme os poligonos das bases sio tridngulos,
quadrilateros, pentdgonos, etc. (Figura 4.14 e 4.15) o prisma designar-se-4 triangular,
quadrangular, pentagonal, etc.

Chama-se prisma recto a um prisma que tem as arestas laterais perpendiculares as bases ¢
designa-se por prisma obliguo o prisma em que as arestas laterais ndo sio perpendiculares as bases.
Na Figura 4.2 temos um prisma triangular recto irregular de bases [ABC] e [DEF].

Quando o poligono da base é regular e as faces laterais sfo quadrados o prisma € dito
arquimediano, uma vez que sera um soélido semi-regular (Figura 4.12). O prisma arquimediano de
base quadrada é o cubo (prisma/poliedro platdénico). Quando as bases e as faces laterais sio
rectangulares (as faces opostas sfio geometricamente iguais entre si, paralelas duas a duas e todos os
angulos diedros sfio rectos) obtemos um prisma, particularmente conhecido, que se designa por
paralelepipedo.

Os principais elementos de um prisma sio 0s seguintes:

- bases: formadas por poligonos;

- faces: definidas por paralelogramos;

- arestas das bases: os segmentos de recta dos lados do poligono;

- arestas laterais: os segmentos de recta geometricamente iguais e paralelos entre si,
lados de paralelogramos que unem as bases;

- vértices: sdo os pontos de encontro das arestas;

- altura: € a distancia entre os planos da base.

Podemos conhecer o nimero de faces, de arestas e de vértices de um prisma relacionados
com o numero de lados » (nimero natural qualquer maior que 2) da base, conforme indicado na
Tabela 4.5.

A drea lateral de um prisma é dada por

AI‘G& latera! — Pb h,
onde Py € o perimetro de uma das bases do prisma ¢ 4 ¢ a altura do prisma.

A area total de um prisma ¢ dada, por sua vez, por
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A B M N
PRISMA RECTO PRISMA OBLIQUO

Figura 4.14: {ABCDHEFG] € um prisma recto pois tem as arestas laterais perpendiculares as bases,
que sio {ABCD] e [EFGH]. As faces laterais s@o recténgulos. [MNOPTRQS] é um prisma obliguo por

ter as arestas laterais ndo perpendiculares relativamente as bases. As faces laterais sdo paralelogramos.

PRISMA QUADRANGULAR PRISMA PRISMA

CONCAVO IRREGULAR PENTAGONAL IRREGULAR HEXAGONAL

Figura 4.15: Trés prismas rectos.

Prismas Base (n) N° de N° de N°. de
Faces (n + 2) Vértices (2n} Arestas {3n)
Triangular Tridngulo (3} 3+2=5 2x3=6 Ix3=9
Quadrangular Quadrilatero (4) 4+42=6 2x4=8 3x4=12

Pentagonal Pentdgono (3) S+2=7 2x5=10 Ix5=15

Tabela 4.5: Relagdo entre 0 nimero de lados # da base com o numere de faces, arestas e vértices dos

prismas. Verificam a relagio de Euler (4.1): (n+ 2) + (2n)=3n+ 2.

Afea total prisma = A+ ZAba
onde A ¢ a area lateral ¢ Ay ¢ a area de cada base.
Quanto ao caleulo do volume de um prisma, obtemo-lo através da formula
Volume = Ay h,

onde Ay ¢ a drea da base ¢ /1 € a altura do prisma.
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Figura 4.16: No antiprisma de base quadrada (esquerda), B; e B; séio os centros das bases respectivas

¢ a altura do antiprisma é o comprimento do segmento de recta [BiB)l= A, (BIB2 ) O antiprisma de

base pentagonal (direita) ¢ regular porque nas suas faces laterals estdo tridngulos equilateros

poliedro semi-regular.

Antiprismas de base Ne. de Ne. de N°. de
(n) Faces (2n+2) Vértices (2n) Arestas (4n)
triangular (3) 2x3+2=8 2x3=6 4x3=12
quadrada (4) 2x4+2=10 2x4=38 4xd=16
pentagonal (5) 2x5+2=12 2x5=10 4x5=20

Tabela 4.6: Relacdio entre o nimero de lades {#) da base com ¢ ndmero de faces, arestas e vértices

dos antiprismas. Verificam a relagio de Euler (4.1): 2n+2)+ (2n) =4n+ 2.

(i) Antiprismas

Designamos por antiprisma o solido que resulta da ligagdo dos vértices de dois poligonos
regulares de n lados, geometricamente iguais, situados em planos paralelos de modo que o segmento
que liga os seus centros, &, ¢ perpendicular a ambos (o comprimento de /1 & a altura do antiprisma),
e de modo que cada vértice de uma base seja equidistante de dois vértices da outra base, ou seja,
cada vértice de uma base ope-se ao lado da outra base e trés vértices determinam uma face lateral
(Figura 4.16). Assim sendo, o antiprisma possui 2n faces laterais que sfo triingulos isésceles.

Podemos, também, definir o antiprisma como o sélido resultante da rotacfio de uma das
bases de um prisma regular, até opor cada vértice de uma base ao ponto médio do lado da outra
base, unindo trés vértices que definem as faces laterais (tridngulos isdsceles).

Um antiprisma diz-se regular se todas as faces laterais forem tridngulos equilateros e neste

caso temos um poliedro semi-regular (Figura 4.12).
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O antiprisma regular de base triangular possui oito faces que sfo tridngulos equildteros, que
¢ um poliedro platdénico: o octaedro — Figura 4.5.

Na tabela 4.6 esta feita a generalizagdo para o cdleulo do nimero de faces, de arestas e de
vértices de um antiprisma em fun¢io do nimero de lados # da base.

Calculamos o volume de dois dos antiprismas regulares, do octaedro e do antiprisma

quadrangular — veja-se o exercicio 1 e 7, respectivamente, da secgio 4.3,
(iii)} Piramides

Uma pirdmide ¢ um poliedro em que uma das faces € um poligono qualguer — a que se
chama base, ¢ as outras faces, as faces laterais, sio triingulos que tém um vértice comum -
chamado vértice da pirdmide.

Podemos ainda definir uma piramide como sendo um poliedro resuitante da interseccio de
um angulo poliédrico por um plano inclinado as arestas. Qu ainda, a pirdmide pode ser vista como o
resultado da ligagio dos vértices de um poligono a um ponto fora do plano do mesmo.

Uma pirdmide diz-se recia se a projecgdo do vértice da piramide coincide com o centro do
poligono da base (sendo ortogonal & mesma). Caso contrario, isto é, quando a projec¢iio do vértice
ndo coincide com o centro da base, diz-se que a piramide € obligua. Uma pirimide recta cuja base é
um poligono (ir)regular diz-se uma pirdmide (ir)regular — Figura 4.17. Nas pirdmides rectas
regulares as faces laterais sdo trifingulos isésceles. Quando estas faces sdo tridngulos equilateros a
piramide ¢ recta, regular e equildfera (se tem por base também um tridngulo eguildtero,
recuperamos um poliedro regular: o tetraedro — Figura 4.3).

A altura de uma pirdmide ¢ a distdncia do vértice da pirdmide ao plano da base, ou seja, é
o comprimento do segmento de recta baixado na perpendicular do vértice ao plano da base. Nas
piramides rectas regulares, & altura de cada uma das faces laterais (ou seja, a altura do tridngulo
isdsceles) chama-se apdtema da piramide. E sendo a base um poligono regular de ordem 5 ou
superior, tem um apdtema que se chama apdtema da base (Figura 4.18). As pirdmides chamam-se
triangulares, quadrangulares, pentagonais, etc., conforme o poligono da base seja um tridngulo,
um quadrilatero, um pentagono, etc.

Qs principais elementos de uma pirdmide sdo os seguintes:
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PIRAMIDE RECTA PIRAMIDE ORLIQUA PIRAMIDE REGULAR

Figura 4.17: A pirdimide [ABCDV] ¢ recta uma vez que o vértice V projecta-se no centro da base
[ABCD], X, ¢ o comprimento do segmento de recta 7, .\Z‘E, ¢ a altura da pirdmide; a pirimide
[FGHIV] é obligua e o comprimento do segmento de recta A’ W, que resulta da projeccdo do

vértice V sobre o plano da base, FGH, no ponto Y, ¢ a sua altura; a pirdmide [MNOPV] é regular,

visto que a base é o quadrado [MNOP].

o__'...;.____....

A B
PIRAMIDE PIRAMIDE PIRAMIDE
TRIANGULAR QUADRANGULAR PENTAGONAL

Figura 4.18: Trés pirAmides rectas regulares. Na pirimide [EFGHV] o comprimento do segmento
{MV] (a altura do tridngule isdsceles {EFV]) € o apdtema da pirimide. Na pirdmide [QRSTPV], X é o
centro do pentidgono da base, N € o ponto médio do lado [TP] e o comprimento do segmento [NX] é o

apodtema da base (cf. Figura 3.36).

Pirdmide Base (n) N°. de - N°. de N°. de
Faces(n+ 1) Vértices (n + 1) Arestas {2n)
Triangular Tridngulo (3} 3+1=4 3+1=4 2x3=0
Quadranguiar Quadrilatere (4) 4+1=5 4+ 1=3 2x4=8
Pentagonal Pentagono (3) S+1=0 5+1=6 2x5=10

Tabela 4.7: Relag8o entre o numero de lados 17 da base com o nimero de faces, arestas e vértices de

pirimides. Verificam a relagdo de Fuler (4.1): {n+ 1)+ (n+ 1} =2n + 2.

- base: formada por um poligono;

- faces: definidas por triingulos;




- arcstas da base: os segmentos de recta dos lados do poligono;

- arestas laterais: os segmentos de recta dos lados dos tridnguios isosceles que nio
pertencem a base;

- vértices da base: os vértices do poligono da base;

- vértice da pirdmide: o ponto de encontro das arestas laterais.

Na Tabela 4.7 relaciona-se o mimero de faces, de arestas e de vértices de uma pirdmide
com wm numero qualquer # (nimero natural maior que 2) de lados da base.

Se um plano qualquer intercepta todas as arestas laterais de uma pirimide dada, este
decompde-na em dois sélidos, sendo um deles uma outra pirimide e um outro sélido, que ndo é
piramide, designado por tronco de pirdnide. Ou seja, o tronco de pirdmide é a porgio de pirAmide
compreendida entre a base da pirdmide ¢ a sec¢lio determinada pelo plano que corta todas as arestas
laterais. Um tronco de pirdmide diz-se regular se a pirimide for regular recta ¢ se o plano
seccionante for paralelo ao plano da base da piramide {ou seja, o plano determina uma sec¢éo
paralela 4 base). Ficamos, assim, com um tronco de pirdmide de bases paralelas. Neste caso, as
faces laterais do tronco de pirdmide sio trapézios isosceles e a sua altura chamamos apdrema do
tronco de pirdmide. A altura do tronco de pirAmide regular é a distncia entre a base da pirdmide e a
seccdo —Figura 4.19.

A drea lateral, A,, de uma pirdmide € a soma das areas das faces laterais, que sio

= ., , i Coa a
tridngulos isosceles. Sendo p o perimetro da base e a apdtema da pirdmide, temos que: A= P2 a

drea total da pirdmide sera dada pela soma da area lateral, A, com a arca da base, Ay:

’ - _ p a
Area total pirdmide — A+ Ab - T+ Ab.

Para se entender mais facilmente a definicdo do volume de wma pirdmide, 1maginemos uma
pirAmide recta quadrangular regular cuja base seja uma face de um cubo de aresta a, e cujo vértice
seja o centro desse cubo — Figura 4.20. Dentro deste cabem seis pirdmides iguais a idealizada, isto é,

cabem tantas quantas as faces do cubo. Assim o volume de cada uma das piramides ¢ a sexta parte

3 2
a a- a A, a L
—_— = ; = b6 , onde Ay é a 4rea da base (quadrada
J

do volume do cubo, ou seja, Volume =

de lado ¢). Como a altura, /, de cada pirdmide é metade da aresta do cubo, ouseja, a aresta do
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TRONCO DE PIRAMIDE IRREGULAR TRONCO DE PIRAMIDE REGULAR
Figura 4.19: [ABCDHEFG] € um tronco de pirdmide irregular e o comprimento do segmento de recta
[P\P;] € a sua altura. [MNOPTQRS] ¢ um tronco de pirimide regular e o comprimentc do segmento

de recta [P;P,], altura do trapézio isdsceles [MNRQ], € o apétema do tronco de pirdmide.

Figura 4.20: No cubo [ABCDHEFG] podem ser representadas seis pir@mides iguais com & base

coincidente com as faces do cubo e o vértice no centro do cubo — uma das seis pir@mides é [EFGEHV].

cubo vale 2h, temos entfo que o volume da piramide pode ser escrito na forma:

A, 2h A, h

Volume = & Volume = 3

e portanto, o volume de uma pirdmide € igual a um ter¢o do produto da area da base pela sua altura.

4.1.5 Poliedros duais e solidos de Catalan

° o primeiro estudo da dualidade nos policdros, estudo esse

Parece dever-se a Catalan®
publicado em 1865 e que apresenta uma lista dos duais dos poliedros arquimedianos.

Tendo em conta que qualquer sélido platénico ou arquimediano pode ser inscrito numa

8'5 Eugéne Charles Catalan (1814 — 1894), de origem belga, foi matemitico ¢ professor numa cscola francesa de grande prestigio: a
Ecole Polytechnigue.
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Poliedro N® de vértices | N°de arestas Dual N® de faces | WN°de arestas
Tetraedro 4 6 Tetraedro 4 6
Cubo 8 12 Octaedro 8 i2
Octaedro 6 12 Cubo 6 12
Dedecaedro 20 30 Icosaedro 20 30
Icosaedro 12 30 Dodecaedro 12 30

Tabela 4.8: Poliedros platdnicos: duais.

esfera temos que, para um sdlido platdnico, se fizermos passar wm plano tangente & superficie
esférica em cada um dos vértices ¢ tomarmos estes planos como os planos das faces de um novo
poliedro, este serd também um poliedro platdnico — o seu dual. Partindo do tetraedro obtemos um
novo tetraedro. Se partirmos de um cubo obtemos um octaedro e vice-versa. Se partimos de um
dodecaedro obtemos um icosaedro e vice-versa (Figura 4.21). Deste modo diz-se que o tetraedro é
dual de si préprio, ou autodual, que o cubo € dual do octaedro e vice-versa, e que o dodecaedro é
dual do icosaedro e vice-versa — Soler (1990). Verifica-se, portanto, que o dual de um sélido
platénico ainda € um poliedro regular convexo, também platonico.

QOutra forma de obtermos o poliedro dual de um poliedro platénico € unindo os pontos
centrais dos pares de faces adjacentes. Notemos que (Tabela 4.8):

- por cada vértice do poliedro inscrito aparece uma face do poliedro circunscrito,

- cada vértice do poliedro circunscrito corresponde a uma face do poliedro nscrito;

- por cada aresta do poliedro inscrito aparece uma aresta do solido circunscrito e estas
cruzam-se perpendicularmente. Podemos observar que existe um eixo de rotagdo comum aos
poliedros, inscrito e circunscrito, que passa pelos pontos médios das respectivas arestas;

- o numero de faces do poliedro inscrito corresponde ao niimero de vértices do poliedro
circunscrito;

- o numero de lados das faces de um sélido coincide com a ordem dos vértices (isto €, o
numero de arestas do sélido que concorrem no vértice), opostos a face respectiva, do outro sélido.

Na Tabela 4.8 indica-se os duais dos poliedros platonicos e suas relagdes.

Considerando agora cada um dos poliedros arquimedianos, se fizermos passar, como atras,
planos tangentes a superficie esférica, que o circunscreve, em cada um dos vértices ¢ fomando estes
planos como os planos das faces de um novo poliedro, obtemos, para cada, um poliedro dual que se

chama sdélido de Catalan. Verifica-se que as faces dos solidos de Catalan nfio sdo poligonos
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(a) (b) (¢)
Figura 4.21: (a) — o poliedro dual do octaedro ¢ o cubo e vice-versa (c). (b) — o tetraedro ¢ dual de si

proprio (autodual).

Figura 4.22: A stella octangula (esquerda) é um sélido composto obtido pela estrelagiio do octaedro
ou o s¢lido composto por dois tetraedros duais. Outro sdlido composto € o octaedro com o cubo - o

seu dual (direita).

regulares, mas sfo todas congruentes e os vértices tém varias ordens. Assim, o dual de um poliedro
arquimediano ndo € um poliedro desta mesma classe, ao contrario do que sucedia com os poliedros
platdnicos. Contudo, a relagio de dualidade permite-nos assegurar que os sélidos de Catalan tém o
mesmo numero de arestas que os poliedros arquimedianos correspondentes, que o nimero de faces e
o nimero de vértices, de cada par de duais, estdo relacionados, e ainda que os poligonos das faces

tém o mesmo numero de lados que a ordem dos vértices do poliedro arquimediano correspondente —

Soler (1990).
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@ (b)
Figura 4.23: Dois deltaedros: (a) — a bipirimide triangular (6 faces), produzida pela “colagem™ em
duas faces de dois tetraedros; (b} — “colagem”™ de duas pirAmides pentagonais pelas bases com

tridngulos equildteros por faces (10 faces).

4.1.6 Solidos compostos

Os sélidos compostos estio, de alguma forma, ligados a dualidade e as estrelagdes. Por
exemplo, a partir do dual de um poliedro platénico inscrito, se formos aumentando sucessivamente
o seu tamanho, as suas arestas vio-se aproximando cada vez mais das arestas do poliedro
circunscrito até se intersectarem perpendicularmente nos seus pontos médios — ao solido assim
obtido chamamos sdélido composto (Figura 4.22). Ao sélido composto obtido pela estrelagio do
octaedro, ou de outra forma, o sdélido composto por dois tetraedros duais designa-se por stella
octangula (nome atribuido por Kepler). Um outro exemplo ¢ o sélido composto por um octaedro e

do seu dual — o cubo.
4.1.7 Deltaedros

Chamamos deltaedros aos poliedros convexos cujas faces sdo tridgngulos equilateros. Foi
demonstrado em 1947, por Hans Freudenthal e por Van der Waerden, que s6 existem oito poliedros
convexos nestas condigdes. Destes oito poliedros ja conhecemos trés: o tetraedro, o octaedro € o
icosaedro (Figuras 4.3, 4.5 ¢ 4.7, respectivamente). Além destes trés, obtemos outro deltaedro se
unirmos dois tetraedros por uma face — formando uma bipirdmide triangular (Figura 4.23) com seis
faces. Obtemos um outro deltaedro se unirmos pela base duas pirimides rectas pentagonais,
équiléteras (Figura 4.23) — dez faces. Os ultimos trés deltaedros tém 12, 14 ¢ 16 faces — Figura 4.24

e Soler (1990).
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(a) (b) (¢}

Figura 4.24: Trés deltaedros: (a) - obtéme-se ao juntar a cada uma das duas bases do antiprisma
triangular regular (octaedro} um tetraedro (12 faces); (b) — obtém-se partindo de um prisma recto
trianguiar semi-regular ¢ juntando a cada face uma pirdmide recta quadrangular equildtera (14 faces);
(c) — obtéme-se juntando as bases de um antiprisma quadrangular semi-reguiar uma pirimide

quadrangular equilatera (16 faces).

S T

Figura 4.25: Cilindro de revolugio ou cilindro circular recto, onde £ {sobre o eixo de revolucio

gerador) é a altura e r é o raio do cilindro.
4.1.8 Ndo poliedros (Cilindro, Cone e Esfera)

Chamamos ndo poliedros aos sélidos limitados, no todo ou em parte, por superficies
curvas. De entre estes, sio particularmente importantes os sélidos de revolucio®. Vamos aqul
estudar os solidos de revolucfio mais familiares: o cilindro, o cone e a esfera.

(i) Cilindro

O cilindro de revolugdo ou cilindro circular recto € o soélido gerado pela revolugio

¥ Diz-sc sélido de revolucdo ao sélido gerado por uma superficic plana girando em torno de um cixo que estd situado no mesmo
plano ¢ que niio corta a figura geratriz (figura que gira). O cilindro ¢ obtido pela revolugio completa de um rectiingulo em torno de
unt eixo que contém um dos seus iados; O cone ¢ obtido pela revolugio completa de um tringulo rectingulo em torne de um ¢ixo
que contém um seu cateto; A esfera é gerada pela revoluglio completa de um semicirculo em torno de um eixo que contém um
difmetro (ver http:Awwwomat.uel br/peometrica).
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Figura 4.26: Cone de revolugide, em que & (sobre o ecixo de revolugio gerador) ¢ a altura, g o

segmento de recta da geratriz e r € o ralo do cone.

completa de um rectangulo em tomo de um dos seus lados, isto €, o movimento de rotagdo em torno
de um dos seus lados tem de perfazer pelo menos um angulo giro. O lado em torno do qual gira o
rectdngulo € a altura do cilindro, h, e a recta que o contém designa-se por eixo. A recta que contém
o lado oposto ao eixo chama-se geratriz do cilindro, ja que durante o0 movimento de rotagio gera a
sua superficie lateral. Os outros dois fados do rectdngulo gerador sio os raios do cilindro, r, ¢ geram
os dois circulos que sfio as suas bases. Estas bases sfo perpendiculares ao eixo ¢ paralelas entre si —
Figura 4.25. A érea total do cilindro é dada por:
Area = Area jyer + 2 Area yue =Py h + 2mr® = 2nrh + 270t = 2ar(h + 1),
em que Py, = 27nr € o perimetro da base do cilindre. O volume do cilindro, V, ¢ dado pela formula:

Volume = Area pyq h = nr’ h.
(ii) Cone

O cone de revolucdo ¢ o sélido gerado pela revolugdo completa de um triingulo rectangulo
em torno de um dos seus catetos. O cateto em tomo do qual gira o tridngulo rectngulo € a altura do
cone, h, € a recta que o contém designa-se por eixo do cone. A recta que contém a hipotenusa & a
geratriz do cone (g) ja que durante o movimento de rotacdo da hipotenusa € gerada a superficie
lateral do cone. O outro cateto, do tridngulo gerador do cone, € o raio do cone. O raio do cone, r,
gera o circulo que é a base deste sélido, que esta na perpendicular relativamente ao eixo do cone —
Figura 4.26. Temos que a area total do cone € dada por (ver Apéndice XII):

Area = Area e + Area g = P?*’ g+mr’ = 27{% + ot = (g + 1),

onde Py, = 27r é o perimetro da base ¢ g ¢ o comprimento do segmento de recta (geratriz do cone). O

volume do cone ¢ obtido pela féormula (ver Apéndice X1I): Volume = %m‘zh.
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Figura 4.27: Esfera de centro O, de didmetro [AB] (sobre o eixo de revolugio gerador) e com raio [CO)].
(iii) Esfera

A esfera ¢ um sélido limitado por uma superficie que tem todos os pontos igualmente
distanciados de um ponto interior chamado centro. A esfera é gerada pela revolucio completa de
um semicirculo em torno do didmetro (que € o segmento de recta que une os extremos do
semicirculo e que passa pelo centro da esfera). A superficie da esférica ¢ gerada durante a rotagio da
semicircunferéncia. O raio da esfera € o segmento de recta cujos extremos sio o centro € um ponto
qualquer da superficie esférica (Figura 4.27). Designando por r o raio da esfera tem-se que a area da
superficie esférica é dada por (ver Apéndice XII): Area = 4nr”.

O volume da esfera é dado por (ver Apéndice XI): Volume = %mj.

4.2 Geometria analitica no espaco

4.2.1 Referencial cartesiano

Na seccio 3.5 estudamos os referenciais cartesianos sobre o plano. Agora vamos ampliar
esta nogio ao espaco tridimensional usando, para tal, um referencial cartesiano designado por Oxyz.
Tém-se, neste referencial cartesiano iridimensional, trés eixos: o eixo OX - eixo das abeissas ou eixo
dos xx; o eixo Qy - ¢ixo das ordenadas ou eixo dos yy; e o eixo Oz - eixo das cotas ou eixo dos zz.
Os trés eixos sdo perpendiculares dois a dois (por isso se diz referencial ortogonal) € vamos
considerar, nos trés eixos coordenados, a mesma unidade de comprimento (por esta razdo se diz que
o referencial € monométrico) — referencial cartesiano ortonormado (c. 0. n.) tridimensional. O ponto
de intersec¢do dos trés eixos é o ponto O que se designa por origem do referencial. A parte positiva
de cada um dos (rés eixos ¢ indicada por uma seta (Figura 4.28). Como exemplo, marquemos numn

referencial c. o. n. tridimensional o ponto A(S, -2,3) - Figura 4.29. Para obtermos uma
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Figura 4.28: Oxyz ¢ um referencial cartesiano ortenormado (¢. o. n) tridimensional: (a) As
coordenadas do ponto P sdo (%, v, ) e para o representar temos a recta PP paralela ao eixo dos yy, a
recta P,P° paralela a0 eixo dos xx, a recta PP’ paralela ao eixo dos zz ¢ a recta PsP, paralela & recta
P 0, as coordenadas de P, (abcissa de P) sfo (x, 0, 0), as de P; (ordenada de P} sdo (0, y, 0) e as de Py
(cota de P) siio (0, 0, z); note-se que os trés eixos devem estar sempre dispostos como nesta figura, (a),

(b) ou (c), para que se trate de um referencial ¢. 0. n. tridimensional direito (ver Apéndice VII).

representagdio sugestiva da posigdo do ponto no referencial ¢. o. n., do espago, ¢ conveniente
comegarmos por marcar as coordenadas do ponto nos respectivos eixos e, a partir dai, tragarmos
paralelas aos eixos. Poderd ser vantajoso pensar que o ponto dado é um dos vértices do
paralelepipedo com dimensdes, neste caso, 5x2x3.

Num referencial cartesiano no espago, a cada ponto P corresponde um € um s0 terno
ordenado de nimeros reais que se escreve na forma (x, ¥, zJ, a que se chamam coordenadas do
ponto, onde a x € a y continuamos a chamar abcissa ¢ ordenada, respectivamente, do ponto Pe a z
chamamos cofa do ponto P (Figura 4.28). Ou seja, cada ponto do espago fica bem definido por

um e um s6 temo ordenado de niimeros reais quaisquer, numa certa ordem (primeiro a abcissa,
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Figura 4.29: Representagiio, num referencial ¢. 0. n. Oxyz, do ponto A(S, -2, 3): comegamos por
marcar as coordenadas nos eixos respectivos e tragamos paralelas acs eixos e prolongamos 0s mesmos
(se necessdrio) por forma a obtermos um paralelepipedo de dimensdes 5x2x3 — o ponto A € ¢ vértice

do paralelepipedo simétrico da origem do referencial, O, em relagio ao centro, F, do paralelepipedo.

depois a ordenada e, por tltimo, a cota). Reciprocamente, a cada terno ordenado de niimeros reais
quaisquer (x, y, z) corresponde um ¢ um sé ponto do espago. Fica, deste modo, estabelecida uma

correspondéncia  biunivoca entre o conjunto dos pontos do espago e o conjunto dos ternos
ordenados de ntimeros reais, R*. O espago cartesiano pode ser entdo escrito, abreviadamente por R’
e também se escreve que
R’=R xR xR ={(x,y,2): xeR A yeR A zeR}.
Os trés eixos coordenados definem trés planos coordenados perpendiculares entre si. O
plano xQOy (sendo-lhe perpendicular o eixo Oz), o plano xOz (sendo, a este, o eixo Oy
perpendicular) e o plano yOz (estando, relativamente a este plano, o eixo Ox na perpendicular) —

Figura 4.30. O espago tridimensional fica portanto dividido em oito regides iguais que se designam

por octantes (Figura 4.31). Chama-se primeiro octante aquele com pontos de coordenadas positivas.

Os pontos situados no eixo das abcissas, Ox, tém coordenadas do tipo (x, 0, 0), com xeR.
Os pontos situados no eixo das ordenadas, Oy, tém coordenadas do tipo (0, y, 0), sendo yeR, e

aqueles pontos situados no eixo das cotas, Oz, tém coordenadas na forma (0, 0, z), em que zeR

(Figura 4.28).
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Figura 4.30: Planos, no referencial c. 0. n. tridimensional: xOy de equagio z = 0, xOz com equagdo y
=0, e yOz de equagio x = 0. Respectivamente, cada plano € ortogonal ao eixo dos zz, ao eixo dos yy e

a0 eixo dos xx.

Figura 4.31: O espaco fica dividido pelos planos xOy (de equagdo z = 0, a vermelho), xOz (de
equagio y = 0, a verde) e yOz (de equagdo x = 0, a roxo) em oito regides. A regido comx>0,y>0¢e

z> 0 é o primeiro octante.

O simétrico de um ponto Pj, do espago, em relagéo a outro ponto Q do espago, € o ponto P,
tal que Q € o ponto médio do segmento de recta [P;P,] (Figura 4.32 — (a)). O ponto P3 € simétrico
do ponto Py, relativamente a recta r, do espago, se as rectas P3Py e r sdo complanares, se P3Py €

perpendicular a r e se P; ¢ P4 sdo equidistantes de r (ou seja, r é a mediatriz do segmento de recta

[P5P4]; Figura 4.32 — (b)). O ponto Ps é simétrico do ponto Pg, em relagéio ao plano P, se PsPs €
perpendicular a P, e Ps e Pg sdo equidistantes de # (ou seja, P € o plano mediador®’ do segmento de

recta [PsPg]) — Figura 4.32 — (c).

87 Ver a secgiio 4.2.4 sobre plano mediador.
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(a) (b) {c)

Figura 4.32: No espago tridimensicnal: (a) — o simétrico do ponto P, é P; em relaciio ao ponto Q
{ponto medio do segmento de recta [P\P;]); (b) — o simétrico do ponto P; é P, em relacdio a recta »
(mediatriz do segmento de recta [P;P,], do qual M; é o ponto médio); (¢} — o simétrico do ponto P; é

Ps em relagio ao plano ¥ {planc mediador do segmento de recta [PsPg], do qual M, é o seu ponto

médio).

4.2.2 Conjuntos de pontos e condi¢des

Tal como para o plano, uma condigdio nas coordenadas x, y, z, ou em parte delas determina
um conjunto de pontos do espago. Observando, por exemplo, a Figura 4.30 ou 4.31, verificamos que
o plano xOy pode ser representado pela condigfio z = 0, visto que os seus pontos podem ter abcissas
e ordenadas quaisquer, mas a cota ¢ nula. Verifica-se que num plano paralelo ao plano xOy todos
0s seus pontos tém sempre a mesma cota, portanto, a equagio dum plano nestas condigBes € da
forma:

z=¢,

em que ceR (Figura 4.33). Na Figura 4.30 observa-se que os pontos do plano yOz t&m abcissa nula,

a ordenada e a cota podem tomar qualquer valor real, ou seja, pode ser escrito pela condi¢io x = 0.
Os pontos que pertencem a um plano paralelo ao plano yOz tém sempre a mesma abcissa, sendo a
ordenada e a cota quaisquer, tem-se entdo que as suas equagdes sio do tipo:

X =c,

em que ceR (Figura 4.34). No caso do plano xQz, da Figura 4.30 verifica-se que os seus pontos

podem assumir para abcissa e cota um niimero real qualquer mas a ordenada é sempre nula, ou seja,

¢ dado pela condigiio y = 0. Um plano paralelo ao plano xOz ¢ definido pela equagio:

y=e,
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Figura 4.33: Dois planos paralelos ao plano xOy, em que todos os pontos tém cota igual a 4 e a -1,
respectivamente, contém os pontos A(Q, 0, 4) e B(Q, 0, ~1), por exemplo, respectivamente. A condigdo

que traduz cada um dos planos é: z = 4 e z = —1, respectivamente.

R(5, 0,37
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Figura 4.34: Planos paralelos ao plano yOz, em que todos os pontos tém abeissa 5 e -2,
respectivamente, contém, por exemplo, os pontos P(5, 0, 0), R(5, 0, 3} e Q(-2, 0, 0), respectivamente.

A equagio que traduz cada um dos planos é: x = 5 e x = -2, respectivamente.

em que ceR (Figura 4.35), que representa o conjunto dos pontos do espago com ordenada

constante.
Tomando, para outro exemplo, a condigdo:
X=Y,
esta, define o planc que contém a bissectriz do &ngulo formado pelos eixos Ox e Oy, ¢ o eixo das

cotas, visto que a cota dos pontos deste plano pode ser qualquer numero real — Figura 4.36.
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Figura 4.35: Planos paralelos ao plano xOz, em que todos os pontos tém ordenada igual a -2 ¢ 6,
respectivamente, contém, por exemplo, os pontos T(0, -2, 0) e S{0, 6, 0),respectivamente. A equagio

dos planos é: y = -2 ¢ y = §, respectivamente.

Figura 4.36: A condiglio x = y define um plano que contém o eixo dos zz e a bissectriz do ngulo xOy. O

ponto A(2, 2, 0), por exemplo, pertence ao plano x =y.

Podemos entender cada uma das rectas que contém os eixos coordenados como resultante
da intersec¢dio de dois planos coordenados: o eixo dos xx € a intersec¢dio dos planos xOy ¢ x0z; o
eixo dos yy ¢ a interseccdo dos planos xOy e yOz; e o eixo dos zz ¢ a intersec¢do dos planos xOz ¢
yOz. Tendo em conta que a inferseccdo de comjuntos de pontos corresponde a conjungio de
condi¢des, podemos estabelecer wma relagdo entre o eixo coordenado e a sua condigdo respectiva —

ver Tabela 4.9.
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Eixo coordenado Cendigio Conjunto
®x y=0naz=0 {(x, 0,0 xeR}
vy x=0nAnz=0 {(0, v, 0): yeR}
7z x=0Ay=0 {(0,0,2): zeR}

Tabela 4.9: Condigio e conjunto de pontos que define cada eixo coordenado.

Consideremos agora, o plano x = | paralelo a yOz. Este divide o espago em duas regides,
que se dizem semiespacos, 0 semiespaco “‘a frente” do plano x = 1 ¢ o semiespago “atras” do
mesmo plano x = 1 (Figura 4.37). No semiespaco 4 frente do plano os pontos tém todos abcissas
superiores a 1, ou seja, a condicio que define o semiespago é

x>1
e diz-se semiespago aberto; no semiespago atrds do plano os pontos tém todos abcissas inferiores a
1, ou sgja, a condig@o que define este semiespaco &

x <1
e diz-se semiespago aberto; as regides do espago definidas pelas condigles

xz21lexsgl,

isto ¢, que incluem o plano x = 1, dizem-se semiespagos fechados a frente e atras, respectivamente,
do plano x = 1.

O mesmo se verifica para planos paralelos a xOz e a xOy (secglo 4.3.2 — Exercicio 4) e,
em geral, para qualquer plano do espago.

Observando a Figura 4.38, verifica-se que os planos definidos pelas equagdesx =3 ey =1,
intersectam-se numa recta, ». Um ponto da recta r tem abcissa igual a 3 e ordenada igual a I, por
exemplo P(3, 1, 0). Entdo, a recta r fica definida pela condic3o

x=3 Any=1,
ou entdo pelo conjunto de pontos

{(3, 1, z): zeR}.

4.2.3 Distancia entre dois pontos

Num referencial ¢. o. n. tridimensional, a distdncia entre dois pontos, P\ e P;, de

coordenadas (xi, y1, 2:) e (X3, 2, 22), respectivamente, ¢ dada por (comparar com a equagio 3.1}

2=J(x2~x1)2+(y2—y,)2+(22—z,)2. (4.5)

s

P

1
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SEMIESPACO FECHADO SEMIESPACO ABERTO

SEMIESPACO FECHADO SEMIESPACO ABERTO
Figura 4.37: O plano x = 1 divide o espago em duas regides: o semiespago “a frente” (fechado: x = 1;
ou aberto: x > 1, conforme o plano pertenga ou nio a regifio) e o semiespago “atrds” (fechado: x < I

ou aberto: x < 1, da mesma forma).

(a) (b)

Figura 4.38: Rectas paralelas aos eixos coordenados: (a) — A recta r: x = 3 Ay = | (resulta da

interseccio dos planos x = 3 (cinza) e y = 1 (azul)); um ponto da recta € P(3, 1, 0). (b) — A recta s tem
por condigdo: x = 3 A z = 1 (resulta da intersec¢do dos planos x = 3 (cinza) e z = 1 (vermelho)); um
seu ponto € A(3, 0, 1). (c) — A recta ¢ é definida pela condigdo: y = =2 A z = 2 (intersecgio dos planos

y =-2 (azul) e z = 2 (vermelho)); um seu ponto € B(0, -2, 2).
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Figura 4.39: Paralelepipedo de diagonal [P\P.} com Pi(x;, yi, z1) e Py(xs, ¥s, z2). As dimensdes do
paraielepipedo sfiot 3 — x4, [yz ~ yil € {Z2 — 7|, como se pode ver pelas suas projecgdes nos planos

%0y e x0Oz.

Vejamos que de facto assim é: sem perda de generalidade, consideremos os pontos Pi(xy, v1, z1)
Pa(x2, y2, 72), no primeiro octante e representemos um paralelepipedo cuja diagonal espacial seja
[P\Py] - Figura 4.39. As dimensdes do paralelepipedo representado sdo: [z =~ X3, [y2 = vi| € 1z2 — 7).

Aplicando o Teorema de Pitagoras (secgiio 3.2.5) ao tridngulo [P1AB], rectingulo em A, calculamos

PB = (Xz ”""Xl)b +(Y2 _Y1)_
e ao tridngulo [P1BP,}, rectangule em B, uma vez que [PP;] € a hipotenusa do triingulo ¢ também

diagonal do paralelepipedo, vem:

d(P, Pl)z = P;Pzz :PIB +P2Bh = (X2 —X,)2 +|_(Y2 "YI)Z +(Zz _Zl)ZJ'

(X3

Logo

d(Py, P;)= PP, = \/(Xz - Xl)z +(Y2 - .Yl)2 +(22 - Zn)z '
Em particular, a distdncia de um ponto P(x, vy, z) 4 origem O(0, 0, 0), do referencial ¢. 0. n., é dada

por
AP, 0)= PO = /x> +y 422,

4.2.4 Ponto médio e plano mediador de um segmento

Num referencial ¢. 0. n. tridimensional, o ponte médio de um segmento de recta de

extremos A (Xy, ¥1, z1) € B(X2, ¥2, 22), € 0 ponto M de coordenadas:
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M X, +X, i+, Z,+Zz.
2 2 72

De facto, da Figura 4.40, consideramos, sem perda de generalidade, os pontos A € B no
primeiro octante. M € o ponto médio de [AB], M, ¢ a projeccio ortogonal de M sobre o plano ACD
— paralelo ao plano xQOy e que passa por A — ¢ Mj ¢ a projecgdo ortogonal de M sobre o plano BCE
— paralelo ao plano xOz e que passa por B. Ora, o ponto M, ¢ o ponto médio do segmento de recta
[AC], que estd contido num plano paralelo ac plano xOy, logo as coordenadas de M, sdo (ver
projecgdo M; em xOy ~ Figura 4.40):

X,-l-xl—xz,yl"i*yz—yl,zl _ X}"f'xz’}'x'*'yz,zl ‘
i 2 2 2

Por outro lado, o ponto M, é o ponto médio do segmento de recta [BE], que esté contido num plano

paralelo ao plano xOz, logo as coordenadas de M, por analogia, sdo:

X1+X2 ZI+Z?_
2 :yza 2 .

Como o ponto M tem a mesma abcissa ¢ a mesma ordenada que o ponto M, e tem a mesma cota que

o ponto My, significa que as suas coordenadas sdo

M(Xl +X, Yy tY, Z) +Zz].

2 )

2 2 2
O plano mediador, ¥, de um segmento de recta [AB] € o lugar geométrico dos pontos do
espaco equidistantes dos extremos do segmento de recta, A ¢ B. O plano mediador, #, ¢

perpendicular ao segmento de recta [AB], passando no seu ponto médio (Figura 4.41).

Consideremos, num referencial ¢. o. n. tridimensional, os pontos A(xy, yi, z1) € B(x2, va,

z). Se P(x, y, z) é um ponto gualquer do plano mediador P, podemos estabelecer que (Figura 4.41)
da equagio 4.5:

PeP & AP=BP <

@ lx-x, F +ly-y ) +E-2) = x-x) +(y-y.) +(-2.)

donde, elevando ambos 0s membros ao quadrado, temos

2

(x=x ) +ly-y ) +-2) = x=x; ) +ly-y.) +lz-z, )
<::>x2~2xx1 +x12+y2—2yy1+yi2~%~2,2—2z21 +212:x2—2xx7_+x22+y2m2yy2+y22+22-2227_

+ -+ 222 - 2xx, + x12 - 2yy + ylz w277 212 = — 2XXy xzz = 2yy: + yzz — 277 + 222 <
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Xy +X + zZ +z B .
12 2>y' yz, ' 2Je:opontomedmdo

2 2

Figura 4.40: Referencial ¢. 0. n. tridimensional: M[

segmento de recta {AB], onde as coordenadas dos extremos sdo A(Xy, ¥, 21) € B(xy, vz z2). My é o
ponto médio do segmento de recta [AC). M, ¢ o ponto médio do segmento de recta [BE]. O plano
ACE ¢ paralelo a xOy ¢ o plano BCE ¢ paralelo a x0z. M; é a projecciio de M sobre xOy. M, é a

projecgio de M sobre o eixo dos zz.

S (2% 2X)X + 2y - 2y1)y + (222 - 22y)z + x;z + y12 + 212 =0
que é uma equagdo do plano mediador (secgio 4.2.12) do segmento de recta [AB].
Os pontos, Q(x, y, z), do semiespaco definido pelo plano mediador do segmento de recta

[AB], que contém o ponto A, estdo mais préximos de A do que de B, ou sgja:

Xa<B_Q = \/(xmxi)z '{”(Y"YJZ +(Z_Z])2 < \/(X_xz)z +(Y‘Y2)2 +(Z—Zz)2

elevando ambos os membros da desigualdade ao quadrado temos

2

=%, ) +ly=y ) +lz-2) <lx=x, )  +{y-y,) +(z-2,)
desenvolvendo e simplificando a desigualdade, vem
(2x0- 2x)% + (2y2 - 2y0y + (222 - 2z))z + %07 + yi P+ 2° <0
Por outro lado, os pontos, R(x, v, z), do semiespago definido pelo plano mediador do
segmento de recta {AB], que contém o ponto B, estfio, por sua vez, mais proximos do ponto B do

que de A, ou sgja:

AR>BR & (x—x, 0 +(y-y,) +@z-2) > Jx-x,) +(y-y,) +(z-2,) .
donde, da mesma forma que atras, elevando ambos os membros ao quadrado, desenvolvendo e
simplificando a desigualdade, vem

(22— 2X)X + 2y2—2y)y + Qzy - 2z))z + x>+ v + 2,2 > 0.

306



Figura 4.41: No referencial c. 0. n. tridimensional, M € o ponto médio do segmento de recta {AB], em

que as coordenadas dos extremos sio: A(xy, v, 2;) € B(X2, v, 22), € P(X, ¥, z} € um ponto qualquer no

plano mediador P, definido como o conjunte de pontos do espago equidistantes de A e B. Este plano

inclui o ponto M.

A

Z

Figura 4.42: Num referencial ¢. 0. n., tridimensional representamos uma superficie esférica de raio r ¢
centro C(xq, Yo, Zo). O ponto P pertence a superficie esférica: CP =r. O ponto Q pertence ao interior
da superficie esférica; CQ <r. O ponto R pertence ao exterior da superficie esférica: CR >r.

4.2.5 Superficie esférica e esfera

A superficie esférica ¢ o lugar geométrico dos pontos do espago a uma distancia fixa (o
raio) de um ponto fixo (o centro). Seja P(x, y, z) um ponto qualquer da superficie esférica de centro

C(x0, Yo, 2o) € raio r.Temos que:

2 2 2 2

T 2 2 2
CP=r < J(x—xo) +(y-—y0) +(z——zo) =r & (x—xo) +(y—y0) +(z—zo) =17
esta ¢ uma equagdo da superficie esférica de centro C(xg, Yo, Zo) € raio r, num referencial c. o. n.

tridimensional (Figura 4.42).
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Figura 4.43: Uma esfera de centre C(xg, ¥s, Zo) € raio r num referencial c. o. n. tridimensionai.

Quanto a posi¢dio de um ponto arbitrario, do espago, relativamente a superficie esférica
temos (Figura 4.42):

- 0 ponto P pertence a superficie esférica, se a sua distancia ao centro da superficie for
igual ao raio da mesma, ou seja: CP=r ;

- 0 ponto Q pertence ao interior da superficie esférica se a sua distdncia ao centro da
superficie € inferior ao raio da mesma, ou seja: @ <r;

- 0 ponto R pertence ao exterior da superficie esférica se a sua distancia ao centro da

superficie é superior ao raio da mesma, ou seja: CR >1.
Por outro lado, temos que, a esfera € o conjunto dos pontos do espago de uma superficie

esférica e do seu interior. A esfera de centro C(Xo, Vo, Zo) € de raio r é definida pela condigio:
(x - x0)2 +(y- yo)2 +(z- z,)’ <1 (Figura 4.43).
Chama-se exterior da esfera, de centro C(xg, Yo, Zo) € raio r, ao conjunto de todos os pontos do

espaco exteriores a superficie esférica, definido pela condigfo:

2

(x - %) +(y-v,) +(z~- 20)2 >1®  (Figura 4.44).
4.2.6 Componentes e coordenadas de um vector

As nocdes e as propriedades a apresentar nesta secgfio, num referencial ¢. o. n.
tridimensional, sdo uma extensio do que fol visto para o referencial ¢. 0. n. do plano, na secgio 3.5.

Neste caso, temos a mais uma coordenada (cota). Assim, consideremos num referencial ¢. o. n,,

Oxyz, tridimensional, trés vectores unitarios i, j e k, orientados segundo os eixos coordenados
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Figura 4.44: O exterior (cinzento) da esfera (vermelha) de centro C{Xo, Yo, Zo) € raio r num referencial

c. 0. n. tridimensional.

dos xx, yy e zz, respectivamente, isto €, 0os vectores sfo perpendiculares dois a dois, tém a mesma

direcgdo e o mesmo sentido que cada um dos eixos coordenados, respectivamente. Temos, entdo,

que (1, j, k) é uma base ortonormada (b. 0. n.) candnica e um referencial associado a esta base,
que se representa por (O, i, j, k), que se diz também referencial ortonormado®™. Assim, se

tivermos representado num referencial ¢. 0. n., (O, 1, j, k), um vector a, o seu vector posigio ¢
um representante do vector com origem na origem do referencial, O, e extremidade no ponto A de

tal modo que OA = i. Diz-se que as coordenadas do ponto A sfo também as coordenadas do

vector a . Se supusermos gue as coordenadas do ponto A sfo (a,, a;, a3), temos que

a=0A= (3.1, az, a3),
¢ também que

a :alf +a2§ +a312.
Chamamos coordenadas do vector @ aos numeros reais ay, a; € as, ¢ diz-se que sfo a primeira,
segunda e terceira coordenadas, respectivamente, do vector a. Escreve-se, portanto, da mesma
forma, ou seja,

a = (a, a, a3).
Aal, azj e a;k chamamos componentes do vector a (Figura 4.45).
As coordenadas dos vectores, I, 3 e IE, dab, 0. n. sfo:
1=(1,0,0), ]=(0,1,0)ek =(0,0, 1),

O vector nulo, que se representa por 0, escreve-se, em fungio das suas componentes, como

¥ Referencial ortonormado direito, como ao longo desta tese (Figura 4.28): i x j = k (Apéndice V1I).
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STdD Y

Figura4.45: (i, 3 , 12) ¢ uma base ortonermada (b. 0. n.) no referencial c. 0. n, tridimensional Oxyz.

O ponto A tem coordenadas (&, a,, a;), 0 vector OA = a = a1 +a;] + a;k tem as mesmas
coordenadas, ou seja, (a;, a;, a;), ¢ as suas componentes sdo: 2,1, a; j € a;k. As coordenadas dos

vectores da b, 0. m. sio: 1 (1,0,0), 1(0,1,0)e k0,0, 1).

0=01+0] +0k

e as suas coordenadas sdo
0 =(0,0,0).
Temos, por outro lado, que os vectores da forma (a, 0, 0, (0, B, 0) e (0, 0, 9), sendo o, B, €
¢ nimeros reais quaisquer, representam familias de vectores que s#io colineares com os eixos
coordenados dos xx, yy e zz, respectivamente. Os vectores (o,B, 03, (0, B3, ¢) e (¢, 0, @), com o, B, e

¢ numeros reais quaisquer, representam familias de vectores com a direc¢@o do plano coordenado

x0y, yOz e xOz, respectivamente.

4.2.7 Norma, igualdade e operagdes com vectores

Consideremos num referencial ¢. o. n. (O, 1, j, k), os vectores dados pelas suas
coordenadas:

a “’_“'(U1,u2, U3) ¢ {:‘ z(vlavza V3)‘
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(i) Norma de um vector

A norma do vector U ¢ a distancia entre os extremos de um representante do vector e pode
ser dada por:

1] = yu,’ +u,’ +u,

(ii) Igualdade de dois vectores

Dois vectores, i e Vv, sdo iguais se as coordenadas respectivas s3o iguais, ou seja,

U, =V,
U=V (U, u,us)=(vy, v, Vi) & {u, =V,

(iif) Adicdo de vectores

A adicdo do vector 1 com o vector ¥ é dada por

ﬁ + ;'} =(u1a iz, U3)+(V1,V2, V3)=(U.} +V1> LI2+V2, U.3+V3).

(iv) Yector simétrico

O vector simétrico do vector U € o vector -1 e ¢é obtido da seguinte forma:

-1 = ~(uy, uy, us} = (~uy, ~uz, ~U3)

(v) Subtrac¢io de vectores

A subtracgio do vector Ui ao vector v ¢

U -V =(u, u u3) - (vi, vz, v} = (U - vy, Uz — vz, U3 —-V3).

(vi) Produto de um niimero real por um vector

O produte do nimero real o pelo vector U € o vector dado por

all = o (u), Uy, Ua) = (auy, oz, Cus),
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em que

locul] = ol jjutl
(vii) Soma de um ponto com um vector

Consideremos um ponto A de coordenadas (a;, a;, ay). A soma de um ponto A com um
vector U ¢ um ponto B, extremidade do representante de U com origem em A. Ou seja,
B=A+ 1 =(ay, a, a3) + (U, Uz, 3) &

< B=(a; +uy, a2+ uy, a3+ u3)
(viiti) Vector como diferenca de dois pontos

Consideremos dois pontos A € B de coordenadas (ay, az, az} e (by, b, bs), respectivamente.
A diferenca entre o ponto B e o ponto A é o vector AB, ou seja,
AB=B-A= (bla b2: b3) - (als az, 3.3) —~

& AB = (b; — a3, by — az, by — ay)
4.2.8 Vectores colineares

Dois vectores, U € v, s30o colineares ou paralelos se e s6 se tém a mesma direcgio, ou
seja, se existir um unico numero real o tal que U = oV (ver sec¢dio 3.5.11). Considerando, pois,
num referencial ¢. 0. n., os vectores, u e v, dados pelas suas coordenadas (u;, uz, uz) € (v, vz, va),
respectivamente, temos

i =a¥v < (U, us, u) = o(vy, vz, va) < (1, Uz, u3) = (v}, 0Lvy, OV3) <
S UL =0V A U =0V A U3 = OV3
donde, sendo v, # 0, vo 2 0 e v; # 0, significa que

_o_ u, u, u
Qv e —te—2="2
ViV Y,

Portanto, os vectores, U e v, sfo colineares se as suas coordenadas respectivas sfo directamente

proporcionais.
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4.2.9 Produto interno num referencial o. n.

Num referencial ¢. o. n. (O, T, ], E), consideremos os vectores dados pelas suas
coordenadas:
w=(u, U, u3) € V= (v, vg, Vi)
Para obtermos uma expressio do produto intermo em fungdo das coordenadas dos vectores, vanios

aplicar as propriedades do produto interno (ver secgiio 3.5.14) sucessivamente:
u.v =(u,§ +u;j +u;§) . (vﬁ +vz§ +V3§)”—“
=i). (vt +v2] +viK)+ (W) i +va] +vik)+ (wk). (vl +v2) k)=
=) (i) i) 2D+ ) (k) F ) D)+ @) (e ]+ @) (k) +
+(usk). (i) + (k) (v )+ k). (mk) =
= V)3 1)+ (@va)(T. )+ vs)(E k) + @vi)(3.1) + va)(J. )+ (ava)(J k) +
+(usvi)(k. 1) + (Wava)(k. )+ (usvs)(k.k) =
= (uvp1 + (v2)0 + (W va)0 + (av)0 + (Wava) 1 + (uv)0 + (uvi)0 + (uzvp)0 + (w3va)l =
=uvy + Upva + uzva
Ou seja,
0.V = uvy + Uyvy + tavs.
Da equagio 3.11, a amplitude do 4ngulo definido pelos vectores i e v, com i = 0 ¢ ¥ = 0, pode

ser obtida pela expressio (comparar com a equagdo 3.14):

[J_j 0.v [;\_J U, v, +U,v, +u,v,
cos| U,V | = ——— & cos| U,V | = e .
fal=|vi laf=jvl

4.2.10 Vectores perpendiculares

Como sabemos, dois vectores nfo nulos, U e v, sfio perpendiculares sse u. Vv = 0. Assim,
para determinarmos um vector v perpendicular a um dado vector u, temos de, em geral, resolver
uma equagio, tendo em atengdo que o produto interno de dois vectores perpendicufares é nulo. Ou
seja,

ULy < u.v =40
Suponhamos que queriamos determinar um vector perpendicular T = (X, y, z) ao vector s

de coordenadas (1, 2, 3). Temos, entio que
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Ou seja,
x,¥,2).(1,2,3)=0 & x+2y+32=0 & x=-2y-3z,
donde,

T =(-2y~3z,y,2), comy, zeR.

4.2.11 Estudo da recta
(i) Equaciio vectorial e equacdes paramétricas da recta

Num referencial ¢. 0. n. (O, 1, J, k), sendo P(x, v, z) um ponto qualquer tridimensional,

dado um ponto A(ay, az, ;) ¢ um vector U = (uy, Uy, u3), definimos a equagdo vectorial da recta que
passa no ponto A ¢ tem a direcgio do vector U (que se designa por vector director da recta) do

seguinte modo:
P=A+ai,cecR <
< (X, y,2) = (a), az, a3) + ofu;, Uz, U3), acR. (4.6)
Por outro lado, determinamos um ponto P, do espago, colinear com dois pontos, A e B, a partir da
condigio: P = A + «AB , 0€R, que € uma equacio vectorial da recta AB. Da equacgfo 4.6 podemos
escrever sucessivamente:
(%, v, z) = (a1, az, a3) + (au, aug, ouz), aeR <>

< (X, ¥, z) = (a) + oy, a3 + o, a3+ o), aeR <

X =a, +0u,
& sy =a,+oau,, ek (4.7)
z=a,+0ou,

a este sistema de equagdes chamamos equagdes paramétricas da recta.

(ii) Equacgdes cartesianas da recta: continua e reduzida

De 4.7, das equagdes paramétricas da recta, vamos obter outras equagdes da recta. Assim,

supondo que u; # 0, u; # 0 e uz # 0, temos,
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X —a,
a:
u,
-2
Jo =22
u,
Zz—a
o= :
u,

donde, eliminando o pardmetro «, sai

X-a, y-a, z-a;

u, u, Uy

que ¢ a chamada equagdo continua da recta. Quando uma ou duas das coordenadas do vector

director da recta, U = (uj, uz, us), ¢ nula, obtemos casos particulares. Conforme seja uma

coordenada nula ou duas coordenadas nulas, do vector director, vamos obter posigdes particulares

da recta relativamente aos planos coordenados ¢ aos eixos coordenados, respectivamente. A partir

do sistema 4.7, temos que:

-Seu;=0,u;z20eu; =0, vem

X=a,
X=a,
_ _Yma,
y=a, + 0, € {0 = e
U,
z=a, +0u,
z-a,
o=
. Us
donde
-a, z-—a
x=a ALt :
U, Uy
que & uma recta paralela ao plano yOz.
-Sew; #0,uu=0eu3 % 0, vem
X —a,
o=
X =a, +ou, U,
y=a, <y =a,
z=a,+au z—a
3 3 o 3
U,
ou seja
X—a, Z-—a,
Y=a A =
u, U,
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que € uma recta paralela ao plano xOz.

-Sew; # 0, u; # 0eus =0, temos

a= X0
u,
X =a,+au,
y—4a,
yma, $0U, & 0=
u,
z=a,
z=a,
donde
X—a -a
Z=a; A Lo X
U, i,
que ¢ uma recta paralela ao plano xQy.
-Sendouy=u;=0eu; =0, fica
X =4,
y=a, , 0eR,
z=a, +ou,

ou seja
X=a Ay=a
que ¢ uma recta paralela ao eixo dos zz.
-Sendo u; =us =0¢eu # 0, vem
X=a,
y=4a, +au,, aeR,
z=a,
ou seja
X=a; AZ=a;
que € wma recta paralela ao eixo dos yy.

- Se foru; # 0 e uy = uzy = 0, ficamos com

X =a, +0u,
y=a, ,00eR,
Z=a,

donde

Y=4a; ANZ=ad;
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que € uma recta paralela ao eixo dos xx.

Novamente de 4.7 e admitindo que us # 0, temos sucessivamente

u
z—a _u, |
Xx=a, + 3u} X=—2z+|a, —a,
u, U, u,
X =a, +ou,
Z—3, u, u,
Yy=a,+0u,<= sy=a, + U, <> y=—>z+|a,—a,~—~
u3 u3 u3
Z—a,
&= Z—d, Z—a,
u3 oL = O o= Ed
L u; u,
% W u, _ u,
Fazendo,m= —,n=—,p= dymad;— 1 Q= 4d, —d; 1, vem
U, U, 3 u,
X=mz+p
(4.8)
y=nz+q

que se chamam as equagdes reduzidas da recta. Se fizermos no sistema 4.8, z = 0, entio obtemos o
ponto da recta cujas coordenadas sdo (p, q, 0) e € o ponto de intersec¢iio da recta com o plano xQOy.
Temos agora, além do vector director U = (uy, uy, us}, um outro vector director da recta v, dado

por:

u, u -
V=i, 21|l V=(m,n,l),
3

pois verificamos que ¢ V = usi.
De forma anéloga, admitindo agora em 4.7 que uy # 0, escrevemos oufras equagdes

reduzidas da recta:

u, 1
X=—y+ia, —a,—
X =a, +au, u, u,
-a -a
a:y 2 a:y 2 ,
u, u,
z=a, +ou, . .
Z=m Yo Ay —a, -
Uy 2
u, u, u, u,
fazendo agora, m= —,n=—=,p=|a, —-a,— | eq=|4,—a,— |, vem
u, u, u, u,
X=my+p
(4.9).
z=ny+q
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Nas equagdes reduzidas da recta 4.9, se fizermos y = 0, obtemos um ponto da recta cujas
coordenadas sdo (p, 0, q) € € o ponto de intersec¢do da recta com o plano xOz. Um outro vector

director da recta T, para além do vector director U = (uy, up, u3), € dado por:

_ u -
T = [ll—*—,l,iJ < T =(m,1,n),

u,  u,
pois verifica-se que T =, 4.

Supondo, por ultimo, em 4.7 que u, # 0, escrevemos ainda outras equacdes reduzidas da

recta:
) X-a,
X~ a, =
o= u}
u,
2 U,
Jy=a, tau, & y=—x+[a2 ——ai———-},
u, u,
z=a, +ou,

u u u u
fazendo destavez,m= —%>,n= -2 p= (az —a,~—*|eq= {33 —a,~—> |, obtemos
u u

ul u} i 1

{y:mx+p (4.10).

Z=nx+q
Fazendo x = 0, nas equacdes reduzidas da recta 4.10, obtemos um ponto da recta (0, p, q) que € o
ponto de intersecgio da recta com o plano yOz. De 4.10 tiramos também outro vector director da

recta, W, além do vector director G = (uy, uz, us):

pois temos que:

- - u, u - . .
0 =(up,u,uw)< i =u1(1, 2,—3) S u=u{l,mn o i=u.%.

U o

4.2.12 Estudo do plano

No que se segue consideramos os pontos A(a;, az, a3) € P(x, y, z) do plano % ¢ os vectores

U =(uy, us u3) e v =(vy, vz, v3} do mesmo plano, ndo nulos e ndo paralelos.
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(i) Equacdo vectorial e equagdes paramétricas do plano

Vamos comegar por definir um plano a partir de um ponto e duas direcgdes. Se colocarmos
um representante de U e de v com origem num ponto A, do espago, estes definem um plano 7,
pois as rectas que contém cada um dos vectores representantes sfio concorrentes no ponto A. Por
outro lado, um ponto P qualquer do plano P, define com o ponto A um vector AP que pode ser
escrito como combinacio linear dos vectores il € v (ver sec¢io 3.4.4):

A—P=kﬁ+p§,com7x,pe[R. 4.11)
Como podemos escrever P = A + ﬁ, a condi¢fio 4.11 pode se escrever na forma:
P=A+A0 +p¥v,comA, peR,

que € a designada equagdo vectorial do plano #. Esta pode-se escrever também com coordenadas:

(x, v, ) = (ay, az, a3) + A(uy, Uz, uz) + p(vs, va, v3), com A, peR, (4.12)
Definamos, agora, um plano por trés pontos ndo colineares, suponhamos A, B ¢ C. Ora,

trés pontos definem trés direccdes: AB , AC e BC. Como vimos, para definirmos um plano
precisamos apenas de conhecer um ponto e duas direcgdes. Assim, .a equagdo vectorial de um plano
definido por trés pontos, A, B e C, pode ser escrita
P=A+AAB +p§6, com A, peR,
sendo P um ponto qualquer do plano.
A partir da equagfio 4.12 obtemos um sistema de equagdes dado por:

X =a, +Au, +pv,
y=a, + AU, +pv,, A, peR, (4.13)
Z=a,;+Au; +pv,

que ¢ designado pelo sistema das equagdes paramétricas do plano.
(i) Equacfo cartesiana do plano

Outra forma de definir um plano ¢ a partir de um ponto e de um vector normal ao plano,

isto &, de um vector que é perpendicular a todos os vectores desse plano. Considerando o ponto A e

um vector normal ao plano i = (ny, ny, n3), temos que o vector AP (como qualquer outro do plano)

¢ perpendicular ao vector 1. Entio, temos:
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Substituindo pelas coordenadas respectivas vem,
(x~ay,y-azz-a;z)(n,n,n)=0
donde vem
m(x —ar) +nay-a) +n(z-a3) =0 (4.14)

que € designada por equagdo cartesiana do plano.
{iii) Equacio geral e equaciio axial do plano

A partir das equagdes paramétricas de um plano, 4.13, resolvendo a primeira e a segunda
equagdo em ordem a A € a p, respectivamente, e substituindo na terceira equacio®, vamos obter

uma outra equacio do plano:

s = XT38 TP
ul
Xx—a, —pv,
y=a, u, +pv, <
u1
X—a, =P
— | 1
z=a, u, + pv,
u,

,

X—ad, —pVv
kz 1 p i
ul
u,y—u,x—u,a, —u,a
e p= Yy~ 14 ~ 4,4,
U, v, = U,V
u u u,v, 1, y—u,x—u,a, +u,a uy—u,x—3%,a, —u,a
Z:a3+—3—x——3a,—3'.'y 2 8y T4 4 2 22 720y
u, o u, UV, —u,v, u, v, —u,v,

.

donde, simplificando ¢ fazendo
a=u,v,—u,v,, b=u,v,-u,v,, c=uyv,-u,v, ¢
d= —(a, (u,v, —u,v,)+a,(u,v, —u,v,)+a,{u,v, —uzv,))
na terceira equacio do sistema, vem a eguagao
ax +byt+tcz+d=0 (4.15)
que ¢ designada por equagdo geral do plano.
Em particular, caso seja d = 0, a equacdio 4.15 representa um plano que passa pela origem

do referencial, uma vez que o ponto (0, 0, 0) satisfaz a equagfo:

ax + by +cz=0.

¥ Num sistema de equagdes, convencionamos que a ordem das equacdes ¢ de cima para baixo, isto ¢, quando referimos a 19 equagio
referimo-nos 4 de cima, a 2* cquagho ¢ a scguinte, a 3" equagio ¢ a equagio nimero trés a contar de cima, ¢ assim sucessivamente -
ver Apéndice VIIL
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Da equacio 4.14, simplificando vem
mx tny+mzt+td=40, (4.106)
que ¢ a chamada equagdo geral do plano referida a um ponio e a um vector normal, fazendo o
termo independente d = —nya; — npa; — n3a;.

De 4.15, supondo que a= 0, b= 0, c 20 e d # 0 e dividindo ambos os membros por -d,

vem:
& by ey
-d ~-d -d
donde podemos escrever
X y z
=1 4.17
—d'-d"-a i
a b
Fazendo
a=2% =24 o 524
a b c
a equacdo 4.17 escreve-se na forma
S AN | (4.18)
o B 8

que se designa por equagdo axial do plano. A partir desta podemos tirar directamente os pontos em
que o plano intersecta os eixos coordenados. Assim, a intersec¢fio do plano com o eixo dos: xx

(fazendoy=0ez=0)¢

=] X =q,

Q|

ou s¢ja, o ponto de interseccdo € (0, 0, 0); yy(x=0ez=0) e zz (x =0 ¢ y =0), de forma analoga,

sao os pontos (0, f, 0) e (0, 0, &), respectivamente.

4.2.13 Posi¢des relativas de rectas, de planos ¢ de rectas e planos

(i) Posicdes relativas de rectas

J4 nas secgdes 3.5.18, 3.5.19 e 3.5.20 estudamos as posi¢des relativas entre rectas num
mesmo plano. Agora, sendo » e s duas rectas nfio complanares, elas poderfio ser enviezadas €

perpendiculares ou enviezadas e obliquas (veja-se, num cubo, as varias posigdes relativas entre
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rectas, notando que pode considerar a recta definida por uma aresta ou por uma diagonal de uma
face ou, ainda, definida por uma diagonal do cubo — Figura 4.63 da secgio 4.3.2).

Seja, num referencial ¢. 0. n., T = (ry, 12, 13) 0 vector director da recta r e § = (s, 8z, 83) 0
vector director da recta s. As rectas r e s sd0 paralelas se € sé se 0s vectores directores respectivos,

T e 5, 530 colineares, ou seja, se existir um dnico nimero real « tal que T =a§ (secglo 4.2.8).

As rectas r e s slo perpendiculares se e s6 se os vectores directores, T e §,

respectivamente, sio perpendiculares, isto é,
rlserlieors=0

< (1, T, 13).(8, 8, 83) =0 s 18 + 1383 = 0

(ii) Posicdes relativas de planos

Dois planos, P ¢ @, no espago, estdo numa das duas seguintes posicdes: paralelos ou
concorrentes. Sendo os planos, P ¢ @, paralelos, estes podem ainda ser: estritamente paralelos ou

coincidentes (paralelismo em sentido lato) — Figura 4.46. Sendo os planos, P e @, concorrentes,

poderdo ser: perpendiculares ou obliquos — Figura 4.47.
Consideremos, num referencial ¢. 0. n., os planos P ¢ @ de equagdes gerais (da forma
4.15):
Pnx+mytmz+d =0 ¢ Q mx+myy+mz-+dy=0,

em que 0s seus vectores normais sio n = (n, ny, n3) e M = (0, My, m3), respectivamente (de 4.16).

Temos entdo que os planos P ¢ @ sfio paralelos se e s se os seus vectores normais forem paralelos,

ou sgja,

- n
PlQ < i|m e — =—,
m, m, m,

por 3.5, supondo que m; # 0, my # 0 e m; # 0. Os planos P e Q sdo perpendiculares se e so se o

vector normal de um € perpendicular ao vector normal do outro, ou seja,

Pl o nlm < n.m=0 < mm; +nm + nyms = 0.
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Figura 4.46: Os planos, # e @ (esquerda), sfio estritamente paralelos: P m @ = {}; os vectores
normais aos planos sio i e m, respectivamente; temos: P | @ < fi[im . A direita, os planos, R e S,

sio coincidentes (paralelos em sentido lato): RS =R =35,

Figura 4.47: Os planos, ¥ ¢ Q (esquerda), sio perpendiculares: P M @ = r (r é a recta comum aos
planos). Os vectores normais aos planos sdo o e m, respectivamente, ¢ temos: ® L Q<> Glm. A
direita os planos, R ¢ S, sdo obliquos: R m S = 5 (s € a recta de intersecgio dos planos); os seus

vectores normais, T e §, respectivamente, sio obliquos também, em relagio um ao ouiro,

T TN
o
A

/ |3
-0 Q
(2)

(b)

Figura 4.48: (a) A recta s € paralela ao plano # em sentido lato (sc P): s P = 5. (b) A recta r é

estritamente paraiela ao plano @ r m @ = &; o vector normal do plano @, n, ¢ perpendicular ao

vector director darectar, 7: 1 L T < n.7 =0.

(iii) PosicOes relativas de rectas e de planos

No espago, a posi¢io de uma recta » relativamente a um plano % pode ser uma de duas: ou
paralela ou concorrente. Sendo a recta r paralela ao plano P, ela poderd estar: contida no plano
(paralelismo em sentido lato: rc P) ou estritamente paralela ao plano — Figura 4.48. Sendo a recta r

concorrente com o plano P, ela podera ser: perpendicular ou obligua (Figura 4.49).
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w

(@ (b)

Figura 4.49: (a) A recta s € concorrente e perpendicular ao plano #: s » P = {P}; o vector normal do plano P, 1, é
paralelo ao vector director darecta s, S , pois 3%eR: n =45 . (b) A recta r é concorrente ao plano @ r N Q= {Q};

o vector normal do plano @, m , nio é nem paralelo nem perpendicular ao vector director darectar, T .

(@) (b) (©)

Figura 4.50: (a) A intersecgiio dos planos, £ (verde), M (cinzento) e N (vermelho), é um dnico ponto P:

L~ Mn N = {P} (neste caso, o sistema definido pelas equagdes dos trés planos € possivel e determinado); a
intersecgdo dos planos L e N, é arecta it L N N =1i; a intersec¢io do plano M com a recta i € o ponto P:
M i = {P). (b) A intersecciio dos planos, P (azul), Q (cinzento) e R (verde), é umarecta rm PN QN R=r

(neste caso, o sistema definido pelas equagdes dos trés planos ¢ possivel indeterminado); a recta r é paralela, em

sentido lato, a cada um dos planos, P, Q e R (cf. Figura 4.48 — (a)). (c) Os planos S (amarelo), 7 (vermelhd e U
(cinzento) sfio coincidentes, ou seja, temos: S N T N U =8 =T = U (o sistema definido pelas equagdes destes

trés planos ¢é possivel indeterminado).

4.2.14 Interseccdo de planos e de rectas com planos

No Apéndice VIII apresenta-se a resolugdo de sistemas de equacGes. Em termos
geométricos, num referencial c. 0. n., cada equagéo linear de tal sistema representa um plano (ver
equagdo 4.15), por conseguinte a solugéo do sistema da-nos o resultado da intersec¢do de trés planos
(ver Figuras 4.50 ¢ 4.51 e Tabela 4.10), isto €, ao resolvermos o sistema ficamos a saber qual a

posi¢do dos trés planos no espago. Alternativamente, podemos interpretar uma das equagoes
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Figura Tipo de solugéo Situagdo Geométrica
(Apéndice VIII) Trés planos Recta + plano
4.50 - (a) Possivel e determinado Intersec¢io  de  trés | Recta concorrente intersecta
(solugdo € um ponto (a, b, ¢)) | planos no ponto (a, b, ¢) | plano no ponto (a, b, ¢)
4.50 - (b) Trés planos intersectam-
Possivel se numa recta
4.50 - (¢) indeterminado Trés planos sdo
coincidentes
4.48 — (a) (infinitas solugdes) Recta paralela ao plano em
sentido lato
4.51 Trés planos ndo se
Impossivel intersectam mutuamente
4.48 — (b) (sem solug¢io) Recta paralela ao plano em

sentido estrito

Tabela 4.10: Solugdes de um sistema de equagdes e sua interpreta¢iio geométrica (ver Apéndice VIII).

(a)

(b)

(c)

Figura 4.51: (a) Os planos ¥ (vermelho), & (azul) e H (cinzento) sdo estritamente paralelos, ou seja:

F G H={} (neste caso, o sistema definido pelas equagdes dos trés planos é impossivel). (b) O plano K

(azul) ¢ obliquo relativamente aos planos estritamente paralelos, £ (cinzento) ¢ M (vermelho): K L =j;

KnM=i; LoM={}inj={}; Kn L~ M={} (caso em que o sistema definido pelas equagdes dos trés

planos, K, £ e M, é impossivel); a recta i ¢ estritamente paralela ao plano £ e a recta j € estritamente paralela ao

plano M. (c) Os planos P (vermelho), Q (verde) e R (cinzento) intersectam-se dois a dois segundo rectas, r, se

1, estritamente paralelas, ou seja P N Q=rPNnR=5;QNR=t1rNsnt={} (osistema definido pelas

equagdes destes trés planos, P, Q ¢ R, ¢ impossivel); temos cada uma das rectas, r, s ¢ #, paralela estritamente a

um plano: r || R, s||Qet|P.
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do sistema como a equagio de um plano e as outras duas equagdes como as equagdes de uma recta,
donde a resolugiio do sistema permite-nos concluir qual a posigdo da recta relativamente ao plano,
no espaco. Na Tabela 4.10 e nas Figuras 4.50 e 4.51 apresentamos a situacio geométrica, conforme

o tipo de solugdo do sistema (Apéndice VIII).
4.3 Aplicacoes praticas
4.3.1 Poliedros

Exercicio 1: Determine o volume do:

1.1 tetraedro regular inscrito num cubo [ABCDHEFG], de aresta 5 cm (Figura 4.52), por
forma que as arestas do tetraedro coincidam com as diagonais das faces do cubo.

Resoluc¢o: O tetraedro ndo ¢ mais do que uma pirdmide triangular regular equilatera, isto
€, a base e as faces laterais sfo tringulos equilateros, cujos lados sfo iguais & diagonal da face do
cubo. Vamos entdo calcular o volume da piramide. Ora, a diagonal, d, da face do cubo, ou sgja, a

diagonal do quadrado ¢ dada por:

d=+/50.
A altura, £, do tridngulo equilatero € obtida aplicando o teorema de Pitagoras:
. 2 J150
(J50) =ne [ 0} o FLSO.
2 2
Podemos, assim, calcular a area da base da pirdmide, ou seja, a drea do triangulo equilatero:

Areabase: d;h = J§6X4 150 221,65 cm’.

Para determinarmos a altura, @, da pirdmide vamos aplicar novamente o teorema de Pitdgoras,

" A . : . 2
agora, a um tridngulo rectingulo em que a hipotenusa ¢ um lado de uma face, um cateto ¢ 3 da

V150
3

" ys . , 2 . o
altura do tridngulo equiiatero (isto ¢, 3 h= ) e 0 outro cateto € a altura da pirdmide:

(\/56)9 =a’ 4{@}2 Sa= v3%0

3

Significa, portanto, que o volume do tetraedro ¢ dado por:
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mAD = 5,060 cm
mCB = 2,50 cm

A B
Figura 4.52: Tetraedro [BDEG] inscrito no cubo [ABCDHEFG] (representado em perspectiva

cavaleira, PC(30°, 50%) — ver Apéndice I} de aresta 5 cm, de modo, que os seus vértices coincidam

com 4 vértices do cubo.

/30 x/150 x /300

Volume =l Area base & =
3 36

~21,67 cm’,

ou seja, o volume do tetraedro é 21.67 cm’ , aproximadamente.

1.2 octaedro regular [[JILMNO] inscrito num cubo [ABCDHEFG] (Figura 4.53), de aresta 5
cm, por forma a que os vértices do octaedro coincidam com os centros das faces do cubo.

Resolu¢dio: Neste caso, para obtermos o volume do octaedro [IJLMNO], vamos calcular o
volume de duas piramides quadrangulares regulares, de bases comuns, [JLMNO] e [JLMNI], em
que um lado do quadrado da base ¢, por exemplo, {fL] ¢ a sua altura é metade da aresta do cubo
Figura 4.53. Apliquemos o teorema de Pitdgoras ao tridngulo rectingulo em que a hipotenusa, 7, é

um dos lados do quadrado da base ¢ os catetos medem metade da aresta do cubo:

h=(2.5) +(2.5) =4125.
A érea da base da pirdmide, ou seja, a area de um quadrado:
Area e = V12.5x4/12.5 =12.5 cm?,

O volume da pirdmide, por exemplo [JLMNO], é dado por:

125%x2.5

Volume "—-% Area . 2= ~10.42 em’,

Donde, o volume do octaedro é:

Volume ~ 2x10.42 ~ 20.84 cm®,
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Figura 4.33: Octaedro {IJLMNO] inscrito no cube [ABCDHEFG] (representado em perspectiva

cavaleira — PC{30°, 50%)), por forma que os seus vértices coincidam com os centros das faces do

cubo.
Nome do Areadeuma | Area total da Volume
Poliedro face superficie
Tetraedro “@ 2 Jg al ﬁ a3
4 12
Hexaedro a’ 6a” 2’
Octaedro £ 2 ) Jg a2 3@. o
4 3
Dodecaedro 5 2 15 2 7.6631 a°
4tg36° tg36°
Icosaedro l’i 2 5 ﬁ al 2.184°

Tabela 4.11: Areas ¢ volumes de cada um dos poliedros platénicos.

significa que o volume do octaedro €, aproximadamente, 20.84 cm”.

Exercicio 2: Determine, para uma aresta a qualquer, a area de uma face, a area da
superficie total e o volume de cada um dos poliedros platénicos.

Resolugdo: Apresentamos os resultados organizados na Tabela 4.11. Notamos que:

- a altura, &, do tetraedro, em func¢io da aresta a, ¢ dada por: h = v2 a (ver Figura 4.3},

J3

- a 4rea de qualquer poligono regular ¢ dada por:

Area=2_20
2
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em que P € o perimetro e ap € o apdrema (distancia do ponto médio dum lado ao centro do
poligono) do poligono;

- 0 valor para o volume do dodecaedro € obtido de forma aproximada, tendo em conta
que se considerou para dngulo central (isto é, o &ngulo ao centro da esfera circunscrita ac

dodecaedro a partir da aresta ), a amplitude de 41° 49° (veja em www.mat.uel.br).

- 0 valor para o volume do icosaedro ¢ obtido de forma aproximada, visto termos

considerado para o &ngulo central (o dngulo ac centro da esfera circunscrita ao icosaedro a partir da

aresta ), a amplitude de 63° 26’ (veja em www.mat.uel.br e em www.mat-no-scc.org ).

Exercicio 3: (Exercicio proposto) Determine, considerando a aresta de 5 cm, a drea de uma
face, a 4rea da superficie total e o volume de cada um dos poliedros platénicos (tenha em conta o

estudo feito e organizado na Tabela 4.11).

Exercicio 4: Construa uma pirdmide, em perspectiva cavaleira — PC(30°, 50%), (ver o
Apéndice II) quadrangular, cuja base tenha 49 cm’ de 4rea e cujo apotema tenha 10 cm. (em

www.educ.fe.ul.pt).

Resolugio: Na Figura 4.54 apresentamos a pirdmide pedida em perspectiva cavaleira
PC(30° 50%) e na secglo 4.4 apresentamos o0s passos sucessivos para a sua construcio no
Sketchpad. Tendo em conta que o apdtema é 10 cm, a altura da pirdmide ¢ calculada por aplicagio

do Teorema de Pitagoras ao A[POV], rectangulo em O:
VP =VO +0P < VO =10 -(3.5) < VO =+87.75 & VO ~9.4

QOu seja, a altura desta pirdimide é 9.4 ¢cm, aproximadamente.

Exercicio 5: Consideremos um cubo [ABCDHEFG] — Figura 4.55. (adaptado de “Uma
actividade com o stella octangula” (Veloso 1998)).

5.1 Mostre que, tendo um cubo aresta a, a sua diagonal mede Ba

Resoluciio: Ora, na Figura 4.55, a = [EA] = [AB] = [BC], etc., consideremos d; = [EB] a
diagonal da face [ABFE] ¢ d; = [EC] a diagonal do cubo. Aplicando o Teorema de Pitagoras duas

vezes, aos tridngulos [EAB] e [EBC], rectingulos em A e B, respectivamente, temos:

2
d’ =a’+a? e d,” =2a°
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mAB = 6,99 cm
mDA =3,49 cm

m%=9,38 cm
m VP = 10,0l em

A

Figura 4.54: Piramide [ABCDV} em PC(30°, 50%) em que a base tem 49 cm® de 4rea.
d,=d’+a’ & d,) =2a’+a*> & d," =3a’

donde

5.2 Construa o stella octangula utilizando os vértices do cubo e a perspectiva cavaleira -
PC(30°, 50%).

Resoluciio: Mostramos na Figura 4.55 - direita, a construcio pedida.

5.3 Qual ¢ a medida do dngulo diedro que fazem duas faces adjacentes do stella octangula?
Resolugdo: O adngulo diedro entre duas faces do stella octangula € o mesmo que o angulo
diedro entre duas faces do {etraedro, que ja se viu ser, aquando do estudo do tetraedro,
aproximadamente, 70° 32°. No entanto, vejamos de forma mais detalhada como se obtém este valor.
Para ai chegarmos vamos fazer um corte adequado no cubo [ABCDHEFG], segundo um plano BFH

(sombreado na Figura 4.56 — esquerda). A intersec¢fio deste plano com o tetraedro [BDEG],
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(,A i

Figura 4.55: A esquerda o cubo [ABCDHEFG] em perspectiva cavaleira: PC(30° 50%), d, a
diagonal da face ¢ d, a diagonal do cubo. A direita o stella octanguia, resultante da inscrigio neste

cuboe ] J, K, L M e N sdc os pontos de intersecgio das diagonais das faces do cubo.

B

Figura 4.56: A e.squerda o tetraedro [BDEG] estd inscrifc no cubo [ABCDHEFG] de aresta de
comprimento I. O cubo ¢ cortado pelo plano BFH (sombreado) e determina no tetraedro uma secgio
triangular {sombreada com uma tonalidade mais escura) estando dois dos lados do iridngulo

assinalados com a cor vermelha. O 4ngulo diedro do stella octangula, definidos pelos lados do

i . 2,
tridingulo vermelhos, € 2a e tg o =—:2— (a direita),

determina uma sec¢#o triangular [TDB] (onde T € o ponto de intersecgfio das diagonais dessa face)

com dois lados assinalados na Figura 4.56 com a cor vermelha. Suponhamos, sem perda de

generalidade, que o cubo tem aresta de comprimento 1. A diagonal da face mede J2 . Portanto, no

: 2
tridngulo {TXB], rectingulo em X, o cateto {XB] mede 5 Donde, sendo ¢ o éngulo formado

entre [TX e [TB, temos tg o m—;—. Significa que o mede, aproximadamente, 35° 15’ 51” e portanto

o angulo diedro, 20, do tetraedro, mede 70° 32°, aproximadamente.
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A

Figura 4.57: O volume do tetraedro [ACFH] ¢ olto vezes o volume do tetraedro [FKLN}. O volume

do octaedro [ITKLMN] (vermelho} ¢ igual a quatro tetraedros pequenos do tipo [FKLN].

5.4 Se tomarmos para unidade de volume o volume do tetraedro [KLNF], da Figura 4.55,

onde K, L e N sdo os pontos médios das diagonais das faces do cubo, [AF], [CF] e [HF],
- respectivamente, qual ¢ o volume do stella octangula? E do cubo dado?

Resolucio: Ora, podemos ver o stella octangula como um soélido formado por um octaedro
ao qual € acrescentado, a cada uma das suas oito faces, pequenos tetraedros regulares com a mesma
aresta (Figura 4.55). Vejamos que o volume do tetraedro grande, formado pelo octaedro e por quatro
tetraedros pequenos, vale oito tetraedros pequenos. Para isso basta observar a Figura 4.57 e verificar
que se retirarmos ao tetraedro regular [ACFH], quatro tetraedros geometricamente iguais a [FKIN],
ficamos com um soélido de oito faces com arestas todas geometricamente iguais ~ o octaedro
[IJKLMN]. Como a aresta do tetraedro pequeno vale metade da aresta do tetraedro grande, significa
que os volumes estio na propor¢io de um para oito’", ou éej a, o volume do tetraedro grande ¢€ igual
ao de oito pequenos. Donde o volume do octaedro € igual a quatro tetraedros pequenos. Significa
que no stella octangula “cabem” doze tetraecdros pequenos [KLNF] — quatro do octaedro e oito
“colados™ as faces. Ou seja, o volume do stella octangula, tomando para unidade de medida o
volume do tetraedro [KLNF}, é 12.

O volume do cubo, tomando para unidade de medida também o volume do tetracdro
[KLNF], € 24. Assim, basta verificar, na Figura 4.55, que podemos juntar ao stelia octangula doze
tetraedros geometricamente iguais ao tetraedro [EFKN], nfio regulares, para obtermos o cubo e
justificar que o tetraedro, nfo regular, {EFKN], tem 0 mesmo volume que o tetraedro [KLNF]. Ora,
o tetraedro [EFKN] ¢é também uma pirdmide de base [EKN] que estd no mesmo plano que a base

[KLN], e sdo tridngulos equilateros com um lado comum (o lado [KN]). Donde as bases tém a

*® Dados dois sélidos semelhantes, a raziio entre os scus volumes ¢ igual ao cubo da raziio entre quaisquer das suas medidas lineares
correspondentes,
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mesma area. Notemos que o vértice, F, é comum as duas pirAmides (os tetraedros [EFKN] e
[KLNF]), logo tém a mesma altura. Portanto, o volume de cada um dos doze tetraedros nio
regulares € 1gual ao volume do tetraedro regular [KLNF]. Donde o volume do cubo é 24, visto

conter 12 tetraedros devido ao stella octangula e mais 12 tetraedros nio regulares.

5.5 Escolha um referencial cartesiano conveniente e indique as coordenadas dos vértices do
sttela octangula, e as equagdes dos planos das faces e das rectas suportes das arestas.

Resoluciio: Suponhamos um referencial ¢. 0. n. em que a origern do referencial O coincide
com o centro do cubo, a direccio de cada um dos trés eixos coordenados é a mesma que a de cada
uma das direc¢des das trés arestas concorrentes num vértice do cubo, respectivamente, e a unidade
de medida é metade do comprimento da aresta do cubo, conforme indicado na Figura 4.58.

Tendo em atengfo a Figura 4.55, sabemos que o sttela octangula fica inscrito num cubo,
coincidindo os seus vertices com os vértices do cubo. Assim, a partir do cubo da Figura 4.58,
podemos escrever as coordenadas dos vértices do sttela octangula:

A(l,-1,-1), B(1, 1,-1), C(-1, 1, -1), D{~1, ~1, ~1),
E(1,-1,1), F(1,1, 1), G{-1,1,1) e H{-1,-1, 1).

Para obter as equagdes dos planos das faces do sttela octangula notemos que, por exemplo,
para o plano que contém a face EBG, o vector OF = (1, 1, 1) € normal ao plano ¢ o ponto E de
coordenadas (1, —1, 1) pertence-lhe, obviamente. Entdo, pela equacdo cartesiana do plano, (4.14),
temos que

Hx-D+Hy+)+1z-1)=0 @ x+y+tz=1
¢ a equagio cartesiana do plano EBG. Para obtermos as equagdes das rectas que contém as aresta do
sttela octangula, reparemos, por exemplo, para o caso da recta BG: o vector director €
BG =G-B=(-1,1,1)=(1, 1, -1)= (-2, 0, 2)
e, obviamente, B(l, 1, —1) pertence-lhe; uma equagio cartesiana da recta BG ¢

y=1 x-l_z+l o y=l Ax=-2
=== H — = — = = -7,
-2 2

Exercicie 6: “O problema da mosca” (adaptado do XEQMAT - 10° ano, de Yolanda Lima
e Francelino Gomes, Editorial O Livre). Uma mosca estd no ponto M sobre a aresta [BC] do
paratelepipedo [ABCDHEFG], a I cm do vértice superior e desloca-se para um pingo de mel

situado no centro O da base superior. Considere as dimensdes indicadas no paralelepipedo que esta
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Figura 4.58: Cubo [ABCDHEFG] centrado na origem, O, do referencial ¢. 0. nn., em que a unidade de
medida € metade do comprimente da aresta do cubo.
mAB = 8,01 em E
mEA =2,00 cm ‘
mCB= 2,50 cm
mMB = 1,00 cm

mPO=2,69 cm
mPM=1,12 cm

L . & cm
MmPOY+(mPM)=3,81 cm

Figura 4.59: O paralelepipedo [ABCDHEFG] estd representado em PC(30°, 50%) — perspectiva
cavaleira, e nele estiio representados o ponto O no centro da base superior, o ponto M a 1 cm do ponto

B e os segmentos de recta {MP] e [PO].

representado, na Figura 4.59, em perspectiva cavaleira PC(30°, 50%). Calcule a menor disténcia que
terd de percorrer a mosca para chegar ao pingo de mel. E determine a distincia do ponto P, ponto de
passagem da mosca sobre a aresta [AB], ao vértice B.

Resoluciio: Para enconfrar a distdncia mais curta entre o ponto M e o ponto O, ¢
conveniente fazermos a planificagio do paralelepipedo — Figura 4.60. Suponhamos que a mosca

passa por B e vai direita a O: ela percorrenia, atendendo ao teorema de Pitigoras aplicado ao
tridngulo A[BXO)], rectingulo em X, uma distincia de 1 + +/20 cm. Certamente n#o serd a disténcia
mais curta. Com efeito, novamente pelo teorema de Pitgoras, agora aplicado ao tridngulo A{MXO],

rectangulo em X, obtemos a distAncia mais curta entre M ¢ O: MO = 5 cm. Para determinar a
distdncia de P a B, vamos aplicar o0 Teorema de Pitagoras aos tridngulos A[OYP] e A[MBP],

rectangulos em Y ¢ em B, respectivamente:
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m—zﬁ_@-=8,01 cm G
mEA =401 ¢m
mCB=2,49 cm
—_— O X
mMB =1,01 cm [
mPB= 1,34 cm
p
A r B el
Y Y ¢
M
D(J LC

Figura 4.60: Parte da planificagio do paralelepipedo [ABCDHEFG] representado na Figura 3.59,
para percebermos qual o percurso mais curto do ponto M ac ponto O, Trata-se do comprimento do
segmento de recta [MO], cuja intersecio com a aresta [AB] € o ponto P que se encontra a 1,3 cm,

aproximadamente, do vértice B.

(5-PM =(4-PBf +2¢0 |PM'=PB -8PB+10PM~5 [4PB+3=5PM
., ., SN = S T =
PM™ =PB +1° PM =vPB +1 PM =+vPB" +1
(4PB +3) =(5\/ﬁ3 +1]2 PB zg
—
PM =+PB’ +1 PM=VPB’ +1

Ou seja, PB ~ 1,3 cm.

Exercicio7: Calcule o volume ¢ a 4rea total de um antiprisma quadrangular regular de
aresta 5 cm.

Resolucdo: Na Figura 4.61 representamos um antiprisma quadrangular regular
[ABCDEFGH)] e consideramos nele os pontos I} ¢ I; — os centros das bases (E ¢é a sua altura).

Vamos comegar por decompor o antiprisma em nove pirdmides: quatro pirdmides geometricamente
iguais de base triangular (tridngulos isdsceles) — [GHIB], [HELC], [EFL;D] ¢ [FGLA]; a pirdmide
de base quadrada — [ABCDI]; e outras quatro pirdmides geometricamente iguais de base triangular
(tridngulos isosceles) — [ABLG], [BCLH], [CDLE] e [DALF]. Para determinar o volume das cinco
primeiras pirdmides precisamos calcular a altura do antiprisma que € também a altura de cada uma

dessas piramides. Para tal, vamos considerar os pontos: P ¢ ponto médio da aresta [BC] e o ponto
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(2) (b)
Figura 4.61: (a) Perspectiva dum antiprisma quadrangular regular, [ABCDEFGH), de aresta 5 cm e

os pontos I, e I, sdo os centros das bases ([,I, € a sua altura). P € o ponto médio da aresta [BC] ¢ H,

¢ a projec¢iio de H sobre o plano da base [ABCD]. [QG)LIPL]. (b) [A;G B H,C,E\DF\] é a vista de
cima ou a “planta” do antiprisma [ABCDEFGH].

H, a projecgiio do vértice H sobre o plano da base [ABCD] (Figura 4.61). Como o A[ABC] ¢

rectinguio em B, pelo Teorema de Pitdgoras, a diagonal ¢ do quadrado das bases é:
$=5+5 o =225 = d=542.

Metade da diagonal do quadrado das bases sera:

4.5
V2.

2

Ora PH,= LH, - I,

N

( ) Aplicando o Teorema de Pitagoras ao A[{CPH],

B | n
ro | wn
t\J[U\

rectangulo em P, temos:

25 oS3
2 >

CH =PC +PH o 5° =(§) +PH < PH' =25-= & PH =

ou seja, a altura dumn tridngulo equilatero de lado 5 cm, das faces laterais do antiprisma, € N cm.

Aplicando, agora, o Teorema de Pitagoras ao A[PHH, ], rectangulo em H,, temos:

PH’ =PH, +HH @[S{J [%(Ji—1)J2+H,H HH = [SI) (i(ﬁml))za

2
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4 4 4 2 N
_ = —— 542
ou $¢j4, a altura do antiprisma € 1|1, = HH = Nl ~4.2 cm. A 4rea do A[GHI;] que ¢ igual a do
triingulo A[BCI;] (A[GHL] = A[BCIL]) é
BAUDT dx—
Area = PL IR
2 4

O volume da pirdmide triangular [GHLB] é:

4
Volume = 1 Area pyee x g, = lx£x5\/§ 12542 ~ 8.8 cm’.
3 34T 2 1242
O volume da pirdmide de base quadrada [ABCDI;] ¢:
.
Volume = 2 Area ppe x LI, = L st 42 _ 12542 ~35.04 cm’,
3 37V 32

Para calcular o volume das quatro Gltimas consideramos o ponto Q) sobre o segmento de recta [Pl;]
por forma a que {QG] seja perpendicular a [PIy] (_Q_G ¢ a altura dessas quatro pirdmides).

Comegamos por calcular o comprimento do segmento [QG]. Pelo Teorema de Pitdgoras aplicado ao

A[PTI,], rectédngulo em I;, temos:

) 2
ey ___ 2 4 , 5 .
PI, =PI, +11122<:>P122m(-§—J +(SJ‘/2_§] & PI =§+§£@ =ﬁ-"i2-5-9‘/—2.

Agora o Teorema de Pitégoras aplicado ao A[PQH], rectdngulo em Q, temos:

PH =PQ +QH <« PH =(P_12_Q12)2 +QH’ & PH =PI, -2PL,QL +Ql, +QH &

- (3@} . [stmoﬁ}z 2545042
2

5 3 QI, + QI, + QH . (4.19)

Aplicando o Teorema de Pitdgoras ao A[QHI,], rectangulo em Q, temos:
G QL+ 0 = (V2] =T W = =3 » T - -3

Substituindo Q—I2 em (4.19), vern:

15 B sl g +[\/__QH} O

4
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4

B L RN e J%—Q’ﬁz = J(zswoﬁ)%-(zswoﬁ)@z = %

4

EN —25+20J§ =425+ 5042 1/573—(2_1—13 + 549 _OH +QH o

Elevando ambos 0s membros ao quadrado, vem:

(25+50\/§)§—(25+50\/5)51~—12 = 2900 o s+ 50v2 )R = (254502 )22 . 3990

16 4 16

o (54502 " 5000+1001)§\/§—5ooo _ 62547 < Of = ,2625\55.
5+35
gl PN

2545042
%P1, 542545042

A drea do A[BCL] é: Area = BC 5 = 5 2 = 2 ~12.2 em®.

e AP ore e AL Tttt

O volume da pirdmide triangular [BCI;H] € dado por:

1 542545042 \/ 6252
— X x
3 4 25+ 502

Volume = % Area pue % QH =

~12.4 cm’.

Donde, o volume do antiprisma quadrangular regular dado é:
Volume = 4x Volumeunr + Volumeascpn + 4xVolumepenmy = 4x8.8 + 35.04 +4x12.4 =
~119.84 cm’,

A drea de um tridngufo equilatero, A{BCH]I, da face lateral do antiprisma é:

— = 5x ﬁ
Aj'ea _ BCX PH - 2 _ 25‘\/5 sz.
2 2 4
Logo, a area total do solido-dado é:
Area = 8x Area trigngulo equilitero T 2% Area quadrade = 8% 24—5\/5 +2%x25 =50 «E +50 ~ 136.6 cm’.

4.3.2 Geometria Analitica

Exercicio 1: Indica as coordenadas dos vértices do cubo representado na Figura 4.62, cujos
eixos dos xx e dos yy contdm as diagonais da base e cuja aresta tem 4 ¢m de comprimento (Retirado

de XEQMAT ~ 10° ano, Eitorial O Livro — Pag. 61).
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Figura 4.62: O cubo [ABCDHEFG] tem as diagonais da base [ABCD] sobre os eixos dos xx e dos yy

€ as suas arestas medem 4 cm.

Resolugiio: Aplicando o Teorema de Pitagoras ao tridingulo [AOB], rectingulo em O, de
catetos iguais (AO = OB) tem-se:
EZ =EZ +61§2 = 2@2 =16 & A_O=2x/5,
ou seja, significa que as coordenadas dos vértices sdo:
A(242 0, 0), B(0, 24/2, 0), C(-2+/2 , 0, 0), D(0, ~2+/2 , 0),
E(0,—24/2, 4), F(2+/2, 0, 4), G(0, 242, 4) e H(-2+2, 0, 4),

Exercicio 2: (Exercicio proposto) Representa, num referencial c¢. o. n. tridimensional, 0s
pontos seguintes:

A(2,3,-1), B(3,-1,2), C(0,3, 1), D(2,-3,0), E(-2,0,2) e F(=2,-2,2).

Exercicio 3: Dados os planos de equacdes (Adaptado de Matematica — 1°Vol, 10° ano,

Teoria e Pratica, Rumo — Pag. 281):
P.x=5 Qy=3 W.z=-2

3.1 Identifique a posi¢io de cada um dos pontos: A(-3, 3, -2), B(S, 2, -2) e C(-5, 3, ~1),
em relaglo a cada um dos planos dados.

Resolu¢do: Sendo A(-5, 3, -2), verifica-se que: Ae@ (pois A tem ordenada 3), A¢% (a
abcissa de A ¢ diferente de 5) e também AeW (A tem cota ~2). Da mesma forma se conclui que:

BeP eBeW, masBeQe CeP, CeQe CeW.
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3.2 Dado o ponto D(2 + 3k, k + 4, 3), keR. Determine & de modo que De@. Para o valor de k
determinado, De®? Justifique.

Resolucdo: Para que De@, tem de ser:
k+d4=3¢>k=-1.

Sendo k =1, vem que o ponto D tem coordenadas (-1, 3, 3). Logo, De®.

Exercicio 4: Considere, em R?, a condicdio (Adaptado de Matemitica — 1°Vol, 10° ano,

Teoria e Pratica, Rumo — Pag. 286):
2SXL2 A-28y22 A 22252

4.1 Identifique o sélido geométrico representado pela condigio e represente-o
geometricamente utilizando a perspectiva cavaleira, PC(45°, 75%).

Resolucdo: Trata-se da interseccdo de seis semiespagos: o semiespaco fechado a frente do
plano x = -2 com o semiespago fechado atrds do plano x = 2 determina, portanto, uma regido do
espago entre os planos x = -2 e x = 2; o semiespago fechado a direita do plano y = -2 com o
semiespago fechado a esquerda do plano y = 2 determina a regido do espaco entre os planosy =-2 ¢
y = 2; 0 semiespaco fechado acima do plano z = -2 com o semiespago fechado abaixo do plano z =
2 define a regiio do espago entre os planos z = -2 e z = 2. Ou seja, a condiglo representa um cubo —

Figura 4.63.

4.2 Identifique as coordenadas dos vértices do sélido.
Resolugio: As coordenadas do vértice do cubo sio:
AQ2,-2,-2),B(2,2,-2), C(-2, 2, -2), D(-2, -2, -2),
E(-2,~2,2), F(-2,2,2),G(2,2,2)e H(-2, 2, 2).

4.3 Exiba as equagdes dos planos que contém as faces do solido.

Resoluciio: Sfoos planos: x = -2, x =2, y=-2,y=2,z=-2ez=2.

4.4 Indique uma condigdo que defina a recta que contém uma aresta paralela ao plano xQy
¢ uma outra aresta paralela ao eixo dos zz do sélido.

Resoluciio: A recta que contém uma aresta paralela a xOy, por exemplo [FG], ¢ dada pela
condigio:

x=2nanz=2.
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Bl et

Figura 4.63: O cubo {ABCDHEFG! estd em perspectiva cavaleira, PC(45°, 75%), de modo a verificar
acondigio: -2£x52 A-25ys2 A ~22z<2 Arecta AB ¢ enviezada e perpendicular & recta

FE. A recta BC ¢ enviezada ¢ obliqua relativamente a recta GD.

A recta que contém uma aresta paralela ao eixo zz, por exemplo [CH], € dada pela condigdo:

X=-2Ay=2.

Exercicio 5.1: Represente geometricamente, num referencial ¢. o. n., tridimensional,
utilizando a perspectiva cavaleira PC(45°, 75%), o paralelepipedo com as caracteristicas seguintes
(Adaptado de Matematica — 1°Vol, 10° ano, Teorla e Pratica, Rumo — Péag, 293):

- um dos vértices estd na origem do referencial;
- as coordenadas dos vértices sio todas ndo negativas,
- as dimensdes sdo 2, 5 e 3.
Indique as coordenadas de todos os vértices do paralelepipedo.
Resolucdo: Na Figura 4.64, pode observar o s6lido pedido (fica como exercicio indicar as

coordenadas dos seus vértices).
5.2 Calcular o comprimento da diagonal do paralelepipedo.

Resolugiio: Uma diagonal € por exemplo o segmento de recta [AF]. Para calcular o seu

comprimento podemos determinar a distancia entre os extremos do segmento, tendo em conta que

341



Figura 4.64: Paralelepipedo [ABCOGDEF] em perspectiva cavaleira PC(45°, 75%), de dimensdes:
2x5x3,

as suas coordenadas sdo A(2, 0, 0) e F(0, 5, 3):

AF = J(0-2) +(5-0)7 +(3-0) =38

5.3 Determine as coordenadas do ponto médio da diagonal do paralelepipedo ou o centro de
gravidade do paralelepipedo.
Resolugio: O ponto médio, M, da diagonal do paralelepipedo, [AF] (Figura 4.64), é dado por:

M(2+o’0+5,o+3]’
2 2 2

ML

Exercicio 6: Considere os seguintes pares de pontos (Retirado de Matematica — 1°Vol, 10°

ou seja,

po | on
o |
S,

ano, Teoria e Pratica, Rumo - Pag. 293):
A(1,0,0) e Ax0,1,0); Bi(2,0,0) e B0,2,0); C\(-2,0,0) e Cx(0,-2, 0).
Justifique que os segmentos de recta [AA,], [BiB,] ¢ [CiC,], admitem o mesmo plano
mediador, o plano de equagfo y = X, que representa o plano bissector do primeiro octante. Interprete

geometricamente.
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Figura 4.65: Plano mediador dos segmentos de recta [A Az, [B\B;] e [C;Cyl: y=x.

Resolu¢fio: Seja P(x, y, z) um ponto qualquer do espago ¢ P o plano mediador.

Considerando o plano mediador P do segmento de recta [AAz], temos:

PeP < AP=A,P &

& Jle-1f +(y-0f +@-0f =x-0f +(y-1F +(z-0] =

¢:>x2—2x+l+yz=x2+)2-2y+1®yﬂx

Consideremos, agora, o plano mediador £ do segmento de recta [BB;], assim:
PeP < BP=B,P o

e J(x=2f +(y=0F +(z-0F = J(x-0F +(y-2F +(z-0) o

<::>x2~4x+4+y2=x2+y2-4y+4¢:>y=x

Por ultimo, consideremos o plano mediador P do segmento de recta [C;C;], temos:

PeP & E:Tﬁ:f:jﬁ &>

o Jx+2) +(y =0 +(z=0) = J(x=0F +(y+2f +(z-0f

X Fdxtd+ry¥ =ity rdyrd o y=x

Portanto, de facto, o plano de equagdio y = x € o plano mediador dos segmentos de recta [A;Az],

[B1Bz] e [CiC;]. Na Figura 4.65 temos a interpretagio geométrica.
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Exercicio 7: Indique uma equagio da superficie esférica de (Adaptado de Matemética —
1°Vol, 10° ano, Teoria e Pratica, Rumo — Pag. 303):
7.1 centro C(0, -2, 5) e passando pelo ponto A(-2, 0, ~2).

Resolucio: Em primeiro lugar temos de calcular o raio » da superficie esférica:

t=CA = {(-2-0) +(0-(-2)f +(~2-5) =57
Uma equac¢io da superficie esférica de centro C(0, -2, 5) e raio J57 . escreve-se na forma:

(x=0) +{y-(=2)) +(z-5) («/_) o X (y+ 2+ (z- 5 =57

7.2 didmetro [AB], em que A(-2, —3‘, -2y e B(0, -1,3).
Resolugfio: Se o didmetro da superficie esférica é [AB], entdo o centro da superficie

esférica € o ponto médio do segmento de recta [AB], dado por:

C= (-—2+o’~3ﬁ1’~2+3)= (_1’_2’_3],
2 2 2 2

e o raio » desta superficie esférica é dado, por exemplo, por:

AB = 1\/(0 -2)) 1~(~3))2+(3~(—2>)2ﬁ—€3.

~ N . (- 1 . /33 .
Entdo, uma equagdo da superficie esférica de centro [- 1,-—2,5J € raio B escreve-se do seguinte

modo:

(x+1) +(y+2) +(z—%]2ﬂ 33

Exercicio 8: Num referencial c. 0. n., tridimensional, uma superficie esférica tem equacio

{(Retirado de Matematica — 1°Vol, 10° ano, Teoria e Pratica, Rumo — Pag. 304):
(x-2) +(y-2)" +(z-2)'=09.
8.1 Indique as coordenadas do centro, C, ¢ o valor do raio.

Resoluciio: O centro tem coordenadas: C(2, 2, 2) e o raio € 3.

8.2 Represente geometricamente a superficie esférica e indique a posicdo, relativamente a
esta superficie, do ponto A(1, &, 3).

Resolucgio: Na Figura 4.66, temos a superficie esférica de equacgio
(x=2) +(y-2)" +(z=-2)" =
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Figura 4.66: Superficie esférica de centro C(2, 2, 2) e rato 3. O ponto A(l, §, 3) é exterior &
superficie. A intersecgfo da superficie esférica com o plano de equagio x = 2 é uma circunferéncia de

raio 3 ¢ centro (2, 2, 2) contida nesse plano.

Para sabermos a posi¢fio do ponto A relativamente & superficie esférica vamos calcular a distancia

entre o ponto A e o centro, C, da superficie esférica:
CA =1-2F +(8-2P +(3-2) =38

Como +/38 >3, ouseja, CA >r, concluimos que o ponto A € exterior a esta superficie esférica.

8.3 Represente, analitica e geometricamente, a intersec¢o da superficie esférica com o
plano de equagio x = 2. |
Resolug#o: Para determinarmos a intersecgdo da superficie esférica com o plano,
escrevemos ¢ trabalhamos a condigio:
(x-2)" +(y-2)" +(z=2) =9rx=2 (y-2) +(z-2) =9,
ou seja, trata-se de uma circunferéncia de centro (2, 2, 2) ¢ raio 3 contida no plano x = 2. Temos na

Figura 4.66, a representacdo geométrica da superficie esférica e do plano.

Exercicio 9; Descreva o conjunto de pontos do espago que satisfazem a condigdo:

x?+(y =3V +(z+1)<9 A z2>-1
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Figura 4.67: Esfera de centro C(0, 3, —1) ¢ raio 3. A intersecgio da esfera com o semiespago acima do
plano de equagiio z = —1 ¢ uma semiesfera de centro (0, 3, -1} e raio 3 situada acima do plano de

equagdo z = ~1.

Resolugio: A condigio x* +(y—3) +(z+1)" < 9 representa uma esfera de raio 3 e centro
C(0, 3, -1); a condigdio z = —1 determina um semiespago fechado acima do plano z =—1. Portanto, a
condigio x* +(y-3) + (z+1)" £9 A z 2 -1, representa a intersecgio dos dois conjuntos de pontos,

isto €, a intersecg@o da esfera de centro C(0, 3, ~1) e raio 3 com o semiespago fechado superior ao
plano z = -1, da qual resulta a semiesfera de centro C(0, 3, —1) e raio 3 situada acima do plano z =

—1 (Figura 4.67)

Exercicio 10: Num referencial c. 0. n., o tetraedro [ABCD] tem por vértices os pontos:
A(-2,1,3),B(1,-3,4), C(0, 1, 1), D(-1, 0, 2),

10.1 Averigte se 0 tetraedro € regular.

Resolugio: Para que o tetraedro seja regular as arestas tém de ser todas iguais. Calculemos

os comprimentos das arestas:
AB = J(1+2f +(=3-1) +(4-3) =426
AC = J0-2F +(1-1) +(1-3F =242

Como ha pelo menos duas arestas diferentes (E # K—é), significa que a face [ABC] nio é um

tridngulo equilatero, e portanto o tetraedro no podera ser regular.
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10.2 Mostre que os pontos B e D, pertencem ao plano mediador de [AC].

Resoluciio: Para que os pontos B ¢ D sejam pontos do plano mediador de [AC] tem de se
verificar que: AB =CBe AD = CD.
AB=+26 ¢ CB = y/(1-0F +(=3-1) +(4-1)* = V26,

AD = f(=1+2F +(0-1 +(2-3) =43 ¢ CD = {(-1-0) +(0=1)' + (21 =3

COmo queriamos.

10.3 Escreva uma equac¢io do plano mediador de [AC].

Resolu¢ido: Sendo P(x, y, z) um ponto qualquer do plano mediador de [AC], tem de ser:

AP = CP & \/(x+2)2 +(y-1F +(z-3) = \/(x—{))2 +(y-1) +{z~1)

donde
(}(«-2)2 -+-(y-~1)2 -}-(2—3)2 = (x)2 +(y~l)2 +(z—1)2<::>

SX—-z+3=0,

¢ uma equagdo do plano mediador de [AC].

Exercicio 11: Num referencial o. n. (O, i, —j, E), consideremos os vectores:

i =(-2p,-q+3,6p) e b =(-1,2,3), p.qeR.

11.1 Determine, se possivel, p e ¢ de modo que:

(i a="5.
Resolucio:
a=b < (2p,-q+3,6p)=(1,2,3) =
> -2p=-1Ar-q+3=2A6p=3 <
<:>p=i/\q=1/\p=—1—.
2 2
Ou seja,
p=«§~ e q=1
(i) 4 || Ox

Resolugdio: Em geral,

i ||Ox se d =(a,0,0), xeR.

Sendo 3 = (-2p, -q + 3, 6p), entfo
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~-q+3=0A6p=0<q=3Ap=0.
Donde 3 =(0, 0, 0).

(iii) 3 || yOz
Resolu¢dio: Em geral tem-se que

a|lyOzse @ =(0, o, B), ot,peR.

Sendo 3 = (-2p, -q + 3, 6p), entdio tem de ser
2p=0&p=0.
Donde 3 = (0, -q + 3, 0), com geR. Temos, portanto, uma infinidade de solugdes. Fazendo, por

exemplo,
q =0, temos: a = (0, 3, 0);

q =15, temos: 3 =(0, -2, 0).

11.2 Determine um vector colinear ¢ com o mesmo sentido que b de norma 2.

Resoluc¢io: Comecemos por determinar a norma do vector b:

1= JE1F +22 432 = V14,

Suponhamos ser ¢ tal vector. Como tem de ser ¢||b, existe um nimero real o tal que ¢ = ab. Por

outro lado, tem de ser || || = 2. Ou seja, temos

donde sai sucessivamente

L]
I
Q
[ 2t
>
2
|
‘l
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Como o vector< tem de ter o mesmo sentido que b, significa que a soluciio é dada por:

Jia V14 2414 3\@}
- Ratigat )

7 7 7

S = (4,2,3)@6&[

Exercicio 12: Considere num referencial 0. n. (O, 1, j, k), os vectores:

i=ieb=1+].

12.1 Determine o produto interno de & com b.
Resoluciio: Podemos escrever ambos os vectores em termos das suas coordenadas:
i=(1,0,00eb=(11,0),
e calculamos o produto interno a partir das suas coordenadas

3.6 =(1,0,00(1,1,0)=1+0+0=1.

12.2 Determine a amplitude do angulo formado pelos dois vectores.

Resolugdo: A partir da definigio de produto interno, e tendo em conta que

1Z]=1 e |b}=+2,

obtemos a amplitude do &ngulo:

i.b =3 ancos(a,E) @cos[a,BJ - _.ab

r—— T

lafix[bl
U I | e ﬁ
<’—'>COS(3,bJ = -l—:/—._z— @cos(a,b} = 5

assim, como é 0° < (E,E—)] < 180° temos que

[5,“} = 45°,

Exercicio 13: A Figura 4.68 representa um paralelepipedo rectingulo, [ABCOGDEF], com

b

trés arestas contidas nos eixos coordenados e situado no primeiro octante. O ponto médio de [BF] €

W,
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Figura 4.68: Paralelepipedo rectingulo, [ABCOGDEF], com arestas contidas nos eixos coordenados

dos xx, vy ¢ zz. W ¢ 0 ponto médio de [BF].

13.1 Quais sdo as coordenadas de v + DW ?
Resolucido: v = OE =E-0= (3,6,4)-(0,0,0)=(3,6, 4);
Calculemos o ponto médio W de [BF]. Temos que: B(3, 6, 0), F(0, 6, 4) ¢

W 3+0’6+6’0+4 - 2,6,2 '
2 2 2 2

Donde: ¥ + DW = (3, 6, 4) + [%,6,2} = 8,12,6)

13.2 Sera ¥ perpendicular a FW 2
Resclugio: Ora, FW =W~ F = (%,6,2] —-(0,6,4) = (%,0,—2), e o produto interno dos

dois vectores €:

v.FW =3, 6, 4).[-3-,0,4] ~2i0-8=-1
2 2 2

Significa, portanto, que os vectores v e FW néo sdo perpendiculares.

13.3 Qual ¢ o dngulo de ¥ com o e1xo dos xx?

Resolucgiio: Calcular o dngulo pedido é o mesmo que calcular o angulo formado entre os

vectores v e QA v = (—2—,12,6] e OA = (3, 0, 0); Assim, temos:
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Figura 4.69: Pirdmide quadrangular regular [ABCOV] com arestas da base contidas nos eixos

coordenados, [OA)cOx e [OC]=0y, ¢ a aresta tem comprimento 2a. O vértice V tem coordenadas (a,
a, 4a).

2
19 || = \]@] +122 467 = w\,szm e|0OA|=3

~ %x3+12x0+6x0 —i—x3 9 "
cos| vV ,O0A | = = = ~0,63 =V ,0A | ~50.7.
19| §OA] V82°1x3 Va0l

Ou seja, o ngulo entre o vector v e o eixo dos xx €, aproximadamente, 50.7°.

Exercicio 14: A Figura 4.69 representa uma pirdmide quadrangular regular num referencial

0. 1., com [OA]cOx e [OC]cOy. Seja 2a a medida da aresta da base. Se a altura for dupla da aresta

da base, que angulo faz uma aresta lateral com a diagonal da base concorrente com ela?

Resoluciio: Para determinarmos o angulo pedido basta calcular o &ngulo entre os vectores

ACe AV:
AC =C—A=(0,2a,0)~(2a, 0, 0) = (-2a, 2a, 0)
AV =V —A=(a,a 4a) - (23, 0,0)= (-a a, 4a)
donde
COS[ij] ___ACAV __ 2a% +2a o4 4w 1
| AC| x| AV || Vd4a? +4a+a’+al +16a*  +/8a’+f18a* 1287 3
¢ portanto

(E,K’\?}s 70.53°,
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Exercicio 15: Determine, num referencial 0. n. tridimensional, as coordenadas de um
vector U perpendicular ao vector v = (1, -4, 2).

Resolugiio: Para obtermos o vector pretendido, (X, y, z), vamos partir da condi¢io de
perpendicularidade:

tlveunv=0caXxy2).(,-4,2)=0
donde sal a equagdo
X—dy+2z2=10

que ¢ indeterminada, pois admite uma infinidade de solugdes. Para determinarmos solugdes
particulares, atribuimos valores a duas das incdgnitas e determinamos o valor da terceira, Tomando,

por exemplo, x =6 e y =2, vem z = 1. Portanto, o vector i = (6, 2, 1} € perpendicular ao vector ¥.

Exercicio 16: Obtém as equagdes cartesianas de uma recta s que passe na origem e seja
perpendicular a recta r de equagdes:

T X_3=y——_2=_z_i-_}_
-4 3

Resolugio: Precisamos de conhecer um vector director, s, da recta pedida s. Como o
vector director da recta » € o vector ¥ = (1, -4, 3), tem de ser
sirTes.TtT=0exyna(,4,3)=0&x~-4y+32=0
Fazendo na equagiio, por exemplo, x =-2 e y = 1, vem z = 2. Qu seja, um vector director da recta s
é s = (-2, 1, 2). Donde, as equagdes cartesianas da recta s sdo:

x-0 y-0 z-0 X oz
o=z = @—mym——
-2 1 2 -2 2

Exercicio 17: Determine um vector w que seja perpendicular simultaneamente ao vector
u(l,2,-3)eaovector ¥ =(2, 5, 1).
Resolugiio; Tendo em atencio que os dois vectores, u e Vv, ndo s#o paralelos, para
determinar um vector nas condigdes pedidas temos de resolver um sistema de equagdes:
uw =0 (1,2,-3).(x,y,2)=0 X+2y—-3z=0
= <
0 (2,5D).(x,y,z)=0 2x+5y+z=0
. T . .. . . . 491
Como o sistema tem trés incognitas e duas equagdes, ele é indeterminado ou impossivel .

Resolvendo em ordem a uma das incégnitas, ficamos

" ver Apéndice VIII,
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x=17z
y=-72

Significa, assim, que qualquer vector cujas coordenadas verifiquem as condi¢des € perpendicular
aos vectores dados, isto ¢, todos os vectores do tipo (17z, -7z, z), com zeR\{0}, sdo
perpendiculares aos vectores U e V. Apesar de serem infinitos os vectores desta forma, estes siio
todos paralelos. Portanto, so ha uma direc¢do perpendicular a duas direcges dadas ndo paralelas.

Para obter um vector particular, perpendicular aos vectores U € ¥, concretizamos a incognita z, ou

seja, fazendo, por exemplo, z = 1, ficamos com: w (17, -7, 1).

Exercicio 18: Considere, num referencial o. n., trés pontos:
A(2,4,5,B(-2,1,1)eC(7,2,-1)

18.1 Verifique que os pontos nio sfo colineares.
Resoluciio: Supondo que os pontos A, B e C séo colineares, significa gue os vectores AB

e BC s#o colineares, ou s¢ja existe um unico o tal que AB =a BC. Donde, temos

4

90 = —4 “=73

(-4,-3, 4 =0 (% ,-Da=-3 &ia=-3
-20 = ~4 o =2

que € um sistema impossivel, logo os pontos A, B e C nfo sio colineares.

18.2 Defina as equagdes parameétricas do plano que contém os trés pontos.
Resclugiio: Vamos comegar por escrever a equacio vectorial do plano ABC.

Consideremos um ponto genérico P(x, y, z) do plano ABC, assim
P=A+aAB +BBC, o,peR e

S X, y,2)=(2,4,5) ta-4,-3,-4)+ (9, 1,-2).

Donde se escrevem as equagdes paramétricas do plano que contém os pontos A, Be C:

x=2-4a +9f
ym4—3G,+B :G':BER‘
z=5~4a -2

18.3 Indique outros pontos que pertencem ao plano ao plano definido em 18.2.
Resolugiio: Obtemos dois pontos, por exemplo, do plano ABC atribuindo valores a o e B:
a=lef=2:(xv2)=(6,3,-3);
a=3efl=0:(x,y, 2)=(-10,-2,-T).
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Exercicio 19: Determine uma equagdo cartesiana do plano que passa em A(3, 2, 0) ¢

contém a recta #: i:-)i—_—l=Z+2.
2 3 1

Resolucdo: Seja T = (2, 3, 1) um representante do vector director da recta r e seja AB

outro vector com origem em A e extremidade sobre a recta. Consideremos o ponto B(0, 1, -2), da

recta . Temos que, AB = (-3,-1, -2). Podemos entdo, considerando um ponto P qualquer do plano,

escrever a equagido vectorial:

P=A+af +BAB, o, feR

- (X> y’ Z} = (33 2$ O) + a(zs 3= 1) + B(_3> "19 "2)1 a: |3EIR =

x=3+2a-30 x=3+2(z+2B)-33
y=2+30-0 ,a,BeR < {y=2+3(z+2B)-P , o, PpeR <
z=0-203 z+28 =«
X~3-2z=p x—-3-2z=
& iy=2+3z+5B,a,BeR < (y=2+32+5(x-3-22), ¢, feR <
z+2B=qa z+28 =«
x~3-2z=8
< qy=5x-7z-13, a, feR.
z+2B =

Donde a equagio cartesiana do plano pedido é: 5x —y-7z—- 13 =0.

Exercicio 20: Indique a posi¢fo de cada um dos pares de rectas:
201 0Ly, 2)=(0, L)+ (1, 1,1), AeR e s:{x,v,2)=(1, 1, D)+ 9(2,2,2), peR.

Resoluciio: O vector director darectar é T=(1, 1, 1) edarectas € 5= (2, 2, 2). Como
podemos escrever 5 = 2T, significa que §{|r. Verificamos que o ponto (0, 1, 0) da recta r, ndo

pertence a recta s:

0=1+2¢ P="7
(0, L,0)=(1, 1, D+9(2,2,2) & {l=1+2¢ < 1¢=0
O0=1+2 1
? ¢

visto obtermos um sistema impossivel. Logo, as rectas, r e s, sdo estritamente paralelas.
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1 e & y+1 z-0
z=] 1 1

x+1 y-0 Xx=-1
20.2 a 1

Resolucdo: Os vectores directores das rectas, @ e b, sio a= (1, [, 0) e b= 0, 1, D),

respectivamente. Verifica-se que nenhum vector se escreve a custa do outro, o que significa que os
vectores & e b ndo sio paralelos e portanto as rectas, @ ¢ b, também n#o sdo paralelas.

Como a.b =1 # 0, significa que os vectores directores nfo sdo perpendiculares e, logo,
também as rectas, a € b, nfio sdo perpendiculares.

Vejamos se as rectas serdio concorrentes, resolvendo o sistema formado pelas equagdes:

X+l=y y=0
z=1 z=1
<>
X=-1 X = —1
y+l=2z y=0

Como obtivemos uma solugiio para o sistema, significa que as rectas sfio concorrentes num ponto. O

ponto de intersecgio &: (-1, 0, 1).

Exercicio 21: Justifique que os planos P e Q, de equagdes
Px+ty=1 e @Qx-2=2
nio sdo paralelos nem perpendiculares. Determine um ponto e um vector director da recta de
interseccio dos dois planos.
Resoluciio: O vector normal a cada um dos planos €
n=(1,10) e m~=(1,0,-1),
respectivamente. Como os vectores, it e m, nfo se escrevem & custa um do outro, significa que néo
sd0 paralelos, e portanto os planos, P e @, também ndo sdo paralelos. Como
a.m=(1,1,00(1,0,-1)=1=0,

os vectores, 1 e m, ndo sdo perpendiculares, ¢ logo também os planos, £ ¢ @, ndo sdo

perpendiculares. Assim, concluimos que, os planos sfo obliquos e intersectam-se segundo a recta

X+y=1
X—zm=2

definida pelo sistema de equagdes:
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Para conhecermos um ponto e um vector director da recta de intersecgdio, vamos transformar o

sistema resolvendo as duas equag¢des em ordem a varidvel comum, neste caso x:
X=-y+1
x=z+2
[gualando as expressdes obtidas, escrevemos as equagdes cartesianas da recta de intersecciio, na

forma que nos d4 um ponto e um seu vector director:

1 -1 1

Ou seja, um ponto da recta ¢ (0, 1, -2) e um vector director é (1, -1, 1).

Exercicio 22: Resolva e classifique, cada um dos sistemas, utilizando o método:

r

X Yiz-12=0
2 3

22.1 de Gauss i,..ym,_
3 4

Resolugfio: Em primeiro lugar escrevemos o sistema na forma candnica:

X Yiz-12=0
2 3 Ix-2y+6z=72
<§_% %:6 <> {4x—-3y+4z=72
—2Xx+6y-3z=-42
X z
——+y——=-7
3 2

Escrevemos a matriz completa do sistema:

3x-2y+6z2=72 3 -2 6 |72
4x -3y+4z=72 =>4 =3 4 |72
~2Xx+06y—3z=-42 -2 6 -31|-42

Escrevemos a matriz triangular:
(-4) {3 -2 6 |72 (2) 3 -2 6 |72 3 -2 6 |72
+—>03) 4 -3 4 |72 |—> 0 -1 =12 |-72|-> (4|0 -1 -12 -72|—
-2 6 -3|-42| +->03))-2 6 -3 |-42 +—0 14 3 {18

3 ~2 6 72
-0 -1 -12 (=72
0 0 165 |-990
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Escrevemos o sistema e vamos o resolver por substitui¢@o.

Ix-2y+6z=T2 IX+y+6(6) =72 3x+0+36=72 x =12
~y-122=-72 @ <-y~1206)=-72 < y=0 o y=0
z=6 z=06

165z = ~990 z=06

O sistema diz-se possivel e determinado por admitir uma sé solugiio, o terno ordenado (12, 0, 6).

X+5y-z=-2

22.2 misto <2x -2y =6
x-y=1

Resoluciio: Multiplicando os dois membros da 2°* equagio por (—E} e adicionando a 3°

equagdo, temos:

—~X+y=-3
x-y=1
Ox+ 0y =-2
Ou seja,
X+5y—-z=-2 X+5y—-z=-2
2x-2y=6 < 2x-2y=6
0x -0y =~2

x—y=1

Obtivemos no sistema uma equagio impossivel, logo o sistema € impossivel e nio admite solugio,

isto &, o conjunto solugdo € vazio.

3x+3y+3z=3
22.3 misto ¢2x+2y+2z=2
x—-4y=3

Resolu¢do: Multiplicando os dois membros da 1? equagio por (— EJ, multiplicando os

: , . 1 .
dois membros da 2" equagio por [—ij e adicionando os resultados ordenadamente, temos:

-X ~y—-z =-]
X +y+z =1
Ox+0y+0z=0
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Ou seja, temos que

3x+3y+3z=3 3x+3y+3z=3
2% +2y+22=2 < {0x+0y+0z=0
x—4y=3 X—4y =73

Donde obtivemos, no sistema, uma equagio possivel e indeterminada. Assim, podemos escrever

3x+3y+3z=3 | (dy+3) i sy
+y+z= +3)+y+z= =-5y—
Ox+0y+0z=0 < KryTE &> Y Y = ‘ 4
x—4dy=3 x=4y+3 Xx=4y+3
x—4y=3

Significa, que o sistema inicial tem solugdio do tipo: (4y + 3, v, -5y — 2), yeR. Donde, tem solugio

indeterminada, e é portanto um sistema possivel indeterminado.

Exercicio 23: Os sistema que se seguem sfo possiveis e indeterminados. Resolva e
identifique geometricamente qual é a posicdo dos planos cujas equagdes formam o sistema.
Apresente a solugio genérica do sistema e uma solugio particular.

X-y+2z-1=0

23.1 {3x-3y+6z=3

~2Xx+2y—-4dz=-2

Resolucio: Vem sucessivamente:

X—y+2z-1=0 Xx=y-2z+1 x=y-2z+]
Ix-3y+6z=3 &> 3y—62+3-3y+6z=3 < +0=0
—2X+2y—4z = -2 -2y+4z-24+2y—4z=-1 0=0

O sistema reduz-se a uma equacio. Geometricamente correspondera a situagio em que os trés

planos sio coincidentes. A solugio genérica € do tipo

(y-2z+1,y, z), v, zeR.

Atribuindo valores a y € a z obtemos solugdes particulares. Por exemplo, y=1ez=1:(-1,1, 1).

-2X+y-52=4
232 {3x -y + 2z =1
—4x+y+z=-2

Resoluc¢iio: Vem sucessivamente que:
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y=2x+5z+4 y=2x+5z+4 y=6z+6+5z+4 y=11z+10
3x—-2x-5z2-4+2z2=-1 < <x-3z=3 & ex=3z+3 < sx=3z+3
-4x+2x+5z+4+z2=-2 —-2x+6z=-6 —6z—6+6z=-6 0=0

O sistema ¢ indeterminado. Geometricamente corresponde a situagfio em que os trés planos sdo

distintos mas intersectam-se numa recta:

_y-10

11

x-3 x-3 y~10
L= < = =

3 3 11
0=0

A solugdo genérica € do tipo: (3z + 3, 11z + 10, z), zeR. Obtemos uma solugio particular fazendo,

por exemplo, z = 0: (3, 10, 0).

Exercicio 24: Os sisterna que se seguem s#o impossiveis. Resolva e identifique

geometricamente qual a posig@o dos planos cujas equacdes formam o sistema.

X+y+z=1
241 {2x+2y+2z=3
z=0

Resolug¢ido: Temos sucessivamente

X+y+z=1 X+y=1 x=1-y x=1-y
2X +2y4+22=3 <> 2x+2y=3 & 2-2y+2y=3 & q2=3
z=0 z=0 7 = (} 7 =0

O sistema ¢ impossivel. Geometricamente corresponde a situagio em que dois planos sdo paralelos
(pois observa-se nas duas primeiras equac¢des do sistema dado, os planos respectivos séo paralelos,
visto terem vectores normais paralelos: as suas coordemadas sio (1, 1, 1) e (2, 2, 2),

respectivamente) e o terceiro intersecta os oufros dois (z = 0 € o plano xOy).

X+y+z=2
242 {3x +3y+3z2=3
-3x-3y-3z=5

Resoluc¢io: Temos
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X+y+z=2 X=2-y-2z X=2-y-z
Ix+3y+32=3 & 6-3y-3z4+3y+3z=3 < (6=3
-3x-3y-3z=5 -6+3y+3z-3y-3z=5 -6=5

O sistema ¢ impossivel. Geometricamente corresponde a situagio em que os trés planos sdo
estritamente paralelos (tém vectores normais (1, 1, 1), (3, 3, 3) e (-3, -3, -3), respectivamente, ou

seja, 0s vectores normais sio paralelos).
4.4 Aplicacoes praticas no Sketchpad™

4.4.1 Poliedros

Veja alguns ficheiros GSP na pasta Cortes no Cubo, da pasta Capitulo4 — Apéndice VI,
onde sio mostrados vérios cortes por diferentes planos no cubo, determinando as correspondentes

secgdes.

Exercicio: (ver Exercicio 4 da sec¢fio 4.3.1 — Figura 4.54, ¢ na pasta Capitulod — do
Apéndice VI, o ficheiro Exerciciod.gsp)

Resolugio: Podemos resolver, este exercicio, no Sketchpad da seguinte maneira: Num
Sketch novo e tendo em conta que queremos fazer uma PC(30°% 50%), ou seja, uma perspectiva
cavaleira de parmetros 30° e 50%, construimos um quadrilatero [ABCD] - a base da pirAmide, de
modo que os lados paralelos [AB] e [CD] estejam em verdadeira grandeza, medindo, portanto, 7 cm
e os lados paralelos [AD] e [BC], com 50% de reduc#o relativamente a verdadeira grandeza, medem
3,5 cm e formam um 4ngulo com a amplitude de 30° com os lados em verdadeira grandeza:

- Com a ferramenta “segmento de recta” construimos o segmento de recta [AB];

- Seleccionamos o segmento de recta [AB] e no menu Mesure a opgio Length. Até
obtermos o comprimento pretendido (7 cm) clicamos sobre um dos extremos do segmento de recta,
por exemplo B, ¢ arrastamos;

- Seleccionamos o ponto A e no menu Transform a opgio Mark Center "4,

- Seleccionamos o ponto B, no menu Transform a opgdo Rotate, € na janela de didlogo
opta-se por By 30°e clicamos no botdao OK;

- Obtemos um ponto B’. Seleccionado-o ¢ ao ponto A, no menu Construct
seleccionamos a opg¢io Segment para obtermos o segmento de recta [AB’]. Nele, construimos um

ponto D a 3,5 cm do ponto A,
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- Seleccionamos os pontos A e D e no menu Construct a opgdo Segment para
construirmos o segmento de recta {AD];

- Seleccionamos o segmento de recta [AB’] € o ponto B’ e no menu Display a opgio
Hide Objects;

- No menu Construct € com a opgdo Parallel Line concluimos a construgio do
quadrilatero [ABCD].
Construimos as diagonais do quadrilatero [ABCD] e obtemos, através da intersecgiio destas, o seu
ponto central, O. Por O, construimos uma recta perpendicular a {AB], e nela marcamos um ponto V
(o vértice da pirdmide) a 9.37 cm, aproximadamente, de O (a altura da pirdmide). Unindo o ponto
V, por segmentos de recta, aos vértices do quadrilatero [ABCD] (a base da pirdmide) e eliminando o

que ndo interessa, obtemos a pirdmide pretendida.

4.4.2 Geometria Analitica

Exercicio: Representa, num referencial c. o. n. tridimensional, os pontos seguintes:

A(2,3,-1), B(3,-1,2), C(0,3,1), D(2,-3,0), E(-2,0,2) e F(-2,-2,2).

Resolugdo: No Sketchpad, vamos utilizar a perspectiva cavaleira, PC(30.56% 75%) para
representarmos um referencial ¢, o. n., tridimensional, e nele marcarmos os pontos pedidos — ver
Figura 4.70 e na pasta Capitulo4 — do Apéndice VI, o ficheiro Exercicio.gsp. Num Sketch novo,
construimos os eixos coordenados, dos xx, yy e zz (usando a ferramenta “semi-recta”), de modo que
o eixo dos yy e dos zz fiquem em verdadeira grandeza e o eixo dos xx fique com 75% de redug@o
relativamente a verdadeira grandeza. A origem, O, do referencial € o ponto comum aos eixos.
Depois de marcarmos a mesma unidade de medida (que acharmos adequada) em cada eixo,
marcamos alguns pontos (os necessarios) sobre os eixos € vamos representar o ponto dado, A(2, 3, -
1), do seguinte modo:

- Construimos pelo ponto (2, 0, 0) uma recta auxiliar paralela ao eixo dos yy:
seleccionamos o ponto 2, sobre o eixo dos xx — a abcissa de A, e 0 eixo dos yy e no menu Construct
a opgdo Parallel Line,

- Analogamente, construimos pelo ponto (0, 3, 0) uma recta auxiliar paralela ao eixo dos
xX: seleccionamos o ponto 3, sobre o eixo dos yy — a ordenada de A, e 0o eixo dos xx e no menu
Construct a opgio Parallel Line;

- Seleccionamos as duas rectas, atras construidas, e no menu Construct a opgo Point At

Intersection — obtemos o ponto de coordenadas (2, 3, 0);
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Figura 4.70: Referencial ¢. o. n., tridimensional, em perspectiva cavaleira PC(30.56° 75%) ¢ os

pontos: A(2, 3,-1), B(3, -1, 2), C(0, 3, 1), D(2,-3,0), B(-2,0,2) e F(=2,-2, 2).

- Construimos pelo ponto (2, 3, 0) uma recta auxiliar paralela ao eixo dos zz:
seleccionamos o ponto (2, 3, 0) — do plano xOy, e o eixo dos zz e no menu Construct a opgio
Parallel Line,

- Construimos um segmento de recta com extremos definidos pelo ponto (2, 3, 0) e pela
origem do referencial — no menu Construct a opgdo Segment;

- Construimos pelo ponto (0, 0, —1) uma recta auxiliar paralela ao segmento de recta
atras construido: seleccionamos o ponto —1, sobre o eixo dos zz —~ a cota de A, e o referido segmento
de recta e no menu Construct a opcio Parallel Line; a intersecgio desta recta auxiliar com a recta
auxiliar paralela ao eixo dos zz, que passa em (2, 3, 0), determina o ponto A(2, 3, -1);

- Utilizando, novamente, no menu Construct a op¢do Segment, construimos os
segmentos de recta definidos pelos pontos extremos: (2,3,0) e (2,0,0), (2,3,0) ¢ (0,3,0), (2,
3,0)e(2, 3, ~1), e ainda entre os pontos (0, 0,-1)e(2, 3, -1);

- Eliminamos as rectas auxiliares seleccionando-as e no menu Display a opgdo Hide;

Para os restante pontos dados procede-se de modo andlogo.

362



Capitulo 5 - Outras Aplicacdes para o Sketchpad™

Neste capitulo apresentaremos algumas aplicacdes que, ou sdo resolvidas formalmente, ou
sao apresentadas e tratadas num ficheiro GSP ou GSS, através de animagdes - animations ou rotinas
- scripts, respectivamente, ou ambas as coisas, isto ¢, resolvidas formalmente e apresentadas num
ficheiro, conforme consideremos mais adequado a essa aplicacfio. Estes ficheiros encontram-se no
Apéndice VI, na pasta Capitulo5, ¢ o nome do(s) ficheiro(s) segue em italico a frente do titulo de

cada aplicagéo.
5.1 Problemas antigos

Vamos trabalhar, nesta secgfio, algumas aplicagdes/problemas que motivaram e

interessaram os matematicos ao longo dos tempos.

Aplicagio 1 O Teorema de Ptolomeu (Olivetra 1991} —~ Teorema_Ptolomeu.gss

“Se [ABCD] € um quadrilatero {convexo) inscrito numa circunferéncia entfio a soma dos
produtos dos seus lados opostos € igual ao produto das suas diagonais.” (Figura 5.1)

Resoluciio: Tendo em consideragio a Figura 5.1, o teorema afirma que

ABxCD+BCxDA =ACxBD.

Ora, vamos marcar um ponto P na diagonal [BD] do quadrilaterol ABCD}, de modo que o angulo
ZDAP seja igual ao dngulo Z/BAC. Portanto, o dngulo ZDAC € igual ao angulo ZBAP e também
resulta que o angulo ZACD ¢ igual ao dngulo ZABP (porque sdo angulos inscritos num mesmo
arco de circunferéncia). Assim o tridngulo [ACD] € semelhante ao tnangulo [PAJE?»]92 (pelo critério

de semelhanga AA, visto de um para o outro terem dois angulos tguais). Assim temos

BP - -
‘— == < ABxCD = ACxBP (5.1)
AC CD

&l

Por outro lado, o dngulo £LADB € igual ao 4ngulo LACB e portanto o tridngulo [ADP] €
semelhante ao tridngulo [ACB] (pelo critério de semelhanca AA, visto terem, de um para o outro,

dois &ngulos iguais). Temos entdo,

?2 Ver a nogio de tridngulos semelhantes ¢ os critérios de semelhanga de tridngulos na secgfio 3.2.
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Figura 5.1: [ABCD] € um quadrildtero convexo (isto é, o prolengamento de um qualquer seu lado nio

intersecta o interior do poligono) inscrito na circunferéncia.

AD DP
AD _DF L AD«BC=ACxDF  (52)
AC BC

|

De (5.1) e (5.2), e somando membro a membro:

ABxCD+BCxDA = ACxBP + ACxDP = ACx (BP + DP) = ACxBD
ou seja
ABxCD+BCxDA = ACxBD

assim se concluindo a prova do Teorema de Ptolomeu.

Aplicagio 2 ~ O problema de Napoleio (Dalcin 2000} — Problema_Napoleao.gss

“Se {ABC] ¢ um tridngulo qualquer, e exteriores a ele, construindo os tridngulos
equilateros [ABC’], [BCA’] e [CAB’], conforme a Figura 5.2, os centros desses trés tridngulos sio
vértices de um tridngulo equilatero.”

Resolugdio: Comecemos por provar que as circunferéncias circunscritas aos tridngulos
equilateros [ABC’], [BCA’] e [CAB’] passam por um mesmo ponto: Sejam A, By e C os centros
dos tr’iz“mgulos93 equilateros [BCA’], [CAB’] ¢ [ABC’], respectivamente, como se pode observar na
Figura 5.2. As circunferéncias ABC’ e BCA’ intersectam-se nos pontos O e B. Como

mZ AC’B = 60°,
temos que

m< AOB =120°,

# O centro de um trisngulo é o ponto de encontro das mediatrizes ou eixos dos seus lados - o circuncentro.
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Figura 5.2: A[ABC] ¢ qualquer. A[ABC’], A[BCA’] e A[CAB’] sio equilateros. A[A;B,C,] ¢

equildtero.

pois sdo ngulos opostos de um quadrilatero inscrito numa circunferéncia. Do mesmo modo, como

mZ BA’C = 60°,
temos também

m/ BOC = 120°.
Logo,

ms AOC = 120°,
€ COomo

m< AB’C = 60°,

o quadrilatero [AOCRB’] é inscritivel e portanto, O pertence a circunferéncia ACB’, Ora, como

AB, =BO e AC, =C,0,
por serem raios, recta B|C; € mediatriz do segmento[AQ], e portanto

ms ABC, = m< C\B|0.
Analogamente a recta B1A; é mediatriz do segmento[CO], e portanto

mZ OB1A; = m<£ AB,C.
Como

ms AB;C = 120°,

por ser um angulo ao centro com o mesmo arco correspondente do 4ngulo inscrito de 60°, vem

sucessivamente:
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2mZ CiB IO +2mL OB 1A =mZL ABIC ¢ 2(ms£ C,B0 +mZLOBiA) = 120° <
< mZ CBiA; = 60°
Da mesma forma, mostramos que )
m< BiACy ‘=60°,

e concluimos assim, ser o trifingulo [A;B,C,;] equilatero.

Aplicagio 3 - O numero de Ouro (Aratjo 1999)
3.1 Dado um segmento de recta [AB], determine Ce[AB] tal que

Resolugio: Ora, o ponto C tem de ser tal que divida o segmento de recta dado, [AB], em
dois segmentos de recta desiguais, e de modo que o todo esteja para o maior, [AC], assim como este
esteja para o segmento de recta menor, [CB] — ver Figura 5.3. Fazendo, conforme mndicado na

Figura 5.3,

a= AB b= AC ex=£,
a

vem, de (5.3), que

ou sgja,

- 1+
1—X=x<:>x2+x—1=0c>x= 1'“'/5.
X

Neste caso, apenas interessa a soluglio positiva,

~1+4/5

x= .

2

Concluimos que

E=‘“2“/§ ®b=_1;£a<:>b=%(w/§a—a) (5.4)
a

Assim, para encontrar o ponto C basta construir um segmento de recta de comprimento b, nas

condi¢des indicadas em (5.4): multiplicamos o comprimento dado, a, por V5 e subtraimos a ao

segmento de recta obtido; obtemos um novo segmento de recta, que dividimos em duas partes
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parte maior (b) __ parte menor {(a-b)

Aﬁ T s

todo (a)

Figura 5.3: Um segmento de recta [AB] pode ser dividido em duas partes desiguais de uma infinidade

de maneiras por um ponto C. Nesta representagio termos: a = AB (otodo)eb = AC {a parte maior).

R & Q
mAB=10,00cm A C B

(MmAB){5=2237cm
((mAB)+{3) - mAB)=12,36 cm
((mAB){5) - (mAB))

2

=6,18 cm= mAC

Figura 5.4: Construimos um segmento de recta [AC] a partir de um segmento de recta dado [AB] tal

_10¥5-10
2

que: K§=a=10cm;1—(—3 =b=%(«/§a—a) ~6.18cme CB = 3.82 cm.

iguais; cada uma dessas partes tem o comprimento b desejado.

Na Figura 5.4, exemplificamos a construgfo, considerando um segmento de recta [AB] tal
que AB=a=10cm A parte maior € a parte menor medem respectivamente, AC=b=6.18cme
CB = 3.82 cm. Com efeito, temos que

AB_ 10

AB g 618 _AC
AC 6,18

382 CB

Qu seja, ficamos com o segmento de recta [AB] dividido em média e extrema razio.

Diz-se que o ponto C divide o segmento de recta [AB] em média e extrema razio’* e
designa-se por ponto de ouro. A divisdo de um segmento de recta, [AB), pelo ponto de ouro chama-
se divisdo durea. Feita a divisio, ao segmento de recta maior, [AC], chama-se segmento dureo, € ao
segmento de recta menor, [CB], chamamos complemento dureo. Na divisio aurea, a razdo entre o
todo e o segmento de recta maior é expressa por um numero irracional, chamado numero de ourogs,

que se representa pela letra grega maiuscula ®@ ¢ é

* Dividir um segmento de recta, [AB], em média e extrema razdo é dividi-lo em duas partes, [AC] e [CB] (em que Ce[AB]), tais
que o todo, [AR], estd para a parte maior, [AC), assim como a parte maior estd para a parte menor, [CB]. Notamos que, o motivo
para a designagio “média e extrema razio”, deve-se ao facto de a parte maior ser uma média entre o todo e a parte menor; ¢ a razdo é
extrema porque nio existe outra solugfio da qual resulte a igualdade entre as razdes dos segmentos: é para ¢ ponto C uma posi¢io
extrema. (Tahan 1976)

%3 Este nimero despertou o interesse ¢ & curiosidade de muitos artistas e matemdticos ao longo dos séculos ¢ foi utilizado, entre
outros, por pintores, escultores ¢ arquitectos. O nimero de ouro, @, verifica, curiosamente, as seguintes propriedades: 1 + @ = &7 e
Q- 1=0.
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=1+J§

2

D

Na pratica usamos, para este niimero, uma aproximagio

D =1.618.

3.2 O rectingulo de Ouro: Dado um segmento de recta [AB], construir um rectngulo em
que a sua altura ¢ o comprimento aureo da sua base [AB] - Rectangulo _ouro.gss

Resolugio: Para construirmos um rectingulo aureo, dado um segmento de recta [AB],

: " . 1 :
partimos de (5.4). Observando que num tridngulo rectangulo de catetos a e 5 a, temos a hipotenusa

1 . . .
5 5 a. Assim, de acordo com a Figura 5.5, procedemos do seguinte modo: Por um dos extremos

do segmento de recta dado, por exemplo B, construimos uma perpendicular ao segmento de recta ¢
marca-se, nela, metade do segmento de recta [AB] a partir de B, determinando o ponto P.
Construimos o segmento de recta [AP]. Com centro em P e raio PB tragamos um arco de
circunferéncia que vai intersectar [AP] no ponto M. [AM] € o segmento dureo, que pode ser
transportado para o segmento de recta dado, bastando para isso, centrar em A e com raio AM
descrever um arco de circunferéncia até intersectar [AB], digamos, no ponte C. Portanto, o ponto C
¢ o ponto de ouro, [AC] é o segmento dureo ¢ o rectingulo [ACDE] ({CD] = [AB]) ¢ o rectingulo
de ouro.

Quando a razdo entre os lados diferentes de um rectingulo é @, designamos, neste caso, o
rectangulo por rectingulo dureo’® ou rectingulo de ouro. Exemplifica-se uma construgio deste
rectingulo (observe a Figura 5.6) quando a altura do rectangulo for o segmento aureo da base ou

quando o rectangulo tem dimensdes @ por 1.

% Foi considerado, desde a Grécia antiga, como o rectingulo mais harmonioso (particularmente estético, a proporgio divina, com o

mixime de equitibrio).
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Figura 5.5: Construgio do rectdngulo de ouro [ACDE] a partir de um dado segmento de recta [AB]:

P, ¢ o ponto médio de [AB]; [BP] ¢ perpendicular a [AB] ¢ BP =

AB; Com centro em P e raio

b |

PB tragamos um arco de circunferéncia que vai intersectar [AP] no ponto M; Com centro em A e raio

AM descreve-se um arco de circunferéncia até intersectar {AB] no ponto C - ¢ ponto de oura de

[AB].

G

- O

Al NS SIRLL S Y

t C B

Figura 5.6: Construgo do rectdngulo de ouro [ABB,C,] como na Figura 5.5, mas agora a altura do

rectingulo, AC, , ¢ o comprimento do segmento dureo da base [AB]: AC, = AC.

3.3 O numero de Ouro no pentagono regular: Verificar que num pentdgono regular de lado
1, o comprimento da diagonal ¢ igual ao niimero de ouro.

Resolugdo: Consideremos um pentagono [ABCDE] regular de modo que AB = I, como
na Figura 5.7. Ora, cada diagonal € paralela ao lado oposto. Por exemplo, o poligono [ACDE] ¢ um

trapézio’’ isosceles e, portanto, AC|DE. Designando por F a intersecgio das diagonais [AC] e [BE],

7 Trapézio é um quadrilitero que tem dois lados paralelos (a base maior ¢ & base menor) e outros dois quaisquer. Se o trapézio
admitir um fngulo recto, o trapézio diz-se rectdngulo. Se os dois lados ndo paralelos do trapézio sdo geemeiricamente iguais ¢
trapézio chama-se isésceles (no trapézio isésceles [ACDE] da Figura 5.7, a base maior ¢ [AC] ¢ a base menor ¢é [DE]). S¢ os dois
lados nfio paralelos do trapézio nio forem geometricamente iguais o trapézio diz-se escaleno.
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Figura 5.7: No pentigono [ABCDE], regular, de lado 1, a diagonal é @ ~ 1,618,

observamos que [CDEF] é um paralelogramo (AC|DE e BE}{CD), e como [CD] é geometricamente
igual a [DE], todos os lados do poligono [CDEF] tém comprimento igual a 1. Considerando y o
comprimento das diagonais do pentagono [ABCDE)], temos, por exemplo, y = AC = CE = BE.
Notando que o A[ABF] ¢ semelhante ao A[CEF] (veja secgdio 3.2.4), obtemos

AB AF
ou seja,

y__1

1 y-1’
donde vem

1£4/5
=

Y-y=l® y-y-1=0 e y=

Ou seja, a unica solugfo positiva é

1+\/§=

2

y= D,

Aplicacdo 4 — Demonstracdo por Herdo’® (Dalcin 1998) — Area_triangulo HERAO.gss

“A area de um tridngulo, de lados @, b ¢ ¢, é dada por

Area =/p(p~a)(p - b)(p—c)

em que p é metade do perimetro do tridingulo.”

Resolugdo: Comecemos por observar, a partir da Figura 5.8, que no tridngulo [ABC] esta

construido o incentro do tridngulo, I, os raios [IE], [IF] e [ID] (raio r) da circunferéncia inscrita no

%8 Herdo de Alexandria (circa 100 d. C.) viveu na cidade de Alexandria, foi engenheiro e matemdtico.
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Figura 5.8: Tridngulo [ABC] qualquere [BCl = a, [ACI = b e [AB] =c¢.l é o incentro do A[ABC). J é
um ponto da semi-recta [AB tal que Bl =CE.Kéo ponto de intersec¢io da recta perpendicular a
AB, passando por B, com a recta perpendicular a Al passando por I. L é o ponto de interseccdo de

[KI] com[AB]. Circunferéncia de centro { e raior = D = IE = IF.

A[ABC] perpendiculares ao lado [BC] = 4, [AC] = b e [AB] = ¢, respectivamente. Consideremos P
o perimetro do A[ABC] e p metade do perimetro do A{ABC]. Temos, entdo que

ABxr + BCxr N ACxr

Area A[ABC] = Area a[ABI Area AllBC] * Area A[AIC) =

:%(E+R+A—C)=%xPﬁrp. (5.5)

Como A[ADI] = A[AIF], A[DBI] = A[IBE] e A[FIC] = A[IEC], temos, respectivamente, que
AD = AF, DB = BE ¢ CE = CF. Scja J o ponto da semi-recta [AB tal que BJ = CE. Assim
AD+AF , BD+BE , CB+CF _ AB+BC+CA _
2 2 2 2

Entéo, podemos escrever

a7 =

(5.6)
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p~c=_A?—E=B_J,p—b:me=_D-§ ep—a=m—§ﬁ=ﬁ. (5.7)
Seja K o ponto construido como indicado na Figura 5.8 (¢ o ponto de intersec¢iio da recta
perpendicular a AB, passando por B, com a recta perpendicular a Al, passando por [). O quadrilatero
{AXBI] ¢ inscritivel numa circunferéncia de didmetro {AK}; logo

AIB + AKB = 180° (5.8)
(por serem &ngulos opostos dum quadrilatero inscrito numa circunferéncia) e, como
20+ 20 + 20 =360° & 2{a + B + @) =360° = o + B + ¢ = 180",
{veja a Figura 5.8) temos
AIB +CIE = 180°, (5.9)
donde, de 5.8 ¢ 5.9, vem AKB = CIE = ¢. Por outro lado ABK = IEC = 90°. Entdo temos, pelo
critério de semelhanca de tridangulos AA (ver secco 3.2.4), que A[CIE] = A[AKB], o que implica

= o B o 2220 (5.10)

No A[ALI], rectangulo em I, temos

(E+5ﬁ)zz A+ T = (Ez +r2)+ (r2 +-]f)"f2J<:>
e AD +2ADDL +DL =AD +2%+ DL e =ADDL  (5.11)
e visto serem IDL = LBK =90° e os angulos £DLI ¢ ZBLK verticalmente opostos, pelo critério de

semelhanga de triangulos AA, temos

BR_ L SBR_B 51y
LB DL r DL
De 5.10 e 5.12 tem-se -{3.3 = E_[i, o que implica AB: I = LB._+_ L, ou ainda, podemos
BJ DL J DL
AJA] DBAD .
ESCIever, = -— = ——— que juntamente com 5.11 leva a
BJI Al DL AD
AT'r= B AT BD AD.

Usando as igualdades 5.6 ¢ 5.7, obtemos

p’ = (p-c)p(p-b)p—a)

donde, pela igualdade mostrada em 5.5, sai a formula desejada, ou seja,

rp=+pp-a)p-b)p—c).
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Figura 5.9: No tetraedro [ABCD] estdo trés pontos, X, Y e Z, sobre trés das suas arestas,

5.2 Problemas do plano e do espaco

Nesta sec¢fo vamos resolver alguns problemas geométricos no plano e no espaco,

nomeadamente problemas envolvendo medidas lineares, areas e volumes.

5.2.1 Cortes em solidos

J4 vimos na sec¢do 4.3 o resultado de um corte, por um plano, num cubo (ver também no
Apéndice VI, na pasta Capitulo4, a pasta Cortes no Cubo). Aqui propomo-nos apresentar ¢ resolver

mais alguns exercicios envolvendo cortes por planos em sélidos e representagio da seccdo obtida.

Exercicio 1: Constréi as secgbes resultantes da intersecgfo dos sélidos com os planos:

1.1 do tetraedro [ABCD] com o plano XYZ, conforme indicado na Figura 5.9. (Adaptado
de XEQMAT, 10° ano, Editorial O Livro — Pag. 35)

Resolugdo: Ora conhecemos trés pontos, X, Y e Z, no tetraedro, do plano de corte. Para
desenharmos a secgfo no tetraedro determinada pelo corte do plano XYZ procedemos da seguinte
forma (Figura 5.10): comegamos por construir a recta XY, que estd no plano da face BCD; esta
intersecta a recta DC, que é comum aos planos das faces do tetredro, ACD ¢ BCD, no ponto P; a
intersec¢do da recta ZP com a aresta [AC], do tetraedro, determina o ponto W; a secgiio pedida ¢ o

poligono [WYXZ].

1.2 (Exercicio proposto) do cubo [ABCDEFGH] com o plano PQR, em que cada um dos
pontos, P, Q e R, estd sobre uma aresta diferente, como indicado na Figura 5.11. (Adaptado de MAT

~1°Vol, 10° ano, Lisboa Editora -- Pag. 189)
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Figura 5.10: A intersec¢do do plano XYZ com o tetraedro [ABCD] determina a secgio, que € um

poligono, [WYXZ]. Para tal construimos em primeiro lugar a recta XY que intersecta a recta DC no

ponto P, e a interseccdo da recta ZP com a aresta [AC], do tetraedro, determina o ponto W,

E(/PG/HD 7Q/ﬁG
f F
: R

’,"OI-) """ /C
A(’” R

Figura 5.11: Cubo [ABCDEFGH)] e os trés pontos, P, Q e R, sobre trés arestas, [EH], [GH] e [BF],

respectivamente.

1.3 do prisma [ABCDEF] com o plano IJK, em que o ponto K pertence 4 face ABC, como
pode observar na Figura 5.12. (Adaptado de MAT ~ 1°Vol, 10° ano, Lisboa Editora — Pag. 189)

Resolucio: Para determinar a intersecgdio do plano [JK com o prisma [ABCDEF]
comegamos por construir uma recta paralela a recta IJ passando no ponto K que intersecta a aresta
[AB] no ponto P ¢ a aresta [BC] no ponto Q (Figura 5.13). A secgio definida pela intersecgéo do

plano IJK com o prisma ¢ entfo o poligono [PQJI].
Exercicio 2: Observa, na Figura 5.14, o cubo representado em PC(30°, 50%), no qual os

pontos P, Q, R e I sfio os pontos médios das arestas em que estdo assinalados (Adaptado de MAT ~
1°Vol, 10° ano, Lisboa Editora — Pag. 61).
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Figura 5.12: Prisma [ABCDE] e os pontos, [ e J sobre a aresta e K estd na face ABC.

ATTp

Figura 5.13: A intersecgéio do plano IJK com o prisma [ABCDEF] ¢ a secgio definida pelo poligono
[PQII}. Para tal construimos urma recta paralela 3 recta 1J passando pelo ponte X que intersecta a

aresta [AB] no ponto P e a aresta {CB] no ponto Q.

2.1 Sabendo que a aresta do cubo mede 4 cm, determine o perimeiro e a drea do tridngulo
(PQR].

Resolugio: Como pode observar na Figura 5.14, para de terminar o lado deste triangulo,
A[PQR], equilatero, basta aplicar o teorema de Pitagoras ao A[PFR], rectingulo em F:

PR’ =PF +FR «> PR =2?+22 <> PR =+/8 < PR ~2.83 cm

Donde o perfmetro do A[PQR] é: PR + RQ + PQ ~ 8.5 crn.

Para determinarmos a area do A[PQR], podemos fazer em primeiro lugar a sua planificagdo
(Figura 5.15). Comegamos entdo por determinar uma sua altura, [SR]. Para tal aplicamos o Teorema
de Pitagoras ao A[SQR], rectingulo em H:

OR’ =S8R’ +3Q" & (2.83f =SR +(1.42) < SR =+/6 < SR ~2.45cm

Ponde, a drea do A[PQR] ¢ dada por:

_ 2.83x2.45

Area ~ 3.5 cm’.
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F mLBAD =30,0°
mm=4,0 cm
m']':":.'X=4,0 cm

23 mHE= 2,0cm
mPR=2,8 cm

Figura 3.14: Cubo [ABCDEFGH] em PC{(30°, 50%). P, Q, R e I sio os pontos médios das arestas

onde estdo assinalados.

m“E;HQ.=2,8 cm
m@=2,8 cm
mPR=2,8 cm
m§§22,4 cm

_ \ Perimeter QRP =8,5 cm
P s ~Q Area QRP =35 e’

Figura 5.15; Tridngulo equilatero [PQR] ¢ [SR] € a sua altura.

2.2 (Exercicio proposto) Desenhe a sec¢fio determinada no cubo por um plano paralelo ao

plano PQR ¢ passando em I (Ver no Apéndice VI, na pasta Capitulo4 a pasta Cortes no Cubo).

2.3 Determine o volume da pirdmide triangular, cuja base € o tridngulo equilatero [PQR] e
o ponto F o seu vértice.

Resoluciio: Para obtermos o volume desta pirmide, vamos comegar por calcular a sua
altura, uma vez que ja conhecemos a area da sua base (obtida em 2.1). Ora, o vértice F da pirdimide
[PQRF] projecta-se, na sua base, no ponto T (Figura 5.16) — o centro do triingulo equilatero [PQR]
(que, neste caso, por ser um tridngulo especial, tera quatro nomes: baricentro; ortocentro;

circuncentro; e incentro; pode observar isso mesmo no ficheiro fofaltrigsp que o Sketchpad

disponibiliza). O ponto T esta a % da base, relativamente a altura do tridngulo, ou seja, ST ~ 0.8

cm. Assim, aplicando o teorema de Pitagoras ao tridngulo [STF], rectingulo em T, vem a altura da

piraimide, {TF]. Antes porém, temos de calcular a hipotenusa {SF] do trifngulo [STF]. Esta sai,
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mF(j=2,8 cm
mS_R=2,4 cm

mST=0,8cm

Pe S Q

Figura 5.16: No tridngulo equilatero {PQR], {SR] é asua alturae ST = §-SR .

também por aplicagio do teorema de Pitagoras, agora aplicado ao trifingulo [PSF], rectangulo em S:
PF =PS +SF o (2) =(14) +SF < SF=+2 < SF~1.42cm
Logo,
SF' =ST +TF < (1427 =(08F +TF < TF=+1.36 < TF ~1.17 em

Donde, o volume da piramide [PQRF] (ver sec¢do 4.1.4) é:

Volume = % Areabasehz % x3.5x% 1.17~ 1.4 cm’.

Exercicio 3: A Figura 5.17 representa um paralelepipedo [ABCDEFGH] seccionado pelo
plano IEH que o divide em dois solidos diferentes. Sendo AD =9 cm, AB =3AI, AE =2Al ¢

sabendo que o volume do sélido menor (prisma triangular recto [AIEDJH]) € 49 cm®, determine
(Adaptado de MAT — 1°Vol, 10° ano, Lisboa Editora — Pag. 63):

3.1 ovalorde Xi;

Resolugiio: Ora, o sélido menor ¢ [AIEDJH] e € um prisma triangular recto de base [AIE].

Assim, como Volume prsma = Area pae xaltura (ver secgdo 4.1.4), temos sucessivamente

Alx AE X9 <> Volume prisma {AIEDJH] = é-l—ngﬂ X9 <

Volume prisma [alEDIH; =

—2
< Volume prisma [AIEDIH] = QAT .

Por outro lado, sabemos que, Volume grigma jateom; = 49 cm3, logo vem

SAL =49 & ﬁ2m£©ﬁ=1/ﬂ v 'A_I=-,/ﬁ o A=l v Al=-L
9 9 9 3 3
— 7

Neste caso inferessa-nos apenas a raiz positiva: AI:E cm , ou, na forma decimal com

aproximagdo a segunda casa decimal: Al ~2.33 cm.
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Figura 5.17: Paralelepipedo JABJIEHGF] seccionado pelo plano ABCD.

3.2 a area da seccdo definida no paralelepipedo [ABCDEFGH] pelo plano [EH.

Resolugio: Como se pode observar na Figura 5.17, trata-se de um rectangulo [EHJI], do
qual ja conhecemos uma dimens#o (:‘Eﬁ = 9 cm). Para determinarmos a segunda dimensio, o lado

El, vamos aplicar o teorema de Pitagoras ao A[AIE], rectangulo em A.:

—2 245 = \.’245@‘—

2 2
ﬁ':ﬁ2+ﬁ2@ﬁl=(zxgj +G) o E =52 = B="2 El ~ 522 cm

Donde a area do rectangulo [EHJT}:

A/ 245

3

Area= EIxEH = x9=3x7\/§*-46.96cm2.

Portanto, a 4rea do rectangulo [EHJI] &, aproximadamente, 46.96 cm”.

3.3 o volume do sélido maior obtido pelo corte (prisma quadrangular recto [IBFEJCGH]).

Resoluc¢iio: Tendo em atencdio a Figura 5.17, vamos calcular o volume do sélido pedido
por dois processos.

1° Processo: Subtraimos ao volume do paralelepipedo [ABCDEFGH)] o volume do prisma
triangular recto [AIEDJH] dado.

Como

7
Volume paralelepipedo = AB

E 23><§ x 9 x 2x% =294 em’,

&l

temos que

3
Volume prisma quadrangular = Volume paralelepipedo ™ Volume prisma [AIEDJH) = 294 -49 = 245 em”.
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2° Processo: o solido pedido é um prisma recto cuja base € o trapézio [EFBI].
Neste caso o volume do prisma pode ser calculado directamente pela sua formula, tendo
em atengdo que a base € a drea de um trapézio cuja base maior € [EF] ¢ a base menor € [IB]:

7+2xZ

EF+1B x FBxFG < Volumepsisma = T?’ x 2% g x 9 < Volumepisma = 245

2

Volumepnsma =

cm3.

Portanto, o volume do prisma pedido & 245 cm’.
5.2.2 Geometria no plano

Aqui faremos mais algumas aplicagdes com vectores, além dos exercicios ja estudadas na
secgdo 3.7 acerca deste assunto. Pode o leitor experimentar, no ficheiro vectors.gsp (do Sketchpad,
em \sketch\samples\sketches\analytic), operar com dois vectores, observando inclusivamente as suas

coordenadas.

Exercicio 1. [ABCD] ¢ um rectangulo tal que AB = 2AD. Seja o ponto O centro de
[ABCD]. E € o simétrico de A em relagio a D, F € o simétrico de A em relagéo a B. Mostrar que C é
o ponto médio de [EF]. (Adaptade do programa de Matematica do Ensino Secundario — DES,
Ministério da Educacgio) — Rectangulo.gsp

Resolucio: Vamos fazer esta verificagdo por dois processos (ver Figura 5.18).

1° Processo: Mostramos que AE+AF =2AC e deduzimos que C € o ponto médio de
[EF].

Construimos um ponto G tal que G=E + AF g, também, G=F + AE . Assim [AEGF] ¢
rectdngulo. Temos, por construg3o e uma vez que AF = EG, que

AE+ AF = AE + EG = AG.
Por outro lado, temos que
AE + AF =2AD +2AB =2(AD + AB)=2(AD + DC)=2AC.

Donde

—

Ké=22{6<:> C=_AG

1
2

Significa, portanto, que C é o ponto médio de [AG] e logo ponto médio de {EF], pois C éo
centro do rectangulo [AFGE).
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Figura 5.18: [ABCD] € um rectangulo tal que AB =2AD. 0 é o centro de {ABCD].OpontoEé o

simétrico de A emrelagiio a D, e o ponto F é o simétrico de A em relaglio a B.

2° Processo: Consideremos AD para unidade de comprimento, i=—ABe ] = AD.

1
2
Vamos determinar as coordenadas dos pontos A, B, C, D, E e F no referencial {(A; i, j). Ora,
temos:
A(0, 0), B(2, 0), C(2, 1), D(0, 1), E(0, 2) e F(4, 0)
¢ o ponto médio, M, de [EF] € por (3.3):
(220 220

2 2
donde

M(2,1).

Ou seja, temos C = M.,

Exercicio 2. Determinar analiticamente a recta ¢ que € tangente a circunferéncia de equagio
(x — 5 + y* = 5% no ponto de abcissa § ¢ de ordenada positiva. (Adaptado do livro Geometria
Analitica Plana de J. Sebastifio ¢ Silva) — Recta_tangente.gsp
Resolugiio: Sabendo que a recta tangente 4 circunferéncia ¢ perpendicular ao raio no ponto
de tangéncia, fazemos x = 8, na equaco da circunferéncia dada:
(B8-5P+y=5"c9+yV =25y =16 y=14
Donde o ponto de tangéncia é T(8, 4) — ver Figura 5.19. Por outro lado, o centro da circunferéncia ¢

o ponto C(5, 0). Logo a recta TC que une estes dois pontos, T e C, tem, por 3.22, declive:
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C:(5,0)

D:(8,0)

T: (8, 4)
ty=-0,75x + 10,00

Figura 5.19: Recta ¢ tangente 4 circunferéncia (x — 5)° + y* = 5 no ponto de abcissa 8 e ordenada

positiva.

Ento, como a recta tangente pedida é perpendicular a TC, o seu declive my sera:

1 3
my= - il
My 4

e como esta recta contém o ponto T, temos que a sua equagio ¢ dada por:

3 3
—4d=-—x-8)ey=-——x+10.
y 4( )=y 2

Exercicio 3. Num quadrilatero [ABCD], os pontos médios dos lados sio M, N, P ¢ Q. Qual
¢ a razdo entre a area do paralelogramo [MNPQ] e a area do quadrilatero {ABCD]. (Adaptado da
Brochura de Geometria — 10° ano, do DES - Ministério da Educagio, Pag 118) -
Paralelogramol.gss

Resolugfio: Ver a demonstracdo na Brochura de Geometria — 10° ano, do DES — Ministério

da Educagio, Pag 118.

Exercicio 4. A que condigdes tem que obedecer o quadrilatero {[ABCD] para que o
paralelogramo que se obtém unindo os pontos médios dos seus lados (ver Exercicio 1 da secgéo
3.7.4 — (ii)) seja:

- um rectéangulo;
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- um losango;

- um quadrado.
(Adaptado da Brochura de Geometria — 10° ano, do DES — Ministério da Educacio, Pag 119) ~
Paralelogramo.gss

Resoluciio: Para que seja um rectangulo o quadrilatero € tal que os pontos médios dos seus
lados tém que estar sobre uma circunferéncia cujo centro € o centro do rectingulo; para que seja um
losango o quadrilatero tem de ser um rectadngulo; para que seja um quadrado o quadrilatero tem de

ser um quadrado.

Exercicio 5. Mostra que o baricentro, de um tridngulo [ABC], divide cada mediana em
dois segmentos de recta tais que o comprimento de um ¢ o dobro do comprimento do outro.
{Adaptado da Brochura de Geometria — 10° ano, do DES — Ministério da Educacg#io, Pag 119) —
Baricentro.gss

Resolugio: Ver a demonstragio na Brochura de Geometria — 10° ano, do DES — Ministério

da Educagdo, Pag 119.

Exercicio 6. Considera o referencial ¢. 0. n., xOy, da Figura 5.20. (Adaptado de MAT -
1°Vol, 10° ano, Lisboa Editora — Pag. 199) — Exercicio6.gsp

6.1 Escreve uma equagfo da circunferéncia de centro C e raio AC.
Resolugio: Ora, os pontos tém coordenadas: C(5, —5) e A(S, —10); donde AC =5, Logoa
equagdo da circunferéncia pedida ¢

(x=5Y+(y+57 =52 @ x -5 +(y+57 =25

6.2 Determina uma condig#o da zona sombreada.

Resolucfio: Trata-se da regifio do plano dentro do circulo, de centro C e raio AC, ¢ a
direita da recta vertical AB, ndo a incluindo:

(x=SP+(y+57<25 A x>5.

Exercicio 7. Na Figura 5.21, esté representado um referencial c. 0. n., xOy, em que {AB] ¢
um didmetro da circunferéncia de centro C, paralelo ao eixo dos xx. (Adaptado de MAT — 1°Vol,
10° ano, Lisboa Editora — Pag. 201) — Exercicio?.gsp

7.1 Escreve uma equagiio da circunferéncia.
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vt
101
A=(5-10) T
B=(5,0) 1
C={(5,-5)
%{ T I + T ¥ + { 1 T T ¥ + »
-10 X
Y
Figura 5.20: Referencial ¢. 0. n. xOy. Esta sombreado (cinzento) o semicirculo, de centro C e raio
AC.

Resolugio: Ora, os pontos C ¢ A t&€m coordenadas: C(4, 4), A(0, 4); donde o raio AC =4,
Logo a equagio da circunferéncia pedida é:

(x —4) + (y— 4)* = 16.

7.2 Determina uma condigio que represente a zona sombreada (cinzento).
Resolucio: Comecemos por escrever as equagdes das rectas AD e BD. Como conhecemos
dois pontos da recta AD, A(0, 4) e D(4, 0), podemos escrever o seu declive, tendo em atengio 3.22,

que ¢ dado por: map = -g-:-—g = —1. Da Figura 5.21, podemos escrever a ordenada na origem desta

recta: b = 4. Donde, por 3.21, temos a equacio reduzida da recta AD: y = —x + 4.

Da mesma forma obtemos a equagfo reduzida da recta BD: Sendo B(8, 4) ¢ D(4, 0), temos

que Mpp = = 1; a ordenada na origem da recta BD é b = —4; e portanto a sua equagio reduzida

Ey=x-4.
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Figura 5.21; Referencial c¢. 0. n. xOy. Regifo do plane no circulo, de centro C ¢ didmetro E, e

abaixo das rectas DB e DA (ndo incluindo esta).

No ponto anterior, 7.1, escrevemos a equagio da circunferéncia de centro C e raio AC.

Assim, a regifo sombreada ¢ definida pela condigéo:

[(x=4)?+(y-4)P? <16 ay<—x+4]v[x-47+(y-4> <16 Ay<x—4].

7.3 Calcule a é4rea da zona sombreada, considerando uma aproximagio a menos de uma
centésima.

Resolucdo: A area do segmento circular {DB], indicado na Figura 5.21, ¢ obtida
calculando a diferenga entre a area do sector circular® [CDB] e a area do tridngulo [CDB]. Ora, a

area do sector circular [CDB] ¢ dada por:

o

xmx4? ~12.56 cm’.

Area = 20
3

1]

% Se o é a amplitude do dngulo do sector menor (veia a Figura 2.3) ¢ std escrito em radianos, a drea do sector circujar é dada por:

o4 2
nre.,
Ll

H o , . , . . !
Area = Erz ; Se ¢ estd escrito em graus, a area do sector circular é dada por: Area =

384



Figura 5.22: Um corpo, que pesa 2 kg, {|p]l = 2, cal num plano inclinado de 30°. A forga 1 ¢

enlt.

— |

perpendicular ao plano e a forca t tem a direcgio da queda do corpo. p =1 +

. s . X 4x4 . . . ,
A area do tridngulo [CDB] € Area = --§-- = 8 cm®. Assim, a 4rea do segmento circular [DB] € dada

por: Area ~ 12.56 — 8 ~ 4.56 em?®. Como a 4rea da zona sombreada é a 4rea de dois sectores
circulares iguais, o sector circular [AD] e [DB], temos:

Area zona sombreada ¥ 2 X 4.56 = 9.12 cm?.
5.3 Aplicagoes a vida real e a outras ciéncias

Nesta sec¢dio vamos trabalhar algumas aplicages/problemas, apresentando a sua resolucfio
para o Sketchpad. O leitor pode explorar ficheiros *.GSS que o proprio Sketchpad dispde para

constru¢do de fractais (em: \sketch\samples\scripts\fractals).

Aplicagiio 1 -~ Na Figura 5.22, observamos um corpo que pesa 2 kg a cair num plano
inclinado a 30°. Decompde o vector peso, p, como soma das forgas fi e {, uma perpendicular ao

plano e outra com a direc¢io da queda do corpo, e calcule o valor de cada uma delas. (Adaptado de

MAT - 1°Vol, 10° ano, Lisboa Editora ~ Pag. 202)

Resoluciio: Por observagiio da Figura 5.22,como p = + t e fi L T, podemos escrever:

cos30°=@®c0530°=m <:>—3=”ﬂ<:>nﬁif =43
1ol 2 2 2
e
senBO"ﬂﬂ-E—l—[~::>se:1130°=m oL =m<:>“'f|| = 1
D 2 22

Donde, significa que a forca t tem a intensidade de 1 kg e a forca i tem a intensidade de NE) kg.
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d(C,A)=r=125m
d(B,D)=05m
d(B,E)=3.5m

Figura 5.23: Depdsito cilindrico com raio 1 = CA =125 m, a sua altura ¢ BE = 3.5 me a altura do

gasdleo é BD =0.5m.

d(C,A)=r=125m
d(B,D)=0.5m

Figura 5.24: Base do depdsito cilindrico. [PDC] é um tridngulo rectingulo em D,

Aplicagiio 2 — Um agricultor tem no campo um depdsito cilindrico parcialmente cheio com
gasdleo. Pretende retirar do local esse depdsito, mas, por causa do peso, tem primeiro que remover o
gasdleo do seu interior. Acontece que nfio sabe quantos litros 14 estdio. Apenas dispde dos dados

junto & Figura 5.23. (Adaptado de http://www.ticensino.com/)

2.1 Identifique a sec¢do determinada pelo corte do plano definido pela tona do gasdleo no
depésito cilindrico e determine a sua area.

Resoluciio: A seccdo é rectangular, o rectngulo [PQRS]. Para calcularmos a area deste
rectingulo temos, antes de mais, de calcular o comprimento da corda [PQ]. Podemos pensar no
tridngulo [PDC], rectingulo em D — Figura 5.24. Conhecemos a hipotenusa [PC],

PC =r=125me CD =r- BD =1.25-0.5=0.75 m.

Aplicando o Teorema de Pitigoras ao tridngulo [PDC], vem

PC' = CD + PD° (1257 =(0.757+ PD" « PD = J1.5625-0.5625 < PD =1.
Donde a area do rectingulo é:
Area,ecgﬁnguio= -I?(—j X E}Ti =2PD x BE =2x [ x3.5=Tm’.

Ou seja, a area da secgio obtida é de 7 m’.
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2.2 Calcule a 4rea do segmento circular [PQ].

Resolugio: A partir da Figura 5.24, observamos que a area do segmento circular [PQ], é
obtida calculando a diferenga entre a drea do sector circular {CPQ] e a area do tridingulo {CPQ)]. Para
obtermos a area do sector circular [CPQ], temos de calcular a2 medida do angulo PCQ. Comecemos

por calcular a medida do angulo PCD:

sen (PCD) = %% < sen (PCD) = % <> sen (PCD) =0.8,
significa que
(PCD) ~ 53.1 ou seja, {PEQ) ~ 106.3°
Assim, a drea do sector circular [CPQ] € dada por:

_ 106.3°

(4]

Area xx(1.25) ~ 1.449 m*.

A area do tridangulo {CPQ] ¢

PQxDC _ 2x0.75
2

Area = =0.75 m".

E portanto, a area do segmento circular [PQ] €

Area ~ 1.449 - 0.75 ~0.699 m?.

2.3 Quantas vasilhas de 10 litros tem que utilizar na recolha do gaséleo?
Resolugio: Vamos comegar por calcular o volume ocupado pelo gaséleo no cilindro, que
é, aproximadamente, o volume do sélido [PQBSRE], que ¢ uma parte do cilindro ~ Figura 5.23.
Assim vamos aplicar a féormula: Volume = Areay, h; em que a area da base ¢ a area do segmento
circular [PQ] e a altura é BE:
Volume = 0.699 x 3.5 < Volume = 2.4465 m”.
Tendo em conta que 1 m’ equivale a 1000 litros, significa que temos cerca de 2446.5 litros de

gasdleo. Portanto, o agricultor necessita de 245 vasilhas de 10 litros para recolher o gasoleo.

Aplicacdo 3 — Lei dos senos ¢ Lei dos co-senos'™ (Aratjo 1999) — Lei Senos.gss e

Lei Co_senos.gss.

¥ A Lei dos co-senos diz: Em qualquer tridngulo, o quadrado de cada lado ¢ igual & soma dos quadrados dos outros dois lados,
menos o dobro do produto desses dois lades e do co-serto do dnguto por eles formado. Ou seja, de acordo com o trigngulo {ABC],
representado na Figura 5.25, sio vélidas as férmulas:

a?=b? + ¢% - 2bc.cosa, b? = ¢ + af — 2ac.cosP e ¢ = a’ + b? ~ Zab.cose.
A Lei dos senos (sec¢iio 2.2) ¢ a Lei dos co-senos tem aplicagdes em variadas situagdes praticas, particularmente na medigho de
altitudes e de distancias entre pontos inacessiveis.
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\a
AO'-. e .

Figura 5.25: No tridngulo [ABC], os pontos A ¢ B estio a uma distincia inacessivel; temos que:  a

=BC,b= AC,c= AB, 0= ZBAC, p = ZCBA ¢ 9 = ZACB.

3.1 Medir a distdncia entre um ponto acessivel A e um ponto inacessivel B (Figura 5.25)

Resolugio: Imaginemos que os pontos A ¢ B estiio, por exemplo, em margens opostas de
um rio {como na Figura 5.25) que nio podemos atravessar. Escolhemos um ponto C, acessivel a
partir de A, ou seja, na mesma margem que A. Ficamos assim com um A[ABC], em que

a=BC,b=AC,c= AB,a=/BAC, = ZCBAe ¢ = ZACB,

Medimos [AC], e usamos um instrumento empregue em Topografia para medir angulos
horizontais ou verticais (o Teodolito), estando o observador colocado num vértice, e sendo visiveis
os outros dois pontos que definem o dngulo. Neste caso, medimos « e @; e o terceiro angulo, B, ¢

dado por: B = 180° - {at + ). Pela Lei dos Senos, de (2.18), a distincia procurada ¢

= b senp _ b seng
senf sen(o + @)

3.2 Medir a distincia entre pontos A e B, ambos inacessiveis, como na Figura 5.26.
Resolucdo: Os pontos A e B estfio na margem oposta aquela onde nos encontramos (veja
Figura 5.26). Escolhendo um ponto acessivel C, usando o instrumento de medida adequado, o

Teodolito, podemos medir: o = ZBAC, p = ZCBA e ¢ = LACB, e pela Lei dos senos, aplicada ao
A[ABC], caiculamos b = ACea=DBC:

a senf _ b senc

b=
sena senf}
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Figura 5.26: No tridngulo {ABC], representando pontos a distincias inacessiveis, temos que:

a=BC,b= AC,c= AB, o= ZBAC, p = ZCBA ¢ ¢ = ZACB.

B T
Figura 5.27: A é um ponto que estd no cimo de uma escarpar sobre a planicie BC. h € a altura do ponto A

relativamente a BC.

Donde, pela Lei dos co-senos aplicada ao A[ABC], a disténcia procurada é:

c=\[a2 +b* ~2ab cosg.

3.3 (Exercicio proposto) Diga como deve proceder um observador colocado na planicie BC
para calcular a altura, relativamente a BC, do ponto A situado no topo de uma escarpa, como
representamos na Figura 5.27. Note-se que o ponto A ¢ visivel mas inacessivel e o pé da
perpendicular baixada de A sobre a planicie BC esta também inacessivel.

Resolugdo: Sugerimos a aplicacdio da Lei dos senos ou da lei dos co-senos € do Teorema

de Pitagoras a dois triingulos rectangulos adequados.

Aplicaciio 4 - A Arvore Fractal (Soarez, Lopes e Martins, 2000) - Arvore_Fractal.gss.
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Figura 5.28: Arvore fractal de 2 passos, a partir dos pontos A e B.

Resolucfio: Abrindo um novo Sketch (New Skerch) e uma nova seript (New Script), no
menu File, colocados lado a lado, clicamos no botio REC para comegar a gravar. Tomamos
consecutivamente os seguintes procedimentos:

- Utilizando a ferramenta segmento de recta construimos um segmento de recta
horizontal [AB};

- Seleccionamos o segmento de recta [AB] e no menu Construct a opgido Point At
Midpoint, para construirmos o ponto médio de [AB], C;

- Seleccionamos o ponto C e depois o ponto A e no menu Construct a opgéo Circle By

Center And Point, para construirmos uma circunferéncia de centro C e raio CA;
- Seleccionamos o ponto C e no menu Transform a opgdo Mark Center “C”,
- Seleccionamos o ponto B e no menu Transform a opgio Rotate, e escrevemos 60° na

caixa de didlogo que se abre, para rodarmos 60° o ponto B;

- Chamemos D ao novo ponto (BéD = 60°);

- Seleccionamos o ponto C e depois o ponto D e no menu Construct a opgio Segmet,
para construirmos o segmento de recta [CD];

- Seleccionamos o ponto A e depois o ponto C e no Script clicamos no botdo LOOP;

- Seleccionamos o ponto C e depois o ponto D e no Script clicamos no botdo LOOP;

- Seleccionamos o ponto C e depois o0 ponto B e no Script clicamos no botio LOOP;

- Seleccionamos todos os pontos e a circunferéncia e no menu Display a opgdo Hide
Objects, para esconder os objectos.

- No Seript clicamos no botdo STOP para parar a gravagio.
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Figura 5.29: Quadrados inscritos uns nos outros. Com o quadrado exterior de lade: {AB] — | passo de

J

recursio; [CD] ~ 2 passos de recursdo; [EF] ~ 3 passos de recursio; {GH] — 4 passos de recursiio; {1J]

— 5 passos de recursdo.

Abrindo um novo Sketch, no menu File, construindo dois pontos e seleccionando-os, ¢ clicando
PLAY no Script, e optando por uma recursdo de 2 passos, na caixa de didlogo que se abre, obtemos

uma figura semelhante a Figura 5.28.

Aplicacio 5 — Quadrados inscritos uns nos outros (Retirado de MATEMATICA — 1°Vol,
10° ano, Rumo — Péag. 182) — Quadrados_Inscritos.gss.
Resolucio: Abrindo um novo Sketch (New Sketch) e uma nova script (New Script), no

menu File, clicamos no botiio REC para comegar a gravar. Tomamos os seguintes procedimentos:

- Utilizando a ferramenta segmento de recta construimos um segmento de recta
horizontal [AB];

- Seleccionamos o ponto B e no menu Transform a opgdo Mark Center “B7,

- Seleccionamos o ponto A e no menu Transform a opgdo Rotate, e escrevemos -90° na
caixa de didlogo, para rodarmos -90° o ponto A;

- Seleccionamos o ponto A e no menu Transform a opgiio Mark Center “A”;

- Seleccionamos o ponto B e no menu Transform a opcio Rotate, e escrevemos 90° na
caixa de dialogo, para rodarmos 90° o ponto B;

- Seleccionamos o segmento de recta {AB] e no menu Construct a opgdo Point At
Midpoint, para construirmos o ponto médio de [AB], E;

- Seleccionamos o segmento de recta [BC] e no menu Construct a opgio Point At
Midpoint, para construirmos o ponto médio de [BC], F;

- Seleccionamos o segmento de recta [CD] e no menu Construct a opslo Point At
Midpoint, para construirmos o ponto médio de [CD], G;

- Seleccionamos o segmento de recta [DA] e no menu Construct a opgio Point At
Midpoint, para construirmos o ponto médio de [DA], H;

- Seleccionamos o ponto E e depois o ponto F e no Script clicamos no botdo LOOP;

- Seleccionamos todos os pontos e no menu Display a opgdo Hide Points,
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Figura 5.30: Locomotiva. Veja o ficheiro Maguina.gsp na pasta Capitulo 5 do Apéndice VL.

- No Script clicamos no botdo STOP para parar a gravagéo.
Abrindo um novo Sketch, no menu File, podemos obter uma sequéncia de quadrados inscritos uns
nos outros, como a apresentada na Figura 5.29, construindo dois pontos, seleccionando-os, clicando

PLAY no Script, e optando por recursdes sucessivas de 1 a 5 passos, na caixa de didlogo.

Aplicagiio 6 (Exercicio proposto) — Locomotiva (retirado dos apontamentos da cadeira
“Tépicos de Geometria”, do Professor Pedro Augusto, na Universidade da Madeira — 2000) -
Magquina.gsp

Construa uma maquina “animada” com um paralelogramo de forma a que a rotagdo de
lados opostos faga rodar um par de circunferéncias (ou, equivalentemente, um ponto sobre a

circunferéncia) como se de uma locomotiva se tratassem — Figura 5.30.
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Apéndice I — Notas explicativas para "The Geometer’s Sketchpad™”

Neste apéndice, ndo pretendemos elaborar e substituir o manual do “The Geometer’s
Sketchpad” (versiio 3.10, 1997), explicando detalhadamente os seus menus, as suas ferramentas e,
enfim, todo o leque de opgdes que dispde para elaborarmos/resolvermos exercicios/aplicagdes de
forma dinamica, em geometria, para o ensino secundério {ou outro nivel de ensino). Vamos aqui
apresentar, apenas, de forma sumaria este software. Apresentaremos cada uma das ferramentas,
algumas das op¢des/comandos de cada um dos menus, daremos algumas indicagdes sobre como
criar amimagdes em ficheiros do tipo *.GSP (designados por Sketch) ¢ como elaborar rotinas em
ficheiros do tipo *.GSS (designados por Scripts).

Recomendamos vivamente ao leitor que va, a cada passo, experimentando afim de se
familianizar (o grau de familiarizagio sera, certamente, directamente proporcional ao tempo que Ihe
dedicar) ao software. A proposito, para sua recreagiio, notamos que o proprio software dispde de
alguns ficheiros GSP (por exemplo o ficheiro Readme.gsp) e GSS, que ilustram varadas situacdes,
contidos em directorios. O primeiro directdrio disponivel, samples, contém outros {rés directérios:
presentn, scripts e sketches; e cada um contém ficheiros ou ainda outros directérios, que deveriio ser

também, evidentemente, devidamente explorados.
(i) A janela principal

Ao acedermos a este software o primeiro écran que obtemos € uma janela principal como o
apresentado na Figura [.1: Na primeira linha temos, do lado esquerdo, o nome do programa e, do
lado direito, os botSes para minimizar/maximizar a janela principal ¢ o botdo para fechar o
programa; Na segunda linha temos a barra dos menus; Na terceira linha, do lado esquerdo, temos a
indicacio do nimero do Sketch aberto (podera ser o nome de um ficheiro j4 anteriormente guardado
-~ notamos que podem estar abertas uma ou mais janelas em cada sessdo de trabalho), do lado direito
os botbes para minimizar/maximizar a janela de trabalho do Sketch ou do ficheiro, € o botdo para
fechar o Sketch ou o ficheiro; A coluna do lado esquerdo, na janela de trabalho, é a barra de
ferramentas; O fundo branco é onde se realiza o trabalho; Do lado direito desta janela temos um

elevador; Na Gltima linha, o programa dé-nos informagdes acerca do que estamos a fazer: de qual o
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< The Geometer's Sketchpad HEIE
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@ SketchO1.gsp

Figura I.1: Janela principal do “The Geometer’s Sketchpad”.

botdo seleccionado da barra de ferramentas; quando utilizamos uma das ferramentas; quando

percorremos a janela de trabalho com o rato, identifica os objectos; etc.

(ii) A barra de ferramentas

A barra de ferramentas é composta por seis botdes, dois dos quais t€m trés alternativas

cada. Vamos descrever cada uma das dez ferramentas.

Botdo seta e translagdo: — esta ferramenta, chamar-se-a simplesmente, daqui em
diante, por seta — € o primeiro botdo da barra de ferramentas e serve, quando seleccionada
(apresenta-se, no fundo branco, na forma de seta negra), para seleccionar individualmente objectos e
mové-los, em qualquer direc¢do, clicando sobre eles (aproximamos o cursor do objecto a
seleccionar até aparecer uma seta negra na horizontal e com sentido da direita para a esquerda) e
arrastando o rato: ponto, circunferéncia, segmento de recta, recta e semi-recta. Serve também para,
quando queremos, seleccionar em simultineo um conjunto de objectos e arrastd-los. Para tal,
mantemos pressionada a tecla “shift” e em simultdneo com a seta vamos seleccionando os objectos
pretendidos: pontos, pontos e rectas, segmentos de recta, etc.; ou clicando o rato sobre um ponto
conveniente abrimos uma janela rectangular, tracejada, por forma a abranger os objectos
pretendidos. Em seguida, clicando e mantendo o clique sobre um dos objectos seleccionados,

arrastamos o rato a gosto.
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Mantendo o rato clicado sobre o botdo “seta” obtemos trés opgOes para este botdo, a seta e

translagdo (acabado de ver), a seta e rotagdo € a seta e dilagdo: — obtemos
uma das alternativas mantendo o rato clicado sobre o botéo “seta”, deslocando o rato para a direita e
sé o largamos quando estivermos sobre o botdo pretendido. O botdo seta e rotagéo e o botdo seta e
dilacdo servem para, depois de seleccionado um ponto para centro de transformagdo, em Mark
Center do menu Transform (secgdo (iii)), rodar ou dilatar objectos, previamente seleccionados no

sketch, por arrastamento destes com o rato.

Botdo ponto: . — esta ferramenta quando seleccionada (apresenta-se, no fundo branco,
na forma de cruz) serve apenas para criar pontos, bastando para tal clicar no rato no local, da janela

branca, pretendido.

Botéo circunferéncia: — ferramenta que quando seleccionada (apresenta-se, no fundo
branco, na forma de circunferéncia com uma cruz ao centro) serve para construirmos
circunferéncias com centro no ponto que quisermos e raio, por arrastamento do rato, pretendido.
Usando o botéo seta, podemos alterar o centro e o raio, clicando sobre o centro ou sobre o ponto da

circunferéncia e arrastando-o.

Botdo segmento de recta: — esta ferramenta quando seleccionada (apresenta-se, no
fundo branco, na forma de xis) serve para criar segmentos de recta. Para construirmos um segmento
de recta basta escolher um ponto extremidade, na janela branca do sketch, clicar sobre o rato e
arrastd-lo até um outro ponto, também a nossa escolha, extremidade do segmento de recta. Com o
botdo seta podemos o transformar na sua dimenséo e/ou na sua direcgéo seleccionando e movendo
qualquer um dos seus pontos extremos.

Mantendo o rato clicado sobre o botdo “segmento de recta” obtemos trés opgdes para este

botdo, o segmento de recta (jd visto atrds), a semi-recta e a recta: — ficamos

com uma das alternativas mantendo o rato clicado sobre o botdo “segmento de recta”, deslocamos o

rato para a direita e sé o largamos quando estivermos sobre o botdo pretendido.

Botdo semi-recta: . — esta ferramenta se seleccionada (apresenta-se, no fundo branco,
na forma de xis) serve para criar semi-rectas. Para criarmos um destes objectos escolhemos um
ponto origem clicando sobre o rato, na janela branca do sketch, e mantendo o rato clicado

arrastamo-lo até a direcgdo pretendida. Com o botdo seta podemos transformar a semi-recta na sua
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origem e/ou na sua direc¢@o seleccionando e movendo o ponto origem e/ou o ponto que define a sua

direc¢do.

Botdo recta: . — quando seleccionado (apresenta-se, no fundo branco, também na
forma de xis) serve para criar rectas. Num sketch, obtemos estes objectos, e podemos sempre 0s

transformar, de forma andloga aos objectos rectilineos precedentes.

Botédo mdo: — esta ferramenta quando seleccionada (apresenta-se, no fundo branco, na
forma de mio como indicador apontado) serve para legendar os objectos criados. Caso se pretenda,
podemos ver legendados os objectos automaticamente de acordo com a ordem da sua criag@o.
Podemos, no entanto, alterar o nome dos objéctos, mediante um clique duplo sobre a legenda
automaticamente criada. Serd apresentada, entdo, uma caixa de didlogo e af podemos escolher e
escrever um nome a gosto. Esta ferramenta também permite escrever texto: para isso basta ter o
botdo “mao” seleccionado, deslocar o cursor para a zona da janela branca onde gostaria de escrever,
clicar e manter o rato pressionado arrastando-o na direc¢éio que considerar mais adequada. Vai obter

um rectangulo — a sua janela de texto, onde pode escrever o texto que achar conveniente.

Botdo interrogagdo: . — com esta ferramenta (que se apresenta, no fundo branco, na
forma de caixa com o simbolo de interrogagio) quando aproximamos o cursor de um objecto,

entretanto criado no sketch, e clicamos sobre o rato obtemos informagdes acerca desse objecto.
(iii) Menus

Neste software temos nove menus principais e oito submenus — ver Figuras 1.2, 1.3 e 1.4
Para accionar um dos menus, basta deslocar o cursor até o menu pretendido e clicar sobre ele,
ficando o nome deste centrado num fundo rectangular. As diferentes opg¢des, em cada menu, s
estdo activadas quando estiverem a negrito. Na Figura 1.2 temos, da esquerda para a direita, 0 menu
File, Edit e Display. No menu File, destacamos os comandos de criagdo: New Sketch — cria um novo
sketch; New Script — cria um novo script; e o comando Open... que permite abrir sketch e scripts
guardados. No menu Edit encontramos além das opgdes habituais de: desfazer (Undo) e refazer
(Redo) operagdes; cortar (Cut), copiar (Copy) e colar (Paste) objectos; as opgOes: Select All -

selecciona todos os objectos, de acordo com a ferramenta activa; Select Parents — selecciona todos
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Figura 1.2: Menus File, Edit e Display.

os pais (objecto ou objectos que dio origem a outro objecto) dos objectos seleccionados; Select
Children — selecciona todos os filhos (objecto ou objectos que tiveram origem a partir de um ou
mais objectos) dos objectos seleccionados; destacamos, neste menu, o comando Action Button que
tem num menu associado as opgdes: Movement... — cria um botdio que permite deslocar, mediante
dois cliques sucessivos no botiio com o rato, a diversas velocidades, um primeiro ponto para um
segundo ponto seleccionados por essa ordem; Animation... — cria um botdo para animar uma
construgdo no sketch, através de dois cliques no botdo respectivo com o rato (por exemplo, permite
animar até dez pontos em simultineo sobre um segmento de recta ou sobre uma circunferéncia,
depois de devidamente seleccionados; podemos escolher a velocidade e a direcgdo do movimento
dos pontos} e para parar a animagao basta um clique no rato; Hide/Show — cria dois botdes, um para
esconder e outro para mostrar objectos; Sequence — cria um botdo para accionar, por meio de dois
cliques no botdo respectivo com o rato, uma sequéncia de botOes pela ordem que previamente
seleccionamos, sendo necessdrio entretanto um clique, com o rato, para as diferentes passagens;
para parar a animagfo faz-se um clique com o rato em qualquer lado do ecrd; Do Burton — executa
uma acglo associada a um dnico botfio previamente seleccionado. Podemos sempre que acharmos
adequado, com a ferramenta méo, mudar o nome de um botéo.

A partir das opg¢des disponibilizadas pelo menu Display podemos realizar formatagdes na
janela de trabatho, para isso utilizamos os submenus das opg¢Ges Line Style (Thick — trago grosso,

Thin — trago fino e Dashed — tracejado), Color, Text Style e Text Font. Destacamos, ainda neste

399



menu, os comandos: Relabel Objects... — que permite alterar as legendas dos objectos seleccionados
(em alternativa podemos usar a ferramenta mio); Trace Objects — opgio que se aplica a todos os
objectos € permite a um ou mais objectos, quando seleccionado ou quando seleccionados,
respectivamente, e a opgio activada, deixar rasto; Animate... — nesta opgiio obtemos o mesmo efeito
que o comando “Animation..” do menu Edit, exceptuando a criagio do botdo associado; e
Preferences... — opglo que permite quando seleccionada, numa caixa de dialogo que se abre, alterar
estilos, definir unidades, entre as disponibilizadas, para distincias e 4ngulos, o grau de precisio, etc.

Na Figura 1.3 temos, da esquerda para a direita, o menu Construct, Transform e Measure.
O menu fundamental do Sketchpad € o menu Construct. Neste, temos os comandos seguintes: Point
On Object — cria um ponto, que se pode movimentar, sobre qualquer objecto previamente
seleccionado (esse € o objecto pai do objecto ponto — filho); Point At Intersection — cria ponto na
intersec¢io de dois objectos previamente seleccionados; Point At Midpoint — cria o ponto de um
segmento de recta depois de seleccionado; Segment ou Ray ou Line — este comando activa-se em
funglio da op¢do seleccionada na barra de ferramentas dos objectos rectilineos, ou seja, dados dois
pontos este comando permite construir um segmento de recta, uma semi-recta ou uma recta;
Perpendicular Line/Parallel Line — quando seleccionamos um objecto rectilineo (segmento de recta,
semi-recta ou recta) e um ponto que lhe € exterior, estes comandos permitem construir uma recta
perpendicular e paralela, respectivamente, ao objecto rectilineo pelo ponto seleccionado; Angle
Bisector ~ seleccionando trés pontos previamente, este comando permite a construgfio da bissectriz
do angulo definido (conforme a ordem de selecgio) por esses trés pontos; Circle By Center And
Point/Circle By Center And Radius — estes comandos permitem a construg¢io de circunferéncias, o
primeiro activa-se se seleccionarmos dois pontos previamente (em que o primeiro ponto é o centro €
0 segundo ponto determina, com o primeiro, o raio da circunferéncia), ¢ utilizamos o segundo
comando quando temos um ponto seleccionado {0 centro da circunferéncia) e um segmento de recta
(o raio da circunferéncia), ou inversamente; Arc On Circle ~ seleccionando uma circunferéncia e
dois pontos nessa circunferéncia, este comando constréi um arco de circunferéncia definido pelos
pontos {conforme a ordem de seleccdo dos pontos), Arc By Three Points — seleccionando trés
pontos ndo colineares, o comando constrdi um arco de circunferéncia definido pelos trés pontos
(conforme a sua ordem de seleccdio), /nterior — este comando é activado conforme os objectos
seleccionadbs ¢ permite sombrear areas delimitadas por esses objectos, obtidos, por exemplo, por

trés ou mais pontos (de acordo com a ordem de selecgdo - poligonos) e/ou circunferéncias
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Figura L.3: Menus Construct, Transform ¢ Measure.

(pode para o sombreado, na op¢io Color do menu Display, escolher a cor que mais the agradar);
Locus — este comando permite construir o lugar geométrico determinado por um objecto (ponto,
segmento de recla, etc.), para tal temos, antes de aplicar o comando, de seleccionar, em primeiro
lugar, o objecto que vai determinar o lugar geométrico, seguido do objecto livre e, por tltimo, o pai
desse objecto livre (utilizando a ferramenta “interrogagiio” e com um duplo clique sobre o lugar
geométrico tragado, temos acesso a uma caixa de didlogo, “Locus X Information”, onde podemos
alterar o nimero de pontos e optar entre uma representa¢fio grifica continua ou discreta, no caso do
objecto que determina o lugar geométrico ser um ponto).

Com os comandos do menu Transform (Figura 1.3) podemos fazer transformagbes em
objectos, Temos as seguintes opgdes: Translate... — permite fazer translagdes, depois do objecto a
ser transformado estar seleccionado, de uma de trés formas a escother numa caixa de didlogo que se
abre: “By Marked Vector” — definimos previamente um vector, {(usando para tal a opgdo, deste
menu, Mark Vector tendo em atencgdo a ordem com que seleccionamos 0s pontos que determinam o
vector e/ou a opglo Mark Rectangular Vector), “By Polar Vector” — define-se um vector atribuindo-
lhe uma direcgio (um angulo, que pode ser previamente marcado usando a opgio, deste menu, Mark
Angle tendo em atengfio a ordem com gue seleccionamos os pontos que determinam o ingulo) e
uma distancia (que pode ser seleccionada, na janela de trabalho, previamente utilizando a opgéo,
deste menu, Mark Distance), e “By Rectangular Vector” - definimos um vector indicando a
componente horizontal e vertical (podendo ser uma das componentes seleccionada, na janela de

trabalho, previamente utilizando a op¢do Mark Distance e nesse caso temos de definir na caixa de
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didlogo a outra componente do vector); Rotate... — permite fazer rotagdes, mas antes temos de
definir o centro de transformag@io com o comando Mark Center e o dngulo de rotagio, indicando-o
na caixa de didlogo ou pelo uso do comando Mark Angle; Dilate... — permite fazer homotetias
(isometrias, ampliagdes ou redugdes) sendo necessario, neste caso, depois de marcar o centro da
homotetia com o comando Mark Center, explicitar a razdo, introduzindo-a na caixa de didlogo
(Figura II.5) ou por razio entre dois segmentos de recta, previamente construidos, usando do
comando Mark Ratio; Reflect — permite fazer a reflexdo de um objecto em torno de uma direcgio
{objecto rectilineo — eixo de simetria ou espelho) previamente seleccionada por utilizagio do
comando Mark Mirror; Define Transform... — permite fazer a composicio de transformagdes, sendo
que, para tal, temos de seleccionar os objectos previamente ¢ de acordo com a ordem pela qual sio
transformados, sendo criado, no menu, um item relativo a cada transformagio pretendida e um outro
item para remover a transformagio, “Remove Transform...”.

No menu Measure (Figura 1.3) temos a possibilidade de, estando os objectos respectivos
seleccionados, fazer medidas e calculos, sendo estes apresentados no lado esquerdo da janela de
trabalho. Podemos, no entanto, mover esses resultados para qualquer lado da janela de trabalho e
formata-los. Neste menu temos disponivel as seguintes ope¢des: Distance — permite calcular a
distancia entre dois pontos ou entre um ponto ¢ um objecto rectilineo; Lenght -~ permite calcular o
comprimento de um ou mais segmentos de recta seleccionados; Slope — permite calcular o declive
de um ou mais objectos rectilineos seleccionados; Radius — permite calcular o raio de
circunferéncias, de circulos, de arcos, de arcos segmentos ou de sectores; Circumference — permite
calcular o perimetro de uma ou mais circunferéncias ou de circulos (Figura 1.6); Area — permite
calcular a area de uma ou mais circunferéncias, de circulos, de poligonos, de arcos segmentos ou de
sectores (Figura 1.6); Perimeter — permite calcular perimetros de poligonos, de arcos segmentos ou
de sectores (Figura 1.6); Angle — permite calcular o dngulo definido por trés pontos seleccionados
ordenadamente (ponto, vértice, ponto); ArcAngle/ArcLenght ~ permite calcular o angulo e o
comprimento, respectivamente, de um ou mais arcos, de arcos segmentos ou de sectores (ver a
Figura 16); Ratio — permite calcular a razdo do comprimento de dois segmentos;
Coordenates! Equation — obtemos as coordenadas de um ou mais pontos e as equagdes de uma ou
mais rectas ou circunferéncias, respectivamente (relativamente ao sistema de eixos coordenados que
o software, automaticamente, dispde); Calculate... — permite trabalhar com uma calculadora, na
qual, entre muitas possibilidades de calculo, podemos trabalhar com as medidas obtidas dos

objectos na janela de trabalho, para tal, damos um clique com o rato sobre elas.
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Na Figura 14 temos, da esquerda para a direita, o menu Graph, Work e Help. No menu
Graph temos os comandos seguintes: Creat Axes/Hide Axes — cria e apaga, respectivamente, de
forma automatica um sistema de coordenadas com origem no centro da janela de trabalho; podemos
criar, num sketch novo, um sistema de eixos a partir de um ponto, seleccionando-o e utilizando a
op¢io deste menu Define Origin, ou a partir de uma circunferéncia, seleccionando-a e utilizando a
opgio deste menu Define Unit Circle, ou a partir de um segmento de recta, seleccionando-o €
utilizando a op¢o deste menu Define Unit Lenght, ou ainda, a partir de um ponto e de um segmento
de recta, seleccionando-os e utilizando a opcio deste menu Define Axes (o sistema de coordenadas
pode ser, sempre que quisermos, modificado na origem do referencial ¢ na unidade de medida
bastando seleccionar os pontos respectivos e arrasta-los com o rato, sendo todos os dados, nesse
sketch, modificados de acordo com as alteragdes feitas); Plot Measurement... — se seleccionarmos
uma medida cria uma recta (paralela ao eixo dos xx ou paralela ao eixo dos yy, por opg@o feita na
caixa de didlogo que se abre, apos considerar este comando e se tivermos considerado em Grid
Form, deste menu, a opgio Rectangular (x, y)) ou um circulo ou uma semi-recta com origem na
origem do referencial (por opgdo feita na caixa de didlogo que se abre, apds considerar este
comando e se tivermos considerado em Grid Form, deste menu, a opglo Polar (v, theta)), se
seleccionarmos duas medidas cria um ponto (cujas coordenadas sdo a primeira e segunda medidas,
por ordem de selec¢do); Plot Points... — permite marcar pontos, pelas suas coordenadas, através
duma caixa de didlogo que se abre; Coordinate Form — permite optar enfre coordenadas na forma
cartesiana ou polar; Equation Form — permite optar entre equagdes na forma reduzida ou na forma
cartesiana da recta e entre equacdes na forma cartesiana (obtendo o centro e o raio) ou na forma
geral da circunferéncia.

No menu Work temos a possibilidade de trabalhar com rotinas (scripts - ficheiros GSS)
utilizando o comando Make Script, com vista a, ¢ sempre que se pretenda, repetir uma construgéo
idealizada (podemos, em alternativa, abrir um novo script no menu File - ver Figura 1.7, ¢
gravarmos a construgio). Para tal, feita e “arrumada” a construgo que se pretende ver repetida, num
sketch, temos de seleccionar todos os objectos da constmqﬁo ¢ optar pelo comando, deste menu,
Make Script. Abre-se automaticamente uma janela, semelhante a4 da Figura L7, com os passos
sucessivamente dados na construcio, aparecendo numa barra, com o fundo negro, os objectos
necessarios para implementar a construgiio. Com efeito, quando abrimos uma rotina, anteriormente
guardada, estdo destacados no fundo negro, os objectos geométricos ordenados e necessarios para

executar o script. Quando gueremos a executar de forma animada, os objectos geométricos t&m de
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Graph Work Help

Create Axes W Help | Help

. e LContents
Show Grid ) fdake Seript Coproas
e o Shit+F5 Tools

Cascade Shift+F4 Sketches
Flot Measuement., . Arrange |cons Scripts
Plot Points... Close &l Shortcuts
: New Features

Coordinate Form » 1 Sketch01.gsp
Equation Form > v 2Sketch02.gsp fbout...

Figura 1.4: Menus Graph, Work e Help.

Figura L.5: Caixa de didlogo que ¢ accionada quando se opta pelo comando “Dilate...” do menu
“Transform”. A razfio € assinalada na primeira linha (New) e na segunda linha (Old), significando que,

neste caso, relativamente ao centro de homotetia B a figura, previamente seleccionada, vai sofrer uma

redugdo de razdo % .
C | D
al
&
e E
' Radius al =1,17 cm Radius pl = 1,78 cm Radius p2 = 1,03 cm

Radius C| =1,26 cm Arc angle al = 168,43° Benedli=Bild sz 2 5 "
Circumference C; =7,92 cm  Arc length al = 3,45 ¢cm L rea p2 =2,02 cm

s 2 Perimeter pl =7,42cm  Perimeter p2 =5,62 cm
A=t Arc angle pl = 124,72°  Arc angle p2 = 198,21°

Figura 1.6: O raio AB da circunferéncia C,, de centro A, € 1.26 c¢m, do arco CDE, al, é 1.17 cm, do
sector pl (com arco FGH) € 1.78 cm e do arco segmento p2 (de arco IJK) € 1.03 cm. O perimetro de C, €
7.92 cm e a sua drea de 5 cm’. A drea do sector pl é 3.44 cm’ e o seu perimetro & de 7.42 cm. A 4rea do
arco segmento p2 € 2.02 cm® e o seu perimetro é 5.62 cm. O 4ngulo do arco al é 168.43°, do sector pl é

124.72° ¢ do arco segmento p2 é 198.21°. O comprimento do arco al € 3.45 cm.
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?;5 Script04._gss

L

Given:
Foint A
FointB

Steps:

1. Let [} = Segment hetween Point A and Paint B.

2. Let [C] = Midpoint of Segment [j].

3. Let [ = Perpendicular to Segment [j] through Midpaint [C] (hidden).
4. Let [D] = Random point on Line [K].

5. Let [I] = Segment hetween Point [D] and Point A.

6. Let [m] = Segment between Point [D] and Point B.

Figura LI.7: A esquerda uma janela de rotinas — ficheiro “ScriptO1.gss”. A direita o ficheiro “Script04.gss”
com uma construgio idealizada. Na barra com o fundo negro, estio indicados os objectos necessdrios para
executar a construgdo. Na barra branca, acima da barra com o fundo negro, podemos escrever

comentarios.

estar previamente construidos e seleccionados, de acordo com a ordem indicada (num sketch de
preferencia novo), carregamos no botdo “PLAY” (ou “STEP” — constru¢do passo a passo; ou
“FAST” — construgdo imediata) do ficheiro GSS respectivo.

Por vezes d4 jeito, por ser mais expedito, clicarmos na tecla direita do rato e ficamos com
algumas op¢des do menu Display (Line Style, Color, Text Style, Text Font e Label Options...),
algumas opg¢des, em fung@o dos objectos seleccionados, dos menus Construct, Transform, Measure

e Graph, e ainda a opg¢iio Make Script.

(iv) Rotinas recursivas

Neste software temos também a possibilidade de trabalhar com rotinas recursivas, isto €, de
idealizar construgdes e repeti-las tantas vezes quantas queiramos, indicando o niimero de passos de
recursido (por exemplo, figuras fractais).

Para construirmos uma rotina recursiva temos de, antes de mais, abrir uma janela de
trabalho, Sketch, e o gravador de rotinas, scripts. Clicando com o rato, no botdo de gravagido REC,
damos inicio & gravagdo. Supondo gravado os passos que originou certa constru¢do a partir de um
conjunto de objectos O, pretendesse que seja repetida a construgdo, a um conjunto de objectos O’

congruente com O, isto é com os mesmos tipos de objectos. Para tal, basta seleccionar
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ordenadamente os objectos O’ e clicar, com o rato, no botio LOOP. Terminada a tarefa idealizada,
carregamos em STOP para parar a gravagio.

Para executarmos a rotina, devemos de abrir um novo Sketch, nele construimos os objectos
que sdo necessarios a implementacdo da rotina (assinalados no fundo negro) e estando
seleccionados, clicamos no botiio PLAY e, na caixa de didlogo que se abre, indicamos o nimero de

passos de recursdo, Depth of Recursion, que pretendemos ver executados (ver secgdo 5.3).
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Apéndice II - Perspectiva Cavaleira

N#o se sabe ao certo qual a origem do nome “cavaleira”, mas uma das possiveis origens
deve-se aos trabathos realizados, no dominio da geometria, pelo matematico italiano Bonaventura
Cavalieri (secgdo 1.3).

Afim de percebermos melhor a perspectiva cavaleira, vamos ver antes dois tipos de
projecgdes, a projeccdo conica ou central e a projecgdo cilindrica ou paralela.

Comecemos por estudar projeccio cénica ou central. Com efeito, consideremos uma figura

plana, por exemplo um quadrado [ABCD], um ponto V de onde se observa o quadrado considerado

e um plano #. Passemos pelos vértices do quadrado raios visuais com origem em V e determinemos
as intersecgdes destes raios com o plano P (Figura IL1): A’, B”, C” ¢ D’, que definem um novo

quadrado. Chamamos ao ponto V ponto de vista ou centro de projecgdo, ao plano ¥ - plano de

projecgdio, aos raios visuals linhas projectantes € ao quadrado [A’B’C’D’] projecgdo ou vista do
quadrado [ABCD]. As projecedes do quadrado [ABCD], representadas na Figura II.1, sdo maior €

menor, respectivamente, do que a verdadeira grandeza, porque o primeiro encontra-se aquém do

plano de projeccdio e o segundo encontra-se além do plano de projecco, P. Caso o quadrado

estivesse assente no plano P, a sua projecgio coincidiria com ele proprio e representaria, assim, 0

quadrado em verdadetra grandeza.

Na projeccio cilindrica ou paralela o ponto de vista encontra-se infinitamente afastado do
objecto a projectar e do plano de projecgdo. Neste caso, os raios visuais sairdo dum ponto no
infinito, ou seja, as linhas projectantes serdo paralelas — Figura II1.2. Neste tipo de projecciio as
dimensdes da projecgio sio sempre iguais as do objecto, quer este se encontre aquém quer além ou
coincida com o plano de projeccio.

A projecgdo cilindrica ou paralela pode ser ortogonal ou obliqua conforme as projectantes
sejam perpendiculares ou obliquas ao plano de projecgfio. Temos na Figura I1.3 a comparagfo entre
as formas de obter uma projeccio cilindrica ortogonal e uma projecgio cilindrica obliqua: quando se
usam projectantes normais ao plano de projeccdo (neste caso, segundo a direcgfio do vector n),
executamos uma projeccdio cilindrica ortogonal e obtemos uma vista ou projecgio ortogonal;
quando se usam projectantes obliquas ao plano de projecgio (neste caso, segundo a direcgdo do

vector T), executamos uma projec¢do cilindrica obliqua e obtemos uma perspectiva cavaleira.
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AI

Figura IL.1: Projecgio central de um quadrado [ABCDY] situado entre o ponto de vista V e o plano de

projeccdo ¥ {A'B’C'D’] (4 esquerda); projecgdo central de um quadrado [ABCD] situado além do

plano de projecgio P: [A’B'C’D’] (a direita).

Figura I1.2: Projecgfio paralela de um quadrado [ABCD] situado entre o ponto de vista V e o plano de
projecgio P: [A'B'C'D’]

A perspectiva cavaleira é, portanto, uma projeccdo cilindrica obliqua sobre um plano
paralelo a uma das faces principais do objecto. A face paralela ao plano de projec¢io vem
sempre representada em verdadeira grandeza, qualquer que seja a direcgdo das projectantes obliquas
consideradas. Apenas o angulo que as linhas perpendiculares ao plano de projecgio fazem na
perspectiva com a horizontal bem como a redugdo das dimensdes marcadas sobre essas mesmas
linhas variam com a direc¢#io das projectantes obliquas.

O angulo das linhas perpendiculares ao plano de projec¢do, do objecto, com a horizontal

designa-se por dngulo de fuga e esta representado por # na Figura 114, onde temos a representagio

de um cubo [ABCDEFGH]. A redugio dos comprimentos marcados segundo direcgdes

perpendiculares ao plano de projecciio, do objecto, ¢ dada pelo coeficiente de redugdo k. Utilizando
. FG --— .
as letras da Figura I1.4, temos, por exemplo, k = -E—_l—:—x 100%, onde FG representa o comprimento

marcado segundo uma direcgdio obliqua e EF representa o mesmo comprimento marcado
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Figura 11.3: Comparagio enire as formas de obter uma projecgdo paralela ortogonal (as projectantes
tém a direccio do vector n, perpendicular ao plano de projecgio P) e uma projecgio paralela obliqua
(as projectantes tém a direccdo do vector T, obliqua relativamente ao plano de projecio #) da qual

resulta a perspectiva cavaleira.

paralelamente ao bordo da folha. A notagiio utilizada para designar a perspectiva cavaleira de
parimetros a e k, costuma ser PC(a, k%). Representamos, na Figura IL5, um cubo [ABCDEFGH],
utilizando trés tipos de perspectiva cavaleira, PC(30°% 50%), PC(30°, 75%) e PC(45°, 50%), contudo
e para além do gosto pessoal, os parimetros mais correntemente utilizados sfio os indicados na
terceira perspectiva Figura IL.5 — (c), com a = 30° e k = 50%.

Podemos, em resume, apresentar as principais caracteristicas da perspectiva cavaleira:

- 0s segmentos de recta e figuras paralelas ao plano de projecgdio (o plano do papel) séo
representados em verdadeira grandeza; as figuras congruentes, situadas em planos diferentes mas
paralelos ao plano do papel, tém representagdes congruentes;

- 0s segmentos de recta perpendiculares ao plano do papel sfo representados por segmentos
de recta obliquos (fazendo angulos de 30° ou outros, com o bordo do papel), € t€m o seu
comprimento reduzido (reduco de 50%, ou outra).

- 0s segmentos de recta paralelos e as rectas paralelas sdo representados por segmentos de
recta paralelos e por rectas paralelas;

- conservam-se os pontos médios dos segmentos de recta e os baricentros das figuras;
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Figura IL.4: Representagiio em perspectiva cavaleira, do cubo [ABCDEFGH], com pardmetros: & — o

angulo das linhas perpendiculares ao plano de projecgdio, do objécto, com a horizontal; ¢ £ — a

percentagern, por exemplo, %%x 100% .

PC(30°, 50%) PC(30°, 75%) PC(45° 50%)
{2 (b {c)
Figura IL5: Representagio dum cubo [ABCDEFGH] de trés modos diferentes utilizando a
perspectiva cavaleira: {a) — PC(30°, 50%); (b) — PC(30°, 75%); e (¢) — PC(45°, 50%).

- como convengiio, tragam-se a cheio as linhas visiveis e a tracejado as linhas invisiveis,
para o observador.

Apesar de ndo ser a melhor perspectiva, no sentido de ndo aproximar o melhor possivel a
representacdo no papel a realidade visual ou a realidade formada pela maquina fotogrifica que
¢ traduzida pela fotografia (essa melhor aproxima¢fio a realidade da visio € dada através da
perspectiva coénica ou rigorosa — ver Cunha (1997)), € no entanto a mais comummente aceite por ser
aquela que mais se aproxima da inteligéncia que fazemos dos objectos e pela sua fécil e rapida

representagio.
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Apéndice IlI — Teorema de Tales (e.g. Roe 1993)

S

Figura IIL.1: O Axioma de semelhanga,

Comecgamos por apresentar, observando a Figura IIL.1, o dxioma de Semelhanga: “Sejam ry
e r7 duas rectas paralelas no plano, e s e ¢ outras duas rectas que intersectam as rectas paralelas nos

XT, _ XS,
XTI, XS,

"

Je

pontos Sy, Sz, T e Ty, respectivamente, e que se intersectam no ponto X. Entdo ¢

0 reciproco do Axioma de Semelhan¢a: *“Sejam s e f duas rectas concorrentes no ponto X, € sgjam

XS, X
XS, _ _,__.__E.., as rectas

S e S; os pontos de s, e T; e T; pontos de ¢, ndo comcidentes com X. S¢ ===
XS, XT,

§,T e $,T séo paralelas”.
O enunciado classico do Teorema de Tales diz o seguinte: “Sejam r;, r; € r3 trés rectas dum
plano, e 5 e ¢ duas outras rectas do mesmo plano, ndo paralelas a nenhuma das rectas r;, e que

intersectam as rectas »; nos pontos P; e Q,, respectivamente, parai = 1, 2, 3. Temos que:

PP ,
- Se as rectas, r, r; € #3, sd0 paralelas, entiio === = QQ, '
P2P3 Q2Q3
P[P2 QiQZ

= , entdo a recta r3 é

- Reciprocamente, se as restas »; ¢ r; so paralelas, e

paralela a r; e r,.” (Figura 111.2).

Mostra-se, comegando por admitir que as trés rectas, r;, r; € r3, sdo paralelas e
considerando uma recta & definida pelos pontos P; e Q3. A recta k ndio ¢ paralela a recta r; (visto que
se cruzam mas nio sdo coincidentes), portanto ndo é também paralela a r, (por transitividade),
portanto a recta k intersecta r;, digamos no ponto M. Logo aplicando o Axioma de Semelhanca duas

vezes, {emos:
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Q; 2 Qs
T k

Figura IIL.2: Teorema de Tales

QQ, . AM

Q,Q, MQ, PP,

O reciproco demonstra-se de forma andloga, usando o reciproco do Axioma de

Semelhanga. {c. q. d.)
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Apéndice IV - Deduciio da formula da drea de um triingulo (e.g. Aratjo

1999)

5]

h
b

Figura IV.1: P & um poligono decomposto em dois, Py e Ps. Figura IV.2: Rectingulo de base b ¢ altura /.
area P =drea P; + area P;. A area do rectingulo ¢ & A

D

b A b B

Figura IV.3: Paralelogramo de base b ¢ altura A. Figura IV.4: A[ABC] ¢ qualquer de base b e altura A.
A area do paralelogramo ¢ b A. [ABCD] € um paralelogramo ¢ a sua drea ¢ igual 3 soma

das areas dos A[ABC] e A[ADC]

Antes da dedugio da formula da drea de um tridngulo qualquer, vamos comegar por admitir
que se um poligono P for decomposto em outros dois, P, e P,, entdo a drea P ¢ a soma das areas de

P; e P, (Figura IV.1), que a area de um rectangulo’!

de base b e altura / ¢ igual ao produto b A
(Figura IV.2) e ainda que a 4rea de um paralelogramo de base b ¢ altura 4 é igual a b & (ver Figura
IV.3), ou seja, € igual a area do rectingulo com a mesma base ¢ a mesma altura.

Consideremos, entdo, o triingulo A{ABC], como na Figura IV .4. A érea do paralelogramo
[ABCD)], da Figura IV 4, é a soma das 4reas dos dois tridngulos congruentes'®: ATABC] e A[ADC].
Assim

area ([ABCD])=bh e area ([ABCD]) =2 area (A[ABC])).
Logo
b h

area (A[ABC])=bh <« érea (A[ABC)) = 5

1% pelo tradicional Axioma I3 (normalizagdo da dreu} da geometria euclidiana que diz: “a drea de um rectingulo de lados g e b &
a b.” (Roe 1993).
192 ver a nogiio de congruéneia na secgdo 3.1,

413



Apéndice V — Programa de Matematica do Ensino Secundario

Apresentamos o quadro resumo, da distribuigio dos temas em cada ano, do programa‘® de
Matematica presentemente em vigor. Salientamos o facto de actualmente se dedicar no ensino da
Geometria, aos nossos jovens estudantes, cerca de 39% da carga lectiva anual para os 10° e 11°
anos, o que representa cerca de 26% do total dos tempos de leccionagfio nos 3 anos do ensino

secundario.

10° ANO
1. Geometria no Plano ¢ no Espaco I
» Resolugdio de problemas de Geometria no plano e no espago
* O método cartesiano para estudar Geometria no plano € no espaco
e Vectores livres no plano e no espago
¢ Estudo vectorial da recta no plano e no espago

» Equagio reduzida da recta no plano

2. Fungées e Grdficos — Generalidades. Fungdes polinomiais. Fungdo modulo.

- Gréfico cartesiano de uma fungfio em referencial ortogonal

- Definigio de fung@o, grafico e representagdio grafica de uma fungio

- Estudo intuitivo de propriedades das: Fungbes quadraticas; referéncia & parabola; fung¢io
modulo; fungdes definidas por 2 ou mais ramos; fun¢des polinomiais (graus 3 e 4)

- Equagdes e inequagdes do 2° grau; inequagdes com modulos

- Decomposigdo de polindmios

3. Estatistica
- Objecto ¢ histéria
- Recenseamento e sondagem
- Populagdo e amostra
- Estatistica Descritiva e Estatistica Indutiva
- Organizag#o ¢ interpretagdo de caracteres estatisticos (qualitativos ¢ quantitativos)

- Medidas de localizago de uma amostra

193 programa de Matemética do Ensino Secundario (10° 11° ¢ 12° anos), de Janeiro 1997, do Departamento do Ensino Secundério —
Ministério da Educagiio.

414



- Medidas de dispersio
- Diagramas de “extremos e quartis”

- Referéncias a distribui¢des bidimensionais

11° ANO
1. Geometria no Plano e no Espaco 11
¢ Resolugio de problemas envolvendo trifingulos
* Angﬁlo e arco generalizados
¢ Funcdes seno, co-seno e tangente; definicdo e variacio (estudo no circulo trigonométrico)
» EquacgGes trigonométricas elementares
s Produto escalar de dois vectores no plano e no espago
+ Conjuntos definidos por condigdes
» Equacdo cartesiana de planos
o Interseccio de planos e resolucio de sistemas; Equacdes cartesianas da recta no espago

e Paralelismo e perpendicularidade de rectas e planos (interpretagio vectorial)

2. Introdugdo ao Cdlculo Diferencial I - Fungbes Racionais e com Radicais. Taxa de
variagdo/Derivada

- Bstudo de propriedades das func¢des racionais do tipo f(x) = a+b/(cx+d); Referéncia a
hipérbole

- Aproximagdo experimental da nogio de limite

- Operagdes com fungdes: soma, diferenca, produto, quociente, composigio

- Nogdo de taxa média de variagfo; nogéo de taxa de variagéo; interpretacdo geométrica e
fisica

- Determinagdo da derivada em casos simples; aplica¢des

- Inversio de fungdes; fungdes com radicais quadraticos € cubicos

3. Sucessoes

- Introducgdo ae concetto de sucessdo

- A sucessio como fungiio de variavel natural; sucessdes monotonas; sucessdes limitadas;
ProgressGes aritméticas e geomeétricas

- Estudo intuitivo de (1+1/n)" ¢ a primeira defini¢o de e
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- Limites: Infinitamente grandes e infinitésimos; limites de sucessdes e convergéncia;

determinacio de limites

12° ANO

1. Probabilidades e Combinatoria

- Introdugfo ao calculo de probabilidades

- Distribuicdo de frequéncias relativas e distribuicio de probabilidades

- Definigiio axiomatica de Probabilidades (caso finito) e propriedades; defini¢io de
probabilidade condicionada e sua verificago da axiomatica

- Combinatéria: Técnicas de contagem; permutagdes, arranjos com e sem repeticiio; pares
de um conjunto e combinagdes sem repeticfio; Propriedades; Tridngulo de Pascal; Bindmio de
Newton

- Aplicac@es ao cilculo de probabilidades; Acontecimentos independentes

2. Introdugdo ao Cdlculo Diferencial I

- Fung#o exponencial e fungdo logaritmica de bases maiores que 1; Regras operatdrias de
exponenciais e logaritmos; Aplica¢es concretas

- Limite de uma fun¢o segundo Heine; Propriedades operatérias sobre limites; Limites
notavets; Indeterminagdes; Assimptotas

- Continuidade: Teorema de Bolzano-Cauchy e aplicagdes numéricas

- Fungdes derivavels; Regras de derivacio e derivadas de funcGes elementares; Segunda
defini¢dv do nimero e; segundas derivadas e concavidade

- Estudo de fungdes em casos simples

- Problemas de optimizagdo

3. Trigonometria e numeros complexos

- Fungdes seno, co-seno e tangente; estudo de propriedades; cdlculo de derivadas

- Introducfio histérica dos nimeros complexos, através dos problemas da resolubilidade
algébrica

- Complexos na forme algébrica e na forma trigonométrica

- Opq}'{acf‘vﬁ

- pomu. s planos e condigdes em varidvel complexa
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Apéndice VI — Ficheiros Sketchpad™

Os exercicios/actividades/aplica¢des trabalhadas no Sketchpad estio organizadas em pastas
por capitulo respectivo, contidas numa disquete que juntamos em anexo. Em cada pasta, além de
outras pastas, os ficheiros estio organizados por tipo (*.gss e *.gsp).

O utilizador deve, depois de abrir o ﬂchéiro GSP ou (S8, clicar no botio de maximizagio
da janela do Sketch. Caso trabalhe com um ficheiro GSP, deve ler e seguir o texto que, em geral, o
acompanha. Caso trabalhe com um ficheiro G35, deve comegar por ler os comentarios que se fazem
a seu propdsito na barra de comentdrios, em seguida deve construir e seleccionar os objectos
geométricos necessarios a execucfo do Script (indicados na barra com o fundo negro — tendo em
atengfio que ¢ importante a ordem pela qual seleccionamos os objectos), num novo Sketch (abrindo
para o efeito, no menu File, a New Skefch). Para executar um ficheiro GSS, pode optar por um de
trés botbes: STEP — executa a construgdo passo a passo, tendo de o clicar sucessivamente; PLAY
permite fazer a construgdo de forma pausada mas animada; FAST — a construgdio ¢ feita
instantaneamente. Depois de feita a constru¢fio pode e deve sempre arrastar objectos geomeétricos
adequados (pontos, rectas, segmentos de recta, ...) por forma a perceber melhor a sua construcio € o

seu objectivo.



Apéndice VII - Produto Externo (ec.g. Magalhies 1998)

Produto externo de dots vectores € um vector ortogonal ao plano dos dois vectores dados e

de comprimento igual 4 area do paralelogramo definido pelos dois vectores dados (Figura VIL1).

Assim, dados dois vectores de R*, { = (w1, Uz, uz) & Vv = (wy, v, v3), chama-se produto externo de U
com ¥ ao vector de R*:
UXV = (Uvs = U3V, UsVy ~ W V3, WV — UpVy).
O produto externo em R’ admite as seguintes propriedades:
- Antissimetria: UxV = -V x1;
- Ortogonalidade: ixV é ortogonala U ea ¥,
- Medida de 4dreas: i x V|| € igual a drea do paralelogramo que tem como dois dos lados 0s

vectores U e V (Figura VIL1). Em particular,

=T — =121 =2 (=l RS
fluxvl= \/Ilull [ 9117 =(u.v)" =|lufj{v] sen8,
onde © € o angulo entre os vectores U e v, definido pelo produto interno usual em R? ,

o —— e

u.v i
cos 0 = — ou B =arccos ——

Iaf ivl RTINS

O sentido do vector que resulta do produto externo de dois vectores, nio nulos, pode ser
obtido a partir da orientag#o relativa de entre os trés vectores coordenados unitarios, i= (1,0, 0), -j
={0,1,0) e k =(0, 0, 1). Verifica-se que ix j = k, ¢ pode-se concluir que a orientaggo relativa do
terno ordenado (u, v, Uxv) é idéntica a do terno (f, }, fc). Ou seja, ixV aponta na direcgiio do
observador que vé a rotagfo do vector iU para o vector Vv, pelo menor dngulo possivel, no mesmo
sentido em que do ponto (0, 0, k) se observa a rotagio de i para ] (Figura VII.2) — este é o sentido

contrario ao dos ponteiros do relégio.
Vejamos dois exemplos de calculo do produto externo:

Exemplo 1. Temos que:
@ Tx3 =(1,0,0x(0,1,0)=(0-0,0-0,1-0)=(0,0,1)= k.
() kxT =(0,0, )x(1,0,0) = (0,0~ (~1),0)=(0,1,0) = J .

(c) ixk =(1,0,0x(0,0,1)=(0,0~1,0) =(0,~1,0) =~ .
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Figura VII.1: Produto externo.

jod}

i

Figura V1L.2: Sentido do produto externo.

Exemplo2, Comi=—i +3j +k,v=] +keW=1-4] +k, calcule os vectores

seguintes:
(a) uxv
Resolugdo: Comegamos por calcular @, v e W
G=-1+37 +k=-1,0,0)+30,1,0+(0,0, 1) = (-1, 3, 1);
v=] +k=(0,1,0)+(0,0,1)=(0, 1, 1);
W=1-47+k=(1,0,0-4(0,1,0+(0,0,1)=(1,-4, 1)
Entdo, temos que:

ix¥ =(-1,3, D)x(0, 1, ) =(3-1,0 —(~1),0-0) = (2, 1, O).

(b) ¥xw

Resolugiio: ¥x % = (0, 1, Dx(1,—4, 1) =(1-(=4),1-0,0-1)=(5, 1, -1).

(c) ux(vVxw)

Resolucdo: Ux(vxw)=(-1,3, Dx(5, 1, ~1)=(3~1,5~1,~1 - 15)=(-4, 4,-16).
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Apéndice VIII —- Resolucio de Sistemas de Equacdes

Existem quatro métodos principais de resolugdio de sistemas de trés equagdes lineares a trés
incégnitasm‘*: (i) o método de substituigio; (i) o método da adigdo ordenada ou de redugdo; (iii) o
método misto; (iv) o método de Gauss. Todos os métodos consistem na eliminacio, numa das
equagdes, de duas incdgnitas a fim de se encontrar o valor da terceira incognita.

Um sistema de trés equacgdes lineares a trés incognitas ¢ uma conjungio de trés equagdes
do primeiro grau com irés incégnitas. Os sistemas, na sua forma candnica, sdo do tipo:

ax+by+c,z=d,
a,x+b,y+c,z=d, <
a;x+b,y+c,z=d,
S axtby+ciz=di Aax+byy+ ez =d; A ax + by +cz=ds,
em que ai, az, a3, by, bz, bs, ¢y, €2 € ¢y slo os coeficientes das incognitas ou varidveis, X,y e z, € dy,
d; e d; sdo os termos independentes, sendo todos estes pardmetros nimeros reais.

Quanto a classificacio dos sistemas esta faz-se de acordo com o niimero de solugdes do
sistema. Assim, um sistema diz-se possivel e determinado se tiver uma Unica solugdo — um terno
ordenado (a, b, ¢). Um sistema diz-se possivel indeterminado quando tem um numero infinito de

solugdes. Quando o sistema ndo admite solugido este diz-se sistema impossivel.

(i) Os métodos de substituicdo, da adi¢do ordenada e o misto

O método de substituicdo consiste em resolver uma das equagdes do sistema em ordem a
uma das incognitas e substituirmos na outra equagdio ou nas outras equagdes, esta incognita pela
expressdo obtida, obtendo um sistema equivalente ao primeiro — ou seja, trata-se da aplicagio do

035

designado principio da substituicio'®. Resolvemos, a titulo de exemplo, pelo método de

substitui¢do, o sistema na forma candnica, de trés equagdes lineares em trés incognitas, seguinte:

194 Esses métodos podem ser generalizados a um qualquer nimero de equagdes de um sistema.
"5 Pprincipio da substituigio: se num sistema de equagdes resolvermos uma das equagics em ordem a uma das incognitas e
substituirmos na(s) outra(s) equagdo(des) essa incdgnita pela expressio obtida, obteremos um sisterna equivalente ao dado.
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X+y+z=1
X—-2y+5z=15
2x+3y-z=-6
Comegamos por resolver a 1* equagio do sistema em ordem a x (podia ser em ordem a uma outra

qualquer incognita), e fazemos a substitui¢do na 2* e 3% equagdes, obtendo estas duas equagdes em y

eemz:
x+y+z¥1 x=1-y-z X=l-y~z
x—2y+5z2=15 o <{(I-y-2)-2y+5z=15 < {-3y+4dz=14
2x+3y—z=-6 2l-y-2z2)+3y—-z=-6 y—3z=-8

Resolvendo a 3* equacio, por exemplo, em ordem a y e fazendo a substitui¢iio na 2* equagio,

obtemos esta equacio em z, cujo valor determinamos e substituimos nas 1 e 3% equagdes:

X=1-y-z x=1l-y~2z X=l-y=-2
-3(-8+432)+4z=14 & ~5z=-10 <= <z=2
y=-8+3z y=—-8+3z y=-8+3(2)

Encontrado o valor da incdgnita y, vamos o substituir na 1* equagZo e determinar, assim, os valores
das trés incognitas, que podem ser escritas pela ordem natural, x, y € z:

x=14+42-2 x=1

z=2 <> gy =-2

y=-~2 z=12
Sendo a solugdo dum sistema, de trés equagdes a {rés incdgnitas, dada por um terno ordenado do
tipo (X, v, z), obtivemos, para o sistema dado, a solugéo (1, -2, 2). Neste caso, o sistema diz-se

possivel e determinado.

(it) Método da adigdo ordenada ou de redugdo

Este método permite-nos substituir uma das equagdes do sistema pela que se obtém do
resultado de adicionarmos, membro a membro, essa equagiio com uma das outras (adicionamos
duas equacdes de tal modo que a incognita a eliminar aparega, em ambas as equagdes, com
coeficientes simétricos, para isso podemos multiplicar uma das equagdes ou ambas as equagdes por

niéimeros reais, nfo nulos, adequados), obtendo um sistema equivalente ao inicial — significa que tem
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por base o chamado principio da adigio ordenada'®. Exemplifiquemos, este método, resolvendo o

X+2y+z-6=0
sistema de trés equagdes lineares em trés incognitas seguinte: {2y =5-5z
52=-6-2y

X+2y+z=6
Comegamos por escrever o sistema na forma canénica: {2y +5z =35
2y+5z=-6
Agora multiplicamos os dois membros da 2* equagiio por -1 e adicionamos ordenadamente com a 3°

equacio, vem:

-2y-5z=-5
2ytoz=-6
Oy+0z=-11
Temos entdo o sistema equivalente:
X+2y+z=6
Oy+0z=-11
2y+5z=-6

Obtivemos um sistema em que a 2° equacgio € impossivel, donde o sistema n3o admite solugio e

logo & impossivel.
(iii) Método misto

Este método resulta da aplicacio simultanea dos métodos de substitui¢do ¢ de redugfo.
Exemplifiquemos a resolugiio dum sistema, de trés equagdes do primeiro grau a trés incdgnitas,

dado na forma candnica, pelo método misto:

x+3y+5z=2
2x=2y=-2z=4 (VHLD)
3x+2y+4z=5

Comegamos por eliminar, por exemplo, a incognita x na 2° e 3* equagSes. Para tal, multiplicamos os
dois membros da 1* equacfio por -2 e adicionamos ordenadamente com a 2° equagdo e
multiplicamos os dois membros da 1* equagdo por -3 e adicionamos ordenadamente com a 3°

equagio:

1% Principio da adiglio ordenada: se num sisterma de equagbes substituirmos uma equaglo pela que se obtém adicionando
ordenadamente, membro a membro, essa equagio com uma das outras equagdes, obteremos um sistema equivalente ao dado,

a2



—2X -6y ~-10z = -4 -3x-%y~15z=-6

2x~2y—- 2z=4 ¢ 3Xx+2y+ 4z=5

—-8y-12z=0 -7y —llz=-1
Substituindo as duas ltimas equagdes do sistema dado pelas duas equagdes obtidas nas somas ¢

simplificando-as, obtemos o sistema equivalente:

X+3y+5z=2 X+3y+5z=2
~8y-122=0 < 2y+3z=0 (VIIL.2)
-T7y-1llz=-1 Ty+1llz=1

Agora, eliminamos a incognita y (podia ser a incognita z) deste sistema, multiplicando os dois
membros da 2* equacdo por 7, multiplicando os dois membros da 3* equaglo por —2 e adicionamos

os resultados ordenadamente;

ldy+21z= 0
~14y~222=-2
—z=-2

Substituindo a 3% equagfio do sistema (VIIL2) pela soma obtida, vem o sistema equivalente.
Simplificando a 3* equagio deste sistema, determinamos z. Aplicando o método de substituigdo,
substituimos z da 2* equago, pelo seu valor e determinamos, assim, y. Substituindo, agora, z ¢ y da

1* equagdo, pelos seus valores respectivos determinamos x:

X+3y+5z=2 x+3y+5(2) =2  [x+3(+52)=2  [x=1
2y+3z=0 < 2y+3(2)=0 > gy =-3 < qy=-3
Z=2 z=2 z=2
—Z==2

Donde, a solucio do sistema dado é o terno ordenado (1, -3, 2) e, portanto, o sistema & possivel e

determinado.

(iv) O método de Gauss

O método adoptado para resolver o sistema (VIII.1) também se pode designar por método
de Gauss. Vamos agora apresentar o método de Gauss mas usando a notagdo matricial (Apéndice

IX). Consideremos o sistema de trés equagdes do primeiro grau com trés incognitas, seguinte:
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2x+y+z-1=0

A4x+y+2=0

—-2x+2y+z-7=0
Comegamos por escrever o sistema na forma candnica e, seguidamente, escrevemos a matriz
completa do sistema. Ou seja, organizamos a matriz com apenas os coeficientes das incégnitas, na
primeira parte da matriz, e, separado por um trago vertical, os termos independentes. Os coeficientes
de cada equagdio formam uma /inha da matriz ¢ os coeficientes de cada incégnita formam uma

coluna da matriz.

2x+y+z=1 2 1 1]t
4x +y=-2 -4 1 0]-2
2K+ 2y+z=7 -2 2 117

Agora pretende-se transformar a matriz quadrada — a primeira parte da matriz completa do sistema,
ou seja, ndo considerando a coluna dos termos independentes — numa matriz triangular (Apéndice
IX). Assim, temos que anular todos os elementos abaixo da diagonal principal desta matriz, mas
nenhum elemento da diagonal pode ser zero. Para isso, fazemos uma escolha conveniente para o
elemento da primeira linha ¢ primeira coluna, elemento esse diferente de zero (podemos, se
necessario, trocar linhas entre si), o pivot. Utilizando o pivot, reduzimos a zero, através de
transformagoes elementares (Apéndice IX), todos os elementos abaixo do pivot. Neste ¢caso, o pivot

¢ 2, multiplicamos a 1* linha por -2 e adicionamos & 2* linha, substituindo esta pelo resultado

obtido:
(-2)] 2 1 1|1 2 1 1 1
vl 4 1 0]2] >0 -1 -2|-4
-2 2 117 -2 2 1 7

Adicionamos a 1* linha com a 3® linha e substitui-se esta pelo resultado obtido.

Y2 1 1|1 2 1 1 11
0 -1 =214 > |0 -1 -2 -4
3] 72 1 7 0 3 2 |8

Toma-se agora ~1 como pivot, multiplicamos a 2* linha por 3 ¢ adicionamos a 3° linha, substituindo

esta pelo resultado que se obtém.

2 1 1 |1 2 1 1 |1
310 -1 -2 |-4] - |0 -1 -2 |-4
+—l0 3 2 |8 0 0 -4 |-4
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Obtivemos a matriz triangular dentro da matriz completa do sistema, bastando agora escrever o

sistema e resolve-lo por substituigo.

2x+y+z=1 2x+y+ (1) =1 Zx+ (2} +(H =1 x=-1
—y=-2z=-4 & (~y=-2D=-4 & Jy=2 < Jy=2
-4z =-4 z=1 z=1 z=1

Assim, a solugfio do sistema dado € o terno ordenado (-1, 2, 1) ¢, logo, é um sistema possivel e

determinado.
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Obtivemos a matriz triangular dentro da matriz completa do sistema, bastando agora escrever o

sistema e resolve-lo por substituigdo.

2x+y+z=1 2x+y+ () =1 2x+(2)+ () =1 X =-]
~y=-2z=-4 o -y-2l)=-4 & Jy=2 & y=2
—47=-4 z=1 z=1 z=1

Assim, a solugio do sistema dado ¢ o terno ordenado (-1, 2, 1) e, logo, é um sistema possivel e

determinado.
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Apéndice IX — Matrizes e Determinantes (c. g. Santos 1997)

107

O estudo das matrizes iniciou-se com os trabalhos do inglés Arthur Cayley ™. Uma matriz

ndo € mais que um quadro de nimeros, devidamente organizado, em linhas ¢ em colunas, Por

exemplo, ao quadro I:Z
e

} chama-se matriz rectangular do tipo (2x3), isto €, a matriz tem 2

linhas ¢ 3 colunas, em que na I* linha temos os elementos a, b, € ¢, na 2° linha os elementos d, e e f,
na 1 coluna os elementos @ € d, na 2* coluna os elementos b ¢ e, e na 3* coluna os elementos c ¢ f.
{(Monteiro 1980).

Genericamente representam-se os elementos de uma matriz por uma letra mindscula afectada
de dois indices, o primeiro representativo da linha € o segundo representativo da coluna: a;; ~
representa o elemento da linha 7/ e da colunaj. Na matriz acima temos, por exemplo, que: a; =d — €
o elemento da 2* linha e 1® coluna; a;3 = ¢ ~ ¢ o ¢lemento da 1* linha e 3* coluna. Em geral uma

matriz A (mxn) representa-se na forma:

A=la, a, .. a;
ay Ay a5,
am! am?. amn

Quando o numero de linhas € igual ao nimero de colunas, m = n, a matriz A designa-se por

matriz quadrada ou matriz de ordem n:

A=la, a, .. 3,
Ay 8, ... Ay,
A, @y ... ag

Uma matriz B de 3* ordem é, por exemplo,

B=]2 -3 1
0 5 -1
4 0O 3

Numa matriz quadrada de ordem n chamamos diagonal principal 3 diagonal constituida pelos
elementos a), a2, ..., a5, € chamamos diagonal secundaria 3 diagonal constituida pelos elementos

Ainy A2n-1, -y Any. Na matriz B de 3° ordem acima, os elementos da diagonal principal sdo: 2,5¢e 3; ¢

17 Arthur Cayley (182t ~ 1895) foi advogado de profissio, mas a partir dos seus 29 anos dedica-se ao estudo da matemitica,

produzindo cerca de um milhar de memarias sobre dlgebra e andlise,
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os elementos da diagonal secundaria sdo: 1, 5 e 4. Matriz triangular superior é uma matriz
quadrada em que sfo nulos todos os elementos abaixo da diagonal principal. Uma matriz triangular

supertor de 3* ordem, por exemplo, escreve-se na forma:

4 -3 0
0 -1 7.
0 0 1

Matriz triangular inferior ¢ uma matriz quadrada em que s3o nulos todos os elementos acima da

diagonal principal. Uma matriz triangular inferior de 3* ordem é por exemplo:

1 0 0
0 4 0f.
2 -1 3

Chamam-se transformagdes elementares numa matriz as transformacgdes que se podem
efectuar na matriz de um sistema para obter a matriz de um sistema equivalente, e sio as seguintes:
trocar a ordem das linhas; multiplicar todos os elementos de uma linha pelo mesmo nimero
diferente de zero; substituir uma linha pela sua soma com outra linha da matriz,

Determinante de uma matriz de ordem » ¢ o somatdrio dos seus termos. O termo de um
determinante de ordem » € o produto de » elementos da matriz quadrada de tal forma que nesse

produto entre um e um s6 elemento de cada linha e de cada coluna. Consideremos uma matriz A,

A ={an 312]
Ay Ay

Representa-se o determinante da matriz A por det 4 ou |A|. O valor do determinante de 2* ordem ¢

quadrada, de 2* ordem:

dado por:

lAl= 4 A=A ay —apay

aZi a'22
ou seja, multiplicam-se os elementos da diagonal principal e subtrai-se-the o produto dos elementos

da diagonal secundéria. Para a matriz D de 2° ordem, por exemplo:
D= 2 3
-3 1

D] = 2x1 — 3x(=3) = 11.

Consideremos agora uma matriz quadrada, A, de 3* ordem:

0 seu determinante ¢;
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O valor do determinante de 3* ordem é obtido do seguinte modo:
2A| =2y 2y 83T a,8,585; 8,585,383, 238,84 ~ 3,353, —8,,8,8;;, —8,,8,;a,,
Ay 8y Ay

a a

3 32 333

A regra de Sarrus'™®

¢ uma regra pratica para o calculo de determinantes de 3* ordem: “Os termos
positivos sdo o produto dos elementos da diagonal principal e os produtos dos elementos que
formam os tridngulos de bases paralelas 4 diagonal principal. Os termos negativos séo o produto dos
elementos da diagonal secundaria e os produtos dos elementos que formam os tridngulos de bases

paralelas a diagonal secundaria”. Exemplifiquemos o célculo do determinante duma matriz E de 3°

ordem:
E=2 -1 0
3 5 4
1 -2 3
entdo,

E|=[2 -1 0[=2x5x3+(=1)x4x1+0x3x(-2)=0x5x1~(~1)x3x3-2x4x(=2) =
3 5 4
1 -2 3
=30-4+0~-0+9+16=51.
Algumas propriedades dos determinantes:
- Se um determinante tem uma fila (linha ou coluna) de elementos todos nulos, o
determinante é nulo;
- Se multiplicarmos ou dividirmos uma fila por um numero diferente de zero o
determinante vem multiplicado ou dividido por esse nimero;
- Se uma matriz ¢ triangular o valor do seu determinante ¢ igual ao seu termo principal;
- Se num determinante duas filas paralelas sdio iguais ou proporcionais, ¢ determinante €

nulo.

"8 pierre Sarrus (1798 — 1861} foi um matemdtico francés, professor na Faculdade das Ciéncias de Strasbourg. Foi premiade, em
1848, pela Academia Francesa das Ciéncias pela autoria de um trabatho acerca dos integrais maltiplos. E, no entanto, mais
conhecido devide 4 sua célebre regra ¢ aos seus trabalho em Algebra Linear - ver http://chronomath.ireem.uniy-
mrs. f/chronomath/Sarrus. hitml.
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Apéndice X — Simetrias de Rotagdes de Poliedros

Figura X.1: A esquerda temos trés eixos de rotagiio do cubo, ¢, e; e ¢;, de ordem 4, que passam pelos

centros de duas faces opostas. A direita temos quatro eixos de rotagio do cubo, ry, 1y, 3 € 1y, de ordem

3, pois passam por dois vértices 0postos.

A nocdo de simetria € estritamente geométrica e absolutamente precisa (Soler 1990). Um

corpo, com uma configuragiio espacial € simétrico com respeito a um dado plano P se se transforma

em st mesmo por uma reflexdo em . Um plano de simetria no € mais que um espetho. Um plano

de simetria de um poliedro é um espelho tal que uma parte do poliedro se reflita exactamente na
outra parte.

Uma figura tem simetria rotacional em torno de um eixo e se se transforma em si mesma
por todas as rotagdes em torno de e. Um eixo de rotacio de um poliedro € uma recta que quando se
gira 0 poliedro em tomo desta, antes de dar uma volta completa, o poliedro apresenta sempre o
mesmo aspecto que na posicio inicial. Por exemplo, um eixo de rotagfio do cubo € a recta que passa
pelos centros de duas faces opostas (Figura X.1). A ordem deste eixo ¢ 4, pois rodamos 4 vezes
(neste caso, cada de 90°) e ainda obtemos a posi¢do inicial. De outra forma, dizemos que a ordem
deste eixo € 4 porque o cubo apresenta 4 vezes 0 mesmo aspecto guando se o gira por uma voita
completa (note-se que a posicdo do observador com respeito ao cubo, tem que ser a mesma
enquanto o cubo gira uma volta completa em torno do eixo). Ha outro tipo de eixo de rotagdo, que
passa por vértices opostos do cubo: sfio quatro eixos de ordem 3 (Figura X.1).

A ordem dos eixos de rbtag:ﬁo, nos poliedros platonicos, coincide com o nimero de lados

do poligono da face € no caso de passar por dois vértices opostos coincide com a ordem dos vértices
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Figura X.2: A esquerda temos trés eixos de rotagio do octaedro, e, e; € ¢;, de ordem 4, que passam
pelos vértices opostos, A direita temos quatro eixos de rota¢io do octaedro, r, #a, 13 € ry, de ordem 3,

que passam pelos centros de duas faces opostas.

€5 es

Figura X.3: Os pontos médios de arestas opostas definem também eixos de rotagdo: no cubo temos
seis eixos de rotagio, ey, €1, ¢, €4, €5 € €, de ordem 2 (a esquerda); no octaedro temos seis eixos de

rotacio, ry, ry, 13, Fa, Fs € g, de ordem 2 (4 direita).

(isto é, com o numero de arestas que nele concorrem}. No entanto, esta propriedade nfio se verifica
em geral para outros poliedros, nomeadamente para os poliedros arquimedianos. O octaedro tem
trés eixos de rotagiio de ordem 4, um por cada par de vértices opostos (Figura X.2). Cada um ¢
perpendicular a um plano de simetria do octaedro. O octaedro tem ainda outro tipo de eixo de
rotagfio — que passa pelos centros das faces opostas. Sdo quatro os eixos deste tipo e sdo de ordem 3
(Figura X.2).

Temos ainda um terceiro tipo de eixo de rotagdo, no cubo e no octaedro, que passa pelos

pontos médios de arestas opostas (Figura X.3). Na Figura X.3 pode ver que ha seis destes eixos de
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(=4
3 es

Figura X.4: A esquerda temos trés eixos de rotagdo do tetraedro, ey, €3, € €3, ¢y, de ordem 2, que passam
pelos pontos médios das arestas. A direita temos quatro eixos de rotagdo do tetraedro, ry, ra, 13, € 1y, de

ordem 3, e que passam por um vénice ¢ pelo centro da face oposta,

rotagiio, no caso do cubo e do octaedro, e sdo de ordem 2.
O tetraedro tem trés eixos de rotagdio, de ordem 2, que passam pelos pontos medios das
arestas (Figura X.4). Tem também quatro eixos de rotagdo de ordem 3, que passam por um vértice

do tetraedro e pelo centro da face que se The opde (Figura X.4).
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Apéndice XI - Poliedros Arquimedianos

109 (OU

Mostra-se neste apéndice, nas Figuras XI.1 — XI.13, os 13 poliedros arquimedianos
semi-regulares) e vamos o fazer de acordo com os tipos de faces, como na Tabela 4.4.
L. Poliedros com dois tipos de faces.

a) angulos poliédricos triedros:

er <%

Figura XI.1: Troncotetraedro ou tetraedro truncado — 8 faces. Tipo de vértices: g

Figura XI.2: Troncoctaedro ou octaedro truncado — 14 faces. Tipo de vértices: 4.6%

’g\ ‘. :3“
”/ 029

®

9 @

S

Figura XI.3: Troncoicosaedro ou icosaedro truncado — 32 faces. Tipo de vértices: 56~

1% Neste apéndice temos a segunda e tdltima excepgiio A representagio das figuras na tese, pois neste caso também se revelaria muito
dificil representar estes poliedros no Sketchpad. Assim, os 13 poliedros arquimedianos foram retirados do software Poly que pode
ver e fazer o seu download em http:/www.peda.com/poly/welcome.html.
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Figura XI.4: Troncocubo ou cubo truncado — 14 faces. Tipo de vértices: 3.8%

A
s
<
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v

Figura XI.5: Troncododecaedro ou dodecaedro truncado — 32 faces. Tipo de vértices: 3. 10%

b) dngulos poliédricos quadraedros:

Figura XI.6: Rombicuboctaedro — 26 faces. Tipo de vértices: 3.4°,
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Figura X1.7: Cuboctaedro — 14 faces. Tipo de vértices: (3.4)%

b
%50

‘%‘X h

_ap
_ '71
\‘\g"/ M

Figura XI1.8: Icosidodecaedro — 32 faces. Tipo de vértices: (350

c) dngulos poliédricos pentaedros:

Figura XI1.9: Cubo achatado / rombo ou cuborrombo (snub-cubo) — 38 faces. Tipo de vértices: 344,
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FiguraXI.10: Dodecaedro achatado / rombo ou dodecaedrorrombo (snub-dodecaedro) — 92 faces.
Tipo de vértices: 3*.5.

2. Poliedros com trés tipos de faces.

a) dngulos poliédricos triedros:

FiguraXI.11: Troncocuboctaedro ou cuboctaedro truncado — 26 faces. Tipo de vértices: 4.6.8.

0 ..
.o. o ,‘.
9"

0, &

FiguraXI. 12 Troncoicosidodecaedro ou icosidodecaedro truncado — 62 faces. Tipo de vértices: 4.6.10.
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a) angulos poliédricos quadraedros:

FiguraXI.13: Rombicosidodecaedro — 62 faces. Tipo de vértices: 3.4.5.4.
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Apéndice XII — Area da Superficie e Volume do Cone e da Esfera (. g
Ferreira 1996)

O trapezoide estd definido por uma porgéo continua e nfo negativa do grafico de y = f(x),
pelo e1xo das abcissas e por segmentos de recta situados sobre as rectas x = a ¢ X = b (Figura XIL.1).
O trapezdide representado na Figura XIL1, ao rodar em torno do eixo dos xx, gera um sélido de
revolugdo. Consideremos, pois, a porgdo sombreada (cinzento) desse trapezoide, com uma base de
comprimento dx. Sendo dx muito pequeno, ela sera aproximadamente um rectdngulo que, ao rodar
em torno do eixo dos xx, gera um cilindro de raio da base f(x) e altura dx. O seu volume sera
nf{f(x)]* dx. O volume do s6lido de que falamos deverd ser a soma de todos estes volumes

infinitesimais de x = a até x =b. Entio, o volume de tal trapezdide é dado pelo integral'':

b b
Volume = Irr[f(x)]z dx < Volume=n I[f(x)]z dx.

a

O integral que da a area lateral de um sélido, gerado pela rotagZo de um trapezodide, é dado por:
b
Area=2n j FoOT+ [ ()P dx,

que corresponde, de modo intuitivo, a soma das areas laterais de cilindros de areas laterais

infinitesimais, de raio da base f(x) (¢ o seu perimetro é 2nf(x)) e a altura 1/1+[f‘(x)]2 dx
(comprimento infinitesimal de linha), entre a € b.

O cone pode ser gerado por um trapezodide como indicado na Figura XI1.2. Considerando,

entdo, o cone de revolugdo de altura 7 e raio da base » (Figura XI.2), temos que f{x) = —x, e

=l I

portanto o seu volume serd:

h 2 2 h 2 3 2 1,3
Volume =m J‘[ix} dx = n—rz—'[xzdx S [ L b -1~7rr2h,
Jh h? ] B’

r , .
e como f'(x) = e a sua area lateral sera dada por:

b 2 2 b 2 2 2
P r S ¢ r o F b+ xT
AreaWZnJ‘Ede?dx --Z‘RH 1/14-11——2— !xdx Znh . [ ; } .

0

"% Trata-se do integral que pode ser calculade pela regra de Barrow: “Sendo f uma fungio continua num intervalo [a, b] ¢ F uma
b

primitiva qualquer de f no mesmo intervalo, tem-se _[f(x)dx = F(b) ~ F(a)”" (Ferreira 1987).
3
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Figura XIL1.2: Cone de altura # ¢ raio da base r: pode ser gerado por um trapezdide cujo grafico é
traduzido pela funcio f{x) -—“—;i—x; a sua superficie lateral é obtida pela rotagio em torno do eixo das

abcissas do tridngulo de catetos / e r ¢ hipotenusa g — a geratriz do cone.

Figura XI1.3: Esfera de raio r: pode ser gerada por um semicirculo de centro na origem do referencial

. . , . . = [2 2
que roda em torno do eixo dos xx e cujo grifico ¢ traduzido pela fungdo y = vr” —x" ; a sua
superficie é obtida pela rotagio em tomo do eixo das abcissas de uma semicircunferéncia de centro na

origem.

Donde, aplicando o Teorema de Pitdgoras ao tridngulo rectangulo de catetos & e r ¢ hipotenusa g

{(geratriz do cone): g2 =h? + r*; vem
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hZ _I;-g”hl

Area = 21t— = =2
h h h h

A esfera pode ser gerada por um semicirculo de centro na origem do referencial O e raio r

(Figura XI1.3). Assim, neste caso, fazendo f(x) = ¥r* —x* , o seu volume é dado por:

Volime =7 ]'( /rz — gl )de o ](rz —Xsz =1r|:r2x—~x§-:|r =7{r3 _%_[_H +.IiJ] .

3

-X , ; b
Como temos f ’(x) = ———=—, a area da superficie esférica é:
2 2
r‘—x

Area=2n J'w/r -X JI+( dx =2n J.\/r -x? 1+

ﬁJ
—dx =2n J‘H

=2n I\/r -x?

= 2n ]rdx =2nr [xl_i =2mr (r— (-1)) =

,/ o J

= 4nr?,
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