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Resumo

O propésito principal desta tese é a extensdao do espago S’ (IR) das distribuigoes
temperadas de Schwartz, usando o mesmo método de dualidade utilizado por Laurent
Schwartz na sua Teoria das Distribuigdes (ver [Sch66]). Neste sentido, construimos
um espaco de ultradistribui¢oes exponenciais, X', que é fechado para os operadores
de derivacao, translagao complexa e transformacao de Fourier. Para além destes o-
peradores serem lineares e continuos de X’ em X', a translacdo complexa e a trans-
formacao de Fourier definem um isomorfismo vectorial e topolégico neste espaco de
ultradistribuicoes o que, como sabemos, generaliza o belo resultado de Schwartz para
as distribuigoes temperadas.

Estudamos as propriedades topoldgicas de X’ e demonstramos que o espago S’ (IR)
estd contido com injeccao candnica continua e densa no nosso espaco de ultradis-
tribuicoes exponenciais. A construcao do espaco X’ baseia-se na estruturacao de um
espago de fungdes teste X, que se injecta candnica, continua e densamente em S (IR) .
Este espaco X é um limite projectivo maximal de um espectro projectivo, constituido
por espacos localmente convexos; definimos X’ como sendo o dual forte de X. Por fim,
identificamos algumas ultradistribuicées de X', obtemos algumas séries de multipo-
los convergentes neste espago e vemos que estas séries tém grande aplicabilidade na
resolucao de equacoes diferenciais ordinarias.

Palavras Chave
Distribuicao
Ultradistribuicao
Transformacao de Fourier
Série de multipolos
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Abstract

The main intention of this thesis is the extension of the space S’ (IR) of Schwartz
tempered distributions, using the same duality method used by Laurent Schwartz in
his Distribution Theory. In this sense, we construct a space of exponential ultradis-
tributions, X’, closed for the derivative operators, for complex translations and for
Fourier transform. These operators are linear and continuous of X’ in X’; the complex
translations and the Fourier transform define a vectorial and topological isomorphism
in our space of ultradistributions, that generalizes the beautiful result of Schwartz for
tempered distributions.

We study the topological properties of X’ and we prove that the space S’ (IR) is
contained with continuous and dense injection in our space of exponential ultradistri-
butions. The construction of X’ is based on the construction of a space of test functions
X, that is embedded canonical, continuous and densely in S (IR). This space X is a
maximal projective limit of a projective specter, of locally convex spaces; we define
X' as the strong dual of X. Finally, we identify some ultradistributions of X', we get
some convergent multipole series in this space and we see that these series have great
applicability in the solution of ordinary differential equations.

Keywords
Distribution
Ultradistribution
Fourier transform
Multipole serie
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Notacao

Salvo mencao contraria, todo o espago vectorial considerado neste trabalho serd com-

plexo.

O simbolo/
A expressao

Designa/
Abrevia

e.v.
e.v.t.
e.l.c.
s.f.v.
N
N,
R
R+

R-
C
K
£

<'>'>E’,E

C(k), keR
D" meIN
€(R) =€ (R)

Espago vectorial

Espaco vectorial topolégico

Espaco localmente convexo

Sistema fundamental de vizinhancas

Conjunto dos nimeros naturais incluindo o zero
N\ {0}

Conjunto dos nimeros reais

Conjunto dos nimeros reais positivos

Conjunto dos nimeros reais negativos

Conjunto dos ntimeros complexos

RouC

Dual topolégico do espago E

Produto de dualidade entre E' e E

Maior inteiro que nao excede o nimero k
Derivada de ordem m em relacao a varidvel x
Espaco das fungoes indefinidamente diferencidveis
Espago das fungoes de € (IR) = C* (IR) com
suporte compacto

Varidveis mudas (convengao de Russel)

Espago das funcoes teste de Schwartz
le;ngDHLoo(]R), com [, m € IN (Semi-normas
definidas em S (IR))

Injeccao continua

Injeccao continua e densa

Espaco das distribuigoes temperadas de Schwartz
Espago das funcoes continuas e limitadas

em IR que convergem para zero no infinito
Espago das classes de equivaléncia de fungoes
mensurdveis de médulo p integréavel em IR
Produto interno definido em L? (IR)




O simbolo/
A expressao

Designa/
Abrevia

L= (R)

H'HLq(IR)
f
0q, a € IR

Ta$P
*

®
P=P(R)

CeJr (IR)
~’467L (IR)

~'46+ (C)
Ce+,oo (IR)

Aet oo (R)
Aet o0 (C)

Ce- (R)

Espago das classes de equivaléncia de fungoes
mensurdveis e essencialmente limitadas em IR

Norma em L7 (IR), com ¢ € [1, 4]

Transformagao de Fourier

Distribuicao de Dirac no ponto a

¢ (T — a) (Operador translagao)

Produto de convolucao

Produto tensorial

Espaco vectorial de todos os polinémios complexos
definidos em IR

Espago das funcoes continuas de crescimento exponencial
em IR

Espaco das fungoes analiticas de crescimento exponencial
em R

Espaco das fungoes inteiras de crescimento exponencial em C

Espago das funcoes de crescimento exponencial

lento em IR

Espaco das fungoes analiticas de crescimento exponencial
lento em IR

Espago das funcoes inteiras de crescimento exponencial
lento em C

Espaco das fungoes continuas de decrescimento exponencial
em IR

Espaco das fungoes v continuas tal que ¢ = p - exp (—az?)
compePeacRT

(—=1)" exp (z?) D" (exp (—x?)) (Polinémio de Hermite

de ordem n)

(2“n!ﬁ)71/2 exp (—2%/2) H, (z) (Fungao de Hermite

de ordem n)

Conjunto das fungoes de Hermite
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O simbolo/
A expressao

Designa/
Abrevia

span 'H
Ker f
Ce- o (IR)

Vii,mq (90)

Xo (R)
Mkt ma (v)

X (R)

B (Xp, Xo)
o (X, Xo)
X,

My oy ()

X
limZ 7t (%,)

%l
B(X, X)
o (X, %)

Espaco gerado pelas fungoes de Hermite
Nicleo da aplicagao f
Espaco das fungoes de decrescimento exponencial
répido em IR
Hekl“’%‘D;mgoHLoo(m) , com k1,m; € IN (Semi-normas
definidas em C.- » (IR))
{p €C o (R)ANFp € Ce- o (R)}
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(Semi-normas definidas em X, (IR))
Espago de Distribuigoes generalizadas (dual forte de Xy (IR))
Topologia forte em X, (IR)
Topologia fraca em X, (IR)

p:C— C|¢éinteira, Vb,ycR [b<rAlyl<r
{ e Tip € Xg(R) A Vki,mi €N . (p) < o0 }
SUDy ye[—r.r] Mhy,ma (ebfny@), com ki, m; € IN (Semi-normas
definidas em X,)
New X,
limite projectivo da familia (X, ), relativo a familia de
aplicacoes (1), cn
Espago de Ultradistribuigdes Exponenciais (dual forte de X)
Topologia forte em X’
Topologia fraca em X’
Fim de demonstracao

vii



Capitulo 1

Introducao

The most exciting phrase to hear in science, the one that heralds new
discoveries, is not “Fureka!” but “That’s funny...”

Isaac Asimov

Ao longo dos tempos muitas tém sido as contribuicoes importantes para a criacao
das distribuigoes, entre as quais se destaca as dos investigadores Heaviside, Dirac, Leray
e Sobolev (cf. [Hea93, Dir27, Ler34, Sob36]). No entanto, o primeiro grande estudo
metddico e desenvolvido desta teoria deveu-se ao matematico francés Laurent Schwartz,
em 1950 (cf. [Sch66])!, sob o titulo: “Théorie des Distributions”.

Devido aos profundos conhecimentos prévios de Andlise Funcional que sao exigidos
para a compreensao da Teoria das Distribuigoes desenvolvida por Schwartz, surgiram
mais tarde outras estruturagoes das distribuicoes, onde se requeriam menos conhe-
cimentos preliminares®. De entre estas, distingue-se o elegante trabalho de Sebastiao
e Silva (ver [SeSb5c]), que se baseia numa pequena, simples e intuitiva axiomatica,
onde as distribuicoes sao vistas como derivadas generalizadas de fungoes continuas
usuais. Ficam assim justificadas as denominagoes “funcao generalizada” e “derivada
generalizada”, anteriormente usadas para designar distribuicao.

Em condigoes mais gerais do que as exigidas na anélise cldssica, as distribuicoes
deram sentido a derivacao e, deste modo, contribuiram grandiosamente para a justifi-
cacao de alguns cdlculos simbdlicos®, até entao efectuados empiricamente, na sua grande
maioria por fisicos e engenheiros. Surgiu por isso uma nova definicao de derivada, o
que causou um amplo e crescente interesse nesta drea, essencialmente na teoria das
equagoes diferenciais.

Mas, como em todas as dreas cientificas, a Teoria das Distribui¢oes também tem as
suas limitagoes. Como exemplo, refira-se que as séries de multipolos, ou seja, entes do

'Este tratado apareceu inicialmente em dois volumes e foi publicado em 1950-51 na coleccao:
Actualités Scientifiques et Industrielles, n®® 1091 e 1122.

2Ver também [AMS73, Ligh8, Mar63].

3Nomeadamente, justificou-se por completo o uso da, até entdo, chamada funcio de Dirac, intro-
duzida por Heaviside (cf. [Hea93]) e extremamente utilizada por Dirac na mecénica quantica (cf.
[Dir27)).



tipo E . bjé(J ), onde b; é uma sucessao de nimeros complexos e 0 ¢ a distribuicao de
J>

Dirac, nem sempre sao convergentes no espago das distribuigées D’ (IR) ; s6 0 sdo no caso
trivial em que apenas um nimero finito de b; é nao nulo. Dada a grande importancia
e utilidade destas séries na teoria quantica dos campos, sentiu-se a necessidade de
estender o espaco das distribuigoes.

Outro tipo de situacao face & qual a teoria das distribuig¢oes se mostra insuficiente,
consiste na impossibilidade de efectuar a translacao segundo o vector ia, com a € IR,
de uma qualquer distribuicao. Estas translacoes sao tteis para a resolugao do seguinte
problema de Cauchy (onde w € C):

{ uw (t) —wDu(t) =0
u(0) = ug

num espaco F de funcoes, cuja solucao é, como se sabe,
u(t) = up (T + wt) = T_wip.

A solucao de um problema tao simples como este envolve, no caso de w nao ser real,
uma translacao complexa.

Neste sentido, muitos foram os matemadticos que generalizaram o conceito de dis-
tribuigdo. G. Kothe, em 1952 (ver [K6t52]), definiu as distribuigoes de fronteira ou as
“Randverteilungen” como fungoes analiticas no complementar de uma curva simples
e fechada de C. Mostrou também que estas distribuigoes se identificavam, sob certas
condicoes, com um grupo de distribui¢oes de Schwartz. Um ano mais tarde, Tillmann
(cf. [Til53]) generaliza essas distribui¢oes de fronteira a C". Em 1956, Ehrenpreis (cf.
[Ehr56]) define, por dualidade, a transformagao de Fourier F em todo o espago D’ (IR);
o espago F (D' (IR)) nao é constituido por distribuigdes, mas contém estritamente o
espaco S’ (IR) das distribuicoes temperadas de Laurent Schwartz.

Em 1958, com a publicagao do artigo “Les fonctions analytiques comme ultra-
distributions dans le calcul opérationnel”, surge o conceito de ultradistribuicao, da
autoria do matematico Sebastiao e Silva (veja-se [SeS58a]). Neste trabalho, apresenta-
-se os espacos de ultradistribuigoes temperadas e de tipo exponencial sobre IR, que
contém os seus respectivos espacos homénimos de distribuigoes. Tal como Kothe,
Sebastiao e Silva manteve o cuidado de representar os novos entes em termos de funcoes
analiticas, o que conferiu & sua teoria uma vasta flexibilidade. Assim, o matemdtico
portugués nao sé esclareceu as questoes da translacao complexa e da convergéncia das
séries de multipolos, como também obteve uma generalizacao do magnifico resultado
para as distribuigoes temperadas de Schwartz, que se resume da seguinte forma: a
transformacao de Fourier prolonga-se num isomorfismo vectorial e topolégico do espago
das ultradistribuicoes de crescimento exponencial em si mesmo.

A teoria das hiperfungoes de Sato, que aparece em 1959 (cf. [Sat59]), embora tam-
bém use a representacao por fungoes holomorfas e generalize o conceito de distribuicao,
revela-se insuficiente no estudo das séries de multipolos. Como j& tivemos oportunidade
de referir, esta questao foi solucionada por Sebastiao e Silva em [SeS58al.

No ano de 1963, Anténio de Sousa Menezes (ver [Men64, Men67]) construiu, por
via axiomadtica, os espacos das ultradistribuicoes de ordem finita ou infinita e com



crescimento arbitrario sobre um aberto nao vazio de IR. Estas ultradistribuicoes foram
definidas como sendo as translatadas complexas formais de distribuigoes.

E desta forma que, em 1967, surge uma vez mais o nome de Sebastifo e Silva
(cf. [SeS67]) associado ao estudo das ultradistribui¢oes temperadas, onde retoma a
andlise das séries de multipolos. E no seu artigo “Les séries de multipoles des physi-
ciens et la théorie des ultradistributions”, que através da transformacao de Stieltjes e
das translagoes complexas, constréi novamente o espaco das ultradistribuicoes tempe-
radas. Generaliza também as nocoes de limite no infinito e de integral em IR para uma
ultradistribuicao temperada.

Aproveitando diversos temas sugeridos por Sebastiao e Silva nos seus trabalhos
referidos em [SeS58a, SeS67], o matemdtico J. Silva Oliveira, em 1983 (cf. [SO83)),
introduz uma nocao de produto de certo tipo de fungoes inteiras por ultradistribuicoes
de suporte compacto e estende esta mesma definicao a espacos de ultradistribuicoes
mais amplos, também por ele construidos.

Tendo em consideracao a teoria de Anténio de Sousa Menezes e seguindo algumas
perspectivas de investigacao langadas por Sebastido e Silva em [SeS67], Luisa Ribeiro,
em 1990 (cf. [Rib90]), introduziu uma definigdo de limite para uma ultradistribuigao
num ponto e no infinito. Generalizou assim, as correspondentes nocoes ja existentes
para o caso das distribuigoes devidas respectivamente a S. Lojasiewicz em [Loj57]
(limite num ponto) e a Sebastido e Silva em [SeS63] (limite no infinito).

Luis Loura, em 1993 (cf. [Lou03]), construiu um espago de fungoes teste que estd
contido com injecgao canodnica continua e densa no espago D (IR) das fungGes indefinida-
mente diferencidveis de suporte compacto. Tal como Schwartz, Lufs Loura utilizou o
método de dualidade obtendo, por isso, um espacgo de distribuicoes generalizadas que,
ao contrdrio de Sebastiao e Silva e de J. Silva Oliveira, contém o espago das dis-
tribuigdes D’ (IR) e consequentemente o espago S’ (IR) das distribuigoes temperadas.
Apesar de nao ter obtido uma generalizacao da transformacgao de Fourier no seu espaco
de distribuicoes generalizadas, Luis Loura demonstrou um teorema de estrutura neste
espaco. Note-se que grande parte das teorias existentes até entao nao foram feitas por
dualidade.

Com vista & generalizagao do operador transformacao de Fourier, Lufs Loura e
Francisco Viegas, no artigo “Hermitean ultradistributions” de 1998 (cf. [LV98]), intro-
duziram o espaco das ultradistribuicoes hermiteanas utilizando exactamente o mesmo
argumento de dualidade usado por Schwartz na sua Teoria de Distribui¢oes (ver [Sch66]).
Embora este espaco de ultradistribuicoes de Hermite contenha o espago das distribuigoes
temperadas de Schwartz, nao se relaciona com o espago das distribui¢oes D’ (IR) e nem
ao menos estao definidas as translagoes reais. A transformacao de Fourier define aqui
um isomorfismo vectorial e topoldgico.

Usando o método de dualidade, o presente trabalho de investigacao tem como ob-
jectivo estender o espago S’ (IR) das distribuigdes temperadas de Schwartz, de forma
a obter um espaco de ultradistribuicoes, onde se conserve a invaridncia dos opera-
dores? determinados em S’ (IR), nomeadamente se verifique o isomorfismo vectorial
e topoldgico da transformacao de Fourier neste espago e se dé sentido as translagoes

4 A saber, os operadores de derivacdo, translacdo real e tranformacao de Fourier.



complexas. Repare-se que, pelo facto das distribuicoes temperadas de Schwartz serem
derivadas de funcoes continuas com crescimento polinomial lento®, o processo mais
natural para construir um tal espaco de ultradistribui¢oes, X', que contenha como
subespago préprio o espago S’ (IR), é exigir que ele seja o dual de um espaco das
funcgoes teste, digamos X, onde, para além de se ter um decrescimento mais rdpido do
que o polinomial®, se tenha ainda a inclusao canénica continua e densa de X em S (IR).

Facamos entao uma breve alusao ao conteido deste trabalho.

No capitulo 2, recordamos algumas nogoes bésicas e resultados essenciais das teo-
rias dos espacos vectoriais topoldgicos, das distribuigoes temperadas de Schwartz e da
transformacao de Fourier.

O capitulo 3, por sua vez, é dedicado ao estudo das fungoes de crescimento ex-
ponencial. No pardgrafo 3.1, provamos a invaridncia do espago vectorial das funcoes
continuas de crescimento exponencial para os operadores de translagao real e pro-
duto por fungdes do mesmo espago. Analisamos na seccao 3.2 as fungoes analiticas de
crescimento exponencial em IR, as fungoes inteiras de crescimento exponencial em C e
apresentamos ainda um teorema que nos garante o crescimento exponencial em C, de
uma fungao inteira (este resultado deve-se a Sebastiao e Silva (cf. [SeS58a, SeS67]) e
foi também demonstrado por J. Silva Oliveira (ver [SO83])). Na tltima secgao deste
capitulo, introduzimos as fungoes de crescimento exponencial lento e obtemos também
aqui a invariancia para o produto e para as translagoes reais, com a particularidade
deste espaco ser fechado para a derivacao.

O capitulo 4 trata das funcoes de decrescimento exponencial. Desta forma, na
seccao 4.1, estuda-se o espaco das fungoes continuas de decrescimento exponencial,
onde se descreve algumas das suas propriedades vectoriais, e nomeadamente se prova
que este espago é fechado para a translacao real e para o produto por funcoes continuas
de crescimento exponencial. No subcapitulo 4.2 introduz-se o espago’ G, (IR), com
a > 0. Vé-se também que G1 (IR) é denso em S (IR), facto este que se reveste de
grande importancia, pois nele assenta a prova da densidade do nosso futuro espaco
de funcoes teste X no espaco S (IR). No pardgrafo 4.3, constréi-se o espaco C.- « (IR)
das funcoes de decrescimento exponencial rapido, onde se mostra que é fechado para a
translacao real, para a derivacao e também para o produto por fungoes de crescimento
exponencial lento. Contudo, C.- , (IR) néo é fechado para a transformada de Fourier.
E ainda nesta seccao que se mune este espaco com uma estrutura de espacgo vectorial
topoldgico e analisa-se as respectivas propriedades topoldgicas.

E no capitulo 5 que construimos o espaco X (IR), que pode ser chamado de “pré-
-espago” de funcoes teste, pois o seu dual topoldgico apenas verifica os dois primeiros
requisitos atrds mencionados. Uma vez que C.- o, (IR) nado é fechado para a trans-
formada de Fourier, o espago X, (IR) é, deste modo, constituido pelas fungoes de de-
crescimento exponencial rdpido, cujas transformadas de Fourier obedecem também a

"Este facto impossibilita, por exemplo, a existéncia de solu¢do nao nula em S’ (IR) da equagdo
diferencial v’ —u = 0.

6Como veremos, o decrescimento exponencial é o que mais nos convém.

"G, (R) & o espaco das fungdes continuas em IR que resultam do produto de polinémios por expo-
nenciais do tipo exp (—0@2) , com a > 0.



esta propriedade. Tal como o espaco C.- » (IR), na sec¢do 5.1 mostra-se que X, (IR) é
fechado para as translagoes reais, para a derivacao e para os produtos por polinémios
e por fungdes do mesmo espaco. E importante salientar que, embora ¥ (IR) nao seja
fechado para o produto por exponenciais, é-o para a transformacao de Fourier. Ainda
neste pardgrafo reconhecemos que toda a funcao deste espaco é prolongédvel a C como
funcao inteira, concedendo-nos assim uma grande maleabilidade. O subcapitulo 5.2
diz respeito ao estudo das caracteristicas topolégicas deste espaco. A continuidade dos
operadores definidos em X (IR) é também aqui analisada. Para além disto, e como se-
ria de esperar, X, (IR) estd contido, com injecgao canénica continua e densa, no espago
S (IR) de Laurent Schwartz.

Ao longo do capitulo 6, estudamos o dual forte de X, (IR), isto é, o espago de
distribuigoes generalizadas X{, (IR). Naturalmente que Xj, (IR) ¢ invariante para a ge-
neralizacao natural dos operadores definidos em X; (IR), que continuam a ser lineares
e continuos de X{ (IR) em X{, (IR) . O resultado de Schwartz para as distribuicoes tem-
peradas é também aqui generalizado, ou seja, a transformacao de Fourier prolonga-se
num isomorfismo vectorial e topolégico de Xj, (IR) em si mesmo. Verificamos também
que, para além de X, (IR) se injectar canénica, continua e densamente em S (IR) , tam-
bém se injecta, da mesma forma, no seu dual X{, (IR), o que nos garante a injecgao
canénica continua e densa do espago S’ (IR) das distribuigoes temperadas de Schwartz
em X;(IR). Sao ainda identificadas algumas distribui¢oes de X, (IR) e é dada uma
condicao suficiente para que as séries de multipolos sejam convergentes neste espaco
de distribuicoes generalizadas.

Como j4a referimos, as translagoes complexas nao estao definidas no espago Xj (IR).
Por forma a ultrapassar esta limitacao, estendemos este espaco a um espaco de ultra-
distribuiges, X’. Assim, no capitulo 7, estruturamos um espago de funcoes teste X,
contido com injeccao candnica continua em X, (IR) e, por conseguinte em S (IR) , sendo
a inclusao neste ultimo espago densa. Temos ainda que X é um limite projectivo maxi-
mal de um espectro projectivo, (X;), o , constituido por espagos localmente convexos,
contidos com injeccao candnica continua uns nos outros. O espaco X é fechado para os
operadores de translagao complexa, derivagao, transformagao de Fourier, produto por
polinémios e produto por exponenciais. Todos estes operadores sao lineares e conti-
nuos em X; em especial a transformacao de Fourier continua a definir um isomorfismo
vectorial e topolégico neste espago.

Finalmente, no capitulo 8, constréi-se por dualidade o espaco de ultradistribuicoes
exponenciais® X’ e verifica-se que, neste espaco, se conserva a invariancia para os ope-
radores de translacao complexa, derivacao, produto por polinémios, produto por expo-
nenciais e transformacao de Fourier, que foram previamente definidos em X. Mantém-se,
por transposicao, a linearidade e a continuidade destes operadores em X’. Generaliza-se
assim, o operador transformagao de Fourier que se prolonga num isomorfismo vectorial
e topolégico de X' em si mesmo. No subcapitulo 8.3, tal como acontecia em X, (IR),
prova-se que toda a funcao continua de crescimento exponencial em IR se identifica com
uma ultradistribuicao exponencial de X’. Além disso, obtém-se algumas séries de mul-

8E importante frisar que nao se deve confundir as ultradistribuicdes exponencias de X’ com as
ultradistribuigoes de crescimento exponencial de Sebastido e Silva.



tipolos convergentes e demonstra-se que o espago S’ (IR) se injecta candnica, continua
e densamente em X’.

Embora ainda nao esteja provado, pensamos que o nosso espaco de ultradistribuicoes
exponenciais X’ contém o espago das ultradistribuicoes de crescimento exponencial de
Sebastiao e Silva (este dltimo espago também desenvolvido por J. Silva Oliveira). Seja
como for, no nosso caso, usamos o método de dualidade que, para além de ser diferente
do do matemadtico portugués Sebastiao e Silva, nos confere grande maleabilidade.

Apresentamos no capitulo 9 alguns exemplos de ultradistribuicoes exponenciais com
representacao em série de multipolos convergente em X’ e mostramos como é possivel
resolver equacgoes diferenciais ordindrias neste espago, utilizando séries de multipolos.
Terminamos o capitulo, com algumas observacoes e reflexoes, a nosso ver, de carédcter
pertinente.



Capitulo 2

Preliminares

The last thing one knows when writing a book is what to put first.

Blaise Pascal

Este capitulo tem como principal objectivo apresentar os conceitos e resultados fun-
damentais! das teorias dos espacos vectoriais topolégicos, das distribuicoes temperadas
de Schwartz e da transformacao de Fourier. Procuramos assim, contribuir para uma
mais facil leitura e compreensao dos assuntos abordados ao longo desta dissertagao. Na
sua generalidade, estas nogoes podem ser encontradas em alguns dos volumes indicados
na Bibliografia, tais como: [Bou87, CF90, Gue90, HP94, RR73, RS75, Sch66, Sch70,
Vie90].

2.1 Espacos vectoriais topolégicos

Neste paragrafo introdutério recordaremos as nocoes necessédrias para definir espaco
vectorial topoldgico, localmente convexo, tonelado, Montel, Fréchet e bornolégico. Ca-
racterizaremos também as vizinhancas num espaco vectorial topoldgico e apresentare-
mos alguns resultados tteis ao estudo das caracteristicas topolégicas dos espagos ante-
riores.

Comecemos por definir conjuntos convexo, equilibrado, absolutamente convexo e
absorvente:

Definicao 2.1.1 Consideremos E um espago vectorial (e.v.) sobre o corpo IK (IK=IR
ou C) e seja A um subconjunto de E. Se

Ve,ye B Yte|0,1] zyeA=te+(1—-1t)y e A,

1Optaremos apenas por demonstrar alguns dos resultados enunciados pela sua pertinéncia e sempre
que se justifique no 4mbito do presente trabalho.



entao dizemos que A é convexo.
O conjunto A é dito equilibrado se, e so se,

VeeA YAelK |N<1= €A

Diremos que A é absolutamente convexo se for simultaneamente convexo e equili-
brado.
Por qltimo, o conjunto A é chamado absorvente se

Vee B IAN>0 VYuelK |u|> )= x¢€pA.
Diremos ainda que um subconjunto A de E absorve um outro subconjunto B de E sse
dIAN>0 VuelK |ul>X= BCpuA.
Apresentaremos agora os conceitos de espaco vectorial topolégico e de espaco local-
mente convexo:

Definicao 2.1.2 Seja E um e.v. sobre o corpo IK, munido com wuma topologia T.
Dizemos que 7 é compativel com a estrutura vectorial se as operacoes algébricas

+ :ExFEF—F e - :IKxFE—F

sdo aplicacoes continuas®. A um espago vectorial munido com uma topologia compativel
chamamos espago vectorial topoldgico (e.v.t.).

Definicao 2.1.3 Seja E um e.v.t.. Diz-se que E é um espago localmente convexo
(e.l.c.) se todo o ponto de E possuir um sistema fundamental de vizinhangas (s.f.v.)
convezas.

Caracterizacao das vizinhancgas num e.v.t.

Teorema 2.1.4 Sejam F um e.v.t. ea € E. Consideremos o conjunto das vizinhang¢as
de a e designemo-lo por V,. Temos que:

1.
V.=V +a,
onde

Vo ={V C E : Vé vizinhanga de 0} ;

2Note-se que a topologia considerada em IK é a topologia usual. Os espacos IKxE e E x E estdo
munidos com as respectivas topologias produto.



VeVWANV CcU=U eV,

3.
wwwﬂQﬁaﬁﬁWe%;
=1
4.
VeVy=dWeV, W+WcCV,;
o.

VGVQA)\%O#AVGVQ;

6. Se V €V, entao V é absorvente;

7. Existe uma base de vizinhancas de zero equilibradas.
Demonstracao: Veja-se por exemplo Robertson & Robertson [RR73, Cap. I]. [ ]

Estabeleceremos em seguida as nocoes de espaco tonelado, de Montel, de Fréchet e
bornolégico:

Definicao 2.1.5 Consideremos E um e.l.c. e separado. Dizemos que E é tonelado
sse todo o subconjunto de E absolutamente convexo, fechado e absorvente é vizinhanca
de zero.

Definicao 2.1.6 Um espaco tonelado E diz-se de Montel se todo o subconjunto fechado
e limitado for compacto, ou ainda, se todo o subconjunto limitado for relativamente
compacto’.

Definicao 2.1.7 A um espaco localmente convexo E, que seja completo e metrizdvel
chamamos espaco de Fréchet.

Definicao 2.1.8 Diremos que um e.l.c. E é bornologico ou de Mackey se, e s
se, todo o subconjunto de E absolutamente convexo que absorva qualquer limitado for
vizinhanga de zero.

3Recorde-se que um subconjunto de um espaco topoldgico separado é relativamente compacto se,
e 86 se, estiver contido num subconjunto compacto, ou ainda, se a sua aderéncia for compacta.



Representaremos por £’ o dual topolégico do espaco E, ou seja, o conjunto dos
funcionais lineares e continuos sobre F, isto é, f € E’ se, e 86 se,

fiEF—IK
x’_)<f>x>E’7E>

é linear e continua, onde (-,-) . , denota o produto de dualidade entre f € E' e
x € E (ouseja, (f, )y p € o valor do funcional f no vector ).

Definigao 2.1.9 Diz-se que um e.l.c. separado E é semi-reflexivo se E = E" como
espago vectorial, ou seja, sse existir um isomorfismo vectorial entre E e E”. Se, para
além disto, a topologia de E coincidir com a topologia forte do seu bidual E”, entdao
dizemos que E é reflexivo.

Apresentaremos agora alguns resultados importantes relacionados com os espagos
acima definidos.

Proposicao 2.1.10 Sejam E e F' dois e.v.t. e T : E — F linear. Entaol’ é continua
se, e so se, T' é continua no ponto zero.

Demonstracao: Ver J. S. Guerreiro [Gue90). u

Proposicao 2.1.11 Um e.v.t. é localmente convexo sse for semi-normdvel, ou seja,
sse a sua topologia puder ser definida a custa de uma familia de semi-normas.

Demonstracao: Cf. Schwartz [Sch70, Corol. 2, p. 265]. |

Proposicao 2.1.12 Sejam (E, (pj)jej) e (F, (qi)iel) dois espacos semi-normados,
T : E — F linear. Entao sao equivalentes as sequintes condigoes:

i) T é lipschitziana;

i1) T é uniformemente continua;

iii) T é continua;

iv) T' é continua no ponto zero;

v)
VeeE Yiel 3j€J 3c>0 ¢(T(x)) <cpj(z).
Demonstracao: Cf. Schwartz [Sch70, Teor. T.2, XVIII, 6; 2]. |

Teorema 2.1.13 Um espago semi-normado separado é metrizdvel se, e s6 se, existir
uma familia de semi-normas contdvel que origine a topologia.

Demonstragao: Ver por exemplo Robertson & Robertson [RR73, Cap. I]. [
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Teorema 2.1.14 Sejam E um espago metrizavel e A um subconjunto de E. Entao A
¢ relativamente compacto se, e sé se, de toda a sucessao de elementos de A, se puder
extrair uma subsucessao convergente em E.

Demonstragao: Veja-se por exemplo Schwartz [Sch70, Teor. T.2, VIII, 2; 5]. [
Teorema 2.1.15 Todo o espaco de Fréchet é tonelado.
Demonstragao: Ver Robertson & Robertson [RR73, Cap. IV, Teor. 2|. [

Proposicao 2.1.16 Se E é um espaco localmente convexo e metrizdvel, entao é bornold-
gico. Em particular, todo o espaco de Fréchet é bornoldgico.

Demonstracao: Cf. Robertson & Robertson [RR73, Cap. V, Prop. §]. |

Teorema 2.1.17 Seja E um espaco de Montel. FEntao E é reflexivo e o seu dual
topolégico E', munido da topologia forte, é também de Montel. Além disso, temos que
sobre toda a parte fracamente limitada de E, as topologias inicial e fraca coincidem; so-
bre toda a parte fracamente limitada de E', as topologias forte e fraca coincidem. Mais
ainda, toda a sucessao fracamente convergente em E, é convergente para a topologia
definida inicialmente em E e toda a sucessao de E' fracamente convergente, é forte-
mente convergente.

Demonstragao: Ver Schwartz [Sch70, Teor. T.2, XXI, 6; 1]. [ ]

Observagao 2.1.18 E importante frisar que pelo facto das topologias inicial e fraca
de um espago de Montel FE induzirem a mesma topologia sobre as partes limitadas e
terem as mesmas sucessoes convergentes em F, nao se pode deduzir que as topologias
coincidam em E.

Proposicao 2.1.19 Seja E um espago bornoldgico separado. Entao o seu dual topoldgi-
co E' é completo para a topologia forte 5 (E', E). Em particular, o dual de um espago
metrizdvel é completo para a topologia forte.

Demonstragao: Ver por exemplo Robertson & Robertson [RR73, Cap. VI, Prop. 1,
Corol. 1]. -

2.2 Distribuicoes temperadas. Transformacao de
Fourier

Este subcapitulo tem como principal propdsito recapitular as caracteristicas funda-
mentais do espago de Schwartz e do seu dual, assim como a transformagao de Fourier
e propriedades essenciais desta.

Comecemos por definir uma fungao de decrescimento polinomial répido:

11



Definicao 2.2.1 Uma fungao ¢ complexa e contmua em IR diz-se de decrescimento
polinomaal se para todo ol € IN, hm }x o(x ! =0.

Ao longo deste trabalho e quando haja vantagem em explicitar a varidvel de uma
determinada funcao f, recorreremos a uma convencao de Russel, que consiste em colo-
car um acento circunflexo sobre a varidvel, indicando assim que se trata de uma varidvel
muda. Assim, quando for conveniente, usaremos como notacao alternativa para f, sim-

bolos do tipo f (Z), f <§) , etc., reservando o simbolo f (x) para designar o valor de f

no ponto x do seu dominio.

Utilizaremos também o simbolo D7", com m € IN, para designar a derivada parcial
ou total (desde que seja explicito no contexto em que se insere e quando nao haja
possibilidade de equivoco) de ordem m em relagao a varidvel x.

Nesta dissertagao e salvo mencao contraria, £ (IR) = C* (IR) designard o espago
vectorial de todas as fungoes complexas definidas em IR e que sao indefinidamente
diferencidveis. A topologia considerada habitualmente em £ (IR) ¢ a da convergéncia
uniforme da funcao e de cada uma das suas derivadas em todos os compactos de IR,
isto é, a topologia proveniente da seguinte familia de semi-normas:

Pl = 102" @ll ooy (K compacto de IR e m € IN).

Definigao 2.2.2 Seja ¢ € £ (IR). Diz-se que ¢ é de decrescimento polinomial
rapido ou simplesmente de decrescimento rdpido se todas as derivadas forem de
decrescimento polinomial, isto é,

Vime IN  lim }xD o (x )}:0.

|z| =400

Vamos agora relembrar o espago das fungoes teste de Schwartz S (IR), isto é, o
conjunto das funcoes indefinidamente diferencidveis de decrescimento rapido:

S(IR)z{gp:IR—>(C, peEM)|VI,meN ‘mliriloo}xD ()|:o}.

Vamos de seguida dotar o espago de Schwartz com uma estrutura de espago vectorial
topoldgico. Para cada [, m € IN definamos a seguinte familia de semi-normas:

Prm (P) = \w\lm—sup sup (1+ |z))' [Dhe (2)] .

r<m z€ R

Verifica-se facilmente que (p;,,) L men € uma familia filtrante de semi-normas em S (IR)
e por isso a topologia proveniente desta familia de semi-normas é localmente convexa
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(ver proposigao 2.1.11). A topologia de S (IR) pode ser definida por outras familias de
semi-normas, tais como:

DY oy (m €IN) (2.1)
“%%D?@OHLOO(R) ({,m € IN) (2.2)
1D (#'0) | foo ey (1 € ) (2.3)
(2.4)
(2.5)

HSACZD;H‘PHU(R) (l,m € IN)
[r2s (“%l‘P)HLl(lR) (I, m € IN)

Repare-se que os sistemas de semi-normas (2.1) a (2.5) néo sdo filtrantes. E sempre
possivel filtra-los, bastando para isso, por exemplo, juntar os supremos de sub-familias
finitas. Neste trabalho usar-se-& preferencialmente a familia definida em (2.1).

Seguidamente, expomos um resultado muito 1til, onde se garante a convergéncia
de uma sucessao no espago de Schwartz, desde que esta seja limitada em S (IR) e que
convirja em £ (IR) para um elemento deste ltimo espago.

Lema 2.2.3 Seja (p,,),cn uma sucessao limitada em S (IR) e seja ¢ € € (IR). Entao,
se v, — ¢ em E(IR), tem-se p € S(IR) e v, — ¢ em S (IR) .

Demonstracao: Veja-se por exemplo Schwartz [Sch66]. ]

Na proposicao seguinte, que apresentaremos sem demonstracao, constatamos que
o espago das fungoes teste de Schwartz é de Montel e de Fréchet, logo por maioria de
razao, é tonelado e bornolégico (cf. proposigao 2.1.16).

Proposicao 2.2.4 O espag¢o S (IR) é de Fréchet e de Montel.

Demonstracao: Ver Schwartz [Sch66. u

Consideremos agora o dual topoldgico de S (IR), que notaremos por S’ (IR) (espago
das distribuigoes temperadas). Observemos que S’ (IR) é um espago vectorial topoldgico
localmente convexo, completo, mas que nao é de Fréchet, pois nao é metrizavel, visto
nao possuir alguma base contdvel de vizinhangas. Tendo em conta que S (IR) ¢ um
espaco de Montel (cf. teorema 2.2.4), temos igualmente que S’ (IR) munido da topologia
forte, € de Montel (ver teorema 2.1.17) e, por conseguinte, é tonelado. Assim, podemos
afirmar que em S’ (IR) hd identidade entre os subconjuntos limitados e os relativamente
compactos. Verificamos também, que tanto S (IR) como S’ (IR) sao reflexivos.

Designemos, como ¢é usual, por D (IR) o subespago vectorial de £ (IR) constituido
pelas fungoes de suporte compacto. Schwartz, em [Sch66], introduziu em D (IR) uma
topologia conveniente de espago localmente convexo e mostrou que D (IR) estd contido,
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com injecgdo candnica continua e densa, em S (IR) e este, por sua vez, estd contido
também com injecgao canénica continua e densa em & (IR).
Outro resultado, ndo menos importante, de Schwartz [Sch66] é o de S (IR) estar

contido com injec¢ao candnica continua e densa em LP (IR), para todo o p € [1, 400 .
d
Portanto, se representarmos por C, a injeccao candnica continua e densa, temos em

particular que

S(R) & L' (R) .

Assim, podemos pensar na restrigdo a S (IR) do operador transformagao de Fourier F
definido por:

F:L'(R) — L™ (R)
f—FF,

com

FF(€) = /]R e~ (1) dar. (2.6)

Com base no teorema de Riemann-Lebesgue, podemos afirmar que o operador F
definido por (2.6) ¢ linear e continuo de L' (IR) no espago de Banach Cy (IR) (espago das
fungbes complexas continuas e limitadas em IR, que convergem para zero no infinito).
Consequentemente, F é do mesmo modo, linear e continuo de S (IR) em Cp (IR). Mais
ainda, F mantém-se linear e continuo de S (IR) em S (IR) (ver [Sch66]).

Assim, é-nos permitido estender a S’ (IR) o operador F definido em S (IR) por (2.6),
utilizando o processo de transposicao.

Deste modo, fixando ¢ em S (IR), resulta que* para todo o ¢ € D (IR):

<f90>¢>pf,p = (Fo, ¢>s/

= [v@Fe
— [ vee (/ st <>dw)d»§
= [ ([ i) a

_ /m o (2) Fp () da
= <807-7:¢>s',$

o que equivale a afirmar que

(Fet)s s =9 Flgs » Vo € S(R), ¥ € D(R).

4Note-se que S (IR) é denso em S’ (R) e que S’ (IR) é, D' (IR) pois D (IR) é, S(R).
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Esta ultima igualdade sugere-nos definir 7 em S’ (IR) por:

F:S8(R)— S (R)
T+— FT,

com

(FT, @)3/75 = (T, f‘ﬂ)sgs . (2.7)

Em consequéncia, a aplicacao F : &’ (R) — S’ (IR) definida por (2.7) é linear e
continua (ver Schwartz [Sch66] e Viegas [Vie90]).

O teorema que se segue mostra-nos ainda mais.

Teorema 2.2.5 O operador F definido, para todo o ¢ € S (IR) e todo o £ € IR, por

fwozﬁfm%@wx (2.8)

é um isomorfismo vectorial e topoldgico de S (IR) em S (IR). Tem-se ainda,

= 5o Foa onde Foap(€) = Fo (<9 = [ o).

Demonstragao: Cf. Schwartz [Sch66] e Viegas [Vie90]. u
Atendendo ao teorema anterior e por transposicao, temos o seguinte corolério:

Coroldrio 2.2.6 O operador F definido, para todo o T em S'(IR) e todo o ¢ em
S (IR), por

(FT, @)s/,s = (T, f@)sgs (2.9)
é um isomorfismo vectorial e topoldgico de S’ (IR) em S’ (IR). Verifica-se também que
1
-1 _
F - 27Tf—1a
onde F_{T é definido por

(FAT, §0>s/,s = (T, }11@3/,3 :
Demonstracao: Cf. Schwartz [Sch66] e Viegas [Vie90]. n

O produto de convolugao de duas fungoes f e g localmente integraveis em IR
designa uma funcao que se expressa da seguinte forma:

!NM@:Af@M%ﬂﬁ (2.10)
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sempre que o integral (2.10) exista para quase todo o = em IR.

Recordaremos agora, sem grandes preocupagoes de rigor e sem explicitar os cédlculos,
como podemos definir o produto de convolugao de duas distribuicoes. Assim
sendo, dadas duas distribuigoes 7' e R, uma delas com suporte compacto, o seu produto
de convolucgao é dado por:

(T'*R,¢)sg s = (Tc® Ro, 9 (C+0)) g5 (2.11)

onde ® representa o produto tensorial:

Mo RroC+ogs= [ TOR@eC+o)dcds (12

Recordemos ainda que, para todo o m em IN e todo o a em IR,

D'(T«xR) = DI'T'«xR=Tx*DIR (2.13)
To(T*R) = 7,7«xR=Tx1,R (2.14)
e (T+R) = (e“T)x (e*R) (2.15)
d* R = R (férmula de Dirac) (2.16)

5™ xR = DR (2.17)
0o* R = 1,0%«R=1,R ( )

Note-se que as propriedades (2.13) a (2.15) s@o vélidas no quadro geral do produto de
convolugao, sempre que todas as convolugoes envolvidas facam sentido.

Estabeleceremos de seguida algumas propriedades de F em S’ (IR), que se encon-
tram provadas em Viegas [Vie90]:

Proposicao 2.2.7 Consideremos a transformagao de Fourier F definida em S’ (IR)
por (2.9) e sejam T € S'(IR), R € £ (IR) e Ry € F (& (IR)). Entdo para todo o
m € IN e para todo o a € IR, tem-se:

F(DT) = (z'é)me (2.19)
DI (FT) = Fl(—id)™T] (2.20)
F(r,T) = e ™FT (2.21)
F(e“T) = 7,(FT) (2.22)
F(T+R) = F(I)F(R) (2.23)
F(T-R) = 5 [F(T)« F (R (2.24)

Fo o= 1 (2.25)

F1 = 276 (2.26)

Observagao 2.2.8 As propriedades (2.19) a (2.24) referidas na proposi¢ao 2.2.7, sao
obviamente validas no espago das fungoes teste de Schwartz S (IR), pois como ja refe-
rimos anteriormente S (IR) C 8’ (IR) e F é um isomorfismo de S (IR) em S (IR).
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Corolédrio 2.2.9 Se T ¢é uma distribuicao temperada, entdo
F(FT) = 2xT (—é) ,
onde se define
((-6).0) = (T2 (-4))
Demonstragao: Fixemos T em S’ (IR) qualquer.

Tendo em conta a definigdo do operador F em S’ (IR) (cf. (2.9)) podemos afirmar
que

(F(FD) plos = (T, F (Fss (2.27)

O teorema 2.2.5 assevera-nos que

1
F = %ZF_L
pelo que
FUFe@)(€) = 9= F 1 (Fo (8)) (6) = 5-F (Fo (1)) (~0)
e por isso

F(Fo(2)) (=€) = 2mp(£),

levando-nos imediatamente a concluir que

F(Fp)(§) = 2mp (=€)

Aplicando este resultado a igualdade (2.27), obtemos
(F(FT) >90>3/73 =2m <Ta ¥ (_€)>S’,S .
Por outro lado, atendendo a definicao da distribuicao T’ (—é’) , temos
(Toe (=6)) = (7(-5) ).
donde resulta, tal como pretendiamos,

F(FT) = 27T (-é) .
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Corolédrio 2.2.10 Suponhamos que p é um polindmio de grau n, complexo, definido

em IR e seja T € S8’ (IR). Entao

F(pT) =) ¢ #DLF(T)],
Jj<n
onde j € {0,... ,n}, ¢; sdo os coeficientes complezos de p e i é a unidade imagindria.

Demonstragao: Tomemos T em S’ (IR) arbitrério e p um polinémio de grau n, com-

plexo, definido em IR, entao

p () :chxj, comc; € C, Vje{0,... ,n}.

Jj<n

Tendo em conta a proposicao 2.2.7, vem

F (pT)

1
proprieda_de (2.24) 27

F [Z Cji’j

Jj<n

*.7-"T>

> GF (¥) « F (T))

ch PF [(—z'ge)j : 1} X ]—"(T))
ch #DI[F (1)) *]-"(T)> .

Pela propriedade (2.26) e pelas propriedades do produto de convolugao temos

F (pT)
= > ¢ ?DL(8)* F(T)

jsn

= ) ¢ @DL(F(T)),

jsn

obtendo assim, o pretendido.
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Capitulo 3

Espacos de funcoes de crescimento
exponencial

Neste capitulo abordaremos, do ponto de vista vectorial, o estudo de alguns espacos
de fungoes, nomeadamente o das fungoes de crescimento exponencial e o das fungoes
de crescimento exponencial lento.

3.1 Funcoes de crescimento exponencial

Nesta secgao estudaremos as fungoes continuas de crescimento exponencial e provare-
mos que este espaco é fechado tanto para a translacao real como para o produto por
funcoes do mesmo espaco.

Comecemos por expor a definicao de fungao de crescimento exponencial:

Definicao 3.1.1 Seja f : IR— C continua. Diz-se que [ é de crescimento expo-
nenctal se, e so se,

Ja, >0 Vze R |f(z)] <a (3.1)
O conjunto constituido por todas as fungoes continuas de crescimento exponencial serd
notado por Ce+ (IR) .
Expomos de seguida alguns exemplos de fungoes de crescimento exponencial:

Exemplo 3.1.2 As exponenciais pertencem a Cq+ (IR), pois, sendo zy = a + bi um
nimero complexo qualquer, temos que

‘ezox‘ _ }eazebix} _ ‘eax‘ < e|aHz| < e(\a|+1)\x|

e logo a condigdo (3.1) é verificada com o =1 e f = |a| + 1.
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Designando por P = P (IR) o espago vectorial de todos os polinémios complexos
definidos em IR, temos que:

Exemplo 3.1.3 Os polinémios sao elementos do conjunto C.+ (IR) .
Com efeito, seja p € P arbitrdario' e designemos por n o grau de p. Atendendo a que

Vj e IN ‘:cj‘ < ¢l
tem-se

E d
C;T

Jjs<n

> el @

Jj<n

< D el e

jsn

< Z‘Cj‘ 6(n+1)\x|’

jsn

p ()] =

IN

pelo que (3.1) é vilida com o = ) |¢;] e B =n+1, isto é, o polinémio p é uma fungdo
i<n
de crescimento exponencial.

Exemplo 3.1.4 Qualquer fun¢do continua majorada por uma fungdo de Co+ (IR) ainda
pertence a Co+ (IR). Em particular, toda a fun¢io f continua e limitada é de cresci-
mento exponencial.

Passemos agora a descrever as propriedades vectoriais das fungoes de crescimento
exponencial.

Proposicao 3.1.5 C.+ (IR) é um e.v. sobre C.

Demonstracao: Uma vez que C.+ (R) é um subconjunto do conjunto das fungoes
continuas em IR e que este dltimo é um e.v. sobre C, basta provar que C.+ (IR) é um
subespaco vectorial do conjunto das funcoes continuas em IR.

Como f =0 € C+ (IR) entdo Ce+ (R) # @.

Sejam fi, fo € Co+ (IR) arbitrarios, logo

Joy, 3, >0 VYreR |fi (x)] < ay ehl (3.2)

Jag, B, >0 YreR |fsy (2)] < ay /! (3.3)

'Exclui-se o caso do polinémio p ser nulo, pois se assim for, entdo ¢ ébvio que p € Co+ (IR) .
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Fixando vy, v, € C quaisquer, tais que® v; # 0V v, # 0 resulta por (3.2) e (3.3)
que

|11+ Y2f2) ()]

< InllfAi @]+ vl lf(2)]
S h/l| o eﬁllx\ + ‘72| Q9 eﬁzm'

Tomemos agora, A = max {|y,| a1, |75 as} e B = max {3, 35}, entao

il an @ 4 [y, | @ @2
A Bl 4 Pl
= 24 &Pl

IN

E por conseguinte, para a = 2A e § = B, tem-se a condi¢ao (3.1), donde C.+ (IR) é um
e.v. sobre C. |

No percurso deste trabalho, usaremos o sfmbolo 7,, onde a é um nimero real
qualquer, para designar o operador translacao real segundo o vector a, definido por:

VeeR 7.f(x)=f(xr—a) (3.4)

Proposigao 3.1.6 O espaco das fungoes continuas de crescimento exponencial é fechado
para a translacao.

Demonstragao: Sejam f € C.+ (IR) e a € IR arbitrarios. Tem-se imediatamente que
Tof = f (& — a) é continua em IR, pois f o é.
Atendendo a que x —a € R e que f € C+ (IR) entao

Jay, 81 >0 |f(z—a)] <oy 7
ou seja,
rof (@) < o PP

consequentemente a condicdo (3.1) é valida para a = a; €1l e 3 = 3,, pelo que
Tof € Ce+ (IR), 0 que significa que C.+ (IR) é invariante por translacao. [ ]

Teorema 3.1.7 C.+ (IR) é fechado para o produto.

Demonstragao: Sejam fi, fo € Co+ (IR) arbitrarias. Por um lado, temos que o produto
de f; por fs € uma funcao continua em IR, porque ambas o sao, e por outro

Jay,B, >0 Vo eR |fy (2)] < g 1 (3.5)

2Note-se que, se ambas as constantes 7, e 7, forem iguais a zero, obtém-se a fungao identicamente
nula, que é obviamente de crescimento exponencial.
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Jag, B, >0 Yz eR |fo(2)] < ap e/ (3.6)
Ora,
|f1 () f2 ()]
< oy Ml ofele
por (3.5) e (3.6)
= Qs e(B1+82)lz|
e portanto

Jo=ma; >0 IF=06,+5,>0 VeeR |(fi-fo)(x)] <l

isto &, f1- fo € Ce+ (IR) . |

3.2 Funcoes analiticas de crescimento exponencial

Estudaremos, neste subcapitulo, as fungoes analiticas de crescimento exponencial
em IR e as fungoes inteiras de crescimento exponencial em C; apresentaremos também
um resultado que nos garante o crescimento exponencial em C de uma funcao inteira.

O conjunto constituido por todas as funcoes analiticas de crescimento exponencial
em IR serd representado por A.+ (IR) :

A+ (IR)={f: IR — C| f ¢ analitica em R A f € Ce+ (R)} (3.7)

Observacao 3.2.1 Repare-se que, se f é uma funcao analitica em IR, f é prolongdvel
a C como uma fungao inteira, sendo este prolongamento tinico. Por esta razao, em tudo
o que se seque identificaremos a fun¢ao f com o seu (unico) prolongamento analitico
a C, o que em particular nos permite escrever:

A+ (R) = {f:C—C|f éinteirarnIa,f>0V2€C,Im(2) =0 |f(2)] <a )
(3.8)

Proposicao 3.2.2 A.+ (IR) é um e.v. sobre o corpo dos complexos.

Demonstragao: Com base no facto de que A.+ (IR) é a intersecgdo de dois espagos

vectoriais, a saber, o espago C.+ (IR) (cf. proposicao 3.1.5) e o espago das fungoes

analiticas em IR com valores em C, entao é imediato afirmar que A.+ (IR) é um espago
vectorial complexo. ]
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Seguidamente sao feitas algumas observacoes sobre o crescimento exponencial em
IR e em C.

Observagao 3.2.3 Facilmente se prova que o espago A+ (IR) é fechado para o produto
e para as translagoes.

Observacgao 3.2.4 E importante nio confundir o espa¢o A+ (IR) com o espago das
fungoes inteiras de crescimento exponencial em C, que designaremos por A.+ (C):

A+ (C)={f:C—C| f éinteiran3a, >0 Vz€C [f(2)]<a e’BM} (3.9)
Observacao 3.2.5 Obviamente tem-se
A+ ((C) C A+ (]R) ,

sendo esta inclusao estrita, pois por exemplo a fun¢do e pertence a A.+ (IR) e nao
pertence a A+ (C).
Com efeito, se z = x + yi entao

‘6_22 _ ‘ 242
e como
(Jz| +1)*>0
& 22> -2z -1
2 2 2
o e Ty < e +1 62|z|’
resulta

.2 2
)6 z < &Y +1 e2\x|’

o que implica a condig¢ao (3.8) coma =-exp (y>+1) = e (poisIm (z) =y =0) e 3 =2,
ou seja, e % ¢ analitica de crescimento exponencial em IR. No entanto é evidente que
uma magjoragao do tipo

)e"zQ <a

22

¢ falsa, isto é, e nao tem crescimento exponencial em C.

Observagao 3.2.6 Naturalmente que o espago A+ (C) é fechado para o produto e
para as translacoes complezas.

O teorema que se segue (ver Sebastido e Silva [SeS58a, SeS67] ou J. Silva Oliveira
[SO83]), dd-nos uma condigao necesséria e suficiente para que uma fungao inteira seja
de crescimento exponencial em C:
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Teorema 3.2.7 Uma funcao inteira f é de crescimento exponencial em C se, e sd se,

dL>0 VjelN; {/j!la;] <L,

onde a; sao os coeficientes do desenvolvimento em série de poténcias de f no ponto
zero.

Demonstragao: (=) Suponhamos em primeiro lugar, que f € A.+ (C). Logo pode-
mos afirmar que

Ja,3 >0 YzeC |f(2)] <ael (3.10)

Uma vez que f é inteira, entao

3(a)) e € N f(z Za]z]
7>0

e aplicando a férmula integral de Cauchy para as derivadas, tem-se

oM

T o ” Zitl

onde v é uma circunferéncia centrada na origem de raio R > 0 e orientada no sentido
contrario ao dos ponteiros do relégio.
Podemos parametrizar a curva v do seguinte modo

v:[0,27] — C
0 — R e

Resulta pois,

1
— d
o |dz]

- / &bl 2]
por@Alo) ‘ |JJrl

e’
= do
27T o RitL R

el

f(z)

2+l

o que significa que

VR>0 |aj <



e em particular,

B3

oe

VJ c ]N1 \aj| S -,
JJ

| [ita o8
Vie N, {/jla] < ¢/2 O;,je (3.11)

Por outro lado, podemos observar que

o que implica

. (j+ Dla ePi+6 5o
imtoe  (j+ 1) jlaed

j J
= lim & [ —2—) =&,
j—+oo J+1

pelo que,

lim ¢ — =",
Jj——+o0 ].7

_ Jila €59
ou seja, a sucessao | {/ =
J

) é convergente, logo limitada. Garantindo-nos
Jj€ Ny

assim, por (3.11), que a sucessao (\j/j! \aj\) é de igual modo limitada.
je Ny
+o00

<) Reciprocamente, suponhamos que f = Y a;37 ¢ inteira e que ( {/j!|a;
Reci t h f ;2 t Hajl ) X
Jj=0 JelNt
é limitada. Entao existem constantes positivas Ly = max {|ag|,1} e L tais que
L7
VJZO |CLJ‘ SLO_
7!
Deste modo
+00 ‘ +00 ‘ +00 Lj '
F () =) a2 <Y lal | < Lo |2 = Lo €™,
j=0 j=0 j=0 J:
e portanto, para todo o z € C,
1f(2)| <ael coma=Lyep=1L,
isto é, f é de crescimento exponencial. [
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3.3 Funcoes de crescimento exponencial lento

Nesta seccao faremos um estudo similar ao efectuado anteriormente, s6 que agora
serd para as fungoes complexas de classe C* em IR e de crescimento exponencial lento.
A semelhanca do que aconteceu no espaco das funcdes de crescimento exponencial,
também aqui teremos a invaridncia para o produto e para as translagoes e, como é
natural, obteremos um espaco fechado para a derivacao.

Iniciaremos esta seccao, como nao podia deixar de ser, com a nocao de fungao de
crescimento exponencial lento:

Defini¢ao 3.3.1 Tome-se f € £ (IR). Diz-se que [ é de crescimento exponencial
lento se todas as derivadas de f forem de crescimento exponencial, isto é, se para todo
o natural m, D' f € Co+ (IR) , ou ainda,

Vm e IN 3o, B,>0 YeelR |D7f(z) < ay, (3.12)

O conjunto formado por todas as fungoes de crescimento exponencial lento serd deno-
tado por Ce+ o (IR) .

Seguem-se dois exemplos:

Exemplo 3.3.2 As exponenciais sio funcgoes de crescimento exponencial lento.
Basta ter em atengao que as exponenciais sao funcoes de classe C*° em IR e atender
aos exemplos 3.1.2, 3.1.3, ao teorema 3.1.7 e ter em consideragao que

Vz € C, Ym € IN, D™ (&%) = 2™ €.

Exemplo 3.3.3 Evidentemente que qualquer polindmio pertence ao conjunto Co+ o (IR) .
E suficiente recordar que a derivada de qualquer ordem de um polindmio é sempre um
polindmio e que todo o polindmio pertence a Co+ (IR) (cf. exemplo 3.1.3).

Mostremos agora que o espaco das fungoes de crescimento exponencial lento é um
e.v. fechado para a translacao real, para o produto e para a derivacao.

Proposicao 3.3.4 C.+ o (IR) é um e.v. sobre C.

Demonstracao: Verifiquemos que Ce+ o (IR) é um subespago vectorial do espago das
fungoes de crescimento exponencial.
Tem-se Ce+ o (IR) # @, pois f = 0 é uma funcao de crescimento exponencial lento.
Sejam fi e fy em Ce+ o (R) € 74,7, em C quaisquer, com v, # 0V 7, # 0; para
todo o m € IN obtemos

D7 (v f1 + 72 f2) = 1D fi + 72D} fo,
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mas f1, fa € Cet » (IR) donde
DT f1 € Co+ (R) A D' fs € Cet (R)
e como C.+ (IR) é um e.v. (cf. proposigao 3.1.5), temos por conseguinte que
N DI f1 4+ 7. D7 fa € Cer (R),

ou seja, a fungao v, fi1 + 7, f2 é de crescimento exponencial lento. ]

Proposicao 3.3.5 O espaco vectorial das fungoes de crescimento exponencial lento é
mvariante para as translacoes.

Demonstracao: Tomemos a € R e f € Ce+ o (R) quaisquer.

Por um lado sabemos pela definicio de Ce+ o (IR) que f € E(IR) e logo
Tof = f (& — a) também ¢é indefinidamente diferencidvel em IR; por outro lado temos
que

VmeIN DI'feCx (R).
Assim, e em virtude da proposicao 3.1.6 conclui-se que
VmeIN 71,(Drf)eCer (R).
Recorde-se que querfamos verificar que
Vm e IN D' (1.f) € Ce+ (R),
ora, isto é imediato pois, para todo o m natural
T (D' f) = D' (Taf) -
]

Proposigao 3.3.6 O conjunto das fungoes de crescimento exponencial lento é fechado
para a dertvacao.

Demonstracao: Tomemos f € C.+ « (IR) arbitraria. Temos que f € £ (IR), pelo que
VI € IN, D! f ¢ da mesma forma de classe C* em IR.

Sejam [, m € IN quaisquer.

Dado que f é de crescimento exponencial lento, entdao D™ f ¢ uma funcio de
crescimento exponencial, ou seja,

Dy (DLf) = D' f € Cor (R)
e atendendo & arbitrariedade de [ e m em IN, obtemos o resultado desejado. ]
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Teorema 3.3.7 C.+ o (IR) € fechado para o produto.

Demonstracao: Sejam f; e f, duas fungoes arbitrdrias de C+ o (IR). E 6bvio
que fi - fo € £(R), pois tanto f; como f> sdo indefinidamente diferencidveis.

Fixemos m em IN. Recorrendo a uma das férmulas de Leibniz para a derivagao do
produto temos,

D (f1(x) fa (x))

- Y ()P ).

<m

Como f; e f, sdo fungoes de crescimento exponencial lento, entao D.f; e D™ f,
pertencem ao espaco C.+ (IR), o que implica pelo teorema 3.1.7 que

DLfi- D' fy € Cor (R)
e dado que C.+ (IR) é um espaco vectorial (cf. proposi¢ao 3.1.5), obtém-se que
DY (fi- f2) € Cer (IR), Vm e IN.

Da arbitrariedade de f; e fo em Ce+ o (IR), conclui-se o pretendido. |

Terminamos esta seccao com uma pequena observagao que nos garante o cresci-
mento exponencial lento das fungdes do espaco S (IR) de Schwartz.

Observagao 3.3.8 O espaco S (IR) de Schwartz estd contido no espago das fungoes
de crescimento exponencial lento.
Sem divida, se f é uma fun¢do qualquer do espago S (IR) entdo, em particular, para
todo o m em IN,

de, >0 Ve e R |DYf(x)] < cp,
e logo

ou seja, f € Cor o (IR) .
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Capitulo 4

Espacos de funcoes de
decrescimento exponencial

Este capitulo déa-nos a conhecer as funcoes de decrescimento exponencial, mere-
cendo especial destaque o estudo das fungoes de decrescimento exponencial rdpido,
pois é baseado neste espaco que construiremos posteriormente, por via da dualidade,
0 nosso espaco de distribuigoes generalizadas que conterd as distribuicoes temperadas
de Schwartz.

4.1 Funcoes de decrescimento exponencial

4.1.1 Estrutura vectorial

Neste subcapitulo iremos centrar a nossa atencao nas fungoes continuas de de-
crescimento exponencial, bem como em algumas das suas propriedades. Estudaremos,
nomeadamente, os seus multiplicadores e a invaridncia para a translacao.

Iniciamos com a noc¢ao de fungao de decrescimento exponencial:

Definicao 4.1.1 Seja ¢ : IR— C continua. Diz-se que ¢ é de decrescimento ex-
ponencial se

VECR Je, >0 Vee R |p(z) <cp e (4.1)
Utilizar-se-d a notagao C.- (IR) para designar o conjunto formado por todas as fun¢des
continuas de decrescimento exponencial.
Apresentamos em seguida duas condigdes equivalentes & condigao (4.1).
Observacgao 4.1.2 Note-se que a definicao anterior é equivalente a

© ¢ continua e Vk € IR lim  ®lp (2) = 0.

|z|—+o00
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Sem duvida, se ¢ é uma fungao de decrescimento exponencial e k é um elemento
arbitrario de IR, atendendo a que ¢ € C.- (IR) resulta que existe uma constante positiva
Cr+1, tal que, para todo o x em IR,

‘90("'2:)‘ S Ck;+1 ei(k+1)|z‘

& ‘ek|"”‘<p(:c)‘ < 1 e 17

Como
lim cgyq e l*l =,
|z]—+o00
entao
lim |y (2)] =0,
|| —+00 ( )‘
pelo que

lim "y (z) = 0.
Lm e (z)

Reciprocamente, suponhamos ¢ : IR— C continua de tal forma que

Vke IR lim €y (z)=0.

|z|—+o0
Tomemos k € IR qualquer e tomemos € > 0 também qualquer. Por hipdtese

existe 6 > 0, tal que, para todo o x em mddulo maior que 5 se tem

o (2)] < e e,

1
Resta-nos ver o que se passa para |z| < 5
Visto que, tanto ¢ como €**l sdo continuas em IR entdo, em particular, o sio em
11
56|
teorema de Weierstrass, resulta que esta funcao tem mdzrimo e minimo no intervalo
11
6060

Assim, existe um nimero real My estritamente positivo, tal que

3 1
Temos entio que €*lp é uma funcio continua em {_3’5] donde, pelo

11
kx| < __ =
}e go(:c)‘ < My, Vz € [ 5,5]

11
& @) <My e Ve e |- <.
)
Da arbitrariedade de k em IR, resulta que:
VEe R 3y =max{e, My} >0 VYee R |p(z)] <cp et

ou seja, v € Co— (IR).
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Observacgao 4.1.3 Repare-se que podemos dizer ainda que

¢ € Co- (IR) & ¢ ¢ continua e Vk; € IR} lim 6k1|z|90 (z) =0.

|x]—~4o00

Efectivamente,
(=) Imediato, pois basta apenas utilizar a observagao anterior.
(<) Seja ¢ : IR— C continua tal que,

Vi, € R lim () =0

|x]—~+o00

Tomemos k € IR arbitrdrio.
Se k € IR ¢ trivial. Pensemos entdo em k € IR~ logo

k < ky, Yk € RT = ¥ (2)] < 17| (2)]
Temos entao, por hipdtese que

lim l7ly (x) =0

|| =00
s lim &lle ()] =0,
|x]|—+o00

donde

lim el () =0

|z| =400

e por isso, p € Ce- (IR) (ver observagdo 4.1.2).

Veremos agora que C.- (IR) é um subconjunto de C.+ (R).

Observacgao 4.1.4 E importante salientar que toda a funcio de decrescimento expo-

nencial é de crescimento exponencial.

Sem duvida, sendo ¢ uma funcao de decrescimento exponencial, tem-se, em especial,
que para todo o 3 > 0, existe uma constante positiva cg de tal forma que para todo o

numero real T, tem-se

o ()] < e e < e 7

isto é, v é de crescimento exponencial. Por outras palavras, se ¢ € C.- (IR) entao,
em termos pouco precisos, pode dizer-se que o seu valor absoluto é menor ou igual
que qualquer exponencial, logo é menor ou igual que alguma exponencial e portanto

¢ € Cet (IR).
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Em seguida apresenta-se um exemplo de uma fungao de C.- (IR) :

4 oye _a32 ~
Exemplo 4.1.5 Para todo o nimero real positivo a, tem-se que e " é uma fun¢ao
de decrescimento exponencial.
Com efeito, sendo a e k niumeros reais quaisquer, tal que a é positivo, vem

k‘2

& 2> - - —
a 4a?

o et L 61‘2“ e ||k

2
e portanto (4.1) é verificada com ¢ = ela .

Observagao 4.1.6 Repare-se que, se z € C tal que Re (z) > 0, entdo e e C.- (IR),
pois € suficiente observar que

e recorrer ao exemplo precedente.

Facamos uma pequeno estudo das propriedades vectoriais das fungoes de decresci-
mento exponencial.

Proposicao 4.1.7 C.- (IR) é um e.v. sobre o corpo dos complexos.

Demonstracao: Dado que a funcdo identicamente nula é um elemento de C.- (IR),
entao este espaco é nao vazio.

Suponhamos que ¢, e ¢, sao funcoes arbitrarias de decrescimento exponencial e
seja k um nimero real qualquer, logo

Seren, >0 Ve ER o (@) e, e A Jpp (@) Sep T (42)

Tomemos 7,7, € C arbitrdrios. Se v, = 7, = 0, entao v,¢; + Yy, € a fungao
identicamente nula, que ja vimos ser de decrescimento exponencial. Para

7170V, #0,

tem-se por (4.2)

(7101 + 7202) (7))

< (|71‘ 1y, + ‘72| C2k) e_k‘z‘>

o que implica que

VkeR ep=|nley +nle >0 Vo eR (110, +7209) (2)] < e e,

isto é, o conjunto das fungoes de decrescimento exponencial é um subespago vectorial
do conjunto das fungoes continuas em IR. [ ]
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Observacao 4.1.8 FEvidentemente que se ¢ € C.- (IR), entdo ¢ (—2) ainda é uma
funcao de decrescimento exponencial.

Proposicao 4.1.9 C.- (IR) é fechado para a translagao.

Demonstragao: Sejam ¢ € C.- (IR) e a € IR arbitrarios. Como ¢ é continua em IR,
entdo 7, = ¢ (& — a) também o é.

Consideremos agora, k € IR qualquer.

Ora,

|, (o (2))]
< klla=alglkllel |, (1 — g

Seja y =  — a. Temos que

[l (o ()] < Ile [ (y)

Atendendo a que ¢ € C.- (IR), pela observagao 4.1.2

lim el*llalglkllyl lo (y)| =0

ly|—=+o00

e, por conseguinte,

lim "l |7, (¢ ()] = 0,

|z]—4o00

ou seja,
vheR | lim ir, (o (@) =0,
T|——+00
o que, pela observagao 4.1.2, prova que C.- (IR) é invariante por translacao. [

O resultado que se segue prova que o produto de uma funcao de decrescimento
exponencial por uma de crescimento exponencial ainda é uma funcao de decrescimento
exponencial.

Teorema 4.1.10 O espaco das funcoes de decrescimento exponencial é fechado para
o produto por fungoes continuas de crescimento exponencial.

Demonstragao: Seja f € C.+ (IR) qualquer. Logo
Ja, >0 VYzeR |f(z) <« (4.3)

Consideremos ¢ € C.- (IR) arbitraria. Temos que f - ¢ é continua em IR, por ser o
produto de fungoes continuas.
Fixemos k em IR.

33



Ora,

|71 f (2) ¢ ()]
< elelg el (1)

por (4.3)

Tomando k; = k + 3 € IR, resulta

lim[eHe1 (2) i ()

|| =00

< a lim &y (2)]

- |x]|—~+o00

= 0.

Note-se que, sendo ¢ uma fungao de C.- (IR) e k; um elemento de IR, a legitimidade
do 1ltimo passo ¢é assim garantida.
Portanto

lim el f (2) ¢ (v) =0,

|| =00

donde, para todo o ¢ em C.- (IR) e para todo o f em C.+ (IR), tem-se f - € C.- (R).
u

Coroldrio 4.1.11 C.- (IR) é fechado para o produto.

Demonstragao: Sejam ¢, e ¢, funcoes de C.- (IR) arbitrérias. De acordo com a
observacao 4.1.4 pode-se afirmar que ¢, € C.+ (IR) e logo, pelo teorema 4.1.10, obtém-
-se que ¢, -, € uma funcao de decrescimento exponencial. [ ]

Atendendo ao teorema 4.1.10 e aos exemplos 3.1.2, 3.1.3 e 3.1.4 podemos, em parti-
cular, asseverar que as exponenciais, os polinémios e as funcoes continuas e limi-
tadas sao multiplicadores de C.- (IR) . Estes factos serdo resumidos nos trés coroldrios
seguintes:

Coroldrio 4.1.12 Se ¢ € C.- (IR) entdo, para todo o z em C, &% - p € C,- (IR).

Corolédrio 4.1.13 O espaco das fungoes continuas de decrescimento exponencial é
fechado para o produto por polinémios.

Coroldrio 4.1.14 C.- (IR) ¢é fechado para o produto por fun¢des continuas e limitadas.

4.1.2 Transformacao de Fourier

Vamos encabecar este subcapitulo com a definicao do operador transformada de
Fourier F no espago C.- (IR) . Tal definigdo é possivel, pois toda a func¢do continua de
decrescimento exponencial ¢ integrdvel em IR, ou seja, pertence ao espaco L! (IR) .
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Assim, podemos pensar na restricao a C.- (IR) do operador F definido de L! (IR)
em L (IR), obtendo o seguinte operador:

F:C (R) — L (RR)
pr— Fo (&) = [pe ™o (z)de.

Segue-se um resultado de elevada importéncia, que nos garante a analiticidade da
transformacao de Fourier de funcoes de decrescimento exponencial.

Teorema 4.1.15 Se ¢ € C.- (IR), entao Fy é prolongdvel a C como fungao inteira.

Demonstragao: Tomemos ¢ uma fungao continua em IR de decrescimento exponen-
cial.
Consideremos a seguinte aplicagao:

F:C—C (4.4)
2r— F(2) = [pe ¢ (z)de '
Para obtermos o pretendido, é suficiente mostrar que F' é inteira e que prolonga Fp.

E evidente que F' ¢ um prolongamento de F, pois basta ter em consideracao a
definigao de F' (cf. (4.4)).

Vejamos em primeiro lugar que F' estd bem definida. Seja z = a + bi, com a,b € IR
quaisquer.

Sem divida,
TP ()] = e g (2)] (4.5)
Como ¢ é um elemento de C.- (IR), entdao por definigao de C.- (IR) (cf. (4.1)), e em
particular para k = |[b| + 1 € IR, temos

le

Je=cp1 >0 Ve eR |p(x)| <c e~ (bl+D)z]

Atendendo a igualdade (4.5) resulta que

}e—izzgo (Zlf) }
< elzllbl . o= (lol+1)lz|
= cell (4.6)

e dado que

/ c e Pldy = 2¢,
R

iz ’ —iT
podemos asseverar que [ [e”"*¢ (x)| dx é convergente e finalmente que [, e
¢é absolutamente convergente.

z

¢ (z)dx
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Provemos agora que F' ¢ inteira. Para tal, vejamos que F” (z) existe, para todo o z
em C. Seja z € C arbitrério.

a —iTz
52 (e 0)
= ‘—z’x ey (:c)}
< zfee™ (4.7)
por (4.6)
mas
/ clz| e *ldr = 2¢ (4.8)
R
pelo que

/}R % (e (2)) da

converge absolutamente.
Para obtermos o pretendido, basta verificarmos que

P = [ 5 w) de
ou seja, mostrarmos que':
o V2eC
ey e L' (R);

e Ve C

O .
= (0 (@)

existe para quase todo o x em IR e é continua como funcao da varidvel z;
e Jg € L' (R) tal que,

5 (e )| <90

para quase todo o x em IR e para qualquer z em C.

!Com base no teorema da convergéncia dominada.
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Efectivamente, podemos notar que a primeira condicao ja foi demonstrada quando
vimos que F' estava bem definida, pois provdamos que

/ e " (z)d
R

é absolutamente convergente, o que também significa que, para todo o z em C
e pe L'(R).
A segunda condicao é evidente, pois

V2eC VzeR % (e (z)) = —iz e ™ (2)

e sem divida alguma podemos dizer que

o A
— (70 (@)

é continua como funcgao de z.
No que diz respeito a terceira e iltima condicao necessitamos apenas de relembrar
a desigualdade (4.7), isto é,

V2zeC VzelR '% (e7™p (:c))' < |z|c el

e concluirmos que com g (z) = |z|c e71*! temos g € L' (IR) (ver (4.8)).
Acabamos assim de provar que

i () = [ o) a

e dado que o segundo integral converge absolutamente, é-nos permitido concluir que
Vze C 3F'(2),

o que significa finalmente que F' é inteira. [ ]

Coroldrio 4.1.16 Se ¢ € C.- (IR), entao F_1y ¢é prolongavel a C como fungao inteira.

Demonstracgao: Recorde-se que

ﬁw@zﬂw@=4¥%mw

pelo que, recorrendo ao teorema 4.1.15 e & sua demonstragao, é imediato afirmar que
F_1¢p & prolongdvel a C como fungao inteira. ]
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4.2 O espago G,(IR)

Introduziremos neste pardgrafo o espaco G, (IR), com a um nimero real positivo.
Provaremos algumas das suas propriedades vectoriais, entre as quais destacamos, no
caso de a ser igual a %, a inclusdo densa deste espaco em S (IR) . Posteriormente, como
teremos oportunidade de confirmar, este facto serd muito ttil na demonstracao da
densidade em S (IR) dos diversos espagos de fungoes teste que iremos construir.

Definicao 4.2.1 Seja a € IR" qualquer. Denotaremos o conjunto das funcoes com-
plexas 1 continuas em IR, tal que p = p - exp (—ai?) com p € P, por G, (IR), isto

7

6,

G. (R) = {w :IR— C | é continua At (z) =p(z) €™ peP (IR)} (4.9)

Para cada n natural, consideremos
Y, IR — C,
tal que
v, (2) = (2nlym) Y e T H, (2) (4.10)
onde H, é o polinémio de Hermite de ordem n, isto é,
H, (z) = (=1)" &’ D" (e*zz) ¥neN (4.11)
Habitualmente dizemos que v, é a funcao de Hermite de ordem n. Designemos

por ‘H o conjunto das funcoes de Hermite.

Exemplo 4.2.2 As fungoes de Hermite pertencem a Q% (IR).
Efectivamente, basta recordar que as fungoes de Hermite sao, a menos de uma

1
constante, o produto de exp (—§x2) pelos polinémios de Hermite (cf. (4.10) e (4.11)).

Verifiquemos que G, (IR) é um e.v. fechado para a derivagao.
Proposigao 4.2.3 G, (IR) é um e.v. sobre C.
Demonstracgao: Seja a > 0 arbitrario. Naturalmente que a fungao 1 = 0 pertence a

G. (R), pois basta considerar o polinémio nulo, por isso o conjunto em questao é nao
vazio.
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Tomemos 1, e 1, fungdes quaisquer de G, (R). Existem entao, p; e ps em P (IR)
tais que

2

Uy (@) = pi(x) e Aty (2) = pa (x) & (4.12)

Sejam v;, 7, € C também arbitrarios.
Ora,

(V191 +72t) (2) =
= (V1p1 () + vap2 (7)) €

7(l$2

—aa:2

= plz) e,

com p = y,p1 + Yop2 € P (IR), o que significa que v,1; + 7515 €, cOmo esperavamos,
uma fungdo de G, (R). Acabamos de provar que para todo o a > 0, G, (IR) é um
subespaco vectorial do conjunto das funcoes continuas em IR. [ ]

Observagao 4.2.4 G, (IR) nao é fechado para as translagées, porque se b € IR\ {0} e
¢ c ga (IR), entao

(Y (z)) = p(z—0b) e o(@=0)* — p(x—b) e—a(z2—2zb+b2)
= q(z—0b) e_a(xz—Qxb)’ com q(z—0b) =p(xz—10) e—ab?
Mas
gz —b) e*2) ¢ g (R).

De igual modo, podemos concluir que o subespaco gerado pela uniao dos G, (IR), ou

seja, o span | |J G, (IR) |, ndo é invariante para as translagoes.
a>0

No entanto, prova-se que:
Proposicao 4.2.5 G, (IR) é fechado para a derivagao.

Demonstragao: Consideremos a em IRT™ e p em P arbitrdrios. Seja entao,
v = p- e~ Provemos o pretendido pelo método de inducao finita.
Com efeito,

m=0= DY (p (x) e"”ﬁ) = p(z) e,

Suponhamos que para m em IN, a derivada de ordem m de 1) escreve-se na forma ¢,
—ai? . ~ o, .
e %", com ¢, € P. Obviamente que esta notacao deve-se ao facto de que o polinémio

¢m depende da ordem de derivagao, logo p = qp.
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Hipétese de indugao:
Dr (p (x) e’“"”2> = ¢ (2) €% onde ¢, € P (4.13)
Tese de indugao:
Dy (p (@) € ) = gt (2) ", onde gy € P.
Ora,
0 plo) o)
= D, (qm (x) e_“xz)

— (Dagm (7) — 2a2¢m, () €

= dm+1 (x) o

7(1‘%2
2, onde ¢11 = Dyqp — 2a2q,, € P.

Por conseguinte, para todo o ) em G, (IR) e para todo o m natural, tem-se D) em
G. (R). |

Mostremos agora que toda a fungao de G, (IR) é indefinidamente diferencidvel de
decrescimento polinomial répido, isto é, é uma funcao teste de Schwartz.

Proposicao 4.2.6
o (IR) C S (IR).

Demonstracao: Seja a € IR arbitrario. E 6bvio que G, (IR) & um subconjunto de
S (IR) , pois sendo ¢ uma funcado de G, (IR) é imediato afirmar que v é indefinidamente
diferencidvel em IR e, para todo ol e m em IN,

lim }xlD;”@D (93)}

|x]|—+o00

lim |z'D™ (p (x) e“”Q)‘

|| =00

(le2

= lim |2'q(x) e~
proposicao. 4.2.5 |z|—+o0

= 0.

Passemos a expor o resultado central desta seccao, ou seja, toda a fungao indefinida-
mente diferencidvel de decrescimento polinomial rédpido pode ser aproximada por uma
sucessao de funcdes de G1 (R).
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Teorema 4.2.7
G: (R) & S(IR).
Demonstracao: Vimos na proposicao 4.2.6 que
g1 (R) C S(IR).

Consideremos agora o espago gerado pelas funcoes de Hermite e denotemo-lo por
span’H. Por um lado, sabemos que o spanH é denso’ em S (IR) (ver o technical
report do Zemanian [Zem64]). Por outro lado, o espago G 1 (R) contém o spanH (cf.

exemplo 4.2.2), resultando imediatamente o pretendido, ou seja, a densidade de G 1 (R)
em S (IR). |

Observagao 4.2.8 E importante realcar que, pelo facto de G 1 (IR) ser denso em S (IR)

(cf. teorema 4.2.7) poderiamos perguntar-nos o porqué de nao escolher para espago de
fungoes teste o espago G 1 (IR) . Ora, a resposta a esta questao é evidente e é dada pela

observagao 4.2.4, que nos diz que, para todo a em IR", G, (IR) ndo é fechado para
a translacao real. Consequentemente, estariamos a por de parte um dos principais
objectivos desta tese.

Uma propriedade que merece a nossa consideragao é a invariancia do espaco G1 (IR)
para a transformacao de Fourier. A proposicao seguinte nao sé6 demonstra tal facto,
como também estabelece o que acontece no caso mais geral.

Proposicao 4.2.9 Se ¢ € G, (IR), entdo F1 € g% (IR).

Demonstracao: Tomemos ¢ € G, (IR) arbitrério. Pretendemos mostrar que

22

F (p e_“iz) =s e_i_a, onde s € P.

Suponhamos que p tem grau n, logo
p(x)=> ¢,
j<n

com ¢; € C, para todo o j em {0,... ,n}.
E importante salientar que G, (IR) é um subconjunto do espaco de Schwartz S (IR)
(cf. proposigao 4.2.6) e consequentemente de S’ (IR).

2A demonstracio da densidade do spanH em S (IR) é dificil de encontrar na literatura, por isso,
optdmos por inclui-la neste trabalho. Uma vez que esta prova requer calculos longos e técnicos, e para
nao provocar uma quebra conceptual na leitura do texto, pareceu-nos mais razodvel apresentéd-la no
apéndice.
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Entao, pelas propriedades da transformada de Fourier em &’ (IR) (ver proposigao 2.2.7),
sabemos que

Mas F é linear, pelo que

jsn j<n
e como
F(#) = oF |(ia) 1]
D} [F (1)]
= D} (2n0),
entao
F (p e’“iﬂ)
= ch i (Dgé* \/E e%)
j<n @
= ch i (5*Dg <\/E e%))
j<n @
= ey \/gcj i’q (E)
j<n
= o s (E),
onde s =) . /53¢ Pq€P u

No resultado que se segue veremos que as fungdes de G, (IR) sdo de decrescimento
exponencial.

Proposicao 4.2.10 Para todo o a € IRT, tem-se que

Ga (IR) C Ce- (IR) .
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ai?

Demonstragao: Seja ¢ uma fungao qualquer de G, (R). Entdao ¢ = p e *" com

peP(R)eac R,

E imediato dizer que ¥ € C.- (IR), pois basta ter em consideracio o teorema 4.1.10
e os factos de que e~%" ¢ uma fungao de decrescimento exponencial (cf. exemplo 4.1.5)
e p ¢ uma fungao de crescimento exponencial (cf. exemplo 3.1.3). [

4.3 Funcoes de decrescimento exponencial rapido

4.3.1 Estrutura vectorial

Elaboraremos nesta seccao uma andlise semelhante & realizada anteriormente, mas
agora para as fungoes de € (IR) e de decrescimento exponencial répido, onde mostraremos
que estas sao fechadas para a translacao, para a derivacao e também para o produto
por funcoes de crescimento exponencial lento. Veremos ainda que este espaco con-
tém o espago G, (IR) e consequentemente estd contido densamente no espago S (IR) de
Schwartz.

Passamos a apresentar o conceito de fungao de decrescimento exponencial réapido:

Definigao 4.3.1 Dizemos que uma funcao ¢ compleza e de classe C*° em IR é de de-
crescimento exponencial rapido se todas as derivadas de @ forem de decrescimento
exponencial, ou seja, se para todo m em IN, D7y € C.- (IR) , isto é,

YmeIN Y€ IR Femp>0 Ve R |DMo(z)] < cpp e (4.14)

Ce- o (IR) denotard o conjunto de todas as fungoes de decrescimento exponencial rdpido.

Pela observagao 4.1.2 podemos ainda afirmar que

Co o (R) = {¢:IR—><C lpe E(R)AVmeIN VkeR | ‘lim Ml pmey (2) :o}
T|—+00
(4.15)

Observagao 4.3.2 Ressalte-se que toda a func¢do de decrescimento exponencial rdpido
tem crescimento exponencial lento.
Se ¢ € Co- » (IR) entdo, em particular, para qualquer inteiro nao negativo m,

Di'p € Ce- (IR),
o que, recorrendo o observacao 4.1.4, nos leva a afirmar que
Vme IN DI¢ € Ce+ (IR),

ou seja, ¢ € Cet o (IR).
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Segue-se o estudo das propriedades vectoriais das funcoes de decrescimento expo-
nencial rapido.

Proposicao 4.3.3 O conjunto das fungoes de decrescimento exponencial rdpido é um
e.v. sobre C.

Demonstracao: Repare-se que ¢ =0 € C.- » (IR) e por isso C.- « (IR) é um conjunto
nao vazio.

Consideremos ¢, e ¢, duas funcoes arbitréarias de decrescimento exponencial rapido
e sejam 7y, e 7, complexos quaisquer nao simultaneamente nulos. Para todo o m em
IN e £ em IR, temos

D7 (711 + 7v202) = 11D e1 + 12Dy,
Como ¢y, ¢y € Co- o (IR), entao
Doy € Ce- (R) A D', € C- (R),
donde
11 D701 + 72Dy g € Ce- (R)

pois C.- (R) é um e.v. (cf. proposigao 4.1.7).
Assim

vmeIN Dy (y191 +72¢2) € Ce (R),
permitindo-nos afirmar que C.- , (IR) é um subespaco vectorial de C.- (IR). n
Vejamos, agora, que C.- o (IR) é denso em S (IR) . Para tal, provemos, em primeiro

lugar, que G, (IR) é um subconjunto do espago das fungoes de decrescimento exponencial
rapido.

Proposicao 4.3.4 Para todo o a > 0 tem-se
Ga (IR) C Ce- oo (IR) .

Demonstragao: Seja 1 € G, (R) qualquer. Temos 1) = p - e ¢ & (R), porque
¢é o produto de duas funcoes indefinidamente diferencidveis. Tomemos ao arbitrio um
nimero natural m.

De acordo com as proposicoes 4.2.5 e 4.2.10 podemos, respectivamente, ver que

Dm <p (x) e_“xz) =q (z) e“”z, onde ¢ € P

g-e " eC,- (R).

Da arbitrariedade de m em IN resulta que ¢ € C.- o, (IR). [ ]
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Proposigao 4.3.5 O espago vectorial C.-  (IR) é sequencialmente denso em S (IR),
1sto €,

Co- o (R) & S(IR).

Demonstracao: Mostremos em primeiro lugar que C.- o (IR) C S(IR). Seja
¢ € Ce- o (IR) arbitrario; entdo, em particular, ¢ é de classe C* em IR.
Consideremos agora [, m € IN quaisquer
' D ()|
= [2'[ D} (2)|
x l m

()" [Dyo ()]
= |eFIDp (x)]

IN

Por outro lado, sabemos que ¢ € C.- », (R), logo
VmelN VkeR lim eDmp(z)=0.

|z| =400
Em particular para £k = [ € IR, tem-se que

lim }e””D?gp (x)} =0

|| =00

e como
|2 Do ()| < [e1Dy g ()]
resulta finalmente que

lim }:ch;”@ (:c)‘ =0,
|2]—-+o0
isto &, p € S(R).
Resta-nos provar que C.- o, (IR) é sequencialmente denso em S (IR). Mas isso é
evidente, pois basta ter em consideracao que as funcoes de G 1 (R), para além de serem

densas em S (IR) (cf. teorema 4.2.7), sdo também de decrescimento exponencial répido,
ou seja, G1 (R) C Ce- » (IR) (cf. proposicao 4.3.4). |

Vejamos que os operadores definidos no espaco das funcoes de decrescimento expo-
nencial mantém-se em C.- , (IR) e, como é natural, obtemos adicionalmente o operador
de derivagao.

Observagao 4.3.6 C.- o, (IR) é fechado para a mudanga de varidvel ®

rh— —X.

3Note-se que o espaco Ce- o (IR) também ¢ fechado para mudangas de varidvel do tipo
T +— ax + b,

coma,be Rea#0.
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Sem duvida, se ¢ for uma funcao de decrescimento exponencial rdapido, entao para
qualquer m em IN, D¢ € C.- (IR) e logo pela observagdo 4.1.8 temos que, para todo
o natural m, D¢ (—2) € Co- (IR) , isto é, ¢ (—2) € Co- o (IR) .

Proposicao 4.3.7 C.- , (IR) é invariante por translagao.
Demonstracao: Sejam a € R e ¢ € C.- « (IR) arbitrarios. Tem-se que ¢ é indefinida-
mente diferencidvel em IR e por isso 7,p também o é.
Decorre de ¢ ser uma funcao de decrescimento exponencial rdpido que
VmeIN D¢ eC. (IR).

Recorrendo & proposicao 4.1.9 vem imediatamente que, para todo o m em IN,

7o (D'p) € Ce- (R).
Mas,

Vm e IN 7, (D) = D" (Tagp)

por outras palavras, a translatada da derivada é a derivada da translatada, conse-
quentemente

Vm e IN DI'(1.,p) € Co- (R).

Proposicao 4.3.8 C.- , (IR) é fechado para a derivagdo.
Demonstracao: Suponhamos que ¢ € C.-  (IR), logo ¢ € £ (IR) e dai que, para
qualquer [ em IN, D! é do mesmo modo de classe C* em IR.

Tomemos [, m € IN quaisquer.

Pelo facto de ¢ ser de decrescimento exponencial réapido, é-nos assegurado, eviden-
temente, que D™y ¢ de decrescimento exponencial, e portanto

D} (Dyp) = Di*'p € Co (R).

Em conclusao, para todo o ¢ fungao de decrescimento exponencial rédpido e para qual-
quer [ natural,

Dlp e Ce- ~ (IR).
m

O teorema seguinte é uma consequéncia do resultado apresentado no teorema 4.1.10.

Teorema 4.3.9 Se ¢ € Co- o (IR) € f € Cot oo (IR), entdo f - ¢ € Co— o (IR) .
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Demonstragao: Sejam ¢ uma funcao qualquer de decrescimento exponencial rédpido
e f uma funcio igualmente arbitraria de crescimento exponencial lento. E ébvio que
f @€ &(IR), pois tanto f como ¢ sao indefinidamente diferencidveis em IR.

Fixemos m em IN. Recordando uma das férmulas de Leibniz para a derivacao do
produto, temos

D (f (x) ¢ (x))

- Y ()o@ o).

I<m

Tendo em consideracao que f é uma fungao de crescimento exponencial lento e ¢ uma
fungao de decrescimento exponencial rapido, entao D f e D™ 'y pertencem respecti-
vamente aos espagos C.+ (IR) e C.- (IR), o que implica, pelo teorema 4.1.10, que

DLf- DIl e C (R).

Para ultimar a nossa prova, basta apenas ter em conta a proposicao 4.1.7 que nos
garante que C.- (IR) ¢ um e.v., donde

>, (”f) DLf - DIl =D (f-¢) €Co (R).

=0

Da arbitrariedade de f em Ce+ o (IR) e de ¢ em C.- « (IR), conclui-se finalmente
que f-p € Co- o (R). u

Corolario 4.3.10 O espaco das funcdes de decrescimento exponencial rdapido € fechado
para o produto.

Demonstracao: Tomemos ¢, e p, em C.- « (IR) . A observagao 4.3.2 permite-nos dizer
que ¢, pertence ao espago Ce+ o (IR), 0 que, pelo teorema 4.3.9, nos leva a concluir
que ¢ - p, € uma funcao de decrescimento exponencial répido. ]

Os exemplos 3.3.2 e 3.3.3 garantem-nos o crescimento exponencial lento das expo-
nenciais e dos polinémios, pelo que, aplicando o teorema 4.3.9 podemos afirmar que
tanto os polinémios como as exponenciais sao multiplicadores do espaco C.- « (IR).
Abreviaremos estes resultados nos seguintes dois coroldarios:

Coroldrio 4.3.11 C.- « (IR) é fechado para o produto por exponenciais.

Corolédrio 4.3.12 O espaco das fungoes de decrescimento exponencial rdpido é fechado
para o produto por polindmios.
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4.3.2 Transformagao de Fourier em C.- (IR)

Com base na proposicao 4.3.5, sabemos que

Co- o (R) € S (R) (4.16)

Deste modo, é possivel pensar na restri¢ao a C.- » (IR) do operador transformacao de
Fourier F definido de S (IR) em S (IR) por:

Fo(©) = | o)
onde p € S(R) e £ € R.

Vimos anteriormente que a transformacao de Fourier de uma dada funcao de C.- (IR)
¢é prolongdvel a C como funcao inteira. Logo, é de esperar que o mesmo se passe
com a transformacao de Fourier de fungoes de decrescimento exponencial rédpido. A
observacao seguinte assim o confirma.

Observagao 4.3.13 E importante evidenciar que se ¢ € Ce-  (IR), entdo
Fo € S(IR) e, além disso, é prolongdvel a C como fungao inteira.

Com efeito, dada uma func¢ao ¢ indefinidamente diferencidvel em IR de decrescimento
exponencial rapido, temos que ¢ € S (IR) (ver (4.16)). Por conseguinte

Fo(€) = /R e (z) da.

E evidente que Fo é uma funcio do espaco de Schwartz, pois a transformacdo de
Fourier é um isomorfismo vectorial e topoldgico de S (IR) em S (IR) (ver teorema 2.2.5).
Quanto a F¢ ser prolongdvel a C como func¢do inteira é dbvio, pois basta notar que
Ce- oo (IR) C Ce- (IR) e ter em consideragio que a transformagio de Fourier de toda a
fung¢ao de C.- (IR) é prolongdvel a C como fungao inteira (cf. teorema 4.1.15).

Observagao 4.3.14 Se ¢ é uma fung¢do de decrescimento exponencial rdapido, entdo
F_1p € prolongdvel a C como fung¢ao inteira.
Vimos no teorema 2.2.5 que

fwwzﬂwﬂzfﬁ%@m,

R

pelo que, recorrendo a observacao precedente e a demonstracao do teorema 4.1.15 é
imediato afirmar que F_1p é prolongdvel a C como fun¢ao inteira.

4.3.3 Estrutura topolégica do espago C.- - (IR)

Muniremos agora o espago C.— o, (IR) com uma estrutura de espago vectorial topolégi-
co. Para esse fim, definamos para cada k£ € IR e m € IN a seguinte familia de semi-
-normas:

e (9) = [ D0 o (4.17)

48



Como acabdmos de ver, a familia de semi-normas definida em C.- o, (IR) néo é
numerdvel, no entanto, nao é dificil pensar numa que o seja e que gere a mesma
topologia neste espaco. Basta, por exemplo, indexar a constante k£ no conjunto dos
nimeros naturais. Desta forma, surge o resultado seguinte:

Proposigao 4.3.15 Consideremos a familia de semi-normas (Vi, m,)
em Ce- o (IR) da seguinte forma:

definida

k1,m1€IN

Uiy (9) = || DY (4.18)

‘PHLOO(JR)

Entao, (Ve mi )i, e € €quivalente a familia de semi-normas (1)
por (4.17).

Demonstracao: Seja ¢ € C.- », (IR) qualquer. Pretendemos mostrar que

A definida

Vki,mi € NSE€eRIm e INIA >0 viym, (¢) < diy,, (¢)
e
VE' € RVm' € IN 3ky,m) € N 3d' >0 jiy0 0 (0) < d'Vitmr ()

A primeira condigao é imediata pois, se k; e m; sdo mimeros naturais arbitrarios, entao
basta tomar k = ki, m = my e d = 1 que teremos

Viym (0) < dptg  (0) -

Para verificarmos a segunda condicdo, deveremos fixar k' em IR e m’ em IN quais-
quer.

Escolhendo mi =m’ € IN, d' =1e k} = |C (K')+ 1] € IN, onde C (k') representa o
maior inteiro que nao excede o nimero k', temos

K <|C(K)+1|

N o1l D;”/go(x)‘ < Ot +1]lal

D' (a)

kx| mym/ K x| ym,
= el pmo (2 ’ < ’e Hel pml o (4 ’
m'=m} e [C(K)+1|=k} ‘ v e(2)] < 7 (x)

= sup ekl|x‘D?/¢(x)‘ < sup eklllx‘DZ”llgp(x)’
zeR z€lR
& ekl‘i"'D;”/(pH < ) ek'1|f|D:T'1S0H
Loo(IR) L= (IR)
P s g () < d'Vig it ()

Observagao 4.3.16 E claro que podemos sempre filtrar qualquer uma das familias
de semi-normas <Vk17m1)k1,mlel]\f e (Mk7m)k€l]{,meﬂv’ sendo para isso suficiente, como jd
referimos anteriormente, juntar os supremos de sub-familias finitas, ou seja,

Figm () = sup 1 D 0| ooy (4.19)

m<m
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Uiy (9) = sup_ HeklmD;nl‘PHLoo(zR) (4.20)

my<my
Efectivamente, sendo ji,j2 € IR e l:, l; € IN arbitrarios, entao basta escolher
k = max {j1, jo} A m = max {E,i;} ,
que teremos
ﬁk,m > ﬁjlfl N ﬁkm 2 ﬁjz,fz ’

ou seja, a familia (ﬁkm) é filtrante. De igual forma se prova que (thﬁ{l)kl eIV

¢ também filtrante.

kelR,meIN

Estabelecemos de seguida as caracteristicas topoldgicas das funcoes de decresci-
mento exponencial répido.

Proposicao 4.3.17 C.- o, (IR) é um e.l.c..

Demonstragao: Atendendo a que (Vi m ), ;e descrita em (4.20) é uma familia
filtrante de semi-normas sobre o espaco das funcoes de decrescimento exponencial
rapido, logo C.- o (IR) é um espaco semi-normado, pelo que é localmente convexo
(cf. proposigao 2.1.11). |

Teorema 4.3.18 O espaco das funcgoes indefinidamente diferencidveis de decresci-
mento exponencial rapido em IR é separado.

Demonstragao: Precisamos verificar que:
Vp € Ce*,oo (IR) ((10 #0= 3k, m €N Vii,my (90) # 0) .

Tomemos ¢ uma fungao arbitrdria de decrescimento exponencial rdpido nao nula. En-
tao,

Jae R ¢(a)#D0.
Logo, para todo o k; natural, tem-se
el (a)] > 0
€ como

sup [e"17lp (2)] > Ml g (a)],
z€R

resulta que
Vino (p) > 06 v, 0(p) #0

e, portanto, (Ceioo (R), (Vky.my) ) é um espago de Hausdorft. n

k1,m1€N
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Coroldrio 4.3.19 O espago C.- o (IR) é metrizdvel.

Demonstragao: Atendendo a que a familia de semi-normas (v, m, ) (cf. (4.18))

é numeravel e que (Ce:oo (R, (Vkyma ) gy ms GIN) é separado (ver teorema 4.3.18), pode-

k1,m1€N

mos afirmar que C.- - (IR) é metrizavel (veja-se teorema 2.1.13). |

Teorema 4.3.20 O espaco das funcgoes indefinidamente diferencidveis de decresci-
mento exponencial rdpido em IR estd contido com injec¢ao candnica continua e densa
no espago de Schwartz.

Demonstragao: J4 demonstramos na proposicao 4.3.5 que
d
Ce- o (R) C S(R),
por isso, resta unicamente provar que a aplicagao

R),S@R) : Cem 0 (R) — S (IR)
pr—Ie_ _(mr)sm)(p) =¢

Ic

e ,oo(

é linear, injectiva e continua.

A linearidade e a injectividade sao 6bvias. Verifiquemos entao que ICef _(R),SR) €
realmente continua. '

Uma vez que, tanto C.- o (IR) como S (IR) sao espacos semi-normados, logo e.v.t.,
entao basta provar que I (r)s(r) € continua no ponto ¢ = 0. Para além disto, sabe-
mos que Ce- oo (R) € S (R) sdo espagos metrizéveis (cf. coroldrio 4.3.19 e proposicao
2.2.4) e, por isso, a continuidade é equivalente a continuidade sequencial.

Fixemos (¢,,), e uma sucessao de fungoes em C,.- ., (IR) tal que,

¢, — 0, em C— o (IR),
ou seja,

Vi ma ((pn - 0) — 0, Vklaml €N
& Vki,my €INVey >03m e NVReIN n>ny = |MFIDIM (o, <e

(4.21)

Moy

Queremos mostrar que
I, _my.sm)(n) = le,_ _r)smw)(0), em S(IR),
ou seja,
Vi,meIN p,. (¢,) — 0.

Deste modo, tomemos [ e m em IN arbitrdrios e € um nimero real positivo qualquer,

'%lD;n(anLOO(]R)

< sup [ DY (o, ()],
z€lR
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fazendo k; = [, m; = m e £; = € na hipdtese (4.21), temos que

~l ym
Do,

HLOO(]R) < g, sempre que n > ny.

Por conseguinte ICef,oo(lR)ys(lR) é continua. [

O resultado seguinte é imprescindivel as provas das propriedades ser de Fréchet e
de Montel.

Lema 4.3.21 Seja (¢,,),cn uma sucessio limitada em C.- o (IR) e seja ¢ € S (IR).
Entao, se ¢, — ¢ em S (IR), tem-se ¢ € Co- o (IR) € @, — ¢ em Co— o (IR) .

Demonstragao: Sejam (p,,),n Uma sucessao qualquer limitada em C.- o (IR) e ¢
uma fungao de S (IR) de igual modo arbitraria. Suponhamos ainda que ¢, — ¢ em
S(R).

Dizer que (¢,,),cn ¢ limitada no espaco das fungoes de decrescimento exponencial
rapido é equivalente a afirmar que

Vkl,ml cIN E|Ak17m1 >0 VnelN Vit ma (gOn) < Ak17m1 (422)

Mostremos, em primeiro lugar, que ¢ € C,-  (IR) . E claro que ¢ € £ (IR), pois ¢
¢ uma fungao do espago de Schwartz.

Tomemos m € IN e k € IR quaisquer. Dado que (¢,,), o ¢ limitada em C.-  (R),
entao por (4.22) e, em particular, para m; = m, k; = |C (k) + 1| € IN, resulta que

3A\C(k)+1\,m > 0 VTL - ]N He +1H$|Dm (’DH)HLOO(]R) S A|C’(k)+1|,m (423)
Deste modo,

{e|C(k +1|\x\Dm (a:)}

< sup }e‘ (k )+1Hx|Dm<pn( )}
z€R
< Ajcr)+1,m
por (4.23)
o que implica que
YneIN VzxelR ‘Dx (pn( )| < A\C(k)+1|,m e 1Ck)+1llzl (4.24)

Como ¢,, — ¢ em S (IR) temos em especial que

ou seja, D, — Dy uniformemente em IR.
Consequentemente, passando ao limite quando n — 400 na desigualdade (4.24)
vem que

Ve eR Do ()] < Acgyrim e T < Aoy paym e,
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pelo que
¥m € N Vk € R 3em i = Ajcy1m > 0¥ € R Do (2)] < e ™17,

isto é, ¢ € Ce-  (R) .
Para finalizar, verifiquemos que ¢,, — ¢ em C.- », (IR), ouseja, que ¢, = ¢, —¢ — 0
em C.- o (IR).

Sejam k; e my; em IN e £; em IR' arbitrarios. Temos

}e(k1+1)\z|D;n1wn (x){ < sup }e(k1+1)‘m|D;ﬂf1wn (x)} = Vky+1.my (V) (4.25)
z€IR

Tendo em consideracao que (¢,,),,cn € limitada no espaco das fungoes de decrescimento
exponencial rapido e que ¢ é um elemento deste espaco, podemos afirmar que a sucessao
(V) pen € também limitada em C.- o (IR) . Daqui resulta que

HBkH—lJm >0 VnelN Vii1+1,m1 (@Dn) < Bk1+1,m1
e, portanto, da condigao (4.25) decorre que, para todo o n em IN e todo o x em IR,

|ele® 1 DTy, ()| < Brysam,
& !eklmD;”lwn (:c)! < Bk1+17mle""”‘ (4.26)

B
2| > In <M)
€1

By 1,m
VneN VzelR |z|>1In (’“6;1) = |e DM, (2)] < & (4.27)
1

Para

tem-se, de (4.26), que

Tomando em atengao o facto de que ¥, — 0 em S (IR) (porque ¢, — ¢ em S (IR)),
podemos asseverar que D71, converge uniformemente para 0 em IR, o que se pode
traduzir por:

Veo >0 dngeIN VnelN n>ng=sup|D/"Y, (x)] < ep.
z€lR

Se tomarmos

k141
15
Eo = —( 1) >0

(Bk1+1,m1 )kl
temos

(El)k1+1

g €IN VeelR VnelN n>ng= |D"¢,(2) < ———
(Bk1+17m1)

(4.28)
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Suponhamos que

z| < In (M)
€1

e Dy, ()]
k
(P} o, (0)

€1
k
(Bk1+17m1) ' (Sl)kﬁ_l
28) €1 (Bklﬂ,ml)kl ’

By +1,m
Vn>ny VeeR J|z|<In <%) = |ek1‘x|D;”1¢n ()] < e (4.29)
1

entao

ZIA

por

isto é,

De (4.27) e (4.29) resulta que

Ve1 >0 Iny=ng €N VzelR VneN n>n = |"HDMy, (2)] <e,

ou seja,

Vii,my (?ﬂn) —0

e, dado que k; e m; sao nimeros naturais arbitrarios, concluimos finalmente que v,, — 0

em (Co oo (R), (Vs ms )y ey
espaco das funcoes de decrescimento exponencial réapido. [ ]

) , que é o mesmo que dizer que (p,, converge para ¢ no

Teorema 4.3.22 O espaco C.- o (IR) é de Fréchet.

Demonstragao: A luz da proposicio 4.3.17 e do corolario 4.3.19, resta-nos somente
provar que C.- » (IR) é completo.

Seja (¢,),en Uma sucessao de Cauchy arbitrdria no espago das fungoes indefinida-
mente diferencidveis de decrescimento exponencial rédpido em IR.

Verifiquemos, em primeiro lugar que (¢, ), n também é de Cauchy no espago de
Schwartz. E 6ébvio que (,,),n ¢ uma sucessdo em S (IR), pois C- o (IR) é um sub-
conjunto do espago de Schwartz (ver proposicao 4.3.5).

Queremos mostrar que

VimeIN Ve>0 dngeIN Vn,pelN n,p2n0:>pl7m(g0n—g0p)§5.

Ora, isto advém imediatamente do facto de

Ce- o (IR) G S(IR), (cf. teorema 4.3.20),
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isto &, (¥,),en € de Cauchy em S (IR).
Recordando a proposigao 2.2.4, podemos constatar que S (IR) é completo (por ser
de Fréchet), logo

dJpeS(R) ¢,—¢ emS(R).

A sucessao (¢,),en sendo de Cauchy em C.- o (IR), ¢ limitada em C.- o, (IR), donde,
pelo lema 4.3.21, tem-se ¢ € C.- o (R) €

0, = ¢ emCe  (R),
o que prova que C.-  (IR) é completo. [ ]
Teorema 4.3.23 C.- », (IR) é um espago de Montel.

Demonstracao: O teorema 4.3.22 assegura-nos que C.-  (IR) é um espaco tonelado,
porque é de Fréchet (cf. teorema 2.1.15).

Resta-nos provar que todo o subconjunto limitado de C.- « (IR) é relativamente
compacto.

Tomemos L C C.- » (IR) qualquer tal que L ¢é limitado. Atendendo ao facto de que
o espago das fungoes de decrescimento exponencial répido é metrizével (ver coroldrio
4.3.19), mostrar que L é relativamente compacto é equivalente a verificar que de toda a
sucessao de elementos de L se pode extrair uma subsucessao convergente em C.- , (IR)
(ver teorema 2.1.14).

Seja entdo, (¢,),cn Uma sucessao arbitrdria de elementos de L. Sabemos, pelo
teorema 4.3.20, que

C- o (R) & S(IR),
em particular, a aplicacao

IC R),S(RR) . Ce*,oo (]R) — 8 (]R)

pr—1Ic_ _(w).Sm) (o) =¢

e ,oo(

¢ linear e continua. Por conseguinte ICef _(R),5(R) transforma limitados em limitados
e, uma vez que, L é limitado em C,- (]R) , tem-se L limitado no espago de Schwartz.
Mas, S (IR) é metrizével e é de Montel (cf. proposicao 2.2.4), logo por L ser limitado
neste espago e (©,,),en € L™, existe uma subsucessio (gpmn)ne convergente no espago
das funcoes teste de Schwartz.

Assim, existe ¢ € S (IR) tal que ¢,, — ¢ em S(IR).

Visto que L é um subconjunto limitado do espaco das fungoes de decrescimento
exponencial rdpido e que (gomn) é uma sucessao de elementos de L, resulta que

IN

nelN
(gomn)nelN ¢ uma sucessao limitada em C.- o, (IR).

Como ((pmn)nE]N ¢ uma sucessao limitada em C.-  (IR), p € S(IR) e p,,, — ¢ em
S (IR), entao, pelo lema 4.3.21, ¢ € Co- o (IR) e ¢,, — ¢ em C.- o (IR), 0 que prova
que L é relativamente compacto. [
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Teorema 4.3.24 O espaco das funcgoes de decrescimento exponencial rdpido é
bornoldgico.

Demonstracao: Resulta imediatamente da proposicao 2.1.16, pois C.- o (IR) é local-
mente convexo (proposigao 4.3.17) e metrizavel (coroldrio 4.3.19). u

As proposigoes que se seguem mostram-nos a continuidade dos operadores definidos

em C.- o (IR).

Proposicao 4.3.25 Seja a € IR. Entdo o operador translagao T, definido em (3.4) é
um isomorfismo vectorial e topoldgico do espago Co— o (IR) nele proprio.

Demonstracao: Jd vimos que 7, vai de C.- « (IR) para C.- » (IR) (cf. proposicao
4.3.7).

A linearidade é ¢bvia, pois sendo ¢, e ¢, elementos arbitrarios de C.- o, (IR) e
1,7, € C quaisquer, temos

Ta (V101 + V22) (2)

(V11 + Y22) (7 — a)
= M1 (T —a) + 70, (x — a)
= (M1Tap1 +V2Tap2) () .

A injectividade sai imediatamente do facto do Ker7, = {0} . Quanto & sobrejectivi-
dade, basta notar que, se ® é uma fungao qualquer de C.- », (IR), entdo se tomarmos
v = 7_,P continuamos a ter uma aplicagdo de decrescimento exponencial rapido (cf.
proposigao 4.3.7) e por isso

Tap (1) = To(T-a®) (¥)
= 7,9 (z+a)
= @ (z),
isto é, 7, é sobrejectiva. Posto isto, podemos asseverar que a inversa do operador 7, é

T 4
Verifiquemos agora a continuidade do operador

To : Com oo (R) — Co- oo (IR) .
Seja (¢n)nen € (Co- o (R))™ qualquer, tal que (©n) e converge para zero em Ce- o (IR)
isto é,

Vky,my (Son - O) - 07 vklﬂnl e N
& Vki,mi €INVey >0dn; e NVneIN n>ny = Hek”i"D;”1 (o, <g

(4.30)

)HLoo(lR)
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Pretendemos provar que 7, (p, ) converge para zero no espago das fungoes de decresci-
mento exponencial répido.

Efectivamente, para ko e mo niimeros naturais quaisquer e € um real positivo tam-
bém arbitrario, temos

e D72 (1.,,) (2)]
= |k D2 (g, (@ — )|

|ek2‘y+“|D;”2 (o, (y))! ,comy=z—a€R
< el WD (o, ()]

5 .
Fazendo em (4.30) ko = k;,mo =my € Ne g, = pramibe 0, vem, em particular, que
e a

I € NVne N nzn = [MD) (0, )] <

e por isso,
€

|ek2‘z|Dsz <T“30n) (‘T)| < ek2|“‘ ekzlal’

sempre que n > ny e Vr € IR.

Logo

<e

Vko,mo € NVe>03dng=n € NVneIN n>ny= Hek2|5/’|D?2 (Ta‘:pn)HLoo(]R) <e,

que é precisamente o que querfamos demonstrar.

Como a é um real qualquer, a continuidade do operador inverso da translagao 7_,
¢é imediata.

Conclui-se assim, que o operador translagao é um isomorfismo vectorial e topoldgico
de C.- « (IR) nele préprio. |

Proposicao 4.3.26 Para todo ol em IN, o operador derivada

Di :Com o0 (IR) — Ce- » (IR)
¢ +— Dlp

é linear e continuo.

Demonstracao: Decorre da proposicao 4.3.8, que dado ¢ arbitrario em C.- » (IR),
D! ainda pertence a C,.- o, (IR).

A linearidade é trivial.

Fixemos [ em IN e (¢,,),, o uma sucessao de fungoes em C.- o (IR), tal que

0, =0 emCe o (R).
E evidente que

D! (¢,) =0 emCo o (R),
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pois advém do simples facto de
Vl,my € IN D7 (Dle,) = DI (¢,).
Consequentemente,
Dy : Co- oo (R) — Ce- o (R)
é linear e continuo. ]
Proposicao 4.3.27 Para cada f € Ce+ o (IR), 0 operador produto

Pi i Ce- oo (IR) — Ce- o (IR)
pr—Pr(p)=1f-p
é linear e continuo.

Demonstragao: Tome-se f uma funcao arbitraria de crescimento exponencial lento
em IR. O teorema 4.3.9 permite-nos afirmar que, se f € Ce+ o (R) € ¢ € Co-  (R),
entao

Pf(@):f'@ece*,oo(m)'

Obviamente que o operador Py ¢ linear.
Seja (@) nen € (Ce o (R))™ qualquer, tal que ¢, converge para zero em Ce- o (IR) .
Sejam ko, mo € IN quaisquer.

=D (Py () ()]

_ ka|x| ma l ma—l
férmula Ee Leibniz © Z ( [ )sz <:C) Dm ’ Pn ('T)
1<mg
< ij )DL @) [P, ()]

mas f € Cer o (IR), donde
=D (Py () (2)]
o |z ma T mo—
< okl 3 ( z )al Al [ Dl (2)]

1<mgo
< el Z (”;Z)Q Al }D?z_lgon (93)} (4.31)
1<mgo
onde « = max ;e = max [3,.

0<I<mg 0<i<ma

Tomemos k = |C (kz + ) + 1| € IN. Da desigualdade (4.31) vem que

sup [ D} (Py () (2))]

z€lR
< « Z (mQ) sup }ekmD;”?’lgon (2)] (4.32)
1<ms l z€R
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Mas ¢, — 0 em C.- » (IR), donde
Vki,m; € IN Vi ma ((,Dn) — 0.
Entao,

Vima—i (¢) = 06 lim ||t Dm=1 (o, —0

n—-+o00

M 2oy
e, portanto, da condicao (4.32) vem

lim sup ‘ek2‘z|D;n2 (Pr () (x))‘

n—+00 zcR
<ay (Wzl) Jim D ()|
1<mgo
= 0.

Decorrendo daqui que
Vka,mg € IN Vig,ma (Pf (‘,Dn)) — 0,

o que quer dizer que a sucessao Py (y,) converge para zero no espago das funcoes
de decrescimento exponencial rédpido, levando-nos assim a conclusao de que Py é um
operador continuo de C.-  (IR) nele mesmo. u
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Capitulo 5

O espago Xj(IR)

5.1 Estrutura vectorial

Uma das limitagoes do espago das fungoes de decrescimento exponencial rapido
é nao ser fechado para a transformacao de Fourier F. Portanto, uma forma de col-
matar esta insuficiéncia é considerar apenas o espago das fungdes de C.- , (IR), cujas
transformadas de Fourier ainda pertencem a C.-  (IR).

Assim sendo, consideremos o conjunto das funcoes complexas de classe C* em IR,
tais que estas e as suas transformadas de Fourier tém decrescimento exponencial rapido,
isto é:

%o (R) = {p € Co- oo (R) A Fip € Co- oo (R)} (5.1)

Iremos ver que algumas das propriedades até aqui provadas para o espago C.-  (IR)
sao validas em X, (IR), entre as quais se destaca a invariancia para a translagao, para
a derivacao, para o produto por fungoes do mesmo espaco e para o produto por
polinémios. Embora se “perca” alguns multiplicadores, “ganha-se” uma mais valia:
a invaridncia para a transformagao de Fourier. Naturalmente que o espaco G, (IR) estd
contido em X, (IR) e este, por sua vez, estd contido densamente no espago S (IR) de
Schwartz.

Proposigao 5.1.1 X, (IR) é um e.v. sobre C.
Demonstracao: Vimos na proposigao 4.3.3 que C.- » (IR) é um e.v. sobre C e como

F é linear, entdo F (C.- « (R)) também é um e.v. complexo.
Atendendo a definigao do espago X, (IR), podemos afirmar que

X0 (R) = Ce oo (R) [ ) F (Com o (R)) ,

ou seja, Xy (IR) é uma intersecgao de e.v., logo é um e.v. sobre C. ]
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Observagao 5.1.2 Poderia pensar-se que Xo (IR) = Ce- o (IR). Isto ndo é verdade
porque, se ¢ pertence a Xo (IR), entdo ¢ é analitica (facto este que serd provado jd a
sequir no teorema 5.1.3) e, como sabemos, existem fungoes nao analiticas em C.- o (IR),
como por exemplo qualquer func¢ao de D (IR), pois toda a fun¢io ndo nula indefinida-
mente diferencidvel de suporte compacto nao é analitica.

Teorema 5.1.3 Se ¢ € X, (IR), entdo ¢ é prolongdvel a C como fung¢do inteira.

Demonstragao: Fixemos ¢ em Xy (IR) qualquer. Em particular F¢ é uma fungao de
decrescimento exponencial rapido, consequentemente, pela observagao 4.3.14, F_1 (F)

é prolongével a C como funcao inteira, logo 2—}11 (F¢) é de igual modo, prolongédvel
™

a C como funcao inteira.

Mas,
FL(Fy)
o’ LY
1
= —2
27 e
1
= ¢, pois Fl= 2—.7:_1 (cf. teorema 2.2.5),
T
o quer dizer que ¢ é prolongdvel a C como fungao inteira. [ ]

Proposicao 5.1.4 Para todo o a em IR™, o espago G, (IR) é um subconjunto de X, (IR) .

Demonstragao: Sejam p € P e a € R" arbitrarios.

J4 demonstramos que ¢ = p e %’ ¢ Ce- o (R) (cf. proposicdo 4.3.4). Resta-nos,
por isso, mostrar que F (¢) € Co- o (R) .

A proposigao 4.2.9 diz-nos que as fungoes de G, (IR) sdo “quase ” fechadas para a
transformada de Fourier, isto é

22

F (p e"”ﬁz) =5 e’gﬁ, onde s € P.

1
Se prestarmos novamente atencao a proposicao 4.3.4 e ao facto de que b = T > 0,
a

podemos deduzir que

gb <]R) C Ce*,oo (]R) )

22
0 que nos permite concluir que s - e ¢é uma funcao de decrescimento exponencial
rapido e, por isso,

Fi € Ce- o (R)

finalizando assim a nossa demonstragao. ]
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Proposicao 5.1.5
d
Xo (IR) C S(IR).

Demonstragiao: E imediato que Xo(IR) C S(IR), pois basta notar que
Xo(IR) C Ce-  (R) e que Ce- o (IR) C S(IR) (cf. proposigao 4.3.5).

Pela proposicao precedente, sabemos, em particular, que G 1 (R) C Xy (IR), e como
as fungoes de G1 (IR) sao densas em S (IR) (cf. teorema 4.2.7), conclui-se imediatamente
que Xo (IR) é denso em S (IR) . u

Naturalmente que:

Observacao 5.1.6

Com efeito, se ¢ € Xy (IR) entdo, em particular, ¢ € Co- o (IR) e logo, pela observagao
4.3.6, ¢ (—) € Ce- o (IR). Resta pois mostrar que F [ (—Z)] € Co- o (IR).
Mas,

Vo € X(IR) = ¢ (—1) € Xo(R).
)

Flo (=)l (&) = Fale @] (€) = Fle (@)] (=€)

Por definicao do espago Xo (IR) temos que Fp € Ce-  (IR) . Recorrendo novamente a
observagao 4.3.6 vem que F (—é’) € Ce- o (IR), ou seja, F [¢ (—)] € uma fungao de
decrescimento exponencial rapido.

Proposicao 5.1.7 X, (IR) ¢é invariante por translagao.

Demonstragao: Tomemos a € IR e ¢ € Xy (IR). Verifica-se imediatamente que
Top € Ce- oo (R), pois ¢ € Xy (IR), o que implica que ¢ € C.- o (R) e, logo, é s6
aplicar a proposicao 4.3.7.

Vejamos que F (7,¢) € Ce- o (IR) .

Recorde-se que X (IR) é um subconjunto de S (IR). Entao, pelas propriedades da
transformada de Fourier em S (IR) (ver observagao 2.2.8), sabemos que

F (rap) = e Fop.

E importante salientar que e=% ¢ uma func@o de crescimento exponencial lento (cf.
exemplo 3.3.2) e que Fp é de decrescimento exponencial répido porque, por hipétese
v € Xp (IR), entdo aplicando o teorema 4.3.9, obtém-se que

f (T(I(p) 6 C€77OO (R) *
Da arbitrariedade de a em IR e de ¢ em X, (IR), resulta que
VaeR VoeXog(IR) 7.0€ Xo(IR).
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Proposicao 5.1.8 X (IR) é fechado para a derivagao.

Demonstragao: Sejam ¢ € X (IR) e | € IN quaisquer.

De ¢ € X (IR) temos que ¢ € Co- o (IR), logo DLy € Co- o (IR) (ver proposigao
4.3.8), por isso, falta-nos provar unicamente que F (chgo) €Ce- o (IR).

Com base na observagao 2.2.8, podemos afirmar que

N
F (Dhp) = (i&) Fo.
O corolério 4.3.12 garante-nos que o espaco das funcoes de decrescimento exponencial

N
rapido é fechado para o produto por polinémios; entao, e uma vez que (2£) é um

polinémio de P, e Fy é uma funcéo de C.- o (IR) (pois ¢ € X, (IR)), temos, como pre-
tendfamos, que F (chgp) ¢ uma funcao indefinidamente diferencidvel de decrescimento
exponencial rapido. [

Em seguida provamos a propriedade que motivou a construgao do espago Xo (IR) .
Proposicao 5.1.9 O espago X¢ (IR) é fechado para a transformada de Fourier.

Demonstracao: Seja ¢ € X, (IR). Por definicao de Xy (IR), F¢ € Ce- « (IR). Falta
provar somente que F (Fy) € C- o (IR).

Se tivermos em atengao que F (F) é analitica em IR (ver observagao 4.3.13) entao,
em particular, F (Fy) é indefinidamente diferencidvel em IR.

Consideremos m € IN e k € IR arbitrédrios. O corolédrio 2.2.9 permite-nos dizer que

F (Fp) = 2mp (—%)

e, como ¢ é uma funcdo de decrescimento exponencial rapido, pois ¢ € X, (IR), entao
% (—é’ ) ainda é uma fungao de decrescimento exponencial répido (cf. observacao 4.3.6),
logo

F(Fp) €l (R).

Proposicao 5.1.10 O espago Xy (IR) é fechado para o produto.

Demonstragao: Sejam ¢, e p, fungdes quaisquer do espaco Xy (IR). Em particular,
@1 € @y sdo fungoes de decrescimento exponencial répido, pelo que ¢; - ¢, € Ce- o (IR)
(cf. corolédrio 4.3.10). Para finalizar a nossa demonstragao, basta provar que F (¢, - )
ainda pertence ao espaco das fungoes de decrescimento exponencial rdpido. Atendendo
a que @, - py € de decrescimento exponencial rdpido, entao sabemos, pela observagao
4.3.13, que F (i, - ¢,) € analitica em IR, logo é uma funcao de £ (IR). Sejam agora m
um natural qualquer e £ um real também arbitrario.
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Pelas propriedades cléssicas da convolugao temos que

lim ek|§|D2n [F (01 - 02)]

€] —=+o0
=l SHIDE | F () ¢ F ()
- %&Iioekﬂ (F (1) * DEF (2))
- %513300 (€™ F (i01) # EIDPF (105)) -

E importante agora notar que F (¢;) e F (,) sdo funcdes de decrescimento expo-
nencial rdpido, pois ¢, e ¢, pertencem a X, (IR) e como C.- o, (IR) é fechado para a
derivagao e para o produto por exponenciais (ver proposicao 4.3.8 e coroldrio 4.3.11)

resulta que exp (k‘ ‘ED F(p,) e exp (k )é") Dg”}"(g@) ainda sao fungoes do espago
Ce- o (IR). Consequentemente, pertencem ao espaco S (IR) de Laurent Schwartz (cf.

g ) F(p1) e
exp (k‘ ’%‘) Di*F (ipy) sao fungoes do espago L?(IR). Assim, é-nos permitido afirmar,

proposigao 4.3.5) e, por isso, podemos também dizer que exp (k‘

pela teoria geral do produto de convolucao, que a funcao
HEF (1) et DpF ()

existe para quase todo o £ em IR, é continua e tende para zero quando |£| — +o0, ou
seja,

1 N
37 i (IF (1)  HIDEF (i22)) = 0,
o que significa finalmente que F (¢ - ¢5) € Ce- o (IR). u

Proposicao 5.1.11 X, (IR) é fechado para o produto por polinémios.

Demonstragao: Consideremos ¢ € Xo(IR) e p € P quaisquer. Uma vez que
v € Xy (IR), entdo ¢ € C- » (IR), donde se conclui que p- ¢ € C— o (IR) (cf. corolario
4.3.12). Resta, pois, mostrar que F (pp) ainda é uma fungao de decrescimento expo-
nencial rapido.

Suponhamos que o polinémio p é de grau n, ou seja,

p(x) :ch:cj, com¢; € C, Vj €{0,... ,n},

Jj<n

donde, pelo corolério 2.2.10,

F(pp)=> ¢ "DL(Fyp).

Jj<n
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Note-se que Fp é uma funcao de decrescimento exponencial rapido porque ¢ é um
elemento de X (IR) . Atendendo ao facto de que C.- « (IR) é fechado para a derivagao
(ver proposi¢ao 4.3.8) tem-se que Vj € {0,... ,n}, Dg (Fp) ainda pertence a C.- o (IR)
e por fim, como este espago é um e.v. (cf. proposigao 4.3.3), resulta trivialmente que

ch Z]Dg (ng) S Ce*,oo (]R') )

Jj<n

isto &, F (pp) € Ce- o (IR).
Conclui-se, assim, que

VpeP VoeXo(IR) p-peXo(R).
u

Proposicao 5.1.12 Se b é um nimero real arbitrario e ¢ é uma fungdo de %o (IR)
arbitrdria, entdo ¢ - €* ainda é uma funcdo do espago Xo (IR).

Demonstragao: Sejam b € R e ¢ € X (IR) arbitrarios.

Note-se que Fp é uma fungao de X, (IR), pois X, (IR) é fechado para a trans-
formagao de Fourier (ver proposicao 5.1.9). Atendendo a proposigao 5.1.7, podemos
concluir que

7o (Fp) € X0 (IR)
e, pela observacao 2.2.8, temos que

F (e™ ) € X0 (R).
Utilizando novamente a proposi¢ao 5.1.9, vem que

F[F (e"¢)] € X (IR).
Recordando o corolédrio 2.2.9 e a observacao 5.1.6, temos respectivamente que
F|F (eibjgo)] = 21e "D (—7) € Xy (R)

e que

ome®p € %y (R),
ou seja,

- &bt

é uma funcado do espaco Xy (IR), pois estamos perante um e.v. (cf. proposigao 5.1.1).
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Seguidamente, apresentamos um resultado, algo curioso, que nos afirma que o pro-
duto de uma exponencial por uma fungao de G, (IR) é uma funcao de Xy (IR).

Proposicao 5.1.13 Para toda a fungao v de G, (IR) e para todo o mimero real b,
tem-se que

w'eb:ﬁE%o(]R).

Demonstragao: Sejam p € P, a € R" e b € IR arbitrarios.

Repare-se que e~%" & uma fungao de X, (IR), pois este espago contém G, (IR) (ver
proposigao 5.1.4), logo por X, (IR) ser invariante para as translagoes (cf. proposi¢ao
5.1.7), temos que

ainda pertence ao espago X (IR) .
Atendendo a proposicao 5.1.11 podemos afirmar que
D - e_“(i’_Z_l;)2 € X (R)
e como, pela proposi¢ao 5.1.1, Xy (IR) é um e.v., resulta finalmente que
o e’

é uma funcao de Xy (IR), mas

b2 . b \2
e4a -p- efa(‘rfﬁ)
_a#? i

= p-e at .ebz

bi
= 1-e”,

com ) =p e % € G, (IR), o que finaliza a nossa demonstragao. [ ]

5.2 Estrutura topolégica em X)(IR)

Dada a defini¢ao do espago Xy (IR), a familia de semi-normas mais natural a consi-
derar, indexada em k£ € IR e em m € IN, é a seguinte:

b (2) = 11D ] oy + | 0E (P (5:2)

Proposicao 5.2.1 A familia de semi-normas (“k,m)kem menv definida em Xo (IR) por

(5.2), é equivalente & sequinte familia de semi-normas, indexada em ky e my naturais
quaisquer,

Mrams (2) = (| €7D0 oy + HeklMD?l (ﬂ")HLw(m (53)
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Demonstragao: A prova ¢ idéntica a efectuada na demonstracao da proposicao 4.3.15.
[ ]

Observagao 5.2.2 As famdlias filtradas de (nkl,ml);ﬂ mien € (ukm)kem men bodem
ser respectivamente: 7 ’

=N Hi| pm H kel pm (F H 5.4
i () = sup | D] oy + sup [|FEIDE (F)| (54)

(&
7, - — kil| pma ’flmDml F H 5.5
i () = Sup_ || DGy sup_ || (F) e (55)

Veremos agora que todas as propriedades topolégicas estudadas em C.- » (IR) sao
validas no espago Xp (IR) .

Proposicao 5.2.3 O espago X (IR) é um e.l.c..

Demonstragao: E importante frisar que a familia de semi-normas (ﬁkl ,?;1)

k1,mi1 €N
descrita em (5.5) é uma familia filtrante sobre o espago Xy (IR), logo este espaco é
semi-normado, pelo que é localmente convexo (cf. proposigao 2.1.11). |

Teorema 5.2.4 X, (IR) é um espaco de Hausdorff.

Demonstragao: Seja ¢ € X, (IR) qualquer, tal que ¢ # 0; temos, por definicdo de
Xy (R), que ¢ é uma fungao de decrescimento exponencial rapido donde, e de acordo
com o teorema 4.3.18, existem k; e m; nimeros naturais, tais que

Vkl,m} (30) 7£ 0
= HeklmD;nl‘PHLoo(m) 7# 0.

Entao obtém-se

et Dy +[eklp (Fe)| 0,

S"HLoo(]R) (R

o que significa que
My () 7# 0,
isto ¢, (%0 (R), (nkl,ml)kl mlelN> ¢ um espaco separado. [ ]

Corolério 5.2.5 O espaco das funcoes tais que tanto elas como as suas transformadas
de Fourier sao de decrescimento exponencial rdpido é metrizdvel.
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Demonstragao: Uma vez que X, (IR) é separado (ver teorema 5.2.4) e que a familia

de semi-normas (nk Lm 1) A definida por (5.3) é numerével, podemos, pelo teorema

2.1.13, afirmar que X, (IR) é metrizavel. u

Na sequéncia, apresentamos um resultado que afirma que o espago X, (IR) se injecta
continuamente em C.-  (R) .

Proposicao 5.2.6
Xo(IR) Gy Co- o (IR) .

Demonstragao: E claro que [ Xo(R).C, _(R) € linear e injectiva.
Mostremos entao que Ifo(m)vceaoo(ﬂ‘) é continua. Como ja vimos anteriormente,
basta provar que [ %0(R).C,— . (R) ¢é sequencialmente continua no ponto ¢ = 0, pois tanto

Xo (IR) como C.-  (IR) s@o espagos localmente convexos (ver proposigoes 5.2.3 € 4.3.17)
e metrizéveis (cf. coroldrios 5.2.5 e 4.3.19).

Para este fim, tomemos uma sucessao (¢,,),cn arbitrdria de elementos de X, (IR),
tal que

v, — 0 em Xy (IR).
Sejam ki e m; em IN arbitrdrios. Por hipétese, tem-se que

77k1,m1 (@n) —0

o D, ey + [ )] 0

e .
o que implica que
ki|Z| ;ym
e Dy 1SOnHLoo(JR) —0
< Vi (@n) —0
& ¢, —0 emC o (R).

Coroldrio 5.2.7 O espaco X (IR) estd contido com injec¢do candnica continua e densa
no espaco de Schwartz.

Demonstracao: De acordo com a proposicao 5.1.5, Xy (IR) é denso no espaco S (IR)
de Schwartz, por isso, falta somente provar que

%o (R) & S(RR).

Isto é imediato, pois basta ter em consideragao a proposicao anterior e o teorema 4.3.20,
que nos dizem respectivamente que

:{O (IR) s Ce*,oo (IR)
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Ce- o (R) & S(RR).
|

Em seguida, iremos apresentar um lema que nos assegura a convergéncia de uma
sucessao no espago Xg (IR), desde que esta seja limitada em X, (IR) e que convirja em
Ce- . (IR) para um elemento deste ltimo espago. Este resultado é de grande serventia
aos dois teoremas seguintes (ver teoremas 5.2.9 e 5.2.10).

Lema 5.2.8 Seja (), wma sucessio limitada em Xo (IR) e seja ¢ € Co- « (IR).
Entao, se ¢, — ¢ em Ce- o (IR) , tem-se ¢ € Xy (IR) e v, — ¢ em X, (IR) .

Demonstragao: Tome-se (), em Xo (IR) qualquer, tal que (¢, ), ¢ limitada.
Seja ¢ uma funcao arbitraria de decrescimento exponencial rdpido, tal que ¢,, — ¢ em
Ce- o (IR).

Vejamos que ¢ é realmente uma fungao do espago X, (IR), ou seja, provemos que
Fop € Ce- » (IR). Analisando a observacao 4.3.13, é-nos permitido dizer que Fy é
de classe C* em IR, pois ¢ € C.-  (IR) e, logo, a sua transformada de Fourier é
prolongével a C como fungao inteira.

Sejam m € IN e k € IR quaisquer.

Verifiquemos em primeiro lugar que

Df'Fo, — Di"Feo em R (5.6)
ou ainda, (cf. observagao 2.2.8)
Fl(=i2)" @, — Fl(=i2)" ¢] em IR.

Atendendo a que ¢, — ¢ em C.-  (IR) temos que

Vki,mi € N vim, (¢, — ) — 0.
Em particular, para £y = m € IN e m; = 0 vem que

Ora, para todo o £ € IR,

\F[(—i2)™ @] (§) — F[(—id)™ ¢] (£)]
F ¢ Tear i)™ (o — )] (§)]

Fl(-

- '/ e (—iz)™ (9, (1) — (1)) da
R

< /R 2™ o (2) — @ (2)] da
e|x|m T) — xT X

< /]R} [ (2) — o (@) da,
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por conseguinte,

su —iz)" — F(—iz)™ su elrm T
sup 7 [(i0)" ] €) = F[(=i8)" 1 ©)] <sup ([ |, (0) = ¢ (0] o)
ou ainda,

sup | F [(—id)™ @,] (§) — F [(—i2)"™ ¢] (§)] S/}R}e'm (¢n (@) — @ (@) dz (5.8)

£elR

Atendendo a que ¢, — ¢ — 0 em C.- o (IR), entao (¢, — ¥),cn ¢ Uma sucessao de
funcoes limitada em C.- , (IR) e, portanto,

‘v’k’l,ml € IN Elckl,ml >0 VnelN Vi ,ma ((,0 — (,0) < Ckhml‘

n

Em particular, para k1 = m + 1 e m; = 0, vem que

ICmi1>0 YnelN VzeR | (g, (2) — ¢ (2))] < Cni,

isto é,
ACh+1 >0 YnelN VrelR ‘emlz\ (en (2) = 0 (@))] < Crir e el (5.9)
Como
/ }Om-i-l e_|x‘| dr = 2C 1
R
entao

Crmg1 ¢ 1%l € L' (IR) (5.10)

Observando a igualdade (5.7), é-nos permitido afirmar que (¢, — @) €™ converge

para zero uniformemente em IR, e tendo em consideragao as condigoes (5.9) e (5.10)
podemos, pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, asseverar que

i [ o (g, (0) = (@) do

= / lim !emm (o () — ¢ (x))] da
R

n—-+4oo

= 0,
pelo que, da desigualdade (5.8), resulta

lim sup |7 [(=id)" @] (§) = F [(=i2)" ¢] ()] = 0
=T eR

e Fl(-id)"¢,] = Fl(=i#)" ¢] em R,
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ou seja, a condigao (5.6) estd satisfeita.
Dado que (¢,,),,cy ¢ limitada no espago Xy (IR) , temos, em especial, que existe uma
constante A|c(x)+1|,m positiva, tal que, para todo o n em IN

New+1)m (Pn) < Ajcw)+1)m
C(k)+1||2| Hym C(k)+1)|&] mym
& [l OHEDTG |y + He\ W+1E] py (]—"gon)HLoo(]R) < Ajc@y+ilm
(5.11)

Assim,

}elc(k)+1||§\D2n (Fo, (5))}

< sup |e'C(’“)“”5‘D§” (Fey, (fm
¢eR
< ’e|0(k)+1\|g\D2n (}—%)Hm(m) + Helc(k)““i"D?SOnHLoo(m)
< Alcmwrim
por (5.11)

o que implica que
Yne N,YE € R D (Fo, (€)] < Ajcmysijm e ICRTHIEL
Mas D" F, converge uniformemente para D{*"Fp em IR (ver (5.6)). Em consequéncia,

lim ‘D? (Fen (f))‘ < ligl Ajck)+11,m e 1O HIIEL

n—-o0
ou seja,
VEeR D (Fe ()| < Ajcmam e 1O
e como |C (k) 4+ 1| > k, obtém-se finalmente
VeeR |DF (Fe(€)| < Acuyrim e ™,

isto é, Fyp é uma funcao de decrescimento exponencial rdpido em IR.
Mostremos agora que ,, converge para ¢ em X (IR), que é o mesmo que provar
que v, = @, — @ converge para a func¢ao identicamente nula em X, (IR), ou seja,

— 0
L>(R)

(5.12)

Vhimy € N i, () = [0, | gy + [ Kl D (F00)

Sejam ki e my em IN quaisquer. Por hipétese ¢,, — ¢ em C.- » (IR), 0 que significa
que

Vi (P = 9) = 06 D0, || Ly — 0 (5.13)
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e, portanto, da expressao (5.12) apenas temos que provar que

e lélDg (7,

0 5.14
e (5.14)

Fixemos ¢; em IR" arbitrdrio. Pelo facto de (¢,), o ser limitada em X, (R) e ¢
ser uma fungao deste espaco, a sucessao (), ¢ de igual modo limitada no espago
Xy (IR) e, por isso,

EIBkH—lJm >0 VnelN My +1,m4 (¢n) < Bk1+17m1'

Portanto,
[ EDEY (Fy, (€))
< He(lirl)\i"\D;nlwnHLoo(R) n He(/ﬁ—l—l)‘é‘D?l (Fi,) e
< Biitimi
O que nos COIldllZ a
VnelN VEeR [eMEIDM (F, (€))| < Brysim e (5.15)

Suponhamos que

By y1,m
‘§| >1n( k1+1, 1) :
€1

VnelN VE€eR €] >1n (Bk&_&) = |M DI (Fy, (9)] < & (5.16)
1

tem-se de (5.15) que

Para
By +1.m
¢/ <In (—“ )
€1
vem que
ek‘ﬂf‘ S (Bk1+17m1>k1
€1
e, portanto,
Biy i1 \"
M kD (Fy, (€))] < (%) | DE (Fo, (€))] (5.17)

Sabemos ainda que D{" Fp, converge uniformemente para D" Fp em R (cf. (5.6)),
por outras palavras, DZ“ F1,, converge uniformemente para 0 em IR, isto &,

(El)k1+1

g e NVE€RYn € N 0 >ng = |DfM (Fy, (6)| € =
(Bk1+17m1)
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Deste modo, da inequagao (5.17), tem-se que
By v1,m
Vn>ng VEE€R ¢ <In (=) o jeklIDm (Fy, (€)] <er (5.18)
€1 £
De (5.16) e (5.18) resulta que

Ver >03ny=ng e NVEEeIRVReIN n>ny = !eklng”l (Fip, ()] < ex;

acabdmos assim, de verificar a expressao (5.14).

Temos
; kr |€] ryma —
Vhi,mi €N lim He D (F) |, =0
e por (5.13)
Vkl,ml eN n1—1>I—&I—looHe 1 DxlwnHLOO(IR) —O,
logo

i kﬂi" mi k1‘5| mi1 H =
Vklyml c IN llm l“e Dz ¢77/HL°°(]R) + He Dg (f,l?Dn) Loo(IR) 0)

n—-+o0o

o que nos permite concluir que 1, — 0 em X, (IR), ou seja, ¢,, — ¢ no espaco X, (R) .
[

Teorema 5.2.9 O espaco das fungoes de decrescimento exponencial rdpido cujas trans-
formadas de Fourier sao também de decrescimento exponencial rdapido é de Fréchet.

Demonstragao: Em conformidade com a proposi¢ao 5.2.3 e com o corolario 5.2.5, é
suficiente provar que X, (IR) é completo.

Tome-se (¢,,),cn uma sucessao de Cauchy arbitrdria no espago das fungdes in-
definidamente diferencidveis de decrescimento exponencial rapido cuja transformada
de Fourier é também de decrescimento exponencial rapido.

Atendendo a que

X0 (R) G Ce-  (IR), (veja-se proposicao 5.2.6),

pode-se asseverar que (¢, ),.n ¢ de Cauchy em C.- » (IR).
Aplicando o teorema 4.3.22, constata-se que

Jp el (R) ¢, —¢ emCe o (IR),

porque C.- » (IR) é de Fréchet, logo completo.
A sucessao (¢,),en: sendo de Cauchy em X (IR), é limitada em X, (IR), donde
pelo lema 5.2.8, tem-se ¢ € Xy (IR) e

v — ¢ em Xo(R),

o que prova que Xy (IR) é completo. [ ]
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Teorema 5.2.10 X, (IR) é um espago de Montel.

Demonstragao: Comecemos por observar que X (IR) é um espago tonelado, porque
é de Fréchet (cf. teoremas 5.2.9 e 2.1.15).

Temos ainda que mostrar que todo o subconjunto limitado de X, (IR) é relativa-
mente compacto.

Consideremos, entao, L um subconjunto qualquer limitado de X, (IR). O corolario
5.2.5 garante-nos que o espago Xg (IR) é metrizavel. Por conseguinte, provar que L é
relativamente compacto é equivalente a mostrar que, de toda a sucessao de elementos
de L, se pode extrair uma subsucessio convergente em X, (IR) (ver teorema 2.1.14).

Fixemos (¢, ), oy Uma sucessao arbitraria de elementos de L.

A proposicao 5.2.6 propicia a continuidade e a linearidade da aplicacao

Ixomyc,—  w) : Xo (R) — Ce- oo (R)
o r— Ixymyc,- ) (9) =¢,

pelo que L ¢ limitado em C.- o, (IR), pois I %(R).C,  _(R) transforma limitados em limi-
tados. Por outro lado, C.- », (IR) é um espago metrizével e de Montel (veja-se coroldrio
4.3.19 e teorema 4.3.23) donde, pelo facto de L ser limitado neste espaco e (©,,),,cn Ser
uma sucessao de elementos em L, existe uma subsucessao (gomn)nem convergente no
espaco das funcoes indefinidamente diferencidveis de decrescimento exponencial rapido.
Assim, existe ¢ € C.- o (IR) tal que ((pmn)n o converge para ¢ em Ce- o (R).

Temos ¢ € Co- oo (R), ¢,,, = ¢ em Co  (R) € (9,,,) oy Sucessao limitada em

Xo (IR), (porque L é limitado em X, (IR) e (gomn)ne]N € LN). Entao, pelo lema 5.2.8,
v € Xo(R) ey, — ¢emX,(IR). Obtém-se, por fim, que L é relativamente compacto
em X (R). |

Coroldrio 5.2.11 X, (IR) é reflexivo.

Demonstracao: Basta ter em atencao que o espago Xy (IR) é de Montel (ver teorema
5.2.10) e recordar o teorema 2.1.17. |

Teorema 5.2.12 O espago Xy (IR) é bornoldgico.

Demonstracao: Vimos na proposigao 5.2.3 e no coroldrio 5.2.5 que X, (IR) é respec-
tivamente localmente convexo e metrizavel; entao, pela proposicao 2.1.16, podemos
inferir que X, (IR) ¢ bornoldgico. |

Na sequéncia vamos provar a continuidade dos operadores definidos em X; (IR).

Proposicao 5.2.13 Para todo o a em IR, o operador translag¢ao

TQZ%Q(IR)—>.%0(]R)

SOHTQSO

¢ um isomorfismo vectorial e topoldgico.
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Demonstragao: Mostrdamos na proposigao 5.1.7 que, para todo o a € IR, X, (IR) é
fechado para 7,. Obviamente que 7, é linear. Em relacao a bijectividade do operador
T4, a demonstragao é andloga a efectuada na proposicao 4.3.25. Provemos agora a
continuidade do operador 7.

Seja () e Uma sucessao arbitrdria de fungoes de X, (IR), tal que ¢, converge
para zero em X, (IR). Entao, ¢, converge também para zero em C.- o, (IR), pois o
espaco Xo (IR) estd contido com injecgdo candnica continua no espago das fungoes
indefinidamente diferencidveis de decrescimento exponencial répido (ver proposi¢ao
5.2.6). Assim, decorre da proposigao 4.3.25 que

Tan — 0 em Co- o (R) (5.19)

Recorde-se que o propésito desta demonstracao é provar que 7, (yp,) — 0 em
Xy (IR), isto é, para todo o k; e m; em IN,

B (7aa) = 1D (7o) | gy + [1DE (F (a0

logo, por (5.19), somente precisamos mostrar que

Yk, my € N Hekl\%\pgl (F (Ta%))HL _— (5.20)

Tomemos k; e my niimeros naturais quaisquer,

[ LD (F (Tag,) (6))]
_ [l D (e Fp, (€)) ]

1 m fza mi—
formula ?s Leibniz k ¢ l; ( l ) §) D - (.7:9071 (f))‘

za& k1|§|Dm1 l(ngn (6))' )

l<m1
donde
sup | DE™ (F (1ap,) ()]
¢eR
my 1 || k1 |E] yma—i
< ¥ ( l ) o] He 1[él s (f(gpn))HLoo(m) (5.21)
1<my
Sabemos, por hipétese, que ¢, converge para zero em X, (IR), pelo que
4140251 (o) gy + e F )] = O
o que implica que
S (7 ()| 0
e ElDp (F o), gy = O
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resultando imediatamente de (5.21) que

lim sup |ek1‘§|D?1 (F (Tatpn) (fm =0,
n—-+oo &€R

ou seja, a expressao (5.20).
Da arbitrariedade de k; e m; em IN, conclui-se que

Vki,mi € IN 1, . (Taw,) — 0.

Por outras palavras, 7,,, converge para zero em Xg (IR).
A arbitrariedade do real a permite-nos concluir a continuidade do operador inverso
da translacao 7_,. |

Proposigao 5.2.14 Seja l € IN. Entao o operador derivada definido por

¢ — Dl

é linear e continuo do espago Xy (IR) nele proprio.

Demonstragao: Como o espago Xy (IR) é fechado para a derivagao (ver proposi¢ao
5.1.8), entao D! ¢ um operador de X; (IR) em X; (IR). A linearidade de D! ¢ trivial.

Fixemos [ € IN e (¢,,),en € (Xo (R))™, tal que ¢, — 0 em X, (IR). Em conformi-
dade com a proposicao 5.2.6, podemos afirmar que

Xo(R) & Co- o (R)
e, por isso,
0, =0 em C.- » (IR),
0 que nos garante, pela proposicao 4.3.26, que
DL (p,) =0 em Co o (IR).
Assim, basta-nos apenas demonstrar que

Vhum € N[l (7 (DL () =0

para termos o pretendido, isto é,

Dé (p,) =0 em Xy (IR).

Tomemos para tal, k; e m; em IN quaisquer

e D (7 (Dle,) ()]
S A (GEACAIG)]

< MY (”;) 2] |DE (D] D2 (F (6.) (©))]

férmula de Leibniz ;
Jj<mi
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o que implica que

sup }eklmDml (F (Dle,) (9)|

£elR
< j;ml <”;1) §u£ (| DL (€") e ] e+ DI DI (F (,) (6))])
< jgzml <77; ) §u£ ‘D] ( ) |§\‘ sup }e k1+1) \f\Dml —J (F(p,) (5))} (5.22)

Por um lado, sabemos que !Dg (51) e’m} ¢ uma funcao continua e, como

lim }D] _‘5‘} =0,
€] =400
entao existe e é finito o supremo em IR de |Dj l e’m} Para todo o j < myq, de-
signemos por M; tal supremo. Seja agora M = max M;. Logo
Jsmi

sup |DJ e"ﬂ} < M.
¢ER

Por outro lado,

. my j —¢] (k1+1)[€| mymi—J
nETw[Z () s 92 (€ ) etk (7,

j<mi

_ my : (k1+1)|&| pyma—j
- 3 ()t o

Jj<ma

Lw(m)]

porque ¢, — 0 em X, (IR) ; portanto, da desigualdade (5.22), resulta que

=0,
Loo(IR)

tim ||l g (7 (0L (), =0

n—-+00 L>(IR)

Consequentemente, D' (¢, ) converge para a fungio identicamente nula em X, (IR) e
assim, o operador derivagdo D!, ¢ linear e continuo de X, (IR) em Xo (IR). |

Proposicao 5.2.15 Para cada q € P, o operador produto

PQXO(]R)—>.%Q(IR)
pr—Py(p)=q- ¢

é linear e continuo.

Demonstragao: Seja ¢ um polinémio complexo definido em IR qualquer. A proposi¢ao
5.1.11 garante-nos que o operador P, vai de X, (IR) para X, (IR). Obviamente que o
operador P, ¢ linear.

7



Seja (©,,) e Uma sucessao de fungdes de Xo (IR), tal que ¢,, converge para zero em
Xy (IR) . Tal como ja vimos anteriormente podemos dizer que , converge igualmente
para zero em C.- o (IR) (cf. proposicdo 5.2.6). Tendo em atengao o exemplo 3.3.3
constatamos que ¢ é uma funcao de crescimento exponencial lento, logo, aplicando a
proposigao 4.3.27, obtém-se que F, (¢,) converge para a funcao identicamente nula em
Ce- o (R).

Por todas estas razoes, é suficiente demonstrar que

N L

para obtermos o pretendido, isto é,
Py(g,) =0 em Xy ().

Sejam ki, m; € IN quaisquer. Suponhamos ainda que o polinémio ¢ é de grau n.
Entao, pelo corolério 2.2.10,

Flq-p,) =Y ¢ #DL(Fp,), ondec; €C, Vje{o,... ,n}.

j<n
Portanto,
| D (F (P (20)) (6))]
= |e"ElDm (Z ¢; ' D} (Fe, <£>>) ‘
j<n
< Dl [EDE (Fo, (9)]
j<n
donde
k1‘§|Dm1 P H
| Flog (7 (P
< | || El preats 2
< S lel||Fop (Fe)||, (5.23)
Jj<n
Em virtude de
v, — 0 em Xy (IR)
tem-se, em particular, que
lim o€l Dy (7 —0
niToo © 3 ( Son) L>®(IR)
e, por isso, da expressao (5.23), obtém-se
lim e ElDg (7 (P | =0
Hm D (F (B ()| L
Dada a arbitrariedade de k; e m; em IN, podemos finalmente concluir que
vk;lvnll € IN nkl,ml (Pq (@n)) - 07
isto &, P, (¢,,) converge para a func@o identicamente nula no espaco Xy (IR). [ ]
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Proposicao 5.2.16 O operador F definido em X¢ (IR) por

Fo = / e‘ixégp (x)dx (5.24)
R
¢ um isomorfismo vectorial e topoldgico de Xy (IR) em Xo (IR) .

Demonstragao: E importante salientar que o integral definido por (5.24) é absoluta-
mente convergente porque, pela proposicao 5.1.5, sabemos que

% (R) & S(R).

Pretendemos verificar que F é linear, bijectiva, continua e de inversa continua.

Nao hé dividas no que concerne a linearidade de F, pois este operador é a restricao
a Xy (IR) do operador transformacao de Fourier definido em S (IR), que sabemos ser
linear (ver teorema 2.2.5).

A prova da injectividade é simples, pois dado ¢ € X, (IR) qualquer, tal que Fp = 0,
© é uma funcao do espago de Schwartz cuja transformada de Fourier é nula, pelo que,
atendendo ao facto do operador F ser um isomorfismo vectorial e topoldgico de S (IR)
nele mesmo (cf. teorema 2.2.5), ¢ s6 pode ser a fungdo identicamente nula. Portanto,
Ker F = {0}, o que significa que o operador F & injectivo.

Se 1 for um elemento arbitrério do espago Xg (IR), entdo F1 é, da mesma forma,

1 N
uma fungao de Xy (R) (cf. proposicao 5.1.9), dai que 2—}" (0 (—5) também pertence a
T

Xy (IR) (ver observagao 5.1.6). Posto isto, a ideia que nos surge é tomar

1 A 1
¢ =5 F (—€) = o F 1w € %o ()

logo ¢ é uma fungao teste de Schwartz (porque Xy (IR) C S (IR)) e, pelas propriedades
da transformada de Fourier no espago S (IR), resulta que

1 1 1
Fo=F (%}"110 = %.7-" (F_q0) = %2mﬂ =1 (ver teorema 2.2.5).
Da arbitrariedade de ¢ em X, (IR) temos que
1
ou seja, a sobrejectividade de F esta provada.
Para vermos que F ¢ continuo de X, (IR) em X, (IR), basta tomarmos (¢, ), cn

uma sucessao de fungdes de Xo (IR), tal que (¢,),c converge para zero em X (IR) e
mostrarmos que F (¢,,) — 0 em X, (IR), isto é, para quaisquer naturais k; e my,

+||eElpg (FF e, o

B (F (9)) = || 1101 (7 ()| .

Leo(IR)
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Com efeito, sendo k; e m; elementos quaisquer de IN, vem

HeklMDQ’“ (F (o + HeklmDm1 )

e
[ ’“‘“D”“( ( )]

< (oo e, 0 o ()]
(5.26)

-

M)

= 0o l1DI (F (2)

corolario 2.2.9

Por hipétese ¢, — 0 em X (IR), o que quer dizer que

e o @ )], | =0

n—-+00

i |1z (o)
{0z ]l

o que implica que
i |2r (e 0 F ]y + 108 (0 (=5))] oy ) = 0
ngglm{ 7?( DI F D gy TP (20 (7)) || ey ) | =°

donde, da desigualdade (5.26), resulta imediatamente o pretendido, ou seja,

el 1Dr (F |,y + D F F o), g, — O
garantimos assim a convergéncia para a fun¢ao nula em X, (IR) da transformada de
Fourier da sucessao (¢,,),,c - Por conseguinte o operador F ¢é continuo de X, (IR) em
X (R).
A prova da injectividade de F e a condicao (5.25) mostra-nos que F é uma bijecgao
de Xy (IR) em X, (IR), sendo a bijeccao inversa dada por:

1
—F_1.
or” 7t

Sendo F uma aplicacdo de Xy (IR) em X, (IR) linear, continua e bijectiva, com X, (IR)
um espaco de Fréchet (cf. teorema 5.2.9), o teorema da aplicagdo aberta garante-

-nos que F é uma aplicacao aberta. Consequentemente, a sua inversa F ! = 2—.7:_1
T

também é continual.

Assim, F é um isomorfismo vectorial e topolégico do espago Xg (IR) nele préprio.
|

'Podemos também notar que F_; é um operador continuo de Xp (IR) em Xo (R) e como (cf.
teorema 2.2.5)

F-_1(p) (&) = Fo(=9),

entao a aplicagao
- (*5)

também ¢é continua de Xy (IR) em ¥, (R).
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Observacao 5.2.17 E de realcar que as propriedades (2.19) a (2.22) da transfor-
magao de Fourier referidas na proposicao 2.2.7, sao obviamente vdlidas no espaco
Xy (IR) pois, como ja referimos anteriormente, Xy (IR) C S (IR) (cf. proposicdo 5.1.5),
S (IR) C S’ (IR) e pela proposi¢ao precedente F é um isomorfismo de X (IR) em X (IR).
Quanto as propriedades (2.23) e (2.24) sao também verdadeiras em Xy (IR) e podem
ser demonstradas directamente recorrendo & definicao usual de convolugao. De igual
forma, podemos concluir que os coroldrios 2.2.9 e 2.2.10 sao vdlidos em X (IR) .
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Capitulo 6

Distribuicoes generalizadas

6.1 O espaco X (IR)

Denotaremos por X, (IR) o dual topoldgico do espaco X, (IR), ou seja, T' € X, (IR)
se, e 86 se, T' é um funcional linear e continuo sobre X, (IR) , isto é,
T:%(R)—C
o — (T, 90)3%7350 )
é uma aplicacao linear e continua, onde (7, @)x()’% denota o produto de dualidade entre
TeX)(R)e e X (R).

Para abreviarmos a notacao e desde que nao haja confusao possivel, designaremos
o produto de dualidade entre X, (IR) e X, (IR) somente por (-, -).

Vamos munir o espago X{, (IR) com a topologia forte e designamo-la, como ¢ usual,
por (3 (X5, Xo) . O teorema 5.2.4 diz-nos que X, (IR) ¢ de Hausdorff, o que implica que
a topologia forte 3 (X[, X,) seja a topologia da convergéncia uniforme nos limitados de
Xo(R).

Tendo em conta que Xj (IR) estd contido com injec¢ao candnica continua e densa
em S (IR), podemos enunciar e provar o seguinte teorema:

Teorema 6.1.1 O espaco das distribui¢oes temperadas de Schwartz S8’ (IR) estd con-
tido com injec¢do candnica continua no espago X (IR) .

Demonstragao: Resulta imediatamente do corolério 5.2.7 que

% (R) & S (IR)

e por dualidade, é imediato afirmar que

S'(R) & X, (R).
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Tendo-se ainda
vIeS (IR) VSO € Xo (IR) <Ta @)3{6,%0 = <Ta 90>S’,S )
]

Observagao 6.1.2 Importa agora salientar que, pelo facto do espago S (IR) estar con-
tido com injec¢ao candnica continua em S’ (IR) e este, por sua vez, estar contido com
injec¢ao candnica continua em X{, (IR) (cf. teorema 6.1.1), entdo a sequinte cadeia de
inclusoes candnicas e continuas é vdlida:

Xo(R) G S(R) G S'(R) Gy X, (IR) (6.1)

Passaremos agora a expor os operadores de derivagao f)i,, produto por um polinémio
]5q e translagao 7, em X{, (IR) , que se obtém facilmente por transposi¢ao! dos operadores
previamente definidos em X, (IR) (ver proposicoes 5.2.14, 5.2.15 e 5.2.13). Incontes-
tavelmente estes “novos” operadores serao lineares e continuos.

Proposicao 6.1.3 Para todo ol em IN, o operador de derivagao

Dy, % (R) — X (IR)

T +—— DT,
definido por
Vo€ Xo(R) (DiT.¢) = (~1)' (T, D) (6.2)

é linear e continuo e prolonga o operador derivada usual definido em Xy (IR) .
Proposicao 6.1.4 Para cada q € P, o operador produto

Py X (IR) — X, (IR),
tal que

VT € X((R) Ve Xo(R) (PT.¢)=(T,Pp)=(T,q-¢)

é linear e continuo e prolonga o operador P, : Xy (IR) — X, (IR).
Proposicao 6.1.5 Para todo o a em IR, o operador translagao

To: Xy (IR) — X (IR)
definido por

VT € X5 (IR) Vo € Xo(IR) (7,T,¢) = (T,7_o0)

¢ um isomorfismo vectorial e topoldgico, onde o operador inverso é obviamente T_,.
Para além disso, T, prolonga o operador 7, : Xo (IR) — X, (IR).

Observagao 6.1.6 Mais uma vez, para simplificar a nossa erposi¢io, omitiremos o
stmbolo ~ em cada um dos operadores de X{, (IR) atrds definidos.

No caso do operador derivacio D!, este obtém-se a menos do produto por uma constante, por
transposicao do operador D! .
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6.2 Transformacao de Fourier em X{(IR)
Em virtude da linearidade e da continuidade do operador

fﬁ%g (IR) —>%0 (IR)
o r— Fop,

onde

VEER Fp(6) = /R e % (2) da,

podemos aplicar o processo de transposi¢ao a este operador, obtendo por isso, um
operador F, definido por:

F 1 Xy (R) — X{ (R)
T+— FT,

com

(FT.0) = (T, Fp) (6.3)

Seguindo a mesma linha de raciocinio da secgao anterior, surge-nos o seguinte re-
sultado:

Proposicao 6.2.1 A transformada de Fourier F descrita em (6.3) é um isomorfismo
vectorial e topoldgico de X{, (IR) sobre X, (IR) e prolonga o operador transformagdo de
Fourier F determinado em X, (IR) .

Demonstragao: O operador F & claramente linear, e, sendo o transposto de um
operador linear continuo de X (IR) em X, (IR), é de igual forma continuo. Mais ainda, a
proposicao 5.2.16 diz-nos que a transformagao de Fourier F é um isomorfismo vectorial
e topoldgico de X, (IR) nele préprio, o que nos permite concluir que F é também um
isomorfismo vectorial e topoldgico de X{ (IR) sobre X (IR) . u

Observagao 6.2.2 No que se seque, para maior facilidade de escrita e sempre que nao
haja confusio possivel, notaremos a transformagao de Fourier em X, (IR) por F em
vez de F.

Observacao 6.2.3 Por dualidade, as propriedades da transformacao de Fourier em
Xo (IR) mantém-se vdlidas em Xj, (IR), ou seja, todas as propriedades de F definidas
em S8’ (IR) (ver proposicao 2.2.7 e corolarios 2.2.9 e 2.2.10) sao verdadeiras no espa¢o
de distribuicoes generalizadas X, (IR) .
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6.3 Caracterizagao de alguns elementos de X{(IR)

Interessa-nos, neste subcapitulo, identificar alguns elementos do espago X (IR).
Para esse fim, procederemos, em primeiro lugar, a um estudo prévio das propriedades
topolodgicas do nosso espaco de distribuicoes generalizadas.

Observagao 6.3.1 E imediato afirmar que X{, (IR) é localmente convexo, pois é semi-
-normado.
Proposicao 6.3.2 O espaco (X (IR), 3 (X}, Xo)) é de Montel.

Demonstragao: Com base no teorema 5.2.10, podemos afirmar que Xy (IR) é de
Montel, pelo que o seu dual topolégico X (IR) é, de igual forma, de Montel quando
munido da topologia forte (ver teorema 2.1.17). u

Coroldrio 6.3.3 X{, (IR) é um espago tonelado, logo, por maioria de razdo, é separado.

Demonstracao: Advém da proposicao anterior, pois acabdamos de ver que
(X, (R), B (X5, X0)) é um espaco de Montel. |

Coroldrio 6.3.4 O espago X[ (IR) é reflezivo.

Demonstracao: E imediato, pois X} (IR) ¢ de Montel (ver proposicio 6.3.2) e, como
sabemos, todo o espago de Montel é reflexivo (cf. teorema 2.1.17). ]

Observagao 6.3.5 Observe-se que (X (IR), 5 (X}, X0)) nao é metrizdvel, porque é
possivel provar que nao existe qualquer familia de semi-normas contdvel que gere a
topologia forte em X (IR), ou seja, que origine a topologia da convergéncia uniforme
nos limitados de Xy (IR) (cf. teorema 2.1.13).

Observagao 6.3.6 Evidentemente que o espagco Xj (IR) nao é de Fréchet, pois pela
observagao precedente, X{, (IR) ndao é metrizdvel.

Proposicao 6.3.7 (X (IR), [ (X{,X0)) é completo.

Demonstragao: Atendendo aos teoremas 5.2.12 e 5.2.4, reconhecemos respectiva-
mente, que X (IR) é bornoldgico e separado; logo, pela proposi¢ao 2.1.19, Xj (IR) é
completo para a topologia forte 3 (X, Xo) . [ ]

Estamos agora aptos a identificar alguns elementos do espaco Xj, (IR) :

Teorema 6.3.8 Se f é uma func¢do continua de crescimento exponencial em IR, ou
seja, f € Cer (IR) , temos que f € X{ (IR) .
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O método mais natural, baseado no lema de Riesz, para identificarmos f como um
elemento de X[, (IR), é o de fazer corresponder a f um funcional 7. Precisamos para
tal de uma aplicacao auxiliar 7 definida da seguinte forma:

7 :Cor (R) — X, (IR)
f— 1,

tal que

Ve € %o (R), <@,w>=Af<x>w<x>dx

A demonstragao deste teorema consistird essencialmente em trés lemas. O primeiro
deles serd provar a existéncia de [ f ()¢ (z)dr; no segundo mostraremos que
7; € X (IR) e, por tltimo, provaremos que 7 ¢ injectiva.

Lema 6.3.9 O integral [, f (x) ¢ (z)dx é absolutamente convergente.
Demonstragao: Tendo em consideracao que f € C.+ (IR), logo
Ja, >0 VzeR |f(z) <ol
Além disso, como ¢ € C.- « (IR), pois ¢ € X (IR), obtém-se em particular que
Jdes € R Ve eR o (z)| < cg e PV
e portanto
1f () ¢ (2)] < o eltleg eIl = o) 71 com oy = acg (6.4)

Temos ainda que

/ a1 e Plde = 2a;.
R

Atendendo & desigualdade (6.4) e ao facto do integral [ oy e~ 1#ldx ser conver-
gente entéo podemos afirmar que [, |f (z) ¢ (x)|dz é convergente e, finalmente, que
fIR x) dz é absolutamente convergente. ]

Lema 6.3.10 7; € X, (IR).

Demonstracao: A linearidade de 75 é trivial, pois sendo ¢, e ¢, elementos arbitrarios
de Xy (IR) e 74,75 € C quaisquer, temos

(T5, 7101 + Y202)
= /f (V161 (%) + Y15 () da

= /f z) ¢y (z dx+v2/f )y (z

= TN <7}, 901> + 72 <7}> 902> .
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Resta-nos mostrar que

7}%0(]1:{,)%@
pr—(Ty,0) = fIR x) dx

é continua. Uma vez que X, (IR) e C sao espagos semi-normados, logo e.v.t., entao é
suficiente demonstrar que 7 é continua no ponto ¢ = 0. Para além disto, sabemos
que Xo (IR) e C sao espagos metrizdveis (cf. coroldrio 5.2.5), por isso a continuidade
¢ equivalente & continuidade sequencial. Tomemos, para tal, (¢, ), Uma sucessao
arbitraria de funges em X, (IR), tal que ¢, — 0 em X, (IR). Queremos provar que
(T, 0,) — (7,0 = 0 em C.
Em virtude de ¢, — 0 em X, (IR), podemos imediatamente garantir que
VkeR VmeIN |MDrg,

+ HekMDg” (Fen) — 0 emIR.

Leo(R)

(P

Entao, em particular para k = 5 € R em =0 € IN,

Bl H 8lel £ H 0 R
He (‘ONHLOO(]R) + ||e P Lo () — em IR,
donde
Bla
e | ‘SOWHLOO(]R) —0 emR,
o que implica que
|e5|5/’|<pn} —0 em R (6.5)
Observe-se que
(Tred < [ H@le @l < aof Mp,@ld (69
R fec+(R) R

Tendo em conta, uma vez mais, que (¢,,),,c € Uma sucessao convergente em X, (IR)
podemos inferir que (¢,,),, o ¢ limitada neste espago e, por isso,

Vklaml €N ElA’4/€1,m1 >0 VneNN 77k17m1 (Son) S Akl,ml'
Para ky = 6+ 1 e m; = 0 vem, em particular, que
JAs1 >0 VnelN VzelR }eﬁ\z\ . (T )! < Agyy el (6.7)

Como
/ }AB-H e_m‘ dr = 2A5+1
R

entao

Agiy e’ le LM (R) (6.8)
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De (6.7) e (6.8) é imediato afirmar que (emj”‘cpn)ne]N ¢ dominada por uma fungao
de L' (IR) e se recordarmos que esta sucessao converge para zero uniformemente em IR
(cf. (6.5)), o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue permite-nos concluir que

lim a/ el |g0n(93)|dx:a/ lim }em‘ :U)|d:c:0.
R

n—-+o00 R " too
Portanto, da desigualdade (6.6) decorre que
lim (75, ,)| = 0,

n—-+o0o

o que nos leva a deduzir que
(77, ¢,) — 0 em C.
Dada a arbitrariedade de (,,),, o em (Xo (R))™, tal que ¢, — 0, temos que
Y (@n)nen € (X0 R)Y ¢, — 0 em X0 (R) = (T7,,) — 0 em C,
isto é, 7y é continua em X, (IR). u

Lema 6.3.11 A aplicacao

T :Cor (IR) — X (IR)
f—1T;

é injectiva.
Demonstragao: Sejam f,g € C.+ (IR), v,,7, € C e ¢ € Xy (IR) quaisquer, temos
(T3, frva00 )
- [ @ @)e@

= o [T@ew e, [ g@e@ds

Y1 (Z5,0) + 72Ty, )
= (75, 9) + (12T 0)
= MZr+7275.9)
donde se conclui que 7 é linear.
Para demonstrarmos que 7 ¢ injectiva, basta provar que Ker7 = {0} . Conside-

remos entao, f € C.+ (IR) arbitrério tal que 7; = 0.
Observe-se que

7, =0
& YoeXo(R) (Tr,9) =0
& Ve Xy (R) /f =0 (6.9)



Seja ¢ = 2" e’ Tem-se que ¢ € X, (IR) (cf. proposigao 5.1.4), donde por (6.9)

Vn € IN / fla)a" e de =0 (6.10)
R
Se notarmos por m, ( f e’£2> os momentos de ordem n da funcao f e’fz, entao de
(6.10),
VneIN m, (f e*"’:"2> =0 (6.11)

. ~ _ 42 ~
0 que nos permite afirmar que todos os momentos de ordem n da funcao f e ™ sao
nulos.

Tencionamos provar que f = 0. Para tal, vamos em primeiro lugar mostrar que
n —32 -\ —3?
D¢ [.7: (f e )] (0) = (—4)" my, (f e ) (6.12)

Por um lado, e em virtude do teorema 4.1.10, podemos dizer que f- e e C,- (R),
pois e ** pertence a C.- (R) (cf. exemplo 4.1.5) e f é uma funcio de crescimento
exponencial em IR. Por outro lado, é importante frisar que toda a funcao de decresci-
mento exponencial tem crescimento polinomial, pelo que f- e pode ser identificada
como uma distribuicdo temperada de Schwartz, o que significa que f- e~%* € & (IR).
Logo, pelas propriedades da transformacao de Fourier no espaco S’ (R) (cf. proposigao
2.2.7),

D (F(fe®)) =F (i) fe™)

e, por isso,
D¢ (F(fe™) ()
= (= F (@) fe ™) (©
= (—i)" /}R e g f (1) e du,
pelo que

2

Dy [f (f e_i2>} (0) = (—i)"/]R:c"f (2) e dz,

ou seja, a igualdade (6.12) ¢ satisfeita.
Confrontando as expressoes (6.11) e (6.12), resulta que

VneN D} [f (f e*ﬁ)] (0) =0 (6.13)

J4 vimos que f- e’ € C,- (R), logo F ( f e_i’2> é prolongdvel a C como fungao

inteira (ver teorema 4.1.15). Portanto, a transformada de Fourier de f- e #* ¢ uma
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fungao analitica em IR com todas as suas derivadas no ponto zero nulas (ver (6.13)).
Consequentemente,

VEeR ]—"(f e—i’Q) (€) =0
e como F ¢ injectiva (cf. coroldrio 2.2.6), entao
VeeR f(z) e ™ =0.
Tendo em consideragao que
VieR e > 0,
podemos finalmente asseverar que
VeeR f(z)=0.

Portanto, 7 é injectiva. ]

Observagao 6.3.12 Saliente-se que, pelo facto de ¢ ser uma funcdo de crescimento
exponencial (cf. exemplo 3.1.2), podemos afirmar pelo teorema 6.3.8 que ¢ é uma
distribuicao generalizada de X (IR) . Colmatamos assim uma das limitagdes do espago
das distribuicoes temperadas de Schwartz, isto é, o facto de €& ¢ S' (IR) .

O teorema 6.3.8 motiva o resultado que se segue.

Teorema 6.3.13 Consideremos f € A.+ (C) e seja (pn),en € (X§ (RN™ a sucessdo
de polinémios de Mac-Laurin de f. Nestas condi¢ées, p, — f em (Xj, (IR), B (X, Xo)) -

Demonstragao: Tomemos f em A+ (C) arbitraria. Logo f € C.+ (IR) e, portanto, f é
uma distribuicao generalizada de X{ (IR). Seja entao (py), o @ sucessao de polinémios
de Mac-Laurin de f.

Para proceder & prova deste teorema, nao nos devemos esquecer que o espago X; (IR)
é de Montel (cf. proposi¢ao 6.3.2). Por esta razao, mostrar que a sucessao p,, converge
fortemente para f em X, (IR) é equivalente a mostrar que p,, converge fracamente para
fem X{ (IR) (ver teorema 2.1.17).

Neste caso,

< Pn— f em (%6 (R) 70( 67%0))
& YoeXo(R)  lim [(p—fo)f=0

—

& VoeXy(R) lim ‘/IR(pn—f)(x)gp(x)dx =0.

n—-+4oo
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Mas f é inteira, logo podemos representd-la por uma série de poténcias absolutamente
convergente, isto é,

+oo
fle)=> a’
j=0

e, portanto,

n +oo
& VoeX(R) lim / (Z ajr’ — Zaj:w) o (z)dz| =0
n—-+o0o R g g
& VoeXo(R) lim / Z a;zlp (v)dx| =0 (6.14)
n—-+00 Rj2n+1

Comecemos por verificar que

Vo € X (R) Z a;#7p — 0 em IR,

j>n+1
isto é,
VoeXo(IR) Ve >03ng e NVz e RVneIN n>ny= |p(x) Z a;z’| <e.
j>n+1
Tomemos ¢ € X (IR) e € > 0 arbitrarios. Ora,
p(x) Y a’
j>n+1
—+00 ‘
< le@I)_lagl|+7] (6.15)
j=1

+o0 .
Como f (z) = " ajz? é de crescimento exponencial em C (pois f € A+ (C)), entdo

7=0
JL >0 VjeN; {/jlla;| <L,

segundo o teorema 3.2.7

isto é,

J

L
dL >0 VJ€]N1 |aj\§7
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Donde de (6.15) vem que

too 4
< @I Y= ||

IN

+o0o ; j

L |z)

(o3 2
=0 7

J
o que implica que

< | (z)| e (6.16)

p(x) Y a’

j>n+1

Por tltimo, e uma vez que ¢ é um elemento de Xg (IR), logo pertence ao espago
Ce-  (IR) , obtém-se imediatamente por defini¢do de C.-  (IR) que

1
>0 VeelR |z > 5= "7l (2)] <,

e, por conseguinte,

1 .
VneIN VrelR |£L“>g:> ¢ () Zajx] <e (6.17)
j>n+1
1
Resta-nos ver o que se passa |z| < 5
11
Sabemos que ¢ é analitica em IR (cf. teorema 5.1.3), logo é continua em [—g, E} .

Aplicando o teorema de Weierstrass, resulta que ¢ tem méximo e minimo no intervalo

_11 -
55 , Ou seja,

11
+o0 .
Por outro lado, recorde-se que f é analitica em IR, pelo que f () = ) a;27 e esta série
7=0
. 11 .,
converge uniformemente nos compactos de IR, logo em 550 isto é,
11 =
Ve >0 dnieIN Vee |—=, = VnelN n>n = Zajx] < ég.
) ,
j=n+1
Consequentemente, e em particular para €, = % > (0, temos que
11 = . c
dn, e IN Vx e [_5’ 5} YnelN n>n = j_zn;rl a;jx’ | < i (6.19)
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11
Deste modo, para todo o = € 53 e sempre que n > ny,

p(r) > aj’

j>n+1
+00 ‘
< M Z a;x’
por (6.18) Ja—)
< e (6.20)
por (6.19)

Em virtude de (6.17) e (6.20), é-nos permitido concluir que

VoeXo(IR) Ve >03dng=n e NVz e RVneIN n>ny= |p(z) Z aj:cj <e,
j>n+1
o que significa que
Vo e Xy (IR) ¢ Z a;#7 — 0 em R (6.21)
j>n+1 “
Vimos em (6.16) que
+oc0 ‘
AL >0 VjelN; Z a;x7 ()| < | ()] el
j=n+1
e dado que ¢ € X, (IR) temos, em particular, que
JAr1 >0 VeeR |o(z) <Arn e (LAl
ou seja,
+o0 ‘
dL >0 dAp,1 >0 VjelN; VeelR Z a;x’p (x)| < A el
Jj=n+1
Assim, a sucessao de fungoes (Zj:ofl . ajjjg;) ¢ dominada por uma funcao de
nelN

L' (IR) e como esta sucessao converge uniformemente para zero em IR, (cf. (6.21)), o
teorema da convergéncia dominada de Lebesgue permite-nos permutar o limite com o
integral, isto é,

“+o00
ngrfoo/m Z a;z’ o (z) dx

Jj=n+1

+o0
- /]RnETOO ( Z aj:z:j@(x)> dx

Jj=n+1
= 0’
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e, por isso,

lim
n—-+4oo

= 0, para qualquer ¢ em X, (IR),

/]R Z a;zlp () do

j>n+1

ou seja, acabdmos de verificar a condi¢ao (6.14).
Em concluso, podemos finalmente afirmar que p, — f em (X; (R), 5 (X{, Xo)) . =

Uma questao naturalmente se coloca: serd que basta que a funcao f do teorema
precedente seja apenas analitica de crescimento exponencial em IR, para termos a
convergéncia de (p,), . Para f em (X (IR), 3 (X(, Xo))? A resposta a esta questao é
negativa. A observacao seguinte assim o prova.

Observacgao 6.3.14 E importante frisar que, embora exp (—1?) se identifique como
uma distribui¢io generalizada de Xy, (IR), por ser uma fun¢do de crescimento expo-
nencial em IR (ver teorema 6.3.8), a sua sucessio de polinémios de Mac-Laurin nao
converge para exp (—2?%) em (X} (IR), B (X}, Xo)) -

Designemos por (pp),cn @ sucessio de polindmios de Mac-Laurin de exp (—2?), ou
seja,

Dn (SL’) = Z ﬂx%

1l
[
e suponhamos, com vista a um absurdo, que p, — exp (—2?) em (X}, (IR), 8 (X}, Xo)) -

Entao a transformada de Fourier de p, também convergird para a transformada de
Fourier de exp (—i?). Portanto, para todo o ¢ em X (IR), a sucessdo numérica

(Fon) =7 (7). ¢)

converge para zero.
Ora,

<Z ﬂ}“ (£2j) _ (_})]}— (j2j) 7()0>

1
j=0 J: j=0

Repare-se que a justificacio da igualdade precedente deve-se ao facto de F ser um
isomorfismo vectorial e topoldgico de X, (IR) em X, (IR) (cf. proposi¢ao 6.2.1). Assim,

(7w -7 () <)
_ '<_ f (_J%)jgm2j5(2j),¢>

j=n+1
400 1 ‘
> D79 (0)

j=n+1""

= 2r (6.22)
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Em particular, para ¢ = ¢ % € %, (IR) , tem-se que

Do) = S @)

e da igualdade (6.22), seque-se que

(7o =7 (7). ¢)]

o0 j
> 25 )

= 27 T
j:n+1j' J:

(6.23)

Analisemos agora a convergéncia da série

£00 (_1\i
2% (]_';') (25)! (6.24)

=0

Para este fim, recorreremos a um coroldrio do critério geral de Cauchy. Note-se que

27)!
lim ﬂ = +o00,
j—too jlg!
logo, a sucessao
i (29)!

nao é um infinitésimo, o que implica que a série dada por (6.24) é divergente. Conse-
quentemente o seu resto de ordem n nao é um infinitésimo, pelo que

+o0 j
o Y (=1) (25)!

lim )
j=n+1 J-J

n—-+o0o

£0.

Da condigao (6.23), vem que

(7o) =7 (7))

nao é um infinitésimo, o que constitui um absurdo, pois contraria a hipdtese de

lim <]—" (pn) —F (e_i’z) ,<p>‘ = 0.

n—-+oo

Portanto,

P A € em (X} (R), B (Xf, X0)) .

532

Por consequinte, podemos ainda afirmar que a funcao e~*" ndao tem representag¢ao em

série de poténcias convergente em X (IR).
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Uma outra consequéncia do teorema 6.3.8 é dada pelo seguinte resultado:

Teorema 6.3.15 E condicio suficiente para que a série de multipolos Z bjé(j) seja
Jj=0

convergente em X{, (IR) que a sucessao ({/ J! |bj|) - seja limitada.
J€

1
Demonstragao: Suponhamos, entao, que a sucessao ((/ 4! |bj|) N0} ¢ limitada,
FEN\{0

pelo que existe uma constante positiva L tal que

VjeINy {/j!|b;| < L.

Resulta
. L
b < —=.
VNS 7
Como
1
j—+oo j! j—+oo =
entao
lim {/|b;] =0,
Jj——+o0
e, por isso,
s .
lim {/|=—L| = lim - Tlim {/|b;| =0,
j—+oo 2md J—>+oo o j—+oo

o que significa que a série
“+o00
b,
E T
— 27)
Jj=0
tem raio de convergéncia R = +o0o e, portanto, a série representa uma funcao inteira.
Denotemo-la por f, ou seja, ponhamos
+

g

2myd

f=

<.

Ag

Demonstremos agora que a sucessao | {/j!

b.
— também é limitada. Efec-
27l

JEIN,

tivamente,

- /i |bj\ (6.25)



mas <€/j! \bj|) - ¢ limitada, logo

JEINy
1 1
—— {/4!b;| < ——L.
7o VIl =
Repare-se que
Vje N L <1
J 1 \J/% )
logo, de (6.25), vem que
2| < 1,
2m)
isto é,
. ol by
2m)

Assim, com base no teorema 3.2.7, podemos garantir o crescimento exponencial em
C, logo em IR, da funcao inteira:

b

7
2md

f=

[z

Jj=0

A parte final desta demonstragao torna-se de facil compreensao se observarmos que
toda a fungdo analitica de crescimento exponencial em IR é uma funcdo de C.+ (IR)
e, logo, pertence ao nosso espacgo de distribuicoes generalizadas X[, (IR) (cf. teorema
6.3.8) e que X[ (R) é fechado para a tranformagdo de Fourier (cf. proposicao 6.2.1).
Resumindo, como f € A.+ (R), entao f € X (IR), e logo Ff € X (R).

Deste modo,

— S ()
proposicio 6.2.1 44— 2747

b. o
= E ],,27#5(])
proposicio 2.2.7 4 - 2meI

j=



Consequentemente

F(f)=> ;09 € % (R).

Jj=0

400 .
A série 3 b;0Y) converge em X (IR) . u
j=0

Antes de mostrarmos que o espaco das distribuigoes temperadas de Schwartz estéd
contido densamente no espago Xj, (IR), precisamos provar a densidade de X, (IR) em
X5 (IR) .

Proposicao 6.3.16
d !/
Xo (R) & X (IR) -
Demonstragao: Vimos na observagao 6.1.2 que o espago Xg (IR) estd contido com
injeccdo candnica continua em Xj (IR).
O facto de Xy (IR) ser denso em X, (IR) é uma consequéncia imediata da reflexibi-

lidade de Xy (IR) e de X, (IR) (ver corolarios 5.2.11 e 6.3.4). Assim, X, (IR) é denso em
X; (R), se, e s6 se,

VT € X! (R) (Vgo €X(R) (T.¢)gyz = 0) —~ T =0.

Com efeito, seja T' € X (IR) qualquer. A propriedade peculiar da reflexibilidade leva-
-nos a afirmar que 7' € X, (IR) , pois X{ (IR) identifica-se com X, (IR) e, por isso,

TPy, = [ T@e@)da (6.27

Mas, para todo o ¢ em X, (IR), sabemos que
<Ta (10>%6’,%6 = 0;

em particular, para ¢ = T, resulta de (6.27) que

/]RT2(x)d:c:O

e, como T? > 0 e ¢ continua, pois é de classe C* em IR (porque T € X, (IR)), entao s6
podemos ter T = 0. [ ]

Proposicao 6.3.17 O espago das distribuicées temperadas de Schwartz S' (IR) estd
contido densamente no espago das distribuicoes generalizadas X;, (IR) .
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Demonstragao: J4 vimos no teorema 6.1.1 que
S'(R) & X (R).

Para provarmos a densidade de &’ (IR) em X[, (IR) basta recorrermos a proposi¢ao
precedente, que nos garante que Xy (IR) é denso em X, (IR) , e ao seguinte facto:

X (R) € S(R) € ' (RR).
]

Concluimos este subcapitulo com o estudo do micleo do operador derivacao no
quadro das distribuicoes generalizadas.

Lema 6.3.18 Se ¢ é uma funcao de Xy (IR), tal que

/mwx)dx:o,

JREE

Demonstragao: Seja 1 € X, (IR) arbitraria, tal que

/]Rw(:c)d:czo.

entao

também é uma fungio de X, (IR) .

Definimos
o= [ v
donde

Dyp =1.

Como 1) é de classe C*° em IR, ¢ também o é. Note-se que, para m € INy, é evidente
que

Di'p € Ce- (R) ,
pois

Do = D7 1.
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Falta somente ver o caso de m = 0. Seja k € IRy arbitrario. Aplicando a regra de
Cauchy, temos, por um lado, que

D, (Sowls)ds)

Jim e (v) = Tim Dy (@Rl Ty el ¥ (@)

Por outro lado,

lim ey (z) = 1 lim e*ely (),

T——00 1 T——00
onde

- —k sex >0
t= k sexr <0 °

Dado que ¢ € X, (IR), resulta que

lim e"*lp (z) = 0.

|z]—~4o00
Assim,
¢ € Co- o (R) (6.28)

Se tivermos em atencdo que F é analitica em IR (ver observagao 4.3.13) entao,
em particular, F¢ é indefinidamente diferencidvel em IR. Tendo em consideragao que
@ € Co- » (IR) (cf. (6.28)), logo ¢ € S(IR) (ver proposi¢do 4.3.5). Portanto, pelas
propriedades da transformacao de Fourier em S (IR), vem que

Fp = (z§> Fo (6.29)
por conseguinte, para® ¢ # 0,
1
lim |e"lFy| = lim — |eFélF = 0,
|£H+oo| <P| (3 } w‘ PeXo(R)
isto é,
Fo el (R) (6.30)

Para vermos que
vm e IN D¢ (Fo) € Ce- (R)

vamos utilizar o metodo de inducao finita.

2Note-se que, o ponto & = 0 ndo nos causa problemas, porque sendo ¢ uma funcio de Ce- oo (R),
Fp é analitica.
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Com efeito, para m = 0,
D¢ (Fp) = Fe,

que ja vimos que ¢ uma fun¢do com decrescimento exponencial (cf. (6.30)).
Hipétese de indugao:

D" (Fp) € Co- (IR) (6.31)
Tese de indugao:
Dy (Fy) € Ce- (R).

Utilizando uma das férmulas de Leibniz para derivada do produto, obtemos
D |(i€) 7

_ (m N 1) D} (i€) Dt (Fy)

1<m+1
= (zé) DI (Fo) 4+ (m+ 1) iDg (Fo)
porque, para |l = {2,... ,m+ 1},
D; (i€) = 0.
Assim,

(i8) De* (Fo) =, Dy (Fu) = (m+1)iD} (Fy)

Consequentemente, para & # 0,

lim }ek‘ﬂDg”H (Fo) }

J¢]—+oc
1 1

lim — [e*él Dyt (F 1) lim — |e*¢IDr (F

T "D (Fy)| + (m o+ ) el "D (Fy)|

Recorrendo a hipotese de indugao e ao facto de F1) ser uma fungao de X, (IR), podemos
inferir que

i D7 ()] =

Por conseguinte, para todo o m em IN, D" (F¢) tem decrescimento exponencial, ou
seja,

Fp € Ce-  (R) (6.32)
Por (6.28) e (6.32), resulta
p € Xo(R),

o que finaliza a nossa demonstracao. [ ]
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Lema 6.3.19 D (X, (IR)) é um hiperplano de X, (IR) .

Demonstragao: Comecemos por considerar o seguinte hiperplano® de X, (IR) :

H = {weaeo (R) | /]Rw(:c)dx:0} (6.33)
Consideremos agora o subespaco:
D (X0 (R)) = {¢ € X0 (R) [ Fp € Xo (R) N = Dy}
e mostremos que
D (% (R)) = H.

E 6bvio que D (¥, (IR)) é um subconjunto de H pois, sendo 1) uma funcio de D (X, (IR)) ,
entao

Jdp € Xo(IR) Ay = Dy

e, por isso,

/¢(x)d:£: lim ¢(s)— lim ¢ (t) =0,
R

s——400 t——o0

porque ¢ € X, (IR) e, logo, é uma fungao de decrescimento exponencial répido.
Tomemos agora 1) uma fungao arbitraria de H, logo ¢ é um elemento de X, (IR) e

/ Y (x)de = 0.
R
Decorre, entao, do lema 6.3.18, que

| v

é uma fungao de X, (IR) .
Se definirmos

o) = [ vids

reconhecemos facilmente que

¢ € Xo (R)
e que
Dy =.
Finalmente, conclui-se que
D (%o (R)) = H.

3Recorde-se que, podemos dizer que H é um hiperplano, porque é o ntcleo de uma forma linear
nao nula.
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Teorema 6.3.20 Seja T' é uma distribuicao generalizada de X, (IR), tal que T" = 0.
Entao T é constante.

Demonstracao: Fixemos uma distribuigao generalizada 7" de X, (IR), tal que 7" = 0.

Seja ainda
I
= e 2,
%o o
Temos que ¢, ¢ uma fungao de Xy (IR) (cf. proposigao 5.1.4) e
/ P (2) dz =1 (6.34)
R
Vimos no lema 6.3.19 que
Do) = {v e xa®) | [ v(w)as =0} (6.35)
R

Logo, para além de

o & D (X0 (R)),

podemos dizer que todo o elemento ¢ de X, (IR) se escreve de uma maneira tinica, sob
a forma:

e =1+ Apg (6.36)
onde ¥ € D (%y (IR)) e A € C, isto é,
Xo (R) = D (X, (IR)) ® span {g,} (6.37)

Se T" = 0 significa que, para todo o ¢ € ¥, (IR),

(DT, ) =0,
isto é,
(T, Dyp) =0,
ou seja, ainda,
(T'¢) =0 Vi e D (X (IR)) (6.38)

Uma vez que Xy (IR) é a soma directa de D (X, (IR)) com span{¢,} (cf. (6.37))
entdo, existe 1 € D (X, (IR)) e A € C, tal que

(T, ) = (T4 + Apg) = (T, ) + A (T, @o)

103



o que, recorrendo & condigao (6.38),

(T, o) = AT’ ) (6.39)

Sabemos, por (6.36), que

/ gp(x)d:ﬂ:/ ¢(93)d:n—|—)\/ @ (x) dz
R R R
e, como ¢ € D (X, (IR)), temos pelas igualdades (6.34) e (6.35), que

/]Rgo(:c)d:c:)\

e, dado que

<T’ 900> =¢

onde ¢ € C, resulta, de (6.39), que

T == [ opl@)do = (ep),
Dada a arbitrariedade de ¢ em X, (IR), conclui-se que
T=c,
isto é, T' é constante. [
Observagao 6.3.21 E importante salientar que o nicleo do operador de derivacdo
D, : % (R) — X; (IR),

definido em (6.2), é o espago das fungdes constantes. Este facto é uma consequéncia
imediata do teorema anterior.
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Capitulo 7
O espaco X

Como vimos anteriormente, as translacoes complexas nao estao definidas no espago
de distribuigoes generalizadas X{, (IR), o que o torna insuficiente. Por forma a colmatar
esta deficiéncia, torna-se 1til estender este espaco a um espago de ultradistribuicgoes.
Assim sendo, o objectivo deste capitulo é construir um espaco de funcgoes teste onde
o operador de translacao complexa tenha sentido, o que, posteriormente, e por via da
dualidade, nos permitird obter um espaco de ultradistribuigoes.

7.1 Estrutura vectorial

Definimos, para cada » em INy, o conjunto X, das funcoes ¢ complexas e inteiras
em C tais que':

1.
vb,y € [—-r,r] €10 € X (R);
2.
Vki,mi € IN mp . (0) = \?IISF:" Ny s (ebiﬂyap) < 00.
bl <r

Observacgao 7.1.1 E importante justificar a necessidade da 2 condicdo na definicdo
dos espagos X,; tal exigéncia deve-se a estrutura topoldgica destes espagos de que pos-
tertormente falaremos no subcapitulo 7.2, pois infelizmente ainda ndo sabemos se todas
as fungoes que obedecem & primeira condi¢do satisfazem obrigatoriamente a sequnda.
No entanto, temos a certeza de que toda a fun¢do de G, (IR) cumpre as duas condigaes,
como veremos na proposi¢cao 7.1.10. Pode-se ainda questionar o porqué do supremo
em y; tal requisito é exigido para que o operador translacdao complexa definido na in-
terseccao destes espagos seja continuo.

'Note-se que, na primeira condigao da defini¢io de X, ao encararmos T;,¢ como uma fungao
definida em IR estamos, como ¢ natural, a referir-nos a restrigao da funcao 7;,¢ a IR.
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Consideremos agora a interseccao de todos os conjuntos X, e denotemo-la por X,
ou seja,

x= ()% (7.1)

re IN

onde, para r = 0, Xy se identifica com o espago X, (IR) definido no capitulo 5.

Seguidamente veremos de que forma se relacionam os espagos X,.
Proposicao 7.1.2 Para qualquer r € INy, tem-se
X, CX(R).
Demonstragao: *Fixemos r em IN;. Se ¢ € X,., entao
Vb,y € R by € [—r,r] = 150 € X (R);
em particular, para b=y =0 € [—r,r] temos
€ X (R),

o que nos permite concluir que X, € um subconjunto de X, (IR) . [ ]

Proposicao 7.1.3 Para todo o r em IN, verifica-se a sequinte inclusao:
X1 C X,
Demonstracao: A demonstracao é ébvia, pois basta ter em conta que
[—r,r] C[—r—1,r+1].

Com efeito, dada uma funcao ¢ € X, arbitraria, dois reais b e y também arbitrarios
pertencentes ao conjunto [—r,r|, temos que b e y pertencem a [—r — 1,7 + 1] e logo de
¢ € X,41 vem que e - 7,0 € Xy (IR), ou seja, a primeira condigdo da definigao do
espago X, estd satisfeita.
Relativamente a 2%condicao, basta notar que
Moy (9) <0 ()
e, como ¢ € X1, o segundo membro desta inequagao ¢é finito, o que nos leva a afirmar
que p € X,. [ ]

2 Ao dizer que, se p € X,., entdo ¢ € Xo (IR), estamos a referir-nos, como ¢ evidente, a restricio de
¢ a IR, ou seja @), ) estamos, pois, a identificar ¢ com a sua restrigao.
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Estabeleceremos agora as caracterfsticas vectoriais dos espacos X, e, consequente-
mente, do espago X.

Proposicao 7.1.4 Para todo o r em INy, X, é um e.v. sobre C.

Demonstragao: Tomemos r € IN; arbitrario. Tendo em consideracao que
X, C X9 (IR) e que Xy (IR) ¢ um e.v. sobre C (cf. proposicoes 7.1.2 e 5.1.1 respectiva-
mente), basta entao, mostrar que X, € um subespaco vectorial de X, (IR) . Naturalmente
que X, é um conjunto nao vazio, pois a funcao identicamente nula a ele pertence.
Sejam ¢, e @, fungoes de X,, v, e 7, complexos quaisquer e b,y € IR também
quaisquer, tais que b,y € [—r,7].
Atendendo a que a translacao é um operador linear, sabemos que

e - iy (Y1601 + Va0a) = 71 (7 Toypr) + 72 (€7 - Tiyn) ;

mas ¢q, ¥y € X, 0 que significa que
i Tiypr € Xo(R) A e Tiypa € Xo (IR);

como Xg (IR) é um e.v. sobre o corpo dos complexos (ver proposigao 5.1.1), obtém-se
que

71 (ebé7 : Tiy901) + 72 (ebi, : 7'iy902)

¢ um elemento de X (IR).
Sejam agora ki e m; quaisquer em IN.

Ora,
My amy (€7 Tiy (Y1901 + V2402))
S |le‘ nkl,ml (ebeiygol) _'_ ‘72| nk‘l,ml (eszinOQ) ’
logo
Sup [nk17m1 (ebiﬂy (V191 + 72902))]
bye[—r,r]
S ‘71| Sup nk‘l,ml (esziy(Pl) + |fY2‘ Sup nk‘l,ml (ebein02)
by€[—r,r] b,y€[—r,r]
(7.2)
Sabemos que ¢; e @, sao fungoes do espaco X,., donde
My my (P1) <00 A 1y, (9) < 00
e, portanto, de (7.2),
My my (V11 F YaP2) < 00,
o que finaliza a nossa demonstracao. [ ]
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Proposicao 7.1.5 X é um e.v. complero.

Demonstragao: A prova é imediata, pois basta ter em consideragao as proposicoes
7.1.4 e 5.1.1 e o facto de que a interseccao qualquer de espagos vectoriais ainda é um
espago vectorial. [

Com o intuito de determinar a transformada de Fourier da translacao complexa
de uma fungao de G, (IR), necessitamos provar dois resultados, a nosso ver, bastante
curiosos. O primeiro deles demonstra que toda a translagao complexa de uma fungao
de G, (R) tem decrescimento exponencial répido. O segundo, por sua vez, trata da
existéncia do supremo em b,y € [—r,r|, com r € IN, das semi-normas vy, ,,, (definidas
em C.- o (IR)), da fungao que resulta do produto de uma determinada exponencial pela
translagdo complexa de uma fungao de G, (IR).

Lema 7.1.6 Para todo o w real e para toda a fungdo 1 do espaco G, (IR) , tem-se que
T € uma funcao de decrescimento exponencial rdapido.

Demonstragao: Seja w € R, a € R* e ¢ € G, (IR) quaisquer. Tomemos m € IN
qualquer. Sabemos que

D (Tiwth) = Tiw (D3')
e, como o espaco G, (IR) é fechado para a derivagao (veja-se proposicao 4.2.5), entao
D7 (Tiwt) = Tiw (q e_aj:z) ;
onde q € P.

Assim,

2

DY (tiwt (2)) = q (v — iw) e *~™) (7.3)

Repare-se que, para k fixo em IR,

2

— —sw)? — 2 2 —
)e a(z—iw) — g gaw < W e k\x|’

pois e~ € C.- (IR) (ver exemplo 4.1.5), donde
‘e_“(z_iw)2‘ < Crw e_km, onde ¢y = e“wzck >0
ou seja,
e 9@ c ¢ (IR) (7.4)

Designando por n o grau de ¢ e excluindo, como é natural, o caso ¢ = 0, vejamos
agora que

q (T —iw) € Ce+ (R).
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Decerto,

0 — iw)| =

AN IN IN
S S O
@ X, ®,
= 5 5
CD: CDi é
B i

Jj<n
mas,
el < gDl
e logo
(@ = iw)| < 3l vl DR
Jj<n
pelo que

EIO‘:z:|Cj| >0 IB=n+1>0 V2R |¢(z—iw)| <a

jsn

isto é, 7;,q € uma funcao de crescimento exponencial.
Vimos assim que

q (& —iw) € Ce+ (R)
€ como
e @)’ ¢ e (R) (cf. (7.4)),
entao, pelo teorema 4.1.10, vem que
A . —a(d—iw)?
q(z —iw) e €C- (R),
o que corresponde a asseverar, pela condi¢ao (7.3), que

D;n (Tiww) < Ce* <]R')

e, dado que m foi tomado arbitrariamente, resulta evidentemente que 7;,% é uma

funcao de decrescimento exponencial rapido.
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Lema 7.1.7 Se ¢ € G, (IR), entao

"
Vry,my, ki € IN SUPD  Vkymy (e "”Tiyzﬂ) < 0.
by€[—r1,r1]

Demonstragao: Tomemos a um nimero real positivo qualquer, ¥ uma funcao arbi-

traria de G, (IR) e sejam r1,m; e k; inteiros nao negativos de igual modo arbitrarios.
Ora,

Vii,ma (ebiTiyﬂj)

= le" D2 (@ 7ay ) | oy

Y (”}I)D; () D (rig)

<ma

férmula de Leibniz

L(R)

Atendendo a que a derivada da translacao é a translatada da derivada, e como
D™ ) = gy - exp (—a:EQ) (cf. proposigao 4.2.5),

onde ¢ = q-exp (—az?) e ¢, ; denota o polinémio que se obtém da derivada de ordem
my — [ de ¥. Entao

Viyma (ebi"Tiyw)

ek1|:1:\ Z (ﬂ;l) bl ebemlfl (.’L‘ . Zy) efa(zfiy)2

= sup
zelR 1<m
k1ilz| bz —az?+ay? my ! o
< 221?{}61 e }e 4 Z(l)}bHCIml—l(iU iy)| .

1<mq

Analogamente ao que foi feito anteriormente, se designarmos por N,,,, ; o grau de ¢;,,, —,
entao

|Gy 1 (x — iy)| < Z lcj eNmi—tlzl gNm, —tlyl
jSlefl

pelo que

Viyma (ebiTiyw)

ma I ) -

< E ( I ) |b‘ eNmy—tlyl+ay Z ‘Cj‘ Supe(k1+NM1fl)\m|+bx wr
<ma jSlefl zeR

z : ma I ) -

: ( l ) of e Z |¢j| sup (k1 Nmy —+{b]) |z —az
1<mi jSlefl r€IR

(7.5)
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Seja Ly, —1 = k1 + Ny, -1 Logo

2
Lo _1+1b]
(Lmrzﬂb\)\ﬂﬁl*aﬁ _ M

sup e e 4a

zeR

e, por isso, da desiguladade (7.5), vem que

Viyma (ebi"Tiyd})
2
< Z (Trl“) b Nmatlyl+ay® ew Z lesl
fo JENmy 1

Assim sendo, se aplicarmos a desigualdade anterior o supremo em b e em y, ambos
pertencentes ao intervalo [—rq, 1], obtemos

SUD iy my (€7 Tiy00)
by€l—r1,ri]

(Eamy—it10l)”
< sup Z (77;1) oVm1 —1lyl+ay? Z ;| sup \b|l o

lyI<r1 I<mq jSlefl [bl<ry
2
m (Lmrl”l) 2
= () )t e e S o) <o
I<mg jSlefl
isto é, para todo o 71,m1 e k; em IN e para todo o ¥ em G, (IR),

be +
SUP Vg, (€¥730) € R
by€l—ri,m]

Assim, estamos aptos a provar que:
Proposigao 7.1.8 Sejam a € IR", ) € G, (IR) e w € IR quaisquer. Entao
F(taw¥) = wg}—w-

Demonstragao: Consideremos a um real positivo, 1) uma fungao de G, (R) e w um
real qualquer. Com base no lema 7.1.6 podemos afirmar que

Tiw) € Ce*,oo (]R,) .
Consequentemente,
Tiw € S (R) (ver proposicao 4.3.5),

logo, para todo o ¢ em IR,

F (Tiw)) (€)
= /e‘iz5¢(x—iw)dx
R
— vt e %) (2) dz .
| e (7.6
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Suponhamos, em primeiro lugar, que w > 0. Fixemos um ponto A positivo na recta
real e consideremos as seguintes curvas:

Cy:[-A A — C Cy: [~w,0] — C
t—t—w t— A4t

Cs:[A,—-A] —C o Cy:[0,—w] — C
t—t t— —A+at’

Consideremos agora, a curva definida por C} + Cy + C3 4+ Cy e designemo-la por 7.
Saliente-se que v ¢ um caminho fechado, logo e atendendo a que a fungao e~ (2) &
analftica® sobre e no interior de 7, podemos afirmar, pelo teorema de Cauchy-Goursat,
que

/ e % (2)dz =0 (7.7)

Y

Assim,

/ e 8 (2) dz
Ca

0
/ €] (o] Jil [ (A + it)] dt

—w

IN

< /O el oy (A +it)| dt.

Como —w <t <0 logo [t| < w e, por isso,

/O €l 4 (A + it)| dt

—w

< ouid / oAt i) di (7.8)

—w

Relembrando o lema 7.1.7, é-nos permitido asseverar que

Vry,my, ki € N M >0 sup Hekﬂj'D?l (ebiTiyw)HLoo(IR) =M.
ly| <71
b]<r1

Fazendo r; = |C' (w) +1|,m1 =0 e k; = 1 temos

M >0 Vybe[—|C(w)+1],|C(w)+1] VzeR [ (z—iy)| <M e
(7.9)

3 A proposicio 5.1.4 afirma-nos que G, (IR) ¢ um subespago de X, (IR), pelo que 1 € Xy (R) e de
acordo com o teorema 5.1.3, a analiticidade de 9 é, pois, garantida.
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Como —t € [0,w] entdao —t € [0, |C' (w) + 1|] eumavez que 0 € [— |C (w) + 1], |C (w) + 1|]
e A € IRT, resulta em especial da condi¢ao (7.9) que

IM >0 [P (A+it)| < Me .

Por conseguinte, e da desigualdade (7.8), vem que
0
/ el |y (A +it)| dt
=
< e“"5/ M e Adt
= M e"lle=Ay,
isto é,

lim
A—+o0

< lim M e"lle=4w =0 (7.10)

A—+4o00

/ e %) (2) dz
Ca

Quanto ao integral ao longo de (4, temos

/eizgw(z)dz
Cy

0
= '—/ eiAgetgz'@b(—A—l—z't)dt'

—w

0
< e“’f|/ i (—A + it)| dt.

Tendo em consideracao novamente o lema 7.1.7 e o facto de 1 ser uma fungao de G, (IR)
podemos, como anteriormente, afirmar que

IM >0 |(—A+it)) <Me A,

ou seja,

lim
A—+o0

/ e %) (2) dz
Cy

< lim M e*fle=4w =0 (7.11)

A—+o00

Fazendo A — +o0 em (7.7), vem que

Jim 3 ey () dz + lim 5 e Y (2) dz

+Jim 3 ey () dz + lim 3 e (2)dz =0
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e, por (7.10) e (7.11),

. —iz€ S —iz€
ALHEOO Cle Y (2)dz = ALHEOO 03e ¥ (z)dz
? miteine e
: —i(t—iw . _ —it
& Al_l)riloo _Ae Y (t—w)dt AEI}FIOO : e "t (t)dt
+oo
& e ) (2) dz:/ e S (1) dt
R—iw —00
© ey (2) dz = F (¢) (€) -
R—iw

Portanto, de (7.6), resulta finalmente o desejado:
F (Taut)) = € F.

Note-se que no caso de w < 0, as curvas consideradas mantém-se e os cdlculos a
efectuar sao semelhantes aos anteriores, obtendo-se de igual forma o resultado pre-
tendido.

|

A fim de demostrarmos a inclusao do espago G, (IR) em X, ndo s6 precisamos ter em
consideracao os trés resultados precedentes, a saber, lemas 7.1.6 e 7.1.7 e proposicao
7.1.8, como também necessitamos provar um resultado homélogo ao do lema 7.1.7, mas
onde intervém a tranformada de Fourier, ou seja, o lema que se segue:

Lema 7.1.9 Sejam a € IR e € G, (IR). Entao

Vri,my, ki € IN - sup vk (F (5750)) < oo,
b,y€[—r1,r1]

Demonstragao: Fixemos a em IR", ¢ em G, (R) e r1,m; e k; em IN.
Uma vez que

Vi (F (7)) = [ ElDz (7 (7)) |

L=(R)
que
F (e rinp) = T_in [F (Tiy¥))]
e que
F (ri)) = % F (cf. proposicio 7.1.8),
entdo
s (F (7)) = [0 [ (420 -
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Vimos na proposicao 4.2.9 que

F:G,(R) — G4(IR)
1
onde d = —, logo
4a

22
Fp=s-¢% comseP.

Assim, se recorrermos a uma das férmulas de Leibniz para a derivacao do produto e
tivermos em conta que a derivada da translacao é a translatada da derivada, teremos

Vkl,ml (f (ebi’ﬁyzb))

hiklr_,, [Z (”l“)Dé () D! (s(9) edﬁz)] ' (7.12)

1<my

= sup
ceR

O espago G4 (IR) é fechado para a derivagao (cf. proposigao 4.2.5), logo
D (5(6) ) = sy (€)

22
onde s,,,; denota o polinémio que se obtém da derivada de ordem m; — [ de s- e~ % .
Portanto, da igualdade (7.12), obtemos

Viyma (f (ebiﬂyzﬂ))

ety " (W;I) YT |:€y£8m1fl (&) e’d52]

= sup
¢eR Py
m ,
< sup efiléhy—de gdt? Z ) e s, (€ + D)
¢eR l
1<ma
m ,
< supeflihuemd gmilul g N ) |5 (64 b))
¢ER [

1<ma

Se designarmos por A,,,; o grau de s,,,_;, entao

|$my 1 (€ + b))

< Y el (€ +iby
jSAmlfl

S Z ‘C‘]‘ eAmlflK‘ eAmlfl|b|
jSAmlfl

e, por isso,
Vii,ma (f (eb£7i9¢))

M1\ A, bl k1€l |yl1€]—dE? Ay —1[€]
< emlyl db® < ) el |cj|sup ™Y e“mi—til (7.13)
Z l Z ! £elR

I<my J<Ami—1
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Seja By, -1 = k1 + A, —1; entao
(Bry—tHly1) 61— _ (34 (B —1+lyl)”

sup e eid

{elR

Ao calcularmos o supremo em y,b € [—ry, ;] na desigualdade (7.13), vem

SUP iy my (F (e¥7350))

y,b€[—r1,m1]
m 1 2
<y ( 1) S gl sup emblem(Bmrtl) gy oAb
I<ma l J<Amy -1 yel-rLm] be[=rum]
m 1 2 2
= ( ll) > e e (Bry—t47) bmary gd(m)* 4 A,
I<my J<Ami—1
e, por isso,

sup  Viyma (]—" (ebiﬂyzﬂ)) < 00,
y,bE[—r1,71]

isto é, para todo o r;,m; e k; em IN e para todo o ¥ em G, (IR),

SUp iy my (F (¥730)) € RY.

by€[—r1,m1]

Proposig¢ao 7.1.10 Para todo o a em IR", tem-se
G.(IR) C X.

Demonstragao: Fixemos a um real positivo e p um polinémio complexo definido em
R.

Tencionamos provar que ¥ = p = X, ou seja, que para todo o inteiro
nao negativo r, ¥ é uma funcao de X,. Ja4 demonstramos, na proposicao 5.1.4, que
¥ € X (IR), pelo que ¢ € inteira (cf. teorema 5.1.3).

Sejam b,y € IR, tais que |b| <7 e |y| < r. Mostremos, em primeiro lugar, que

ebi . Tz‘y¢ - .%0 (IR) .

Em conformidade com o lema 7.1.6, podemos afirmar que 7;,7) é uma funcao de de-
crescimento exponencial répido em IR e, como C.- « (IR) é fechado para o produto por
exponenciais (ver coroldrio 4.3.11), resulta que

ebi" . Tiyw € Ce*,oo (]R,) .

Precisamos agora verificar que F (ebz . ﬂy@D) também é uma funcao de decresci-
mento exponencial rdpido em IR.

116



E importante salientar que
F (" riytp) = 7 [F (Tiy)]
e, como a proposicao 7.1.8 nos assevera que
F (1) = e Fy,
decorre que
F (ebi “Tiy))
= T—ib (eyé}- ID)
= Wity E (ebi"w)
A proposicao 5.1.13 garante-nos, por sua vez, que
e . 9p € X0 (IR)
e logo

F (")) € Xy (R),

(7.14)

pois Xo (R) é fechado para a transformagao de Fourier (cf. proposi¢ao 5.1.9). Por
maioria de razao, podemos entao dizer que F (ebi"@b) ¢ uma funcao de decrescimento
exponencial rdpido em IR. Assim, e atendendo novamente ao coroldrio 4.3.11, é-nos
garantido o decrescimento exponencial répido de e¥sF (ebiw) e, como Ce- o (IR) é um

e.v. sobre o corpo dos complexos (ver proposigao 4.3.3), conclui-se que

eVl F (ebiﬁb) € Ce- o (IR)
e, por (7.14),
F (ebi’ . Tiy¢) €Ce- » (R).

Para finalizar esta prova, precisamos verificar que, dados k; e m; em IN,

777l;1,m1 (w) < o0.
Ora,

sSup nk‘l,ml (ebi,Tiyd})
bye[—r,r]

< SuUp Vg (ebiﬂ'yw)—i‘ SUp  Vgymy (-7: (ebETiyw))

b,ye[—r,r] b,ye[—r,r]

(7.15)

Interessa-nos agora recordar os lemas 7.1.7 e 7.1.9 que nos dizem, respectivamente,

que para todo o r;,m; e k; em IN e para todo o ¢ em G, (IR), com a em IRT,

sSup Vi1,ma (ebiTiyd}) < 00
by€l—r1,r1]
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sup Viy,my (f (ebi"Tiyw)) < 00;
b,yE[—Tl,Tl]

logo

Sup Vi ma (ebiTiyd}) + sup Vi ,ma (f (ebiTiyr(z})) € IRS_
b,ye[—r,r] b,ye[—r,r]

Assim, da desigualdade (7.15), resulta por fim que

nzl,ml (¢) < Q.

Estamos finalmente aptos a provar a densidade do nosso espago X no espaco das
funcoes teste de Schwartz.

Proposigao 7.1.11 O espago X estd contido densamente no espago S (IR) de Schwartz.

Demonstragao: Note-se que ¢ imediato afirmar que X C S (IR), pois X = (o n X»
é um subconjunto de X, (IR) e, este tltimo, por sua vez, é€ um subconjunto do espago
S (R) de Schwartz (cf. proposigao 5.1.5).

A proposicao 7.1.10 garante-nos que, para todo o @ em IR™, toda a funcao do espaco
G. (IR) pertence a X e, dado que as fungoes de G 1 (IR) sao densas em S (IR) (ver teorema

4.2.7), somos levados a concluir que

xCS(R).
]

Passemos a expor um resultado que nos garante a invariancia para as translagoes
complexas no nosso espaco X, o que, posteriormente, nos assegurara tal invaridncia no
dual de X, ou seja, no nosso futuro espaco de ultradistribuigoes.

Proposicao 7.1.12 O espaco X é fechado para as translagoes complexas.

Demonstracgao: Sejam ¢ € X e zy € C arbitrdrios, onde 2y = xg + iyy. Tomemos
r € IN qualquer e vejamos que 7,,¢0 € X,. Verifica-se imediatamente que 7,,¢p =
v (2 — zp) € inteira, pois ¢ o é.

Sejam b,y € [—r, 7] arbitrdrios. Mostremos agora que € - 7;, (7.,¢0) € Xo (R) .

Com efeito,
Ty (To) (z)
= ebz-gp(:ﬁ—iy—xo—z’yo)
b ,
= " Ty fr —i(y+yo)]
= . T (Tiyﬁo) (v) (7.16)
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com Y1 =Y + Yo.
Mas,
1] < |yl + [yol <74 |yol <7 +]C (vo)| + 1,

onde C (1) representa, como ja referimos anteriormente, o maior inteiro que nao excede
0 numero .
Como ¢ € X temos, em particular, que ¢ € X,ycuy+1 © dado que
ly1| <7+ |C (yo)| + 1, obtém-se por definicao do espago X,y |c(y)+1 que
e T, 0 € X (R) .
De acordo com a proposicao 5.1.1, Xy (IR) é um e.v., logo
e™b . e . 7 o€ X (IR)
e, como X, (IR) é invariante para as translagdes reais (ver proposigao 5.1.7), vem que
e™br,, (ebi’ Tiyp) € Xo (R),
ou seja,
ebj; " Tag (Tiyl 90) € Xo (IR) ’
o que, pela igualdade (7.16), implica que €** - 7, (T,,¢) é uma fungao de X, (R) .
Falta vermos que, dados k; e m; naturais quaisquer,

Mhoyomy (Tz0@) = SUD Mgy oy (€773 (T200))
bye[—r,r]

é finito.
Notemos, em primeiro lugar, que

sup nkl,ml (ebi"Tiy (Tzo(p))

b,ye[—r,r}
b b
< sup @™ sup g, (Tao (€770 0))
b,ye[*’f‘ﬂ’} b7y€[77‘771}

S e7"|x0| [ sup Hekl‘ﬂD;nl (Tz() (ebiTiyl(p))HLoo(]R)
b,y€[—r,r]

+ sup
by€[—r,r]

ek1|5‘D2nl [f' (TZ'O (ebiTiw@D))} HLOO(]R)] ’

onde y; = y + yo. Dado que a derivada da translacao é a translacao da derivada e,
como €7, o € Xy (R), entao, pelas propriedades da transformagao de Fourier em
Xo (IR) (ver observacao 5.2.17), vem que

sup 77k1,m1 (ebiTiy (Tzogo))

b,ye[—r,r]

< er\xo\ [ sup Hek1|ifﬂﬁ0|ek1\$0\7z0 [D;m (ebi"TiylSO)} HLOO(IR)
by€l—r,r]

+ sup
by€[—r,r]

k1|é| yma [o—izot bi H
ML D [0 F (¢4, )] L°°(]R)] :
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Utilizando uma das férmulas de Leibniz para a derivacao do produto obtém-se

Sup 77k1,m1 (ebjTiy (TZO (10))
by€[—r,r]

IN

e lzol [ekﬂxol sup HT:EO [eklngﬁm (" Tin )] HL”(IR)
bye[—r,r]

+ sup
bye[—r,r]

S (™) (i 00 [ )

1<my

Leo(IR)

IN

e’ lxol lekﬂzol sup HTIO [eklmDZbl (ebj:Tiyl(p)] HL°°(1R)

b7y€ [77177‘]

—I—em1|9€0| Z (77;1) sup

ki || ryma—t bi,_ H
LD [ F (€774, 0) ] Loo(IR)] (7.17)

Seja r1 =1+ |C (y)| +1 € N, temos que [y1| = [y +yo| <71 e [b] <7 <y
Uma vez que ¢ é uma fungao de X, entao é também uma funcao de X,, e, portanto,

Vka,my € N JM >0 SUD  Mhy o (ebi’ﬁylcp) =M (7.18)

by1€[—r1,r1]

o que implica em particular que

Vko,mo € N dM; >0 Vg elR sup HT:EO [el‘””ﬁ‘D;ﬁ"2 (ebf”nyl@)} HLOO(]R) < My,
by1€[—r1,m1]
ou seja, para ky = k1 € mg = m; tem-se
ElMl > 0 Vl’o cR Vb, Y1 € [—Tl,'f’l] HTEO [ekl‘iﬂ‘D;nl (ebi"nylgo)} HLOO(IR) < M1
(7.19)
E importante agora notar que, se
Y1 € [=r1, 1),
entao
Y € [=r1 = Yo, 71— Yo) -
Decorrendo, assim, da condigao (7.19)
dM; >0 VzgeR sup sup HT:EO [ek”f'D?l (ebf”nyl(p)] HL°°(]R) < M,
y€[—r1—yo,m1—yo] |b|<r1
(7.20)
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Se analisarmos novamente a condicao (7.18), e fazendo ky = k; e my = my — [,
podemos também concluir que

dMy >0 sup ekl‘g‘Dm“l F (%7, 0 H < My,
b,y1 €[—r1,m1] ¢ [ ( v ):| L>~(IR)
e, consequentemente,
Loo

yE€[—r1—yo,r1—Yo] |b|<r1

Repare-se que 0 nosso propésito era analisar o supremo em b e em y, ambos per-
tencentes ao intervalo [—r,7]; mas como

[—r,7] C [=r1 — Yo, 71 — Yo

e
[_Tu T] - [_Tlvrl] 5
logo
sup || 74, [eklmD;m (€ iy )] HLoo(IR)
by€[—r,r]
< . k1\=’£"|D;n1 bz ; .
= elenvom—ul |§EI:1HT ole ST
e
k1 [€] yma— b, H
b,yse?R,T} DT ()] L>(R)
< su sup ||e" 8l pm—t [F (&b i H )
B ye[-n—yﬁm—yo} |b\§I:1 ¢ [ ( " ylSO)} L>(IR)
por isso, da condigao (7.17), segue-se que
sup nkl,ml (ebi"Tiy (Tzo(p))
b,y€[—r,r]
< o [ sip s a0 (€ 110)] oy
y€[—r1—yo,m1—yo] |b|<r1

el $° (”l“) sup  sup

1<mq yE€[—r1—yo,r1—Yo] |b|<r1

Por (7.20) e (7.21) resulta, por fim, que

. m
SUD Mgy (€773 (T200)) < €710 (eklzoMl +emiel } ( ll)%) |

k1|&] ryma—t b, H
T |

isto é,

nzl,ml (TZOSO) € ]R'g
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Observacao 7.1.13 Se examinarmos com atenc¢ao a demonstra¢ao da proposi¢cao prece-
dente 7.1.12, podemos concluir que, embora X seja fechado para as translagoes com-
plexas, os espacos X, nao o sao.

Observacao 7.1.14 Vimos na observacgao anterior que os espagos X, nao sao invari-
antes para as translagoes complexas. Sao-no, no entanto, para as translacoes reais.
Efectivamente, sendo r um inteiro positivo qualquer, a um niumero real qualquer e ¢
uma fungao de X, também arbitrdaria, é imediato afirmar que T,p é inteira.

Sejam b e y pertencentes ao intervalo [—r,r]. Atendendo a que p € X,, temos que

T € Xo (IR).

Como Xy (IR) é fechado para as translagées reais (cf. proposicao 5.1.7) vem que
Ta (ebi" . Tl-y@) ainda pertence a Xy (IR) e, dado que este espago é um e.v. (cf. proposi¢ao
5.1.1), resulta que

er, (ebf . Tl-yw) € Xy (R),
ou seja,
& Tiy (Tap) € Xo (IR) .

Fizemos agora ki e my em IN. Procedendo de forma inteiramente andloga a
demonstracao da proposicao 7.1.12, podemos dizer que

sup 77k1,m1 (ebiTiy (TCLSO))

b,ye[—r,r]

bye[—r,r] Leo(IR)

4 emlal Z (n;l) sup

l§m1 b,ye[—r,r}

< ou e g fr [ ()

D [F (i) Hm] |

Uma vez que @ é uma funcgdo de X,., entdao

Vky,my € IN 3M >0 sup ny, m, (Ti0) = M,

b,ye[—r,r]

o que, em especial, implica que

dM; >0 Va€ IR sup HTa [lemD;m (ebiﬂy‘r@)] HLOO(ZR) < M
b,ye[f’f‘ﬂ’}
e que
IMy > 0 kel ppat [ F (7 H < M.
PET e lIT F( )|y < Mo
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Por conseguinte,

7 m
Sy (7 () € I o S ( ZI)MQI ,
7y€ -nr lSml

0 que significa que

nzl,ml (Tago) € R(T

e, portanto, T,p € X,.

Na continuagao veremos que X é fechado para a derivagao.
Proposicao 7.1.15 X é fechado para a derivacdo*.

Demonstracao: Sejam ¢ € X e [, € IN quaisquer.

De ¢ € X temos que ¢ € Xy (IR) e como Xy (IR) é fechado para a derivagao (ver
proposicao 5.1.8), resulta que D'y € X (IR), o que pelo teorema 5.1.3 nos permite
dizer que Dl & inteira.

Tomemos agora b,y € [—r, 7] arbitrdrios. Provemos que €' - 7, (DLy) € Xo (R).

Usando uma das férmulas de Leibniz, obtemos

e D; (Tiy‘rp)

= 17 ()P (D) ]

J<i J
DI (;)bfpy (¥7,0) (7.22)

Mas, como ¢ é uma funcao de X, podemos afirmar que ¢ € X,., o que significa, em
particular, que

e . Tiye € X (IR)
e, atendendo novamente & proposicao 5.1.8, temos
vm e IN DI (" - 1,0) € Xy (R);
para m = [ — j, vem que

DI (ebi"ﬂy 90)

1E importante notar que, embora nos estejamos a referir ao operador derivacio parcial em relacio a
parte real da varidvel independente z, é evidente que este operador coincide com o operador derivagao
total em ordem & varidvel z, pois as fungdes de X sdo inteiras.

Observe-se ainda que, por simples conveniéncia de cédlculos, é mais cémodo usar o operador Dﬁez.
Além disso, a sua utilizagdo deve-se também & construgdo dos espagos X, e, consequentemente, do
espago X.
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é uma fungao de X, (IR) e, como este espago é um e.v. (cf. proposigao 5.1.1), resulta
de (7.22) que

e . DL (riyp) € %o ().
isto é,
e -1, (Do) € X0 (R).
Resta-nos, pois, provar que
Vki,mi € N mp, (Dégo) < 00.
Fixemos, para tal, k; e m; naturais quaisquer,

SUD 1y, (€7D, (Tiy )

by€[—r,r]
= Sup - Mg, ma Z (_l)j <l)bjDi_] (ebi,ﬂygo)
by€[—r,r] ’ I Jj
5) e
< ] sup |b|ﬂ{ ehalél pmiti=i (i I
j%;(j bye[—rr] H ( Y )HL (R)

+ HeklmD?l [f' (ch_j (ebi’ﬂ.ygo))} HLOO(]R)} .

Mas,

~

F (0 () = (18) 7 F (7).
logo

SUD gy iy (€7D (Tiy))
by€e[—r,r]

l . . N
- Z(j) e sup {Hekﬂxl DI (70) | e

férmula de Leibniz

j<l bye[—r,r]
¢ mi\ . —ina A\ mi—ao z
+ {[e* 14l Z <a )Zl D¢ {(f) ] D= F (" 7iy0)
asm L>(R)

(7.23)

Vamos dividir o nosso estudo em trés casos:
1°caso:

a>1—j.
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Neste caso,
D¢ (€)= 0
e, por isso, da desigualdade (7.23), resulta que

SUP Mgy, (€7 DL (Tiy0))

by€[—r,r]
< Z <l) e sup HeklmD;an_j (ebiﬂy@) HLoo(lR) :
i<l j b7y€[*Tﬂ

E importante agora relembrar que ¢ é uma funcéo de ¥, pelo que ¢ € ¥, e, portanto,

Vko, my € IN SUD My iy (ebf”ny@) < 00 (7.24)

b,ye[—r,r]

o que implica, em particular, que

M, >0 sup Hek”i"DZ“H_j (ebj:ﬂygo)HLoo(m) < M, (7.25)
byye[fTﬂ‘]
Por conseguinte,
5 l
SUDP Mgy my (ebJ:Dfp (TinO)) < Z ( ) el" M,y (7.26)
bvye[_rﬂn} ]Sl .]
2°caso:
a=1[—7
Neste caso,

Dg (€77) = (1 —j)!
e, da condigao (7.23), temos

SUD Mgy my (€77 DL (Tiy0))
by€[—r,r]

< Z (l) e sup {HeklmD;nﬁl_j (€712 || oo e
j<l j b,ye[*rﬂ‘] ( )
X () ke )
= \a ¢ L (R)
< Z (l)elr Sup HeklmD;nﬁlij (eb:ﬁTiy‘P)HLwlﬂ
j<l j b,yE[—T‘,T‘} ( )
m\ . k| pri-o g (b H
+ l | L&D F p 7.27
Do e e e N
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Mas ¢ € X, pelo que a condigao (7.25) é vélida, isto &,

M, >0 sup HeklmD;"lH’j (ebiny@)
by€[—r,r]

S M17

|2y
e por isso, de (7.27), vem que

SUP Mgy amy (€7 DL (Tiy0))

b,y€[—r,r]
< M, + ( ) [ — ] sup ekl‘dDml*O‘f ebfTi 0 H
; ( ) { 042721 by€[—r.r] ¢ ( Y ) L>(IR)

(7.28)

Atendendo novamente a condigao (7.24), e para ks = k; e mg = my — «, temos que

dM,; >0 sup

b,ye[—r,r}

M=o F ()| w =M
Lo

Portanto, a desigualdade (7.28) d4 lugar a

SUD Mgy, (€7 DL (Tiy0)) < (J)

by€[—r,r] J<i

M+ Y ( ) = 'M2] (7.29)

a<mi

3°caso:
a<l—j.

Neste caso tem-se

« l l—j—«
DEE) ==
Assim, de (7.23), obtém-se

SUD Ty gy (€77 D% (Tiy0))

b,ye[—r,r]
[ r Z| mym —7 T
< 3 (1)e { sup_ oD (o)

<1 J bye[—r,r]
i<
5 () et s )

a<my [ — J— CY)' by€[—r,r] Loo(IR)

(7.30)

A hipétese de ¢ ser uma fungao de X, permite-nos, por um lado, obter a condigao
(7.25):

dM; >0 sup Hekﬂj'D?lH_j (ebjﬂy%o) HLoo(lR) < M
by€l—r,r]
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e, por outro lado, tomando ky = k1 + 1 — j — a € mo = my — «, escrever

dM3 >0 sup

b,ye[—r,r}

elk1tl—j— a|§‘Dm1 or (e szgp H ( )<M3
Lo (R

Por conseguinte, da condigao (7.30), resulta que

b3 1yl my (I—3)!
sup m (€7D, (T4 < g () My + E ( ) — M.
byel—r,r] T ( ( y(p)) i<l J ! l—j— Oé)' ’

a<mi
(7.31)

Analisando as condigoes (7.26), (7.29) e (7.31), podemos inferir que em todos os casos
o

SUP 7y my (€7 DL (Tiy0))
b,ye[—r,r]

é finito, ou seja,
Vky,mi € N mp (Di(p) < 00,
o que finaliza a nossa demonstragao. ]

Observagao 7.1.16 Ao analisarmos minuciosamente a demonstracao da proposi¢cao
7.1.15, podemos deduzir que, para cada v em IN, X, é fechado para a derivacao.

Vimos, na proposicao 7.1.8, como se define a transformada de Fourier da translagao
complexa de uma funcao de G, (IR), mas ainda nao sabemos como se estabelece tal
transformacao da translacao complexa de uma qualquer funcao de X. O teorema que
se segue formula tal propésito.

Teorema 7.1.17 Sejam ¢ € X e w € IR quaisquer. Entao
F (Tiwp) = € Fp.
Demonstragao: Tomemos ¢ em X e w em IR arbitrarios. Note-se que
Tiwp € X (cf. proposicao 7.1.12),
logo
Tiwp € Xo (R).

Por definigdo da transformagao de Fourier em X (IR) (ver proposicao 5.2.16), temos,
para todo o £ em IR,

F (Tiwp) (§)

= /e_”gﬂwgp(x)dx
R

= /e_”ggp(x—z'w)dx
R

= ewg/ ey (2)dz (7.32)
R—iw
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Recorde-se que, na demonstragao da proposicao 7.1.8, fizemos o estudo para w nao
negativo, por isso desenvolveremos aqui o caso em que w é nao positivo.
Fixemos um ponto A positivo na recta real e consideremos as seguintes curvas:

C:[-A Al — C Cy: [—w,0] — C
t—t—iw t— Addt’

C3:[A, —-A] — C Cy: [0, —w] — C
t—t © t— —A -+t

Tomemos agora o caminho fechado
’7:Cl+02+03+04.

Uma vez que e~**¢¢ é analftica sobre e no interior de 7, entdo, pelo teorema de Cauchy-
-Goursat, sabemos que

/e_izggo (2)dz=0 (7.33)

Y

Por conseguinte,

/02 e %y (2)dz
_ ‘_ /0 e (2) de

< /_w €] [ Jil | (A + it)] dt
0

< / el (A +it)| dt.

0

Como 0 <t < —w tem-se \t| < —w e, por isso,

/ e | (A +it)| dt

0

< e“’5|/ |l (A +it)] dt (7.34)
0

E de realcar que, se ¢ € X, entdo

Vr,my,ky € N IM >0 SUP - Mg, my (ebiﬂy%o) = M,

by€[—r,r]
o que implica que

Vr,my,ky € N 3IM >0 Vbye€[-rr] VreR |ek1‘z‘D;”1 (ebzﬂygp (:U))! < M.
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Fazendo r = |C (—w) + 1|, m; =b=0e k; = 1 temos

IM >0 Yye|[-|C(—w)+1],|C(—w)+1]] VeeR |o(x—iy)| <M e
(7.35)

Tendo em atencao que

w< —t < —w,

entdo —t € [— |C' (—w) + 1],|C (—w) + 1|] e, como A € IR, a condicao (7.35) garante-
-nos que

IM >0 |p(A+it)) < Me M.

Consequentemente, da desigualdade (7.34), vem que

/ o (At it) dt < M e EleA (),
0 A>0

ou seja,

< — lim M e “kle 4y =0 (7.36)
A—+o00

lim
A——~o00

/ e (2) dz
Co

No que diz respeito ao integral ao longo do caminho Cjy, temos

/ e %y (2) dz
Cy

Tendo em consideracao novamente o facto de que ¢ é uma fungao de X, podemos, como
anteriormente, asseverar que

< el / lo (—A +t)| dt.
0

IM >0 |p(—A+it)] < Me 74
isto é,

lim
A—+oo

<0 (7.37)

/ e (2)dz
Cy

Fazendo A — +o00 em (7.33), vem

Jim . ¢ p(2)dz+ lim 5 e o (z)dz

+ Jim . ¢ p(2)dz+ lim 5 ey (2)dz =0
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e, por (7.36) e (7.37),

li —i2€ dz = — i —iz€ d
dm [ e d s i [ e ()i
A i) ~A

& i TR (t—dw) dt = — i o (t) dt

A e et dr ==t e e )
& ey (2) dz:/ e "y (t)dt

R—iw —00
e | e " (2)dz = F(p) (€).

Assim, de (7.32), resulta finalmente que
F (Tiwg) = " Fop.

Observe-se que, no caso de w ser positivo, as curvas consideradas permanecem
inalteradas e os cédlculos a efectuar sao semelhantes aos anteriores, obtendo-se de igual
forma o resultado desejado.

]

A semelhanca do que j4 acontecia em X, (R), X também é fechado para a mudanga
de variavel:

Observagao 7.1.18
VoeX ¢(—1)eX.

Seja p € X qualquer. Entao, em particular, p € Xy (IR) e logo, pela observagao 5.1.6,
v (=2) € Xo(IR). De acordo com o teorema 5.1.3, podemos afirmar que @ (—2I) é
inteira. Sejam r € IN, b,y € [—r,r| arbitrdrios.

Uma vez que ¢ € X, entdo ¢ € X, e, por isso, e **

Ty € uma fungao de Xo (IR).

Tendo em consideragdo novamente a observacio 5.1.6, podemos dizer que €*-7;,¢ (—%)
também pertence a Xo (IR) .
Resta pois mostrar que, para todo o ki e my naturais,
nzl,ml (90 (_"%)) < Q.
Com efeito,
sup nk‘l,ml (ebi‘Tiygp (_j))
bye[—r,r]
= SUp Mgy, (€T (<))
—by€[—r,r]
= sup Ny, (€T (21)) (7.38)
—by€[—r,r]
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onde x1 = —x.
Sabemos por hipdtese que

Vri ka,ma € IN My >0 Vby,y1 € [—r1, 71 Dpymy (€7 iy (81)) < My

entao, fazendo r1 =r, ko = k1, mg =mq, by = —b e y; = y, temos

aM; >0 su[p ]nkl,ml (e_bjlﬂ‘y%@ (jl)) < M.
—bye[—r,r

Consequentemente, de (7.38), obtém-se o pretendido.

Tem-se, naturalmente, que
Proposicao 7.1.19 O espaco X é fechado para a transformada de Fourier.

Demonstragao: Sejam ¢ € X e r € IN quaisquer. Tem-se imediatamente que ¢ €
Xo(IR) e, como Xy (IR) é fechado para a transformacao de Fourier (ver proposicao
5.1.9), entdo Fy ainda pertence ao espago Xo (IR), o que nos permite concluir, pelo
teorema 5.1.3, que F¢ ¢ inteira. A
Tomemos b e y elementos de IR, tais que |b| < r e |y| < r, e vejamos que €% -7, (Fo)
também ¢é uma funcao de X, (IR).
Ora,

7y (Fo)
= ey, (ebé}"gp> .
Como ¢ € X entao, pelo teorema 7.1.17,

ebg]'-%@ = F (Tanp)

e, portanto,
e -7y, (Fip)
= "1y (F (Taw)) .-
Mas
Tiy (F (Tanp)) = F (e’yfnbgo) ,
pelo que

¢y (F)
= eF (e Tap) (7.39)
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Decorre, do facto de ¢ ser uma funcao de X, que ¢ € X, e, por conseguinte,
e YTy € X (R).
Atendendo novamente a proposicao 5.1.9, podemos observar que
F (e_yiTibgo) € Xo(R)

e, como a proposicao 5.1.1 nos garante que X, (IR) ¢ um e.v., resulta de (7.39) que
e’ - 7, (Fp) é uma fungao do espago Xy (R) .
Sejam agora ki, m; € IN arbitrarios.

My my (FP)
= Sup nkl,ml (ebETiy (‘F(ID))

b7y€ [77177‘]

= SUP Mgy m, (f (e’y"%rib@))
b,ye[—r,r]

T e [Hekl‘ébgm (]:(efy%'b@))”

b,ye[—r,r]

ey [l D [F (7 (€7 700))] | 1oy

Ja vimos que e Y140 € X( (IR); portanto, pelas propriedades da transformagao
de Fourier em X, (IR) (cf. observagao 5.2.17), obtemos que

F (f (e’yi"ﬂ-bgo)) =27 (eyfribw (—:%)) )
Assim,

Ny.my (FP)

k1|é| mi —y&, H
< b’yse?gr] DI (F (e 7)) L)
+27  sup Hekl‘i"DZ@1 (eyiTibSO(—f))HLoo(m)'
by€[—r,r]

Por um lado, por ¢ pertencer a X e tendo em consideragao a observagao 7.1.18, podemos
afirmar que ¢ (—2) € X. Consequentemente,

M, >0 sup He’“'"’e‘D;"1 (¥ T (—2)) HLOO(IR) < M, (7.40)
bye[—r,r]
Por outro lado, é possivel também dizer que
dMy >0 sup eklng’“ (f (e_yiﬂbw)) H < M, (7.41)
bye[—r,r] Le=(R)

Como consequéncia de (7.40) e (7.41) vem

My s (F@) < My +2wM; € R

132



Observacao 7.1.20 Jd vimos que os espacos X, nao eram fechados para a translacao
complexa (cf. observagdo 7.1.13), pelo que o teorema 7.1.17 nao é vdlido para ¢ fungdo
de X, e, por isso, a proposi¢ao anterior nao é verdadeira em cada X,, com r € INy,
isto é, estes espagos nao sao fechados para a transformagao de Fourier.

Concluimos este pardgrafo com o estudo dos multiplicadores de X.

Proposicao 7.1.21 Para toda a funcao ¢ de X e para todo o nimero real d, tem-se
que

o e X
Demonstracgao: Fixemos ¢ em X, d em IR e r em IN quaisquer. Vejamos que
e pec X,

Sejam entao, b,y € IR arbitrérios, tais que —r <y <re—r <b<r.
Ora,

1y, (M) = etr DT iy, o (7.42)

Atendendo a que ¢ € X, sabemos que, para todo o r; natural, ¢ € X,,, ou seja,

Vo, €R by <7 Ay| <= e, 0 € X0 (R) (7.43)
e
Vko,my € N ! () < o0 (7.44)

Em particular, para r; = r+ |C (d)|+ 1, by = b+d e y; = y temos, da condicao (7.43),
que

et 10 € %o (R)
e, como Xy (R) é um e.v. (cf. proposigao 5.1.1), resulta de (7.42) que
"1y (eMp) € X0 (R).
Resta agora provar que, dados k; e my naturais quaisquer,
nzlml (edi’go) < 00.

Com efeito,
SUP 7y, (€777 (67¢0))
b7y€ [77177‘]

= Sup T (€
bvye [—7",7’]

= SuUp Ty (€
bvye [—7",7’]

(b+d)i o —idy i <p)

(b+d)£’ﬂyg0) (7.45)
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Se tomarmos na condicao (7.44) ks = k1 e mg = my, vem que

dM; >0 sup Ny ma (eblj:TiyﬁO) = M,

bi,y1€[—r1,m1]
o que implica, fazendo r; =r + |C (d)|+ 1, by =b+d e y1 =y, que

M, >0 sup My, (eCFVIT0) = M.
‘b+d|§7‘1
ly|<ri

Note-se que

(b+d) € [—-r1,m],
logo

be[—r—d,r —d]
e, por isso, podemos asseverar que

ML >0 sup sup oy, (T Ti0) < M
ly|<ri b€|—r1—d,r1—d]

Mas
[—r, 7] C [—11,71]
e
[—r,r] C[-r —d,m —d],
donde
S0 s (€01 T0) < sup s (470 Ti0) < M1

Assim, da igualdade (7.45), conclui-se que

SUP - Mg, my (ebiﬂy (edigo))
by€[—r,r]

é finito. -

Observagao 7.1.22 Atendendo a prova da proposicao 7.1.21, podemos concluir que
0s espagos X, nao sao fechados para o produto por exponenciais.

Proposicao 7.1.23 Para todo o polindmio p de P e para toda a funcao ¢ de X, tem-se
que p - ¢ também é uma funcao de X.
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Demonstragao: Sejam ¢ € X, p € P e r € IN arbitrdrios. Uma vez que ¢ € X,
entdo, em particular, p € X, (IR), donde p- ¢ € Xy (IR) (cf. proposi¢ao 5.1.11) e, logo
podemos dizer que p - ¢ é inteira (veja-se teorema 5.1.3).
Consideremos agora b,y € [—r,r] quaisquer. Mostremos que e
fungao de Xy (IR).
Ora,

b iy (p- ) € uma

“Tiy (P 0)

bz
j . . . .
TiyP * TiyP,

€
_eb

mas e’ - 7,0 € Xo (IR), pois ¢ € X, e, como para y fixo em [—r, 7], 7;,p € P podemos
afirmar novamente, pela proposicao 5.1.11, que € - 7;,p - 75, ainda ¢ uma fungao de
Xy (R).

Tomemos k; e m; naturais arbitrarios.

Resta pois, provar que

My (P ) € Ry .
Com efeito,

SUP 7,y (€7 7Tay (D))

b7y€ [77177‘]

= Sup 77k1,m1 (e
b,ye[—r,r]

biTiypTinO)

kil&| ym bi
= sup He 1 |DI ! (Tl-ype Tl-y@)

+ || FlDp (7 (ruperae)) |
b,ye[—r,r]

. o]

(7.46)

Aplicando uma das férmulas de Leibniz para a derivacao do produto, obtém-se que

D (riypeTiyp) = Y (n;l)Di (Tiyp) DI (" 730)

1<mg

- Z (W;I)TinépDZ“_l (" Tiyep)

1<mq

Denotemos por ¢; o polinémio que se obtém da derivada de ordem [ de p e seja n; o
grau de ¢;, entao

Ty () = Z ¢ (x —iy), come;€C

J<my

e, portanto,
Dyt (Tiypebiﬂy‘ﬁ)

= () et i D ).

I<my J<mn;

135



Substituindo na condicao (7.46), vem

SUD 7y, (€773 (P0))

by€[—r,r
< sup || Z (TrlLl) Z ¢ (x —iy)! Dy (e Tiy)
by€e[—rr] 1<mi1 J<my Lo (IR)
k1[€] pm L —
+ sup ||e" DM (F (e TiypTiyp H :
b,ye[inr} I3 ( ( Y Y )) LOO(IR)
Seja agora N o grau do polinémio p. Temos
sup nkl,ml (ebi‘Tiy (pgo))
b7y€[77‘ T}
< X ( ) D lesl sup M [l IO (o) ]
I<my i<n; by€[—r,r]
+ sup Ml Dy (; (Z C (x —iy)seb%y@»
by€[—rr] s<N L>(IR)
ma ir )& ym1— 2
< ). < l ) > lefle” sup (et IRIDI () | L
1<mgq Jj<mny byel=rr]
+ sup ek [¢] Z Csi® D™ (F ((—iz —y)° ebmﬂy(P))
by€[—rr] s<N L>(R)
Como
s . S S—
(i) =3 () (i) (-0,
t=0
vem
sup nk‘l,ml (ebi,riy (pgo))
b7y€[771 T}
mq (k1)) 2] ym1—1 (L bE
< > < ! ) 2 lele” v }He DT 7 0) | oy
1<mg J<ng &
n ZC Z ( ) sup e(sft)\y\ ek1|é‘D?1+t [_7: (ebfq-iygp)} H (7.47)
s<N =0 byel- i
Atendendo a que ¢ € X, entdo ¢ € X, e, portanto,
Vk27m2 e ]N 7]22,1712 (SO) < OO’
o que, por um lado, implica que
k1+4)|2| ymi—1 (. bi
M, 20 sup [je™HIRDE (P p) || gy < M

b7y€ [7T7Tj|
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e por outro, garante que

dM,; >0 sup

b,ye[—r,r}

ek1\5|D2n1+t (7 (710)] HLOO(IR)

Substituindo na inequacao (7.47), obtém-se

SUD gy (€777 (p0)) < ) (W;l) > el My + > C, <i) R

by€[—rr] I<mi i< s<N =0

que é o mesmo que afirmar que

Nhy.my (P #)

¢ um nuimero real nao negativo. [ |

Observacao 7.1.24 Para todo o r natural, X, é invariante para o produto por polindmi-
0s. Este resultado advém de uma andlise pormenorizada da demonstracao precedente.

7.2 'Topologia dos espacos X,

O nosso propésito é, neste subcapitulo, munir os espagos X, com uma estrutura
de espaco vectorial topolégico e estudar algumas propriedades topoldgicas que estes
verificam.

Para cada r € IN;, muniremos X,., como ja era de prever, com a seguinte familia de
semi-normas, indexada em k; e m; elementos de IN,

b

777l;1,m1 ((10) = Sup 77k1,m1 (e iTinO)

by€[—r.r]
= sup (Hekﬂiﬂng (eb:ﬁTiy‘P) HLoo(]R) + HeklmD?l ('7: (ebiﬂygo)) HLOO(]R))

b,ye[—r,r]
(7.48)

Observagao 7.2.1 Repare-se que a familia de semi-normas (nzlvml) nao é fil-

k1,m1€IN
trante. Uma familia filtrante pode ser, por exemplo, a que se seque:

Thymi () = sup  sup 1y o, (7590) (7.49)

ma<my b,y€[—r,]

onde ki,my € IN.
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Veremos de seguida quais as caracteristicas topoldgicas dos espacos X,.
Proposicao 7.2.2 Ser € IN;, entao X, é um e.l.c..

Demonstracgao: Para cada r € INy, X, é um espaco semi-normado, pois estd munido

com uma familia filtrante de semi-normas (7, =) b €N (cf.(7.49)) e, por conseguinte,

X, é localmente convexo (ver proposigao 2.1.11). |
Teorema 7.2.3 Para todo o r inteiro positivo, X, é um espaco de Hausdorff.

Demonstracgao: Fixemos r em IN; e ¢ funcao de X,, tal que ¢ # 0.

A proposigao 7.1.2 permite-nos dizer que ¢ é um elemento de X, (IR) e, como este
ultimo espago é de Hausdorff (cf. teorema 5.2.4), resulta imediatamente que existem
kie my nimeros naturais, tais que

nkl,ml (()0) > 0?

que é o mesmo que dizer que

SUP 7ty m, (€7 Tiyp) > 0.

b=y=0

Assim, e atendendo ao facto de que

bt b
SUD gy (€7 Tiy) < SUD gy iy (€77090)
b=y=0 by€l—rr]

vem

0< sup Mg m, (ebiny@) ,
by€[—r,r]

ou seja,

Ny.my () 7 0.

Corolario 7.2.4 Os espacos X, sGo metrizdveis.

Demonstragao: Advém imediatamente do teorema 2.1.13 e do facto de que para cada
r em INy, X, é um espago semi-normado separado (ver teorema 7.2.3), cuja familia de
semi-normas ¢ numerével (cf. (7.48)). u

Proposicao 7.2.5 Para cada r inteiro nao negativo, X1 estd contido com injec¢ao
candnica continua em X,.
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Demonstracao: Tomemos r € IN qualquer. A inclusao de X,,; em X, ja foi de-
monstrada na proposicao 7.1.3.

A linearidade e injectividade da aplicagao I ., ¥, ¢ 6bvia. Com respeito a con-
tinuidade de Iy, , x,, ¢ suficiente mostrar a continuidade segundo Heine na origem,
pois estamos perante espagos localmente convexos e metrizaveis (cf. proposigao 7.2.2
e coroldrio 7.2.4).

Fixemos (¢,,),,cn » sucessao arbitrédria de fungoes de X,1, convergindo para a fungao
identicamente nula e tomemos k; e m; naturais quaisquer.

Temos assim que

772;’—,:1[711 ((1071) = sup nkhml (ebj:Tiy ((;On)) I 0;
byye[—r—1,r+1]

mas é evidente que

SUP Ny, (€77 (02)) < sup My, (€70 (02))
by€[—r,r] by€[—r—1,r+1]

e, consequentemente,

SUP Mg, m, (ebiﬂy (@n)) — 0,
by€e[—r,r]

isto é,

¢, — 0 emX,.

|
Corolério 7.2.6 Para todo o r em INy,
X, G Xo(IR).
Demonstracao: E uma consequéncia imediata da proposicio anterior. [
Corolério 7.2.7
d
X, & S(R).

Demonstragao: Comecemos por observar que para todo o r em IN;, X, é denso no
espaco S (IR) de Schwartz (cf. proposigao 7.1.11). Em conformidade com os coroldrios
7.2.6 e 5.2.7, podemos asseverar respectivamente que

X & Xo(R)
e
Xo(R) & S(R),
o que implica imediatamente a injec¢ao canénica continua de X, em S (IR). [ ]
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Seguidamente, mostraremos a continuidade dos operadores definidos em X, que,
de acordo com as observacoes 7.1.14, 7.1.16 e 7.1.24, sao unicamente os operadores
translacao real, derivacao e produto por polinémios.

Proposicao 7.2.8 Para todo o a em IR, o operador translagao real

Ta ' X, — X,
SOI—)TQ(’D

¢ um isomorfismo vectorial e topoldgico.

Demonstragao: Os célculos a efectuar para obter a linearidade e a bijectividade do
operador 7,, sao semelhantes aos efectuados anteriormente em proposicoes andlogas a
esta e, como é 6bvio, nao nos devemos esquecer que X, é invariante para a translacao
real (ver observagao 7.1.14).

No que diz respeito a continuidade do operador 7,, tomemos (¢,,), o Uma sucessao
arbitraria de funcoes de X, de tal forma que convirja para zero em X, e sejam ki e my
naturais quaisquer.

A semelhanca do que fizemos anteriormente, como por exemplo na demonstracio
da proposicao 7.1.12, é-nos permitido afirmar que

sup nkl,ml (ebi‘Tiy (7—@(1071))
b,yE[*T,T}

bye[—r,r]
mla m k |E‘ my—l bi
terulal ( ) su eFlEl p F (0, H - 50
l<ZTTL1 l bny[B‘,T} 3 [ ( ySO )i| LOO(]R) ( )

Por hipétese, sabemos que ¢,, converge para zero em X,, pelo que

Vka,mo € N Lim  sup 0y, m, (€77ie,) = 0. (7.51)

Em particular, vem que

sup He’l‘“mD;ﬁ"1 (ebiny@n)
b,ye[—r,r]

HL°°(IR) —0

e, como a norma em L (IR) é invariante para as translagdes reais, o limite quando n
tende para +oo de

sup HTa [ekl\:fs\D;m (eb:fsriygon)] HLOO(]R) (7.52)
bye[—r,r]
é também igual a zero.
Da condigao (7.51), temos também que
Sl Dt [F (@ rie,)] | 0 7.53
sup |le e Ti,0 — _
byel—rr] ¢ [ ( v )} L>(IR) ( )
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Assim, e tendo em consideragao (7.52) e (7.53), da desigualdade (7.50) resulta que

llm 777l;1,m1 (Tagpn) = O

n—-+o00

Da arbitrariedade de k; e my; em IN, conclui-se que
Tap, — 0 em X,.

Uma vez que a é um real arbitrario, a continuidade do operador translagao inversa
T_q € imediata. [ |

Proposicao 7.2.9 Sejam r € IN; el € IN. Entao o operador de derivacao definido
por

DfE:%TH%T
¢ — Dl

é linear e continuo.

Demonstragao: Tomemos r» em IN; qualquer e [ um natural também arbitrério.
Como j4 referimos, X, é fechado para a derivagao (ver observagao 7.1.16), entdo D! é
um operador de X, em X,.

A linearidade de D! é trivial. A continuidade segundo Cauchy de D! em X, é
equivalente & continuidade segundo Heine na origem, pois X, é metrizdvel e localmente
convexo (cf. coroldrio 7.2.4 e proposicao 7.2.2).

Fixemos (,,),cn sucessao de fungoes em X,, tal que ¢, — 0 em X,. Pretende-se
demonstrar que

D! (p,) — 0 em X,.
Tomemos para tal, k1 e m; em IN quaisquer. Os célculos a efectuar para majorar o

SUD Mgy iy (ebiTz‘y (Di (Wn)))

b,ye[—r,r]

sao semelhantes aos realizados na demonstracao da proposicao 7.1.15; por isso, podemos
afirmar que

SUD Mgy g (ebiTz‘y (Di (Wn)))

b,ye[—r,r]
< Z(%)J sup {Hekllzﬁ\DZqukj (ebiTin"n)HLoo(m)
i<l J b,y€[—r,r]
) , =i )
e (0)ime | (§) | P @ae)| ¢
a<mi

Leo(IR)

No caso de « ser estritamente maior que [ — j, entao

Dg (€) =0
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e, por isso, da desigualdade (7.54), resulta que

sup nkl,ml (e sz (Dl (7071))

b,y€[—r,r]
Do k1|2| pyma+l—j (b
= . ' Dz ' ! Wy¥n )
<2 () m (712 | ey
l
S Z ( ) elT‘ Sup ’)’,kl m1+l ] (eb le (@n))
<1 /o byel-r]

Como ¢,, — 0 em X, entao, em particular,

sup nkl,m1+lfj (ebi"Tiy (Son)) - 0 (755)
b,ye[—r,r}
Por conseguinte,
lim sup nkl i (e Tiy (Dl gpn)) =0 (7.56)
n—-+o0o b yE[

Quando « é igual a [ — j, resulta
Dg (€)= (-
da condicao (7.54) temos

Sup - Mg, m, (e Tiy (Dl ))

b,y€[—r,r]
: ; (;) “ {b,ysél[lpr,ﬂ e D (e iy ) || e

+Q<Zml ( ) (=i, sup il pr—eF (ry0,) ’Lw (IR)}
< ; (]l) el {b’ysel[liﬂ My msti—s (€ Tiy (©2))

T Z (”;1) (l o j)' sup’ }nklv"h—a (ebi"ny (Son))} (7.57)

a<mi by€[—r,r

Uma vez que a sucessao (¢,),cn converge para a fungao identicamente nula em X,
temos, por um lado, a condigao (7.55), e por outro,

lim sup nk1 mi—a (ebeW (QOn)) = 0.

n—-+oo b yE[
Portanto, da desigualdade (7.57), vem que

SUP Mgy my (e Tiy (Dl gon)) — 0 (7.58)
bye[—r,r]
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Finalmente, se a for estritamente menor que [ — j, temos

(= J)

D) ="
Assim, por (7.54), obtém-se
Sup /’7/61 mi (e le (Dl (Son)))
by€l—rr]
) . o
< Z () olr sup Hekllx\D;nﬁlﬂ (ebeinOn) HLOO(IR)
i<l ) by€[—r,r]
N Z ( ) (L —j)! sup QU H=j-)|¢] pmi—a r (ebiﬁy@n) ‘
a<mi l— .] - Ol)' b,y€[—r,r] ¢ L=(IR)
[ .
S Z ( ) elr sup nkl,ml—‘rl—j (ebITiy (Son))
i<l J bye[—r,r]

m U= '
1 Z ( 1) J)! sup }nk1+l—j—a,m1—a (ebzﬂ‘y (@n))}'

a<mi l_]_a)'bye[
A hipétese p,, — 0 em X, permite-nos, como anteriormente, afirmar que

sup nkl,m1+lfj (ebi"Tiy (Son)) —0
b,y€[—r,r]

sup nkl—f—l—j—a,ml—a (ebi"Tiy (9071)) - 07
b,ye[—T,T‘}

o que implica que

SUP Mgy g (€773 (DL (0,,))) — 0 (7.59)

b,ye[—r,r}

Analisando as condigoes (7.56), (7.58) e (7.59) podemos inferir que em todos os
casos

Whimy €N T g (D (2,)) =0,
ou seja,
D! (p,) — 0 em X,.
|

Proposicao 7.2.10 Para cada r em INy e ¢ em P, o operador produto por polindmios

P X, — X,
pr— Pi(p)=q-

é linear e continuo.
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Demonstragao: Sejam r em IN; qualquer e ¢ um polinémio complexo definido em IR
também qualquer. A observagao 7.1.24 garante-nos que o operador P, vai de X, para
X,. Obviamente que o operador P, ¢é linear.
Seja () e Uma sucessao de fungoes de X, tal que ¢, converge para zero em X,.
Sejam k1, m; € IN quaisquer. Necessitamos majorar o

SUD Mgy (€ 7Tay (Py (0,))) -

b,ye[—r,r]

Para tal, basear-nos-emos nos cdlculos efectuados na demonstracao da proposicao
7.1.23. Assim,

sup 77k1,m1 (ebiTiy (q@n))

by€[—r,r]
< S () Tlel s e el D ()
1<my j<m by€[—rr]
+ klmDml F bii iy¥n H )
N L (F (P raaruen)) |

onde n; é o grau do polinémio que se obtém da derivada de ordem [ de ¢ e ¢; € C, para
todo o jno conjunto {0, ... ,n}.
Se designarmos por N o grau do polinémio ¢, temos

SUD Mgy (€77 (00,,))

b,y€[—r,r]
m ) DA _ o
< > ( z1> D lele” sup e FDIT (i )|
I<ma i< by€l=rr]
+ sup ekl‘g‘ Z Csz'ng“ (f ((—z:c —y)° ebf”ny@n)) ,
bye[—r,r] s<N Lo (R)
com C, € C, para todo o s € {0,... ,N}.
Pela férmula binomial dos niimeros complexos, vem que
SUD 1y (€7°74y (000))
b,y€[—r,r]
m ) DA _ 5
< > ( z1> D lele” sup et D (i, )|
I<m i<m by€l=rr]
- S s—t)r k E m z
IO S W B LT g )
s<N t=0 YE[-T.7]

Atendendo a que ¢,, — 0 em X,., obtém-se

sup 77k1+j,m171 (ebi"Tiy (Son)) — 0
b,y€[—r,r]
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sup nk17m1+t (ebi‘Tiy (Son)) - 0)
bye[—r,r]

donde

lim  sup  ng, m, (ebiﬂy (QSOn)) =0.

Resulta assim, tal como pretendiamos,

Vklaml € IN lim n;l,ml (Pq (Son)) = 0.

n—-4oo

Para provar que os espacgos X, sao de Fréchet e de Montel, os dois resultados que
se seguem sao de grande importancia.

Lema 7.2.11 Sejam r um inteiro positivo, b e y reais quaisquer pertencentes ao in-
tervalo [—r,7] e (,),cy wma sucessio limitada em X,. Consideremos as seguintes
sucessoes de fungoes reais definidas por:

U (Y) = Mhyomy (7 Tig00)

@, (b)= sup T; (y).

yE[—T‘,T’]

Entao, (,),cy € uma sucessio equicontinua em [—r,7] e, para todo o b € [—r,r],
(\I/fl)new ¢ uma sucessao equicontinua em [—r,r] como fun¢do de y.

Demonstragao: Tomemos r em INy, b e y em [—rr| arbitrdrios.  Seja
(@r)nen € (%)™, tal que (@n)pen € limitada em X,..

Consideremos a sucessao de fungoes (\Ilg)nEJN , definida por

U (y) = Ny, (€7 Tiy0)

e vejamos que (\IIZ)REJN ¢ uma sucessao equicontinua como funcao de y em [—r, 7], isto
é,

Yyo € [—r,r] Ve>030 >0Vn e NVy € [—r,r] |ly—1yo| <0 = }\Iffl(y)—\lffl(yo)} <e.

Sejam yo € [—7,7] e € > 0 arbitrérios. Ora,

U2 (y) — W (o)
= My (€7 Ti00) = Niymy (€7 Tigo00) |

Mky ma (ebi (Tiy(pn - Tiyo(pn)) (7.60)

IN
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Suponhamos, sem perda de generalidade, que y > yo. Uma vez que (¢, ),.n ¢ uma
sucessao de funcoes de X, entao, para cada n em IN, ¢, € inteira logo, para todo o n
em IN, 7;,¢, também ¢ inteira, pelo que 7;,¢,, € continua em [yo,y] e diferencidvel em
|y, y[. Aplicando o teorema dos acréscimos finitos, temos que

_ Tiy¥Pn (Zlf) — TiyoPn (l’)

lv= Y — Yo

Elg e]yan[ Dy (TinOn (Zlf))

Assim®, de (7.60), resulta que
@5 (y) — T (o)
S nkl,ml (ebi (y - yo) Dy (Tiygon)b:g) :

Dado que 7,9, = ¢, (T —iy) é inteira, logo para além de existir a derivada total de
¢, em ordem a z € C, temos também que

C
0 0 o,
ay (Tiyson)‘y:g = Z% (TinOn) = Z% (Tlﬂson)

ly=7
e, portanto,
@5 (y) — ©;, (o))

<y — ol Mgy my (€71D4 (Ti50,))
= |y - yﬂ‘ nkl,ml (ebe@ (fo(pn)) (761)

Em conformidade com a proposicao 7.2.9 e, pelo facto de (¢,,), v Ser uma sucessao
limitada de fungdes de X, podemos assegurar que (D,p,,), o também é uma sucessao
limitada em X, e, por isso,

Vko,me € N 3By, pm, >0 VneN SUD Mgy mo (ebl"’:ﬁ'iy1 (ngon)) < By ms -

br,y1€[—ryr]

Sabemos que |y| < 7, |yo| < r e que § € |yo,y[, logo |y| < r. Portanto, para ke = ki,
me =my, by = b ey, =g, vem que

3By, m, >0 VnelN 31[1p }nkhml (ebi"n-g (wan)) < By, m, -
b,gel—r,r

Consequentemente, da expressao (7.61), resulta que

|0 (y) — W (o)
ly—yol sup Mgy, (€775 (Do)

b,gje[—r,r]

IN

< Biymi |Y — Yol -

°Note-se que neste caso D, ¢ a derivada parcial em ordem a varidvel y, isto é, D, = 8—‘3;.
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Basta escolher

€
0 =
Bk17m1
e teremos o pretendido, ou seja, a sucessao (\I’Z)n N é equicontinua em [—r, 7| como
funcao de y.
Seja agora,

By, (b) = Ty, (y) = SUD 7hp (" Tiy00)
ye[—r,r}
Mostremos que (®,,), .y ¢ também uma sucessao equicontinua em [—r, 7).
Tomemos by em [—r,7] e € > 0 arbitrérios,

@ (b) = @5, (bo)|

< SUP . Mgy m, ((ebi

— eboi) Tiygpn) .
yE[—rr]

Suponhamos, sem perda de generalidade, que b > by. Como €** é inteira como funcio
de b, entao é continua em [b, b] e diferencidvel em |by, b[. Pelo teorema dos acréscimos
finitos vem que

bx box

~ e _ e
B € oo, bl Dy ("), = Th—by

Por conseguinte,

| (b) — @ (bo)

S sup 77k1,m1 ((b - bO) ijebiTiy90n>
yE[—T‘,T’]

= b=l sup i, 6 (7 (520) + i7igen)|
ye|—r,r

< bt [ SUP iy g (973 (80,)) + 50D (3] 4, 1, (eb%yson)] (7.62)

ye[—rr] yE[=rr]

Com base na proposigao 7.2.10 e atendendo a que (¢,,),, o ¢ Uma sucessao limitada
de fungoes de X, podemos dizer que (Z¢,),cn também é uma sucessao limitada em
X,, pelo que

ACk, my >0 VneN SUD My my (ei’i’ﬁy (i“gon)> < Chyom (7.63)

B7y€ [77177‘]

Tendo em consideracao novamente o facto de (¢,,), o ser limitada em X,, obtém-se

JAp m, >0 YnelN SUP gy my (egiﬂ-ygon> < Ay (7.64)

B7y€ [77177‘]
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Como consequéncia de (7.63), (7.64) e da desigualdade (7.62) vem que
| P (b) — Py, (bo)]

S |b - b0| [ sup 77k1,m1 (ebiTiy (:%(pn)> +r sup 77k1,m1 (ebi,Tiy(pn>]

B,ye[fr,r] B,ye[fr,r]
< |b - b0| (C/fl,ml + TAklyml) :

Portanto, para todo o by € [—7, 7] e para todo o € > 0,

£
d6 = >0VneINVbe |[—rr b—bo| <= |D,(0) — D, (bo)| <e,
T —ror] o=l <0 20 (6) = @, ()
o que significa que (®,), . ¢ uma sucessao equicontinua em [—r,7]. n

Lema 7.2.12 Sejam r um inteiro positivo, w um real qualquer com mddulo menor que
T, (©n) ey Uma sucessao limitada em X, e ¢ uma fungio de Xo (IR) . Se Tiwp, — Tiw®
em Xo (IR), entdo p € X, e p, — ¢ em X,.

Demonstragao: Fixemos r em INy e (¢,),cn € (%)™ qualquer, tal que (@n)nen €
limitada. Seja ¢ uma funcao arbitrdria de X, (IR), tal que (T;wp,),cn CONverge para
Tiwp em Xg (IR), para todo o w real pertencente ao intervalo [—r, ]

De ¢ € Xy (IR) vem que ¢ é prolongavel a C como fungao inteira (ver teorema
5.1.3).

Sejam b,y € [—r,r] arbitrdrios. Provemos, em primeiro lugar, que ¢ € X,, ou seja,

e’ 1,0 € X (IR) (7.65)
e
Vki,mi € N mp o (0) = b 51[1p ]nkl,ml (ebiTiygp) < 0 (7.66)
ye|—r,r

Para provar (7.65), é necessdrio ver que tanto a fungao ebzﬂ'iy(p como a sua transformada
de Fourier sao de decrescimento exponencial rapido.

Para tal, recordemos que ¢ € &€ (IR), pelo que " - Tiyp € de igual modo de classe
C* em IR. Tomemos m em IN e k em IR arbitrdrios. Comecemos por verificar que

D (e - 7iy0,) — DI (" - Tiyp)  em IR (7.67)
Ora,
HD;n [ebiTiy ((pn - 90)} HLOO(]R)

< > (nl%) l’[e"* DI (74 (0, — ey

féormula de Leibniz 1<m

- T (”Z’L) | CON I DI (7 (= )|y (7-68)

<m
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Por hipétese,
Yw € [—=r,1]  Tiwe, — Ty em Xy (R) ;
entao, em particular,
TiyPn — Tiyp em Xg (IR)
ou seja,
Vka,ma € N 1y, 1, (Tiy (0, — ) — 0
Tomando ks = C (]b]) + 1 e my = m — [, vemos que

i [ IADI (72 (5, — )|

Aplicando o limite em n na desigualdade (7.68), vem que

lim HDm [e Tiy (0, — )

n—-+4oo

MLDO(]R) =0,

isto é, temos a condicao (7.67).

Sabemos ainda que (¢,,),cn ¢ limitada em X,, o que significa que

Vklu my € IN EI“414:1,m1 >0 VnelN sup nkl,ml (ebETiy(pn) S Ak1,m1‘
b ]

by€[—r,r

Em particular, para k; = |C (k) + 1| e m; = m, temos que

FAjew+1fm >0 Vne N sup }n\C(k)Jrl\,m (€ Tayn) < Alor)11m

bye[—r,r
Assim,

}e +1Hx|Dm (e “Tiypn (T ))‘

< SUP Nio@)+1)m (€ Tiyn)
bye[—r,r]

< Aictk)+1m

e, portanto, para todo o n em IN e todo o = em IR,

!Dm (e TiyPp (T ))| < Ajci)y+1,m e~ 10+l < Ajc)y+1,m €

Mas, D" (e - 10,) — D7 (" - 7;y¢) em IR (ver (7.67)), por conseguinte

lim }Dm (e TiyPp (@ ))| < Ajcm)+1),m e kll

n—-4o00
isto é,

VmeIN VkeIR JAcuw4ym >0 VrelR |Dm e Ty (T
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ou seja,
e Tip € Co- o (IR) (7.72)
Verifiquemos agora que
D (F (" - 7iy0,)) — D{ (F (" - 7iyp)) em IR (7.73)
ou ainda (cf. observacao 2.2.8),
F [ (i)™ Tiy0n) —F (" (—i2)" Tiy0]  em IR.
Com efeito,

sup | F [e" (=i2)" 74 (10, — ¢)] (€]

(€eR

< /}R D |7 (o ) (2)] da

< / IO (o o) (2)] da (7.74)
R

Sabemos por hipétese que (¢,),cn € (%)™ logo, para todo o y em [—r 7],
(TiyPu)pen € (Xo (IR))]N e como (7 (@, —¥)),en converge para 0 em Xo(IR)
(ver (7.69)), entao (7iy (¢, — ¢)),en € limitada em Xo (IR), ou seja,

Vki,mi € N 3Ap, ;my >0 Yne N g, 0 (Tiy (Pn — ©)) < Aky s -
Para ky = m + C (|b]) + 2 e m; = 0 temos, em particular, que

ElAm+C’(|b|)+2 >0 VnelN VrelR }e(m+c(|b|)+1)|z|7'iy ((pn — QO) (m)‘ < Am+C’(|b|)+2 eim.

Uma vez que
Apicqy+2 € € L' (R)

entao podemos dizer que (e<m+c(|b|)+1)‘f|7'iy (o, — gp))ne]N ¢ dominada por uma fungao
de L' (R) .
Utilizando novamente a condigao (7.70), e para ko = m+ C (|b|) + 1 e my = 0, vem

lim [[e(m+CUD+DIE
n—-4o00

Tiy (Son - QD)HLoo(]R) =Y

que é o mesmo que dizer que a Sucessao (e(m+0(‘b‘)+1)|i‘ny (o, — <p))n o converge
para zero uniformemente em IR. Recorrendo ao teorema da convergéncia dominada
de Lebesgue decorre, da desigualdade (7.74), que

Jim sup [ ¢ (=id)" 7y (o = )] (6)

< /}R lim OO |1 (o — o) (2)] da

n—-+o00

= 0.

150



Obtemos assim a condicao (7.73).
Tendo em atengao a hipétese (7.71), podemos asseverar que

| D [F (e Tiyen) ] ()] < Ajcmy411m e FIEl,

Calculando o limite em n, temos

lim | Dg" [F (e"7iy0,)] ()] < Aciryr1m €

n—-+o0o

S PEF )] O] < Acwm e,

por

podemos, por isso, dizer que F (eb‘” . Tiygp) tem decrescimento exponencial rapido e,

como €** - 7;,¢ ¢ também uma fungao de C.- o, (R) (cf. (7.72)), resulta que

e . Tiyp € X (R) .

Fixemos ky e m; em IN arbitrdrios. Mostremos que a condi¢ao (7.66) ¢ verdadeira.
Para este fim, vejamos em primeiro lugar que

im0 (00) = Ny (0) (7.75)

n—-+o0o

6

Calculos semelhantes aos anteriores® sao suficientes para afirmar que

k|2 yma (@ k|&| ymi ( nbd
et DY (e -Tl-y(pn)je D} (e -Tiygo) em R

e que
M Dp (F (7 riy,)) P FDP (F (i) em R,
ou seja,
oD (e (2 = @) ey =0
e
i [ EDp (7 (o, (= 0), o =0

Temos assim que

nl—1>I-|I—loo Mkyma (ebiTiy (gpn - 80)) =0 <776)
Como

|/’7k1,m1 (ebi,Tiy(pn) ~ My ma (ebi,,riygo”

bz

< My (e Tiy (Son - 30)) )

6Ver as provas da convergéncia uniforme de D7 (ebi' -Tiy(pn) e de Dg“ (.7-" (ebi . Tz-ygon)) para
respectivamente D" (" - 7y,¢) e D" (F (" - Tiyp)).
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entao

Hm 1, o (€7 7000) = Mty (€77i590) (7.77)

n—-+o00

Seja (\Iffl)n o & seguinte sucessao de fungoes:

b bi
\I[n (y) = 77k1,m1 (e Tiy‘Pn) .
Vimos no lema 7.2.11 que (\IIZ)REJN ¢ uma sucessao equicontinua em [—r, 7] como funcao

de y e, como em (7.77) provdmos que a sucessao (\112) convergia pontualmente

nelN
para 7y, m, (ebxn-ygo) em y € [—r,7], podemos, pelo 2° teorema de Ascoli’, afirmar

que (\I/fl)ne converge uniformemente para 7y, ., (ebiTiygp) em y € [—r,7]; por outras

N

palavras

nEToo yes[liljr] ‘nklyml (ebinygpn) = My (ebj:Tiy(p)} = 0.
Mas,

SUD Mgy iy (€7 Tiy ) — SUD My (€7 Tiy0)
ye[—r,r] ye[—r,r]
< yes[lilr)r] |/’7k1,m1 (ebi,Tiy(pn) — My ma (ebi,,riygoﬂ 5

donde

A 2 o (0] = 0 () 078

Seja agora,

y€[77‘,7‘]

No lema 7.2.11, mostrdamos também que (®,, era uma sucessao equicontinua em
9 nelN

[_Tv T] .

Uma vez que a sucessao (®,, é equicontinua em |—r, r| e converge pontualmente

nelN )
para supye_,,] Mey ms (e 7iy) em [—r, 7] (cf. (7.78)), conclui-se, pelo 2° teorema de
: = : bi

Ascoli, que a sucessao (®,,), . converge uniformemente para SUPye(—rr] My ma (e Tiygo)
em [—r, 7], ou seja,

lim sup |®,(b) — sup Nkey yma (ebi"TinO) =0

=400 pel—p ] yE[—r,r]

"Ver, por exemplo, Schwartz [Sch70, Corol. 2 do Teor. T.2, XX, 3; 1].
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€ COo1mo

Mim | sup - sup g, (€ Tiyp,) = Sup - sup my o (€ Tiy0)

bG[*T,T} yE[fT,T} bE[*T,T} y€[77‘,7‘]

< lim sup

> )
n—+00 pe—r |

Sup - Mgy m, (ebiTiygpn) — SuD Mg, my (ebi,,riyso)
yE[—rr] yE[—rr]

temos finalmente a igualdade (7.75), isto é,

im0 (00) = My (0) -

n—-+o0o

Recorde-se que o nosso objectivo era provar que 7;, .. (¢) é finito. Ora isto advém,
mais uma vez, do facto de (¢,,),, o ser limitada em X, e, portanto,

EIAkhml >0 VnelN Uzl,ml (‘,Dn) < Akhmw
o que implica que

lim 777l;1,m1 (Son) < Ak17m17

n—-+o0o

o que quer dizer que

ﬁzl,ml (30) < Akhml‘

Satisfizemos assim a 2% condigao (ver (7.66)) para que ¢ seja uma fungdo do espago
X,

Para finalizar esta prova, precisamos verificar que ¢,, — ¢ em X,.. Seja ©,, = @,, — ¢;
basta entao provar que ¥, — 0 em X,, isto é,

Vky,m; € IN lirf Ny.my (V) =0 (7.79)

Fixemos k; e m; em IN quaisquer. Note-se que (¢,,),.n ¢ limitada em X, pois
0 € X e (¢,)nen € limitada neste espago.

Ja vimos em (7.76) que

nl—1>I—|I—loo nklvml (ebi"Tiywn) = O’

ou seja, Ny, m, (ebfriywn) converge pontualmente para zero em [—r,r| como fungao de
y € [—r,r]. Pondo

\II?I (y) = 77k1,m1 (ebjTiywn) )

é facil ver que (1112) ¢ uma sucessao equicontinua® em y € [—r, r]. Deste modo, o

nelN

2° teorema de Ascoli, conduz-nos a convergéncia uniforme de (lllfl) para a funcao
nelN

80s célculos a efectuar sdo semelhantes aos realizados no lema 7.2.11, quando vimos que (\IJZ;L)
era equicontinua; basta apenas substituir ¢,, por 1,, e, é claro, ndo esquecer que (1,,)
em X,.

nelN

nen € limitada
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identicamente nula em y € [—r, 7], isto &,

lim  sup g ., (eb"%ﬂyzﬂn) =0.

no0 yel—rr]

Considerando agora

(I)n (b) = sup 77k1,m1 (ebi,Tiywn) )

ye[fTvT]

podemos dizer que <©n> converge pontualmente para zero em [—7, 7] e que também
nelN

é uma sucessao equicontinua em [—r,7]. Assim sendo, e tendo o 2° teorema de Ascoli

em mente, sabemos que a sucessao (P, converge uniformemente para zero em
nelN

[—r, 7], 0 que se traduz por

lim sup sup 7y, ., (ebiﬂ'y%) =0.
=400 pe[—rr] ye[—r,r]

Obtemos assim o pretendido, ou seja, a condi¢ao (7.79). [ ]
Teorema 7.2.13 Os espagos X, sao de Fréchet.

Demonstracdo: E imediato que, para todo o r inteiro positivo, X, é localmente
convexo e metrizdvel (cf. proposigdo 7.2.2 e corolario 7.2.4). Resta provar que X, é
completo.

Suponhamos que (,,),cn ¢ uma sucessao de Cauchy arbitraria no espago X,.

Comecemos por observar que a sucessao (,,) sendo de Cauchy em X, é limi-
tada em X,.

De forma a poder utilizar o lema 7.2.12, vamos mostrar que, para todo o w em
mddulo menor que 7, T,@,, — Tiwy em Xo (IR), onde ¢ ¢é o limite da sucessao (¢,,),cn
em Xy (IR) e é uma fungao deste espago.

Seja w € [—r,r] qualquer. Por hipétese (¢, ), oy ¢ uma sucessao de fungées em X,
logo, para todo o n em IN e para todo o b e y em [—r, 1],

nelN »

et Tiyen € Xo (R);

em particular, para b = 0 e y = w, temos que (Tiw‘Pn)nelN é uma sucessao de funcoes
em X, (IR) .

Vejamos que (7@, ),en ¢ de Cauchy em Xo (IR). Tomemos ki,m; € Nee >0
arbitrarios.

Com efeito,

Ny ma (Tiw ((pn - Som))
S sup 77k1,m1 (esziw (gpn - gpm))

b,we[—r,r]

= Niymy (P = Pm);
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mas (©,,),cn ¢ de Cauchy em X, donde
I €IN VnomeIN n,m>ny = mnp . (0, —9,) <€

0 que prova que a sucessao (TiwP,),cn ¢ de Cauchy em X, (IR) .
O facto de X, (IR) ser completo (ver teorema 5.2.9) dd-nos a possibilidade de as-
severar que

Elgbw S ‘%0 (IR) TiwPn — gbw em ‘%0 (IR) (780)
Em particular,

Tim i, (2) = B, (2)] =0,
isto é,
TiwPn — P €em IR (7.81)
E importante agora salientar que

X, G X0 (R)

(veja-se coroldrio 7.2.6), o que nos permite dizer que (¢, ), ; sendo de Cauchy em
X,, é de igual modo de Cauchy em X, (IR). Consequentemente, e recordando uma vez
mais o teorema 5.2.9, a afirmacao seguinte é verdadeira:

JpeX(R) ¢, —¢ emXo(R).
Entao
Vkz,m2 € N 1y, 1, (0, — 0) = 05
em particular,
HETOO 10 = @l Loy = 0,
ou seja,
Py em R (7.82)

Dado que, para todo o n em IN, ¢, é uma funcao de X,, entao ¢, ¢é inteira em
C. Como ¢ € X, (IR), entdao ¢ é prolongavel a C como fungao inteira, sendo este
prolongamento tnico? (cf. teorema 5.1.3). Por esta razao, e porque (p,,), o converge
uniformemente para ¢ em IR, podemos afirmar que (¢,,),, o converge para ¢ pontual-
mente em todo o plano C.

9Como j4 foi referido anteriormente, identificaremos a funcio ¢ com o seu (tinico) prolongamento
analitico a C.
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Consequentemente, se considerarmos o conjunto
{zeC:Imz=—-w},

é-nos permitido dizer que a restri¢do a este conjunto da sucessao (@, ),.n converge
para a respectiva restricao da fungao ¢, isto é,

S077‘|{z€<fi:lm z=—w} - SD'{ZE(C:Im z=—w}’

o que significa ainda
TiwPn — Tiwp em R (7.83)

Confrontando as afirmacoes (7.81) e (7.83), e tendo em conta que IR é um espago
de Hausdorfft, somos levados a concluir que

Puw = Tiwp-

Por conseguinte, da condicao (7.80), e tendo em consideracao que X, (IR) é separado
(ver teorema 5.2.4), vem que

TiwPpn — Tw®P €M %0 (]R') .

Finalmente, e dado que (¢,,),cn ¢ limitada em X,, ¢ é uma funcdo de X, (IR) e
TiwPy, — Tiwp em Xo (R); usando o lema 7.2.12, ¢ € X, e ¢,, — ¢ em X, o que prova
que X, é completo. [ ]

Presencidmos na demonstracao do teorema precedente que, sendo (g,,), . uma
sucessao de Cauchy em X,, existe ¢ fungao de X, (IR) tal que, (75w, ),en cOnVerge
para T;, em Xo (IR). Este dltimo facto, como sabemos, é essencial para a utilizagao
do lema 7.2.12, o qual, por sua vez, ¢ indispensavel a prova da completude dos espacos
X,

Reconhecemos com alguma facilidade que, nestas condigoes, nao nos é possivel
provar que os espacos X, sao de Montel. De um modo geral, apenas temos a sucessao
(@n)nen limitada em X,, o que ¢ insuficiente para aplicar o referido lema 7.2.12, que
mais uma vez é imprescindivel a demonstragao da propriedade em anélise.

Assim, com vista & utilizagdo do tao mencionado resultado 7.2.12, passamos agora a
expor um lema que apenas nos garante a convergéncia em Xy (IR) de uma subsucessao
de (Tiw®,) e € que se baseia somente nos factos de (p,,), o ser limitada em X, e de
existir ¢ fungao de X, (IR) tal que (¢,,),, ey converge para ¢ em X (IR).

Lema 7.2.14 Sejam r € IN,, w € [—=7,7], (¢,) ey uma sucessio limitada em X, e ¢
uma fungao de Xo (IR). Se ¢,, — ¢ em Xo (IR) , entao existe (‘pmn)neﬂv subsucessao de
(Cr)nems tal que T, — Tiwp em X (IR).
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Demonstracao: Fixemos r em INy, w em [—r,7] e p em X, (IR) quaisquer. Tomemos
uma sucessao (¢, ),cn de fungdes em X, tal que (¢,,), o € limitada em X, e ¢, — ¢
em Xy (R).

Note-se que (Tiw¥,),en € uma sucessao de fungoes em Xo (IR), pois (¢,,),cn € POr
sua vez, uma sucessao de fungoes em X,.

Vejamos que (Tiw@,),en € limitada em Xo (IR). Tomemos ki, m; € IN arbitrarios:

/’7/61 ,mi1 (Tiw(pn)

< sup g (0
bwe[—r,r]

0 Pn)

mas (¢,),cn € limitada em X, donde
3‘/4]€1,7711 > O vn E ]N 777l;1,m1 (9071) S Aklyml'

Consequentemente, a sucessao (Ti@,),cn € limitada em X, (IR). Assim, o conjunto
dos seus termos é um subconjunto limitado de X, (IR) e, como este espago é metrizavel
e de Montel (veja-se coroldrio 5.2.5 e teorema 5.2.10), podemos garantir a existéncia
de uma subsucessdo de (Tiw@p)nen » digamos (Tiw@p,, ) convergente em X (IR),
ou seja,

nelN ’

32, € Xo(R)  Tiwg,,, — @, em Xy (RR) (7.84)
Em particular, obtém-se

dm [T, (2) = ¢, (@) =0,
isto é,

TiwPm, — P €m IR (7.85)

E importante agora salientar que ((pmn)n o € uma subsucessao de (@n)nen © dado
que esta iltima converge para ¢ em Xy (IR), temos que

O, — @ em Xo (IR).
Portanto, podemos afirmar que

O, — P €m R.

Para além disto, sabemos que ¢ é prolongével a C como fungao inteira (pois pertence
a Xo (IR)), sendo este prolongamento tinico (cf. teorema 5.1.3) e que, para cada n em
IN, ¢,,. & inteira, por ser uma funcao de X,. Logo a convergéncia pontual em C de
(gomn)n o Para ¢ estd assegurada. Consideremos o conjunto

{zeC:Imz=—w};
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é fécil ver que

—
(’Dmn‘{ZEC:Imzsz} SO‘{ZEC:Imzsz}’

o que significa ainda
TiwPm, — Tiwp em R (7.86)

Atendendo a separabilidade do espago IR, e tendo em conta (7.85) e (7.86), conclui-
-se que

(;bw = T’iw(p'

Por conseguinte, da condigao (7.84), e tendo em consideracao que Xy (IR) é um espago
de Hausdorff (cf. teorema 5.2.4), obtemos finalmente que

TiwPm, — Tiwe em X (R).

Estamos agora em condicoes de demonstrar que os espacos X, sao de Montel.
Teorema 7.2.15 Para todo o r inteiro positivo, X, é um espaco de Montel.

Demonstracao: E importante salientar que X, é um espaco de Fréchet (cf. teorema
7.2.13) e, portanto, recordando o teorema 2.1.15, X, é um espago tonelado.

Resta ainda mostrar que todo o subconjunto limitado de X, é relativamente com-
pacto.

Tomemos, para tal, um subconjunto L qualquer limitado de X,. Sabemos que o
espaco X, é metrizdvel (ver coroldrio 7.2.4), consequentemente, provar que L é relati-
vamente compacto é o mesmo que mostrar que, de toda a sucessao de elementos de L,
se pode extrair uma subsucessao convergente em X, (ver teorema 2.1.14).

Consideremos entao (¢, ), o Uma sucessao arbitraria de elementos de L. O corolario
7.2.6 garante-nos a continuidade e a linearidade da aplicagao

I%,,-,%o(]R) : -%r — .%0 (IR) .

Assim, e pelo facto da aplicacao Ix, x,r) transformar limitados em limitados, somos
levados a afirmar que L é limitado em X, (IR). Por outro lado, X, (IR) é um espago
metrizével e de Montel (veja-se coroldrio 5.2.5 e teorema 5.2.10), donde pelo facto de
L ser limitado neste espago e (¢,,),cn Ser uma sucessao de elementos em L, existe

uma subsucessao ((’Dmn)nE]N convergente em Xy (IR), ou seja, existe ¢ € Xy (IR) tal

que ¢,, — @ em Xo (IR). Temos ainda que (gpmn) ¢ uma sucessao limitada em X,

nelN

porque L é limitado em X, e (gpmn) € LN, Entdo, e de acordo com o lema 7.2.14,

nelN

para todo o w em [—r, 7] existe (‘len) subsucessao de (gpmn)nem tal que

nelN
TiwPr,, — Tiwp em Xo (R).

Nestas condigoes, o lema 7.2.12 assegura-nos que, para além de ¢ ser uma fungao
de X,, a sucessao ((’DZMn)nelN converge para  em X,. Somos, entao, levados a concluir
que L é relativamente compacto em X,. [
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Corolério 7.2.16 Os espacos X, sao reflexivos.

Demonstracao: Resulta imediatamente do teorema 2.1.17 e do facto dos espacos X,
serem de Montel (ver teorema 7.2.15). ]

Teorema 7.2.17 Para cada r inteiro positivo, X, é bornoldgico.

Demonstracao: E imediato reconhecer que, para todo o r em IN;, ¥, é bornolégico,
pois, pelo teorema 7.2.13, X, é de Fréchet. [ ]

7.3 Estrutura topoldgica em X

Uma vez que X é uma interseccao de espacos localmente convexos, a saber os
espagos X, contidos com injecgdo candnica continua uns nos outros (cf. proposigoes
7.2.2 € 7.2.5), é natural introduzir em X a topologia do limite projectivo relativo
as familias (X,),cn € (I;),en © que nos permite dizer que X é o limite projectivo da
familia (X,), . relativo a familia de aplicagoes (/,), .. Neste caso, escrevemos

X =lml; ' (%,),

onde, para cada r em IN, I, denota a injec¢ao canénica de X em X, ou seja,

I, X — X,
o+ L. (¢) = .

Reconhece-se facilmente que (I,),. ¢ uma familia de aplicagoes lineares que
separa pontos; por outras palavras, dadas ¢; e ¢, funcoes distintas de X, existe
sempre um natural 7o tal que I, () é distinto de I, (¢5)-

E de realcar também que, por definicéio, a topologia do limite projectivo é a menos
fina das topologias em X que tornam continuas todas as aplicacoes I,

Nestas condigoes, X é localmente convexo (porque, pela proposicao 7.2.2; os
espacos X, sdo el.c.), (X,), oy forma um sistema projectivo para X e as aplicagoes
I, passam a ser chamadas de aplicagoes projectivas.

De acordo com os teoremas 7.2.3 e 5.2.4, para cada r em IN, X, é um espaco de
Hausdorff. Como X = liinlf 1(X,), entao X é de igual modo separado.

Reparemos que (X,), . ¢ um sistema projectivo para X, IN é um conjunto dirigido
(porque é totalmente ordenado) e, dados r e s inteiros nao negativos quaisquer, tais que
sempre que 7 ¢ estritamente menor que s, existe!’ uma aplicacao I, linear continua

10 A existéncia destas aplicacoes deve-se simplesmente ao facto de que para r < s,
%S CP %7‘7

o que significa que as aplicagoes I, coincidem com as injecgoes candnicas continuas de X, em X,,
isto é,

1371,- = Ixs7xr.
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definida por:

I, 1 Xs — X,
(10 — ISJ" ((10) = Soa

que satisfaz as seguintes propriedades:
[ ]

Iy =I5y 01y, ser < s <t

I, =1, 01, ser < s.

Entao, podemos dizer que (X, ), constitui um espectro projectivo para X. As
aplicagoes I, (r,s € IN : r < s) s@o usualmente designadas por aplicacoes de tran-
sicao.

Sendo X = limI; ! (X,), com (X,),c um espectro projectivo para X, a teoria geral

dos limites projectivos permite-nos concluir que a familia (X, ), . forma um espectro
projectivo relativamente as aplicagoes de transicao I, (r,s € N: 7 <s).

Face as consideragoes precedentes, uma questao naturalmente se coloca: serd X o
limite projectivo maximal do espectro projectivo (X,).. relativamente as apli-
cagoes I,? O resultado seguinte dé resposta a esta questao.

Proposicao 7.3.1 O espaco X é o limite projectivo maximal do espectro projectivo
(%T)TGZN relativamente as aplicagoes I,, com r,s € IN, tal que r < s.

Demonstragao: Sejam r e s naturais quaisquer, tais que r < s e consideremos o
espectro projectivo (X,), . relativamente as aplicacoes de transi¢ao I, ,. Denotemos
por A o limite projectivo maximal deste espectro. Por definigao,

A= {@D = (¥1)ren € H X, |Vr,seIN o, =1, (1,) sempre que r < s} ,

relN

onde A estd munido com a topologia induzida pela topologia produto em [] X,.
relN
Comecemos por identificar o conjunto X com um subconjunto do produto cartesiano

dos espacos X,. Para tal, consideremos a aplicacao

h:%X— ][ %,
relN (787)
or—h(p)=(p,0,...,0,...)

E 6bvio que h é injectiva e, portanto, podemos afirmar que ¥ C I %,
relN
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Verifica-se, com alguma simplicidade, que X C A pois, como sabemos, se r < s,
entdo X estd contido com injecgao canénica continua em X, (ver proposigao 7.2.5) e,
por conseguinte, podemos inferir que

Ixaxr (SOS) = gp?’"
Mas

Ixs,xr = Is,ru

0 que nos permite concluir que ¢ € A.
Fixemos agora (1/,.),cn em A. Logo

(0 )yens € [T % (7.88)

relN

wr = Is,r (1%) sempre que r S S.
Consequentemente, e por definicao das aplicagoes de transicao I, resulta que
Vr,s e IN ¢, =1),.

Fazendo

¢ :¢S?

vem

(,lvbr)re]N = (¢> ¢a s >¢a s ) (789)

Para cada r em IN temos, pela condigao (7.88), que 9, € X,., ou seja, 1, € X. Mas
Y =1,, donde ¥ € X.
Atendendo a que a aplicacdo h definida em (7.87) identifica cada elemento de X

com um elemento de [[ X,, podemos dizer que
relN

Y=, .

e, por (7.89), temos finalmente que

(¢T)7"EIN € ‘%

Assim, a proposi¢ao anterior permite-nos escrever:

X = {iinﬂ-;l (%),

m
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onde, para cada r em IN, 7, : X — X, designa a projeccao na coordenada 7.

Estamos agora interessados em saber quais as propriedades topoldgicas do espaco
X munido da topologia do limite projectivo maximal do espectro projectivo (X,), o
relativamente as aplicacoes I, (r,s € IN:r <s). Neste contexto, a teoria geral dos
limites projectivos justifical!, mais geralmente, a seguinte proposicao:

Proposigao 7.3.2 Seja E o limite projectivo maximal de um espectro projectivo (Ej)j cJ
relativamente as aplicagoes de transicdao u;;j. Supondo o conjunto de indices J contdvel,
sao verdadeiras as duas proposi¢oes sequintes:

1. Se, para todo o j em J, E; é metrizdvel, entao E também é metrizdvel;

2. Se, para todo o j em J, E; é um espago de Fréchet reflexivo, entao E é de igual
forma um espaco de Fréchet reflexivo.

Como consequéncia da proposicao anterior, e nao esquecendo os resultados obtidos
nos corolérios 7.2.4 ¢ 7.2.16 e no teorema 7.2.13 do pardgrafo anterior, podemos concluir
facilmente que:

Proposicao 7.3.3 O espaco X munido com a topologia do limite projectivo mazximal
do espectro projectivo (X,), .y relativamente as aplicagoes Iy, (r,s € IN:r < s), além
de ser metrizavel, é um espaco de Fréchet reflexivo.

Da proposigao precedente, resulta que:
Proposicao 7.3.4 X é tonelado e bornoldgico.

Demonstracgao: Basta recordar que todo o espaco de Fréchet é tonelado e bornoldgico
(ver teorema 2.1.15 e proposicao 2.1.16). u

No teorema seguinte provaremos que X é um espaco de Montel.

Teorema 7.3.5 O limite projectivo maximal do espectro projectivo (X,),., relativa-
mente as aplicagoes I, ,, comr,s € IN, tal que r < s, é um espago de Montel.

Demonstracao: Uma vez que X é um espago tonelado (cf. proposicao 7.3.4), falta-nos
provar que todo o subconjunto limitado de X é relativamente compacto.

Seja L um subconjunto qualquer limitado de X. Vimos na proposicao 7.3.3 que X
é metrizdvel, por isso, basta mostrar que qualquer sucessao de elementos de L possui
uma subsucessao convergente em X (cf. teorema 2.1.14).

Tomemos uma sucessao arbitraria de elementos de L e denotemo-la por (¢,,),,cn -

UVer, por exemplo, Viegas [Vie87].
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Recorrendo uma vez mais a teoria dos limites projectivos, sabemos que, para todo
orem IN, I, (L) é limitado em X,. Mas

Ir (L) = L>

logo L também é um limitado de X,.

O teorema 7.2.15 e o coroldrio 7.2.4 garantem-nos respectivamente que X, é de
Montel e metrizavel.

Em particular, para r = 0, temos que L é um limitado de X, (R) e (¢,,),cn ¢ uma

sucessao de elementos de L, consequentemente existe uma subsucessao de (¢,),cn

digamos (go?no ) N convergente em Xg (IR), isto é,
"/ ne
Jp, € Xo (R) go?non — ¢, em X, (RR) (7.90)

Para r = 1, temos L um limitado de X, (gp?no ) N uma sucessao de elementos de L,
"/ ne

logo existe uma subsucessao (gp,ln ) ) da sucessao (go?no ) , tal que

nelN

dp, € X go,lnln — p; em X (7.91)

Para r = 2, e tendo em conta que L é um subconjunto limitado em X5 e que (gp}n . ) N
"/ ne

da sucessao (gp}mn> , tal

é uma sucessao em L, existe uma subsucessao (gofnz )
n nelN

que

nelN

Jp, € X5 gpfnzn — g em Xo.

Seguindo progressivamente este raciocinio, podemos afirmar que existe uma subsucessao

J = j—1
O da sucessao (‘ijfln) . tal que

nelN ne

Jp; € X; ‘Pann — ; em X; (7.92)

e assim sucessivamente.
Reconhece-se, com alguma facilidade, que

Pop=P1 =Py =...=P; = ... (7.93)
Com efeito, a proposicao 7.2.5 garante-nos, por exemplo, que

X1 G %o (R)
e como (gp}nl, )  Converge para ¢, em X; (cf. (7.91)), vem que
"/ ne

P, — 91 em Xo (R).
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Dado que (go}n ) ) ¢ uma subsucessao da sucessao ((p?no ) e esta tltima converge
"/ nelN "/ nelN
para ¢, em Xg (IR) (ver (7.90)), entdo s6 podemos ter

Yo = ¥1,

pois Xy (IR) é separado.
Raciocinando sucessivamente da mesma forma obtém-se as igualdades descritas em
(7.93). Designemos, para todo o j em IN, a fungao ¢, por ¢ (porque sao todas iguais).
Com o intuito de construir uma subsucessao (gomn)nelN de (¢,)en > que convirja
em X para a fungao ¢ de X, vamos recorrer ao processo de diagonalizagao. Assim,

_ A0

Somo - Somoo
_ A1

Soml - Somll
_

J+1

Soijrl - S0m1+1j+1

Provemos agora que
VreIN ¢, —¢ emX, (7.94)

Sejam r, k; e my inteiros nao negativos quaisquer e € um real positivo também arbi-
)
trario. Temos que, para cada n em IN, tal que n > r, ¢,, € um termo da sucessao

T s ~ _ ] 2 ~
(gomrn)nelN . Com efeito, por construcao, tem-se que ((pmj”)nelN é uma subsucessao de

i—1 . . . , ~
(goﬁnjf 1n)n€]N para todo o j em INy, pelo que para j > r, ((pg’“n)nen\l ¢ uma subsucessao

de (gofnrn)nelN e, portanto,

s Prgs1r Privngs -+ -

S e T
sao termps da sucessao (.gomm)nem;
Consideremos a seguinte sucessao:

- {(,0:,1,_ sen <r
Prmn = "
m O, SN 2>T

Verifica-se facilmente que ((’bmn)nE]N ¢ uma subsucessao de ((’D:m"n)nelN' Atendendo as

condigoes (7.92) e (7.93), podemos afirmar que
Cm,, — ¢ em X,
o que implica que

O, — P €m x,.
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Por conseguinte,
dp, €eIN VnelN n>p, = |n7l;1,m1 (gbmn - SO)‘ <e

Tomemos uma ordem p como sendo o méximo entre a ordem p, e o natural r, isto é,
p = max {r,p,} . Entao

VnelN n>p= |7721,m1 (P, — go)! <e (7.95)

E importante agora realcar que, para n > p > r,

Pmy, = P
logo, de (7.95), tem-se

VneIN n>p=|np . (6m, —9)| <e,

ou seja,
O, — @ em X,

Da arbitrariedade de r em IN, resulta a condi¢ao (7.94). Consequentemente, e uma vez
que

X = limm, ' (%,) |

—
m

podemos imediatamente asseverar que a subsucessao ((’Dmn)nE]N converge!? para ¢ em
X. Finalmente conclui-se que L é relativamente compacto em X. [

Antes de provarmos a injec¢ao continua de X em S (IR), enunciaremos o seguinte
resultado, que por certo é bastante evidente.

Proposicao 7.3.6 Para todo o inteiro nao negativo r, tem-se que
X G X,

Demonstracao: Fixemos r em IN. Obviamente que X = () X, é um subconjunto
relN
de X, e que a aplicagao Iy x, € linear e injectiva. A continuidade desta aplicagao é

imediata, pois estando X munido com a topologia do limite projectivo, para cada r em
IN, a aplicacao projectiva I, é continua, o que implica imediatamente a continuidade
de Ixx, (porque Ixx, = I,). n

12 Observe-se que, por definicio do limite projectivo maximal, uma sucessao (Y ) e de termos em
X converge para a fungao nula, se, e s6 se, para todo o 7 em IN, (¥,,), iy converge para a fungao nula
em X,.
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Corolério 7.3.7 O espaco X estd contido com injeccao candnica continua e densa no
espago S (IR) de Schwartz.

Demonstragao: Ja vimos na proposigao 7.1.11 que X é denso em S (IR). A injeccao
canonica continua de X em S (R) advém imediatamente da proposi¢ao 7.3.6 e do
coroldrio 7.2.7, que nos garantem respectivamente que

XG X,

X G S(R).

Observacao 7.3.8 No prosseqguimento da investigagao em curso, um problema que

surge naturalmente é o de averiguar se X é denso em Xq (IR). Desafortunadamente,
nao conseguimos responder a esta questdo, pelo que permanecerd em aberto.

Analisemos agora a continuidade dos operadores definidos no nosso espago X.

Proposicao 7.3.9 Para todo o zyg em C, o operador translacao complexa

Ty : X —X

P Tzx¥

¢ um isomorfismo vectorial e topoldgico.

Demonstragao: Sejam ¢ € X e 2y € C arbitrérios, tal que 2o = z¢ + iyp.

Comecemos por observar que X é fechado para a translagao complexa (cf. proposi¢ao
7.1.12), portanto 7, é, de facto, um operador de X em X.

E muito simples provar que T., € linear e bijectivo, onde, como é natural, o seu
operador inverso ¢ dado por 7_,.

Escolhamos, ao arbitrio, uma sucessao (¢,,),cn de fungdes de X que convirja para
zero em X. Sendo X o limite projectivo maximal do espectro projectivo (X, ), . relati-
vamente as aplicagoes I, (r,s € IN : r < s), por definigao, temos que, para todo o r em
IN, (¢,),en converge para zero em X,. Por conseguinte, se provarmos que (7.,%,),cn
converge para a funcao identicamente nula em todos os espagos X,, entao (7.,%,),cn
convergird também para zero em X.

Sejam r, k1 e m; inteiros nao negativos quaisquer. Designando y + yg9 por yi,
facilmente se reconhece que

Sup nkl,ml (eb"iTiy (TZOSOYL))
b,ye[—r,r]
= Sup 77k1,m1 (ebeim (7—1'09077,)) (796)
b,ye[—r,r]
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Sendo 11 = r 4 |C (yo)] + 1 € IN, temos que |y;| = |y +yo| < 71 e |b] < r < ry. Por
hipétese sabemos, em particular, que (¢,,),cn converge para zero em X, e, como o
operador translagao real define neste espaco um isomorfismo vectorial e topolégico (ver
proposigao 7.2.8), entao

TooPn — 0 em X, ,
ou seja,

lim SUP Ny g (eb‘”}ny1 (T%(pn)) =0 (7.97)

n—+oo b7y16[—r1,r1}
E importante agora notar que, se
y1 € [=r1,m],
entao
Y € [=7T1— Yo, 1 — Yol -
Portanto, de (7.97),

lim sup SUD My my (€7 Tigy (Tao ) =0 (7.98)
=40 yel—r1—yo,r1—yo)] |b|<r1
Dado que
[—r,7] C[=7r1 — Yo, 71 — Yo
e
[_T7 T] - [_Tlv Tl] 5
vem
Sup nk‘l,ml (ebi,Tiw (7—1'09017,)) S Sup Sup nkl,ml (ebi,Tiyl (7—1'09011)) (799)
by€[—r,r] y€[—r1—yo,r1—yo] |b|<r1

Atendendo as condigoes (7.98) e (7.99), conclui-se que

lim  sup 7, ., (ebiﬂyl (T$0(10n)) =0.
n—-+00 bye[—r,r]

Por (7.96), resulta por fim que

bt
b,ySG?E,T] Moy yma (e Tiy (TZOSOn)) n:)m 0

isto é,
VrelN 7,0, —0 emX,
e, por conseguinte,
Trw®n — 0 em X.

Sendo zy um complexo arbitrdrio, a continuidade do operador translagao inversa
T_s, fica também provada. |
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Proposigao 7.3.10 Seja [ um inteiro ndo negativo. O operador de derivagio D' é
linear e continuo de X em X.

Demonstragao: Tomemos [ um natural arbitrério. J& vimos na proposicao 7.1.15 que
D! ¢ um operador de X em X. E trivial afirmar que D!, ¢ linear.

Seja (©,,),en Uma sucessao de fungoes em X, convergindo para a fungao nula em
X. Entao, para todo o r em N, (¢,), v Para além de ser uma sucessao de fungoes em
X,, converge para zero em X, (ver proposicao 7.3.6).

Para obtermos a continuidade do operador D!, basta ter em conta as proposicoes
5.2.14 e 7.2.9, que nos garantem que

vreIN D!(p,) —0 em X,

e o facto de X ser o limite projectivo maximal do espectro projectivo (X,), . relativa-
mente as aplicacoes I, (r,s € IN: 7 <s). Assim,

D! (p,) —0 em X.

Proposicao 7.3.11 Para todo o nimero real d, o operador produto por exponenciais
Py, definido por:

P:X—X
or— Py(p)=€e" -

é linear e continuo.

Demonstragao: Seja d um nimero real qualquer. A proposi¢ao 7.1.21 diz-nos que Py
é¢ um operador de X em X. Obviamente que este operador é linear.

Se escolhermos, ao arbitrio, uma sucessao (¢, ),.n de fungdes em X que convirja
para a funcao nula em X, entao, para todo o 7 em IN, (,),n € uma sucessao de
fungbes em X, que também converge para zero em X, (cf. proposigao 7.3.6).

Tomemos agora, 7, k1 e m; em IN arbitrdrios. Ora,

(b+d)i

sup 77k1,m1 (ebj:Tiy (edi(’pn)) - Sup nkl,ml (e Tiy(pn) (7100)

b,ye[fr,r] b,ye[f’f‘,’f‘]

Fazendo r1 =r+|C(d)|+1e by =b+d, temos que |by| = |[b+d| <r ey <r<rs.
Sabendo que (¢,,), o converge para zero em X,,, entao

b1z

lim SUD  Mgym, (€7 Tiyp,) =0 (7.101)

=HO0 by ye[—ry ]
Uma vez que

(b+d) e [—ri,m],
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logo
be [—Tl—d,Tl—d].

Por isso, podemos asseverar de (7.101) que

o (17ug0) =0
Mas,
[=r.r] C [=r1,m]
e
[—r,r] C [=r1 —d,ry —d],
donde
DT (o) S 20 g (7).

o que, por (7.102), implica que

b1z

SUp Ty (P Tiy) = 0.

b7y€ [771771]

Portanto, da igualdade (7.100), decorre imediatamente que

lim Sup - Mgy mg (ebiTiy (edi,(pn)) = 07

o que significa, dada a arbitrariedade de r em IN, que

VreIN Py(p,) =0 em X,.

(7.102)

Atendendo, uma vez mais, a definicao da topologia do limite projectivo maximal,
podemos garantir a convergéncia de (P (¢,,)),cn Para a funcao identicamente nula em

X. Consequentemente, o operador P; é continuo.

Proposicao 7.3.12 Para cada g em P, o operador produto por polinomios P,, definido

por:
Pi(p)=q-

é linear e continuo de X em X.

Demonstracao: E suficiente ter em consideracio as proposices 7.1.23, 5.2.15 e 7.2.10

e raciocinar de forma interiamente andloga & demonstragao da proposigao 7.3.10.
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Proposicao 7.3.13 O operador transformacao de Fourier definido por

F:X— X
pr— Fop,

onde
Fo = / e‘izégp (x)dx (7.103)
R
¢ um isomorfismo vectorial e topoldgico.

Demonstragao: A convergéncia absoluta do integral definido por (7.103) é garantida
pelo corolério 7.3.7 que afirma

d
XSG S(R).

Sabemos, em particular, pela proposicao 7.3.6, que
XG X (R).

Portanto, sendo F a restricao a X do operador transformacao de Fourier definido em
Xo(IR), F é linear e injectiva, pois a transformada de Fourier define em X, (IR) um
isomorfismo vectorial e topolégico (ver proposi¢ao 5.2.16).

A luz das proposicoes 7.1.19 e 7.3.6 e das observacoes 7.1.18 e 5.2.17, reconhece-se
facilmente que

1
Vi e X ng:%]—"_]_@bef v = Fo,

isto é, F é sobrejectiva.

Fixemos (¢,,),cn Uma sucessao de fungoes em X, tal que (¢,),cn converge para
zero em X. Entao, para todo o r em IN, (¢,,),,cn ¢ uma sucessao de fungdes em X, que
também converge para zero em X, (cf. proposicao 7.3.6).

Sejam r, k; e m; naturais arbitrarios. Baseando-nos nos célculos efectuados na
demonstracao da proposicao 7.1.19, podemos afirmar que

sup nkl ,m1 (ebiTiy (fg&n))

b,y€[—r,r]
k1‘§| my —y H
= e D (7 (7 ruen)) L>(IR)
+27  sup Hekl‘j”D;”1 (eyjﬁbgpn(—:ﬁ))HLoo(R) (7.104)
b,ye[—r,r]

Como

v, — 0 emX,,
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temos, por um lado, que

o fé] DI (F (€ ¥ 746,)) H =0 (7.105)

su
b L= (IR)

b7y€|iir7rj|
e por outro lado, (como facilmente se reconhece),

0, (—2) =0 em X,.

Consequentemente,
sup Hekl‘i‘D;”1 (e Tap, (—2)) HLOO(]R) — 0 (7.106)
bye[—r,r]
Decorre das condigdes (7.105) e (7.106) que
k1|é‘ my —yI,
sup |le D F (e T, H
S e (7 ( M e
+ 27 sup He’l‘“'@'D;ﬁ"1 (ey"%Tib@n(—f))HLw(]R) — 0
bye[—r,r]

e por isso, da desigualdade (7.104), vem

lim  sup g (ebj;Tz‘y (~7:90n)) = 0.

n—+0oo b,yE[—T‘,T‘]
Da arbitrariedade de » em IN, resulta que
Vre N F(p, —0 emX,.
Como X é o limite projectivo maximal, entao
F(p,) — 0 em X,

ou seja, o operador F é continuo.
Um vez que X é um espagco de Fréchet (cf. proposicao 7.3.3) e F é linear, continua
e bijectiva, o teorema da aplicagao aberta assegura-nos que F é uma aplicacao aberta.

Por conseguinte, a sua inversa F 1 = 2—}11 também é continual. n
m

13 A semelhanca do que fizemos anteriormente, podemos afirmar que a aplicacio
P (—5)
também ¢é continua de X em X, pois (cf. teorema 2.2.5)

Fo1(p) (€) = Fe(=£)

e F_1 é¢ um operador continuo de X em X, porque

F_ 1= orF~ L.
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Observagao 7.3.14 As propriedades (2.19) a (2.22) da transformagdo de Fourier,
estabelecidas na proposicao 2.2.7 sao trivialmente verdadeiras no espaco X, pois como
ja tivemos oportunidade de referir X C S (IR) (cf. proposi¢io 7.1.11), S (IR) C &' (IR)
e pela proposicao anterior F é um isomorfismo de X em X. Recorrendo o defini¢ao
usual da convolugao, podemos provar que, em X, as propriedades (2.23) e (2.24) e o

coroldrio 2.2.10 sao vdlidos. Também é possivel demonstrar o coroldrio 2.2.9 no espaco
X.
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Capitulo 8

Ultradistribuicoes exponenciais

Este capitulo estuda, de um ponto de vista geral, o dual topolégico X’ do espago X
construido no capitulo anterior. Veremos que os operadores definidos em X se mantém
lineares e continuos em X', em especial a transformacao de Fourier define um isomor-
fismo vectorial e topoldgico em X', o que generaliza o resultado de Schwartz para as
distribuicoes temperadas. Identificaremos algumas ultradistribui¢oes exponenciais e
séries de multipolos convergentes em X'.

8.1 O espacgo X'

Atendendo a que no espago X estd definida a translagao complexa, os elementos
do seu dual topoldgico X’ sdo designados, como é usual, por ultradistribuicoes. Deste
modo, dizemos que T é uma ultradistribuicdo pertencente a X’ se, e s6 se, T é um
funcional linear e continuo sobre X, ou seja,

T:X—C
Y <T790>3e/,3e

¢ uma aplicacao linear e continua.
Por comodidade, e desde que nao haja ambiguidade na notagao, designaremos o
produto de dualidade entre X’ e X somente por (-, ).

Se munirmos o espago X’ com a topologia forte, 5 (X', X), esta coincide com a
topologia da convergéncia uniforme nos limitados de X, pois X é separado (cf. proposigao
7.3.3).

Naturalmente que X’ é invariante para a generalizagdo natural dos operadores
definidos em X. Como sabemos, os operadores em X' constroem-se por transposi¢ao
dos operadores previamente definidos em X e, por isso, mantém-se lineares e continuos
de X’ em X’. Passemos, entao, a apresentar tais operadores.

Proposicao 8.1.1 Para todo o zy em C, o operador translacao complexa

Tow: X — X
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definido por
VI eX! VoeX (7,T,0) =(T,7—5)
¢ um isomorfismo vectorial e topoldgico, onde o operador inverso é dado por 7_,,.

Proposicao 8.1.2 Seja | um inteiro nao negativo. O operador de deriva¢ao

Dé:f%%’
T+—— DT

definido por
veex (DiT,p) = (-1)(T, D)
é linear e continuo.
Proposicao 8.1.3 Para todo o niimero real d, o operador produto por exponenciais
f’d X — X
tal que
VI eX VpeX (PT,p) = (T, Pug) = (T, ¢ )
é linear e continuo.

Proposicao 8.1.4 Para cada q € P, o operador produto por polindmios

P X —X
definido por
VI eX VYoeX <]5qT, g0> — (T, Pyp) = (T,q- )

é linear e continuo de X' em X'.

Observagao 8.1.5 Para maior clareza e simplificacdo da notacdo, e atendendo a que
0s operadores definidos em X' generalizam os correspondentes operadores em X, omi-
tiremos o stmbolo ~ em cada um dos operadores determinados em X'.
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8.2 Transformacao de Fourier no dual de X

Vimos na proposi¢ao 7.3.13 que o operador transformacao de Fourier F definido
em X ¢ um isomorfismo vectorial e topolégico de X nele préprio. Assim, aplicando o
processo de transposicao ao operador F, obtém-se um operador F, definido por:

F. X — XN’
T+— FT,
onde
VT €X' VpeX <fT, g0> — (T, Fy) (8.1)

E importante realcar que, sendo F o transposto de um operador linear, bijectivo e
bicontinuo, F satisfaz também estas propriedades. Surge, por conseguinte, a seguinte
proposicao:

Proposicao 8.2.1 O operador transformacio de Fourier F, definido em 8.1, constitui
um isomorfismo vectorial e topoldgico de X' sobre X' e prolonga o operador transfor-
magao de Fourier F determinado em X.

Observacao 8.2.2 Por dualidade, as propriedades da transformacgao de Fourier em X
mantém-se verdadeiras em X', ou seja, todas as propriedades de F definidas em S’ (IR)
(ver proposi¢ao 2.2.7 e corolarios 2.2.9 e 2.2.10) sao vdlidas no espago de ultradis-
tribuicoes exponenciais X'.

Observagao 8.2.3 Mais uma vez, para maior facilidade de escrita e quando nao haja
possibilidade de equivoco, notaremos a transformagao de Fourier em X' por F em vez
de F.

8.3 Identificacao de algumas ultradistribuicoes ex-
ponencias de X’

Neste pardgrafo vamos caracterizar alguns elementos de X’. No entanto, convém
salientar que, como ji menciondmos anteriormente, nao nos foi possivel mostrar a
densidade de X em X (IR), pelo que ndo podemos garantir a injeccao de Xj, (IR) em X'.
Nestas condicoes, apenas podemos asseverar que, para qualquer distribuicao genera-
lizada T, existe uma ultradistribuicio exponencial T, que é a restricio a X de T

VI eX,(R) 3Tex T, =T.

X
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No entanto, como X estd contido com injecgao canénica continua e densa em S (IR)
(cf. coroldrio 7.3.7), podemos, por dualidade, enunciar o seguinte teorema:

Teorema 8.3.1
S (R) G X'
Tendo-se ainda

VI'eS'(IR) VoeX (T,9)pr=(T9)ss -

Consequentemente, temos o seguinte resultado:

Observagao 8.3.2 Como

X G S(IR)

S(R) & S'(R);
entao, pelo teorema precedente,

Xxa X

Segue-se a andlise das propriedades topoldgicas do nosso espaco X'.
Observagao 8.3.3 Sendo X' um espago semi-normado, é localmente convezo.
Proposigao 8.3.4 O espaco das ultradistribuicoes X' é de Montel.

Demonstragao: Resulta imediatamente do teorema 2.1.17 e do facto de X ser um
espaco de Montel (cf. teorema 7.3.5). [ ]

Corolério 8.3.5 X' é um espago tonelado e de Hausdorff.

Demonstracao: E uma consequéncia imediata da proposicio anterior. [
Coroldrio 8.3.6 O espaco (X', 3 (X', X)) é reflexivo.

Demonstragao: Advém novamente da proposigao 8.3.4 e do teorema 2.1.17. ]

Observagao 8.3.7 Uma vez que é possivel provar que nao existe nenhuma familia de
semi-normas contdvel que origine a topologia forte em X', podemos dizer que o espago
X' ndo é metrizavel (cf. teorema 2.1.13).
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Como consequéncia da observagao anterior, temos que:

Observagao 8.3.8 O espaco X' nao é de Fréchet.

Observe-se, no entanto, que o resultado seguinte garante a completude do nosso
espaco de ultradistribuigoes exponenciais.

Proposicao 8.3.9 X' é completo.

Demonstragao: Como X é separado e bornolégico (ver proposigao 7.3.4), entao, pela
proposigao 2.1.19, o seu dual topolégico X’ é completo para a topologia forte 5 (X', X) .
|

Passamos agora a enunciar um resultado que nos assegura que toda a funcao de
Ce+ (IR) se identifica com uma ultradistribui¢do exponencial:

Teorema 8.3.10 Seja f uma fun¢ao continua de crescimento exponencial em IR. FEn-
tao f é uma ultradistribuicao exponencial de X'.

Demonstragao: Definamos, entao, uma aplicagdo 7 entre os espagos C.+ (IR) e X',
da seguinte maneira:

7 :C+ (R) — X'
f»—>’]},

tal que

Vi€ X <7},s0>:/mf(x)so(w)dx-

A demonstragao deste teorema faz-se de forma andloga a do teorema 6.3.8 da secgao
6.3. Assim, dever-se-a provar o correspondente aos trés lemas de entao, ou seja, mostrar
que [, f () ¢ (x) dz existe, que Ty é uma ultradistribuicao de X’ e, por tltimo, que 7
¢é injectiva.

Apébs uma andlise pormenorizada & demonstracao do dito teorema 6.3.8, podemos
observar que o primeiro dos lemas (lema 6.3.9) se baseia essencialmente no facto de ¢
ser uma funcao de decrescimento exponencial rdpido, o que permanece aqui inalterado,
pois ¢ é uma fungdo de X e X é um subconjunto de X, (IR). O segundo lema (lema
6.3.10) apoia-se na definicao de convergéncia em X, (IR), o que, mais uma vez, nao
nos causa problemas, pois basta recordar que X estd contido com injec¢ao canénica
continua em X, (IR) (ver proposi¢ao 7.3.6). O terceiro, e por certo o mais importante
dos lemas (lema 6.3.11), fundamenta-se principalmente nos factos de a fungao - e
pertencer ao espaco das funcgoes teste e de a derivada de ordem n no ponto zero da
transformacao de Fourier de f- e~*” identificar-se, a menos de uma constante, com os
momentos de ordem n dessa mesma funcao. Ora, este iltimo facto é aqui aplicdvel
pois, tal como antes, f- e ¢ uma distribuicao temperada de Schwartz. Por 1ltimo,
como 2" e ** & uma funcio de G; (R) e G (IR) é um subconjunto de X (cf. proposicio
7.1.10), entao o terceiro lema é vilido, isto é, 7 é de facto uma injeccao de C.+ (IR) em
X |
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Observacao 8.3.11 Tal como ji acontecia em X (IR), a equagdo diferencial v’ = u
tem solucdao' nao nula no espaco das ultradistribuicoes exponenciais X', pois a funcao
et tem crescimento exponencial (cf. exemplo 3.1.2) e, portanto, é uma ultradistribuicdao
exponencial.

Ao examinarmos minuciosamente a demonstracao do teorema 6.3.13 do seccao 6.3
e tendo em consideragao o teorema 8.3.10, é fécil mostrar que:

Teorema 8.3.12 Se [ € A.+ (C) e se (pn),cy € (XN for a sucessio de polinomios
de Mac-Laurin de f, entao p, — f em (X', 5 (X', X)).

Observagao 8.3.13 Assim como sucedia em X, (IR), a sucessao de polindmios de
Mac-Laurin de exp (—2?%) ndo converge em X' para esta ultradistribuicado.

A demonstracao do teorema seguinte é andloga & do teorema 6.3.15 do parédgrafo
6.3.

Teorema 8.3.14 Se a sucessao ({/j! |bj|) ¢ limitada, entao a série de multipolos
JEIN:

Z bjé(j) é convergente em X'.

Jj=0

Terminamos este subcapitulo com dois resultados que jé eram previsiveis. O primeiro
deles assegura que a injecgao canénica continua de X em X’ é densa, e o segundo, por
sua vez, trata da densidade do espaco das distribuicoes temperadas de Schwartz no
espaco das ultradistribui¢oes exponenciais X'.

Proposicao 8.3.15 O espaco X estd contido com injeccao candnica continua e densa
em X'.

Demonstracao: Na observacao 8.3.2 provamos que
XG X

Com respeito & densidade de X em X', basta recordar que tanto X como X’ sao
reflexivos (ver proposi¢ao 7.3.3 e coroldrio 8.3.6). Portanto, sendo 7' um elemento
qualquer de X", temos que T' é uma funcao teste de X. Suponhamos ainda que

VoeXx (T, g0>3€,,7%, = 0.

1'Ver observacdo 9.2.1 da seccdo 9.2.
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Entao, para ¢ = T, resulta que

(T o) = [ 1) dz =0
R
o que implica que 7' = 0. Acabdmos de provar que
VT € X" (Vgo € X (T, Ppnp = o) =T =0,
isto é, X é denso em X'. [ ]
Proposicao 8.3.16
d
S (IR) C X'.
Demonstragao: A prova é inteiramente andloga a da proposicao 6.3.17 da secgao

6.3, ndo esquecendo que S’ (IR) esta contido com injecgao canénica continua em X’ (cf.
teorema 8.3.1) e que X ¢ denso em X’ (ver proposicao 8.3.15). n
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Capitulo 9

Aplicacoes e comentarios finais

There is no branch of mathematics, however abstract, which may not
some day be applied to phenomena of the real world.

Nikolai Lobatchevsky

Apresentaremos agora alguns exemplos de ultradistribui¢oes exponenciais de X’
que tém representacao em série de multipolos convergente neste espago e exporemos
algumas aplicacoes destas séries, isto é, mostraremos como é possivel resolver equacoes
diferenciais ordindrias em X', utilizando as séries de multipolos convergentes em X’.
Por dltimo, faremos algumas observacoes finais, onde apontaremos alguns rumos de
continuidade deste trabalho.

9.1 Exemplos de séries de multipolos em X’

1. J& vimos que e® tem crescimento exponencial em C; por isso e® € X’ (cf. teorema
8.3.10) e, pelo teorema 8.3.12,

Atendendo a que a transformacgao de Fourier F define um isomorfismo vectorial
e topolégico em X' (ver proposigao 8.2.1), temos

) > .
F() =3 AF @
=0 J°
€
F(e") e ¥,
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isto é, a série de multipolos

¢ convergente para F (e*) em X' (cf. teorema 8.3.14).

. Seja a € IR; entdo €“® tem crescimento exponencial em C, por isso é também
uma ultradistribuicdo de X’. Analogamente ao que se fez no exemplo anterior,
podemos dizer que a sucessao (p,), . de polindmios de Mac-Laurin, ou seja,

i)
3
I
(7=
=
<
~
=>
<

= !

converge para e"® em (X', 8 (X’,X)). Como a transformagao de Fourier F ¢ um
isomorfismo vectorial e topolégico em X', vem que

+

F (eiai") _ (a?') F (@J)
P
e
F (") e ¥,

ou seja, a série de multipolos

+oo PRy ‘
Z%( ‘f) 5@ (9.1)
Jj=0 '

J
é convergente para F (emgﬁ) em X'

Por outro lado, e tendo em conta as propriedades da transformacao de Fourier
em X', resulta que

F (ei‘”ﬁ) =74 (F1) = 27d,;

logo, por (9.1),

portanto, a distribuicao 4, tem representacao em série de multipolos con-
vergente em X'.
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9.2 Equacgoes diferenciais ordindarias

Como veremos em seguida, os resultados obtidos nos pardgrafos anteriores permitem
estudar equacoes diferenciais ordindrias lineares no ambito das ultradistribuicoes.

Consideremos a seguinte equagao diferencial ordinéria de 1*ordem
?T'+T =0 (9.2)

Procuremos uma solucao da forma

+oo
T=% b,
j=0

Assim,
400 ‘
2T — Z bsz(;(gﬂ)
j=0
€ COImo
0 j=0
2¢(j+1) _
70 = ,
(]. +)! iy is1
(j—1) -
vem que
?T' +T =0
400 4 +oo '
& Y bi(i+1)j6 Y bisD =0
j=1 j=0
400 '
& > (b (j+2) (G +1)+b)6Y =0.
j=0
Logo
bjj1 = — bi
MG+ G+

donde se conclui que by pode tomar qualquer valor complexo e
(-1
(7 + )50

Por isso, a solugao da equagao diferencial (9.2) é

Vji>0 b =b

T = by f <_711)]|'5(]), com by € C (93)
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Vejamos agora que a série de multipolos dada em (9.3) é convergente em X'. Para tal,
recorreremos ao teorema 8.3.14.

(-1

Efectivamente, a sucessao | /| j! |bp—————
S TES T

bo ¢ limitada, por ser convergente,

. JEN
pois

(-1

b N 7
OG + D!

lim 7| 4!
j—too \|7

= lim ¢ ,‘bo‘
j=too \[ (J+ 1)
] |
j=+oo (j+2)! ol
= 0.

Assim, podemos imediatamente afirmar que a série de multipolos definida em (9.3) é
convergente em X' (cf. teorema 8.3.14).

Observagao 9.2.1 Nao se pense que todos os elementos de X' se podem desenvolver
em série de multipolos. Por exemplo, a ultradistribuicdo exponencial €& nao tem re-
presentacao em série de multipolos em X'. Basta considerar a equagao diferencial:

u—u=0 (9.4)

e supor que

“+o0o
T =Y b0
j=0

¢ uma solucao da equac¢ao. Entdo

v —u=0
+00 ‘ +00 ‘
PN Z bj5(3+1) _ Z bj(;(J) -0
j=0 =0
+00 ‘
= Z (bj_l — b]) 5(]) — b05 = 0.
j=1
Logo
VJ Z 0 bj — U,
ou seja,
T=0



Portanto, a tnica série de multipolos convergente em X', e que é solucao da equagdo
(9.4), é a série identicamente nula, o que nos garante que, embora a funcdo € seja
uma ultradistribuicao exponencial, nao tem representacao em série de multipolos em
X', pois, como sabemos, €@ é uma solugcdo da equagdo diferencial (9.4).

9.3 Observacoes finais

What we know is not much. What we do not know is tmmense.

Pierre-Simon de Laplace

Nao temos a veleidade de afirmar que tudo ficou esclarecido neste estudo. Temos,
pelo contrério, a nocao de que estamos apenas a levantar a ponta do véu de um estudo
que se pretende continuado, especialmente no sentido de averiguar de que forma se
relaciona o nosso espaco de ultradistribui¢oes exponenciais X’ com o espago das ultra-
distribuicoes de crescimento exponencial de Sebastiao e Silva. Acreditamos que este
espaco de Sebastido e Silva estd estritamente contido em X', pois ja foi provado que o
espaco de ultradistribuicoes de crescimento exponencial coincide com o dual do espago
das funcoes de decrescimento exponencial; ora, este 1iltimo espago contém estritamente
o nosso espaco de fungoes teste X , porque as nossas fungoes, para além de serem de
decrescimento exponencial rapido, as suas transformadas de Fourier também o sao. As-
sim sendo, € licito pensarmos que X’ contém estritamente o espaco de ultradistribuicoes
de crescimento exponencial de Sebastiao e Silva.

Durante esta investigacao foram surgindo alguns problemas que merecem a nossa
consideracao pois, infelizmente, os deixamos em aberto. Por exemplo, seria interessante
saber se, para toda a funcao ¢ de X, e para todo o k; e my em IN,

Moy, () = SUp Mgy (€77590) (9.5)

b,ye[—r,r]

é finito? Por outras palavras, reduz-se a saber se existe sempre o supremo em y € [—r, 7]
de

bi
SUD Mgy my (e Tiygo) .
lb|<r

O problema da densidade de X em X, (IR) é também uma questdo a ponderar.
Estamos convencidos que tal inclusao densa existe.

Duas questoes que, para além de serem importantes, sao muito vantajosas, sao as
de caracterizar, se possivel, todas as ultradistribuicoes exponenciais e encontrar uma
condicao necessdria para que a série de multipolos Zj>0 b;0 () seja convergente em X'.

Um outro problema a considerar é o estudo do nicleo do operador derivacio no
quadro das ultradistribuicoes exponenciais. Seria interessante provar que este nicleo
nao aumenta, para, por exemplo, garantir que toda a ultradistribuicao exponencial cuja
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derivada é nula, é constante. Acreditamos que assim se passa, pois a grande dificuldade
estd na demonstragao do resultado correspondente ao lema 6.3.18, mais propriamente
na prova de que as semi-normas (9.5) sao finitas. Conseguimos ji mostrar que a parte
correspondente a fungao é finita, isto é, que

sup He’l‘“'@'D;"1 (ebiTiygp)}lLoo(]R) < Q.
bye[—r,r]
Em relacao a existéncia de
k1|é] ym b, H
b’ysel[l_p%r} ‘e HHDE (f (e T@ySO)) Loo(R)

surgiram alguns problemas técnicos que esperamos serem ultrapassaveis.

Por dltimo, gostarfamos de salientar que a generalizacao dos resultados obtidos
nesta tese ao caso de dimensao n > 1, é possivel, mas requer o devido cuidado, prin-
cipalmente no que concerne & generalizacao de todas as propriedades do espago X e,
consequentemente, do espago X'.

Pensamos que a consideracao destes aspectos num estudo futuro se traduzird num
trabalho muito mais conclusivo e valioso.
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Apéndice

Mathematics is the science which uses easy words for hard ideas.

E. Kasner and J. Newman

Este apéndice é dedicado & demonstracdo da densidade do span’H em S (IR).
Em primeiro lugar, faz-se duas observagoes que serao imprescindiveis aos resultados
seguintes. Em segundo lugar, prova-se dois lemas de grande serventia & prova central
deste apéndice. No primeiro deles, verifica-se que toda a fungdo ¢ de S (IR) se pode
expandir numa série uniformemente convergente em IR em termos das funcoes de Her-
mite e, no segundo lema, afirma-se que uma qualquer derivada daquela série converge
uniformemente em IR para a derivada correspondente de .

Observacao A.1 Recorde-se que as func¢oes de Hermite formam um sistema ortonor-
mal completo em L?(IR), o que nos permite expandir qualquer funcio de quadrado
integrdvel numa série convergente em L* (IR) em termos das fungoes de Hermite (ver,
por exemplo, Zemanian [Zem87b]), isto é, se ¢ € L? (IR), entdo

—+00

Y= Z (Soa @DJ) ¢j (1)

j=0

onde (-,-) representa o produto interno definido em L? (IR), ou seja,

(o) = /ZR o (@) ; @)da

e, para cada j em IN, ©; designa a fungao de Hermite de ordem j. A série definida
em (1) é convergente em L* (IR) .

Observacao A.2 Tendo em conta algumas propriedades das funcées de Hermite',
podemos asseverar que o sistema (V). formado pelas fungoes de Hermite é um
sistema de vectores préprios do sequinte operador diferencial:

Z=D>—2*+1,

IEstas propriedades podem ser encontradas no livro do Erdély [Erd53].
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cujos respectivos valores proprios sao dados por \, = —2n, isto é,
VneIN Ziy,=—2n1,.
Para além disto, é importante real¢car que o operador Z verifica a propriedade:

Vo, € S(IR)  (Zp, ) = (0, Z0) (2)
Para proceder o demonstracao deste tultimo facto, basta primitivar por partes 2 vezes.

Lema A.3 Seja p € S(IR) e, para cada j natural, seja v a funcao de Hermite de

J
ordem j. Entao a série

—+00

Z (¢, %’) b; (x)

7=0
converge uniformemente para ¢ em IR.
Demonstragao: Fixemos ¢ em S (IR) e, para todo o j em INy, seja ¢, a fungao de

Hermite de ordem j.
Uma vez que

Z¢j = >\j¢jv
onde
Z=D}-2>+1 e )\ =—2j (cf. observagio A.2),
entao
|(.9))]
1
7 |(o32)
= L (@ Z@b.)
Y
= | (o 7M)|, WReN.
()T

Atendendo a que o operador diferencial Z obedece & condicao (2), temos que

(0, 05)|
= | 1(Z4.v))]

M]’I’“/]R [(Z%¢) (x)]
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Aplicando a desigualdade integral de Holder, obtemos
[(,9,)]

< Iy (/}R |(Z%¢) (ffﬂzdf‘f) N (/R

€ como (wj)je]N é, em particular, um sistema ortonormal, vem que

) w) B

/ }@Dj (93)}20[:6 =1
R
e, portanto, de (3) resulta que, para todo o k em IN e j em INy,
[0 0) | < NI 125 oy (4)

em que [|+[| ;o) ¢ a norma definida no espago L* (R).
No livro de Erdélyi [Erd53, p. 208] podemos encontrar uma majoragao muito titil
para os polinémios de Hermite, que se traduz do seguinte modo:

z2 j 1
JeR VjeN VreR ‘e*THj (x)‘ <28 (j1)? (5)
Assim, e recordando uma das definigoes das fungoes de Hermite (cf. (4.10)) tem-se que

NG R e

C

< —= 6
por (5) \4/7_'(' ( )

Posto isto, ¢é facil afirmar que, para todo o k € IN, todo o j € IN; e todo o =z € IR,

‘(%%)‘ Wj (x)‘

CDuE
por (50 7= 175 ) ey
c .1
y— %2 kFHZkSOHLz(IR) (7)

Ao particularizarmos k = 2 na expressao (7), obtemos, para todo o x em IR e todo o j
€m ]1\117

() ¥, )] < 772 120wy 8

Note-se que a série de Dirichlet dada por
>4
2

=17
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é convergente, o que nos permite dizer que a série numérica

400 c ) 1
]Z_; oy 1z 90“1;2(111) 72

também é convergente. Assim, tendo em conta a majoragao (8), podemos, pelo critério
de Weierstrass, afirmar que a série de funcoes

—+00

Z (()07 TPJ) wj (':C)

Jj=1
é uniformemente convergente em IR, pelo que

+oo

> (p.vy) ¥ (@) 9)

=0

é, de igual modo, uniformemente convergente em IR. Como a série (9) converge em
L? (IR) para ¢ (ver observagao A.1), acabdmos de mostrar que converge uniformemente
para ¢ em IR. [ ]

Lema A.4 Para todo o ¢ € S (IR) e para todo o v; funcio de Hermite de ordem j, a
série
“+o00

Z (‘Pa¢j) D?¢j (I)

=0

é uniformemente convergente para DI'¢ em IR, qualquer que seja m em IN.

Demonstragao: Tomemos ¢ uma fungao teste do espago de Schwartz e (wj)jell\l 0
sistema de funcoes de Hermite.

Atendendo as propriedades dos polindmios de Hermite, podemos afirmar que para
quaisquer [,m e j em IN, :U21D;"¢j ¢ uma combinacao linear finita de fungoes 1, de
Hermite?, cujos coeficientes sao de crescimento lento com respeito a j. Recordando a
majoragao (5) (cf. Erdélyi [Erd53, p. 208]) apresentada na demonstragao do lema A.3,

podemos afirmar que

1
dJeelR VrelN VeelR ¢, (2)] <c——=,
T

o que significa que, para [ = 0, existe uma constante C' e um natural ¢ suficientemente
grande, tal que

D, ()] < O, (10)

2Ver, por exemplo, o apéndice do technical report do Zemanian [Zem64, p. A-1].
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Provdmos também, no decorrer da demonstracao do lema A.3, que
. 1
HEN VEN: [(50)] €27 [ 2] (1)

Tomando k£ = ¢ + 2 na condicao (11) e tendo em consideragao a desigualdade (10),
temos que, para todo o z € IR e para todo o j € INy,

c 2
HZQ+

< S0tz (12)

90HL2(1R) 72

Uma vez que a série

= C 1
Zﬁ HZQ+290HL2(R)j_2

Jj=1

é convergente, e tendo em conta a condigao (12), o critério de Weierstrass permite-nos
concluir que a série de fungoes

+oo

> (. 0;) Dy () (13)

=0

converge uniformemente em IR.
Resulta finalmente do lema A.3 que a série (13) converge uniformemente em IR para
Do. [ ]

Teorema A.5 O espago span’H é sequencialmente denso em S (IR) .

Demonstragao: Tendo em conta a proposicao 4.2.6, podemos afirmar que G 1 (IR) &

um subconjunto do espago S (IR) de Schwartz e, como o exemplo 4.2.2 nos garante, por
sua vez, que span ’H é um subconjunto de G 1 (IR) , resulta assim que span’H C S (IR) .
Basta, por isso, provar que

Vpe S(R) I (¥n),en € (spanH)™ ¥, — o em S(IR).
Consideremos entao ¢ € S (IR) arbitrdrio. Temos obviamente ¢ em L? (IR). Resulta
imediatamente, pela observacao A.1, que

+o0

o)=Y (p.1;) 0, (x) (14)

Jj=0

onde, para cada j, ¥, ¢ a fungao de Hermite de ordem j. Além disso, esta série converge
em L? (R) .
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Assim, ¢ sugestivo considerar para (¥,), . a sucessao de fungoes cujo termo geral
¢é dado por

(@) =3 (o) ) (@) (15)

Repare-se que, para todo o n em IN, ¥,, é uma funcao do espaco span H.
Sejam [, m € IN quaisquer. Com vista & simplificagao dos cdlculos, vamos considerar
em S (IR) as semi-normas definidas por (2.2), isto é,

P Dy

pl,m (90) - SOHLOO(]R) :

Ora,

|2 D (¥ (2) — ¢ (2)]

= D ( (0,9;) ¥, (2) = Z (. 5) ¥, (x)) ‘

por (14) e (15) — =0

+o00
= 2N (e.v;) Dy (x)

pelos lemf/;A.B eAd

< 3 @)Dy, @) (16)

Em virtude de j ser maior ou igual que n + 1, podemos afirmar como anteriormente?
que

1
vk e N [(p,9;)] < 2_k]'_k HZkSOHLz(JR) (17)

A semelhanca do que fizemos na prova do lema A.4, é possivel garantir que
VimeIN 3CeR VjeN VeeR |2*DIy, (z)| < Cjf (18)

onde ¢ é um natural suficientemente grande.
As condigoes (17) e (18) permitem-nos inferir da condigao (16) que

|z D (¥, (x) — ¢ ()]
+00 1
—k k .
< Z 2 J_kHZ ‘PHL2(R) Cy (19)
Jj=n+1
Aplicando o supremo em IR a desigualdade (19), obtém-se que

o0 1
Apm (W, (z) — < 27FC || ZF¢|| ., — 20
sup [a* D7 (¥ (x) =  (2)] < igﬂg( 17%]|, (]R)j_;ljkq) (20)

3Ver demonstracio do lema A.3.
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Particularizando & = ¢ + 2 e calculando o limite quando n — 400 na inequagao (20)
resulta finalmente que

lim sup !leDg” (U, (z) — (93))}

n—-+00 ;R
C m S~
< g 17l B, Y

Jj=n+1

Para ultimar esta demonstracao, basta relembrar que

+00 1
hm, T':(L
2
n—+oo ]
j=n+1
“+o00
pois > ]iz é o resto de ordem n da respectiva série de Dirichlet, que sabemos ser
Jj=n+1

convergente. Por esta razao, o limite quando n — +oco de H:EZD;" (v, — go)HLoo(]R) é,
de igual forma, igual a zero. Por outras palavras, para todo o [ e m em IN, tem-se que

pMn<®n__¢)__%O
s U, —pemS(R),

e portanto

d
span’ H C S(IR) .
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