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Resumo

Neste trabalho estudamos a fundamentacao numérica da Analise em Portugal, cen-
trando particularmente este estudo nos trabalhos de José Anastdcio da Cunha, Francisco
Gomes Teixeira e Vicente Gongalves.

Num capitulo introdutério apresentamos uma perspectiva cronolégica da procura
de uma fundamentacao rigorosa para a matemdtica, com o intuito de enquadrar his-
toricamente as obras destes matematicos Portugueses e reconhecer possiveis influéncias
prestadas por trabalhos de outros autores.

Relacionado com Anastdcio da Cunha, analisamos os aspectos fundamentais da sua
obra Principtos Mathematicos, procurando evidenciar os resultados mais importantes
avancados pelo autor, bem como as suas preocupacoes axiométicas que nao eram usuais
no século XVIII, em que se insere a sua obra.

Neste trabalho foi igualmente efectuada uma anédlise as quatro edigdes do Curso de
Analyse Infinitesimal — Calculo Integral de Francisco Gomes Teixeira, particularmente
centrada na definicao do conceito de nimero irracional.

Finalmente, analisamos o Curso de Algebra Superior de Vicente Gongalves, particu-
larmente as duas iltimas edigoes.

A 2% edicao do referido Curso foi objecto de duras criticas por parte de Neves Real e
um dos objectivos deste trabalho foi o de procurar analisar essas criticas e verificar até

que ponto influenciaram a reformulagao de alguns aspectos da 3% edicao.
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dos Numeros; Diddctica dos Reais; Fundamentagao e Construgao dos Reais.
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Abstract

In this work we study the numerical foundations of the Analysis in Portugal, cen-
tering particularly this study in the works of José Anastécio da Cunha, Francisco Gomes
Teixeira and Vicente Gongalves.

In an introductory chapter we present a chronological perspective of the search of a
rigorous foundation for the mathematics, with the aim to fit historically the works of these
three Portuguese mathematicians and recognize possible influences given by the works of
other authors.

Concerning Anastédcio da Cunha, we analyze the basic aspects of its Principios
Mathematicos, trying to evidence the most important results advanced by the author, as
well his axiomatic style that were not usual in the XVIII century, when his work was
written.

In this work it was also done an analysis of the four editions of the Curso de Analyse
Infinitesimal — Calculo Integral of Francisco Gomes Teixeira, particularly centered in the
definition of the concept of irrational number.

Finally, we analyze the Curso de Algebra Superior of Vicente Gongalves, particularly
the two last editions.

The 2.7¢ edition that Curso was object of a critical review by Neves Real and one
of the aims of this work was to analyse them and to study how far they influenced the

reformulation of some aspects in 3.7¢ edition.

Key Words

Anastdcio da Cunha; Gomes Teixeira; Vicente Gongalves; Real Numbers; History of Real

Numbers; Didactic of Reals; Foundation and Construction of Reals.
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Capitulo 1

Acerca dos Fundamentos da

Matematica

A existéncia de uma matematica pré-helénica muito desenvolvida é algo que hoje estd
bem estabelecido. Nao raras vezes as nocoes, ja por si muito abstractas, de niimero inteiro
e de medidas de magnitudes aparecem nos documentos mais antigos, que nos chegam por
exemplo do Egipto (veja-se [4], pp. 29 - 37).

Ainda que nos textos nao se encontre nada parecido com uma demonstra¢do, no sentido
formal da palavra, temos motivos para pensar que a descoberta de tais procedimentos de
resolucao, cuja generalidade transparece através dos casos numéricos particulares, nao se
poderia realizar sem um minimo de encadeamento légico.

A originalidade essencial dos Gregos consiste precisamente num esforgo consciente para
escrever as demonstragoes mateméticas como uma sucessao de passos, de forma que nao
haja lugar para divida ao passar de um passo para o seguinte, forcando a aceitacao do
raciocinio proposto (veja-se [5], p. 12).

A partir dos primeiros textos detalhados, que datam de meados do século V, deveremos
salientar os grandes cldssicos Euclides (300 a.C.), Arquimedes (287 - 212 a.C) e Apolénio
(262 - 190 a.C) onde a nocao de demonstracao nao se diferencia em nada da nossa.

Nao possuimos textos que nos premitam seguir os primeiros passos deste método de-
dutivo, podemos somente indagar que se inscreve, de um modo bastante natural, na busca
permanente de "explicacoes" do mundo, facto que caracteriza o pensamento Grego e que

é visivel nos fil6sofos Jénios do século VII. Por outro lado, a tradigao coincide unanime-
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mente em atribuir o desenvolvimento e aperfeicoamento do método dedutivo & Escola

Pitagérica, numa época situada entre o final do século VI e metade do século V.

Esta matemadtica dedutiva, plenamente ciente dos seus fins e dos seus métodos, é alvo

de uma reflexao filoséfica nas décadas posteriores.

Por um lado, veremos edificar-se a pouco e pouco a ldgica "formal" e por outro,
principalmente a partir do século XIX, se pensara cada vez mais sobre os conceitos bésicos
da Matemadtica e se tentard esclarecer a sua natureza, sobretudo apés o aparecimento da

Teoria dos Conjuntos (veja-se, por exemplo, [7], pp. 584 - 597).

Com efeito, o estudo do que se pode chamar os Fundamentos da Matemdtica tem

vindo a realizar-se de uma forma ininterrupta desde o principio do século XIX.

Os matemadticos Gregos do periodo clédssico parecem ter dedicado os seus esforgos a
obtencao de novos resultados, mais do que a uma critica dos fundamentos que nesta época

teria resultado forcosamente estéril.

Para os matemaéticos Gregos o niimero nao era unicamente um meio de pensamento,
mas tornou-se no objecto do proprio pensamento, o que ¢ demonstrado pela simples
distincao entre nimeros pares e impares. Assim, afirmacoes sobre niimeros eram possiveis
e levantou-se, pela primeira vez, a caréncia de uma defini¢ao formal de niimero, uma vez

que, para os Gregos os nimeros eram apenas concebidos como nimeros naturais.

E a Matematica grega que se deve a primeira teoria rigorosa e coerente das razoes
de magnitudes. Esta teoria, corresponde ao inicio de uma série de descobertas sobre as
proporgoes e, em particular, sobre as razoes incomensurdveis reais, cuja importancia na
histéria do pensamento grego nao é realmente notéria mas que reveste-se de extrema

importancia para desenvolvimentos posteriores.

Uma das tendéncias caracteristicas da Escola Pitagérica foi a de pretender explicar
tudo baseando-se apenas no nimero natural e nas razoes de naturais. No entanto, foi a
mesma Escola Pitagérica que descobriu a incomensurabilidade da diagonal do quadrado
unitdrio (a irracionalidade de v/2), 0 que constitufu o primeiro exemplo conhecido de uma
limitacao, face aos conceitos matematicos que dispuham ([7], pp. 89 - 91).

O simples facto de depararem-se com esta problemédtica supoe uma distingao clara
entre uma razao e os seus valores aproximados e é um dado suficiente para indicar a

enorme distancia que separa os matemadticos gregos dos seus antecessores.
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Nao possuimos dados histéricos suficientes que nos permitam informar acerca da cor-
rente de ideias que seguiu esta importante descoberta, contudo, poderemos assinalar as
ideias principais que estao presentes na teoria da razao de magnitudes, edificada por Eu-
doxio (408 - 355 a.C) ([4], pp. 126 - 130), adoptada definitivamente pela Matematica grega
cléssica e que nos foi dada a conhecer pelos Flementos de Euclides, onde estd exposta de

uma forma magistral (nomeadamente no livro V).

Para Euclides um niimero era visto como uma multitude composta de unidades sendo
que a prépria unidade nao era vista como um nimero. Aqui, a antiga tradicao de con-

tagem, da Matemadtica cldssica, continuava bem visfvel.

O livro V, dos Elementos de Euclides, deu lugar a uma teoria geral sobre razoes e
proporcionalidade entre magnitudes. A criagdo da teoria da razao de nimeros (naturais)
¢ usualmente apontada como sendo de Eudéxio, que viveu cerca de meio século antes
dos Elementos de Euclides serem compilados. Até Eudéxio, uma teoria formal de razoes
e proporcoes lidava exlusivamente com relagoes entre nimeros que eram susceptiveis de

serem decompostos apenas nos seus factores primos.

A teoria de proporcoes numéricas foi apresentada no livro VII, o primeiro dos livros de
Euclides sobre Aritmética, apesar da sua teoria sobre razoes entre magnitudes aparecer,

compreensivelmente, ao longo dos seus seis livros Geométricos introdutérios.

No livro VII encontramos nocoes tais como parte e miltiplo de um nimero, nimeros
pares e fmpares, mimeros primos e compostos, etc.. Apesar da razao entre dois nimeros
naturais ser definida possuindo implicitamente a ideia de magnitude, esta nao é com-
pletamente esclarecida. Com efeito, Euclides afirma que "razao é um tipo de relagao
respeitante ao tamanho entre duas magnitudes da mesma natureza" (Elementos V, Def.
3) e "magnitudes dizem-se possuir uma razao de uma para a outra se sdo capazes, quando

multiplicadas, de uma exceder a outra" (Elementos V, Def. 4).

No Livro V dos Elementos, Fuclides apresenta o conceito de razao e proporcao entre

magnitudes, no entanto, a definicao de magnitude nao é encontrada.

Os conceitos bésicos empregados por Eudéxio na fundacao da teoria das razoes foi o
de medida e o de maior ou menor. O conceito de medida nao era logicamente necessério
para o desenvolvimento de conceito de niimero, no entanto, como verificamos, este conceito

aparecia como sendo deveras importante na teoria numeérica da razao ([4], pp. 126 - 130).
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Este aspecto estd implicito nas seguintes definicoes: "uma magnitude é parte de outra
magnitude, a menor da maior quando mede a maior" (Elementos V, Def. 1) e "a maior

é um muiltiplo da menor quando é medida pela menor" (Elementos V, Def. 1).

Naturalmente estes autores (FEudéxio e Euclides) nao consideravam estes conjuntos
(conjunto das magnitudes e o conjunto das razoes de magnitudes) como completos, no
sentido que a palavra possui nos nossos dias, no entanto, sabemos que admitiam, cer-
tamente como evidente, que uma curva, susceptivel de ser descrita por um movimento
continuo, nao poderia passar de um lado a outro de uma recta sem corté-la, principio este
que empregaram, por exemplo, nos seus trabalhos sobre a duplicagao do cubo (construgao
de /2 mediante intersecces de curvas ndo construiveis com régua e compasso). (veja-se,

por exemplo, [4], p. 134)

Por mais admirdvel que consideremos o método de Euddéxio, hd que reconhecer que
possui algumas limitagoes sob o ponto de vista do rigor, que nao favoreciam o desenvolvi-

mento do cdlculo.

As teorias da razao e proporc¢ao foram ultrapassadas quando deu-se a emergéncia da
Algebra Moderna, na forma de equagdes com regras convencionais e simbolos, no inicio
da era moderna, depois de 1600 com os trabalhos de matematicos como Viete (1540 -
1603) e Descartes (1596 - 1650). O simples transferir de termos de um membro de uma

equacao para o outro substitufu o tedioso processo da antiguidade.

Com efeito deve-se a F. Viete a introducao de letras que, representando grandezas,
permitiam efectuar as operacoes aritméticas sobre estas, como se representassem nuimeros

perfeitamente determinados.

Foi efectivamente este matemsético que renovou o método da antiguidade grega, fun-

damentando a Aritmética na nova Algebra, assim constituida.

Contudo Viete nao se conseguiu destacar completamente da interpretagao geométrica
das expressoes algébricas, que lhe eram tao familiares. Por exemplo, ao fazer corresponder
a letra A a um determinado comprimento, considerou natural fazer corresponder A - A
ao quadrado e A- A - A ao cubo construidos & custa do comprimento A, no entanto, esta
correspondéncia impediu de fornecer ao método por si fundado toda a generalidade que

lhe era susceptivel.

Foi René Descartes que, ao adoptar uma abordagem distinta para esta correspondéncia
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entre os simbolos algébricos e as grandezas, permitiu efectivamente implementar este novo

método.

Inspirado na Teoria das Proporcoes da antiguidade grega, Descartes fixou uma unidade
de comprimento e designou por letras os diferentes comprimentos obtidos a partir da
unidade, fazendo assim corresponder os novos comprimentos obtidos ao resultado de to-
das as operacoes conhecidas que possam ser efectuadas sobre estas letras, como se estas
representassem os proprios nimeros.

O uso da Algebra na Analise, iniciado com os trabalhos de Victe, foi assim con-
seguido posteriormente por Descartes quando reformulou muitas das ideias algébricas
deste matematico, no contexto da Teoria das Equacoes.

Estes trabalhos, em consonancia com outros protagonizados por Fermat (1601-1665),
deram lugar a criagao, no século XVII, da actual Geometria Analitica, embora para ambos
esta tivesse interpretacoes distintas. ([26], p. 436)

Tanto Descartes como Fermat, desempenharam papéis de relevo em outras dreas da
Matematica. Com efeito, quando consideramos a correspondéncia estabelecida entre Fer-
mat e Blaise Pascal (1623 — 1662) assistimos ao inicio do desenvolvimento da Teoria das
Probabilidades.

Fermat, envolvido nos desenvolvimentos iniciais da Geometria Analitica e das Proba-
bilidades, estabeleceu, igualmente, importantes contribuicoes para a Teoria dos Nimeros.
O seu interesse por esta drea derivou do conceito de nimero perfeito, aquele que é igual
a soma dos seus divisores proprios.

A nogao de niimero perfeito aparecia ja nos FElementos de Euclides. Com efeito, o
Livro IX apresenta uma demonstragao de que se 2" — 1 ¢ primo, entao 2"~ (2" — 1) ¢é
perfeito.

Os gregos ja conheciam a existéncia de quatro nimeros perfeitos: 6, 28, 496 e 8128.

Fermat, por sua vez, descobriu trés proposicoes que ajudariam na tarefa de encontrar
outros numeros perfeitos.

Mais uma vez assiste-se ao preponderante papel assumido pela matematica da antigu-
idade que, por ter sido revivida por matematicos posteriores, permitiu o desenvolvimento
de novas e distintas dreas.

Matematicamente, assim como historicamente, nao podemos negar o importante mérito
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do livro V de Euclides, apesar do seu autor nao ter reconhecido niimeros como casos par-

ticulares de magnitudes.

Este procedimento estava perfeitamente claro para Richard Dedekind (1831 - 1916)
quando, no século XIX, apresentou o seu sistema dos nimeros reais e elaborou uma

fundamentagao para a moderna compreensao do continuo ([10], pp. 8 e 21).

Dedekind reconheceu que a definicao 5, do livro V, de Euclides serviu de base para a

sua teoria.

No prefécio da obra Was sind und was sollen die Zahlen? de 1888, Dedekind observou
que existe mais na sua teoria do que a simples conviccao de que um nimero irracional é
definido por especificacao de todos os racionais que sao menores, e de todos os que sao

maiores do que esse irracional que estd a ser definido. Com efeito, Dedekind afirma:

"(...) se entendermos o mimero irracional como uma razao de duas quantidades men-
surdveis entao esta maneira de determing-lo ja foi tratada, da forma mais clara possivel,
na definigdo estabelecida por Euclides no que diz respeito a igualdade de razoes ... A
mesma antiga conviccao serviu de base a minha teoria bem como a outras, tais como
as de Bertrand e muitas outras, mais ou menos completas, tentativas de depositar os

fundamentos para a introducao dos numeros irracionais na aritmética." ([11], pp. 39 - 40)

Como foi referido anteriormente, o conceito de medida foi o conceito bdsico no trata-
mento da proporcionalidade nos Elementos de Euclides. Dedekind, por sua vez, dispensou
este conceito e fundamentou o seu trabalho, sobre a construcao dos nimeros reais, na

nocao de ordenagao.

Com efeito, na construgao do conceito de nimero irracional feita por Dedekind, a
nocao de corte ou secgdo (Schnitt) assume um papel fundamental. Dedekind estabeleceu
que, dado qualquer racional a, era possivel seccionar o conjunto dos niimeros racionais R
em duas classes A; e As de forma que todo o nimero de A; fosse inferior a todo o niimero
de A,, podendo o préprio mimero a ser o maior elemento de A; ou o menor elemento de
As. Considerando esta propriedade como uma defini¢ao, Dedekind introduziu o conceito
de sec¢ao como sendo uma qualquer divisao do conjunto dos nimeros racionais deste tipo,

representando-a por (A, A2) ([10], p. 12).

Dedekind observou que, ja que as sec¢oes produzidas por racionais podemos fazer

corresponder nimeros racionais, fazendo corresponder determinados niimeros as secgoes
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cujas primeira e segunda classes nao possuem, respectivamente, elemento méximo e ele-
mento minimo, obtém-se um conjunto de niimeros que é uma extensao do dominio dos
racionais. Foi exactamente esta a abordagem que Dedekind seguiu, denominando estes
novos nimeros de irracionais.

A toda a secgao ird entao corresponder um determinado niimero, quer ele seja racional
ouirracional. Desta forma, Dedekind alargou o dominio dos niimeros racionais, designando-
o por conjunto dos nimeros reais.

Apesar de Dedekind finalmente encontrar o conjunto que possui a mesma continuidade
da linha recta, algumas objeccoes foram apresentadas ao seu conceito de niimero irracional.

Segundo Lipschitz (1832 - 1903), a teoria de Dedekind nao diferia daquela que havia
sido elaborada pelos gregos acerca das grandezas incomensuraveis, dai que nao se lhe
pudesse atribuir nenhum carécter inovador.

A nocao "intuitiva" de nimero e os Elementos de Euclides, ja aqui referidos, foram a
base do ensino da Matemaética ao longo de um largo periodo de tempo.

As "razoes" de Euclides foram frequentemente classificadas de "nimeros" e aplicando-
lhes as regras do cdlculo com os inteiros, obtiveram-se resultados exactos, sem analisar a
fundo a razao do éxito destes métodos.

Verificamos que Bombelli (1526 - 1572), em meados do século XVI, expoe sobre este
tema, o ponto de vista de que, se entendem-se como pressupostos os resultados do livro
V de Euclides, entao é porque estes sao correctos.

Observou igualmente que, uma vez eleita a unidade de comprimento, existe uma cor-
respondéncia biunivoca entre os comprimentos e as razoes de magnitudes.

Define diversas operagoes algébricas sobre os comprimentos (supondo, desde logo, a
unidade como sendo fixa) e, representando os nimeros mediante comprimentos, obtém a
definigdo geométrica do corpo dos nimeros reais (ponto de vista cujo mérito se atribui a
Descartes) proporcionando, deste modo, a Algebra uma sélida base geométrica.

A contribuicdo de Bombelli para o desenvolvimento da Algebra foi muito importante.

Aproveitando os trabalhos dos seus antecessores, nomeadamente Tartaglia (1500 -
1557) e Cardano (1501 - 1576), Bombelli elaborou a sua Algebra, escrita em italiano e
composta por cinco volumes.

Nesta obra Bombelli expoe, de uma forma sistemadtica, os cdlculos de raizes quadradas
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e ctibicas, envolvendo operacoes com radicais e a resolucao de equacoes de diferentes graus.

Alguns historiadores consideram que o mais inovador nesta obra é o aparecimento
de uma outra espécie de raiz cubica, a que vai permitir generalizar o uso da férmula de
Tartaglia - Cardano' ao caso irredutivel da equacao de 3° grau.

Em Portugal, Pedro Nunes (1502 - 1578) interessou-se por este assunto, dedicando
grande parte do Libro de Algebra en Arithmetica y Geometria a resolucao de equagoes.

Neste trabalho Pedro Nunes revela-se conhecedor das descobertas dos algebristas ital-
ianos supra citados, formulando observacoes pertinentes e até mesmo levantando algumas
objecgdes aos resultados obtidos pela aplica¢ao da regra Tartaglia - Cardano. ([41], 469)

Segundo alguns historiadores, podemos afirmar que no quase meio século decorrido
entre a Ars Magna (1545) de Cardano e a Artem Analyticam Isagoge (1591) de Viete,
nenhum outro tratado ascendeu ao alto nivel deste de Pedro Nunes. ([42], 367)

Como referimos anteriormente, Bombelli representando os nimeros mediante compri-
mentos obteve uma definicao geométrica do corpo dos nimeros reais.

Simon Stevin (1548 - 1620) adopta, da mesma forma, um ponto de vista anédlogo no
que diz respeito ao niimero, que é para ele, aquele mediante o qual denota-se uma medida
de magnitude ([5], pp. 208 - 209).

Para Stevin, o mimero é considerado essencialmente continuo (sem precisar qual o
sentido que atribui & palavra), se bem que, realiza uma distingao entre continuo geométrico
e nimeros geométricos.

A custa de ter sido o primeiro a fazer das fraccées decimais um método de célculo e
propondo para estas uma notacao bastante préxima da actual, dé-se claramente de conta
de que estas fracgoes proporcionam um algoritmo de aproximacao indefinida de todo o
nimero real.

Assim, na obra La disme (1585) Stevin introduziu as fracgdes decimais como parte de
um projecto unificador do sistema de medigdes numa base decimal. ([42], 152)

Ao mesmo tempo, forma-se uma nocao intuitiva muito clara do continuo numeérico,
que nao teria sido demasiado dificil precisd-lo de modo definitivo.

Durante o século XVII o principal objecto de discussao foi a nocao de infinitamente

'Para informagoes adicionais respeitantes ao estudo da ciibica por Tartaglia e Cardano, veja-se [41],

pp- 460 - 465.
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pequeno, que justificada pelos resultados que permitia alcancar, parecia estar em aberta

contradigdo com o Axioma de Arquimedes.

Os matemédticos da época acabaram por adoptar um ponto de vista pouco diferente
do de Bombelli, onde se distingue sobretudo uma maior atencao dedicada aos métodos

rigorosos.

Isaac Barrow (1630 - 1677) ([7], pp. 363 - 365), que teve um papel preponderante na
criacao do Calculo Infinitesimal, expoe, brilhantemente, a necessidade de voltar & Teoria
de Eudoéxio com o objectivo de reencontrar a proverbial certeza geométrica. Por outro lado,
ao definir niimeros como simbolos que designam as razoes de magnitudes, susceptiveis de
se combinarem recorrendo a operagoes da aritmética, obtém o corpo dos nimeros reais
em termos, que depois recorrers igualmente Newton (1642 - 1727) na sua Aritmética, que

nao serao modificados, em nada, pelos seus sucessores até Dedekind e Cantor.

Durante o século XVIII e parte do século XIX muitos cientistas concordavam com a
ideia de que a Matematica era a "Ciéncia da Quantidade". Mas, ao longo do século XIX
a imagem da Matemédtica mudou e com isso a nogao de niimero estendeu-se gradualmente

para além dos seus anteriores limites ([16], 291).

A primeira exposicao publicada sobre a Teoria dos Numeros Irracionais deve-se a
Charles Méray (1835 - 1911). Nos anos de 1968 e de 1969 Méray publicou duas memorias,

fruto de anos de reflexao.

A primeira dessas memorias, intitulada Remarques nouvelles sur les points fondamen-
taur du calcul infinitésimal et sur la théorie du développement des fonctions en séries
esboca a sua doutrina baseada no desenvolvimento das fungoes em séries de Taylor e na
segunda memoria, Remarques sur la nature des quantités définies par la condition de servir

de limites a des variables donnés, o autor apresenta um definicao de nimero irracional.

Posteriormente, o ano de 1872 foi simbolicamente excepcional para o desenvolvimento
da Andlise. Durante esse ano, foram publicadas importantes contribui¢oes para a arit-
metizacao da Anélise, devidas a cinco mateméticos: um francés, H. C. R. Méray, ja aqui
referenciado, e quatro alemaes, Karl Weierstrass (1815 - 1897), H. E. Heine (1821 - 1881),
George Cantor (1845 - 1918) e J. W. R. Dedekind (veja-se, por exemplo, [4], 691).

O trabalho destes matemaéticos, no que se refere & aritmetizacao da andlise, representa

o culminar de meio século de investigacoes, em torno da fundamentagao do conceito de
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funcao e de nimero, que haviam comecgado em 1822 com a Teoria do Calor de Fourier e

com o intuito de reduzir toda a Anélise & Aritmética.

Existiram duas causas principais de insatisfacao durante este intervalo de 50 anos.
Uma residia na consciéncia de que nem todas as séries de senos e co-senos se comportavam
da mesma forma, a outra causa de insatisfacao consistia na auséncia de uma defini¢ao

recisa de "numero real", que constitui o foco principal do conceito de aritmetizacao.
)

Os trabalhos de Dirichlet (1805 - 1859) e de Riemann (1826 — 1866) tornaram abso-
lutamente claro que uma série de Fourrier poderia representar uma funcao descontinua
e consequentemente o Teorema de Cauchy acerca da soma da série de fungoes continuas

deveria ser modificado.

Foi Weierstrass, quando leccionava em Berlim, o primeiro a manifestar preocupacgoes
didéacticas, relacionadas com o desenvolvimento em séries de Fourrier e introduziu uma

distincao cuidadosa entre convergéncia de uma série de niimeros e de uma série de funcgoes.

Identificou, assim, uma propriedade crucial de convergéncia de fungoes, a convergéncia

uniforme num intervalo.

Uma vez que Weierstrass nao publicou muitas das suas ideias, foi através dos trabalhos
dos seus alunos e seguidores que conceitos como o de convergéncia uniforme se tornaram

efectivamente conhecidos.

Um dos seus alunos que retomou o antigo problema da convergéncia das séries de
Fourrier e levantou a questao da unicidade da série trigonométrica que representa uma
determinada funcao foi Cantor.

Ao contrario de Weierstrass e até mesmo de Dedekind, que ao leccionar na escola
Politécnica de Zurique se deu conta da inexisténcia de uma definicao satisfatéria de nimero
irracional, Cantor sentiu necessidade de uma nova abordagem para este conceito, aten-
dendo aos trabalhos que vinha a desenvolver no &mbito da resolucao dos problemas de
convergéncia das séries de Fourrier.

Assim, motivada por preocupagoes didécticas ou por questoes relacionadas com tra-
balhos de investigacao, a realidade é que a preocupacao em encontrar uma definicao de
nuimero irracional que preenchesse as lacunas existentes tornou-se perfeitamente evidente.

Bolzano (1781 - 1848) mostrara-se claramente consciente, em 1817, da necessidade de

rigor na Andlise, no entanto, exerceu uma influéncia muito menor do que a de Cauchy
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(1789 - 1857), cuja Analise continuava ainda fortemente enraizada na intuigao geométrica.

O trabalho de Bolzano evidéncia uma quebra com o estilo do século XVIII apoiado na
intuicao geométrica. Bolzano discordava, de uma forma muito evidenciada, do carécter
intuitivo das demonstracées matemséticas apontando a Légica e a Aritmética como meios

para uma fundamentacao rigorosa da Matematica ([4], pp. 649 - 651).

A procura por uma axiomatizagao conveniente que conferisse o rigor ansiado foi igual-
mente preconizada, anteriormente, pelo matematico portugués José Anastécio da Cunha
(1744 - 1787).

Na sua obra Principios Mathematicos o autor procura apresentar praticamente todos
os conhecimentos matemaéticos basicos para a época, onde revela um rigor e clareza nao
muito comuns. Contudo, os trabalhos de Anastdcio da Cunha bem como como os de
Bolzano alcancaram escasso impacto, talvez devido ao facto de terem sido publicados

longe dos grandes centros culturais da Europa.

Coube a Cauchy, no inicio do seculo XIX, nos anos 20, uma utilizagao sistematica dos
conceitos de continuidade e limite de uma fungao bem como de convergéncia e limite de
uma sucessao, que em muito contribuiram para o desenvolvimento do conceito de niimero

real.

Cauchy considerou os nimeros irracionais como limites de sucessdes fundamentais,

actualmente denominadas de sucessoes de Cauchy.

Uma sucess@o (a,), . de nimeros racionais diz-se fundamental se, dado um nimero

neN

e > 0 arbitrario, se tiver |a, — ax| < €, para todo o n e k tais que n, k > p, para algum p.

Cauchy nao se apercebeu que s6 podia assegurar este resultado se tivesse sido anteci-
padamente provado que toda a sucessio fundamental possuia limite (Completude). Este
aspecto foi posteriormente explorado por diversos matemaéticos.

Embora existissem predecessores de Cauchy na apresentacao de uma primeira definigao
de convergéncia de uma série, a verdade é que a sua definicao, acompanhada de um critério
¢ a que ainda ¢ usada actualmente. ([26], p. 711)

Com o intuito de clarificar esta defini¢ao, Cauchy estabeleceu o denominado Critério
de Convergéncia de Cauchy.

Entre os seus predecessores, destacamos Anastacio da Cunha, pois além de ter efecti-

vamente lancado os alicerces desta definicao, utilizou-a no estudo da convergéncia de uma
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série geométrica, na sua obra Principios Mathematicos, como veremos mais adiante.

Todos os trabalhos aqui focados permitiram uma crescente conscencializacao da neces-
sidade de rigor na Anadlise e consequentemente de uma definicao consistente do conceito
de niimero real.

Deu-se, entao, inicio & aritmetizagao da Anélise, conduzida por vultos, ja aqui referi-
dos, como Weierstrass e Dedekind, que tinham como objectivo, uma total caracterizacao
do conceito de niimero real.

Weierstrass deu-se de conta que, com o intuito de separar a Andlise da Geometria,
era necessario apresentar uma definicao de nimero irracional independente do conceito
de limite.

A introducao do curso de Weierstrass Introducao a Teoria das Fungoes Analiticas,
redigida por Hurwitz (1859 - 1919) relativo ao ano de 1878, ¢é iniciada com a nogao de
nimero cuja ideia de ser um agregado de unidades ¢ a mesma que podemos encontrar no
livro VII dos FElementos de Euclides. Com efeito, em Hurwitz, encontramos a seguinte

definigao:

"O conceito de nimero surge através da reuniao mental de coisas, nas quais
se descobriu uma caracteristica comum, especialmente de coisas mentalmente
idénticas. Designamos essa coisa como a unidade do nimero." (veja-se [24],

pp. 1, 6 e 8 - cit. in [14], pp. 96, 98 e 100)

Sao ainda utilizadas as designacoes de nimero usual, nimero inteiro e nimero inteiro
usual para se referir aos nimeros inteiros positivos.

A construcao do conjunto dos nimeros racionais positivos assenta sobre o conceito de
parte exacta da unidade que corresponde a um nimero fraccionario positivo da forma %

Combinacoes lineares finitas de coeficientes inteiros positivos destas partes exactas da
unidade definem os nimeros usuais mistos, ou seja, 0s NUMeros racionais Positivos.

Uma parte exacta da unidade, %, é¢ um elemento dos quais existe a no elemento
principal, a unidade. Um nidmero complexo composto (agregado de ntimeros de difer-
entes unidades) destes novos elementos e da unidade principal serd entdo uma grandeza
numérica.

Uma grandeza numérica pode conter quer uma quantidade finita, quer uma quantidade

infinita de elementos.
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A identificagdo entre grandezas com um nimero finito de elementos e os nimeros
racionais positivos é bem clara na redac¢ao que Thieme (1780 - 1860) faz do curso Capi-
tulos Seleccionados da Teoria das Fungoes Analiticas, leccionado por Weierstrass no ano

de 1886.

Em todo o caso, devemos ter em conta que a terminologia grandeza numérica racional
refere-se quer a um racional positivo, quer a um racional negativo, contrariamente &

redaccao de Hurwitz, onde apenas sao considerados inicialmente nimeros positivos.

O conceito de grandeza numérica revela-se fundamental na construgao do conjunto

dos niimeros racionais, bem como para a construcao do niimero irracional.

Um dos pontos fundamentais para a construgao do conceito de nimero real é esta-
belecer uma forma que nos permita distinguir os nimeros racionais dos que nao o sao,
os numeros irracionais. A maneira como Weierstrass definiu, de uma forma puramente
aritmética estes dois tipos de nimeros estd bastante implicita na redaccao de Thieme |,

anteriormente referida.

O conceito mais geral de niimero que apresentamos até ao momento foi o de nimero
usual misto, correspondente a um racional positivo, e que coincide com uma grandeza
numérica composta por uma quantidade finita de elementos. No entanto, as grandezas
numeéricas podem conter igualmente uma infinidade de elementos e é observando que exis-
tem grandezas deste 1ltimo tipo, que nao sao equivalentes a nenhum racional, que Weier-
strass conclui que o conjunto dos niimeros nao fica completo com os nimeros racionais,

razao pela qual surge a necessidade de criar novos niimeros.

A tinicas grandezas numéricas que podemos de alguma forma comparar sao aquelas que
possuem um valor finito. Weierstrass denomina de nimeros finitos estas grandezas que
correspondem exactamente a todos os niimeros reais positivos. Weierstrass desenvolve
as leis aritméticas relativamente a estas identidades e, com a introducao de elementos
oposto, esta dlgebra é estendida aos niimeros reais negativos, ficando completo o conjunto

dos reais.

As construgoes de niimeros reais elaboradas por Weierstrass e Dedekind pareciam fun-
cionar na pratica matemadtica, no entanto, existiram alguns matematicos que procuraram
reformulé-las. Exemplo disso foram os trabalhos levados a cabo pelos matematicos Got-

tlob Frege (1848 - 1925) e Giuseppe Peano (1858 - 1932), que, na tentativa de encontrar
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certezas absolutas, consideraram que todos os conceitos e teoremas aritméticos deveriam

ser reduzidos a teoremas e conceitos 1égicos.

Ambos estes matematicos procuraram estabelecer uma caracterizagdo do conjunto
dos nidmeros naturais, com base em principios, ou axiomas de modo que este conjunto de
axiomas constituia uma verdadeira definicao do que se deve entender por esse conjunto

de nimeros.

Frege tomou os Fundamentos da Matemadtica com grande seriedade e em 1884 publicou
um pequeno tratado, intitulado Die Grundlagen der Arithmetik, contendo uma definicao
para os nimeros inteiros positivos, numa base puramente légica. Esta definicao ocupou e

fascinou filésofos da data.

Por um longo periodo, o objectivo principal de Frege foi o de depositar os fundamentos
de toda a Aritmética por meios puramente 16gicos ([7], pp. 618 e 619). Este objectivo
estava claramente em oposigdo com a abordagem formal de Thomae (1840 - 1920), que
via a Aritmética como um jogo de sinais, aos quais foram atribuidas regras operatorias
que nao sao arbitrarias, tais que através de axiomas os nimeros podem ser relaccionados

com muitos e diferentes campos.

Nao muito surpreendentemente Frege comecgou a atacar as publicagoes de Thomae em

conferéncias e artigos.

Frege apresentou uma critica detalhada a maioria das tentativas anteriores de con-
strucao dos nimeros reais de uma forma rigorosa, bem como, alguns resultados prelim-
inares da sua proépria teoria, no entanto, nao atingiu o seu grande objectivo de construir

uma teoria légica dos niimeros reais.

Para além das suas observacoes criticas acerca das ideias sobre a teoria dos simbolos
de autores como Heine (1821 - 1881) e Thomae, enfatizou um assunto que preocupou
igualmente a visoes de Dedekind e Weierstrass: Como é que podemos ter a certeza, em
todas estas construcoes, que 0s novos conceitos ou regras introduzidos nao nos levam a con-
tradigoes, violando o critério minimamente aceitavel pela maioria dos conceitos matemdati-
cos?

Frege tentou resistir ao fim da ciéncia da quantidade, rejeitando todas as tentativas
de reduzir a andlise & aritmética dos inteiros, apoiando-se na visao tradicional de que os

nimeros reais deveriam ser concebidos como razoes de quantidades, que ele nao queria
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que fossem introduzidas por meios geométricos.

Para Frege, somente uma caracterizacao geral do conceito de quantidade iria realcar
a natureza logica da aritmética dos reais. As iltimas secgoes do segundo volume do seu
livro Fundamental Laws, contém a sua tentativa de criar uma definicao puramente légica

da nocao de quantidade, similar & sua definicao de niimeros.

O matemadtico e filésofo Russel (1872 - 1970) escreveu-lhe uma carta onde o informava
que o seu sistema légico permitia definir um conceito paradoxal para o qual nao existia
nenhum dominio de objectos que lhe estivesse englobado.

Frege publicou, ele préprio, este paradoxo no segundo volume do seu Grundgesetze

der Arithmetik.

Apés algumas tentativas falhadas de tornar o seu sistema consistente, sentiu-se com-

pelido a desistir do seu programa logicista, especialmente no fim da sua carreira.

Alguns anos antes da controvérsia entre Frege e Thomae, Cantor iniciou uma nova
teoria, a Teoria dos Conjuntos Transfinitos, que agitou todo o debate sobre os Fundamen-

tos.

No inicio do século XX, a Teoria dos Conjuntos de Cantor desenvolveu-se como sendo
a melhor promessa para atingir um novo consenso sobre os Fundamentos da Andlise e até

da Matemaética.

A construgao da Teoria dos Conjuntos Transfinitos de Cantor deverd ser colocada no
contexto do final da ciéncia da quantidade pois procurou clarificar o conceito de continuo.
Cantor propds uma forma puramente aritmética da definicao de continuo e forneceu uma
descricao precisa da sua cardinalidade ([5], pp. 597 - 609).

A ideia de reduzir a Matematica & Teoria dos Conjuntos continuou controversa e as
ideias de Cantor sobre os conjuntos transfinitos teve uma lenta recepc¢ao, exemplo disso
manifesta-se no cepticismo de Kronecker (1823 - 1891) em aceitar algo além dos nimeros
racionais ([7], pp. 584 - 597)

A Teoria dos Conjuntos reduzia a "arvore majestosa" da Matematica Classica a simples
relacao de um elemento pertencer a um conjunto. Nesse sentido, a Matemaética deixava
de ser a ciéncia da quantidade para ser a ciéncia do € ([16], p. 311).

Por volta de 1900, quando as ideias de Cantor comecaram a ser aceites, uma série

de inesperadas contradigoes foram descobertas na Teoria dos Conjuntos. Curiosamente,
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estas contradigoes foram denominadas de paradoxos e foram encaradas como algo mais

do que particularidades matematicas.

Surgiram muitos paradoxos que levantaram duvidas acerca da Teoria dos Conjuntos
([7], pp. 611 - 635), no entanto, Cantor considerava que as defini¢goes dos conjuntos
deveriam ser suficientemente consistentes para lhes fazer frente. Hilbert (1862 - 1943)

considerou esta reaccao aos paradoxos como tecnicamente vaga e nao muito satisfatéria.

Em 1902, Bertrand Russel apresentou um paradoxo no qual a definicao de conjunto,
de Cantor, pareceu conduzir a uma contradicao. A simplicidade deste paradoxo abalou

os fundamentos da Légica e da Matematica.

O mais notério paradoxo apareceu nos Principios da Matemdtica de Russel, publicado
em 1903. No entanto, antes de examinarmos este paradoxo observemos que alguns con-
juntos sao membros deles préprios e outros nao o sao. Por exemplo, o conjunto de todas
as ideias abstractas, ¢ uma ideia abstracta, mas o conjunto de todas as estrelas nao é uma

estrela. Com efeito, a maioria dos conjuntos nao é elemento deles préprios.

Partindo desta ideia, podemos formular o paradoxo de Russel, de uma forma muito

simples, usando as nocoes de conjunto e de elemento.

Se aceitarmos de uma forma ingénua o ponto de vista de Cantor no qual toda a
condicao determina um conjunto, entao é obviamente possivel considerar o conjunto de
todos os conjuntos que possuem a propriedade de nao serem elementos deles préprios, isto
é, o conjunto S = {A: A ¢ um conjunto e A ¢ A}.

S ¢ ele préprio um conjunto, entao pelo principio do terceiro excluido, que diz-nos
que toda a proposi¢ao ou é verdadeira ou é falsa, ou S € S ou S ¢ S é uma afirmagao
verdadeira. No entanto, qualquer um dos dois casos conduz-nos a uma contradicao. Pois
se S € S entdao S devera ser um dos conjuntos A descritos na condigao, logo, S ¢ S,
o que ¢é impossivel. Por outro lado, se S ¢ S entdo S satisfaz a propriedade pela qual
determina-se quais os conjuntos que sao elementos de S, assim S € S, o que é igualmente
impossivel.

Uma vez que ambos os casos conduziram a uma contradicao, temos claramente o

paradoxo.

O paradoxo de Russel nao foi o primeiro paradoxo relativo a Teoria dos Conjuntos.

O primeiro dos paradoxos, baseado na consideracao de conjunto de todos os nimeros



Acerca dos Fundamentos da Matemética 17

ordinais, foi publicado em 1897 pelo matemético italiano Burali-Forti (1861 - 1931). Pos-
teriormente, em 1899, o préprio Cantor deparou-se com um paradoxo relacionado com
a sua teoria dos nimeros cardinais. Este estava relacionado com um seu Teorema que
afirmava que, para qualquer conjunto A, o seu conjunto poténcia possuia um nimero
cardinal superior ao do conjunto A. Notemos que, o conjunto poténcia de A, P(A), é o

conjunto de todos os subconjuntos de A.

O Teorema de Cantor nao s6 respondia & questao de que para qualquer niimero cardinal
existe um outro superior a ele, como também, apresentava um meio para construir uma

sucessao crescente de nimeros cardinais transfinitos.

O paradoxo levanta-se quando consideramos o mais compreensivel de todos os conjun-
tos, o conjunto U que contém todos os conjuntos. Pelo Teorema de Cantor #(P(U)) >
#U. Uma vez que, U é o conjunto de todos os conjuntos, e P(U) é um conjunto, entao
P(U) esté contido em U, donde #(P(U)) < #U, o que é uma contradigao.

No seu desenvolvimento original da Teoria dos Conjuntos, Cantor baseou-se na intu-
icao, mais do que em qualquer conjunto de axiomas, para decidir quais os objectos que
seriam conjuntos. A primeira bem sucedida axiomatizacao da Teoria dos Conjuntos foi

publicada pelo matemético alemao Zermelo (1871 - 1953) em 1908.

Um axioma de Zermelo que apresenta particular interesse é o Axioma da Escolha,
referindo que, para qualquer coleccao de conjuntos nao vazios disjuntos é possivel escolher

exactamente um elemento de cada um dos conjuntos e assim formar um novo conjunto.

A ideia de efectuar infinitamente muitas escolhas nao era uma ideia nova, pois, por
exemplo, em 1883, o préprio Cantor tinha inconscientemente aplicado o Axioma da Es-

colha.

Devido & auséncia de uma prova da consisténcia deste axioma, a proposta de Zer-
melo de axiomatizacao da Teoria dos Conjuntos nao foi imediatamente aceite por muitos
matemadticos, contudo esta axiomatizagao constituiu um ponto de partida para funda-

mentacoes axiomdticas das teorias dos conjuntos que surgiram posteriormente.

Outro grande pioneiro do estudo dos Fundamentos da Matemaética foi o alemao David
Hilbert. O seu interesse pelos fundamentos relacciona-se com as suas investigagoes em
Geometria que datam da iltima década do século XIX. A sua obra Grundlagen der Ge-

ometrie, apresenta uma rigorosa axiomatizacao da Geometria elementar evitando qualquer
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tipo de apelo & intuicao.

Com efeito, em 1898 Hilbert abandonou o seu interesse pela Teoria dos Numeros
Algébricos, com o intuito de trabalhar numa série de cursos onde apresentava um de-
senvolvimento postulacional da geometria euclideana. Estes trabalhos foram editados na
forma do livro ja aqui referido, Grundlagen der Geometrie, considerado "a seguir aos El-

ementos (...) o segundo trabalho mais influente escrito sobre geometria elementar." ([7],

p. 579)

Hilbert iniciou este cldssico com as seguintes palavras: "Imaginemos trés sistemas

diferentes de objectos". ([23], p. 1)

Os "objectos" por ele enunciados tratavam-se de pontos, rectas e planos, e estavam
ligados por trés tipos de relacoes, as quais Hilbert escolheu indicar por incidéncia, ordem
e congruéncia. Efectivamente, os 21 axiomas do seu tratado dividiam-se em 5 grupos:

incidéncia, ordem, congruéncia, paralelismo e continuidade.

O nimero de axiomas pode parecer invulgarmente grande quando comparado com
outros tratados, com efeito, dois desses axiomas foram posteriormente provados serem
equivalentes, de modo que, na formulacao inicial, este conjunto de axiomas nao era um

conjunto independente.

Hilbert foi o principal responsavel por estabelecer o ponto de vista de que um sistema,

de axiomas pode ser consistente ([7], p. 580).

Fuclides acreditava que os axiomas representavam verdades evidentes, derivadas das
experiéncias, no entanto, para Hilbert estes eram as regras bdsicas a partir das quais
poderiamos avancar para consequéncias logicas. Assim sendo, Hilbert nao deixava lugar

para a realidade fisica na sua ordem de ideias.

Enquanto a geometria euclideana foi considerada como um "catédlogo de verdades"
([7], p- 580) acerca do mundo fisico, a questao da consisténcia nao se levantou, contudo,
ao interpretar um ponto como um par ordenado de nimeros reais e uma recta como
uma equacao linear, Hilbert construiu, em 1904, um modelo para a geometria euclideana
baseado no dominio da Aritmética, reduzindo, assim, os seus esforcos na tentativa de

provar a consisténcia da prépria Aritmética.

As ideias de Hilbert enfrentaram um considerdvel cepticismo, nomeadamente com

o artigo de Kurt Godel (1906, 1978) Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia
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Mathematica und Verwander Systeme® ([42], p. 323)

O trabalho de Godel assume particular importancia na medida em que mostrou que
no caso em que um sistema aritmético S nao apresenta contradicoes, esta imunidade as
contradicoes nao pode ser provada dentro dos meios desse sistema.

Traduzindo por outras palavras, num qualquer sistema axiomético existem proposicoes
que nao podem ser provadas, ou refutadas, recorrendo aos axiomas desse sistema. Em
particular, a consisténcia dos axiomas nao poderd ser provada.

O artigo de Godel, tratando da completude, decibilidade e consisténcia dos axiomas,
abriu assim um novo periodo nos trabalhos sobre as questoes dos fundamentos, abalando
as tentativas de estabelecer um sistema de axiomas que colocassem toda a matematica
numa base axiomaética.

Outra das obras abaladas pelos trabalhos de Godel foram os Principia Mathematica
(1910 - 1913) escritos por Bertrand Russel e Alfred Whitehead (1981 - 1947).

Esta obra assume particular importancia na medida em que:

"representa o auge de um programa denominado de logicismo, que diferia do
formalismo de Hilbert na sua tentativa de construir toda a matematica através
da dedugao légica a partir de um pequeno nimero de conceitos e principios de

natureza puramente légica." ([42], p. 323)

Tal como a abordagem de Hilbert, a de Russel e Whitehead fracassou no seu propésito

fundamental, embora a sua contribuigao para a logica tenha sido consideravel.

2Sobre as proposicdes formalmente indecidiveis dos Principia Mathematica e sistema afins.
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Capitulo 2

José Anastacio da Cunha

2.1 Vida e Obra

Um dos Matematicos Portugueses mais importantes de século XVIII foi, com efeito,
José Anastédcio da Cunha. Podemos afirmar que Cunha era um seguidor dos principios do
Célculo baseados na noc¢ao de limite, visao essa protagonizada por vultos como Newton
e d’Alembert (1717 - 1783), no entanto, este matemdtico portugués "apresentou a sua
proépria defini¢do de infinitésimo" ([12], p. 1).

Em 1772 uma importante reforma foi levada a cabo na Universidade de Coimbra,
constituindo uma tentativa de modernizar a Educagao Portuguesa. Esta reforma, levada
a cabo pelo Marqués de Pombal, levou a uma substituicao dos antigos estatutos, levando
a criacao de duas novas faculdades: a de Filosofia e a de Matemética.

Assistiu-se pela primeira vez, em Portugal, a criacao de uma Faculdade de Matemética
onde, igualmente pela primeira vez, introduziu-se o ensino do Célculo Integral e Diferen-
cial.

O livro de texto adoptado para o ensino do Célculo foi o segundo volume dos Elements
de Analyse, do entdo popular escritor de livros de texto Etienne Bezout (1739-1783).
O seu Cours de Mathématiques, composto por seis volumes, foi originalmente escrito
para a Escola Naval Francesa onde leccionou. Os dois primeiros volumes, respeitantes a
Analise, foram traduzidos para Portugués com o intuito de serem utilizados pelos alunos
da Faculdade de Matematica de Coimbra, sendo o segundo volume o primeiro livro de

Célculo publicado em Portugal.
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Na ultima década do século XVIII os mateméticos portugueses mostraram-se forte-
mente interessados em discutir os principios fundamentais do Célculo. Exemplos de tra-
balhos sobre esse assunto foram: os quatro trabalhos desenvolvidos por José Anastécio
da Cunha, um levado a cabo por Anastdcio Joaquim Rodrigues ( ? - 1818) e dois por
Francisco Gargao Stockler (1759 - 1829) ([12], p. 16).

Ao mesmo tempo, mais precisamente em 1798, foram igualmente traduzidos dois im-
portantes livros: Théorie des Fonctions Analytiques de Lagrange (1736 - 1813) e Réflexions
sur la Métaphysique du Calcul Infinitésimal de Carnot (1753 - 1823). Atendendo ao facto
de que ambas as edigoes originais destes livros foram publicadas apenas um ano antes,
em 1797, podemos indubitavelmente constatar o interesse manifestado pelos matematicos
portugueses no que diz respeito a este assunto.

Como jé havia sido referido anteriormente, um dos matematicos portugueses do século
XVIIT que desempenhou um papel preponderante na Fundamentacao do Cédlculo em Por-
tugal foi, sem sombra de dividas, José Anastédcio da Cunha.

Nascido a 11 de Maio de 1744 em Lisboa, proveniente de uma familia humilde, foi
educado pelos padres da Congregacao do Oratério na Casa das Necessidades. Nessa
instituicao era, na época, levado a cabo um processo inovador de acgao pedagégica. Com
efeito, Cunha declarou, anos mais tarde, ter aprendido Matematica e Fisica por sua
prépria conta, naquela instituicao.

Cunha passou aproximadamente 10 anos no exército, onde ocupou um lugar de tenente,
no Regimento de Artilharia do Porto, aquartelado em Valenca do Minho, tendo adquirido
nessa altura a reputacao de ser um notavel matematico.

A 5 de Outubro de 1773 o Marqués de Pombal escreveu ao Reitor da Universidade
de Coimbra, D. Francisco de Lemos, indicando o nome do Tenente de Artilharia José
Anastdcio da Cunha, para a cadeira de Geometria.

Pombal afirma:

"As incomodidades, que hé sete semanas me tiveram impedido, nao per-
mitiram que eu desse a Vossa Exceléncia completa nocao do Professor José
Anastdcio da Cunha, que até agora serviu de Tenente na Companhia de
Bombeiros do Regimento da Praga de Valenca do Minho. O dito militar é

tao eminente na Ciéncia Matemadtica, que tendo-o eu destinado a ir & Ale-
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manha aperfeicoar-se com o Marechal General, que me tinha pedido dois, ou
trés mogos Portugueses para os fazer completos, me requereu o Tenente Gen-
eral Francisco Maclean, que nao o mandasse, porque ele sabia mais que a maior
parte dos Marechais dos Exércitos de Franca, de Inglaterra, e da Alemanha;
e que é um daqueles homens raros, que nas Nacoes cultas costumam aparecer

M ([] - cit. in [33], p. 2)

Anastécio da Cunha foi entao para Coimbra, onde leccionou na recém criada faculdade
de Matemaética, contudo, tal nao aconteceu por muito tempo.

Com efeito, Anastédcio da Cunha apenas leccionou nos anos lectivos de 1773 a 1778,
como lente da cadeira de Geometria.

As concepgoes pedagdégicas adoptadas por Anastédcio da Cunha eram invulgares para
a época e, em vez de repetir literalmente o que estava nos livros adoptados, procurou,
indo de encontro com os Estatutos da instituicao, fomentar uma préatica de ensino onde
os alunos se conscencializavam dos aspectos mais peculiares do que pretendia transmitir,
procurando que estes ultrapassassem as suas dificuldades.

E o préprio Matemético que afirma o seguinte:

"Expunha o objecto das proposicoes, a sua conexao e dependencia, o artificio
com que Euclides consegue quasi sempre unir a facilidade ao rigor geométrico,
e d’este procurava dar aos estudantes o conhecimento necessdrio. Nao me
demorava em ler ou repetir litteralmente (como os meus companheiros costu-
mavam) as proposi¢oes que por faceis nem carecem de explica¢ao, nem a ad-
mittem, sé para poder empregar tempo sufficiente em indicar aos estudantes
as verdadeiras dificuldades da licao, e facilitar-lh’as quanto as minhas tenues

forcas o permittiam."*

Em 1777, com a morte de D. José, o Marqués de Pombal caiu em desgraca e os sectores
sociais e politicos por ele reprimidos, rapidamente foram reabilitados. Assiste-se, entao,
a reactivagao da Inquisicao, que nao tardou em considerar inconveniente certas praticas

de Anastacio da Cunha, considerado na altura como sendo um livre-pensador.

'Tn Questdo entre José Anasticio da Cunha e José Monteiro da Rocha, por Anténio José Teixeira,

publicado nos volumes 38 e 39 (1890/91/92) de O Instituto, Coimbra - cit. in [43], p. 69.
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Denunciado a Inquisicao por vérios antigos colegas e conhecidos, Cunha foi preso. A
sentenca foi lida em piblico, num auto de fé realizado em Lisboa a 11 de Outubro do
mesmo ano, sendo condenado a trés anos de reclusdo (na mesma Casa das Necessidades
da Congregagao do Oratério onde havia estudado) seguidos de quatro anos de degredo
em Evora. Foi igualmente proibido de entrar em Coimbra e Valenca.

A 23 de Janeiro de 1781, a seu pedido, foi-lhe perdoado o resto da pena. Nessa altura,
assumiu fungoes de professor de Matematica na Casa Pia, onde pode entao resumir um
livro que vinha a escrever durante alguns anos e que foi publicado em 1782 os Principios

Mathematicos.

2.2 Principios Mathematicos

Em 1773, o ensino na Universidade de Coimbra, de parte da cadeira de Geometria
deveria ser feito tendo por base a tradugdo dos Elementos de Trigonometria e Algebra,
de Bezout, feita por José Monteiro Rocha. No entanto, José Anastdcio da Cunha, con-
siderando que aquela tradugao revelava-se longa e complicada, substituiu-a por outra, por
si elaborada, que ocupava apenas uma folha.

Nao obstante este facto, apresentou, a 20 de Abril de 1776, um Compéndio de Ellemen-
tos Prdticos de Geometria, considerando que este trabalho consistia num método mais
breve e acessivel para os estudantes aprenderem.

O Compéndio seria entao examinado pelos outros professores, contudo, nunca mais
dele houve noticia. Tratar-se-ia, acredita-se, dos primeiros capitulos dos seus Principios
Mathematicos.

A 20 de Junho de 1778, a inquisi¢ao ordenou que a prisao de José Anastédcio da Cunha
se efectuasse e, apos ter sido forcado a um retiro de trés anos na congregacao do oratoério,
logrou obter que o degredo para Evora fosse transformado em residéncia obrigatéria, junto
dos seus amigos oratonianos, o que ocorreu em 1781.

Os seis anos que lhe restaram de vida, foram empregues a ensinar na Casa Pia e a
ultimar a sua obra Principios Mathematicos, em que trabalhava havia anos e que seria de
publicagao péstuma (1790) ([3], p. 18).

Apés a sua morte, assiste-se a um propdsito comum, por parte dos seus amigos, em



Principios Mathematicos 25

procurar que José Anastdcio da Cunha venha a ocupar o lugar de relevo que merece na
Histéria da Matemdtica. Exemplo deste facto, é o extracto seguinte, escrito 26 anos ap6s

a sua morte:

"O longo siléncio em que foi sepultada huma obra [os Principios Mathematicos|
que tanta honra faz a nossa nacao, foi em todo este longo intervalo cauza de
huma viva dor, e hum estimulo para os numerosos amigos, que o author deixou
tam saudosos da sua memoria, como dezejosos de segurar-lhe aquella honra

Literaria, que tao aturado esquecimento ameacava roubar-lhe.

Unirao-se todos os amigos do author em hum projecto, que parecia a primeira
vista singular, mas que realizado como ja se acha pelo zelo e intelligencia de
hum d’elles, Joao Manuel Abreo, prehencheo os votos de todos."( [31], pp. 535
- 536 - cit. in [3], p. 59)

Pode-se considerar José Anastédcio da Cunha como um dos precursores da reforma da
Analise Matematica, realizada no século seguinte, tendo em conta, nao sé os seus largos
conhecimentos matematicos mas, e mais do que tudo, o seu esfor¢co consciente em evitar
lacunas nos seus raciocinios, notando-se, contudo, erros que talvez possamos denominar
de relativos, atendendo & Matematica conhecida na época.

A obra, supra citada, de José Anasticio da Cunha, consiste numa sequéncia bem
articulada de axiomas, defini¢oes, proposicoes e demonstragoes, com uma fundamentagao
l6gico-dedutiva notdvel e com preocupacoes de rigor impares no século das luzes.

O nosso objectivo, nesta seccao, serd o de procurar evidenciar os mais importantes
contributos deixados por este matematico, no ambito do posterior desenvolvimento da
Anélise Infinitesimal, a saber: uma nova teoria sobre a funcao exponencial a’, como soma
de uma série de poténcias convergentes, a introducao da defini¢ao de diferencial de uma
funcao real de varidvel real e finalmente a apresentacao da primeira defini¢ao rigorosa de
comvergéncia de uma série, antecipando-se aos trabalhos desenvolvidos por Bolzano e por
Cauchy.

Procuraremos igualmente esbogar como é que José Anastdcio da Cunha abordava o
conceito de mimero, nomeadamente o conceito de niimero irracional que, como podemos

constatar, ainda nao nos é dado a conhecer de uma forma clara, por este matemaético.
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No que diz respeito ao tratamento propiciado por José Anastécio da Cunha a definicao
dos niimeros naturais, podemos constatar que o autor é muito criterioso. Com efeito,

temos:

Definicao I, Livro IV: "Este caracter 1, ou a palavra hum, ou a palavra
unidade, denota a grandeza que se escolhe para por ella determinar alguma
outra, averiguando, ou ponderando quantas vezes huma delas contém algum

submultiplice da outra." (][9], p. 28)

A construcao dos niimeros naturais é feita tendo subjacente o Principio de Indugao,

como podemos constatar em:

Definicao IX, Livro IV: "Este caracter 2, ou a palavra dois, significa o
mesmo que esta expressao 1 4 1; 3, ou a palavra trés, significa 2 + 1; 4, ou a
palavra quatro, 3 + 1; 5, ou cinco, 4 + 1; 6, ou seis, 5+ 1; 7, ou sete, 6 + 1; 8,
ou oito, 7+ 1; 9, ou nove, 8 4+ 1. Este caracter 0, que se chama cifra, ou zero

equivale & palavra, nada.

Escritos véarios caracteres destes sem intervallo, e da direita para a es-
querda, vale cada hum no lugar, que occupa a decima parte do que valeria no
lugar immediato da esquerda: e o lugar, em que o caracter vale sémente o que

o seu nome indica, marca-se com uma virgula & direita.(...)

Para facilitar a pronunciacao dos numeros, que constao de muitos carac-
teres, em vez de mil vezes mil, diz-se conto, ou milhao; em vez de milhar de

milhao, diz-se billido (...); e assim por diante." ([9], p. 30)

Curiosamente podemos estabelecer um paralelo entre a definicao axiomatica dos niimeros
naturais, apresentada por Anastdcio da Cunha, e a axiomdtica de Peano (1858 - 1932),
publicada posteriormente em 1889, no seu livro Principes de l’arithmétique.

No paragrafo 1 desta obra, Peano introduz, além de um conjunto de simbolos que lhe
serao lteis na sua exposi¢ao, nove axiomas sobre os quais assenta, segundo ele, toda a

Aritmética.
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Peano afirma que os axiomas 2, 3, 4 e 5 nao sao indispensaveis. Os outros cinco,
denominados de axiomas de Peano, enunciam-se da seguinte forma, sendo S a funcao que
corresponde ao conceito de sucessor de um niimero natural, ou seja, a funcao que a cada

natural a, faz corresponder a + 1:

1) N é um conjunto;

\)

)

)1e

3) S é uma aplicagao injectiva de N em N;
)

4) 1 nao é sucessor de nenhum ntimero;

5) Todo o subconjunto A de N que contém 1 e S (A), coincide com N (Principio

da Inducdo Completa).

A partir destes axiomas Peano definiu, nos pardgrafos de 1 a 7, da supra citada obra,
as operacoes usuais da Aritmética.

O caracter axiomaético, revelado por Anastéacio da Cunha nao é com certeza comum
ao século em que se insere, conferindo-lhe assim extrema particularidade.

Outro aspecto que merece ser realcado é a forte influéncia que os Elementos de Ge-
ometria de Euclides parecem ainda oferecer nesta obra de Anastdcio da Cunha. Exemplo

disso ¢é a definicao de fraccao que tem subjacente a nocao de razdo.

Definigao IV, Livro I'V:"Dividir huma grandeza por outra do mesmo genero,
he achar a razao, que a primeira tem para a segunda. E dividir uma grandeza
por hum numero, he achar outra grandeza, que seja consequente daquela,

sendo o numero razao. (...)

Os Mathematicos tambem chamao fraccao a todo o quociente, que assim
achao indicado; e entao o dividendo chama-se numerador, e o divisor denom-

inador." ([9], p. 28)

Como foi referido esta Definicao tem por base a nogao de razao presente na:

Definicao III, Livro IV:"O numero, que he para a unidade como huma

grandeza antecedente para outra consequente, chama-se razao da antecedente
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para a consequente, ou razao que a antecedente tem para a consequente, ou

razao em que a antecedente, e a consequente estao." ([9], p. 28)

As operagoes aritméticas com ntimeros escritos conforme a defini¢ao IX do livro IV, e

entre nimeros e grandezas sao apresentadas sob a forma de Proposigoes, sendo:

Proposigao I, Livro I'V: "Dados varios numeros escritos conforme a Definicao
IX, deste livro IV, sommalos: isto he, achar hum numero igual a elles todos

juntos." ([9], p. 31)

O autor apresenta um Coroldrio que permite verificar a veracidade do resultado obtido

por esta operacao.

Coroldrio 2 da Proposicao II, Livro IV: "Occorre facilmente hum meio
de examinar se na operagao se cometteu algum erro; e he sommar o numero

menor com a differenca, porque deve resultar o maior." ([9], p. 34)
Na pédgina anterior encontramos a definicao de subtracgao, expressa nos seguintes
moldes:

Proposicgao I1, Livro I'V: "Dados dois numeros escritos conforme a Definicao
IX deste livro IV, subtrahir hum do outro, isto he, encontrar o excesso que o
maior leva ao menor."

Relativamente a esta proposicao o autor especifica que:

Corolédrio 3 da Proposicao II, Livro I'V: "A subtraccao pode servir por

varios modos para examinar a operacao de sommar: e eisaqui hum."

A multiplicacao e a divisao sao assim apresentadas:

Proposicao IV, Livro I'V: "Dados dois numeros escritos conforme a Definigao

IX deste livro IV, multiplicar hum pelo outro." ([9], p. 35)

Proposicao XVI, Livro IV: "Dados dois numeros escritos conforme a

Definicao IX deste livro IV, dividir hum pelo outro." ([9], p. 41)
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Notemos ainda que sempre que é apresentada uma operacao, esta vem acompanhada
de uma respectiva exemplificagdo com nidmeros naturais ou com nimeros decimais, para
uma melhor compreensao da mesma.

Ao longo deste Livro IV, é apresentado todo um conjunto de propriedades das regras
operatdérias atrds descritas, para os nimeros que foram definidos. Estas propriedades sao
descritas em termos de definicbes e proposicoes e através delas conseguimos identificar
que o autor, embora sem manifestar essa pretensao, identifica e prova as propriedades de
um Corpo.

Procuraremos desvendar algumas dessas propriedades que muitas vezes encontram-se
camufladas em coroldrios, sob uma linguagem nao muito evidente.

A Ezisténcia de Elemento Neutro e de Elemento Simétrico para a adicao estd subja-
cente no inicio de Livro VIII quando o autor especifica que existem grandezas que por
serem precedidas do sinal + denominam-se addictivas ou positivas ou ainda affirmativas.
Em contrapartida, as grandezas que sao precedidas do sinal — sao as subtractivas ou
defectivas.

José Anastdcio da Cunha define que duas grandezas contrarias entre si, sao aquelas
em que "huma he affirmativa, e a outra negativa". ([9], p. 101)

Notemos que quando o autor definiu as grandezas precedidas do sinal — nao utilizou
a palavra negativa mas subentende-se estar-se a tratar de uma grandeza de tal natureza.

Na suposicao seguinte o autor mostra como operar com estes dois tipos de grandezas

e 0 que acontece no caso delas serem iguais e contrarias.

Supposicao III, Livro VIII: "Somma de duas grandezas desiguaes e con-
trarias, he a grandeza que se chamaria differenca dellas, se se nao supposessem
contrarias; e he contraria 4 menor. Por somma de duas grandezas iguaes e
contrarias, entende-se o mesmo que pela palavra, nada, ou pelo caracter 0; e

este se trata como se fosse nome de alguma grandeza". ([9], p. 101)

Nesta suposicao podemos inferir que aparece-nos a referéncia a que —a + a = 0, sendo

—a e a duas grandezas iguais e contrarias.

No que diz respeito a Propriedade Associativa da multiplicagdo, encontramos:
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Definigao VI, Livro IV: "Multiplicar huma grandeza por um numero he
achar outra grandeza, cuja razao para aquella seja o numero. A grandeza,
que se multiplica, chama-se multiplicando; o numero, multiplicador; ambos
factores; e a grandeza encontrada, producto. Producto de tres factores [isto
he, de uma grandeza e dois numeros| he o producto, que resulta de multiplicar
hum factor pelo producto dos outros dois, ou o producto de dois factores pelo

terceiro. (...)" ([9], p. 29)

A FEuisténcia de Elemento Neutro para esta operacao, bem como de Elemento Inverso,

é concretizada do seguinte modo:

Definicao V, Livro IV: "Quando o dividendo he a unidade, o divisor e o

quociente chamao-se reciprocos, ou inversos hum do outro." ([9], p. 29)

Proposicao VI, Livro IV: "Quando o multiplicador he a unidade, he o

producto igual ao multiplicando." (][9], p. 37)

A Propriedade Comutativa da Multiplicagio € descrita na:

Proposicao III, Livro IV: "Mesmos factores dao o mesmo producto, seja

qual for a ordem das multiplicagoens." (][9], p. 35)

Finalmente podemos encontrar a Propriedade Distributiva da Multiplicacao em relacao

a Adigdo na seguinte:

Proposicao XVIII, Livro I'V: Multiplicar sommas indicadas, e differencas

indicadas; isto he, reduzir a serfes as expressoens dos productos.

Sejao A e B + C dois factores. Digo que o producto delles, A(B + C), he
= AB+ AC." ([9], p. 46)

Encontramos, ainda neste livro, as seguintes trés Proposicoes, todas na mesma pégina
([9], p- 37), que segundo o autor, derivam-se facilmente das defini¢oes previamente esta-

belecidas.
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Proposicao VII, Livro IV: "Quando o denominador he unidade, he a

fraccao igual ao numerador."

Proposicao VIII, Livro IV: "Quando o numerador e denominador sao

iguaes entre si, he a fraccao igual 4 unidade."

Proposicao IX, Livro IV: "O quociente e o divisor sao factores, cujo pro-

ducto he o dividendo."

O livro segue com a enunciacao de proposigoes e coroldrios respeitantes a operagoes

com fraccoes e, assim, nas duas pédginas seguintes do livro, encontramos:

Proposigao X, Livro IV: "Dividir huma grandeza por hum numero he o

mesmo que multiplicala pelo reciproco desse numero."

Proposicao XI, Livro IV: "Formar huma fraccao que seja producto de
duas fraccoens propostas, com tando que huma destas tenha por numerador

e denominador numeros."

Proposicao XII, Livro I'V: "Dividir huma fraccao por outra fracgao."

Corolario 1 da Proposicao XII, Livro IV: "De introduzir hum mesmo
factor no numerador e denominador de huma fraccao proposta, resulta outra
fraccao igual & proposta: e tambem de omittir hum mesmo factor no numer-
ador e denominador de huma fraccao proposta, resulta outra fraccao igual &

proposta."

Corolario 2 da Proposicao XII, Livro IV: "Daqui se deduz hum modo

de reduzir fracgoens a hum denominador commum (...)."

Proposigao XIII, Livro IV: "Sommar fracgoens."

Mais a frente, e ainda referente a operacoes com fraccoes, encontramos as seguintes

duas proposigoes, na mesma pagina:
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Proposicao XIV, Livro I'V: "Achar o excesso que huma fraccao leva a outra

fracgao." ([9], p. 40)

Proposicao XV, Livro I'V: "Se a unidade for submultiplice do denominador
de huma fraccao, serd a fraccao igualmente submultiplice do numerador: e se
tambem o numerador for multiplice da unidade, também serd a fraccao tao

multiplice do reciproco do denominador como o numerador o he da unidade."

O autor define poténcia de um determinado factor, bem como a consequente radiciacao
e mostra como efectuar a simplificacao de fracgoes, extraccao de raizes e a verificacao da

proporcionalidade entre grandezas.

Definicao VIII, Livro IV: "O producto de dois factores iguaes chama-se
quadrado de cada hum; e cada hum, raiz quadrada delle: o producto de tres
factores iguaes chama-se cubo de cada um; e cada hum, raiz cibica delle (...)

e assim por diante." ([9], p. 29)

Proposicao XIX, Livro I'V: "Dados dois numeros inteiros, achar os minimos
dois numeros inteiros que estao na razao dos dados; ou em huma razao que

nao diffira demaziadamente da dos dados." ([9], p. 46)

Proposicao XX, Livro I'V: "Dado hum numero escrito conforme a Definigao

IX deste livro IV, achar-lhe a raiz quadrada." ([9], p. 51)

Proposigao XXI, Livro I'V: "Dado hum numero escrito conforme a Definigao

IX deste livro IV, achar-lhe a raiz cubica." ([9], p. 54)

Proposicao XXII, Livro I'V: "Postas quatro grandezas; se forem proposi-
cionaes, e duas dellas numeros, serd o producto das extremas igual ao das
medias; e se o producto das extremas for igual ao das medias, serao propor-

cionaes." (][9], p. 58)

A definicao de mimero irracional nao é apresentada de uma forma clara, assistindo-se,
com efeito, a iguais terminologias, quer o niimero se trate de uma dizima infinita periédica

ou nao periédica. Encontramos na:



Principios Mathematicos 33

Definigao II, Livro I'V: "A unidade, e as grandezas, que com ella assim se
comparao, chamao-se numeros. A unidade; e os seus multiplices chamao-se
numeros inteiros. Qualquer outro numero chama-se quebrado, ou fraccao, e o
que nao é multiplice de nenhum submultiplice da unidade, chama-se numero

surdo, ou irracional." ([9], p. 28)

Quando José Anastdcio da Cunha refere-se & escrita decimal dos nidmeros, encon-

tramos:

Proposicao XVII, Livro IV: "O decimal chamado pelos Mathematicos

periodico, isto he, o decimal que consta de hum mesmo caracter repetido, ou
e huns mesmos caracteres repetidos sempre pela mesma ordem, resulta, ou

de h t tid 1 dem, Ita,

pode resultar de se dividir o periodo [...] por um numero composto do caracter

9 tantas vezes repetido quantos sao os caracteres do periodo; isto porem he

)
quando o periodo principia na columna dos decimos: quando principia mais

adiante facilmente se verda qual deva ser o dividor.

O decimal 0, 44444&c.he = 4x0,11111&c.: mas he é =0, 11111&e. [como

se acha dividindo 1 por 9]; logo he 0,44444&c. = 4 x ¢ = 3." ([9], p. 44)

Contudo, no Livro XVI, referente a Trigonometria, assiste-se & definicao do nimero

irracional 7, sem que seja referenciado como possuindo essa natureza:

Advertencia I'V: "O raio do circulo suponha-se unidade todas as vezes que
se nao declarar outra coisa; e em lugar de 180°, ou 3, 1415926&c. escrevase 7.

([9], p. 217)

Assistimos, assim, a utilizacao da terminologia &c. quer na designacao de dizimas
infinitas periédicas ou infinitas nao periédicas.

A definicdo de nimero complexo, segundo José Anastdcio da Cunha, nao pode ser
interpretada no sentido em que hoje utilizamos. Cunha define nimeros complexos como

nimeros dados em unidades fisicas diferentes, da seguinte forma:
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Coroldrio da Proposigao I, Livro IV: "Pelo mesmo methodo se sommao
os numeros, a que chamao complexos, quaes sao por exemplo os seguintes: 14

varas, 3 palmos e 5 pollegadas (...)." ([9], p. 32)

Com efeito, o autor mostra-nos como somar e subtrair niimeros complexos.
Apresentaremos os dois exemplos que sao referidos no Livro IV, e que aparecem em
coroldrios relativos as proposicoes respeitantes a soma e subtraccao de niimeros, respecti-

vamente.

Vejamos como somar os seguintes trés ntiimeros complexos:

14 varas, 3 palmos e 5 pollegadas;
2 varas, 2 palmos e 6 pollegadas;
4 palmos e 1 pollegada.

Os numeros devem ser colocados por forma a que as varas formem uma

coluna, os palmos outra e as pollegadas uma terceira.
Salientemos que as relagoes existentes entre as vdrias ordens sao as seguintes:
1 palmo = 8 pollegadas;
1 vara = 5 palmos;

e que comecamos a operar a partir da minima denominagao, isto é, pelas

pollegadas.

Ao somarmos as pollegadas obtemos um total de 12 que correspondem
a 1 palmo e 4 pollegadas. Colocamos 4 na coluna das pollegadas e o palmo

constard da coluna a que pertence, perfazendo 10 palmos, o que se traduz em

2 varas.

Entao, temos:

po
14

[\)
S|k N W
(=}

18
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Assim, a soma dos trés niimeros complexos representa 18 varas e 4 polle-

gadas.
Da mesma forma, subtraem-se os nimeros complexos.

Vejamos como se subtraem os niimeros:
20 varas, 3 palmos e 2 pollegadas;
18 varas, 4 palmos e 7 pollegadas.

A semelhanca do que é feito para a soma, escrevemos os nimeros por

forma a que as varas, palmos e pollegadas fiquem organizados em coluna.

Quando operamos com as pollegadas, a quantidade a ser subtraida é su-
perior & aditiva, logo precisamos efectuar um empréstimo de 1 palmo, que cor-
responde a 8 pollegadas, com o objectivo de podermos realizar a subtraccao.
Contudo, aos 4 palmos do subtractivo, temos de adicionar 1, para compensar

o erro precedente.

Quando operamos com os palmos temos novamente de efectuar um em-

préstimo, sob a forma de uma vara, que corresponde a 5 palmos. Assim:

v p po
20 3 2
18 4 7
1 3 3

O resultado da subtracgao é 1 vara, 3 palmos e 3 pollegadas.

Ficando a terminologia nimero complexo associada aos nimeros que acabamos de
tratar, verificamos que a utilizacao do nimero ¢ em nada tem a ver com a utilizada nos
dias de hoje.

A associacdo de i a y/—1 surgiu por parte de Leonhard Euler (1707 - 1782). Em 1739
Euler apresentou um seu trabalho a Academia de Ciéncias de S. Petesburgo, no qual é
feita a primeira discussao acerca do célculo de fungoes trigonomeétricas. ([26], p. 544)

Até a data nao existiam quaisquer referéncias bibliogréficas em que as funcoes seno e

co-seno fossem expressas, a semelhanca das fungoes algébricas, como férmulas envolvendo
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letras e nimeros, cujas relagoes com outras féormulas da mesma natureza pudessem ser
estudadas utilizando técnicas de célculo.

Posteriormente Euler apercebeu-se que as funcoes trigonométricas apareciam natural-
mente como solucoes de equacoes diferenciais associadas a teoria das vibragoes e assim
constatou que as fungoes trigonométricas poderiam ser combinadas com fungoes de outros
tipos.

Euler tornou as suas descobertas conhecidas através de cartas que trocou durante
sucessivos anos com outros matemaéticos e finalmente, em 1740, publicou detalhadamente
as suas pesquisas na sua obra Introductio.?

Nos Principios Mathematicos o nimero i nao aparece como designacao de /—1. En-

contramos um exemplo claro da utilizacao de v/—1 em:

Proposicao XXIX, Livro XVI: "Sejam a e b quaesquer numeros: serd

a®V=1[=..] = cosbla + (v/=1)sinbla." ([9], p. 217)

Uma das incongruéncias detectadas, é o facto de v/ —1 ser efectivamente utilizado, como
acabamos de constatar, apesar de anteriormente, o autor, afirmar no quadro cléssico de

nimeros e grandezas que:

Corolario 3 da Proposicao V, Livro VIII: "Numero negativo nao pode

ter raiz quadrada." ([9], p. 102)

O nmuimero ¢, por outro lado, designa um nimero inteiro positivo, conforme podemos

constatar na:

Proposicao XXXII, Livro XVI: "Seja ¢ qualquer numero inteiro positivo:

serd | —al=..] = la £ (2i — 1) 180°/—1." ([9], p. 218)

Apesar de nao encontrarmos uma definicao formal de nimero real e imaginario, a
sua utilizacao é feita nesta obra em intmeras situacoes, nomeadamente na designacao de

raizes de polinémios. A titulo de exemplo, encontramos na:

2Para mais informacoes referentes a correspondéncia trocada entre Euler e outros mateméticos,

nomeadamente Bernoulli, respeitante a este assunto, veja-se [26], pp. 554 - 558.
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Demonstracao da Proposi¢ao XV, Livro XVIII: "(...) aimpossibilidade
das raizes das equagoens he a da raiz quadrada dos numeros negativos; por
isso, e por ter cada numero duas raizes quadradas iguaes e contrarias, se
A+ By/—1 for raiz de huma equacao, tambem A — By/—1 o seré: e por isso
sendo imaginarias todas as raizes da equacao Z = 0 do grao 2n, serao reaes n

raizes, —4B?, da equacio A (6%) = 0." ([9], p. 255)

A obra Principios Mathematicos assume relevante importancia na medida em que nela
podemos assinalar importantes inovagoes, no que diz respeito aos Fundamentos da Analise
Infinitesimal.

Como vimos no primeiro capitulo, o critério de convergéncia de uma série, tradicional-
mente atribuido a Cauchy, foi previamente estabelecido por Anastdcio da Cunha na obra
que temos vindo a tratar.

Encontramos o referido critério na:

Definigao I, Livro IX: "Serie convergente chamam os Mathematicos aquella,
cujos termos sao semelhantemente determinados, cada hum pelo numero dos
termos precedente, de sorte que sempre que a serie se possa continuar, e venha
a ser indifferente o continua-la ou nao, por se poder despresar sem erro notavel
a somma de quantos termos se quizesse ajuntar aos ja escritos ou indicados: e
estes ultimos indicam-se escrevendo &c. depois dos primeiros dois, ou tres, ou
quantos se quizer: he porém necessario que os termos escritos mostrem como

se poderia continuar a serie, ou que isso se saiba por outra via." ([9], p. 106)

Como observou Francisco Gomes Teixeira (1851 - 1933), na obra Histdria das Matemdti-
cas em Portugal, publicada postumamente, a doutrina apresentada por Anasticio da
Cunha "equivale ao teorema hoje clédssico: « se a razao de dois termos consecutivos de
uma série tende para um limite, inferior & unidade, quando a ordem déles tende para o
infinito, a série é convergente ». Anastdcio da Cunha nao enuncia éste teorema, que foi
mais tarde apresentado por Cauchy, mas a sua doutrina resolve a questao da convergéncia

da série proposta nos mesmos casos em que o teorema enunciado a resolve.
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Esta doutrina é depois aplicada pelo nosso matemadtico em diversos lugares da sua
obra para demonstrar a convergéncia de algumas séries que emprega." ([51], pp. 255 -
256)

Na obra Panegiricos e Conferencias Francisco Gomes Teixeira acrescenta que:

"A questao da convergéncia das séries formadas de termos positivos e nega-
tivos nao foi considerada por Anastdcio da Cunha, mas, tddas as vezes que
as encontra, aplica-lhes sem demonstracao a doutrina anterior, o que equivale
a considerd-las como convergentes, quando as séries formadas pelos valores

absolutos dos seus termos sdo convergentes." ([50], p. 138)

O estudo acerca da convergéncia de uma série, levado a cabo por Cunha foi igualmente
assinalado por José Vicente Gongalves (1896 - 1985). Segundo este autor, a defini¢ao de

Anastdcio da Cunha corresponde & seguinte:

"A série

serd pois convergente se for possivel alcancar um térmo u, a partir do qual
seja indiferente o continud-la ou nao, por se poder desprezar sem érro notdvel

a soma

Un41 + Un 42 + ...+ Un+ps
qualquer que seja o inteiro p.

(...) E nao se diga que falta ali a definicdo de soma, pois tal definicao esta
realmente implicita no texto: se pouco importa prolongar ou nao a série con-
vergente além de certo ponto por ser desprezivel a soma de quantos térmos se
queiram tomar daf em diante, ;nao é porque os térmos tomados fazem a sua

parte a soma de todos sem érro digno de nota?" ([18], pp. 125 - 126)

Apesar do incontestdvel valor desta contribuicao de Anastdcio da Cunha ter sido assi-
nalado por autores portugueses, esta foi contestada incorrectamente pelo historiador de
Matemética soviético Youschkevitch, no seu artigo de 1973 J. A. da Cunha et les fonde-

ments de l’analyse infinitésimale, [53], talvez devido a uma m4 interpretagao induzida pela
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tradugao francesa do livro de Anastécio da Cunha, efectuada pelo seu discipulo Manuel
de Abreu.

Na traducao é referida a soma de todos "aqueles [termos| que se desprezam", no
entanto, na versao original o autor refere, como vimos "a somma de quantos termos se
quizesse ajuntar" o que se subentende serem em numero finito.

A origem da confusao parece estar na interpretacao feita por Manuel de Abreu, em ter
tomado a notacao &c. como parte da prépria definigao. Esta mesma confusao parece-nos
ter sido ultrapassada quando assinalamos a definicao de Anastdcio da Cunha expressa,
em notacao moderna, por Vicente Gongalves.

E crucial o facto de uy + uy + us + &c. designar um nimero finito de termos.

O sinal de igualdade entre isto e o nimero, a soma da série, significa: sem erro notdvel,
em que o erro notavel foi arbitrariamente fixado anteriormente.

Este aspecto parece-nos claro para Anastécio da Cunha quando, por exemplo, se refere
a escrita decimal dos nimeros.

Cunha escreve

% = 0, 4444&c.

o que significa que, proposto qualquer nimero menor do que %, pode o decimal 0, 4444&c.,

continuado quanto for necessario, denotar um niimero maior do que o proposto, ainda que

4
5

também menor do que
Este parece-nos ser o significado do sinal = em expressoes do mesmo género, na obra
de Anastacio da Cunha.
Analisemos a demonstracao da Proposicao I, que aparece logo a seguir a definicao de

convergéncia da série.

Esta proposicao estabelece que se ¢ < 1 e A ¢é arbitrario, entao a série geométrica
A+ Ac+ Acc + Acce + ...

€ convergente.
Realcemos o facto de que nesta demonstragao ¢ < 1 deva ser entendido como 0 < ¢ < 1,
embora posteriormente o resultado seja considerado vélido para —1 < ¢ < 1.
Considerando O um nimero que se possa desprezar sem erro notdvel, Cunha mostra
que na sucessao
1t

[ ) y e
C CcCc ccc
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podemos encontrar um termo d, maior do que 0(+—c)'
d é representado com 1 mais uma soma de diferencas de termos consecutivos na
sucessao, e depois é substituida cada uma destas diferencas pela primeira, que é a menor.

Cunha prova que por mais que se continue a série geométrica original a partir do termo

A
d’

a soma obtida serd sermpre menor do que d(%c), ou seja, a escolha de d, serd sempre
menor do que O.

O que encontramos neste livro IX, e em particular nesta demonstracao é a primeira
demonstracao rigorosa da convergéncia de uma série.

Outra das contribuigoes originais apresentadas por Anastédcio da Cunha prende-se com
a apresentacao de uma nova teoria da fungao exponencial e, por inversao, a de logaritmo,

definindo-a como soma de uma série de potencias convergentes, antecipando a teoria das

fungoes analiticas que se iria desenvolver no século seguinte.

Definicao II, Livro IX: "Representem a e b dois numeros quaesquer, e seja ¢

cce cecee
2x3 + 2x3x4
bbec bbbcce

_ be bbcc
hum numero = 1+ bc + T + 35 + 55

o numero que faz 1 +c+ 5 + +&ec. = a : a expressao a’ segnificard,

+ &c.; e se chamars o numero a’

potencia de a indicada pelo expoente b : ou tambem, raiz de a indicada pelo

expoente ¢ (...)." ([9], pp. 108 - 109)

Nesta definicao assiste-se a introducao da funcao exponencial a’ para a e b dois nimeros

quaisquer (a > 0), o que pode ser expresso em notagdo moderna por:

() | (o)’ (bo)'

b _
a’ =1+bec+ o 3l + 1

+ &ec.,

onde ¢ é o niimero que realiza esta mesma expressao quando b = 1, o que é sempre possivel
como o autor descreve no decorrer da defini¢ao supra citada.

Imediatamente apds esta definicao, Cunha demonstra na proposigao II, Livro IX, que
para todo o a positivo existe ¢ satisfazendo a primeira igualdade da definicao, e ¢ é dado

pelo desenvolvimento

5 a—1+1 a—1 a-—1 a—1+
a+1 3 a+1 a+1 a+1
que, pelo coroldrio 2 é convergente para,

a—1
a+1

1< <1,
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isto é, para a > 0.

Na proposi¢ao IV, demonstra-se, utilizando a definicao II, que sendo a positivo e b e
c arbitrérios, se tem a® - a¢ = ab*°.

O Livro IX continua com a apresentacao de vérias propriedades das poténcias, todas
demonstradas usando a defini¢cao II, embora com um tratamento informal das operacoes
com séries.

Antes de provar algumas dessas propriedades, o autor faz o seguinte reparo:

b consideram tambem

"Scholio: Os Mathematicos em expressoens taes como a
o expoente como hum sinal que indica as multiplicacoens, divisoens, e ex-
traccoens de raizes necessarias para formar conforme os precedentes corollarios
o numero a’; e entdo costumao suppor o numero a tambem negativo." ([9], p.

112)

Encontramos assim, no Livro IX, uma abordagem perfeitamente rigorosa e vanguardista
das operagoes com poténcias. Na realidade, exceptuando a questao da verificacao da con-
vergéncia, Cunha tratou as séries "com o a vontade de quem lida com somas. Assim se
operava na época e se continuou operando por muitos anos ainda." ([18], pp. 132 - 133)

No que diz respeito ao tratamento conferido por Cunha a convergéncia das séries,
como vimos anteriormente, este é estabelecido através da definicao I, do Livro IX. Vimos
igualmente que Gomes Teixeira referiu que tal critério coincide com o apresentado por

Cauchy, no entanto, Vicente Gongalves discorda, afirmando que:

"(...) aquilo a que Teixeira chama critério de convergéncia nao é critério em

Cunha: ¢ definicdo, e como tal vem no texto." ([18], p. 128)

Vicente Gongalves nao considerou correcto aproximar o principio de comparagao de

Cunha com o de convergéncia de Cauchy, uma vez que:

"(...) O portugués, quando a ocasido se apresenta, toma os valores absolutos
dos térmos de uma série e vai contronté-los com os térmos correspondentes da
progressao geométrica ou de outra série convergente de térmos positivos. O
principio, pésto em pratica nos coroldrios I e II da Proposicao I e ainda na
demonstracao da férmula do binémio, é pois mais geral do que o de Cauchy,

embora menos elevado." ([18], p. 128)
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Outro factor de discordancia na apreciagao feita por parte destes dois matemaéticos,
relativamente & convergéncia de séries definida por Cunha, baseia-se no facto de Gomes
Teixeira considerar que Cunha tratava unicamente as séries de termos positivos. Vicente

Gongalves discorda dessa opiniao pois

"(...) nao declara o autor, expressamente, ao abrir o coroldrio I, «Represente
a um nimero qualquer»? e nao voltamos a ler, na Definicao II, « Representem
a e b dois nimeros quaisquer»? Em contraprova, nas proposicoes II, III e TV,
a € sempre declaradamente positivo, emquanto b e ¢ sao ja nimeros quaisquer.
Nestas proposicoes, pois, e s6 nelas, € ¢ um niimero essencialmente positivo."

([18], p. 129)

Vicente Gongalves acrescenta que Gomes Teixeira foi provavelmente iludido pelo enun-
ciado do corolério 2, ([18], p. 130) no entanto, considera declarada por Cunha a positivi-
dade dos termos onde tal declaragao é necessdria como hipétese, mas em outros pontos
da sua apresentacao, nao coloca qualquer tipo de restrigao.

Apesar das questoes levantadas por Vicente Gongalves, relativamente & anélise feita
por Gomes Teixeira a este livro nono, nao deixou de referenciar o facto de Gomes Teixeira
salientar a introducao da definicao dos niimeros irracionais, derivados das extracgoes de
raizes, através da série exponencial de base qualquer, levada a cabo por Cunha.

A este respeito, Teixeira afirmou:

"A esta doutrina das séries estd ligada a dos nimeros irracionais representados
por poténcias de expoente fracciondrio ou irracional, que constitue a parte mais
notdvel da obra do nosso matematico. esta doutrina era exposta no século
XVIIT de um modo mal fundamentado, que nao podia satisfazer um espirito
como o de Anastédcio da Cunha, educado no culto do rigor do grande geémetra
l6gico de Alexandria. (...) definiu os nimeros irracionais que tém mencionada
origem por meio da série exponencial de base qualquer, que tinha sido obtida
no século anterior por Newton pelos meios imperfeitos da Algebra do seu
tempo, e empregando operacoes sdbre séries, demonstrou que os niimeros assim
definidos gozam das propriedades fundamentais das poténcias dos nimeros

inteiros." ([51], pp. 256 - 257)
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Ainda no Livro IX, podemos destacar a notdvel demonstracao do binémio de Newton,

que encontramos na

n_

Proposigao VII, Livro IX: "Denote A o termo precedente: serd (1 + Q)
14+nQ + %AQ + %AQ + "T*QSAQ + &c., com tanto que quando n nao for
numero positivo, seja @ < 1." ([9], p. 114)

Este desenvolvimento é novamente demonstrado no Problema V, do Livro XXI, aquando
da wnvestigacao de logarithmos e potencias.
A funcao logaritmo é definida no final do Livro IX, como correspondendo & inversa da

funcao exponencial, nos seguintes termos:

Definigao III, Livro IX: "Considerando todos os numeros como potencias
de hum mesmo numero, chama-se esse base; e os expoentes chamam-se loga-

rithmos dos numeros a que pretencem."
Coroldrio: "O logarithmo da base he 1 [9. def. 1]."

Definigao IV, Livro IX: "Os logarithmos chamam-se hyperbolicos, e tambem

naturaes, quando a base he =1+ 1+ 3 + 75 + 53— + 7307 + &c." (9,

p. 119)

Os desenvolvimentos em série de poténcias das fungoes exponencial e logaritmo, haviam
sido expostos por Euler (1707 - 1783), em 1748, na obra Introductio in Analysin infinito-
rum, apoiando-se muitas vezes em suposicoes nao demonstradas e puramente intuitivas.

No desenvolvimento em série apresentado por Cunha tem-se obviamente ¢ = log a, no
entanto, tal s6 encontra-se explicitado no final dos Principios.

Embora seja usual nos nossos dias tomar a definicao de exponencial pela soma da
série, na época em que Anastdcio da Cunha a apresentou, a teoria das funcoes analiticas
ainda nao se havia desenvolvido. Talvez seja por isso que as suas inovacoes tenham sido
realcadas pelo seu discipulo Manuel de Abreu que, em resposta as criticas do matemaético

escocés John Playfair (1748 - 1819), defende que:
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"a definicao e proposicao primeiras do liv. 9., com os corolarios respectivos,
constituem a base que até agora faltava na doutrina das series, e mesmo na

Theorica de La Grange."?

Curiosamente, o trabalho de Cunha referente ao estudo das poténcias e logaritmos foi
apreciado por C. F. Gauss (1777 - 1855), numa carta a Bessel (1784 - 1846) em 21 de

Novembro de 1811. Gauss escreve:

"(...) todos os paradoxos que alguns matemsticos descobriram nos logaritmos
desaparecem sozinhos, quando ndo se parte da definicdo habitual base!®9%™ =
numero, que no fundo sé serve quando o expoente é um nimero inteiro, e
nao faz qualquer sentido quando o expoente é imagindrio - mas se chama
logaritmo de A a uma grandeza tal que, quando se substitui x por ela na série
1+x+ %xw + %333 + etc., esta fica com o valor de A; vejo com prazer que o
portugués Cunha escolheu de facto esta definicao - e por isso foi censurado

numa mé recensao das nossas Gelehrten Anzeigen (...)". ([54], p. 330)

Outra das inovagoes levadas a cabo por A. Cunha prende-se com a introducao, no
Livro XV, da definicao de diferencial de uma func¢ao real de variavel real, equivalente
aquela que se passou a utilizar ap6s Cauchy.

O livro XV trata concisamente os elementos do cédlculo diferencial e integral.

A definigao II contém a nogao de infinitésimo, & maneira de d’Alembert (1717 - 1783).

Vejamos:

Definicao II, Livro XV: "A variavel que podér sempre admittir valor maior
que qualquer grandeza que se proponha chamarse-ha infinita; e a variavel que
podér sempre admittir valor menor que qualquer grandeza que se proponha,

chamarse-ha infinitessima." ([9], p. 193)

Cunha, utilizando o termo fluxdo, apresenta na definicao IV, deste livro, uma definicao

analitica de diferencial:

3In [32] - um longo e interessante comentdrio a critica que o Gedmetra Playfair fizera do trabalho de

Cunha, critica reproduzida no vol. V da mesma publicagao - cit. in [18], p. 131.
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Definicao IV, Livro XV: "Escolhida qualquer grandeza, homogenea a huma

raiz x, para se chamar fluxao dessa raiz, e denotada assim dzx; chamarse-ha

fluxao 'z, e se denotard assim, dl'x, a grandeza que faria %’” constante, e

F(z+dx)-Tx  dlz
dx dx

tudo o que nao depende de dz." ([9], p. 124)

infinitessimo ou sifra, se dz fosse infinitessimo, e constante

Acerca desta defini¢ao, escreve Youschkevitch:

"Foi da Cunha que, pela primeira vez, formulou uma definicao analitica rig-

orosa de diferencial, retomada e utilizada mais tarde pelos matematicos do

século XIX." ([53], p. 19)

J. Filipe Queiré defende que, neste livro XV, Cunha trata conceitos verdadeiramente
vanguardistas para a época, tais como: a teoria dos limites, mediante uma manipulagao
algébrica de desigualdades envolvendo quantidades finitas e bem determinadas; o facto da
diferenciabilidade implicar a continuidade, sem explicitar, contudo, o conceito de fungao
continua; a obtencao do desenvolvimento de Taylor e o teorema de Schwarz, relativo a
igualdade de derivadas mistas. ([33], p. 15)

Ao realizar esta andlise & obra Principios Mathematicos, constatamos que no século
XVIII em Portugal, sendo José Anastdcio da Cunha um dos nomes portugueses mais
sonantes da época, nao encontramos uma definicao formal para o conceito de nimero
irracional. Contudo, nao podemos deixar de exprimir admiracao pelo notédvel trabalho
encontrado nas 302 pdginas, divididas em 21 livros, que apresentam uma parte substancial
da Matemadtica conhecida na época e que aborda desde as primeiras nogoes de geome-
tria, aritmética e algebra até questoes sofisticadas de geometria diferencial, integracao,

equacoes diferenciais e célculo de variagoes.
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Capitulo 3

Francisco Gomes Teixelra

3.1 Vida e Obra

Ao ter por objectivo analisar a fundamentacao numeérica da Andlise em Portugal,
somos levados a estudar o trabalho do matemaético portugués Francisco Gomes Teixeira.
Para tal, comegaremos por elaborar uma, ainda que nao muito extensa, sintese biogréfica,
de modo a clarificar o conhecimento acerca da sua vida e obra.

Francisco Gomes Teixeira nasceu a 28 de Janeiro de 1851, na freguesia de S. Cosmado
no Concelho de Armamar, distrito de Viseu.

Apesar de mais tarde ter ocupado um lugar de relevo na matematica portuguesa, nao
podemos afirmar que tal facto deveu-se a influéncia matematica do seu meio familiar, pois
o pai era comerciante e a mae dedicava-se unicamente a familia.

Apés a instrucao primaéria, que decorreu na escola piblica da sua aldeia, Francisco
Gomes Teixeira estudou em Lamego, residindo em casa de um seu familiar.

O Liceu de Lamego, frequentado por Francisco Gomes Teixeira era, na época, de
segunda classe, o que implicava que os exames ai levados a cabo nao proporcionassem
acesso a matricula na Universidade. Atendendo a esse facto, Gomes Teixeira viu-se forgado
a fazer os seus exames em Coimbra.

A escolha do seguimento dos estudos deste proeminente futuro Matematico, é feita de
uma forma muito curiosa.

Com efeito, aquando da escolha profissional de Gomes Teixeira, surgiram divergéncias

entre o seu pai e o seu primo, o Dr. Francisco Maria de Carvalho, familiar onde Francisco
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Gomes Teixeira tinha residido quando estudou em Lamego.

O seu primo era da opiniao que o jovem deveria enveredar pelo estudo da Matematica,
enquanto que o seu pai pretendia que este seguisse a carreira Eclesidstica ou a de Direito.

Ap6s ser questionado por seu pai sobre o seu futuro, Francisco Gomes Teixeira afirmou
que para si seria indiferente seguir qualquer uma das carreiras.

Segundo testemunhos de seus netos ([2], p. 18) o pai de Francisco Gomes Teixeira
decidiu que fosse tirada & sorte a carreira do filho, e a sorte fez com que estudasse
Matemética.

Francisco Gomes Teixeira aceitou o que a sorte lhe ditou e matriculou-se na Faculdade
de Mathematica da Universidade de Coimbra, em 1869, em regime de aluno voluntério.

Existem vérios escritos que nos evidenciam a sua bem sucedida carreira de estudante
universitdrio, onde atingiu a mais alta classificacao.

Na Faculdade de Mathematica existiam dois cursos, um de 4 anos para a Fschola do
Ezercito e o outro, de 5 anos, dito Geral®.

Francisco Gomes Teixeira matriculou-se a 2 de Outubro de 1869 no curso de Mathe-
matica.

Em Julho de 1874, o Conselho da Faculdade de Mathematica confere a Gomes Teixeira
o Grdo de Bacharel, tendo sido classificado de Muito Bom com vinte valores® e mais tarde,
em Janeiro de 1875, fez exame de Licenciado, defendendo a dissertacao com o titulo
Importancia da observacao do transito de Venus pelo disco do sol para a determinacao da
paralaze solar. Apreciacdo dos diversos methodos de observagao ([2], pp. 33 - 34).

No més de Junho de 1875, Francisco Gomes Teixeira defendeu a dissertacao Integragao
das equacgoes ds derivadas parciaes de sequnda ordem e ainda Theses de Mathematicas
puras e applicadas ([2], p. 34).

Recebeu o Grdo de Doutor na Faculdade de Mathematica, em Julho de 1875, com a
classificacao de Muito Bom com vinte valores®.

Nessa altura, as informagoes finais dos alunos eram dadas, no final de cada ano lectivo.

Veja-se Plano dos Cursos in [2], pp. 21 e 22.
2In Livro de informacéio de Bacharel Formado de Francisco Gomes Teiveira na Faculdade de Mathe-

matica, no ano lectivo de 1873 - 1874, folha 79 a 79v - cit. in [2], p. 33.
3In Livro de informacdes, ano lectivo de 1874 - 1875, fls. 88 a 88v, Certiddo passada pelo Arquivo da

Universidade de Coimbra, em 20 de Outubro de 2003 - cit. in [2], p. 37.
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Como os exames de Licenciado e o Doutoramento foram realizados no mesmo ano lectivo,
a informacao final é a informacao do maior grau. Por esta razao, Gomes Teixeira nao
teve classificacao, no seu exame de Licenciado, ficando apenas com a classificacao do

Doutoramento, que foi, como vimos, Muito Bom com vinte valores.

Verificamos, assim, que Francisco Gomes Teixeira tinha apenas 24 anos quando fez o
seu Doutoramento, o que evidencia as suas excelentes faculdades, a nivel de trabalho, or-

ganizacao, forca de vontade e, sem sombra de divida, o excelente dominio da Matemética.

O Doutoramento de Francisco Gomes Teixeira foi algo de inédito até & data, pois, até
entao, nunca tinha sido conferida a mais alta classificacao, vinte valores, simultaneamente

no Bacharelato e no Doutoramento.

Apenas com 25 anos, Francisco Gomes Teixeira tomou posse como lente substituto
na Universidade de Coimbra, onde foram-lhe destinadas a 1%, a 2* e a 4* cadeiras de
Matematica, apresentando uma dissertacao na drea da Geometria Analitica, intitulada
Sobre o emprego dos eixos coordenados obliquos na mecanica analytica ([2], p. 45).

Em Fevereiro de 1880 foi provido a Lente Cathedratico de Calculo Differencial e Inte-
gral, cadeira que leccionou até 1883, ano em que abandonou a Universidade de Coimbra,
pedindo transferéncia para a Academia Polytechnica do Porto, instituicdo com caracteris-
ticas de ensino técnico e sem o prestigio da Universidade de Coimbra.

As preocupacoes deste Matemdtico, no que se refere a situacao de isolamento vivida
na comunidade cientifica matemdtica portuguesa, levaram-no a publicar os seus trabalhos
de investigacao em revistas de prestigio internacional.

Defendendo que um dos maiores entraves & comunicacao com outros Matematicos era
a barreira linguistica, no terceiro ano de docéncia, Francisco Gomes Teixeira publicou o
seu primeiro trabalho em revistas internacionais, escrito em Francés.

E claro que os seus primeiros artigos foram publicados em revistas nacionais e j& desde
o seu tempo de aluno comecou a publicar memdrias.

Em 1877 publicou os seus primeiros dois artigos no Jornal de Sciencias Mathematicas
e Astronomicas, um sobre matemética pura e outro sobre astronomia ([2], p. 99).

Um ano depois, publicou o seu primeiro trabalho numa revista estrangeira, Mémoires
de la Société des Sciences physiques et naturelles de Bourdeaux (2°¢ série, t. II), intitulado

Sur le nombre des fonctions arbitraires des intégrales des équations aux dérivées partielles
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(12], p. 99).

Em 1880 publica o seu segundo trabalho internacional Sur les dérivées d’ordre quel-
conque que saiu no Giornale di Matematiche (Napoli, t. XVIII) ([2], p. 99).

Nas duas décadas seguintes, sé nao produziu artigos em 1884, 1894 e 1895. De 1900
a 1918, s6 nao publicou artigos em 1908, ano em que foi editado o volume IV das Obras
sobre Mathematica®, que analisaremos na préxima seccao.

Os anos de 1904 e 1913 foram os mais produtivos em termos de mimero de trabalhos
publicados, 12 e 11 artigos, respectivamente. Podemos ainda referir que os doze artigos
publicados em 1904, foram todos em revistas internacionais.

Tendo j& passado os 70 anos de idade, publicou ainda cinco artigos em revistas es-
trangeiras: trés em 1923, um em 1924 e um em 1925. Depois de 1925, Gomes Teixeira
nao apresentou qualquer trabalho em revistas internacionais.

E de realcar que no ano de 1884, Francisco Gomes Teixeira ndo publicou nenhum
trabalho cientifico, provavelmente por ter coincidido, como vimos anteriormente, com a
sua transicao da Universidade de Coimbra para a Academia Polytechnica do Porto, e
certamente nao possuir muito tempo para investir nos seus estudos e pesquisas.

Acredita-se que a vinda de Gomes Teixeira para a Academia Polytechnica do Porto
teve repercurgoes na sua carreira, pois ao leccionar cadeiras a cursos técnicos, nao poderia
abordar problemas de anélise que faziam parte da sua actividade de investigador, e para
0s quais poderia eventualmente motivar os alunos para a sua resolugao.

Esta decisao, um pouco incompreendida por parte de alguns, uma vez que as condicoes
de trabalho nao seriam ainda compardveis as da Universidade de Coimbra, é explicada

pelos seus netos da seguinte forma:

"(...) o nosso avd veio para o Porto para casar. A nossa avé nao quis ir viver

para Coimbra e ele fez-lhe a vontade."?

Como vimos, Francisco Gomes Teixeira ingressou em 1883 na referida Academia sendo,

quatro anos depois, nomeado Lente da 3% cadeira e em 1889, Lente da 2* cadeira. No

4Obras sobre Mathematica ¢ um conjunto de sete volumes, publicados sob a égide do Governo Por-

tugués.
®Testemunho oral dos Netos de Francisco Gomes Teixeira, em 17 de Junho de 1999. - cit. in [2], p.

ol.
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entanto, em 1886 foi nomeado director daquela instituicao, promovendo reformas a nivel
das disciplinas de Matemaética.

Com a implantagao da Reptiblica, surgiram novas reformas no ensino superior e a 22 de
Margo de 1911, foi criada a Universidade do Porto, como fusao da Academia Polytechnica
e da FEscola Medico-cirurgica do Porto.

Gomes Teixeira foi eleito Reitor da recém criada Universidade e esta depressa se viu
reconhecida internacionalmente, atendendo ao prestigio do seu Reitor.

Sousa Pinto, seu colega na Academia Polytechnica, e mais tarde na Universidade do

Porto, relata, no discurso proferido no descerramento do busto de Gomes Teixeira, que:

"(...) Conheci-o quando éle acabava de dobrar os 50 anos e tive a honra de
conviver com éle de perto (...). Chegado ao seu gabinete (...) logo comegava
o seu labor, que se prolongava até hora adiantada da tarde. Dava a sua aula,
mantinha em dia a sua correspondéncia com os mais ilustres matematicos da
época, revia provas ou redigia trabalhos (...) dirigia a publicacdo dos Anais

da Academia Politécnica que fundou, organizava congressos (...)." ([2], p. 57)

Tal como este testemunho nos dé conta, Francisco Gomes Teixeira mantinha, desde o
infcio da sua carreira, correspondéncia com notdveis matematicos. Com efeito, enviou a

Hermite um exemplar da sua dissertagao inaugural, ao que este matemético respondeu:

"Examinei a tese inaugural que tivestes a honra de me enviar, e ainda que
o assunto importante e dificil que tratastes nao encaixa no circulo habitual
dos meus estudos, eu tenho a certeza que fizestes um trabalho muito sério e

aprofundado (...)." ([2], p. 37)

Em 1918 com 67 anos de idade e 13 de fungoes como Reitor, foi proposto Reitor
Honorério pela Academia Portuense, e nomeado pelo Governo.

Além de Reitor, Francisco Gomes Teixeira leccionou a cadeira de Calculo Differencial e
Integral, até ao final da sua carreira, e ja com 70 anos, no limite da idade para a docéncia,
o Governo aprovou a sua reconduc¢ao na regéncia da citada disciplina. Contudo, em 1929,
com 78 anos, Gomes Teixeira deixou a cdtedra, atendendo a alteracao legislativa, no que

se refere ao limite de idade para exercicio de cargos ptiblicos.
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Para além do trabalho cientifico, Gomes Teixeira dedicou-se & escrita de textos que
focavam essencialmente temas religiosos. Tal faceta evidenciou-se na ultima década da
sua vida e a exemplo disso podemos destacar os livros: Santudrios de Montanha (1926),
Apoteose de S. Francisco de Assis (1928), Uma Santa e uma Sébia (1930) e Santo An-
ténio de Lisboa (1931). Estes livros reflectem aspectos da personalidade do Matematico,
nomeadamente o de extremo apreciador da natureza, amante das viagens e portador de
uma profunda religiosidade.

A sua paixao pela Matematica e o seu incansével espirito, fez com que em 1930, apenas
trés anos antes da sua morte, apresentasse o seu tultimo trabalho cientifico o qual "devido

a sua debilidade fisica, foi lido por Mira Fernandes, na Academia de Ciéncias de Lisboa".

([2], p- 216)

3.2 Curso de Analyse Infinitesimal - Calculo Differ-

encial

Como foi referido anteriormente, Francisco Gomes Teixeira publicou muitos artigos
de ordem cientifica em vérias revistas nacionais e internacionais. A sua actividade cien-
tifica abrangeu campos diversos, destacando-se a Anilise, a Geometria e a Histoéria da
Matemética.

Apesar de em determinadas ocasides este matemadtico ter-se dedicado a temas refer-
entes a estas trés dreas, nomeadamente no ano de 1906, no qual "publicou trés artigos,
sobre geometria, intitulados "Sur quelques propriétés des cubiques - extrait d’'une lettre
adressée a Ch. Hermite", "Sur deux maniéres de construire les spiriques de Perseus" e
"Sur une propriété de la strophoide et sur les cubiques qui coincident avec leurs cissoi-
dales"; publicou os artigos sobre andlise, com os titulos "Sur quelques applications des
séries ordonnées suivant les puissances du sinus" e "Sur les transformations linéaires";
editou a 4 edi¢ao do seu manual Curso de Analyse Infinitesimal - Calculo Differencial,
onde incorporou referéncias de histéria da mateméatica" ([2], p. 215), outras alturas houve
em que restringiu as suas investigacoes e publicacoes a uma determinada drea.

Como ja vimos, as suas primeiras publicacoes foram feitas na altura em que era aluno

universitdrio, e ja nessa altura tratou tépicos importantes da Andlise matematica contem-
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poréanea.
A exemplo disso, podemos referenciar que a 16 de Junho de 1871, como aluno do 2°
ano da Universidade de Coimbra, elaborou uma dissertacao, com o o titulo Calculo de

Variagoes, a que Helmut Malonek tece o seguinte comentério:

"E notério o rigor com que expde os assuntos, sempre associado a preocupacdes
de caracter pedagégico. O autor define o cédlculo de variacoes, realcando as
suas aplicacoes. Na exposicao dos assuntos utiliza figuras para facilitar a sua
compreensao, apresentando ao mesmo tempo, um desenvolvimento detalhado

dos assuntos que pretende tratar." ([28], p. 12 - cit. in [2], p. 40)

Os trabalhos referentes a investigagoes no &mbito da Anélise sucederam-se e, até 1889,
os dez trabalhos publicados por Gomes Teixeira referiam-se a contelidos dessa drea da
matematica.

Atendendo ao objectivo essencial desta tese, a fundamentacao numérica da Anélise
em Portugal, iremos, nesta seccao, incidir no estudo da anélise das obras relaccionadas
com este tema.

Apesar de Francisco Gomes Teixeira nao estar associado a introdugao de novas teorias
no campo da Andlise, a verdade é que a sua actividade cientifica nesta drea reveste-se de
grande importancia na medida em que efectuou relevantes generalizacoes e sistematizacoes
inovadoras para a época.

Prova disso sao as importantes correspondéncias que mantinha com diversos matemati-
cos de renome internacional e o reconhecimento, por parte destes, do valor do matematico
portugués.

Na altura em que Francisco Gomes Teixeira era aluno da Universidade de Coimbra os
livros adoptados para o estudo da Anélise nesta Universidade eram de autores estrangeiros,
nomeadamente franceses.

A lista de manuais adoptados no ano lectivo de 1872 - 1873 por esta instituigao era:

"1.% cadeira - Geometria Analytica e Algebra Superior de Francoeur, traduzi-

dos e aumentados por Castro Freire e Souza Pinto, Coimbra 1871.

2.% cadeira - Calculo Differencial e Integral de Francoeur, traduzido e aumen-

tado por Castro Freire e Souza Pinto.
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3.% cadeira - Mécanique rationnelle de Duhamel.
4.% cadeira - Géométrie descriptive et stéréotomie de Le Roy.

5.% cadeira - Elementos de Astronomia de Sousa Pinto, e Astronomie de

Duboais.
6.” cadeira - Géognosie et topographie de Puissant.
7.% cadeira - Théorie analytique du systéme du monde de Pontécoulant.

8.% cadeira - Mécanique Rationnelle de Poisson, e Théorie de l’élasticité de

Lam." ([38], p. 6 - cit. in [2], p. 220)

Os manuais de andlise de Francoeur foram adoptados para a 2.* cadeira - Calculo
Differencial e Integral até ao ano lectivo de 1885 - 1886. A partir dessa data e até 1889 -
1890 adoptou-se o Cours d’analyse de Camille Jordan. ([2], p. 220)

Como foi referido na sec¢ao anterior, no ano de 1876, apés ter concluido o seu doutora-
mento, Francisco Gomes Teixeira, com apenas 25 anos, tomou posse como lente substituto
na Universidade de Coimbra, leccionando a 1.%, 2.* e 4.” cadeiras de Matemética.

A adopc¢ao de manuais estrangeiros fez com que Francisco Gomes Teixeira, tanto como
aluno bem como no papel de professor, tomasse consciéncia da dificuldade que tal facto

representava no processo de aprendizagem. Essa preocupacao manifesta-se quando afirma:

"Entendo porém, que, para honra do professor e do Pais, deve aquele, logo que
possa, substituir livro de texto, quando nao é seu, por licoes litografadas, que
aperfeicoe em anos sucessivos e que depois de bem pensadas imprima, afim
de termos compéndios portugueses e se nacionalizar assim o ensino." ([2], p.

221)

A necessidade da existéncia de manuais em lingua portuguesa levou-o, no ano lectivo
de 1884 - 1885, a iniciar a publicacao interna, na Academia Polytechnica do Porto, de
uma série de textos a que intitulou Fragmentos de um Curso d’Analyse Infinitesimal -
Calculo Differencial.

Estes textos foram publicados até 1887 - 1888, dando-se a partir daf a edi¢cao do Curso
de Analyse Infinitesimal - Calculo Differencial, publicado pela primeira vez em 1887 no

Porto, pela Typographia Occidental.
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Este Curso teve quatro edigoes: uma 1.% em 1887, a 2.* edicao em 1890, a 3.% em 1896
e a 4.” edicao em 1906.
Ao compararmos a 1. edicao do Curso com a obra Fragmentos, atras referenciada,

observamos:

"Fragmentos de 1884 - 1885: toda a Introducgdo do Curso de Analyse In-

finitesimal - Calculo Differencial;

Fragmentos de 1885 - 1886: texto do Calculo Differencial, até a pagina 96, do

Curso de Analyse Infinitesimal - Calculo Differencial;

Fragmentos de 1886 - 1887: da pdgina 97, até ao fim do capitulo VII, pdgina
215, do Curso de Analyse Infinitesimal - Calculo Differencial;

Fragmentos de 1887 - 1888: desde o inicio de capitulo VII, até ao fim do Curso
de Analyse Infinitesimal - Calculo Differencial." ([2], p. 222)

Como iremos constatar na secgao dedicada ao estudo da Theoria dos numeros irra-
cionaes, as varias edigoes do Curso sofreram importantes alteragoes, demonstrando uma
constante preocupacao por parte do autor em clarificar a exposi¢ao dos contetdos.

O Clurso esté, efectivamente, dividido em duas partes e é possivel indicar as seguintes

datas de publicacao de cada uma delas:

"Calculo integral - primeira parte:
1889 - sem indicagao de edicao (sera 1.* edi¢ao, segundo Vilhena);

1890 - o Annuario da Academia Polytechnica do Porto, do ano lectivo 1894 -
1895, indica uma 2.* edigao da 1.* parte do Calculo Integral;

1893 - um livro, com esta data, nao refere a edigao, mas pensamos que possa ter
sido uma terceira edicao, se tivermos em consideracao a indicagao do Annuario

de 1894 - 1895;
1910 - um livro, com esta data, refere 3. edicao.
Calculo integral - sequnda parte:

1892 - vérios livros sem indicagao de edigao (serd 1.” edigao, segundo Vilhena);
nao encontrdmos qualquer referéncia a uma possivel 2. edicao da segunda

parte do Calculo Integral." ([2], p. 223)



56 Francisco Gomes Teixeira

A primeira publicagao do Curso apareceu somente em 1889, no entanto, imediata-
mente apds a 1.% edicao do Curso, a Academia Polytechnica do Porto adoptou-o como
manual para a 2.% cadeira, substituindo o manual de Castro Freire e Souza Pinto, Ele-
mentos de Calculo Differencial e Integral, que, como vimos, consistia numa tradugao do

de Francoeur.

A partir de 1890 - 1891 sao adoptados na 2.% cadeira os livros de Gomes Teixeira Curso
de Analyse Infinitesimal - Calculo Differencial, de 1890, e Calculo Integral 1.* Parte, de
1889. Nao é encontrada qualquer referéncia ao manual Calculo Integral 2.* Parte, como

livro de texto da 2.% cadeira.b

No que diz repeito & Universidade de Coimbra, verificamos anteriormente que até ao
ano lectivo de 1889 - 1890 os manuais adoptados eram estrangeiros, traduzidos ou nao,
contudo, "a partir deste ano lectivo, o Curso de Analyse Infinitesimal passou também a

ser adoptado, naquela Universidade". ([38], p. 6 - cit. in [2], p. 227)

Reconhecida a importancia dos trabalhos cientificos de Francisco Gomes Teixeira, a
publicacao de toda a sua obra, compilada em sete volumes e com o titulo, Obras sobre
Mathematica, é feita por portaria de 8 de Fevereiro de 1902, transcrita no Didrio do

Governo de 3 de Marco do mesmo ano.

No Volume I (1904) e no Volume II (1906) foram compilados artigos cientificos escritos

em diversas revistas nacionais e internacionais.

O Volume IIT das Obras sobre Mathematica, de 1906, coincide com a 4.* edicao da
primeira parte do Curso de Analyse Infinitesimal e assim constatamos que circulavam
simultaneamente duas publicagoes: o Volume III e a 4.* edicao do manual de Calculo
Differencial. A 3.* edigao da segunda parte do Curso de Calculo Integral, por sua vez,
constituiu o Volume VI (1912).

Os trés tomos do Traité des courbes spéciales remarquables planes e gauches conti-
tuiram os Volumes IV (1908), V (1909) e VII (1915).

Este trabalho surgiu na sequéncia de um concurso aberto a prémios, em 1893, pela
Real Academia de Ciencias Exactas Fisicas y Naturales de Madrid. Apesar de, nesse ano,

nao ter existido, segundo os responsdveis, respostas que satisfizessem ao pretendido, a

6Veja-se Annuario da Academia Polytechnica do Porto, anno lectivo 1890-1891, p. 44 - referido in [2],
p. 226.
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Academia publicou novo concurso, aberto desde 1 de Janeiro de 1896 até 1897, dando
entrada na referida Academia trés memdrias, sendo uma de Gomes Teixeira que, com
vista a manter o anonimato, foi-lhe atribuido o numero 2. ([2], p. 247)

O representante da Academia, responsédvel pelo relatério da trés memdrias, afirmou,

sobre o trabalho de Francisco Gomes Teixeira, o seguinte:

"(...) coisa de cento e quarenta curvas, verdadeiramente notéveis; estudadas no
texto, com conhecimento exacto e reflexivo, sob multiplos e diferentes aspectos;
a maior parte, graficamente representadas num apéndice de 15 finas folhas; e,
como a memoéria N.° 1, com a qual esta, N.? 2, apresenta tantas analogias
de forma e pela profundidade da sua doutrina, catalogadas, em separado, por
ordem alfabética, para organizagao e maior comodidade do leitor." ([2], p.

247)

A esta obra foram tecidos largos elogios a nivel nacional e internacional, salientando-se
inclusive a atribuicao de um prémio.

A publicacao das Obras sobre Mathematica levou a que Gomes Teixeira recebesse
muitas cartas de felicitagdo por parte de matemdticos portugueses e estrangeiros. ([2], p.
144)

Como haviamos verificado, a tltima edi¢ao de cada um dos manuais sobre Anlise foi
inserida nesta obra e, apesar das criticas positivas a nivel internacional, a 1.* edi¢ao do
livro Curso de Analyse Infinitesimal - Calculo Differencial, provocou alguma polémica no
seio da comunidade portuguesa da época.

No final do ano de 1887, Francisco Gomes Teixeira concorreu a atribuicao do prémio

D. Luiz, da Real Academia de Sciencias, com as seguintes obras:
"(...) as obras seguintes para concurso ao premio de sua Magestade El-Rei D.
Luiz:
1° Curso de analyse infinitesimal, Porto 1887.

2° Note sur le développement des fonctions satisfaisant 4 une équation dif-

férentielle (Annales de 1’Ecole Normale Supérieure de Paris, tomo IV, 1887).

3° Sur le théoréme d’Eisenstein (Annales de I'Ecole Normale Supérieure de

Paris, tomo III, 1886).
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4° Sur un théoréme de M. Hermite relatif a l'interpolation (Journal fiir die

reine und angewandte Mathematik de Berlin, tomo 100, 1886).

5° Sur une limite relative aux polynomes de LEGENDRE (Comptes rendus
de la Société R. des Sciences de Bohéme, 1886).

6° Ueber den Eisenstein, seinen Satz (Archiv der Mathematik de Hoppe,
Leipzig, 1886).

De cada um d’estes trabalhos envio exemplares, segundo o programma do

concurso (...).""

A obra Curso de analyse infinitesimal de 1887 foi a escolhida para a atribuicao do
prémio. A atribuicao deste prémio revestiu-se de alguma polémica na medida em que
Alfredo Schiappa Monteiro, outro concorrente, apresentou um pedido de reclamagao,

baseando-se nos seguintes termos:

"1° - O livro estd escripto em linguagem que nao péde deixar de ser a negagao

da [sic| estylo didatico.

2° - E deficiente nos principios de analyse, e muito mais nas applicagoes geo-
metricas. Além de nao primar pela exposi¢ao, que é muito confusa, nao péde
servir de texto para uma aula, porque nao dd nocoes claras, nem rigorosas das

concepcoes abstractas da analyse.

3° - O auctor substitue algumas demonstracoes classicas por outras suas, que,
me parece, nao terem vantagem, por serem confusas e prolixas, alem de algu-

mas se prestarem a serias objecgoes.

4° - Apresenta transformacoes de calculo novas, segundo creio, mas de que nao

vejo o alcance.
5% Considera como verdadeiros alguns theoremas, que hoje nao se admitem

como taes (...)." ([2], p. 230)

Schiappa Monteiro apresentou ainda um segundo protesto, baseando a sua discordan-

cia na atribuicao do prémio, em irregularidades cometidas a nivel do concurso.

"Em Processo Académico de Gomes Teizeira, Academia de Ciéncias de Lisboa - cit. in [2], pp. 227 e

228.
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O desenrolar de tais acontecimentos fez com que Gomes Teixeira ripostasse, escrevendo
uma carta ao Presidente da Sec¢ao de Mathematica da Academia Real das Sciencias de

Lisboa, onde podemos ler:

"(...) Se o sr. Schiappa nao tivesse publicado a sua representagdo, ou se
as censuras se referissem a uma memoria destinada a ser sémente lida pelos
que conhecem as sciencias mathematicas, nada responderia aos reparos do sr.
Schiappa; mas trata-se de um livro que é consultado por alunos dos nossos
Estabelecimentos de Instrucgao superior, e portanto nao devo concorrer com o
meu silencio para que estes adquiram ideias falsas julgando terem fundamento

estes reparos (...)." ([46], p. 3 - cit. in [2], p. 232)

A disputa de palavras continuou ainda por mais alguns anos e a correspondéncia
relacionada com este assunto manteve-se no mesmo tom. Contudo, Schiappa Monteiro
posteriormente reconheceu publicamente a competéncia evidenciada por Gomes Teixeira.
(2], p. 233)

Apesar da contorvérsia que revestiu a atribuicao do prémio da Academia de Cliencias
de Lisboa, os livros sobre Anélise Curso de Analyse Infinitesimal - Calculo Differencial e
Curso de Analyse Infinitesimal - Calculo Integral foram alvo de inidmeras criticas positi-
vas, nomeadamente no que se refere a clareza na exposicao dos contetidos, bem como, &
introducao de referéncias a obras que tratavam as mais actualizadas teorias matematicas
da época.

Como jé foi referido anteriormente, existem quatro edi¢coes do Curso e, apesar da
estrutura global ser a mesma, nas quatro edicoes, o autor nao as estruturou sempre da
mesma forma.

Apresentamos o seguinte esquema elucidativo ([2], Anexo C, pp. 1549 - 1552) da forma
como estao estruturadas as quatro edigoes, evidenciando apenas as alteracoes realizadas

ao longo das mesmas:

Estrutura das vdrias edigcoes do Curso
Fragmentos (1884 a 1888)
e

Primeira edi¢ado do Curso (1887)
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INTRODUCGCAO (pdgs. 1-91)
CAPITULO I - Theoria dos imaginarios e regras para o seu calculo
I Caracteres das operagoes da Arithmetica e da Algebra
IT Theoria analytica dos imaginarios
IIT Theoria geometrica dos imaginarios
IV Operagoes sobre imaginarios
V Series
VI Productos infinitos

VII Fracgoes continuas

CAPITULO 1II - Principios geraes da theoria das funccoes, funcgoes

algebricas, logarithmicas, etc.
I Principios geraes
IT Funccoes algebricas
III Funcgoes exponenciaes, logarithmicas e circulares

Nota & pagina 40

CALCULO DIFFERENCIAL (pdgs. 1-275)
CAPITULO I - Nogoes Preleminares

I Nocao de limite, de continuidade, de infinitamente pequeno e de

derivada
IT Methodos dos limites. Methodo infinitesimal. Origem do Calculo

infinitesimal

CAPITULO II - Derivada de primeira ordem das funcgoes
I Theoremas geraes

IT Derivadas das funccoes algebricas exponenciaes, logarithmicas e

circulares
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IIT Funcgoes implicitas

IV Relagao entre as funcgoes e suas derivadas

V Derivadas das funcgoes de variaveis imaginarias

VI Funcgoes de muitas variaveis

VII Derivadas dos determinantes. Determinantes funcionaes

VIII Derivada de limites de sommas. Derivada de um arco de curva

IX Mudanga das variaveis

CAPITULO III - Applicacoes geometricas dos principios precedentes
I Curvas planas
IT Curvas no espaco
IIT Superficies

IV Curvas e superficies envolventes

CAPITULO 1V - Derivadas e differenciaes de ordem qualquer
I Formacao das derivadas de ordem qualquer
IT Applicagoes
III Differenciaes d’ordem superior

IV Relagoes entre as funcgoes e suas derivadas

CAPITULO V - Applicacoes analyticas da formula de Taylor
I Desenvolvimento em serie de algumas funcgoes algebricas
IT Desenvolvimento em serie de algumas funccoes transcendentes
III Interpolacao
IV Maximos e minimos

VI Indeterminacoes

CAPITULO VI - Applicacoes geometricas da formula de Taylor
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I Curvas planas
IT Curvas no espaco

Superficies

CAPITULO VII - Funcgoes definidas por series. Singularidade de al-

gumas funcgoes
I Funcgoes definidas por series

IT Singularidade de algumas funcgoes

CAPITULO VIII - Funccoes de variaveis imaginarias
I Definigoes e principios geraes
IT Extensao da formula de Taylor ds funcgoes de variaveis imaginarias
IIT Applicacoes
IV Outros methodos para desenvolver as funcgoes em serie
V Funcgoes regulares n’uma regiao do plano
VI Funccoes regulares em todo o plano

VII Funccoes uniformes regulares em todo o plano excepto em pontos

isolados

NOTA - Theoria dos numeros irracionaes, dos numeros negativos e dos nu-

meros imaginarios. Regras para o seu calculo (pdgs. 281-291)
I Caracteres das operagoes da Arithmetica e da Algebra
II Theoria dos numeros irracionaes

IIT Numeros negativos e numeros imaginarios

Segunda edigao do Curso (1890)
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INTRODUCGCAO (pdgs. 1-99)

CAPITULO I- Theoria dos numeros irracionaes, dos numeros negativos

e dos numeros imaginarios. Regras para o seu calculo
I Caracteres das operagoes da Arithmetica e da Algebra
IT Theoria dos numeros irracionaes
IIT Numeros negativos e numeros imaginarios
I'V Nogao de limite
V Series
VI Produtos infinitos

VII Fracgoes continuas

CAPITULO 1II - (Mantém-se igual & primeira edi¢do)
CALCULO DIFFERENCIAL (pdgs. 101-356)
CAPITULO I - Nogoes Preleminares
I Nocao de infinitamente pequeno e de derivada

IT - (Mantém-se igual & primeira edi¢do)

CAPITULO II - Derivadas de primeira ordem das funcgoes

(Os tdpicos tratados sao os mesmos, apesar de apresentarem ordens diferentes)

CAPITULOS 111, IV, V, VI, VII (Mantém-se iguais aos da primeira
edi¢ao)

CAPITULO VIII - (Mantém-se igual & primeira edi¢do, excepto o0s

topicos III e IV que foram suprimidos)

Terceira edi¢ao do Curso (1896)

63
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Todos os capitulos tém estrutura igual & edicao precedente, excepto os seguintes:

CALCULO DIFFERENCIAL (pdgs. 12417} e pdgs. 222-255)

CAPITULO II - (Mantém-se igual & sequnda edi¢ao, excepto o tdpico

V' que foi suprimido)

CAPITULO IV - (Mantém-se igual a seqgunda edi¢ao, excepto o topico

IIT que foi suprimido)
Quarta edigdo do Curso (1906)

Apresenta uma estrutura genérica igual a da terceira edicao.

Como podemos verificar, em todas as edi¢oes do Curso de Analyse Infinitesimal -
Calculo Differencial, este estd dividido em dois blocos distintos: a INTRODUCCAO e o
CALCULO DIFFERENCIAL.

A INTRODUCCAO, por sua vez, estd subdividida em dois capitulos e o CALCULO
DIFFERENCIAL em oito.

Talvez a importancia atribuida por Gomes Teixeira aos dois blocos fosse equiparada-
mente distribuida. Com efeito, na 1.* edicao verificamos que existe uma numeragao difer-
enciada para a INTRODUCCAO e para o bloco dedicado ao CALCULO DIFFEREN-
CIAL, no entanto, a partir da 2.% edigao nao se assiste a tal diferenciacao, e a numeragao
é feita de uma forma sequencial ao longo de todo o Curso, apresentando-o num todo.

Deste modo, a INTRODUCCAO, apesar de ser uma seccio onde sdo apresentados
conceitos bdasicos que servirao de pré-requisitos ao que ird ser tratado na segunda parte,
assume, por parte do autor, particular interesse a nivel didéctico.

Ainda relativamente as primeiras duas edicoes, verificamos que a INTRODUCCAO
nao aborda os mesmos conteidos, apesar de em ambas as edigoes estar dividida em dois
capitulos. O mesmo acontece com o CAPITULO I do CALCULO DIFFERENCIAL,
que apresenta diferencas significativas quando comparamos as duas primeiras edigoes,

nomeadamente na introducao da nocao de limite.
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Podemos ainda acrescentar que, relativamente aos restantes capitulos, existem maiores
diferencas da 1.* para a 2.* edi¢ao, do que da 2.” para as restantes.

Quando analisamos o esquema elucidativo da estrutura das quatro edicoes, verificamos
que no final da 1.* edigao, apés o INDICE aparece a ribrica NOTA intitulada Theoria dos
numeros irracionaes, dos numeros negativos e dos numeros imaginarios. Regras para o seu
calculo. Esta NOTA encontra-se dividida em trés partes onde é tratado, respectivamente,
os Caracteres das operagoes da Aritmetica e da Algebra, a Theoria dos numeros irracionaes
e os Numeros negativos e numeros imaginarios. A partir da 2.” edicao, os conteudos desta
NOTA s3o inseridos na INTRODUCCAO.

Na seccao seguinte vamos analisar como é que Francisco Gomes Teixeira desenvolveu
estes assuntos ao longo das vdrias edicoes, evidenciando nao sé a organizagao dos conteti-

dos, bem como a forma distinta que os abordou.

3.3 Construcao dos Niimeros Reais

Francisco Gomes Teixeira tratou a Theoria dos Numeros Irracionaes nos Fragmentos
de um Curso de Analyse Infinitesimal - Calculo Differencial, cuja publicacao interna na
Academia Polytechnica do Porto iniciou-se no ano lectivo 1884 - 1885 e terminou no ano
lectivo 1887 - 1888, como ja haviamos referido.

Esta série de textos destinava-se a facultar aos alunos meios de estudo na sua prépria
lingua, uma vez que anteriormente a esta edicao o manual adoptado pela referida academia,
para a cadeira de Calculo Infinitesimal, era o de Serret ([2], p. 221).

Os Fragmentos foram publicados anualmente e Gomes Teixeira sempre apresentou uma
preocupacgao em actualizar os seus textos. Em 1889 e 1892 houve publicacao simultanea
dos textos Fragmentos de um Curso de Analyse Infinitesimal - Calculo Integral e da
primeira e segunda parte do manual Curso de Analyse Infinitesimal - Calculo Integral.

Procurando estabelecer uma fundamentacao rigorosa no referido Curso, Gomes Teix-
eira introduziu a Theoria dos Numeros Irracionaes, assunto este que era novo na época.

A exposicao desta teoria é andloga, tanto nos Fragmentos como na 1% edi¢gao do Curso.
Atendendo a esse facto, iremos, nesta seccao, analisar a obra Curso de Analyse Infinites-

imal - Calculo Differencial®.

8Por simplificacio de linguagem, passaremos, sempre que necessario, a designar apenas por Curso o
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As vérias edigoes do Curso sofreram, por parte do autor, reformulagbes que procu-
raremos aqui evidenciar. Em qualquer uma das edicoes a obra inicia-se com uma INTRO-
DUCCAO onde Francisco Gomes Teixeira dedica uma seccio aos Caracteres das operagoes
da Arithmetica e da Algebra.

Como iremos verificar, a introducao de novos nimeros baseia-se na preocupacao de
permanéncia das regras de cdlculo, o que de certa forma explica que a apresentacao da
Theoria dos Numeros Irracionaes e da Theoria dos Numeros Complexos seja precedida

pela Theoria das operagoes da Arithmetica e da Algebra.

3.3.1 Operacoes da Arithmetica e da Algebra

Na 1° edigao do Curso, Gomes Teixeira aborda por duas vezes o assunto referente

as operacdes: uma na parte I do CAPITULO I da INTRODUCCAO ([45], pp. 1 - 3), e
outra na parte I da NOTA ([45], pp. 281- 282), de formas diferentes.

Na INTRODUCCAO o autor desenvolveu a teoria das operacdes sobre reais néo neg-
ativos, com o intuito de generalizar estas operacoes ao conjunto dos nimeros imaginérios.

Nos dois textos, NOTA e INTRODUCCAO, Gomes Teixeira apresentou a defini¢io de
cada uma das operacoes e suas propriedades, com algumas diferencas.

A enunciacao da definicao de cada uma das operacoes apresentava, na 1¢ edicao,
distingoes relevantes.

A adicdo foi apresentada na INTRODUCCAO, da seguinte forma:

"1° Somma das lettras a e b é a combinacao d’estas lettras, cujos principios

caracteristicos sao (...)." ([45], pp. 1- 2)
No entanto, na NOTA, pode lér-se:

"1° Addi¢ao dos numeros representados pelas lettras a e b é a combinacao

d’estes numeros cujas leis fundamentaes sao (...)." ([45], p. 181)

Parece-nos, que ao substituir a palavra somma por addi¢ao o autor pretendeu tornar

o segundo texto mais rigoroso.

manual Curso de Analyse Infinitesimal - Calculo Integral.
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Na INTRODUCCAO da 4% edicio, como veremos mais tarde, a palavra somma j& nao
aparece e a operacao addi¢cao é-nos apresentada como sendo univoca.

Outro aspecto que nos evidencia uma procura, por parte de Gomes Teixeira, de pre-
cisao na definicao das operagoes, na NOTA da 1* edigao comparativamente com a IN-
TRODUCCAO da mesma, é a substituicio da expressdo somma das lettras a e b por
addicao dos numeros representados pelas lettras a e b.

Relativamente & multiplicacao, as alteracoes em termos de enunciagao da operagao

repetem-se. Na INTRODUCCAO temos:

"3° Multiplicacao é a combinacao das lettras a e b caracterisada pelos

principios seguintes (...)." ([45], p. 2)
Na NOTA, Gomes Teixeira explicita:

"3° Multiplicacao é a combinacao dos numeros representados pelas lettras

a e b, caracterisada pelas leis (...)." ([45], p. 282)

A semelhanca da adigio, na INTRODUCCAO da 4° ediciio, como veremos mais tarde,
assiste-se a referéncia da operacao multiplicacao como sendo univoca.
Podemos ainda referenciar que as propriedades da multiplicacao foram enunciadas de
forma distinta na INTRODUCCAO e na NOTA da 1° edicéo.
As seguintes propriedades fazem parte dos dois textos:
1) ab = ba,
2)  (ab) c = (ac) b,
3) (a+b)c=ac+bc,
4) ax0=0,ax1=a ([45], pp. 2 e 282)
Na INTRODUCCAO, foram acrescentadas as propriedades referentes as regras dos
sinais:
4)  (+4a) (+b) = +ab, (+a) (—=b) = —ab, (—a) (—b) = +ab. ([45], p. 2)
A definicéo de elevacio a potencias ¢ distinta nos dois textos. Na INTRODUCCAO,

aparece:
"5° Elevagao a potencias é a combinagao caracterisada pela propriedade:

a™ x a® = a™t"." ([45], p. 3)
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Na NOTA, pode ler-se:
"5° Elevagdo a potencias ¢ a multiplicacao de factores iguaes." ([45], p. 282)

Na NOTA, Gomes Teixeira nao apresentou apenas uma propriedade, como fez na
INTRODUCCAO, mas teve o cuidado de definir a operacio, para o caso do expoente ser
inteiro e positivo.

Na 4% edicao, Gomes Teixeira, inicia a seccao dedicada as operagoes da Arithmetica e
da Algebra, apresentando uma definicao da classe dos nimeros racionais, designando os

nimeros racionais positivos como sendo o primeiro objecto da Arithmetica. Pode ler-se:

"Os numeros inteiros e os nimeros fraccionarios, cujos numeradores e de-
nominadores sao niimeros inteiros, constituem a classe dos numeros racionaes,
que podem ser positivos ou negativos. O estudo dos niimeros racionaes pos-
itivos é o primeiro objecto da Arithmetica. Ahi sao definidos, assim como
as operacoes numericas, e ahi sao estudadas as propriedades fundamentaes

d’estas operagoes." ([49], p. 1)

O autor esclarece, nesta edicao, que, em termos algébricos, os niimeros aparecem sub-
stituidos por letras que os representam e é com base nessas letras que define as operagoes

aritméticas fundamentais, da seguinte forma:

"1° Addi¢ao dos numeros representados pelas lettras a e b é a combinacao

univoca (de resultado unico) d’estes numeros, cujas leis fundamentaes séo:
1) a+b=>b+a, (lei commutativa)
2) (a+b)+c=(a+c)+b, (leiassociativa)

3) a+0=a.

2° Subtracgao é a operacao inversa da addicao.

3° Multiplicacao é a combinagao univoca dos numeros, representados pelas

lettras a e b, caracterizada pelas leis:
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1) ab=ba, (lei commutativa)
2) (ab)c=(ac)b, (lei associativa)
3) (a+b)c=ac+be, (lei distributiva)

4) ax0=0,ax1l=a.

4° Divisao é a operacao inversa da multiplicacao.

5° Elevagao a potencia € a multiplicacao de factores eguaes.

6° Extracgao de raiz é a operagao inversa da elevagao a potencia." ([49],

pp. 1-2)

E de salientar que foi nesta 4% edicdo que Gomes Teixeira introduziu as designacoes
de propriedade comutativa e propriedade associativa da adicao e da multiplicagao, bem
como a de propriedade distributiva da multiplicacao em relagao a adigao, evidenciando
aqui uma valorizacao da precisao e clareza.

Além de enunciar cada uma das operacoes, como acabamos de analisar, Francisco
Gomes Teixeira apresenta na 1¢ edicao, a semelhanca das posteriores, propriedades car-
acteristicas dessas mesmas operacoes.

Com alteracoes, ainda que pontuais, o autor manteve da 1¢ para a 2% edicao, a descricao
das operagoes fundamentais da Aritmética.

Na 2 edigao, Gomes Teixeira enumerou as propriedades da igualdade e da relacao de
ordem, como podemos constatar em:

"(...) e nas leis fundamentaes da transformagao das igualdades e desigualdades:

1) Sefora=0b,serdb=a

2) Sefora=bea=c,serd b=c

3) Sefora>beb>c, serda>c

4) Sefora=bec=d, serd a+c=>b+d, ac=bd, etc.
)

5) Sefora > bec>d,serd a+c > b+d, a—d > b—c" ([47], p. 2)
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Na 3% edi¢ao o autor apenas manteve as propriedades 2) e 4), passando esta tltima a

ter o seguinte enunciado:

"(...) Sefora=bec=d,sera+c=b+d, a—c=>b—d, ac = bd, etc.
()" (48], p. 2)

Na 4% edigao, Gomes Teixeira enuncia quatro propriedades caracteristicas das oper-
agoes aritméticas, denominando as trés iltimas de leis fundamentais das igualdades, do

seguinte modo:

"(...) é facil de ver que o calculo arithmetico é principalmente fundado
nas leis fundamentaes precedentes, na propriedade que téem as operacoes de
darem resultados eguaes quando se substituem a e b por quantidades eguaes e
nas leis fundamentaes das egualdades: a = a; de a = b resultab=a; dea =10

e b= cresulta a =c." ([49], p. 2)

O ddltimo pardgrafo, referente a finalizacao da seccao respeitante as operacoes,
sofreu, ao longo das vérias edigoes, significativas reformulacoes. Com efeito, na 1.% edicao

Francisco Gomes Teixeira escreve:

"(...) Duas das operagoes precedentes, isto é, a subtracgao e a divisao sao
sempre possiveis usando os numeros considerados na Arithmetica." ([45], p.

282)

Na continuagao da citagao anterior, com o intuito de passar & Theoria dos numeros

wrracionaes, Gomes Teixeira afirmou:

"(...) para nao termos porém de separar os casos em que estas operagoes
sa0 ou nao sao possiveis, introduzem-se novos numeros mais geraes do que os
precedentes e definem-se as suas operagoes de modo que os resultados a que

levem sejam applicaveis dquelles." ([45], p. 282)

J& a partir da 2 edigao, esta mesma afirmagao aparece de uma forma mais clara:
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"(...) introduzem-se novas especies de numeros, e generalisam-se as definigdes
das operacoes, tendo sempre em vista que se conservem as propriedades fun-
damentaes que vimos de indicar, e que as novas defini¢oes levem aos mesmos
resultados que as antigas, quando se applicam aos numeros para os quaes estas

foram primeiramente estabelecidas (...)." ([47], p. 3)

Verifica-se, assim, que a criacao de nimeros de outra natureza, que nao sejam racionais,
é explicada por este Matemadtico, como fruto da impossibilidade de concretizacao de al-
gumas operagoes aritméticas, com o objectivo de que as propriedades dessas mesmas
operacoes continuem a ser verificadas.

Este alargamento do conceito de mimero com o objectivo de que toda a propriedade
aplicdvel & operacao generalizada, também o seja & operacao restrita e contenha, como
caso particular, a regra estabelecida para a operacao restrita, em que se baseou Francisco
Gomes Teixeira, ja havia sido adoptado por outros autores, alguns deles referenciados por

este matematico no decorrer das vérias edicoes do curso.’

3.3.2 Theoria dos numeros irracionaes

Na 1 edicao o conceito de nimero irracional aparece associado & nogao de radical.

No inicio da parte II, da NOTA podemos ler:

"Com effeito, por néo ser sempre possivel a operacdo /b empregando

. . . n
os numeros racionaes, somos levados a considerar o signal a + /b como rep-
resentando numeros de uma nova especie, que contém os numeros racionaes
quando é b = 0, e que quando b ¢ differente de zero tomam o nome de numeros

irracionaes." ([45], p. 283)
Seguidamente, acrescentou que:

"Os numeros irracionaes appareceram tambem na Geometria Elementar
debaixo de um ponto de vista mais geral do que o precedente, como limites de

uma série de numeros racionaes." ([45], p. 284)

9A relagdo entre o trabalho de Francisco Gomes Teixeira e trabalhos de outros autores serd explorada

na secgao 3.4.
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Ainda na mesma edicao, Gomes Teixeira apresenta a seguinte definicao de nimero

irracional:

"Diz-se que um numero racional, variavel e crescente wu, cujos valores
sucessivos sao up, us... tende para um limite racional a quando n augmenta
indefinidamente, se os numeros uq, us..., etc. se aproximam sucessivamente de
a, de modo que a cada valor que se dé ao numero arbitrario d, por mais pequeno

que seja, corresponda um valor n; de n tal que seja (um valor absoluto)
Up —a <0

quando n > n;.

Se um numero racional crescer & medida que n augmenta, sem todavia
poder jamais exceder um numero racional determinado, e nao tender para
um limite racional, diz-se, por defini¢ao, que tende para um numero irracional
(que representaremos por lim u,, ) maior do que qualquer dos numeros racionaes

uy,, ou inferiores a u,, e menor do que qualquer dos outros." ([45], p. 284)

O ndmero irracional aparece assim definido como um limite de uma sucessao, de uma
forma andloga a feita por Cauchy.!’

Esta definicao de niimero irracional, apresentada por Francisco Gomes Teixeira, merece,
da nossa parte, particular atencao.

No inicio da definicao parece-nos que o autor considerou uma sucessao de nimeros
racionais convergente para um nimero racional a, embora nao seja explicito que § deva
ser também racional, visto que os nimeros irracionais nao tinham sido ainda definidos.
Entendemos igualmente que a referéncia a numero racional, variavel e crescente corre-
sponde ao que hoje entendemos por uma sucessao crescente de niimeros racionais, embora
tal consideracao nao esteja perfeitamente clara no texto.

No paragrafo seguinte assiste-se a uma possivel aceitacao de que uma sucessao moné-
tona crescente e limitada de nimeros racionais é convergente e Francisco Gomes Teixeira
explicita que se o limite dessa sucessao nao for um nimero racional entao dizemos, por

defini¢ao, que tende para um numero irracional (que representaremos por limu,,).

10Veja-se na seccio 3.4.
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Devemos ainda salientar que na parte final da definicao acima citada, onde encon-
tramos, ou inferiores a u, e menor do que qualquer dos outros, embora nao esteja ex-
plicitado, parece-nos que o autor supoe que a sucessao em causa €, agora, mondtona
decrescente e limitada.

Verificamos que os nimeros irracionais sao considerados, por este autor, como limites,
antes mesmo de estarem definidos, isto é, a definicao é o limite.

Gomes Teixeira refere ainda, nesta 1* edigao, um teorema onde apresenta uma condicao

necessdria e suficiente para que u,, possua limite.

"E condigao necessaria e sufficiente para que u, tenda para um limite
quando n augmenta indefinidamente, que, a cada valér dado a ¢, por mais

pequeno que seja, corresponda um valér n; de n tal que a desigualdade
(1) Uptp — Up <0

seja satisfeita (em valor absoluto) pelos valores de n superiores a ny, qualquer

que seja p." ([45], pp. 285 - 286)

Este teorema, referenciado por Gomes Teixeira como sendo devido a Cauchy, é acom-
panhado de uma demonstracao da condi¢ao necessdria, muito préxima da actual.

A condicao suficiente foi igualmente demonstrada, o que evidencia, por parte do autor,
a sua necessidade.

Nas edicoes posteriores, este teorema ¢é suprimido na parte respeitante & teoria dos
numeros irracionais, aparecendo no contexto das sucessoes, com a demonstracao da condi¢ao
suficiente, exposta com bastante mais clareza.

O facto de Gomes Teixeira, como acima foi referido, considerar os niimeros irracionais
como limites, antes mesmo de estarem definidos, mostra-nos que o seu objectivo nao seria,
nesta 1 edicao, o de apresentar uma construgao rigorosa e puramente aritmética, como
pretendiam outros mateméticos tais como Méray, Dedekind, Weierstrass e Cantor.!!

A definicao de mimero irracional aparece-nos de uma outra forma nas edicoes poste-

riores.

1Veja-se na seccao 3.4.
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"Consideremos um grupo composto de uma infinidade de numeros racionaes,
positivos e crescentes,

A1,A9,y .y Apy ...

e outro grupo composto de uma infinidade de numeros racionaes, positivos e

decrescentes,

b1, b, ovry by ..

e supponhamos que os numeros do primeiro grupo sao todos menores que os
numeros do segundo e que a differenca b, — a,, péde tornar-se tao pequena

quanto se queira, dando a n um valor sufficientemente grande.

Se existe um numero racional, maior do que os numeros do primeiro grupo
e menor que os do segundo grupo, este numero é completamente determinado
pelos dous grupos. Com effeito, se existissem dous numeros A e B que satis-
fizessem a esta condicao, estes numeros deveriam estar comprehendidos entre

b, e a,, e seria, por maior que fosse n,
B—-—A<b,—a,,

o que é absurdo, visto que a differenca b, — a,, péde tornar-se tao pequena

quanto se queira, dando a n um valor sufficientemente grande.

Se porém nao existe numero algum racional maior do que os numeros do
primeiro grupo e menor do que os numeros do segundo, diz-se, por defini¢ao,
que os dous grupos estao separados por um numero irracional. Como, n’este
caso, qualquer numero racional differente dos precedentes é menor do que um
valor de a,, ou maior do que um valor de b,,, vé-se que cada numero irracional
divide a totalidade dos numeros racionaes em dous grupos, taes que os numeros

do primeiro grupo sao todos menores do que os numeros do segundo grupo."
([48], pp. 3-4)

Nota-se, nesta nova definicao de nimero irracional apresentada na 3% edi¢do, uma
possivel influéncia do conceito de corte apresentado por Dedekind, embora Gomes Teixeira
construa a sua prépria definigao.

Na 2% edicao, apés ter apresentado a definicao de nimero irracional, o autor afirma:
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"(...) adefini¢do precedente comprehende os numeros irracionaes a que se
foi conduzido em Arithmetica pela extraccao das raizes. Assim, por exemplo,
V2 representa um numero irracional que separa os numeros racionaes cujos
quadrados sao menores do que 2 d’aquelles cujos quadrados sao maiores do

que 2." ([47], p. 4)

Uma vez mais constata-se a preocupacao de Gomes Teixeira, em relacionar um novo
conceito, neste caso o de ntiimero irracional, com algo que os seus leitores pudessem recon-
hecer. Este aspecto vem de encontro com o facto desta obra representar um manual a ser

utilizado pelos seus alunos da cadeira de Calculo Infinitesimal, como haviamos referido.

3.3.3 Operagoes com numeros irracionaes

Como pudemos observar em 3.3.2, na 1 edicao do Curso, os nimeros irracionais
foram considerados como limites de sucessoes de numeros racionais e, atendendo a este
aspecto, na parte II da NOTA, dessa mesma edicao, as operagoes com nimeros irracionais
sao definidas como operacoes sobre limites de sucessoes.

A adicao de niimeros irracionais é definida da seguinte forma:

"1° Chama-se addi¢cao de dous numeros irracionaes lim u,, e limwv,, a op-
eracao que tem por fim determinar o numero racional ou irracional para que
tende a somma u,, + v, quando n e m augmentam indefinidamente." ([45], p.

284)

A justificacao, desta defini¢ao de adigao de niimeros irracionais, é feita pelo matemaético

do seguinte modo:

"Para justificar esta defini¢cao, notemos primeiro que por serem, por hy-
pothese, u,, e v, menores do que dous numeros determinados, a somma ., +v,,
z . . N P .
serd tambem menor do que um numero determinado igual & somma d’estes;
logo a somma u,, + v, tende para um numero racional ou irracional." ([45], p.

285)

Gomes Teixeira acrescentou que, por redugao ao absurdo, demonstra-se que:



76 Francisco Gomes Teixeira

"(...) este limite é sempre o mesmo qualquer que seja 0 modo como n e

m augmentem." ([45], p. 285)

O intuito de que as propriedades inerentes as regras de cdlculo se mantivessem para

esta nova classe de mimeros, é novamente evidente em:

"(...) a somma de numeros irracionaes, como vimos de a definir, goza das

propriedades fundamentaes (...) como é facil de vér." ([45], p. 285)

Apo6s ter definido a adicao e a multiplicagdo, Gomes Teixeira, nesta 1 edicao, de-
fine a subtraccao e a divisao como operacoes inversas, respectivamente, da adicao e da
multiplicagao.

Nas edigoes posteriores a 1 continua a definir a multiplicacao e a divisao, fundamen-
tando estas defini¢oes na teoria dos nimeros irracionais, definidos a partir de sucessoes.
Com efeito, mais uma vez, é acentuado que a multiplicacao, assim definida, satisfaz as
leis fundamentaes dos nimeros racionais.

A subtraccao serd, como veremos adiante, definida em termos de sucessoes e nao
apenas como operacgao inversa da adicao.

Na 1 edi¢ao nao se assiste a referéncia da potenciagao nem da radiciacao de irracionais,
aquando da definicao das operacoes fundamentais da Aritmética. Contudo, apds algum
desenvolvimento sobre limites de sucessoes, no paragrafo intitulado Potencias irracionaes

dos numeros, o autor aborda a exponencial a¢* da seguinte forma genérica:

"E bem conhecida desde os Elementos de Algebra a significacao do signal
a" quando u representa um numero racional inteiro ou fraccionario, positivo ou

negativo, e viu-se que em todos estes casos tem logar a igualdade fundamental

Resta definir este mesmo signal quando u é um numero irracional. Seja
primeiro ¢ maior do que a unidade e sejam uq, ug, ..., Uy, ... OS NUMETOS Cres-
centes com n, mas inferiores a um numero «, que determinam o numero irra-
cional v = limu,,. Os numeros a**,a"?, ..., a"", ... crescem tambem quando n
augmenta, sem poderem todavia exceder o numero a®. Tendem pois para um
numero irracional lima"" que tomaremos para defini¢do do signal a*." ([45],

pp. 288 - 289)
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A adigao de niimeros racionais ou irracionais, em edigoes posteriores & 1%, é apresentada

na parte II do CAPITULO I da INTRODUCCAO, da seguinte forma:

"1° Sejam dados dois numeros racionaes ou irracionaes A e B, determi-

nados pelos grupos

A1,A2y .y Apy ...

bi,ba, ..., by, .y

!/ / !/
ay,ay, ..., q,, ...

(2) / / /
1) 27...7bn7...,

e formemos o grupo de numeros crescentes
/ !/ !/
a1+ ay, a2 + g,y ..., Qp + G,y ...

e o grupo de numeros decrescentes

by + b, 0o + b, .. by + 0,

Como os numeros do primeiro d’estes grupos sao menores do que os do
segundo, e como a differenga entre b, + b/, e a,,+a,, péde tornar-se tao pequena
quanto se queira, dando a n um valor sufficientemente grande, estes grupos
determinam um numero racional ou irracional, que os separa, o qual se chama

somma dos numeros dados." ([49], p. 4)

Mais uma vez, é feita pelo matemdtico uma justificagao, da sua definicao de adigao de

nimeros racionais ou irracionais:

"(...) notemos em primeiro logar que, se os numeros dados A e B forem
racionaes, os grupos que vimos de formar determinam o numero racional A+ B,

visto que este numero os separa." ([49], p. 4)

Novamente, é acentuado que a adicao, assim definida, satisfaz as leis fundamentaes
dos nimeros racionais. ([49], p. 4)

A subtraccao, como referido anteriormente, é definida em termos de sucessoes:
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"2° Consideremos ainda os numeros A e B e seja A > B. Demonstra-se,

procedendo como no caso anterior, que os grupos

/ / /
CL1 - bl,a2 - b2, ,a/n - bn,

/
ny e

!/ /
by —ay, by —ay,....b, —a

determinam um numero racional ou irracional. A este numero chama-se dif-

ferenga dos numeros dados, e representa-se por A — B." ([49], p. 5)

Seguidamente, Gomes Teixeira, prova que para quaisquer mimeros A e B temos a

igualdade:
(A—B)+ B=A. ([49], p. b)

Como j& foi por nés focado, a multiplicacao nao sofreu alteracoes ao longo das quatro

edicoes, sendo definida como se segue:

"3 Chama-se producto dos numeros A e B ao numero definido pelos

grupos

!/
ny e

bl /1,62 é,...,bnb%,...." ([49], p. 5)

/ !/
a1a7, aQy, ..., ApQ

Gomes Teixeira afirma que o produto assim definido satisfaz as leis fundamentaes da
multiplicacdo de nimeros racionais e justifica a definicao desta operacao aritmética do

seguinte modo:

"Para justificar esta definicao, é necessario demonstrar que estes dois gru-
pos determinam um numero racional ou irracional, e, para isso, basta attender
a que a,a, cresce e b,b) decresce, quando n augmenta, a que temos b, b/, >

aman,, quaesquer que sejam os valores de n e m, e a que da desegualdade

bubl, — anal, = b, (b, —al) +al, (by, —a,) < by (b, —al)+ 0 (b, — ay)

!/

resulta que a differenca b,b), — a,al,

se pode tornar tao pequena quanto se

queira, dando a n valores sufficientemente grandes." ([49], p. 5)
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Na 2% e 3% edicoes, a definicao de potenciacao é apresentada apenas fazendo referéncia

ao caso particular de expoente inteiro e positivo.

"4° Chama-se potencia do grdo m do numero irracional A ao producto de

m factores iguaes a A." ([47] e [48], p. 6)
Enquanto que, na 4 edigao, apresentou a seguinte definicao:

"5¢ Chama-se potencia do grau m do numero irracional A ao producto de

m factores eguaes a A. Os grupos que a determinam sao pois

al;aft, ...oar, .. by b b " ([49], p. 6)

Nas edicOes posteriores & primeira, o autor apresentou sempre a mesma definicao de

radiciagao:

"6° Chama-se raiz de indice m do numero A ao numero que elevado &

potencia m dd A." ([49], p. 7)

Ap6s definir cada uma das operagoes com niimeros irracionais, Gomes Teixeira explica
que a theoria das operacgoes apenas fica completa apds mostrarmos que o valor obtido por
estas operacoes nao varia quando se substituem os grupos dos niimeros empregues para
os determinar, por outros que definam nimeros iguais a estes.

Com esse intuito, o matematico prova que, tomando A, B,Ce Dcom A=Ce B =D,
temos A+ B = C' + D e acrescenta que procede-se do mesmo modo para provar, esta
relagdo, nas outras operagoes ([49], pp. 7 - 8).

Gomes Teixeira introduz o conceito de niimero irracional com base nos niimeros obtidos
pela extraccao de raizes, abrangendo assim, as dizimas infinitas. Na 3% edicao podemos

ler:

"A theoria precedente abrange os numeros irracionaes a que se foi con-

duzido em Arithmetica pela extraccao das raizes (...).

Assim, por exemplo, v A quando nao é igual a um numero racional, repre-

senta um numero irracional que separa o grupo dos numeros racionaes, que se
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obtéem extraindo a raiz quadrada a A pelo processo ensinado na Arithmetica,

levando a approximacao sucessivamente até ds decimas, centesimas, etc.

myi Mo 1N3 my,

1071027103777 1077
do grupo de numeros

m1+1 m2+1 m3+1 mn—l—l
10 7 102 7 108 777 1o 7T

Os quadrados dos numeros do primeiro grupo e dos numeros racionaes
inferiores a estes sao menores do que A, e os quadrados dos numeros do segundo
grupo e dos numeros racionaes superiores a estes sao maiores do que A; por
isso /A separa os numeros racionaes cujos quadrados sdo menores do que A

d’aquelles cujos quadrados sao maiores do que A.

E facil vér que o numero irracional assim definido goza da propriedade
fundamental de, sendo elevado ao quadrado, dar A. Elevando com effeito
ao quadrado o numero determinado pelos grupos anteriores, vem um numero

definido pelos grupos

mi mi omg

102 100 1o

(m +1)° (ma+ 1) (mu+1)*
102 ’ 104 T 102n 777

mas os numeros do primeiro grupo sao todos inferiores a A, os do segundo

grupo sao superiores a A e a differenca

(m,+1)7%  m? 1 <2mn 1 )

102 102 100 \“Ton T 1om

onde é {f# < A, péde tornar-se tao pequena quanto se queira, dando a n um

valor sufficientemente grande; logo estes grupos definem o numero A." ([48],

pp. 6-7)

Como pudemos observar, Gomes Teixeira mostrou que v/ A separa os nimeros racionais,

cujos quadrados sao menores do que A, daqueles cujos quadrados s@o maiores do que A.

Acrescentou, igualmente, que o nimero irracional assim definido gozava da propriedade

de ter quadrado igual a A.
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Na 4% edicio considerou e explicitou, de uma forma generalizada, o célculo de /A,

quando A é um nimero irracional, da seguinte forma:

"Consideremos, para isso, o grupo de numeros crescentes

Wu %7"'7 7\7/L Qpy .-

e o grupo de numeros decrescentes, superiores aos do primeiro grupo,

Elevando & potencia m os dois membros da identidade

Voo = Wfan+ (Vo= V).
bn —an+m<”\’/b_ @) )"

e portanto, temos

b= o> m (o= ) (Y™ > m (/6 — v/ ()"

o que d&

b, —a
mbn—man<n—r:ni.
V (v

Vé-se, por meio d’esta desegualdade, que a differenca entre os termos
da ordem n dos dois grupos considerados se péde tornar tao pequena quanto
se queira, dando a n valores sufficientemente grandes. Logo os dois grupos

determinam um numero racional ou irracional." ([49], pp. 9 - 10).

O matematico afirmou, ainda, que se pode demonstrar que este nimero, elevado &
poténcia m, dd A, bastando aplicar aos grupos que o determinam a regra dada aquando
da determinacao de VA.

Ainda na 4° edicao, assistimos & prova da completude do conjunto dos nimeros reais,
nomeadamente no pardgrafo 6. Neste pardgrafo sao consideradas as sucessoes compostas
apenas por nimeros irracionais, embora o autor admita que o mimero por elas definido

possa ser racional ou irracional.
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"Consideremos agora o grupo de numeros crescentes
V1,02, ...y Upy ...
e o grupo de numeros decrescentes, maiores do que os anteriores,
W1, W2y eeey Wpyy «nny

e supponhamos que estes numeros sao irracionaes e que a differenca w, — v,
péde tornar-se tao pequena quanto se queira, dando a n um valor sufficiente-
mente grande. Vamos mostrar que, para os separar, nao é necessario introduzir
uma nova especie de numeros, pois que os separa um numero racional ou ir-

racional.

Seja, com effeito,

A1,A9,y .y Apy ...

um grupo de numeros racionaes crescentes e
by, by, by, .

um grupo de numeros racionaes decrescentes, que se formem tomando um
numero racional entre cada par de numeros successivos dos grupos anteriores.

Como a, e b, estao comprehendidos entre v,, e w,,, temos
bn_an <wn_vn>

e porisso os ultimos grupos de numeros determinam um numero racional ou
irracional ¢, que os separa. Este numero nao pdde ser inferior aos numeros
v1, Vg, ..., porque se fosse ¢ < vy, teriamos ¢ < a,, o que nao péde ter logar, e,
por motivo analogo, nao péde ser superior aos numeros ws, ws...; 10go separa

estes dois grupos." ([49], p. 9)

3.3.4 Representacao geometrica dos numeros irracionaes

No que diz respeito a representacao geométrica dos nimeros irracionais, verificamos

que na 1% edicao Gomes Teixeira utiliza o termo "recta", ao referir-se a segmento de
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recta. Tal consideragao foi reformulada na 2 edicao e posteriores, onde o termo "recta"
é substituido por "segmento de recta".
A utilizacao da palavra "recta" ao referir-se, na 1* edicao, a segmento mostra-nos a

adopcao pelo autor da terminologia utilizada por Euclides. Com efeito, podemos ler:

"Sabe-se pelos Elementos de Geometria que toda a recta péde ser rep-
resentada por um numero racional ou irracional, tomando outra recta para
unidade. Vamos agora demonstrar que, reciprocamente, todo o numero irra-
cional pdde ser representado por uma recta. Com effeito, representando sobre
uma recta, a partir de um ponto A, todos os numeros racionaes menores do que
0S NUMeros u,, que entram na definicao do numero irracional lim u,,, obtem-se
uma série de pontos que representaremos por M. Do mesmo modo os numeros
maiores do que u, darao outra série de pontos que representaremos por N.
Por ser sempre AN > AM, as duas séries de pontos estao separadas por um
ponto K, e a distdncia AK representa o numero irracional considerado." ([45],

p. 288)

Ao contrario das edigoes posteriores, na 1* edicao, Gomes Teixeira nao apresenta
qualquer figura alusiva a representacao dos pontos M e N e, como tal, observamos uma
certa confusao na representacao dos mesmos.

O nmimero irracional considerado é representado por limu,, e para mostrar que a esse
nimero irracional, corresponde um segmento de recta, designado por AK, sao consider-
adas as séries de pontos que nos parecem ser andlogas as classes relativas ao conceito de
corte de Richard Dedekind.'?

Somente na 2% e 3% edicoes, a correspondéncia entre o conjunto dos pontos da recta e

o conjunto dos niimeros reais foi claramente conseguida.

"Sabe-se pelos elementos de Geometria que todo o segmento de recta
péde ser representado por um numero racional ou irracional, tomando outro
segmento de recta para unidade. Vamos agora demonstrar que, reciproca-
mente, todo o numero irracional A péde representar um segmento de recta.

Com effeito, representando sobre uma recta, a partir de um ponto O, todos

12Veja-se na seccao 3.4.
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os numeros racionaes, menores do que o numero irracional considerado, que
entram na sua defini¢ao, obtem-se uma série de pontos, que representaremos
por My, Ms, ..., M,, .... Do mesmo modo os numeros maiores do que A darao

outra série de pontos, que representaremos por Ny, Ny, ..., N, ...

O M1 M2 K N2 Nl

Por ser ON,, > OM,,, qualquer que seja n, vé-se que as duas séries de
pontos estao completamente separadas; e por poder tornar-se tao pequena,
quanto se queira, a distancia M, N,, dando a n um valor sufficientemente
grande, vé-se que esta separagao é feita por meio de um ponto unico K (com
effeito, se existissem dous pontos K e K, que satisfizessem a esta condigao,
seria K K7 < M,N,, por maior que fosse n, o que é absurdo). Temos assim

determinado o segmento O K que o numero irracional considerado representa."

([47], p. 8 e [48], p. 9)

Notamos assim que, comparativamente com a 1 edigao, existe uma preocupacgao cres-
cente em termos da linguagem utilizada ("segmento de recta" e nao "recta") e na defini¢ao
do conjunto de pontos que agora é representado por My, My, ..., M,,, ....

Contudo, a existéncia de um tnico ponto K, que estabelece a separacao das duas séries
de pontos, é apenas justificada por um argumento intuitivo.

E efectivamente na 4% edicio que Gomes Teixeira estabelece que os irracionais que se
conhecem da Geometria, coincidem com estes que agora sao definidos, e fundamenta a

existéncia e unicidade do ponto K, do seguinte modo:

"Dé-se o nome de postulado de Archimedes ao principio seguinte:

Se A e \; representarem dois segmentos de recta e se for A > \;, existe

um numero inteiro m tal que é \; - m > A.

A doutrina d’este numero é fundada nos postulados que caracterizam a

linha recta, no postulado de Archimedes e no postulado de continuidade, cujo

enunciado é dado no texto."!3

131n [49], p. 10 - Nota de rodapé (1).
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O texto referente a Representacdo geometrica dos numeros irracionaes da 4% edicao,

tem a seguinte redacao:

"Convem recordar que os numeros irracionaes que, em Geometria elemen-
tar, a medicao dos segmentos de recta incommensuraveis com a unidade levou
a considerar, coincidem com os que véem de ser definidos. Com effeito, sendo

dado o segmento O K, resulta do

O M1 Mg Mn K Nn N2 Nl

postulado de Archimedes™ que podemos determinar dois segmentos OM; e
ONj, entre os quaes esteja comprehendido OK, que contenham respectiva-

mente m; e my + 1 vezes a unidade." ([49], p. 10)

Gomes Teixeira acrescenta que, do mesmo modo, era possivel dividir a unidade num
nimero determinado de partes iguais. Considerando esta unidade dividida em dez partes
iguais, o matematico tomou uma delas para nova unidade, determinando assim dois seg-

mentos OM; e ON,, que continham, respectivamente, ms € ms + 1 vezes a nova unidade

e, consequentemente, representados pelos nimeros 22 e m2tl

) 2=, relativamente a primeira

unidade e acrescentou que:

"(...) Continuando do mesmo modo formam-se dois grupos de segmentos

OMl, OMQ, OMg, ceey ONl, ONQ, ON3,

Y

entre os quaes estd comprehendido OK, taes que a differenga entre ON,, e
OM,, se péde tornar menor do que qualquer segmento dado, tomando n suf-
ficientemente grande; e a estes grupos de segmentos correspondem os grupos
de numeros

ma M3 me+1 mg+1

my, 1071027 ;Mg + ) 10 ) 102 JREES)

que determinam um numero racional ou irracional A, que os separa. (...) O

numero que vimos de determinar é o que, em Geometria elementar, se tomou

para medida do segmento considerado." ([49], p. 11)

Reciprocamente, Gomes Teixeira afirma que a todo o nimero irracional A, definido

pelos grupos dos nimeros racionais (aq,as,...) € (b, by, ...), corresponde um segmento
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OK, tal que os nimeros racionais menores do que o nimero A sao representados pelos
segmentos de comprimento menores do que OK e os nimeros racionais maiores do que A
sao representados por segmentos cujos comprimentos sao maiores do que O K, e acrescenta

que:

"Com effeito, representando sobre uma recta, a partir de um ponto O,
todos os numeros racionaes menores do que o numero irracional considerado,
que entram na sua definicao, obtem-se uma serie de pontos, que representare-
mos por My, Ms, ..., M,, ... Do mesmo modo os numeros maiores do que A,
que entram na sua defini¢cao, dao outra serie de pontos, que representaremos
por Ny, Ny, ..., N,, ..., os quaes, por ser ON, > OM,,, quaesquer que sejam
os valores de m e n, estao separados dos anteriores. Esta separacao nao péde
ser feita por um segmento de recta, porque se o fosse, o numero que rep-
resenta o segmento M,N,, isto é b, — a,, nao poderia ser inferior ao que
representa aquelle segmento. Admittindo porém como postulado (postulado
da continuidade)!) que os separe um ponto K, o segmento OK satisfaz &s

condigbes indicadas." ([49], p. 11)

O autor refere, em nota de rodapé, que foi G. Cantor quem primeiro notou a necessi-
dade de fazer intervir este postulado na presente questao.

Na parte final do CAPITULO II, dedicado & Theoria dos numeros irracionaes, Gomes
Teixeira recorda como na Geometria elementar, foram definidas as operacoes sobre dois
segmentos de recta L e L, no caso destes serem representados pelos ntimeros inteiros A
e B. Com efeito, refere que os nimeros A + B e A - B representam a soma e o produto
dos segmentos considerados.

Focou, igualmente, a extensao dessas mesmas operacoes, no caso de A e B serem

racionais ou irracionais. Finalizou o capitulo afirmando:

"A correspondencia entre os segmentos de recta e os numeros, que vem
de ser considerada, é a base primordial da Geometria analytica. Em virtude
d’ella, a toda a relacao entre segmentos corresponde uma relagao entre numeros

e reciprocamente." ([49], p. 12)
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3.4 Fundamentacao Tedrica da Construcao dos Nimeros
Irracionais

Francisco Gomes Teixeira demonstrava possuir um perfeito conhecimento das Teorias
Matemaéticas que estavam a ser desenvolvidas internacionalmente, bem como dos trabalhos
desenvolvidos por matemadticos anteriores a ele e que, de certa forma, fundamentaram o
seu trabalho.

No campo da Anilise, este matematico evidenciou, em vérias obras, referéncias bibli-
ogréaficas de autores estrangeiros. Exemplo disso foram as notas histéricas sobre conceitos
matematicos e sobre mateméticos nas vérias edigoes do Curso de Analyse Infinitesimal -
Calculo Differencial.

E talvez significativo salientar que o livro de Tannery Introduction & la theorie des
fonctions, publicado em 1886, tenha j& sido referenciado na 1.* edicao do Curso, que
como vimos, foi publicada em 1887.

Nas varias edi¢oes do Curso podemos encontrar referéncias as seguintes obras ([2], p.

279):
1.* edigao (1887)
Cours de Calcul Infitesimal, Tome I, de J. Hoiiel (1878)
Fondamenti per la teorica delle funzioni di variabili reali de Dini (1878)
Die Elemente der Functionenlehre de Heine no Jornal de Crelle t. 74 (1872)

Stetigkeit und irrationale Zahlen de Dedekind (Brunswick, 1872)

Introduction & la theorie des fonctions de Tannery (1886)

2.% edicao (1890) e 3.% edicao (1896)

Cours d’Analyse de Cauchy (1821)
Stetigkeit und irrationale Zahlen de Dedekind (Brunswick, 1872)

Introduction & la theorie des fonctions de Tannery (1886)

4.% edicao (1906)
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Stetigkeit und irrationale Zahlen de Dedekind (Brunswick, 1872)
Introduction & la theorie des fonctions de Tannery (1886)

Curso da Universidade de Berlim de Weierstrass

Ausdehunngslehre de Grassmann (Leipzig, 1844)

Mathematiche Annalen, t. V e t. XXI, de G. Cantor (Leipzig, 1883)
Theorie der complexen Zahlsysteme de Hankle (Leipzig, 1867)
Revue des sociétés savantes de Méray (Paris, 1869)

Giornale di Matematiche de Capelli (Napoli, 1897)

Intituzioni di Analisi algebrica de Capelli (Napoli, 1902)

Giornale di Matematiche, t. XVIII, de Pincherle (Napoli, 1880)

No CAPITULO I da INTRODUCCAO da 1.* edicio, intitulado Theoria dos numeros
imaginarios e regras para o seu calculo, Gomes Teixeira apresenta-nos a teoria das oper-
agoes sobre reais nao negativos, com o objectivo de contemplar estas mesmas operacoes
ao conjunto dos niimeros imaginérios.

O autor afirma:

"1. - Sabe-se desde a Algebra elementar que o calculo dos imaginarios se faz
seguindo as regras do calculo das quantidades reaes. Torna-se porém neces-
sario demonstrar que sao verdadeiros todos os resultados reaes a que se chega
por este meio. Daremos duas demonstragoes d’esta proposicao, uma analytica
e outra geometrica, porque cada uma d’ellas tem sua importancia propria e
dao ambas muita luz sobre os principios geraes do Calculo das operacoes™ que
vamos aqui recordar rapidamente por d’elles termos de usar n’estas demon-

stragoes." ([45], p. 1)

O asterisco presente nesta citagao remete-nos para uma nota de rodapé na qual é
referenciado o Tratado de Hoiiel Cours de Calcul Infinitesimal, tomo I, de 1878, onde este
autor, a semelhanca de Gomes Teixeira, explica os sucessivos alargamentos do conceito de
nimero como fruto da impossibilidade de concretizagao de certas operagoes. Com efeito,

o matemadtico portugués evidenciou igualmente o mesmo propdsito de conservacao das
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regras de cdlculo nas sucessivas generalizacoes do conceito de nimero, antes da introdugao
do conceito de nimero irracional.

Somente na 4.* edicao Gomes Teixeira referencia em nota de rodapé os autores que
tinham trabalhado na teoria das operacoes, tomando-as como combinacoes de niimeros,

referindo que:

"A theoria geral das operacoes, consideradas como combinacoes de numeros
ou objectos, foi estudada por Grassmann nos seus Ausdehnungslehre (Leipzig,
1844), por Hankel na sua Theorie der complezen Zahlsysteme (Leipzig, 1867),
etc." ([49], p. 1)

No que se refere ao conceito de niimero irracional, este aparece, na 1.% edi¢ao associado
a nocao de radical, pois o matematico considera nao ser sempre possivel, no dominio dos
nimeros racionais, estabelecer a operagao b.

Além desta definicao de mimero irracional, Francisco Gomes Teixeira apresenta, ainda
na 1.% edicao, uma outra que, como vimos anteriormente, baseia-se na nocao de limite.

Ao considerar o ntimero irracional como limite de uma sucessao, antes mesmo de
estar definido, isto é, a definicdo de nimero irracional coincide com o préprio limite, este
matemadtico nao visa a construgao rigorosa dos mimeros irracionais.

A procura de uma definicao puramente aritmética do conceito de niimero irracional,
com base em sucessoes que satisfizessem o Critério de Convergéncia de Cauchy, feita por
Gomes Teixeira, constituiu o propdsito de matematicos como Charles Méray, Weierstrass,
Georg Cantor e Eduard Heine.

Com efeito, & semelhanca de outros matemadticos, Francisco Gomes Teixeira funda-
mentou a convergéncia da sucessao u,, no teorema que referiu como sendo de Cauchy.
Contudo, apenas a partir da 2.% edigao é que Gomes Teixeira pronuncia a influéncia dos
trabalhos de alguns dos mateméticos supra citados.

Assim, na 4. edicao, em nota de rodapé, podemos ler:

"A theoria dos numeros irracionaes foi tratada primitivamente debaixo de uma
férma geometrica. Occuparam-se da theoria arithmetica dos mesmos numeros,
4 qual se tem dado diversas férmas, Weierstrass, no seu curso na Universidade

de Berlin, Méray em um trabalho publicado na Revue des sociétés savantes
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(Paris, 1869), G. Cantor em artigos publicados nos Mathematische Annalen
(Leipzig, t. V e t. XXI), Dedekind em um trabalho intitulado Stetigkeit
und irracionale Zahlen (Brunswick, 1872), Tannery na sua Introduction a la
théorie des fonctions (Paris, 1886), Capelli em um artigo publicado no Gior-
nale di Mathematiche (Napoli, 1897) e nas suas Istituzioni di Analisi algebrica
(Napoli, 1902), etc. A theoria de Weierstrass péde ver-se em um trabalho
publicado por Pincherle no t. XVIII do Giornale di Mathematiche." ([49], pp.
2-3)

Fazendo uma breve andlise ao trabalho realizado por estes matematicos, no ambito
da construcao do conceito de nimero irracional, podemos referenciar que Weierstrass, no
curso a que Gomes Teixeira se refere, esbocou uma definicao de mimero irracional baseada
no dominio dos nimeros racionais, onde utilizou argumentos acerca de conjuntos infinitos
de mimeros racionais.

A sua primeira apresentacao desta teoria foi efectivamente realizada em 1863, num
curso sobre fungoes analiticas. Contudo, em anos posteriores regressou a este tépico,
reformulando e aperfeicoando esta mesma teoria.

No que diz respeito a Cantor, a ideia por detrds do seu conceito de nimero irracional,
era a sua consideracao como classe de equivaléncia de sucessoes de niimeros racionais que
satisfaziam o atrés referenciado Critério de Convergéncia de Cauchy.

Desta forma Cantor introduziu a nogao de sucessao fundamental, que consistia numa
sucessao que satisfazia o Critério de Cauchy, como vimos no Capitulo 1.

Enquanto para Cauchy tornava-se 6bvio que uma sucessao deste tipo convergia para
um nuimero real, Cantor, por sua vez, considerava que tal afirmacao era imprecisa, na
medida que pressuponha, & priori, a existéncia de tal nimero.

Cantor utilizou entao a sucessao fundamental para definir o nimero real, isto é, as-
sociou um numero real a toda a sucessao fundamental de mimeros racionais, definindo
assim este nmimero como uma classe de equivaléncia da todas as sucessoes que o tém como
limite.

Este mesmo principio parece-nos subjacente na parte II da NOTA da 1.% edi¢ao, onde
Francisco Gomes Teixeira define a igualdade de nimeros irracionais, representados por

lim u,, e limv,, afirmando que esta relacao de igualdade goza das propriedades, ja por si
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referidas, da igualdade de nimeros racionais.

Estas propriedades permitem considerar a relagao de igualdade, entre estes mimeros
recém criados, como uma relagdo de equivaléncia, ficando assim, o nimero irracional
definido por uma classe de equivaléncia de sucessoes que o tém por limite.

Nas edigoes posteriores a primeira, denota-se, na definicao de nimero irracional, uma

influéncia, de acordo com o referido pelo préprio autor, dos trabalhos realizados por

Dedekind.

A semelhanca de outros matemdticos do século XIX, Dedekind procurou estabelecer

novos fundamentos para o célculo e aritmética dos niimeros reais.

Era seu desejo encontrar uma definicao a partir da qual se pudesse demonstrar os
teoremas bdsicos sobre a existéncia de limites. Para consegui-lo, necessitava definir um

sistema apresentando um certo conjunto de propriedades de continuidade ou completude.

A propriedade de completude ou continuidade que Dedekind ansiava foi satisfeita pela
criagdo do que ele denominou de Schnitt (corte), quando estabeleceu uma comparagao

entre o conjunto dos pontos de uma recta e o conjunto dos niimeros racionais.

Como vimos anteriormente, Dedekind considerou que todo o nimero racional a divide
o conjunto dos nimeros racionais em duas classes A; e A, em que A; é constituida por
todos os niimeros menores do que a e Ay contém todos os niimeros maiores do que a. O
préprio a pode pertencer a qualquer uma das classes, A; ou As.

As duas classes assim definidas possuem a propriedade de que todo o nimero em A;
¢ menor do que todo o nimero pertencente a A,.

Com o intuito de estabelecer a correspondéncia entre os nimeros racionais e os pontos
de uma recta, Dedekind manifestou que era conhecido, desde a Grécia antiga, que uma
recta era mais rica em pontos do que o conjunto dos niimeros racionais o ¢ em niimeros, isto
é, a existéncia de comprimentos incomensurdveis com a unidade de medida estabelecida.
Contudo, Dedekind suponha que a "geometria teria que servir somente como origem da
ideia para construir uma fundamentagio aritmética" ([6], p. 286).

O matemaético ansiava, assim, a criagao de novos niimeros que conferissem ao dominio
dos numeros a mesma completude, ou a mesma continuidade, que a manifestada pela

recta.

Enunciou, entao, o Principio da Continuidade, estabelecendo que se todos os pontos
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de uma recta pertencem a duas classes tal que todo o ponto da primeira estd a esquerda
de todo o ponto da segunda, entao existe um e um sé ponto que produz esta divisao da
recta em duas classes.

Transportou esta propriedade para o conjunto dos nimeros racionais afirmando que
toda a separacao do conjunto dos niimeros racionais em duas classes, em que todo o
nimero da primeira classe ¢ menor do que todo o nimero da segunda constitui um corte.

Dedekind mostrou que existem cortes que nao sao produzidos por niimeros racionais e
assim, sempre que um corte nao é produzido por um nimero racional, cria-se um nimero
irracional.

Com base na definicao de corte, Dedekind definiu toda a aritmética do conjunto dos
nimeros reais, conjunto esse formado pelos nimeros racionais e irracionais. As operacoes
aritméticas entre nimeros reais foram assim definidas em termos de cortes, sobre o sis-
tema dos nimeros racionais e das correspondentes operacoes aritméticas definidas para
0s racionais.

Verificamos que a igualdade entre dois niimeros irracionais, definida por Gomes Teix-
eira, segue a definicao dada por Dedekind.

Na 1.% edicao do Curso, podemos ler:

" Dous numeros irracionaes limu,, e limv, dizem-se iguaes quando todos os
numeros racionaes menores do que um sao tambem [menores| do que o outro."

([45], p. 284)
Nas edigoes posteriores, encontramos:

" Dous numeros irracionaes A e B dizem-se iguaes quando todos os numeros
racionaes menores do que A sao também menores do que B, e todos os numeros

racionaes maiores do que A sdo também maiores de que B." ([47], p. 4 e [49],
p- 3)

Com efeito, a igualdade entre dois cortes é estabelecida por Dedekind, da seguinte

forma:

"Com vista a obter uma base para a ordenacao de todos os reais, isto €, de
todos 0s nimeros racionais e irracionais, ¢ necessario investigar a relagao en-

tre quaisquer dois cortes (Aj, As) e (By, By) produzidos por dois quaisquer
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nimeros « e 3. Obviamente um corte (A, As) estd completamente determi-
nado quando uma das classes, por exemplo, a primeira A; é conhecida, pois
a segunda A, consiste em todos os niimeros racionais que nao estao contidos
em Aj, e a propriedade caracteristica da primeira classe reside no facto de que
se o nimero a; estd contido nela, estao igualmente contidos todos os mimeros
menores do que a;. Se agora compararmos as duas primeiras classes A; e By,

pode acontecer

1. Que elas sejam perfeitamente idénticas, isto é, que todo o nimero contido
em A; estd também contido em Bj, e que todo o niimero contido em Bj estd
também contido em A;. Neste caso A, é necessariamente idéntica a Bs, e 0s
dois cortes sao perfeitamente idénticos, o que denotamos simbolicamente por

a=fouf =ca" ([10], pp. 15 - 16)

Dedekind estabeleceu uma relacao de ordem entre os nimeros reais, a qual se pode
demonstrar possuir as mesmas propriedades de uma ordenacao densa. Além disso, e de
maior importancia, é o facto da definicao de ordenacao fazer com que o conjunto dos
numeros reais, pela forma como estes foram definidos, constituir um conjunto completo,
isto é, para todo o corte a produzido por um nimero real, a classe constituida pelos
nimeros racionais inferiores a « possui méaximo ou a classe constituida pelos nimeros
racionais superiores a a possui minimo.

Este aspecto evidencia que todo o corte é produzido por exactamente um nimero do
conjunto dos niimeros reais.

Os teoremas fundamentais dos limites resultam desta propriedade de completude e, em
particular, Dedekind demonstrou que toda a sucessao crescente de niimeros reais possui
um limite.

Como vimos na secgao anterior, a completude do conjunto dos mimeros reais foi sim-
ilarmente abordada por Francisco Gomes Teixeira, no paragrafo 6 da 4.% edi¢ao. ([49], p.
9)

Gomes Teixeira parte de duas sucessoes, a que chama grupo de nimeros,
V1,02, ..., Upy... € W1,W2, ..., Wn, ...,

sendo a primeira monétona crescente e a segunda mondétona decrescente.
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Considera ainda que a diferenca w,, — v,, pode-se tornar tao pequena quanto se queira,
tomando n suficientemente grande.

Com estes pressupostos, Gomes Teixeira assume que serd facil aos leitores aceitar que
as duas sucessoes sao separadas por um unico nimero que serd irracional, quando nao for
racional.

A definicao de nimero irracional, a partir das sucessoes acima referidas, remete-nos
para o Principio do Encaize, presente na construcao dos nimeros reais feita por Neves

Real e que consiste no seguinte:

Principio do Encaixe

Dadas a sucessao monétona nao decrescente

§ <& <.

IN
Iy
3

IA

e a sucessao mondtona nao crescente
mZy > =, >

satisfazendo as condigoes de que todo o termo da primeira é inferior a todo o termo da
segunda e que a partir de certa ordem é tao pequena quanto se queira a diferenca entre

dois termos correspondentes das duas sucessoes, isto é,

Vo AN :Vn> N =1, — &, <9,

n

existe um e um s6é nimero real que pertence a todos os intervalos fechados [§ i ni] :
Realcemos que Gomes Teixeira foi o pioneiro em Portugal a estabelecer o que Neves

Real denominou posteriormente por Principio do Encaize.



Capitulo 4

José Vicente (Goncgalves

4.1 Vida e Obra

José Vicente Martins Gongcalves nasceu a 26 de Agosto de 1896 na freguesia da Sé,
Concelho do Funchal, ITha da Madeira.

No inicio do século XX a taxa de analfabetismo no Distrito do Funchal era muito
elevada, considerada, por distrito, a maior do pais. (veja-se [8], p. 44)

Vicente Gongalves foi assim um dos poucos madeirenses que, na data, frequentou o
1.° grau, constituido por trés classes e posteriormente o 2.° grau, constituido unicamente
por uma classe e que era obrigatério para a admissao ao curso liceal.

Em 1907, com 11 anos, Vicente Gongalves inicia o curso no Liceu Nacional Central do
Funchal, onde era apenas ministrado o Curso Complementar de Ciéncias.

José Vicente Gongalves frequentou seis classes, no seu curso de liceu. As cinco
primeiras classes tinham o seguinte troco comum de disciplinas: Portugués (P), Francés
(F), Geografia e Histéria (GH), Ciéncias Fisicas e Naturais (CFN), Matemética (M), e
Desenho (D).

Na 2.% classe juntava-se, a estas disciplinas, a de Inglés (I) e na 4.% classe introduzia-
se o Latim (L). Na 5.% classe nao funcionavam todas as disciplinas que acabaram de
ser enunciadas, e na 6.” classe as disciplinas leccionadas eram: Geografia (G), Ciéncias
Naturais (CN), Matemética (M), Fisica (FI), Quimica (Q) e Inglés (I).

De seguida apresentamos os quadros (presentes em [8], pp. 45 - 46) relativos as

disciplinas que funcionavam em cada uma das classes, bem como as notas obtidas por
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Vicente Gongalves em cada uma delas.

As notas resultam da média anual de cada disciplina, uma vez que cada ano lectivo
estava dividido em perfodos.

Notamos em algumas das disciplinas a auséncia de classificacao, tal facto poderia
dever-se a falta de professores que as leccionassem.

Verificamos, igualmente que as classificagoes conferidas a Vicente Gongalves nao sao
muito elevadas, evidenciando-se uma melhoria notéria nas notas da 6.* classe, compara-

tivamente com as restantes.

Classes\Disciplinas | P | F GH|CFN | M | D I L
1.% (1907/08) 12 | 10 11 | 10 10 | 10 — —
2.9 (1908/09) 1011 |10 |10 [10]11 |10,5]—
3.% (1909/10) 10 10 [13 |10 .
4.% (1910/11) 12 11,5 (12 | 12,5 | 14| 11,5 | 12 12
5.9 (1911/12) 11 13 |13]12,5]10,5

Quadro I: Médias Anuais

Disciplinas G CN | M | FI Q I
6.% (1912/13) | 14,5 | 14,5 | 15| 14,5 | 14,5 | 14,2

Quadro II: Média Anual

Em Julho de 1913 Vicente Gongalves concluiu o exame de saida do Curso Complemen-
tar de Ciéncias do liceu e no Outono desse mesmo ano ja Vicente Gongalves se encontrava
em Coimbra, com o intuito de seguir os seus estudos universitdrios onde ingressou na
Faculdade de Ciéncias de Coimbra, no curso de Ciéncias Matematicas.

José Vicente Gongalves frequentou, como ja referimos, a recém formada Faculdade de
Ciéncias da Universidade de Coimbra, criada em 1911, a qual veio substituir as Faculdades
de Matemitica e de Filosofia.

As disciplinas leccionadas a Vicente Gongalves nos quatro anos do curso de Ciéncias

Mateméticas ([8], pp. 55, 57 e 59), foram as seguintes:

Estrutura dos Varios Anos do Curso
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1° Ano

Algebra Superior Geometria Analitica e Trigonometria Esférica
Geometria Descritiva e Estereotomia
Quimica (curso geral)

Desenho Rigoroso
2.° Ano

Desenho Rigoroso
Calculo Diferencial, Integral e das Variacoes
Fisica

Mineralogia e Geologia (curso geral)
3. Ano

Geometria Projectiva

Desenho de Mdquinas

Anélise Superior

Célculo das Probabilidades e suas Aplicacoes

Desenho Topografico
4.° Ano

Mecéanica Racional
Astronomia e Geodesia
Desenho de Médquinas
Mecénica Celeste

Fisica Matematica
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Em 1917 Vicente Gongalves concluiu, com classificacao final de 19 valores, o seu
bacharelato e mais tarde, em 1921, doutorou-se em Ciéncias Matemdticas com a clas-
sificacdo de Muito Bom — dezanove valores.

Para o exame de Doutoramento, defendeu a dissertacao intitulada Sobre Quatro Proposigoes
Fundamentais da Teoria das Fungées ([8], p. 62), trabalho que nasceu da leitura das
Legons sur les fonctions entiéres de Emile Borel (1871 - 1956).

Comparativamente com as classificagoes obtidas no liceu, constatamos que na Facul-
dade as suas notas subiram consideravelmente. Estas excelentes classificacoes sao fruto
de uma grande dedicagao e de um estudo sério e dedicado a Matematica.

As brilhantes classificacoes obtidas por Vicente Gongalves fizeram com que em 1917,
apés terminar o seu bacharelato, fosse proposto como 2.° assistente provisério do 2.° grupo
da 1.” seccao. ([8], p. 73)

Assim deu-se o inicio da sua carreira universitaria como docente, que posteriormente
desenrolou-se em trés instituicoes de ensino superior.

Nos anos lectivos de 1917/1918 e 1918/1919 leccionou a disciplina de Mecanica e As-
tronomia e em 1919 interrompeu a sua actividade docente, durante sensivelmente quatro
meses, para cumprir o servigo militar.

Em 1921, quando termina o seu doutoramento, passa a 1.° assistente e no ano seguinte
entregaram-lhe a regéncia da disciplina de Anélise Superior, onde se manteve até 1928.
(8], p- 74)

Em 1927 fez concurso de provas piblicas para Professor Catedratico, onde apresenta
a dissertagao intitulada Teoria Geral da Integrabilidade Riemanniana. ([8], p. 74)

Vicente Gongalves leccionou na Universidade de Coimbra até final de Outubro de 1942,
transferindo-se seguidamente para a Universidade de Lisboa.

Acerca da sua saida pode-se ler:

"No comego do ano lectivo, o Professor Doutor José Vicente Martins Gongalves
foi transferido, a seu pedido, para a Faculdade de Ciéncias da Universidade
de Lisboa. A Faculdade ficou, assim, privada de um colaborador distintis-

simo, que durante 26 anos [julgamos terem sido 25 e nao 26 anos| exerceu

In Anudrio da Universidade de Coimbra 1918/1919 e Acta de Doutoramento em Livro de Doutora-

mentos, p. 86, Arquivo da Universidade de Coimbra, respectivamente - cit. in [8], p. 62.
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com singular relevo o magistério nas disciplinas de Algebra superior, Cédlculo
infinitesimal, Andlise superior, Geometria superior, Complementos de dlgebra

e geometria analitica, Matemadticas Gerais e Fisica Matema4tica."?

No ano de 1967, Vicente Gongalves aposentou-se como Professor Catedrético da Fac-
uldade de Ciéncias da Universidade de Lisboa, no entanto, entre os anos lectivos de
1947/1948 e 1959/1960 acumulou fungdes docentes no Instituto Superior de Ciéncias
Econdémicas e Financeiras. ([8], p. 79)

Durante esse periodo Vicente Gongalves veio ocupar a cdtedra deixada por Bento de
Jesus Caraga (1901 - 1948), que em 1946 havia sido demitido das fungoes de professor,
pela ditadura salazarista.

Durante o seu percurso profissional, e ainda enquanto estudante, Vicente Gongalves
procurou sempre conciliar o ensino com a investigagao, talvez por ter sentido uma neces-
sidade intrinseca de procurar fundamentagoes rigorosas para os seus estudos.

O interesse manifestado por Vicente Gongalves e o contacto préximo que mantinha
com alguns dos seus professores, permitiu-lhe desde muito cedo tomar consciéncia do
estado em que se encontrava o meio cientifico em Portugal nas vdrias vertentes, e em
particular na Matemadtica.

Desde muito cedo constatou que os temas ensinados em Portugal estavam longe do que
se ensinava e investigava em paises estrangeiros, a julgar pela desactualizagao do curso
que frequentou.

Podemos considerar que este tipo de preocupagoes pautou o desenrolar das actividades
desenvolvidas posteriormente por Vicente Gongalves, uma vez que foi sempre seu objectivo
contribuir para a divulgacao cientifica, numa época em que o seu desenvolvimento nao
constitufa uma preocupacao prioritaria para o seu pais.

Ao longo da sua vida participou em vdrios congressos, quer no seu pafs, quer no
estrangeiro, onde procurou por um lado dar a conhecer as suas teorias e por outro inteirar-
se do que se estava a desenvolver além fronteiras.?

Vicente Gongalves comegou a publicar artigos ap6s ter-se doutorado, tendo publicado

um total de 93, nao contando com as traducoes e reimpressoes.

2 Em Vida da Faculdade, Revista da Faculdade de Ciéncias da Universidade de Coimbra, 11(2), pp.

317-348 - cit. in [8], p. 77.
3Para mais informacoes consulte [8], pp. 89 — 93.
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Os artigos sao referentes a essencialmente trés dreas da matemdtica: Andlise, Algebra

e Histéria da Matemadtica.

Durante a década de 50, Vicente Gongalves publicou na secgao Historiae ac Pedagogiae
de Minutiisn, da Revista da Faculdade de Ciéncias de Lisboa, notas, num total de 26,
na drea da Andlise e da Algebra, onde se encontram "melhoramentos, observacdes ou
demonstragoes mais curtas de resultados ja conhecidos, enquadrando-se perfeitamente

numa seccao de Histéria e Pedagogia". ([8], p. 196)

Ainda relacionado com a vertente pedagégica, Vicente Gongalves teve a seu cargo a
elaboracao de manuais para os primeiros ciclos do curso dos liceus e, relacionado com o
ensino superior, podemos destacar os manuais Licoes de Cdlculo e Geometria e o Curso

de Algebra Superior.

Atendendo ao propésito desta tese iremos incidir o nosso estudo nas obras relacionadas

com o ensino superior, particularmente no Curso de Algebra Superior-.

As preocupagoes de Vicente Gongalves, em termos da investigacao e do rigor matemético
transponham-se, evidentemente, para as suas aulas e nao raras vezes procurou incutir nos

seus alunos o gosto pela investigacao matemadtica.

Nos manuais por si redigidos para o ensino superior, podemos encontrar questoes em
aberto e propostas de exercicios de nivel mais avancado, que permitiam aos seus alunos

irem mais além.

A actualizagdo do saber e das teorias apresentadas, sempre consistiu um objectivo
primordial nos trabalhos de Vicente Gongalves. As referéncias a trabalhos de matematicos
portugueses e estrangeiros, bem como a introducao dos temas mais recentes tornava-se

uma constante.

A elaboracao de textos de apoio ao ensino, quer ao nivel do liceu quer a nivel superior,
demonstra uma incessante preocupacao em traduzir em termos genéricos o que de mais
importante se deveria estudar, incentivando sempre os alunos a tentarem chegar aos seus
préprios resultados, incutindo-lhes o gosto pela descoberta do saber matemético.

Mesmo com a idade e a doenca a minarem o seu espirito de descoberta, Vicente
Goncalves continuou os seus trabalhos de investigacao, privilegiando nos tltimos anos o

estudo da Histéria da Matematica, até morrer a 3 de Agosto de 1985, com 89 anos.
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4.2 Curso de Algebra Superior

Como ja vimos na secgao anterior, José Vicente Gongalves é autor de vérios livros de
texto, entre eles contam-se as varias edicoes do seu Curso de Algebra Superior.

A 1.% edigao desta obra data de 1933, a 2.* de 1945, [19], e a 3.% edicdo, [20], refere-se
ao ano de 1953.

Na presente seccao analisaremos as duas tltimas edigoes procurando evidenciar, em
particular, a teoria dos nimeros irracionais levada a cabo pelo autor.

A segunda edicao mereceu duras criticas, por parte de Luis Neves Real, publicadas
em dois artigos: Problemas do nosso ensino superior, [35], e Problemas do nosso ensino
superior (1I), [36].

Procuraremos, ao longo desta seccao, salientar as mais importantes criticas levantadas
por Neves Real, no que diz respeito & definicao de niimero real apresentada por Vicente
Gongcalves que, como veremos, assenta na definicao de sec¢oes contiguas.

Apesar de se mostrar consciente do grande valor do matemético Vicente Gongalves,

Neves Real nao entende

"(...) como foi possivel a uma personalidade da categoria do Professor Vi-
cente Gongalves, cientista a quem a matemadtica portuguesa deve servigos
incalculdveis, redigir tao lamentdvelmente o primeiro capitulo da «iltima e

completamente remodelada edi¢io» do seu Curso de Algebra Superior." ([35],

p. 1)

As criticas levantadas por Neves Real, relativamente a 2.% edicdo do Curso de Algebra
Superior, prendem-se, essencialmente, com a definicaio de nimero irracional e mimero
real. Contudo, existem outros aspectos que no entender de Neves Real nao se encontram
devidamente explicitados e, como tal, dificultam o processo de aprendizagem dos alunos
a que este livro de texto se destina.

Assim sendo, ao longo deste capitulo, tentaremos por um lado apresentar as objecgoes
levantadas por Neves Real e, por outro, procurar fundamentd-las no quadro em que se

insere a obra matemética de Vicente Gongalves.
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4.2.1 Seccgoes Contiguas

A construcao do conceito de mimero irracional, levada a cabo por Vicente Gongalves,
assenta, como ja referimos, na definicao de sec¢des contiguas, definidas no conjunto dos
nimeros racionais.

Com efeito, a semelhanca de outros autores que temos vindo a tratar, Vicente Gongalves
parte do conjunto dos nimeros racionais e das leis aritméticas que os regem. Essas leis

nao sao enunciadas pelo matemaético pois, segundo ele:

" (...) supde-se o leitor ja familiarizado com a doutrina dos nimeros racionais,
e em seu quadro se evocam, entao, alguns factos numéricos capazes de sugerir

e promover o conceito de nimero irracional." ([20], p. 1)

Esta posicao adoptada por Vicente Gongalves foi particularmente criticada por Neves
Real, uma vez que, atendendo & insuficiente preparacao dos seus alunos, seria deveras
necessdria, e até imprescindivel, uma minuciosa apresentacao da teoria dos niimeros
racionais, explicitando claramente as leis aritméticas pelas quais se regem.

Com efeito, Neves Real afirma:

"Feito em Portugal, qualquer curso de introdugao ao estudo da Anélise, em
que se nao adopte a legitima atitude de partir do conjunto dos niimeros reais
como um dado, nao deve prescindir de uma rigorosa caracterizagao do conjunto
dos niimeros racionais: ou do ponto de vista algébrico como «corpo ordenado
minimo», ou do ponto de vista da teoria dos conjuntos, como conjunto do tipo

de ordenagao n (...)" ([35], p. 3)

Neves Real efectuou exactamente uma construgao deste género, em conjunto com
Andrade Guimaraes, apresentada no Semindrio de Matemadtica do Porto, onde, numa
primeira fase é apresentada toda a teoria dos niimeros racionais e posteriormente, a par-
tir desses nimeros, se constréi um conjunto que, algebricamente, ¢ um corpo ordenado
arquimediano e que, topologicamente, é um espago métrico completo. (veja-se [22] e [37])

A construgao levada a cabo por Neves Real assentava na concepgao do conjunto dos
nimeros reais como um corpo arquimediano ordenado, dotado da nog¢ao de limite e tendo
a condi¢ao de Cauchy, como condi¢ao necessdria e suficiente de convergéncia de uma

sucessao.
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Pelo facto de Vicente Goncalves nao apresentar na sua obra a teoria dos numeros
racionais, Neves Real considera que os seus alunos poderao ser confrontados com eventuais
incoeréncias, se porventura procurarem uma definicao de mimero racional expressa no seu
Compéndio de Aritmética de 1939.

Nesta obra, Vicente Gongalves define os niimeros racionais como se tratando de
relagoes entre mimeros inteiros a,b,a’,V’, ..., expressas na forma 3, ‘g—,/, ..., verificando os

seguintes principios:

g—%seab':a’b
e
/
%§%seab/§a’b.

Ora, atendendo a esta definicdo de nuimero racional e ao facto de Vicente Gongalves
considerar nesta obra que um inteiro nao é uma relacao, mas sim um conceito de quan-
tidade, Neves Real considera gerada a incongruéncia quando, na 2.* edigao do Curso de
Algebra Superior os nimeros racionais se unem, na totalidade dos nimeros reais, aos
nimeros irracionais, e estes sao tratados como conceitos de quantidade, como veremos
adiante.

Segundo Neves Real, nao é coerente que Vicente Gongalves identifique um nidmero
real, nem com um inteiro, nem com um nimero racional, na medida em que "o primeiro é
um conjunto de conjuntos equivalentes, enquanto que os dois ltimos sao relagoes." ([35],
p. 3)

A critica efectuada por Neves Real a 2. edicao assume particular interesse na medida
em que, por um lado, foca determinados aspectos da construcao de Vicente Gongalves
que merecem ser discutidos e, por outro, permite diferenciar as visdes adoptadas por estes
dois matematicos.

Verificamos que Vicente Gongalves adopta uma perspectiva genética, em que muitos
dos conceitos sao introduzidos de uma forma sequencial, a custa de conceitos ja existentes.
Exemplo disso ¢ a construcao da dizima que representard o valor de separacao das duas
seccoes contiguas, como veremos mais a frente.

Em oposicao, Neves Real evidencia uma abordagem profundamente axiomatica, baseada

num formalismo, que consideramos muitas vezes ter sido declarado de uma forma muito
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rude, nos comentérios que teceu a 2.% edicdo do Curso de Algebra Superior.

A auséncia de uma andlise ao conjunto dos mimeros racionais, focando as suas prin-
cipais propriedades e a definicao das operagoes aritméticas nesse conjunto, parece-nos
constituir um dos aspectos menos positivos da obra de Vicente Gongalves.

Tratando-se de um livro de texto, e baseando-se a definicao de nimero irracional em
conjuntos de nimeros racionais, concordamos com Neves Real quando este manifesta
as suas preocupacgoes relativamente ao facto de Vicente Gongalves nao os ter definido,
podendo surgir eventuais dividas, se forem consultadas outras obras do mesmo autor.

Como jé referimos anteriormente, a definicao de niimero irracional, apresentada por Vi-
cente Gongalves, assenta no conceito de sec¢oes contiguas, que, como veremos, remete-nos,
indubitavelmente, para o conceito de corte ou secgao, apresentado por Richard Dedekind,
[10].

Contudo, a terminologia utilizada por Vicente Gongalves parece-nos mais adequada do
que a de Dedekind. Com efeito, com a utilizacao da expressao secgoes contiguas parece-
nos que Vicente Gongalves soube tirar partido da lingua Portuguesa, recorrendo a intuicao
dos seus leitores.

Vicente Gongalves afirma, na 2. edicdo, que um qualquer mimero racional separa
todos os outros nimeros racionais em duas coleccoes: a colecgao Ry dos niimeros menores
que ele e a coleccao R, dos nimeros maiores. Acrescenta que essa separacao do conjunto

dos mimeros racionais é tal que:

"o/) se Ry contém r, contém qualquer nimero racional 7’ < r.(...)

£') Ry nao contém nimero algum superior a todos os mais." ([19], p. 1)

Na terceira edicao a definicao de secgoes contiguas é feita utilizando uma linguagem

matemadtica mais rica, nomeadamente na utilizagao de termos como mdzimo e minimo.

"Secgoes contiguas. O nimero racional a separa todos os outros nimeros
racionais (r,7’,...) em duas colecgbes: a dos nimeros menores - Ry, e a dos

nimeros maiores - Ry; e sem dificuldade se reconhece que Ry,
ay) contendo um nimero, contém os nimeros menores;

$3;) ndo contém méximo™). (...)
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De modo andlogo se verifica que R,
o) contendo um niimero, contém os nimeros maiores;

3,) ndo contém minimo™." ([20], pp. 1 - 2)

Segundo Vicente Gongalves, uma colec¢ao de niimeros racionais satisfazendo as condig¢oes
a1 e ag, define a seccao inferior do conjunto dos niimeros racionais e, inversamente, o
mesmo acontece para uma coleccao de nimeros racionais satisfazendo 3, e (5, isto é,
define a sec¢do superior.

Duas secgoes U e V, sem elementos comuns, sendo U secgao inferior e V' secgao superior,
sao contiguas sempre que se possam achar valores u e v de diferenca v —u arbitrariamente
pequena, isto é, de diferenca v — u inferior a ¢, por menor que seja o nimero positivo d
previamente dado.

Vicente Gongalves acrescenta que:

"I. A condigao necessdria e suficiente de contiguidade das sec¢oes U e V' (sem
elementos comuns) é que nelas se compreendam todos os nimeros racionais

ou todos menos um." ([20], p. 2)

A condigao é necesséria pois se considerarmos valores s e t, com s < t, nenhum deles

pertencentes a U nem a V', temos
u < s <t<wvo que contraria v — u < 9,

quando se tomar § <t — s.

A suficiéncia da condigao é provada como se segue.

Considerando ¢, tome-se g = ¢ e tomando u' e v’ arbitrarios, determine-se o inteiro n,
de maneira que tenhamos v’ + ne > v'.
Compreendendo U e V' todos os niimeros racionais com uma sé excepgao possivel, dos

sucessivos valores:
! ! ! ! !
U u +e€ w+2 ... U +ne>wv

o ultimo que pertence a U e o primeiro que pertence a V', ou sao consecutivos ou ficam
separados por um s6 termo, fora de U e de V, e af estao dois niimeros u e v diferindo por

menos de § (g ou 2¢).
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Para representar seccoes contiguas, Vicente Gongalves utilizou a notacao A, Ay ou
By, By, etc., em que a primeira letra designa a seccao inferior.

Os elementos de A; sao designados por aq,a), ... e os de Ay por ag, al, ... e, atendendo
a definicao de secgoes contiguas, temos sempre a; < ay € podemos determinar a; e as tais
que a; — as < 6§, para qualquer 6 > 0.

Atendendo & condigao necesséria e suficiente de contiguidade de duas secgoes, Vicente
Gongalves estipula que se A; e As compreendem todos os nimeros racionais, designam-se
de secgoes complementares e a contiguidade é de primeira espécie.

Se, por outro lado, existe um nimero r = a que lhes é exterior, a contiguidade é de
sequnda espécie e entao temos a1 < a < as.

Certamente com o intuito de clarificar algumas nogoes que irao ser tratadas em secgoes

seguintes, o autor, na terceira edicao, apresenta o seguinte conjunto de oito exercicios:

(20, p. 3)

Exercicio 4.2.1 Os nimeros positivos de quadrado maior que 1 formam uma sec¢ao
superior; os niumeros positivos de quadrado menor que 1, com 0 e 0s nimeros negativos

formam uma sec¢io inferior. As duas secgdes sao contiguas. (...)

Exercicio 4.2.2 Se os numeros u formam sec¢ao inferior (sup.), os nimeros —u formam

secgao superior (inf.), - que se diz simétrica da primeira.

Exercicio 4.2.3 Se os nimeros u formam sec¢do inferior, os nimeros % positivos (se 0s

hd) formam secgao superior.

Exercicio 4.2.4 Se os nimeros positivos v formam secgcdo superior, 08 nimeros % for-

mam a parte positiva da secgao inferior.

Exercicio 4.2.5 Se os nimeros x ey formam secgées inferiores (sup.), os nimeros x+y

formam também sec¢io inferior (sup.).

Exercicio 4.2.6 Se os nimeros positivos x e y formam seccao superior, os produtos xy

formam sec¢do superior.

Exercicio 4.2.7 Se os niumeros x e y formam secgoes inferiores, os produtos xy de fac-

tores positivos (se os hd) formam a parte positiva de sec¢do inferior.
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Exercicio 4.2.8 Secgoes simétricas (Exercicio 4.2.2) de secgdes contiguas sao também

contiguas e com a mesma espécie de contiguidade.

Como jé haviamos referido, a semelhanca entre o conceito de secgoes contiguas e a
definicao de corte ou sec¢ao, apresentada por Dedekind, é relevante, facto que foi assinal-
ado por Neves Real.

Com efeito, acerca da definigao de niimero irracional, apresentada por Vicente Gongalves,

Neves Real afirma:

"Fundamentalmente essa exposicao assenta na nocao da secgoes contiguas,

parente muito préxima das de corte ou encaize." ([36], p. 12)

Apesar de Neves Real considerar que Vicente Gongalves demonstrava ter conheci-
mento do trabalho desenvolvido por Richard Dedekind, no que se refere & definicao de
nimero irracional, com base na nocgao de corte, suscitada pela tentativa de estabelecer
uma correspondéncia biunfvoca entre os pontos de uma recta e o conjunto dos mimeros
racionais, uma vez que refere-se ao postulado de Cantor-Dedekind, criticou-o pelo facto
de, por um lado nao ter referido explicitamente a abordagem de Dedekind, impedindo
que os alunos tomassem conhecimento de tao importante trabalho, e por outro, o facto
de Vicente Gongalves nao ter retomado o problema do limite com que Dedekind havia
tropecado.

Neves Real afirma que:

"Ora, sendo precisamente a tentativa para solugao da crise secular da teoria
dos limites a origem das definicoes modernas de mimero real, dificilmente se
compreende que o Professor Vicente Gongalves nao tenha insistido sobre as

dificuldades que a operagao de passagem ao limite encontra". ([35], p. 3)

Neves Real defende que, apesar do problema da passagem ao limite nao ter sido
solucionado por Dedekind, o seu trabalho assume particular importancia, e como tal
deveria ter sido incluido na obra de Vicente Gongalves.

A importancia de tal trabalho prende-se com o facto de que, baseado na intuigao
geométrica, Dedekind conseguiu provar que o conjunto dos niimeros reais possui a mesma

continuidade que os pontos da recta, estabelecendo assim uma importante condi¢ao a que
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tem de satisfazer todo o conjunto ordenado que se tome como dominio da varidvel real:
a continuidade.

Neves Real defende que seria imprescindivel que Vicente Gongalves tivesse insistido
sobre este momento capital da teoria dos niimeros irracionais de Dedekind.

Com efeito, consideramos que seria importante realcar na obra de Vicente Gongalves
como é que se deu a criagao dos nidmeros irracionais, atendendo a defini¢ao de corte numa
recta. Isto é, o facto de Dedekind ter colocado entre os nmimeros racionais novos entes a
que chamou de mimeros irracionais, de modo a preencher todas as lacunas reveladas pela
comparacao da recta com o conjunto dos nimeros racionais.

Assim, segundo a via genética adoptada por Vicente Gongalves, ficaria explicito como
¢é que surge o nimero real por livre criacao da mente humana, consistindo num elemento de
um conjunto constituido por todos os niimeros racionais e por todos os niimeros irracionais.

De grande importancia reveste-se o facto de Dedekind ter levantado a questao deste
novo conjunto possuir a mesma continuidade da recta.

Neves Real considera que, apesar da importancia capital que deve ser atribuida a

concepgao de Dedekind, nao devemos, contudo, deixar de focar que:

"Falta-lhe o enunciado firme do que é um nidmero real; e desagrada-nos a
juncao num mesmo conjunto dos niimeros racionais nao com os préprios niimeros
irracionais (o que lhe estd vedado por falta de definigdo matematica) mas com

os cortes nos numeros racionais." ([35], p. 4)

O facto de Vicente Gongalves aparentemente se ter afastado do trabalho de Dedekind
e ter apresentado uma definicao de niimero irracional baseada na definicao de secgoes
contiguas, que segundo Neves Real, possui assinaldveis lacunas, levou a que Neves Real

procurasse traduzir por outras palavras a definicao de sec¢des contiguas, com o objectivo

de

"libertar as definicbes que nos dd o Professor Vicente Gongalves de tudo o
que me parece menos conforme com esse pensamento. Em primeiro lugar é

conveniente chamar conjunto ao que o autor chama colecgao." ([36], p. 12)

Assim sendo, Neves Real define secgoes contiguas como sendo um conjunto ordenado

cujos elementos sao duas secgoes, uma inferior, U, e uma superior, V, tais que:
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i) sao disjuntas;

i1) a sua uniao, U UV, é densa no conjunto dos nimeros racionais, isto é, entre

quaisquer dois nimeros racionais existem sempre elementos de U U V.

Podemos destacar duas importantes alteragoes que Neves Real introduziu na defini¢ao
de secgoes contiguas, comparativamente com a apresentada por Vicente Gongalves.
Em primeiro lugar, a substituicao da palavra colecgao pela palavra conjunto é, segundo

Neves Real, deveras importante na medida em que:

"(...) nao se compreende o cuidado que pde o autor em manter-nos afastados
do uso habitual em matemadtica da palavra «conjunto» até & pédgina 34 das
suas ligoes, altura em que num pardgrafo (!), subordinado ao capitulo Lim-
ite de sucessoes, introduz o conceito geral de conjunto, conceito que lhe serd
necessario nao apenas na teoria dos limites, mas em toda a obra, inclusivé
antes de nela o ter caracterizado, como, por exemplo, nos passos a que nos

estamos a referir." ([36], p. 12)

Acrescenta que, o uso por parte de Vicente Gongalves da palavra conjunto foi empregue

numa outra situacao em que, lamentavelmente, o contexto nao o permitia. Citando-o:

"(...) que usasse essa palavra numa frase que briga com a maneira de dizer
corrente nos modernos livros de matemadtica: as seccoes contiguas devem en-
globar, em seu conjunto, todos os nimeros racionais, com uma S0 excep¢ao
possivel - quando pertendia dizer que na uniao das duas secgoes constitutivas
de um par estao, como elementos, todos os nidmeros racionais com uma sé

excepgao possivell!" ([36], p. 12)

Outro dos aspectos distintos em ambas as defini¢ées, prende-se com a enunciacao da
condigao #7), de Neves Real, correspondente a 3, de Vicente Gongalves.

Segundo Neves Real a sua condicao, apesar de equivalente, apresenta particular van-
tagem, uma vez que a de Vicente Gongalves "confere desnecessariamente & nogao de par
de seccoes contiguas um caracter hibrido: combinacoes tipicas da caracterizacao ordinal

com outras - métricas - de natureza topolédgica: a condicao exprime, de facto, que no
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espaco R, metrizado com o valor absoluto da diferenca de dois niimeros racionais, tem de
ser nula a distancia das duas secgbes contiguas." ([36], p. 12)
Apesar das criticas levantadas, relativamente ao conceito de sec¢des contiguas, Neves

Real afirma que:

"Parece-nos importante salientar que o par de secgoes contiguas quando aprox-
imado de corte apresenta, do ponto de vista da teoria ordinal, a real vantagem
de serem equivalentes (correspondéncia bitinivoca) o conjunto R e o conjunto
de todos os pares (U/V), cujos elementos, U e V, ndo sdo complementares,
enquanto que a cada mimero racional correspondem dois cortes de Dedekind."

([36], p. 12)

Contudo, Neves Real acrescenta que quando analisamos a condigao i) na defini¢ao
de secgoes contiguas de Vicente Gongalves, o que estd subjacente é a nogao de encaize e
no contexto do céalculo infinitesimal seria preferivel o préprio encaize para a definicao de
numero irracional, pois esta se faria entao a custa de sucessoes de niimeros racionais.

Assim, segundo Neves Real, uma definicao de nidmero real baseada na definicao de

secgoes contiguas teria de ser estabelecida do seguinte modo:

"«um mimero real é um par de seccoes contiguas de niimeros racionais; se as
secgoes sao complementares, o nimero diz-se real irracional, se o nao sao o

nimero diz-se real racional.»." ([36], p. 12)

No entanto Neves Real considera que, apesar de Vicente Gongalves andar préximo
desta definicao, afastou-se da mesma, preferindo estabelecer consideragoes sobre dizimas
e valores de separacao.

Com efeito, outro dos aspectos criticados por Neves Real foi a consideragao, por parte
de Vicente Gongcalves, das dizimas infinitas, que aparecem na sua obra sem serem rela-
cionadas com qualquer questao matemdtica anteriormente tratada, demonstrando que

Vicente Gongalves:

"(...) ndo teve a preocupagao de aproximar o par de secgOes contiguas de
qualquer problema concreto, que de qualquer modo preparasse os leitores, os

seus alunos, para o aceitarem, como sua solugao." ([36], p. 13)
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Na seccao seguinte veremos como é que Vicente Gongalves tratou as dizimas, relacionando-
as com os nimeros racionais e com os nimeros irracionais e analisaremos, igualmente, as
criticas levantadas por Neves Real, relativamente a este conceito, onde observamos no-
vamente o caracter formalista de Neves Real, em oposicao a visao genética de Vicente

Gongcalves.

4.2.2 Dizimas Infinitas e Conceito de Niimero Irracional

Verificamos que da segunda para a terceira edi¢ao o desenvolvimento de um nimero
racional enquanto dizima infinita periédica mereceu, por parte do autor, cuidado diferen-
ciado.

Enquanto na segunda edicao a explicacao desse desenvolvimento é feita a partir de
exemplos, na terceira edicao aparece-nos a definicao formal do que o autor entende por
dizima (infinita).

Talvez tal reformulagao se deva ao facto do tratamento conferido as dizimas na 2.%
edicao ter sido fortemente criticado por Neves Real.

Na 2.* edicao Vicente Gongalves afirma que:

"Como ¢é sabido, todo o nimero racional admite um desenvolvimento decimal
- ou dizima - constituido por uma infinidade de algarismos que periodicamente

se repetem de certo ponto em diante". ([19], p. 4)

Neves Real considera que, atendendo ao facto de que este nao consiste num assunto
tratado a nivel do Liceu, deveria ter sido devidamente explicitado, na obra em causa, ou
deveriam ter sido fornecidas indicacoes bibliograficas.

Na 3.* edicao, Vicente Gongalves define dizima como sendo qualquer expressao

No> T N2Mg--Np---

em que 7, ¢ um numero inteiro positivo, nulo ou negativo, e 7,7, 73, ..., 1, ... valores
inteiros entre 0 e 9.

7, € denominado a parte inteira, constituida de 7, unidades, e a outra parte da dizima
¢ denominada de decimal ou mantissa, composta de 1, décimas, 7, centésimas, etc..

A dizima diz-se finita ou infinita, consoante seja finito ou infinito o ndmero de 7

significativos, isto é, diferentes de zero.
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Uma vez mais, nao referindo as leis ariméticas do conjunto dos niimeros racionais, bem
como a sua prépria defini¢ao, Vicente Gongalves afirma que todo o niimero racional pode
ser expresso em termos de uma dizima infinita (periédica), dando os seguintes exemplos

(Veja-se [19], e [20], p. 4):

1—25 — 0,133..3.. = 0,1(3)

_1_25 _ —1—1—1—221866...6...:18(6)

% _ 2+%:2,2727...27...:2,(27)

11 14 -

—3 = —1+3 =L56=1559.9.. = 1,55(0)

Se considerarmos

H) Ny Mgz 1y

L) Ao, Mdods. An...

duas dizimas distintas, e 71,, — A, a primeira das diferencas 1y — Ao, 7; — A1, ..., distinta
de zero, ent@o consoante tenhamos 7,, < A, ou 7n,, > A, diremos que H) ¢ anterior a
L) ou que H) é posterior a L).

Consequentemente, Vicente Gongalves enuncia a seguinte proposicao:

"I. Se H) e L) representam niimeros racionais, h e [ respectivamente, e é h < [,

entdo H) ¢ anterior a L)." ([20], p. 4)

Verificamos que o termo é anterior, na proposicao acabada de enunciar, aparece em
substituicao da palavra precede na mesma proposicao da segunda edicao, o que consider-
amos mais correcto, uma vez que estd de acordo com a definicao dada pelo autor para as
dizimas.

A introducao da noc¢ao de ntimero irracional faz-se de uma forma muito subtil, recor-
rendo a duas sec¢oes contiguas, Ay, As, € & dizima que separa as dizimas dos a; das dizimas
dos as.

A dizima de separacao é construida da seguinte forma ([19], pp. 5 - 8 e [20], pp. 4 -
6).
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Tomando A; e Ay duas secgoes contiguas, p um inteiro de A; e ¢ um inteiro de A,,

temos que, nao fazendo ¢ parte de A, algum dos nimeros
p7p+ 17]7 + 2a vy — 1

serd o maior a; inteiro.
Consideremos ¢ = ay.

Por se nao achar ag + 1 em A;, algum dos niimeros
Oé(),o Oé(),l 040,2 040,9

serd o maior a; composto de parte inteira e décimas.
Consideremos 1 = «g, a;. Do mesmo modo, um determinado x3 = «q, ajas serd o
maior a; composto de unidades, décimas e centésimas, e assim sucessivamente.
Tomando um destes nimeros, x;, = «g, ajQs...q, poderemos tomar em A; algum
a} > xp, uma vez que, sendo A; a secgdo inferior, ndo possui maximo.

Consideremos, entao
P / _

e seja oy, o primeiro dos valores oy, |, @}, 5, ..., que nao se reduz a zero.

Da desigualdade acima descrita, referente a a) e xj, e da defini¢ao de xj,, vem que
! ! !
ay =g, Q] =Q1, ... Q) =Qp,
logo, por definicao de xj, temos
/
T 2 O, O Q... 00, > T,

Algum dos valores a1, apia, ... , é significativo, por maior que seja h.

Formemos entao a dizima infinita
A) g, ...,

e seja
R)  po, p1Pz--Pr---

outra dizima infinita, representativa de algum mimero racional 7.



114 José Vicente Gongalves

Como as dizimas A) e R) sao distintas, temos, por exemplo:

Po=0Q0, Pr =01, o Pp1= 1, Pp 7 Oy

logo
=00, 0102...00p 10 ---Pp--- -

Se considerarmos p,, < ,, entao
r < ap, 109...Qyp_ 1Oy = Typ

e r (como z,,) pertence a A;, atendendo a definigdo de seccao inferior.

Por outro lado, se p,, > a,, temos
> o, X1Q2...Qy_10,y, > Tm

e, pelo valor médio (de m decimais e superior a z,,) estar fora de Aj;, necessariamente
temos r € A,.

Concluimos, assim, que r é um a; se R) é anterior a A) e ¢ um as se R) é posterior a
A).

Concluimos, igualmente, que nenhum a; ou ay se desenvolve pela prépria dizima A),
alids, se tal acontecesse, deveriam os a; superiores desenvolver-se segundo dizimas poste-
riores, e tal nao é possivel.

Chegamos entao ao importante resultado:

"IT. Nimero racional com dizima infinita() anterior a A) é aq, e todo a; tém
dizima anterior a A); nimero racional com dizima infinita posterior a A) é as,
e todo ap tém dizima posterior a A)." ([19], II., IIL. e V., pp. 6 - 8, e [20], p.
6)

Esta dizima A) representa entdo o valor de separacdo das dizimas dos a; em relagao
as dizimas dos as.

Vicente Gongalves explicita que na contiguidade de segunda espécie existe um certo
nimero racional que fica de fora das seccoes, que esse é justamente o valor de separagao
e A) corresponde a sua dizima infinita periddica.

Na segunda edicao este resultado aparece-nos na conclusao:
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"VI. Se algum niimero racional existe fora de A; e de A, ésse niimero separa
os elementos a; dos elementos as e a sua dizima infinita é precisamente a

dizima (A), entdo necessariamente periédica." ([19], p. 8)

Verificamos, entao que Vicente Gongalves estipula que sendo a dizima (A) periédica
corresponderd a representacao decimal de um certo mimero racional e esse nimero, que
nao pertence a A; nem a A,, excede todos os elementos a; de A; e é excedido por todos
os elementos ay de A,.

Assim, com base nesta asser¢ao, o autor afirma que:

"(...) a separagao das dizimas reflete assim uma separacgao de valores." ([19],

p. 8)

Segundo Neves Real nao é claro o que Vicente Gongalves entende pelo termo walores,
podendo ser uma outra expressao para nimeros racionais ou, inclusivamente, traduzir
"qualquer enquandramento filoséfico da teoria dos nimeros." ([36], p. 14)

Neves Real evidencia, nesta passagem do seu artigo, um preciosismo de linguagem
que talvez, em nosso entender, nao fosse significativo para o entendimento da teoria
apresentada por Vicente Gongalves.

Atendendo a exposicao anteriormente feita, parece-nos claro que a separacao de valores
produzida pela separagao das dizimas, a que Vicente Gongalves se refere, é claramente
uma separacao do conjunto dos niimeros racionais.

O conceito de nimero irracional surge-nos associado a dizima de separagao A), quando

a contiguidade é de primeira espécie, isto é,

"(...) na contiguidade de primeira espécie, como todos os nimeros se repartem
pelas sec¢oes, A) apresenta-se-nos como expressao® de um valor a nio racional

- de um nmimero irracional'® - superior a todos os a; e inferior a todos os as."

([20], p. 6)

A nota de rodapé ® remete-nos para a informacio de que a expressdo a do nimero
irracional, consiste numa dizima aperiédica, por exemplo, 0, 10100100010000....

Na segunda edigao notamos que Vicente Gongalves define o niimero irracional como se
tratando de um conceito de quantidade, mas tal nao acontece, explicitamente, na terceira

edicao, talvez atendendo as criticas levantadas por Neves Real. Com efeito,
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"Ntimero irracional é o conceito de quantidade que decompoe em duas secgoes
contiguas a totalidade dos nimeros racionais. Cada niimero irracional excede
todos os elementos da respectiva seccao inferior e é excedido por todos os da

seccao superior." ([19], p. 8)

Esta interpretacao dada por Vicente Gongalves ao conceito de nimero irracional,
identificando-o como um conceito de quantidade, mereceu-lhe severas criticas por parte
de Neves Real.

Segundo Neves Real, o conceito de quantidade presente na definicao de niimero irra-
cional relega-nos para a nocao metafisica, que em nenhum momento foi explicitada por
Vicente Gongalves.

Contudo, nao foi esta a tinica incongruéncia presente nesta definicao que foi apontada
por Neves Real. O facto de Vicente Gongalves afirmar que é o numero irracional que
decompoe em duas sec¢oes contiguas a totalidade dos miumeros racionais entra em con-
tradigao com o facto de termos partido das seccoes contiguas complementares a procura
da sua definigao.

Com efeito, em nosso entender, parece que detectamos a mesma ambiguidade encon-

trada na definicao de corte de Dedekind:

Foi o corte que originou o nimero irracional ou, inversamente, foi o nimero

wrracional que produziu o corte?

Outro aspecto que Neves Real realga ¢ o facto de na apresentacao da ordenagao dos
nimeros irracionais, avangada por Vicente Gongalves, acima transcrita, o autor ter uti-
lizado, inconvenientemente, os termos ezcede e é excedido.

Segundo Neves Real:

"Tenho duvidas sobre o bom gosto literdrio de tal redaccao, mas tenho a
certeza dos seus incovenientes do ponto de vista didatico; matematicamente é

imprépria." ([36], p. 15)

Como j& referimos anteriormente, o conceito de dizima foi igualmente criticado por
Neves Real e como acabamos de verificar o conceito de mimero irracional, segundo Vicente

Gongalves, estd relacionado com a dizima A) que, neste caso, é infinita nao periédica.
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Ora, atendendo ao facto de que na segunda edicdo o autor nao define o conceito
de dizima, Neves Real considera que poderao existir ambiguidades se os alunos, a que
se destina a obra, procurarem uma definicio no Compéndio de Aritmética de Vicente
Gongalves.

Com efeito, nessa obra apenas se encontram referéncias ao estudo das dizimas periédi-
cas, que aparecem relacionadas com os nimeros racionais, sujeitando-os ao algoritmo de
base 10.

Nio terd entdo qualquer sentido falar, no Curso de Algebra Superior, "de dizima nao
representativa de um niimero racional, nem falar de dizimas sem ser como o resultado do
desenvolvimento dos nimeros racionais". ([36], p. 13)

Efectivamente Vicente Gongalves associa & sucessao =, = {agp, @js...;,} a dizima
g, A1 Qia...0y,... sem facultar qualquer tipo de explicacoes sobre a sua existéncia.

Além disso, Neves Real consideraria mais interessante o estudo da existéncia ou nao
de limite da sucessao x,,, anteriormente definida, devendo essa ser a questao fundamental
que interessaria esclarecer.

Por outro lado, considerando que o caminho adoptado por Vicente Gongalves foi o das
dizimas infinitas, e adoptando para sua definicao aquela que se encontra no Compéndio

de Aritmética, isto é:

"Dizima infinita é a figura em que pela imaginacao dispomos em ordem deter-
minada uma infinidade de algarismos, precedidos de um niimero inteiro e dele

separados por uma virgula." ([36], p. 13)

Neves Real considera fécil estabelecer um isomorfismo entre o conjunto de todas as
dizimas e o conjunto de todos os pares de secgoes contiguas.

Se este isomorfismo tivesse sido estabelecido entao estaria justificada a definicao de
nimero real como um par de sec¢oes contiguas de niimeros racionais.

Ap6s ter introduzido a nocao de nimero irracional, Vicente Gongalves afirma que o
valor de separacgao das duas secgdes contiguas, a dizima A), é determinado por qualquer
uma das seccoes, uma vez que em vez de ser deduzido a partir de A;, como foi feito,
poderia ser deduzido através de As.

Encontramos novamente aqui uma analogia [nao confessada] com a concepgao de corte

proposta por Dedekind.
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Concretamente, Dedekind afirmou que:

"Obviamente um corte (A1, Ay) estd completamente definido quando uma das
duas classes, por exemplo, a primeira A; é conhecida, pois a segunda classe As

consiste em todos os nimeros racionais que nao estao contidos em A;". ([10],

p. 15)

Vicente Gongalves define nimeros reais como sendo os nimeros obtidos quando se
juntam os nimeros racionais e os nimeros irracionais, acima definidos.

Duas sec¢oes contiguas determinam entao sempre um nimero real e, inversamente,
todo o niimero real, racional ou irracional, separa duas sec¢oes contiguas.

O valor de separagao das duas secgoes contiguas é designado por a e representa o
menor mimero superior a todos os a; ou fecho da secgio Ay, e 0 maior nimero inferior a
todos 0s ay ou fecho da secgio As.

Na segunda edicao Vicente Gongcalves reforga a ideia da natureza do valor de separagao

estar relacionada com o tipo de contiguidade das secgoes, isto é;

"Se as secgoes sao complementares, quere dizer, se uma delas contém todos os
nimeros racionais que faltam na outra, a é nimero irracional; de contrario,

racional." ([19], p. 9)

As seccoes complementares acima descritas, referem-se, indubitavelmente, & contigu-
idade de primeira espécie, pois uma das secgoes contém todos os nimeros racionais que
faltam a outra e, neste caso, o nimero a de separacao é irracional. Caso contrario, na
contiguidade de segunda espécie, o mimero a é racional.

Todas estas consideragoes, acerca da definicao de nimero real, mereceram algumas ob-
servacoes por parte de Neves Real. Neves Real considera que Vicente Gongalves comporta-
se, ao longo da sua exposicao, de maneiras distintas em relacao aos niimeros irracionais.

Com efeito, Neves Real afirma que:

"(i) como analista e investigador, considera-o uma dizima infinita nao per-
iédica; (i) como autor do «Curso de Algebra Superior», um par de secgoes

contiguas e complementares de nimeros racionais, e (i7i) como elemento de



Curso de Algebra Superior 119

destaque do Mundo Culto da nossa terra, um conceito de quantidade, que sep-
ara, etc. ... Nao conseguiu o Professor Vicente Gongalves na obra que estamos

comentando, fazer a necessdria coordenagao das trés concepgoes." ([36], p. 15)

Apesar de Vicente Gongalves ter evitado a questao da continuidade, julgamos ser bem
evidente a conexao existente entre as dizimas e os pares de secgoes contiguas, ao longo
da sua exposicao. Contudo, consideramos que a nogao de quantidade seria perfeitamente
dispensével.

Outro dos aspectos relacionados com a definicao de niimero real, focado por Neves
Real, foi a utilizacao inadequada da expressao fecho de uma sec¢ao, quando deveria ter
focado fecho de um conjunto.

Com efeito, Vicente Gongalves, afirma:

"Num caso como noutro, o nimero real a é como que o fecho comum de A;

e As: introduzido em Ay, ficaria sendo o maior elemento; em Ay, o menor."

([19], p. 9)

Neves Real considera inadmissivel numa definicao dizer-se «como que» mas, mais
grave do que isso, é o facto de Vicente Gongalves "introduzir um niimero numa seccao,
que é um conjunto de elementos de que o tal nimero nao faz parte". ([36], p. 16)

Neves Real acrescenta ainda que:

"O Professor Vicente Gongalves, inexordvel examinador que é, nao admitiria
nunca a um aluno seu uma sombra do atrevimento de linguagem que neste

passo a si mesmo permitiu." ([36], p. 16)

Para minimizar tal situacao Vicente Gongalves deveria, em vez de ter considerado o
nimero real como que o fecho comum de A; e Ay, tomado-o como o supremo de A; e o
infimo de A ou como o limite comum desses dois conjuntos.

Consideramos que Vicente Goncalves poderia realmente ter utilizado esta terminologia,
abrindo assim caminho para a prova da completude do conjunto dos nimeros reais, que

quanto a nos deveria ter sido tomada em conta nesta exposicao.
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4.2.3 Relagoes de Grandeza. Simetria e Inversao

Vicente Gongalves inicia esta secgao indicando que um nimero real se supoe dado
pelas seccoes que lhe sao contiguas.
Segundo Neves Real uma exposicao desta natureza caird forgosamente num ciclo vi-

cioso, uma vez que no pentltimo pardgrafo da seccao anterior, Vicente Gongalves afirma:

"Gracas ao conceito de nimero irracional, a cada sistema de sec¢oes contiguas
A e A, fica correspondendo em todos os casos um nimero de separagao, que

designaremos por a." ([19], p. 9)

Ora, se um numero real é dado pelas secgoes que lhe sao contiguas, o autor estd
forcosamente a considerar a existéncia prévia desse nimero. Por outro lado, ao assumir
que sempre que tenha um par de sec¢oes contiguas hd um mimero real que lhe corresponde,
estd a assumir que o nidmero real e o par de sec¢oes contiguas ficam assim identificados.

Contudo, se designarmos o niimero real por uma determinada dizima, isto é, se estipu-
larmos que o nimero real a que nos referimos é aquele que certa dizima representa, iremos
com certeza chegar a conclusao que o algoritmo que nos permite encontrar essa mesma
dizima nao parte do conceito de quantidade mas sim das préprias secg¢oes contiguas.

Assim, segundo Neves Real, fecha-se de novo o ciclo, tornando esta exposigao ambigua.

Apesar destas criticas, relativamente a utilizagao das dizimas, a verdade é que Vicente
Goncalves nao reformulou, da 2.* para a 3.% edicao, a construcao da dizima que representa
o valor de separacao das secgoes contiguas e, consequentemente, o mimero real.

Voltando & andlise da secgao relativa as relagoes de grandeza, verificamos que Vicente
Gongcalves procurou caracterizar os nimeros irracionais, particularmente no que diz re-
speito a ordenacao, existéncia de elemento simétrico, existéncia de elemento inverso e
apresentando a definicao de valor absoluto.

Assim, tomando a e b niimeros reais, definidos pelas seccoes contiguas A, e As e By e
B,, respectivamente, apresenta-nos os seguintes resultados.

Quando a é irracional, todo o nimero racional lhe é inferior ou superior, isto é,
ar < a<as

e, consoante seja a > 0 ou a < 0 entao a é positivo ou negativo.
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No que diz respeito a igualdade de mimeros irracionais, Vicente Gongalves estabelece
que os nimeros irracionais a e b sao iguais quando ordenadamente coincidem as respectivas
seccoes: A; com By e A com By, sendo que uma coincidéncia arrasta a outra.

Este facto traduz-se escrevendo a = b ou b = a, nao se verificando a condicao a # b
ou b # a.

Apenas na segunda edi¢ao Vicente Gongalves esclareceu que um nimero racional nao
pode ser igual a um nimero irracional, uma vez que A; e As sao complementares, quando
a ¢ irracional e nao sao complementares quando a é racional.

A relacao de ordem entre niimeros irracionais é estabelecida como se segue.

Diz-se que o nimero irracional a ¢é inferior ao nimero irracional b (ou b superior a a)
quando algum nimero racional excede a e é inferior a b e escreve-se a < b ou b > a.

Atendendo ao facto de que a anédlise da irracionalidade de a e b é independente, pode-

mos concluir que:

"I. De dois nimeros reais distintos, sempre um excede o outro, e entre os dois

h& infinitos mimeros racionais." ([20], p. 7 e [19], . e IL., pp. 9 - 10)

A demonstracdo deste resultado é unicamente feita na segunda edi¢ao ([19], p. 10)

levando a outros dois resultados, sendo um deles um caso particular do outro.

"TII. Quando a < b, algum b; excede algum as.
A reciproca é imediata. (...)

IV. Com ap >0, ¢ a > 0." ([19], p. 10)
Na terceira edigcao o resultado é apresentado de forma distinta:

"Se algum nimero real @’ < a excedesse todos os a;, nenhum nmimero racional

entre a’ e a teria cabimento nas seccoes. Logo,

II. a é o menor nimero superior a todos os a;, e (analogamente) o maior dos

excedidos por todos os ay." ([20], pp. 7 - 8)

O simétrico de um mimero racional ou irracional a consiste no fecho ¢ da seccao

constituida pelos simétricos dos nimeros racionais inferiores a a, isto é, dado um nimero
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racional ou irracional a, os valores ¢; = —as e ¢co = —a; formam, respectivamente, uma
seccao inferior e uma superior.

Pela igualdade c¢; — ¢; = ay — ay, podemos concluir que as secgoes formadas por ¢; e
co sao contiguas.

O nimero ¢ que as separa é, por definicao, o nidmero simétrico de a quando a &

irracional, sendo designado por —a. Assim,

ap<a<are —a<—a< —aj.

Sendo a um mimero racional, atendendo a esta definigao, o nimero —a separa também
0s —ay dos —ay.

Temos igualmente que a < b implica —a > —b, uma vez que se b > a entao qualquer
nimero racional intermédio é ao mesmo tempo nimero as e nimero by, e de —as = —b;
sai que —a > —b.

O autor acrescenta ainda que se b > 0 entao —b < 0.

O nimero ¢, simétrico de a, por separar os ¢; dos co, atendendo a sua definicao, faz

com que —cy = a; € —¢; = ag, € acaba por se confundir com a e podemos assim escrever
—(—a) = a.

Sendo o nmimero a irracional, evidentemente também o é —a, pois o simétrico de um
niimero racional é igualmente um niimero racional.
Apés definir o conceito de niimero simétrico, Vicente Gongalves avanca com a definigao

de valor absoluto, nos seguintes termos:

"O conceito de wvalor absoluto reaparece aqui exactamente como no campo
racional: para nimero positivo, o préprio nimero; para nimero negativo, o
nimero simétrico. O valor absoluto de a representa-se por |a|." ([20],p. 8 e

veja-se [19], p. 11)

O nimero inverso ou reciproco de um niimero irracional a, designado por %, é o fecho
da seccao dos inversos dos niimeros racionais entre 0 e a, isto é, é o niimero que separa 0s
inversos dos nimeros racionais inferiores dos inversos dos mimeros racionais superiores,

uns e outros com o sinal de a.
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Assim, supondo a > 0, temos

1 1 1
m<a<a e —<—< —.
a9 a aq
A hipétese a > 0 aparece com o intuito de provar que a inversao dos niimeros racionais
produz, de facto, uma secgao.

Sendo a racional, o niimero % separa também os valores a—ll e é, de sinal idéntico.

O autor acrescenta ainda que a < b implica % > %, com a > 0, pois se b > 0 entao
qualquer nimero racional intermédio é ao mesmo tempo nimero b; e nimero as, € assim
pode ter-se by > as.

Com a > 0, vem entdo =~ < -, logo, 1 < 1 ou seja
Y bl a27 ' b a’ Y

Q=

>

S

4.2.4 Medida de Segmentos. Nimeros e Pontos

Nesta seccao Vicente Gongalves estabelece, a custa do postulado de Cantor-Dedekind
(Veja-se [19], p. 15 € [20], p. 10), a correspondéncia existente entre o conjunto dos nimeros
racionais e os pontos de uma recta.

Segundo Neves Real, ao longo de toda a exposicao anteriormente apresentada por
Vicente Gongalves, relacionada com os mimeros racionais e reais, foi sempre a intuigao

geométrica que esteve subjacente. No entanto, estranha que:

"(...) nunca a ela se referisse no propdsito de tornar admissiveis as defini¢oes

adoptadas." ([35], p. 16)

Consideramos, tal como Neves Real, que talvez tivesse sido produtivo, desde o inicio
da exposicao, o estabelecimento desta relagao entre a recta continua e o conjunto ordenado
das dizimas.

Apenas nesta seccao Vicente Gongalves justifica a existéncia dos nimeros irracionais,

na medida em que:

"Cada nimero real e positivo a é medida de um segmento OA de Ozx." ([19],

p. 14)

Para estabelecer este resultado Vicente Gongalves procurou primeiramente estabelecer
a correspondéncia entre o conjunto dos niimeros naturais e os pontos da recta, obtidos a

custa de uma determinada unidade de medida U*.
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Considerando z'r uma recta e um ponto fixo O, considerado a origem e que ird
corrsponder ao mimero 0, atribui-se & recta um sentido positivo, digamos de x’ para
x.

Marcando sobre Oz segmentos de recta
[OP!],[OR],....[OP}], ...

de forma que

OPL=U'; OPf=2U', .., OPI=nU",..

obtemos uma correspondéncia entre os inteiros 1, 2, ... , n, ... e os pontos da recta P},
1 1
Py ... P ...
Se tomarmos agora como nova unidade de medida U?, correspondente a uma parte

aliquota % de U', com ¢ = 1,2, 3, ..., marquemos novos segmentos de recta, tais que

OPl =U% OP} =20 .., OPI=nU?,...

Cada mimero racional §, com p >0 e g > 1, fica assim em correspondéncia biunfvoca
com um ponto P?, precisamente o extremo final do [Oqu}, de medida igual a %U L

[OPg] corresponde a um dos segmentos comensuraveis [OM]| com esta unidade.

Sendo um segmento [OA] incomensurdvel com U', nenhum [OM] coincide com [OA],
pois [OM] é parte de [OA] ou vice-versa.

Todo o niimero racional positivo é, assim, correspondentemente um a;, medida de um
[OM]], ou um ay = OMs.

Obviamente os a, formam uma sec¢ao superior e 0s a;, com zero e os nimeros racionais
negativos, uma secgao inferior e como a; < ay temos duas secgoes complementares, entao
certo numero irracional a separa as medidas dos [OM]| contidos em [OA], das medidas
dos [OM] em que [OA] se contém.

Concluimos, entdo, que a = OA, em relacdo a U'.

Inversamente, todo o nimero irracional a > 0 é medida de um [O A], facto esse provado
recorrendo ao postulado de Cantor-Dedekind que estipula que um tnico ponto ird fazer a
separagao da recta em duas secgoes de forma que todo o M; é anterior a todo o M.

A correspondéncia biunifvoca entre o conjunto dos mimeros reais e os pontos da recta

é entao assumida, da seguinte forma:
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"Associando o nimero 0 a origem O, o nimero i > 0 ao ponto N que em
Ox faz ON = u e o niimero —p ao ponto simétrico de N em relacdo a O,
estabelece-se uma correspondéncia biunivoca (ou de 1 para 1) entre os nimeros
reais e os pontos da recta z’Ox: cada nimero fica com sua imagem pontual,

cada ponto com seu afizo numérico." ([20], p. 11)

Segundo Neves Real seria indispensédvel "fazer notar que, se pela escolha de uma
origem e de uma unidade, destacarmos na recta um subconjunto com o tipo de ordenacgao
do conjunto dos niimeros racionais, todo par de seccoes contiguas neste subconjunto da
recta corresponde biunivocamente a um par de secgoes contiguas na prépria recta." ([36],
p. 17)

Acrescenta ainda que, atendendo ao facto que Vicente Gongalves nao evidenciou esta
propriedade nem enunciou o supra citado postulado de Dedekind, certamente surgirao
legitimas dividas aos seus leitores.

Partilhamos da opiniao de Neves Real na medida em que se Vicente Gongalves tivesse
explicitado a definicao de corte de Dedekind, bem como o seu postulado, com certeza
estaria caracterizada a continuidade da recta e, traduzindo os cortes numa linguagem

numérica, estaria revelada a descontinuidade de conjunto dos nimeros racionais.

4.2.5 Operacoes com nimeros irracionais

Apés definir o conceito de niimero irracional que, como vimos, assenta na definicao
de secgoes contiguas e no valor de separacao das mesmas e que estd relacionado com as
dizimas infinitas nao periédicas, Vicente Gongalves procurou estabelecer as leis por que

tais nimeros se regem, quando se combinam entre si ou com mimeros racionais.

Adigao de niimeros irracionais

Relativamente a adicao de mimeros irracionais, uma vez que estabelece como con-
hecida a adicdo de nimeros racionais, Vicente Goncalves define-a, na 2.* edicao, como
sendo o fecho ¢ da seccao constituida pelas somas as + by dos nimeros racionais, respec-
tivamente superiores a a e b.

O nidmero ¢ tem assim a representacao de a + b, isto é, ¢ = a + b.
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Verificamos que a definicao de adigao proposta por Vicente Gongalves, assemelha-se
a definicao proposta por Richard Dedekind uma vez que para operar com dois cortes,
Dedekind estabelece que basta-nos considerar as classes inferiores ou superiores, respec-
tivamente.

Na 3.% edigao, esta mesma operacao ¢ definida de forma idéntica, embora ja nao seja
utilizado o termo fecho de uma seccao.

Com efeito constatamos que este termo foi utilizado, em ambas as edig¢oes, na definicao
de numero irracional, contudo, da 2.% para a 3.% edicao, Vicente Gongalves ja nao o refere
na definicao das operagoes aritméticas nem na demonstracao de resultados relacionados
com as mesmas.

As provas de que as somas inferiores s; = a; + b; formam uma secgao inferior e de
que as somas superiores So = as + by formam uma seccao superior sao deixadas como
exercicio. (Veja-se Exercicio 4.2.5)

Em ambas as edigoes é estabelecida a seguinte relacao:
Sea; <a<ayeb <b<byentdoa; +b; <a-+b< ay+ bs.

Segundo Vicente Gongalves, atendendo ao facto de que quando a e b sao conjuntamente
racionais, por simples adicao das relagoes a1 < a < as e by < b < by, se obtém a; + by <
a+b < as+bs, esta constitui uma "notdvel justificacao da propriedade da definicao de soma
de nimeros nao conjuntamente racionais" ([19], p. 17), o que "confirma a propriedade da
precedente defini¢do de soma de nimeros nao conjuntamente racionais." ([20], p. 12)

Destacamos que apenas na 3.* edicao Vicente Gongalves referiu que a adi¢ao é uma
operac¢ao univoca, isto é, de um sé resultado.

Vicente Gongalves enuncia, como veremos em seguida, algumas propriedades dos
nimeros racionais que, segundo ele, tém plena validade no dominio mais amplo dos

nuimeros reais, atendendo a forma como a adicao de mimeros irracionais foi definida.

a) a+b=b+a
B) a+0=a, a+(—a)=0
v) (a+b)+c=a+(b+c)

d) a+b=h+k se a=hb=k
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A 1ltima propriedade apenas é enunciada na 2.” edi¢cao. Nessa mesma edi¢ao o autor
afirma que é facil verificar que os dois membros de cada uma destas relagoes dao sempre
origem as mesmas secgoes homdlogas. FEste termo foi substituido, na 3. edigao, por
contiguas, o que nos parece mais adequado.

Verificamos que com estas propriedades Vicente Gongcalves estabelece as primeiras
propriedades de Corpo, isto é, que o conjunto dos nmimeros reais constitui um Grupo
Comutativo, relativamente & adigao.

Contudo, o autor nao é muito explicito ao estabelecer a definicao de elemento neutro
e simétrico, talvez considerando serem evidentes. Julgamos que tal deveria ter sido feito,
uma vez que esta obra constitui um livro de texto.

Entre as relagoes de desigualdade, Vicente Gongalves destaca, em ambas as edicoes, a
seguinte:

"e) a+b>h+k se a=heb>Ek" ([19], p. 18)

que corresponde a:

" I. A soma cresce se cresce uma parcela, ficando fixa a outra:

2) a+h<a+k seh<k" (]20], p. 13)

Apresenta-nos, igualmente, a desigualdade triangular, nos seguintes termos, na 2.%
edicao:

"5) la+bl < fal + 0] :

III. O valor absoluto da soma nunca excede a soma dos valores absolutos das

parcelas.

A igualdade s6 prevalece em 5) quando prevaleca em um ou outro dos pares

de relagoes 4): quando a e b nao sio de sinais contrdrios.

Por repetida aplicacao de principio, vem

la+b+c+ ...+ £ |a|+|b] + |c|+ ... + 1] ." ([19], pp. 18 - 19)

E na 3.% edicao:
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"II. O valor absoluto da soma é quando muito igual & soma dos valores abso-

lutos das parcelas:

e)  la+b| <|a|+]p|

&) lat+b+c+..| <lal+1b| + ||+ ... " (]20], p. 13)

Relativamente a citagao referente a 2.* edicao, as relagoes 4) a que o autor se refere
sao:
a<lal, b2l e —a<lal, —b2 b,
que na 3.“ edicao expressou pelo facto da igualdade ter lugar unicamente quando todas
as parcelas tiverem o mesmo sinal.
Salientamos que algumas provas de determinados teoremas, que na segunda edicao

eram feitas, foram deixadas como exercicio na terceira edi¢ao. ([20], p. 13)

Subtracgao de niimeros irracionais

Verificamos que, tanto na 2. como na 3.* edicao, a subtraccao é definida como

operagao inversa da adi¢cao. Com efeito,

"No dominio dos niimeros reais bem como no campo racional, diferen¢a dos
nimeros a e b é aquele nimero d que somado com b (diminuidor) produz a

(diminuendo)." ([20], p. 13 e veja-se [19], p. 19)

Vicente Gongalves mostra, em ambas as edigoes, como é que a operacao de subtracgao

¢é redutivel a adicao, do seguinte modo:
a—b=a+(-b),

provando-o com base nas propriedades «), 7) e 3), da adicdo, atrés referidas.

A semelhanca do que aconteceu para a adicdo, unicamente na 3. edicio o autor refere
que a subtraccao é uma operagao univoca.

A apresentacao da desigualdade triangular para a subtraccao é feita de forma distinta
nas duas edicoes, em andlise.

Na segunda edicao, a desigualdade apresentada é

o — bl = |a] — [0,
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que resulta, segundo o autor, da igualdade
a=b+(a—0).

No entanto, na 3.% edigao, tal resultado aparece com algumas alteragoes, sob a forma

de um teorema:

"I. O valor absoluto da diferenga é pelo menos igual a diferenca dos valores

absolutos do diminuendo e do diminuidor.
Assim o mostra a relacao |a| < |b] + |a — b|, que se tira de 1).

Enfim, nos termos da igualdade
(a+b)—b=a=(a—0)+b". ([20], pp. 13 - 14)
De igual importancia é o seguinte teorema, que unicamente encontramos na 3.% edigao:
"II. A adigdo e a subtracgao sao operagoes inversas." ([20], p. 14)

Vicente Gongalves finaliza a seccao referente & subtraccao de niimeros irracionais pro-

pondo o seguinte:

Exercicio 4.2.9 "De que natureza sao os nimeros a e b quando sé uma das expressoes

a+bea—>béracional?" ([20], p. 14)

Temos constatado, ao longo desta andlise as duas edicoes, segunda e terceira, que na
3. edicao o autor apresenta diversos exercicios que, por um lado, propoem a prova de
determinados teoremas que na 2. edicao encontravam-se demonstrados, e por outro, é
incentivada a investigacao de determinados aspectos que revestem-se de particular inter-
esse na apresentacao da definicao e aritmética dos nimeros irracionais, como este que
acabamos de enunciar.

Na 2. edicao sao igualmente propostos alguns destes exercicios e ainda outros distin-
tos, estando todos agrupados no final do capitulo I e que, no nosso entender, constituem

uma revisao da teoria exposta ao longo do capitulo, os quais passamos a transcrever: ([19],

p. 34)
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Exercicio 4.2.10 De que natureza sao os nimeros A e B quando A+ B e A — B sdo

conjuntamente racionais?

Exercicio 4.2.11 O resultado de qualquer operagao racional (9) sobre niimeros do tipo
a+bV3, c+dV3, ... , sendo a,b, c,d, ... nimeros racionais, é ainda um nimero do mesmo

tipo?

Exercicio 4.2.12 De que tipo sio os nimeros A e B quando A + B e AB (mas ndo

A — B) sao conjuntamente racionais?

Exercicio 4.2.13 Classes contiguas sao duas colecgoes de niimeros reais aq, as, as, ..., by, ba, bs, ...
satisfazendo as condi¢oes sequintes:

a) a; <agqe by>byg (1=1,23,..);

B) a; <b; para todos os valores de i e j;

v) dado €, hd nimeros a,, e by, tais que b,, — a,, < €.

Provar que um nimero C' separa os a; dos b;.

Exercicio 4.2.14 Mesmo problema substituindo-se as classes a; e b; por colec¢des (a) e
(b) satisfazendo as condigdes sequintes:

«) Nenhum a excede todos os outros a, nenhum b excede todos os outros b;

B)  Um a é sempre inferior a qualquer b;

v) Dado e, ha nimeros a e b tais que b —a < .

Multiplicagao de niimeros irracionais

O produto de ntimeros reais, nao negativos nem conjuntamente racionais, é feito de
forma similar em ambas as edicoes.

Na 2.% edicao este produto:

"(...) é o fecho ¢ da seccdo dos produtos ¢y = asbs dos nimeros racionais
respectivamente superiores a a e a b. Na qualidade de produto dos nimeros
(factores) a e b, o niimero ¢ designa-se especialmente por a X b, a - b ou ab."

([19], pp. 19 - 20)

Na 3.¢ edicao este produto corresponde ao:
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"(...) ntimero p que separa os produtos inferiores p; = a1by, de factores posi-

tivos, dos produtos superiores ps = asbs.

Na qualidade de produto dos mimeros (factores) a e b, o nimero p é especial-

mente designado por a X b, a - b ou ab." ([20], p. 14)
A definicao completa-se, na 2.* edi¢ao, do seguinte modo:
"I. ab é nulo quando algum factor é nulo." ([19], p. 20)

Finalizando este caso particular, que segundo o autor nao assume particular interesse,
Vicente Gongalves estuda os casos em que a > 0 e b > 0, ficando, lamentavelmente em
nosso entender, por estudar o caso em que a e b possuem sinais contrarios.

Ja na 3.% edicao verificamos que, apesar do autor nao ter estudado qualquer um dos

casos, eles sao apresentados de uma forma sucinta, como se segue:

"A defini¢cao completa-se nos termos seguintes:
Com algum factor nulo, ab = 0;
Com a e b negativos, ab = |al - b ;

Com a e b de sinais contrdrios, ab = — |a| - |b] ."([20], p. 14)
Em ambas as edicoes o autor refere o comportamento do valor absoluto de um produto:

"O valor absoluto do produto é sempre igual ao produto dos valores absolutos

dos factores". ([19], IV, p. 21 e [20], I, p. 15)

A semelhanca das propriedades relacionadas com a adigao, verificamos que nas da
multiplicacao existem igualmente diferencas.

Nestas propriedades Vicente Gongcalves estabelece que o conjunto dos nimeros reais,
com as operacoes assim definidas, representa um Corpo.

Com efeito, na 2.% edi¢ao as propriedades enunciadas sao:
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9) a(b+c)=ab+ac
e) ab=hk, se a=h, b=k,

() ah>bh, se a>beh>0". ([19], p. 22)

Por outro lado, na 3.* edicao, encontramos:

v) ab-c=a-be,
9) a(b+c)=ab+ ac,

e) ah <ak, se h<kea>0". ([20], p. 15)

Nao percebemos muito bem por que é que na 3.* edicao Vicente Gongcalves nao faz
referéncia nestas propriedades ao elemento absorvente da multiplicagao, propriedade esta
que reveste-se de particular importancia, apesar de, como vimos anteriormente, a referir
quando completa a definicao de produto.

O estudo da potenciacao é feito nesta seccao, o que faz todo o sentido uma vez que:

"A multiplicagao de factores iguais continua a chamar-se potenciag¢ao". ([19],

p. 22 e [20], p. 15)

Vicente Gongalves acrescenta ainda que a poténcia a” de base a e expoente inteiro e
positivo m > 1 é o produto de m factores iguais a a.
Existem igualmente determinadas convencoes que, sendo vélidas para os nimeros

racionais, ainda se mantém. Sao estas:
1 , m
a=a, a =1, a™=— (recfprocode a™).
a

O autor acrescenta que, tendo por base as propriedades anteriormente enunciadas da
multiplicagao, é possivel deduzir as propriedades que constituem as regras fundamentais
do cdlculo de poténcias.

Em ambas as edicoes, apesar de nao ser pela mesma ordem, tomando h e k£ mimeros

inteiros, Vicente Gongalves enuncia:
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¥) (a-b.)"=a- " ([19], p. 23 e veja-se [20], p. 15)

Relativamente & propriedade / regra x) o autor refere que coma > 1ek >0éa* > 1

e, consequentemente,

dando lugar aos seguintes resultados:

"II. A poténcia de base e expoente positivos cresce com a base." ([20], p. 16)
"A poténcia de base superior & unidade cresce com o expoente." ([19], IV, p.
23 e [20], III, p. 16)

Finalmente, terfamos,

ah+k:ah-ak<ah, se 0 <a<l1.

Divisao de niimeros irracionais
Em ambas as edigoes em andlise, a divisao de niimeros reais é definida a custa da

multiplicagao, isto é:

"Exactamente como no campo racional, chama-se cociente de a por b (b # 0)
aquele nimero ¢ que multiplicado por b (divisor) produz a (dividendo).
Como cociente de a por b, o nimero ¢ designa-se especialmente por a : b."
([20], p. 16 e veja-se [19], p. 23)

Assim, a divisao reduz-se & multiplicagdo, na medida em que:

a:b=ax

Ap6s a definigao da divisao de niimeros reais, é adoptada a notagao § para o cociente
a : b, pois o inverso % do nimero b, corresponde ao cociente de 1 por b.

Consequentemente, adoptada esta notacao, podemos escrever:

a
—bx -
a Xb
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Igualmente, em ambas as edigoes, apesar de utilizar diferentes notacoes, o autor apre-

senta as seguintes igualdades:

0 h+k ﬁ—l—
b b

a
: 1 a e

k
b b’
As propriedades enunciadas na secgao anterior, respeitantes & potenciagao, Vicente

Goncalves junta a seguinte:
h

) () =3

w -] ==
b bl

A semelhanca do que aconteceu com a subtraccdo, unicamente na 3.* edicdo Vicente

Gongalves enuncia o seguinte resultado:
"I. A multiplicacao e a divisao séo operacoes inversas." ([20], p. 17)

Ap6s ter definido, como analisamos, as operagoes da adicao e da multiplicacao e de
ter definido as operacoes de subtraccao e divisao como inversas das primeiras, respectiva-
mente, o autor afirma que estas operagoes sao operacoes racionais, isto é, operagoes que
quando aplicadas a nimeros racionais, produzem niimeros racionais.

O autor nao tece qualquer tipo de comentdrio sobre o comportamento das operagoes

quando aplicadas a nimeros reais.

Radiciagao

A definigao de raiz de um numero real b é feita, em ambas as edi¢oes, nos seguintes
moldes:
Chamar-se raiz (de indice) n [inteiro e superior a 1, como de costume] do nimero real
b denotada por /b, todo o nimero ¢ que faz ¢* = b.
Extrair a raiz n a b é determinar uma tal raiz, sendo b o radicando.

Atendendo a defini¢ao de raiz acabada de enunciar, Vicente Gongalves afirma que:
n
(V5) =
Em ambas as edicoes é enunciado e demonstrado o seguinte teorema:

"I. Todo o nidmero b > 0 tem uma (e uma s6) raiz n positiva" ([20], p. 17)
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Salientemos que, unicamente na 3.% edigao, aparece a adverténcia "(e uma s6)", isto
é, na 2.% edicao, aparentemente, Vicente Gongalves nao levantou a questao da unicidade
da raiz de um nimero [real] positivo. Dizemos aparentemente pois na demonstracao do

teorema o autor refere, evocando que a multiplicacao é estritamente crescente, que:
"Como a™ cresce com a, b ndo tem outra raiz positiva." ([19], p. 25)

Outro aspecto que merece ser salientado prende-se com a forma com que o autor faz
a prova deste teorema.

A demonstragao feita na 3. edicao parece-nos indubitavelmente mais completa, na
medida em que o autor estuda separadamente os casos em que b < 1 e em que b > 1.
Além disso, a linguagem com que ¢é feita a demonstragao, na 3.% edi¢ao, parece-nos muito
mais clara.

Vicente Gongalves refere, em ambas as edigoes, que se o indice da raiz for par, o
nimero real admite além da raiz positiva ¢, a raiz negativa —c.

Parece-nos existir nesta passagem da 2.* edi¢ao, uma gralha pois o autor refere:

"Se m é par, além da raiz positiva ¢, b admite a raiz negativa —c." ([19], p.

25)

Ora, parece-nos que em vez de m deveria constar n, uma vez que, como vimos ante-
riormente, essa foi a nomenclatura utilizada para indicar o indice da raiz do niimero real
b, aquando da definicao da mesma.

Sao ainda avancadas, em ambas as edigoes, os seguintes importantes resultados:

e Quando b é negativo nao tem raiz de indice par, mas tem uma raiz negativa de

indice fmpar: — {/|b| (n impar);

Com b > 1, V/b decresce, quando n cresce;
Vb= b

Vb-d...= b Vd..;

nlb _ b,

d~ Y

(s -
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o VP = "Vbmr.

Relativamente as regras dos radicais, supra enunciadas, necessitamos fazer dois reparos.
O primeiro prende-se com o facto de Vicente Gongalves ter explicitado, e muito bem, que
no caso de algum dos radicandos ser negativo, ter de ser fmpar o indice da respectiva raiz.
O segundo aspecto, que talvez mereca ser focado, é o facto de incompreensivelmente o
iltimo resultado acima descrito ter sido enunciado apenas na 2.* edicao.

Segundo Vicente Gongalves as igualdades acima descritas representam as "bases do
chamado célculo de radicais" ([19], p. 26 e [20], p. 19) e justificam-se, exactamente como
em Algebra elementar, conferindo os sinais e, por potenciacao, os valores absolutos dos
dois membros.

A poténcia de expoente fracciondrio §, com p e ¢ inteiros e ¢ > 2 é definida do seguinte
modo:

v = (V)"
Salientando obviamente que ¢ é fmpar se b < 0.

Na 3.% edicao Vicente Gongalves prova que se § ¢ igual & fracgao irredutivel ™, entao

j=p)
Q3
|
j—p)
33

Com efeito, se ]E) = I entao existe um inteiro positivo h, tal que p = hm e ¢ = hn e,

consequentemente, aplicando as leis para o cédlculo de radicais obtemos:

b= (95)"" = (( ﬁ))m: (v5)"

O autor afirma, em consequéncia deste resultado, que a poténcia de expoente frac-

<
=

Il
S
3|

.. g2 ~ ~
ciondrio, b4, depende do valor do expoente, mas nao da sua expressao.
Igualmente, na 2.* edigao, este resultado é salientado, contudo a prova apresentada é

feita de uma forma distinta, como se segue:
bk _ mfimy Y 9t

Verificamos que no passo (x) é aplicada uma regra do célculo de radicais, que como vi-
mos anteriormente, nao foi enunciada na 3.* edicao, talvez por isso a prova deste resultado

é feita nesta edicao de forma diferente.
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Tendo por base as propriedades dos radicais e as correspondentes propriedades das
poténcias de expoente inteiro, Vicente Gongalves enuncia as seguintes relacoes fundamen-

tais, quando tomados r e s niimeros racionais:

QO) bbb = br—f—s;

>0

(br)s — brs;

S
N ~ ~—
—
(=
.
~—

3
I
<z
=
S
S

&

Apés enunciar estas relagoes o autor apresenta os dois seguintes teoremas com que

finaliza esta seccao:

"A poténcia de base superior a 1 cresce com o expoente." ([20], p. 20 e veja-se

[19], p. 27)

"A cada 6 > 0 corresponde um & > 0 por forma que

2) 1-6 <V <1+ quando —e <r <e (b>0)." ([20], p. 20 e veja-se [19], p. 27)

Poténcia de expoente irracional

A poténcia b*, sendo b positivo e diferente de 1 e @ um nimero irracional corresponde,
na 3.% edi¢ao, ao nimero que separa as poténcias 0!, de expoente racional a; < «a, das
poténcias 0“2, de expoente racional as > av.

Esta defini¢ao, andloga & apresentada na segunda edigao, apenas revestida de outra
terminologia, é estabelecida para a base positiva e diferente de 1, uma vez que para b < 0,
b® nao tem significado no campo real.

O autor acrescenta, em ambas as edi¢oes, os casos particulares em que a base é um ou

¢ nula. Assim sendo, estabelece em complemento que:
=1, 0°=0 (a>0).

Na 2.% edicao Vicente Gongalves afirma que, variando a base da poténcia entre 0 e 1,

esta é definida pela igualdade

1 1
bazﬁsendodzz>1.
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Ap6s estabelecer a definicao da poténcia de expoente irracional o autor apresenta as
propriedades gerais das poténcias que, neste contexto, continuam a ser validas.
As propriedades apresentadas, que apenas sao demonstradas na 2.% edi¢ao, sao as

seguintes:
@) b b = pth;
) =0
) b -d*..=(b-d..)";
W) fm=(5)"
A seccao referente a poténcia de expoente irracional é finalizada com a apresentagao
dos seguintes resultados, que segundo o autor derivam das propriedades atrds enunciadas:
"I. A poténcia de expoente positivo cresce com a base." ([20], p. 21)

" I. A poténcia de base superior a 1 [a unidade] cresce com o expoente." ([19],

IV, p. 31 e [20], II, p. 21)

"V. A todo o niimero  corresponde um numero € por forma que

4) 1-6>b* <140 quando —e < a <e." ([19], p. 31 e veja-se [20], p. 21)

Logaritmos

Na 2.% edicao a definicao de logaritmo é feita como se segue:

"Dados dois nimeros positivos a e b - o ultimo diferente da unidade, - chama-se

logaritmo de a na base b o mimero « a que deve elevar-se b para obter a.

Exprime-se que « é logaritmo de a na base b escrevendo o = logy a."

Esta definicao ¢ similar & encontrada na 3.* edigao. Contudo, na 3. edigao apenas
¢é exigido que a base do logaritmo seja positiva, nao existindo, aquando da definicao,
qualquer referéncia ao facto de ser distinta da unidade.

Atendendo & defini¢do de logaritmo, o autor evidencia a equivaléncia entre as igual-
dades:

a="0" e a=log,a.

Em ambas as edigoes é enunciado o seguinte teorema:
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" I. Em base positiva b # 1, qualquer nimero positivo A tem um e um sé

logaritmo." ([20], p. 22 e veja-se [19], p. 32)
Apenas na 2.* edicao Vicente Gongalves enuncia o seguinte teorema:
" Sendo b > 1, é log, a 2 0 consoante a = 1." ([19], p. 32)

O autor acrescenta, ainda na 2.% edicao, que sendo b > 1 e designando [ o logaritmo

de a na base % entao serd:

e a tem por logaritmo —/3.
Unicamente na 3. edicao Vicente Gongcalves apresenta os seguintes importantes re-
sultados:

log,1 =0 e log,b=1.
Tomando em conta as regras ¢), x) e w) relativas a potenciacao e considerando
h=0" e k=1°,
ou seja,
a=log,h e [ =logk
podemos deduzir, omitindo por simplificacao a designagao da base:
"hk = b8 ou log (hk) = a+ B =logh +logk,
% = b2 ou 10g% =a—pF=logh—logk,
h? = b ou logh? = Ba = alogh."([19], p. 33 e veja-se [20], p. 22)
Tomando 7 o logaritmo de a na base d, ou seja, v = log, a, entao é
a=b"=d
e consequentemente
a = ~vlog, d,
ou seja,
log, a = log, a x log, d.
Assim, em ambas as edigoes, a seccao referente aos logaritmos, termina com o seguinte

resultado:
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"VI. O logaritmo de a na base b é igual ao produto do logaritmo de a na base

d pelo logaritmo de d na base b."([19], p. 33 e veja-se [20], p. 23)

Verificamos que o Capitulo I da 2.* edicao termina com a seccao dedicada aos logar-
itmos que acabamos de analisar. No entanto, na terceira edicao, encontramos uma outra

seccao, a qual analisamos seguidamente.

4.2.6 Relacoes Notaveis

Unicamente na 3. edicao encontramos esta seccao, com que Vicente Gongalves
encerra o primeiro capitulo.
Nesta seccao encontramos algumas relagoes gerais que, segundo o autor, sao de fre-
quente aplicacao.
Procuraremos apresentar em termos gerais cada uma dessas relacoes, evidenciando os

aspectos mais importantes.
Identidade de Abel

Uma identidade de Abel consiste numa identidade qualquer do tipo:

albl+agbg+...—|—anbn = (CLl—CLg)bl—I—(ag—ag)(bl+bg)+(a3—a4>(b1+bg+b3)—|—...

+ (an, —0) (by + b2+ ... + by,) .
Com efeito, os termos com b; do segundo membro somam:
bz’ (ai — Qi1 + Aiy1 — ... + Cln) = CLzbZ

Quando os aq,as,... sao nimeros positivos decrescentes, isto é, a; = a;41 = 0, a

substituicao das somas dos b;,
by, bi+by, b1 4by+bs, bi4by+ ...+ by,
por nimeros M e N, que as compreendam, resulta na Desigualdade de Abel:
May < aiby + asby + ... +anb, < Naj.

Se nenhuma das somas excede k em valor absoluto, podemos tomar N = ke M = —k,
e entao:

|albl + agbg + ...+ anbn| < kal.
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Identidade de Lagrange

Esta identidade consiste na relacao:
(a% + ...+ ai) (b% + ...+ bi) — (albl -+ a262 + ...+ anbn)2 = Z ((Zibj — ajbi)2 .

A verificacao da validade da igualdade é simples de efectuar, se tomarmos em conta

que esta possui trés tipos de termos:

u=a;b},v=a;b; com (h#k) ew=2a;a;bb;.

171

Os termos u sao comuns ao diminuendo e ao diminuidor do primeiro membro e af se
reduzem.
Os termos v sao comuns ao segundo membro e ao diminuendo do primeiro, e assim

sucessivamente.

Desigualdade de Cauchy

O segundo membro da Identidade de Lagrange sé se reduz a zero quando se anulem
todos os 0;; = a;b; — a;b;, hipéteses em que existem valores o e 3, nao conjuntamente

nulos, que verificam as condigoes:
v) abj+pPa; =0 (i=1,2,...,n).

dizendo-se assim que ay, ag, ... € by, bo, ... s80 sistemas (de mimeros) proporcionais.
Com efeito, anulando-se todos os a;, satisfaz-se @) com, por exemplo, a =0e =1

e sendo, por exemplo, ay # 0, podemos tomar o = ay € 3 = —by € entao:

—012 = asby —arby = aby + Bay =0,

52j = agbj — a,jbg = Ozbj + Baj =0 (] 2 2) .
Inversamente, sendo os sistemas proporcionais e supondo, por exemplo, o # 0, vem:
Oé(sz'j = ((Zibj — ajbi) = Q; (Oébj + BCLJ‘) — Gy (Oébz + ﬁaz)

e todos os ;; se reduzem a zero.

Entao:
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Com quaisquer sistemas ay,as, ...a, e by, bs, ..., b,, temos:

2
(M) < () (X%)
e s6 ocorre a igualdade com sistemas proporcionais (Cauchy).

Podemos entao afirmar que o sistema nulo, s6 de zeros, é proporcional a qualquer

outro.

Média Aritmética e Média Geométrica

Consideremos os niimeros positivos ay, as, ...a,,.
Designando por A, a Média Aritmética e por G, a Média Geométrica, dos mimeros

ai,as, ...ay, temMos:

1
A, = - (a1 +as+...+a,) e G, = {/ay,az,..ay,.
Se supormos, por comodidade, a; < as < ..., temos:
mA, =ay + as + ... + ap, < May,, ou seja, A, < dg,.

S6 temos a igualdade se

a1 = a2 = ... = Q.

Exceptuando este caso particular, temos entao:
Am—l < am-1 < Ay -

Vicente Gongalves mostra igualmente que:

s N 2

"A média geométrica é inferior & média aritmética, salvo se os valores se

confundem." ([20], p. 25)

Com efeito, de
mAm = (m — 1) Am,1 + a,;, = m — Am,1
decorre

1 m
Ar = Amfl + — (am - Amfl)
m

= Am:i (Am—l + apy, — Am—l) .
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Assim,

m m—1
Am 2 amAm—l

e, consequentemente

n n—1 n—2
AY > a, AN 2 anan1 A5 > 2 Aplpo...0y,

ou seja,
1
Yajas...a, < - (ay +as+ ... +ay,).

Ainda relacionado com a Média Aritmética e com a Média Geométrica, Vicente Gongalves
tece alguns comentdrios quando existem, entre os a;, p valores iguais a a, ¢ valores iguais
a b, etc..

Com efeito, se tal acontecer, temos:

a+qb+ ...+ t\"
apbq...lt<<pp+(;+ +t> (n=p+q+..+1)
ou, tomando
Bza,gzﬁ,...,
n n

) a®b’ I <aad Bb+ ..+ N,

com «, (3, ..., A ligados pela relacao
X) a+fB+..+A=1

Por subsistir com quaisquer valores racionais, e positivos, de «a, 3, ... que satisfacam
X), a desigualdade 1)) é também verdadeira quando esses valores, no todo ou em parte,

sejam irracionais.

Desigualdade de Hélder

Quaisquer que sejam os sistemas de valores positivos ou nulos
Aty ..., Ap; bl,...,bn; ll,...,ln

e os correspondentes nimeros positivos a, 3, ..., A.

Sempre que se verifique x), vem:

Sart < (Xa) () - (Z0)

A
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e s6 temos a igualdade se os sistemas sao proporcionais dois a dois ou algum deles se

anula.

Com efeito, nao havendo sistemas nulos, e considerando E a; = A, ..., temos

(o (xh)

e por 1)) a expressao ¢ menor ou igual a:
a; bZ
> (az +85 + ) —1.

Apenas ocorre a igualdade quando

2B I

e entao os sistemas sao proporcionais:
Ab; — Ba; =0; Ac;—Ca; =0; Lk; — Ka; =0.
Sendo apenas dois os sistemas, fazendo-se
a;y = p;, ézh e bf:qi, — =k,

temos finalmente, a desigualdade de Holder:

> pigi < (Zp?)

=
e

()

comk‘>1,%—|—%:1.
Quando 0 < h < 1, a desigualdade sai invertida.
Vicente Gongalves termina esta seccao apresentando um conjunto de exercicios para

aplicagao dos conceitos tratados, sendo estes: ([20], p. 27)

Exercicio 4.2.15 Sendo aq, as, ..., a, nimeros positivos decrescentes e achando-se as primeiras

1 — 1 somas

bi, by +by, by +bytbs, .., b tbyd..Lb,

compreendidas entre M' e N', e as sequintes entre M" e N”, vem
M, (CLl — CLZ‘) + M”CLL’ S CL1b1 + ...+ Clnbn S N, (CLl - CLZ‘) + N”CLz’.

Esta extensao da desigualdade de Abel deve-se a Bromuwich.
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Exercicio 4.2.16 Demonstrar a desigualdade de Jansen

(Zcﬁ)% < (Zar>%, 0<r<s).

Exercicio 4.2.17 Provar que

et L) <Y al .+ I (0<r<1).
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Fundamentagdo Numérica da Andlise em Portugal em
Anastécio da Cunha, Gomes Teixeira e Vicente Gongalves

por Sénia Matilde Pinto Correia Martins

Correcgoes a introduzir na dissertacgao:

Pagina | Linha Onde se 1é Leia-se
119 10 numa dizer-se defini¢do | numa defini¢ao dizer-se
123 5 irracionais racionais
123 10 7] [36]

128 13 triangular triangular
129 14 ao no

132 1 porque por que
145 11 Mathematics Mathematics,
146 1 fo of

147 5 Fundation Foundations
148 15 Técnologia Tecnologia

Pégina | Linha Onde se le Leia-se
iii 2 esse este
2 -4 919 91
5 -1 incomensurével importante
6 -3 representando-o representando-a
7 -14 a meados em meados
7 -11 longitude comprimento
7 -10e-9 as longitudes 0s comprimentos
7 -8 longitudes comprimentos
7 -4 1500,1557 1500-1557
7 -3 1501,1576 1501-1576
8 5 1502,1578 1502-1578
8 13e 14 longitudes comprimentos
17 5 E de realcar Notemos
22 9 que, ambas que ambas
22 -10 Matematico matematico
23 14 conscencializavam-se se conscencializavam
24 2 Outubro de Outubro do
25 -5e-6 de uma série de convergéncia de uma série
38 -10 poder sem poder desprezar sem
39 -11 continuando continuado
40 13 exponencial, e exponencial e,
40 14 defenindo-a definindo-a
41 11 final sinal
44 -7 duma de uma
47 2 Portugués, Francisco portugués Francisco
54 -7 na em
66 -2 subtituir substituir
67 4 a definicao na definicao
67 5 da lettras das lettras
67 -7 referente referentes
72 -3 e, ... Teixeira, e ... Teixeira
88 -3 semelhanca semelhanca
103 -4 disso, é disso é
105 3 B1) Ba)
111 13 propiciado conferido
116 12 encontramos detectamos
116 -13 e-14 | do ntmero racional dos nimeros racionais
118 -3 concepgoes. concepgoes."




