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Resumo

O presente estudo tem por objectivo compreenderocéngue os alunos se
apropriam dos conceitos da Geometria do sétimodanescolaridade quando usam
materiais manipulaveis. Com este propdsito fornamese as seguintes questdes: (1)
Quais os processos matematicos utilizados pelogslao realizarem tarefas recorrendo
aos materiais manipulaveis? (2) Como é que os matananipulaveis promovem o
desenvolvimento dos conhecimentos geométricosQ(&)l o contributo dado pelos
materiais manipulaveis no desenvolvimento de detextias competéncias matematicas
nos alunos? (4) Qual € o desempenho matematico allo®s ao trabalharem,
cooperativamente, em tarefas com recurso a maten@nipulaveis?

Tendo em vista os objectivos do estudo, analisauisgbalho de uma turma do
sétimo ano de escolaridade em torno da realizag&ted tarefas que compreendiam o
uso de diferentes materiais manipulaveis e, datdrturma, estudaram-se dois grupos
em particular.

A investigacdo segue uma metodologia qualitativaatareza interpretativa. Os
dados foram recolhidos pela investigadora atraeesedistos escritos feitos a partir da
observacao directa realizada nas aulas, de regstwgos e audiovisuais do trabalho
dos alunos, e de um questionario aplicado aos ngegmofinal da experiéncia. A
analise dos dados e a disposi¢do das conclusdes &stabelecidas conforme o papel
dos materiais manipuldveis no aperfeicoamento decegsos matematicos, na
aprendizagem de conhecimentos geométricos, no wd#senento de competéncias
matematicas e no desempenho matematico dos alunos.

Das conclusdes que emergem do estudo destacam-se:

- A realizacao das tarefas por parte dos alungs,regurso aos materiais manipulaveis,
parece ter contribuido para o aperfeicoamento glenalprocessos matematicos, o que
parece evidenciar que desenvolveram a aptidao aamopriacao e aplicabilidade. O
facto de poderem tocar, mover ou manipular estdsriags, enfatizam a forma como
aprendem Matematica valorizando 0s processos attdg nas suas experiéncias de
construcdo da aprendizagem. As tarefas cujo erdmcepelou directamente a
investigacdo e a descoberta foram aquelas queaatEram a utilizacdo de um maior
namero de processos matematicos.

- Os varios conceitos geométricos foram apreendamgorma significativa pelos
alunos, pois a aprendizagem foi feita a partiruwda@opria experiéncia. A utilizacao de
materiais manipulaveis facilitou as interac¢besreerds alunos, originando mais
momentos de partilha e discussdo dos seus ra@e@rpProcessos.

- Os alunos trabalharam ao nivel do desenvolvimdatoompeténcias principalmente,
competéncia de pensamento matematico, pois coraactt@ dominaram modos
matematicos de pensamento; competéncia de ra@atiaiematico, que implica estar
apto a raciocinar matematicamente; competéncia nstnumentos e acessorios, que
implica estar apto a fazer uso e estabelecer etacém instrumentos e acessorios
matematicos; competéncia de comunicagcao que engstae apto a comunicar em, com
e sobre a matemética e competéncia de cooperagéo.

- Os dados parecem sugerir que houve uma evolugadesempenho dos alunos a
varios niveis, nomeadamente: no trabalho cooperativ envolvimento da tarefa e nas
interaccdes estabelecidas.

Palavras-chave: Materiais Manipulaveis, Aprendiragga Geometria, Histéria da
Geometria, Trabalho Cooperativo, Competéncias Matieas.






Abstract

The aim of the present study is to understand Hodesits, in the seventh grade, make
inner knowledge of Geometry concepts when theymgeageable materials. With that
purpose, the following questions were formulateld: \(Vhich mathematical processes
do students use when fulfilling tasks supportedrianageable materials? (2) How do
manageable materials promote the development ahgeiral knowledge? (3) What
contribute do manageable materials give in the ldpmeent of certain mathematical
capacities on students? (4) What is the mathenhgimdormance of students, when
working co-operatively, in tasks supported with mgeable materials?

Taking into account the study goals, the activitedsa seventh grade class were
analyzed. Those activities involved ten tasks inciidifferent manageable materials
were used. Inside the class, two particular wodugs were studied.

The investigation follows a qualitative methodology interpretative nature. The
information was collected through written notedhad researcher by direct observation
in classes, through written and audiovisual recastighe students, and a student
questionnaire done at the end of the experimenta alysis and conclusions
disposition were established consistent with tHe ©f manageable materials in the
improvement of mathematical processes, in the iegraf geometrical knowledge, in
the development of mathematical capacities, and misthe mathematical students
performance.

From the conclusions that arise from the studypui like to point out:

- The tasks execution supported by manageable ialateby the students, seems to
contribute in the improvement of some mathematigalcesses, which seems to
evidence that the students developed their abilityhe appropriation and applicability.
The fact that they could touch, move and managenidweageable materials, emphasize
the way they learn Mathematics giving added valudahe processes used in their
learning construction experiments. The tasks, whosgosition appealed directly to
research and discovery, unchained the use of erlangmber of mathematical
processes.

- The several geometrical concepts were perceivedsignificative way by the students
since the learning was made based on their ownriexgge. The use of manageable
materials made the students interactions easignggrise to more moments of share
and discussion of their reasoning and processes.

- Students work mainly at the level of capabilitteesrelopment, mathematical reflection
capability since they had contact and overcome emathical modes of thought;
mathematical reasoning capability, which impliesinge able to reasoning
mathematically; capability in accessory and utensihich implies being able to make
use of and establish relations with mathematicaénsits and accessories;
communication capability, which involves being atdecommunicate in, with and over
Mathematics; and finally, cooperation capability.

- The data suggest that the student performandeez/n several levels, namely: in co-
operative work, in task envolvement and in establisinteractions.

Keywords: Manageable Materials, Geometry Learn®epmetry History, Co-operative
Work, Mathematical Capabilities
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Capitulo |

INTRODUCAO

“Se decoro, esqueco
Se vejo, lembro.
Se faco, aprendo.”

(ditado chinés)

Neste primeiro capitulo, apresentamos o problemprésente investigacdo, o
seu objectivo geral e as questdes que a orientaeroonsecucao desse objectivo.
Sucedem-se a contextualizacédo da investigaca@ pestinéncia e, por fim, explicitam-

se a organizacao da tese.
1.1. Apresentacao do problema e questdes do estudo

A Matemética ndo cessa de evoluir e, deste faotnp$ tomando consciéncia
com o passar do tempo. O problema é que o insucessiisciplina de Matematica é
cada vez maior, havendo, assim, necessidade der toredidas. A melhoria da
qualidade do ensino e da aprendizagem da Matenpgdgsa pela necessidade de haver
maior interesse e motivac&o por parte dos alunfsndamental mudar as metodologias
de ensinoce a natureza das actividades que devem fazer garsala de aula. Essa
preocupacdo € manifestada pela Associacdo de Bwodssde Matematica no seu

documentdrenovacao do Curriculo de Matemati@PM, 1988) quando refere:

“A aprendizagem da Matematica é sempre produtoctleidade, e se esta se
reduz, por exemplo, a resolucdo repetitiva de éciec para a aplicacdo de certas
férmulas, é exactamente isso que se aprende esk@nar, enquanto ficar a memoéria

das formulas. Além disso, essa € a imagem adquleddatematica” (p. 55-56).

Nesta perspectiva, ser matematicamente letradauteraentido completamente
diferente do que tinha ha algumas décadas atrasnibio do século XX as grandes
preocupagbes da educacdo focalizavam-se, esseactalm na aquisicdo de
competéncias de literacia (ler, escrever e calgutioje, ndo faz sentido um ensino da

Matematica focado nas técnicas para realizar @dcpbis temos, a nossa disposi¢ao 0s



computadores e as calculadoras. Assim, podemoduaogae a resolucao de tarefas
rotineiras é desajustada das necessidades cologaldasociedade. As transformagdes
sociais ocorridas nas ultimas décadas, nomeadaraaniendializacdo da economia, a
globalizacédo das tecnologias e o advento da saigeda informacédo levaram a que
houvesse uma modificacdo das competéncias a adgumplicando, obviamente,

alterac6es no ensino da Matemética. Hoje,

“ser-se matematicamente competente na realizacaondedeterminada tarefa implica
ter ndo s6 os conhecimentos necessarios como eidape de os identificar e mobilizar
na situacdo concreta e ainda a disposicdo paraldagéectivamente.” (Abrantes,
Serrazina e Oliveira, 1999, p. 21-22).

Nesta perspectiva, e de acordo com as mais recernit@dacdes curriculares
para o ensino da Matematica, “todos os alunos ddegemportunidade de se envolver
em diversos tipos de experiéncias de aprendizagem’promovam o desenvolvimento
das competéncias definidas para a disciplina deeiui@ica (Ministério da Educacao,
2001, p. 68). De entre essas experiéncias de apagedn destacam-se a utilizacdo de

materiais manipulaveis:

“Materiais manipulaveis de diversos tipos sdo,amb de toda a escolaridade,
um recurso privilegiado como ponto de partida oposte de muitas tarefas escolares,
em particular das que visam promover actividadesndestigacdo e a comunicacao
matematica entre os alunos. Naturalmente, o esdeécia natureza da actividade
intelectual dos alunos, constituido a utilizacdo rdateriais um meio e ndao um
fim.”(Ministério da Educacéo, 2001, p. 71).

Neste sentido, torna-se pertinente a realizacaondie investigacdo que tem
como objectivo compreender como € que os alunoapsapriam dos conceitos da
Geometria do sétimo ano de escolaridade quando osdetiais manipulaveis.

Com o intuito de estudar esta questdo definiramssseguintes questbes de
investigacao:

1. Quais 0s processos matematicos utilizados pdlo®s ao realizarem tarefas
recorrendo aos materiais manipulaveis?

2. Como é que os materiais manipulaveis promovedesenvolvimento dos

conhecimentos geométricos?



3. Qual o contributo dado pelos materiais manipiino desenvolvimento de
determinadas competéncias matematicas nos alunos?
4. Qual €& o desempenho matematico dos alunos abalhlieaem,

cooperativamente, em tarefas com recurso a matenanipulaveis?
1.2. Contexto e pertinéncia do estudo

Nas ultimas décadas, o sistema educativo caramtesiz pela constante
mutacdo, uma vez que visa responder as necessidadesiedade. A funcdo da escola
€ preparar, educar e formar os jovens para a degraigdo na sociedade. Numa
sociedade em permanente evolucdo é fundamental oguealunos questionem,
investiguem, reflictam, construam o seu conhecimesgjam autbnomos no processo
de ensino e aprendizagem. A Matematica desempenhzapel fundamental uma vez
gue esta presente no quotidiano de todos nés:imeisaks ciéncias, na tecnologia, na
comunicacdo, nas diversas profissdes e em numemsoss campos. Contudo, a
Matematica ainda € considerada, com muita freqaémena ciéncia exacta, rigorosa,
infalivel, formal, abstracta e é considera por osid disciplina mais dificil do curriculo
escolar. Dai resulta o seu elevado insucesso esBRakativamente a este assunto, Ponte

mencionava, em 1988, que:

‘0 insucesso traduz-se ndo apenas em niveis dendiprgem profundamente
insatisfatérios, mas também na falta de confiarcatitizacdo dos conceitos e técnicas
matematicas, numa visdo geral empobrecida e delmrga natureza desta ciéncia, e

numa atitude de alheamento ou mesmo de repuldavaeiente a esta matéria” (p.19).

Nesta perspectiva, a aprendizagem da Matematicapnéde ser apenas um
processo em que os alunos tém contacto com umtpréidal; ela deve incluir, também
oportunidades de viverem uma actividade matemagmauina (NCTM, 1991). Os
proprios matematicos, com base nas suas expesémraafirmam “a importancia dos
“caminhos tortuosos” da tentativa-erro, o papelsiea dos processos experimentais ou
semi-experimentais; em suma, o valor dos aspectfigmais e da intuicdo na
investigacdo matematica” (APM, 1988, p. 21). Ng&irto de vista, “saber matematica
e fazer matematica, ou seja, o aluno recolhe, Bescou cria conhecimento na
realizacdo de alguma actividade com finalidade qepplevendo-se privilegiar fazer
em detrimento dsaber qugNCTM, 1991, p.8). Logo, é necessario que o pseafesrie



um bom ambiente na sala de aula, diversifique @ dip tarefas, de forma a permitir o
envolvimento dos alunos. Essa ideia € realcada Astmciacdo de Professores de

Matematica:

“a experiéncia matematica deve constituir o paradiglas actividades escolares nesta
disciplina. (...) de acordo com o nivel de desenwvobnto e maturidade dos alunos,
estes deverdao estar mergulhados num ambientecinizlemente estimulante, no qual
experimentar e fazer matematica sejam actividadasrais e desejadas” (APM, 1988,
p.52).

Nesta perspectiva, os materiais manipulaveis pagEmum precioso auxilio no
processo de ensino-aprendizagem da Matematica.aAirsportancia educacional é
salientada por véarios autores (Serrazina, 1991;skéino da Educacdo, 2001; Reys,
1982; Vale, 2000, Ribeiro, 1995; Szendrei, 1996\tifzacdo de materiais nas aulas de
Matematica permite um envolvimento activo e efectios alunos e contribui, também,
para um envolvimento fisico, que apela ao uso dw®wy sentidos no desenrolar do
processo de ensino-aprendizagem, promovendo um@etie maior abertura para a
Matematica.

No documentdNormas para o Curriculo e a Avaliagdo em Matematszolar
(NCTM, 1991) sao referidos alguns recursos que ajepsor de Matematica pode

recorrer. Nela se recomenda que:

“- todas as salas de aula devem estar equipadasagmtos de materiais manipulaveis
(por exemplo, cubos, placas, geoplanos, escalagpassos, réguas, transferidores, papel
para tracado de graficos, papel ponteado).

- Professores e alunos devem ter acesso a matepaipriados para desenvolver

problemas e ideias para exploracdo.” (NCTM, 199},.8

Cabe ao professor decidir quando e porqué detedmimaaterial deve ser
utilizado e procurar que os materiais estejam maigsimos dos conceitos matematicos
a serem explorados e que representem, de uma fdanaa 0 conceito matematico em
causa. As tarefas com materiais manipulativos afeade aula, promovem a interacgéo
do aluno com os colegas e com o professor, dandenora momentos de partilha e
discusséo de diferentes pontos de vista. Nesteaaq#&o, 0s alunos apresentam as suas
descobertas, descrevem 0s seus raciocinios, gastifias suas conclusfes e sentem

maior seguranca, pois a aprendizagem é feita a garsua propria experiéncia. Nesta



perspectiva, o aluno constréi o seu conhecimemtarty de mdltiplas interac¢fes. Dai
gue os professores ndo devam apresentar 0s caneeédtematicos como objectos
prontos, pois estes devem ser construidos pelosslle forma a que estes vivenciem
as mesmas dificuldades conceituais e superem asmesesbstaculos epistemoldgicos
encontrados pelos matematicos.

O documentdMatematica 2001: Diagnésticos e Recomendagdes pdtasino
e Aprendizagem da Matemati¢h998), da Associacdo de Professores de Matematica
verificou que o trabalho individual € o modo deébatho mais utilizado, em detrimento
do trabalho de grupo, apesar das recomendacOes fpdr diversas entidades e
associagcOes profissionais. Relativamente aos ramteutilizados na sala de aula
constatou-se que o manual adoptado, as fichasaballo e a calculadora sdo os mais
usados. Os jogos didacticos, os materiais manipidéy o computador sédo referidos
como nunca ou raramente usados. Perante os resmyl@md\PM (1998) apresenta, no
documento, um conjunto de recomendacdes dirigidaspaofessores, no sentido de
incluirem nas suas praticas pedagogicas materaigpoiaveis e o trabalho de grupo.

O uso de materiais manipulaveis na construcdo theedos matematicos,
recorrendo ao trabalho em pequenos grupos, auxiliesenvolvimento de aspectos
transversais da aprendizagem, como, por exemplopnaunicacdo. NoCurriculo

Nacional do Ensino Basico — Competéncias Essen@ai3l) pode ler-se que:

“Na comunicacao oral, sdo importantes as expedénde argumentacdo e de
discussdo em grande e pequeno grupo, assim comomareensdo de pequenas
exposicdes do professor. O rigor da linguagem,massimo o formalismo, devem

corresponder a uma necessidade sentida e ndo anposicao arbitraria” (p. 70).

Também, de acordo com Reys (1982), os materiaispoiameis permitem
diversificar as actividades de ensino, realizaree®@ncias em torno de situagbes
problematicas, representar correctamente as iddisisactas, analisar sensorialmente
dados necesséarios a formacdo de conceitos, descoflacdes e formular
generalizagOes, envolver os alunos activament@madizagem, respeitar as diferencas
individuais e aumentar a motivagao.

As varias investigacdes realizadas realcam qudizagfio de muitos materiais
s6 por si ndo constituem uma garantia de havemdjzeagem, ou seja, sO ocorre
aprendizagem se essa experiéncia vivida pelos altorcsignificativa. Assim sendo,

Serrazina (1991) salienta que:



“aprender Mateméatica fazendo-a nédo implica s6 aipnéatdo de materiais mas
também pensar acerca da manipulagéo e reflectiprozessos e nos produtos, porque o
gue esta em causa € ndo s6 a actividade fisicaemasspecial, a actividade mental que

reflecte a actividade matematica” (p. 38).

A Geometria no sétimo ano € um exemplo de uma teanéam que podemos
trabalhar com materiais manipulaveis. Alids, nasnals décadas, assiste-se a uma
tentativa de valorizacdo da Geometria no EnsinacBa® documentiNormas para o
Curriculo e a Avaliacgdo em Mateméatica Escol@991), reforca a integracdo da
Geometria no ensino e aprendizagem desta discigialiantado que:

“os alunos descobrem relacdes e desenvolvem odeemtpacial ao construirem,
desenharem, medirem, visualizarem, compararensftiamarem e classificarem figuras
geométricas. Discutir ideias, fazer conjecturagstat hipéteses séo actividades que
devem proceder o desenvolvimento de questdes roaisais. (...). Neste nivel, a
Geometria deve focar-se na investigacéo e utilzagfideias geométricas e de relages,

em vez da memorizacao de definicfes e formulasCTM, 1991, p. 133).

Também, no document®rinciples and Standards for School Mathematics
(NCTM, 2000), recomendam que a Geometria deve famete do curriculo da
disciplina de Matematica, realgando que “a Geomgirbporciona um contexto rico
para o desenvolvimento do raciocinio matematicoluido o raciocinio indutivo e
dedutivo, através da formulacdo e validacdo deectunjas, e da classificacdo e
definicdo de objectos geométricos” (p. 275). Neddeumento, as Normas para a
Geometria, que os programas de ensino do pré-esaolalécimo segundo deverao
habituar todos os alunos, sdo as seguintes:

 “Analisar as caracteristicas e propriedades de derrgeométricas bi e
tridimensionais e desenvolver argumentos matensataxerca de relagbes
geomeétricas;

» Especificar posi¢cdes e descrever relagfes espae@igendo a geometria de
coordenadas e a outros sistemas de representacao;

» Aplicar transformacdes geométricas e usar a sime#ira analisar situacoes
matematicas;

» Usar a visualizacdo, o raciocinio espacial e a tagde geométrica para

resolver problemas” (NCTM, p. 44).



Nesta perspectiva, &urriculo Nacional do Ensino Bésico: Competéncias
EssenciaigMinistério da Educacdo, 2001) apresentada, paasmo da Matematica,
um conjunto de competéncias, no dominio da Geomaedridesenvolver ao longo de
todos os Ciclos do Ensino Basico e competénciascédgmms a desenvolver em cada um
dos Ciclos.

E, neste contexto, que se afigura pertinente agdo de materiais manipulaveis
no ensino da Geometria.

Com este estudo, realizado no contexto da salautke pensamos poder
contribuir para uma maior compreensao e reflex@veso papel desempenhado pelos
materiais manipulaveis no processo de ensino edigegem da Matematica.

1.3. Organizagéo da tese

Para a consecucao dos objectivos do estudo fasadalo trabalho de uma turma
do sétimo ano na realizacdo de tarefas com reeumsateriais manipulativos e, dentro
da turma, foram estudados dois grupos em particular

No capitulo Il, “Revisdo da Literatura” abordamaspectos relativos a tematica
em estudo, apresentados em quinto subtemas: a;@oao curriculo de Matematica no
Ensino Basico, objectivos e finalidades do ensiadM@dtematica, perspectiva historica
da Geometria nos programas de Matematica, histéri@eometria e aprendizagem da
Matematica.

No capitulo Ill, “Metodologia”, indicam-se e fundamtam-se as opcoes
metodoldgicas do estudo, caracterizam-se a esaogpgpfessora, os participantes no
estudo e os materiais utilizados e referem-se @sces utilizadas para recolher os
dados, assim como se explicita 0 modo como estasifanalisados.

No capitulo IV, “Andlise dos resultados”, descrev&ne analisam-se 0s
episodios mais representativos para as questdeseatigacao.

No capitulo V, “Conclusfes”, procura-se sintetizar principais conclusdes
provenientes da andlise anterior e sdo indicadmsras recomendacfes que emergem
do estudo. Finalmente, conclui-se este trabalho wma breve reflexdo pessoal sobre o

seu desenvolvimento.






Capitulo 1

REVISAO DA LITERATURA

Neste capitulo € apresentada uma revisdo da litaratlativa as principais
tematicas que servem de suporte a esta investigagi® o enquadram. O capitulo
encontra-se subdividido em cinco pontos: evolucdocudrriculo de Matematica no
Ensino Basico, objectivos e finalidades do ensiadvidtematica, perspectiva historica
da Geometria nos programas de Matematica, hisiéri@eometria e aprendizagem da
Matematica. No quinto ponto sdo abordadas questi@sonadas com a aprendizagem
em Matematica, nomeadamente 0 que significa aprendematica, as competéncias
Matematicas, em particular as competéncias e adgdes associadas ao tema
Geometria do 3° Ciclo (dado tratar-se do contetdgrpmatico objecto de estudo).
Ainda directamente relacionado com a aprendizageguiem-se alguns resultados de

investigacdes relevantes para o0 presente estudmeatamente o0s materiais

manipulaveis e trabalho cooperativo na aula de Matematica.
2.1- Evolugéo do Curriculo de Matematica no Ensindasico

Em Portugal, o curriculo da disciplina de Matenstido Ensino Basico
conheceu, nas ultimas décadas, mudancas muitoficagjnas. Para se ter uma
perspectiva fundamentada acerca das actuais @@estalo ensino da Matematica para
o Ensino Bésico, é necessério conhecer, 0 modo sernbegou a situacao presente.

A grande evolugdo cientifica e tecnoldgica, veaifia na segunda metade do
século XX, provocou profundas alteracdes nas esasitsociais. Como tal, também os
curriculos de Matemaética tém sido alvo de reformas ou menos profundas.

Durante muito tempo, os grandes temas de Matemaitsinados aos alunos,
antes da entrada para a Universidade eram a Géanaefiritmética e a Algebra.

Em meados do século XX, segundo Ponte, BoavidaaGabrantes (1997), a
Aritmética (quatro operacdes basicas com numetesas e fraccionarios) era estudada
principalmente, nos niveis de ensino mais elemesitddo segundo ciclo do antigo

ensino liceal (actuais sétimo, oitavo e nono an@sesccolaridade) no programa de



Matematica constava uma iniciacido ao estudo dabfdg@olindomios e equacdes) e
abordava-se a Geometria, de forma muito semellzastelementosle Euclides.

No terceiro ciclo do ensino liceal (actuais décimaécimo primeiro anos),
continuava-se com o estudo da Algebra e estudava-sBeometria Analitica,
Trigonometria e a Aritmética Racional.

Até a década de sessenta, 0s curriculos eram athizorpor uma figura
proeminente, sendo oficializados através da sudicagho, em diploma legal. Os
curriculos de Matematica dessa época eram constEyior uma lista de contetdos que
teriam de ser abordados, organizados por temas anciclos de escolaridade,
complementados com breves notas para cada um f@osndgés ciclos. Assim, no final
dos programas, podiam ler-se algumas observacdasvaemente ao programa e
algumas recomendacdes para o0 ensino da Matem@¢icacomo as caracteristicas do
respectivo manual.

Ao nivel da prética de sala de aula, “as princijgsas relativas ao processo de
ensino aprendizagem da Matematica prendem-se comwviséo do professor como
alguém que explica a matéria que deve ser compozepelo aluno” (Porfirio, 1998,
p.33). O aluno, como tal, deveria memorizar fagosesolver muitos exercicios, 0s
necessarios para dominar as técnicas de célculo.

No entanto, nessas observacfes, salientavam-set@spgpie ainda hoje sao
referidos nas orientacGes curriculares, tais cdamamportancia da experimentacéo, o
desenvolvimento do raciocinio e a valorizacdo dstdfie da Matemética” (Porfirio,
1998, p.34).

Nessa época, a grande énfase do ensino, em toduslas era o treino das
técnicas de calculo. Nessa altura, pensava-secgune,a resolucdo de exercicios do
mesmo tipo e 0 muito treino, os alunos aprendiarteMatica. O ensino da Matematica
era orientado nesse sentido, assim “ao calculo noméa Aritmética seguia-se o
calculo algébrico, as regras de derivacdo, o adlcam expressdes trigonométricas e
com logaritmos” (Porfirio, p.34). Também com a Getma Analitica de Descartes e
Fermat, os alunos realizavam exercicios de calda® mais diversos (distancias,
interseccdes e posicoes relativas de rectas, tisreccircunferéncias, ...). Apesar de
todo o ensino ser conduzido para a aprendizagegaldalo, os alunos apresentavam
grandes dificuldades.

Por isso, na década de sessenta, a Matematicaresiaerada, pela maior parte

dos alunos, uma disciplina que néo suscitava sdereverificando-se assim, um
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elevado nivel de insucesso escolar. Comegam-s&n,emtquestionar quanto a eficicia
da preparagéo que se conferia aos alunos, queppagaesso No ensino superior, quer
para o ingresso no mundo do trabalho, onde eras@&te preparar cidadaos capazes de
se adaptar as recentes inovacoes tecnologicas. éiksu, os cientistas comecaram a
protestar contra o crescente fosso entre os conbatls ministrados aos alunos no
ensino liceal e os conhecimentos que considerawvenestes deveriam ter no inicio dos
estudos superiores. Segundo Pattal. (1997), o ensino universitario comegou a sofrer
mudancas com a introducdo de novos temas resudtdatelnvestigacbes Matematicas
mais recentes, tais como: Algebra Abstracta, TapajoTeoria das Probabilidades,
Teoria dos Conjuntos e Logica Matematica. Peraste panorama torna-se urgente
modificar o curriculo de Matematica. Em Portugataf varias as criticas apontadas ao
curriculo apresentado em 1948. “A falta de intexekss alunos, a quebra de rendimento
escolar mesmo nas técnicas matematicas elememrtasebretudo, a pobre preparacéo
gue o ensino proporcionada para os estudos supgtiedio factores que demonstram o
panorama do ensino da Matematica, nesta época (AS38, p.11).

Unido Soviética, intensificou-se a pressdo para @emizacdo do ensino da
Matematica de forma a recuperar um certo atrasuifio® que havia na altura.

“Nos Estados Unidos esse langamento provocou udadeiro alvorogo até no
meio dos matematicos: querendo estar a par dalégimaussa, era preciso formar
técnicos, engenheiros, cientistas. A Matematicatapto devia ter um lugar de relevo

desde os primeiros anos da escola secundaria’gl@asto, 1982, p. 31).

Assim, em 1959, a pedido dos Estados Unidos a @agon Européenne de
Coopération Economique organizou um simposio imigonal em Royaumont (Franca)
para se pronunciarem sobre a renovac¢ao do ensiMatdanatica em todo o mundo.

Na transicdo da década de cinquenta para a déleaslessenta, surge, assim, o
denominado Movimento da Matematica Moderna. A ppaicrazdo do aparecimento
deste movimento radicava no facto de o ensino damttica tinha fracassado, porque
o curriculo tradicional era antiquado e urgia stiisb por um curriculo onde
estivessem incluidos novos dominios. Neste sentiddjovimento da Matemética
Moderna procurou, assim, “(i) usar conceitos e gge0s unificadores para reestruturar
os diversos topicos escolares de um modo mais rdeer@) introduzir novos topicos

gue se considerava poderem ser aprendidos pelussatude valor nas novas aplicacoes
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desta ciéncia e (iii) eliminar alguns dos topic@glicionais e considerados obsoletos”
(Ponteet al, 1997, p. 49). Pretendia-se, assim, proporcionaraunos uma melhor
compreensao das ideias matematicas, melhorandeaassempeténcias de célculo. As
grandes dificuldades dos alunos resultavam de mBerem relacionar os diversos
conceitos aprendidos. Pensava-se que “o0 estudesttaguras unificadoras e o uso de
uma linguagem comum poderiam ter, nesta perspeadiivia influéncia benéfica no
proprio dominio do calculo” (Pontt al, 1997, p. 49).

O Movimento da Matematica Moderna, em Portugal,hecru dois periodos
distintos. Nos anos sessenta, teve uma fase exgedahm estendendo-se a algumas
turmas do terceiro ciclo do ensino liceal, condazmbr José Sebastido e Silva. No
entanto, este Movimento ndo se limitou apenas aangas ao nivel dos conteudos,
procurou inovar a pratica pedagogica a nivel do®dos de ensino, onde se pretendia
gue os alunos assumissem um papel mais activorizaldo-se o0 “ensino pela
descoberta’. E necessario referir que, algumas d#sSas de Bruner no
ensino/aprendizagem foram aplicadas, nomeadaneefaeto de enfatizar o método da
descoberta e a utilizacdo de materiais manipulameisensino. Neste sentido, o
professor deveria abandonar o método expositidicicmal, em que o aluno tem um
papel passivo, e procurar, pelo contrario, seguirétodo activo, estabelecendo diadlogo
com os discentes e estimulando a sua imaginacéatwidade, de modo a conduzi-los,
a redescoberta, sempre que possivel. O profesgerigleassim, desenvolver, nos seus
alunos, principalmente o sentido critico e o patieanélise. Para desenvolver o sentido
critico, cabe ao professor encorajar 0 aluno audgo livre e disciplinada, habituando-
0 a expor 0s seus pontos de vista e a ouvir agegiados outros.

Sebastido e Silva foi o responsavel pela elabordgdmovos manuais escolares
para alunos e professores. Estes manuais continbeas matérias que se pretendiam
introduzir, como a Iniciacdo a Lobgica, Estruturaggébricas e Algebra Linear,
articulando-as com as matérias tradicionais, cormica¢édo a Analise Infinitesimal, a
Trigonometria, o Calculo Algébrico e a Geometricaltica.

A partir do inicio da década de setenta, huma skgudase, deu-se a sua
generalizagdo aos alunos de todos os niveis deogngrificando-se que, nesta fase, a
preocupacdo com os métodos ndo foi valorizadajnarigo a elaboracdo de novos

programas € novos manuais escolares.
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Nesta altura, com a reforma de Veiga Simdo, o auloipara além dos
contetdos a leccionar, passa a incluir objectiatmggimas consideragdes metodoldgicas
de caracter geral e indicacOes sobre a avaliag@® daforma superficial.

“Foram os programas dessa época, com pequenastezano periodo pos 25 de
Abril, que acabaram por vigorar até 1991”, alturacue se deu a reforma de Roberto
Carneiro e a formulacdo da nova Lei de Bases derSes Educativo (Pontest al,
1997, p. 50). As principais razbes que podem eaplec duracdo excessiva deste
curriculo séo a falta de capacidade para avalianass resultados obtidos pelos alunos
e o grande isolamento em relagdo a comunidadenatienal de educagdo matematica.
A permanéncia do curriculo, durante tanto tempee teonsequéncias, tais como: a
desvalorizacdo do uso de materiais didacticos,essdw dos alunos a disciplina de
Matematica, a ideia, ainda hoje bastante em vaggud a Matematica € a disciplina do
insucesso, 0 desaparecimento das aplicacdes danitata, ...

Convém referir que o Professor José Sebastido ea Sbi o grande
impulsionador da Reforma da Matematica Moderna emuBal. Numa entrevista ao
“Diario de Noticias”, de 23 de Janeiro de 1968,&¢tiB0 e Silva afirma que “o que se
pretende acima de tudo é levar o aluno a compreendporqué dos processos
matematicos, em vez de |Ihe paralisar o espirita’sta opinido, no ensino tradicional,
o aluno "é tratado precisamente como se fosse udguima enquanto no ensino
moderno se procura, por todos os meios, leva-leflactir e a reencontrar por si as
ideias fundamentais que estdo na base da matein&gt® autor critica o ensino
tradicional por ser baseado na memorizagao e namzagao por parte do aluno com a
resolucdo de exercicios. Sebastido e Silva comside€igue ensinar Matematica sem
mostrar a origem e a finalidade dos conceitos ensocfalar de cores a um daltonico: é
construir no vazio” (Silva, 1995). Sebastido e &ikra da opinido que o professor
deveria mostrar ao aluno que ndao devemos ter me@ordr porque so errando € que se
aprende verdadeiramente. Salientando que, aqustesa)p aprendem a custa da prépria
experiéncia e dos proprios erros, nada ou pou@ndpm, na verdade. Segundo ainda o

A

mesmo autor “€ preciso evitar certos exerciciodfi@osos ou complicados,

especialmente em assuntos simples. (...) E mais tanger reflectir sobre o mesmo
exercicio que tenha interesse, do que resolveps&xercicios diferentes, que nao
tenham interesse nenhum. (...). Entre os exercicies mgpdem ter mais interesse

figuram aqueles que se aplicam a situacdes remisratas”. (Silva, 1995).
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Numa carta a Emma Castelnuovo, Sebastido e Silaaatjue “se quisermos
gue o ensino da Matematica seja autenticamenteevieasundo, deveremos apresentar
uma ciéncia que se faz e ndo uma ciéncia ja #itdatematica ndo deve desprezar o
concreto, a Matematica deve estar ligada a reaidésica em que o pensamento
matematico mergulha as suas raizes. E é sobretupmraetria que serve de modo
natural para a ligagéo entre o mundo fisico e traatg£i0” (Castelnuovo, 1982, p. 33).
Na sua opinido, a “educacao, na era cientifica,pudle continuar, de modo nenhum, a
ser feita segundo os moldes do passado. Em todescalas 0 ensino das ciéncias tem
que ser intensificado e remodelado desde as ssas,b&#0 sO quanto a programas mas
ainda quanto a métodos”. Por isso, é da competéadiscola “ formar seres pensantes,
dotados de imaginacéo criadora e de capacidadeajgagédo em grau cada vez mais
elevado” (Entrevista ao Diario de Noticias, de 28 Thneiro de 1968). Dai que a
Matematica ndo € um conjunto de técnicas a dominas, sim um meio de obter a
formacao integral de um cidadéo.

Mas, “com a unificacdo do ensino, e a morte de Seglmae Silva passam a
predominar, no Ensino Secundario, métodos e pragata Matematica muito rigidos.
A resolucdo de problemas e a matematizacdo do aeslidades com grandes
potencialidades educativas, sdo desvalorizadasesm@fibio do formalismo e do rigor
da linguagem” (Matos, 2004). Pois “para o formabsm que conta € 0 modo como se
manuseia 0s simbolos e ndo o seu significado. Gamlean rigor, mas perde-se na
compreensao das ideias e dos conceitos mateméa(rRoste, 2002, p. 5). Nesta altura,
Portugal passa a estar isolado em relacdo a coaueichternacional de educacédo
matematica.

Contudo, o grande objectivo ambicionado pelo Movitneda Matematica
Moderna, de proporcionar uma melhoria das apregdim dos alunos no Ensino
Secundario para possibilitar uma aproximacédo dgsisg#os que se consideravam
necessarios no Ensino Superior, ndo foi alcangadtnora, alguns aspectos no ensino
tenham melhorado, nomeadamente uma renovacao ohas,teima actualizacdo da
forma como se abordam os conceitos e uma preocugaga a interligacao das ideias
matematicas.

Esta nova orientagdo curricular ndo teve o éxite g@ esperava. Tanto em
Portugal, como noutros paises, comecaram a surfficas aos programas da
Matematica Moderna. O uso excessivo de simboligsnrggor da linguagem e a énfase

dada as estruturas abstractas revelaram-se, afendlficil compreenséo para os alunos.
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A Matematica passa a ser encarada pelos alunos aome ciéncia acabada,
artificialmente criada e sem qualquer ligacdo comeaidade. Os alunos revelam-se
cada vez mais desmotivados em relacdo a estaloiacipdo compreendem 0s novos
simbolos e os resultados nos exames pioram, endesezelhorar. A Matematica néo
estava a ser apresentada como uma actividadevarigtie realmente é. O ensino desta
disciplina ndo tinha em conta as necessidadesldiogssa nem a realidade da escola e da
sala de aula. “Apontava-se que a reforma sobreagal@ os conteddos, quando o
fundamental estaria nos métodos” (Matos, 2004).

Assim, o novo curriculo ndo estava a produzir astef desejados, pois 0s
alunos ndo tinham melhorado as suas capacidadascmcinio, na resolugdo de
problemas e no dominio de técnicas de célculo.nRerasta situacdo comecou-se a
reclamar um regresso a aprendizagem do célculo.

No inicio da década de setenta, em diversos pafsapjodia um forte
movimento de revolta contra a Matematica Moderna. (Q.principal porta-estandarte
deste movimento era um matematico prestigiado, isi&tline, que escreveu um livro
intitulado Why Johnny can’t add: The failure of the new M@bnteset al, 1997,
p.51). Este movimento ficou conhecido por Back tasiBs e “responsabilizava a
reforma pela incapacidade dos alunos em dominaseécaicas basicas da aritmética e
da algebra e reclamava um retorno a primazia dédsagas que haviam sido, durante
muito tempo, os grandes pilares da Matematica asqélPM, 1988, p.12).

Este movimento, embora nao tivesse conseguido leveabo uma reforma
curricular, veio reforcar as criticas aos currisuida Matematica Moderna.

No nosso pais o0 movimento “Back to Basics” (origm&o EUA), ndo assumiu
grandes proporcdes, uma vez que se integrou nocuwviculo da Matematica Moderna
muito do antigo curriculo tradicional. A aprendieagdo calculo nunca deixou de estar
presentes no ensino da Matematica. “Entre nés edeesficaram os exageros que
ocorreram noutros paises (...) e ndo havia muiteorpadia reclamar mais atencao as
competéncias de calculo porque elas nunca deixa@mstar no centro do palco,
constituindo o prato forte dos exames, nomeadanuentiEcimo segundo ano” (Pontes
et al, 1997, p.52).

Mas, o movimento “Back to Basics” encontrou umaeaoposicéo, desde o
inicio, visto que muitos educadores matematicoseta opinido que as competéncias
basicas, em Matematica, ndo se deveriam limitanagp@o dominio do calculo, mas

incluir outros aspectos, tais como: a resolucaprdblemas, a ligacdo da Matemética a
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vida real e sua aplicabilidade, a utilizacdo dewatoras e outros materiais no ensino
da disciplina.

Diversos relatérios surgem nessa altura, como stagi@&o ao movimento “Back
to Basics”. Por exemplo: o “National Council of $wgsors of Mathematics” (NCSM)
dos EUA publicou, em 1977, um documento que praeudefinir, 0 que deveria ser
entendido por “competéncias basicas” em Matemdfiste documento esta na origem
da elaboracédo dagenda for ActionConvém salientar que o documento do NCSM de
1977 foi uma resposta ao movimento do “Back to &dsique privilegiava que as
competéncias basicas em Matemética focadas nadigagam do calculo.

Tanto em Portugal, como em muitos outros paisedé¢cada de oitenta, assiste-
se a um forte movimento de reforma no ensino daeiatica. O inicio deste
movimento é marcado pela publicacacAdgnda for Actiondo NCTM (1980) onde se
recomenda que a resolucdo de problemas deve smroodb ensino da Matemaética.
Recomenda-se ainda nesta publicacdo: o énfase licabdwlade da Matemética, o
alargamento das capacidades basicas para alénpaeidaale de calculo, a utilizacdo
em todos os niveis dos computadores e das calcalade uso de uma variedade de
instrumentos de avaliagdo, ... Algum tempo depaiges a publicacdo do relatério
Mathematics Countsoordenado por Cockroft (1982), que apresenta anddise do
ensino da Matematica em todos os niveis de ensmadnglaterra e no Pais de Gales
bem como, um conjunto de recomendacdes no senadmealhorar o ensino desta
disciplina. Segundo este documento, o ensino darica, em qualquer nivel, deve
incluir oportunidades de: exposi¢cao por parte ddgssor, discussao entre o professor e
os alunos e dos alunos entre si (aspecto partioatge inovador neste documento),
trabalho pratico apropriado, consolidacdo e pratdm técnicas e algoritmos
fundamentais, resolucéo de problemas, incluindolieegcdo da Matematica a situacdes
da vida real e trabalho de natureza investigativa.

No final da década de oitenta, surgem também variaticacbes nos Estados
Unidos, que criticam as praticas dominantes nonenda Matematica, visto que o
ensino da Matematica esta muito desfasado daquéd®#o as necessidades colectivas e
individuais na actual sociedade de informac&eerybody CountgNRC, 1989),
Normas para o Curriculo e Avaliacdo em Matematicecdtar (NCTM, 1991) e
Reshaping School MathematiddNRC, 1990) sdo algumas delas. Todos estes
documentos criticam a forma como se processa me@rmka Matematica e propdem

ideias para melhorar esta situacéo.
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As Normas para o Curriculo e Avaliacdo em Matematicscdtar (NCTM,
1991) prop6em um conjunto de orientacdes para ricalo da disciplina desde a pré-
primaria até ao décimo segundo ano. Estas normasusé@ resposta dada pela
comunidade de educadores matematicos aos pedglstemes de reforma do ensino e
aprendizagem da Matematica.

Neste documento, preconiza-se a necessidade de arformdadaos
matematicamente alfabetizados, preparados parapfe@mder as complexidades e as
tecnologias da comunicacao, para p6r questdesapanailar informacao nédo esperada,
e para trabalhar cooperativamente em grupo”, @ paya dar resposta as exigéncias da
sociedade actual (NCTM, 1991, p. 4).

O NCTM (1991) destaca trés aspectos da Matematioa devem ser
contemplados no curriculo desta disciplina. O piiojea ideia de que “saber
Matematica é fazer Matematica” (p.8), neste sentickeu ensino deve privilegiar o
fazer e ndo o saber. Em segundo lugar, “um cuaipala todos os alunos deve dar
oportunidade para a aquisicdo da compreensédo delosocdestruturas e simulacdes
matematicas aplicaveis a muitas disciplinas” (pBn terceiro lugar, o ensino da
Matematica deve incluir o uso das calculadorassecomputadores e a exploragdo das
suas potencialidades educativas, visto que as necaslogias “mudaram a propria
natureza dos problemas que sdo importantes em Matame os métodos que o0s
matematicos utilizam para os investigar” (p.9).

Estas normas destacam o desenvolvimento do “podeFnmatico” dos alunos,

como o principal objectivo da Matematica escolar.

“O poder matematico inclui a capacidade para e&pl@onjecturar e raciocinar
logicamente, para resolver problemas néo rotingrasa comunicar sobre a Matematica
e através dela, e para estabelecer conexdes dienkfateméatica e entre a Matemética e
outras actividades intelectuais. O poder matemasiocdoém envolve o desenvolvimento
da autoconfianca e a predisposi¢do para procuraliaae usar informacdo quantitativa

e espacial na resolucédo de problemas e na tomatdiec@des” (NCTM, 1994, p. 1).

Para isso, os professores devem envolver todoslum®sana formulagdo e
resolucdo de uma grande diversidade de problemaaspmstrucdo de conjecturas e de
argumentos, na validacdo de solucdes e na avaldggdausibilidade das afirmacdes
de Matemética. Também os “professores devem delsenvms alunos a predisposi¢éo
para usar e se dedicar a Matematica, para apr@caa beleza e utilidade” (NCTM
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1994, p. 23). Neste documento o raciocinio matemata resolucdo de problemas, a
comunicacdo e as conexfes matematicas sdo aspettosem conta no ensino da
Matematica. Convém referir que as Normas para oicilo “sugerem modificacdes
nao apenas em o que é ensinado, mas também emécensinado” (NCTM, 1994, p.
22). Este documento pretendia ser um guia paraeatacdo da reforma curricular da
disciplina de Matematica.

Em Portugal, na década de oitenta, “realizam-sey&ncontros importantes
sobre o ensino da Matematica: o primeiro enconamomal da Sociedade Portuguesa
de Matematica (1980); o coléquio de homenagem asiiéb e Silva (1982); o 35°
CIEAEM (1983), um encontro sobre a utilizagdo dasroncomputadores no ensino,
organizado pelo Departamento de Educacdo da FCld@mel985 o 1° ProfMat”
(Porfirio, 1988, p.36). E criada em 1986, a Assgiade Professores de Matemaética
(APM). Nestes encontros foram discutidos varioeetss relacionados com o ensino e
aprendizagem da Matemaética, assim como aspectusahdos com o curriculo.

Mas o momento de reflexdo em matéria curricular ecoaior impacto foi o
Seminario de Vila Nova de Milfontes, organizadoapAksociacdo de Professores de
Matematica, em 1988, onde participaram um grupwide e cinco professores de
todos os niveis de ensino. Desse seminario resutalocumento Renovacdo do
Curriculo de Matematica(APM, 1988), onde se critica a forma como 0 easila
Matematica tem sido conduzido e a concepcdo dendigegem que O mMesmo
subentende.

Nesse documento, estdo as principais orientacherwdares da década de
oitenta, das quais se destacam:

* importancia da resolugdo de problemas, entendid@ocom meio de
proporcionar aos alunos uma experiéncia matem&saelhante a
actividades dos matematicos;

» utilizacdo das calculadoras e dos computadoresouegso de ensino-
aprendizagem da Matematica, altera significativamea énfase a
colocar e 0 modo de abordar alguns conteudos;

* 0s curriculos devem acompanhar a evolucdo da prdgdatematica,

incluido os novos temas;
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» diversificacdo dos meétodos de trabalho e do tipo taefas a
proporcionar aos alunos no processo de aprendizag&oincluindo

apenas a exposicéo do professor e a pratica dei@rsr

Também sdo apresentadas algumas propostas: (i)rizaaloobjectivos
curriculares referentes a capacidades (resolucfwalidemas e raciocinio matematico)
e atitudes positivas em relacdo a Matematica;d@i) prioridade, na sala de aula, a
tarefas ricas e desafiantes, envolvendo resolugéo pbblemas, exploragdes
matematicas, raciocinio e comunicacao; (iii) erncargprograma e 0S manuais como
instrumentos de trabalho e ndo como prescricdegarcegamente.

O NCSM publica o documento “A Matematica essenuaah 0 século XXI” que
vem actualizar as suas recomendacoes de 1977. tlmstenento, o NCSM enuncia
quais as competéncias essenciais de que os cidaidpsecisar para a sua vida futura.
“O NCSM considera “essenciais” as competéncias St necessarias para que as
portas do mundo do trabalho ou do ensino supeeanantenham abertas” (NCTM,
1990, p.23). Logicamente, que as competéncias @ageise vao alterando a medida
que as exigéncias da sociedade se modificam. SeguidiCSM existem doze areas
fundamentais de competéncias matematicas. Elas re®olucdo de problemas,
comunicacao de ideias mateméticas, raciocinio néteo aplicagées da Matematica a
vida quotidiana, competéncias de calculo, verificada razoabilidade dos resultados,
estimacdo e aproximacdo, geometria, pensamentbriigéconceito de medida e uso
de instrumentos de medida, estatistica, probadiisla

Na década de noventa foram diversas as alterag@e®ip sido apontadas como
necessdarias para modificar o ensino da MatematitcaPertugal, tais como: (1) a
utilizacdo de uma gestdo da sala de aula que lboatpara que os alunos construam o
seu proprio conhecimento; (2) uma utilizacdo deenmsis que permita uma boa base
para a formagdo de conceitos; (3) uma ligacdo deerkttica ao real e (4) uma
abordagem da Matemética virada para a resolucgwaidemas. A primeira mudanga
refere-se ao facto do professor dever criar um emtbina sala de aula que permita aos
alunos interagir uns com 0s outros, que aprendasicom 0S outros, que sejam
participantes activos, em vez de receptores passtY@rofessor deve deixar de ser o
centro das atencbes no processo de ensino — agagach. A segunda alteracao
menciona a necessidade da utilizacdo de mateasssgpaprendizagem da Matematica.

O contacto dos alunos com o0s materiais € necesaates da formalizacdo de um
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conceito, pois a aprendizagem é feita com basexpariéncia. A manipulacdo de
materiais da ao aluno a oportunidade de experimenianipular e desenvolve o
pensamento abstracto, visto que a aprendizagematiamMtica deve partir do concreto
para o abstracto. Por exemplo: o uso de materiaisipulaveis possibilitam uma
abordagem experimental, em que o0s alunos exploramcedos e situacdes
matematicas.

A terceira mudanca mostra que a aprendizagem denhddica deve estar ligada
a exemplos concretos, ou seja, que permitam aasskplicar a Matematica nas suas
actividades e na sua vida diaria. A Ultima altevag@&fende que, em vez de um
conhecimento estatico, os alunos passem a ter nhecmnento dinadmico, capaz de se
adaptar a um mundo em transformacé&o. A resolucgwaldemas ajuda a desenvolver
determinadas capacidades, pois ho mundo de hespexcializacdo é cada vez maior,
logo a posse de um conhecimento amplo e capazattapéar € crucial.

A medida que o tempo passa € visivel o esforco pardificar o ensino da
Matematica e concretizar as grandes tendénciagifidadas nas décadas anteriores,
consideradas importantes. Dai que nos ultimos amgts educadores matematicos
tenham expressado a necessidade de alterar o modose processa a aprendizagem
da Matemaética.

ApoOs uma fase de experimentacao, durante o anedd@90/1991, em algumas
escolas do pais, sO para os primeiros anos deateldaem Junho de 1991, o novo
curriculo de Matematica foi tornado publico. Erasim, implementada a reforma do
Sistema Educativo, ha muito esperada.

A Lei de Bases do Sistema Educativo torna o EnBamico obrigatorio e define
o Ensino Secundario (décimo, décimo primeiro erdégegundo anos) como um ciclo
autonomao.

De um modo geral, pode considerar-se que o novdcualo de Matematica
integra as principais ideias curriculares defenglmiaeriormente.

Este documento ndo s6 contém os conteudos tematitasar por ciclo, como
inclui finalidades, objectivos gerais e especificagientacdes metodologicas e
consideracdes sobre a avaliacdo. As orientacfesdoiégicas, mais desenvolvidas do
gue anteriormente, “propdem exemplos concretospgaem ser explorados na aula,
materiais que podem ser utilizados e clarificanmumlgs conexdes entre 0s topicos”
(Porfirio, 1998, p.37.).
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As novas orientagdes curriculares propostas valorio papel do aluno na
construcdo do saber, a resolugédo de problemasp @eigecnologias (calculadora e
computador), a histéria da Matematica, a importénda Matematica enquanto
instrumento de interpretacdo do mundo real, o esmateriais manipulaveis, o trabalho
de grupo, os métodos activos.

Neste curriculo o aluno é o centro e 0 agente d® to processo de
ensino/aprendizagem. Isto implica que as metodadogsejam diferentes, com
actividades diversas, feitas individualmente ou gmpo, que possibilite ao aluno
“experimentar, comparar, trocar experiéncias, agJuar e ouvir 0os outros, elaborar
pequenos relatérios, fazer pesquisas, de formagssigamente mais autbnoma e com
sentido de cooperacao” (Lobato, 1991,p.4). Nesttgdse também o papel do professor
mudou. Cabe ao professor “escolher para cada @mo eada unidade, a sequéncia de
actividades a realizar, visando os diferentes tibes gerais; regular o processo, num
ambiente de confianca; fazer ou ajudar a fazeres#st pontuais e globais,
absolutamente indispensaveis; ajudar a organizeabalho dos grupos e a ultrapassar
dificuldades, procurando nao resolver o0 que comaesealunos; tirar e ensinar a tirar
partido do erro, analisando-o e desdramatizanda-®; (Lobato, 1991, p. 4).

Uma das diferencas em relagdo ao curriculo antérigue se considera como
parte do curriculo, ndo sé os conhecimentos a aAdguhas igualmente as
capacidades/aptiddes (de resolucdo de problemascaeinio, de comunicacéo, de
utilizacdo da Matematica na interpretacdo e integéie no real) e as atitudes e valores
(de autonomia, de solidariedade) a desenvolveraQliterenca € que a nova reforma
do ensino ndo tem como fim Unico a preparacaogaresino superior.

Contudo, com o passar do tempo, foram também agesmi@gumas criticas ao
curriculo de Matematica, tais como: a extensdordgrama; a falta de recursos que as
escolas possuiam; a falta de articulacdo entre@mte@dos, objectivos e metodologias,
uma estrutura que privilegia os contetdos, ao peac&le experimentacdo; a pouca
clarificacdo das propostas de avaliacdo; a insufiei preparacdo e formacdo dos
professores; ... Porém, a reforma curricular quesdguida, ignorou, mais uma vez, a
necessidade de envolvimento dos professores eispor ao nivel dos docentes, a
reforma assumiu a forma de mudanca por decretdi[Bp1998).

De acordo com as tendéncias actuais é atribuichalgranportancia a resolucao
de problemas, nocao teorizada e aprofundada porg&deolya (1945). Na opinido

deste matematico para aprender Matematica nao tesstiver exercicios, é necessario
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desafiar o aluno com problemas interessantes, qa@dem a resolver situagdes de
natureza diversa e a enfrentar com confianca $éiesagovas. Mas, os problemas que
podem ser propostos deverdo ser de muitos tipdggeamente, ndo tém todos o
mesmo interesse educativo. Dai que, recentementegamam a valorizar-se, também,
as actividades de investigacdo matematica por pkrtealunos. Estas permitem ao
aluno a formulagédo de conjecturas, a avaliacAdoudaptausibilidade, a escolha dos
testes adequados para a sua validacdo ou rejeacfmocura de argumentos que
demonstrem as conjecturas, ... No entanto, ambax@eriéncias de aprendizagem
apelam a imaginacdo e a criatividade, estimulanspirieo de pesquisa, dando aos
alunos oportunidade de observar, experimentar,caelgar e organizar dados,
relacionar, fazer conjecturas, argumentar, con@duavaliar. Convém salientar que o
aluno desenvolve outras capacidades que se sitwm gém do célculo e da
memorizacao, de definicdes e procedimentos, queergid desenvolvidas no ensino
tradicional. Estas duas actividades desenvolvenrasutcapacidades “como a
comunicacao, o espirito critico, a modelacdo, addpde de analisar dados e situacoes
complexas e realizar demonstracbes” (Pattal, 1997, p.55). Convém referir que a
resolucdo de problemas ligados a vida real j& faaite dos programas dos anos 50 e,
ainda hoje, continua a estar presente nos prograatasis. Claro que, “nos anos 50, o
objectivo seria o professor dar realce ao calcdéwendo os alunos seguir 0 mesmo
raciocinio. A aplicabilidade deste item nos anowenta tem, como objectivos
principais, permitir ao aluno o desenvolvimento daciocinio seguindo Vvérias
heuristicas, a compreensdo de conceitos matematicmsstrar como a Matematica tem
relacdo com outras areas do saber” (Ribetra., 1996, p.5).

Na década de noventa, o NCTM publica diversos deatms com o objectivo
de complementar e precisar a visdo curricular ditddes nasNormas para o Curriculo
e Avaliagdo em Matematica Escalar

Destacam-se aNormas Profissionais para o Ensino da MatematibeCTM,
1994), que constitui uma importante reflexdo enmdoda prética, da formacédo e do
desenvolvimento profissional do professor. Segueste documento “os professores
sdo os principais protagonistas na mudanca dogssos pelos quais a Matematica é
ensinada e aprendida nas escolas” (NCTM, 1994, ¢e2p sua elaboracédo. O objectivo
deste documento € fornecer uma orientacdo aosspés na transformacao do ensino
da Matematica. Também salienta que “tais mudanggeserem que o0s professores

tenham um apoio continuo e recursos adequados” NAB94, p. 2). Segundo este
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documento “a verdadeira esséncia do estudo da Mé&tEmé, precisamente, uma
actividade de exploragdo, de formulacdo de conjastude observacdo e de
experimentacdo” (p. 97). Dai que o “espirito deesitigacdo deve estar presente em
todo o ensino e aprendizagem da Matematica” (NCI994, p117).

Mais recentemente, o NCTM publicderinciples and Standards for School
Mathematics (NCTM, 2000). Este documento de orientacdo cuarciem como
“objectivo principal o de servir de suporte a tomae decisdes, tanto por responsaveis
da administracdo educacional como pelos propriedegsores” (Ponte, 2000, 65).
Convém referir que, este documento, difere dosdatals de 1991 “pela existéncia de
seis principios que guiam os programas de ensiat@matica escolar e por terem 0s
mesmos dez standards em todos os ciclos”, ou ssfed pré-primaria ao secundario
(Kilpatrick e Moura, 1999, p. 44). Os seis prinofitratam 0s seguintes aspectos:
equidade, curriculo, ensino, aprendizagem, avaia&gfecnologia. Os Standards estao
divididos em dois grandes grupos. O primeiro ref&rea contetdos (numero e
operacao; funcbes e algebra; medida; geometriatedseespacial;, analise de dados,
estatistica e probabilidades) e, o segundo, a urjumi de processos (resolucdo de
problemas; raciocinio e demonstracdo; conexdegresentacdo; comunicacdo). De
uma forma muito geral podem resumir-se, da seguiotma, 0s seis principios
enunciados no NCTM 2000.

» Equidade: constitui uma reafirmacéo da nocédo deiatica para todos,
ja afirmada no documento de 1991;

e Curriculo: é dado énfase a ideia de que o currinélm pode ser visto
como uma coleccdo de actividades devendo ser deer@miculado ao
longo dos anos de escolaridade e centrado em ide&ematicas
importantes;

* Aprendizagem: é salientada a importancia de aprgreteebendo;

* Avaliacdo: é realcado que a avaliagcdo pode apoaprendizagem dos
alunos e dar importantes informacdes que ajudesmartdecisdes sobre
0 ensino;

* Ensino: fundamentalmente realca-se que ele redyecaonhecimentos
sobre a Matematica, o modo como o0s alunos aprenelesobre a
pedagogia, (2) um ambiente ao nivel da sala dequédalesafie e apoie a

evolucao dos alunos e (3) uma procura constanéea@acao;
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* Tecnologia: € vista como essencial, uma vez quktdaa aprendizagem
desta disciplina, constitui um importante apoioeasino e influéncia a

Matematica que se ensina.

Este novo documento identifica quatro necessidatkessociedade para a
percepcdo da Matemaética: para a vida, como parteodsa heranca cultural, para o
local de trabalho e para a comunidade cientifieoldgica.

No entanto, dez anos depois, as investigagOes revashe um fosso existente
entre estas orientagcbes e o0 modo como a Maten@terzgsinada na maior parte das
escolas. A Associacdo de Professores de Matemgteacupada com o nivel de
insucesso dos alunos, promoveu um estudo — Maisar&di01, sobre o0 modo como se
ensinava e aprendia Matematica em Portugal. Odredadlo projecto Matemética 2001
pretendia contribuir para uma compreensédo dos ipdiscproblemas que afectam o
ensino e aprendizagem da disciplina de Matematseaescolas Basicas e Secundarias e
para a identificacdo de propostas de resoluca@si@ssblemas.

Feito o diagnostico da situacéo, verificou-se atércia de um fosso entre as
orientagdes curriculares defendidas nas ultimaad#éce a realidade praticada nas salas
de aulas. Estes sao alguns dos resultados dorielstatematica 2001:

* Ao nivel dos conteudos, os temas matematicos qaenfeeforcados nos
novos programas — Geometria e Estatistica — s@u®os professores
indicam com alguma frequéncia para excluir ou siincpl. Embora os
novos programas recomendam o trabalho com situad®ea®alidade,
verificamos ter ainda pouca expressdo nas prateets/as, embora
diminuido ao longo da escolaridade e em relacaasaada “Histéria da
Matematica” parece ter pouca expressao.

* Ao nivel dos materiais, verificou-se que a maidia professores utiliza
com pouca frequéncia os materiais manipulaveigogss didacticos e o
computador.

* Ao nivel das tarefas desenvolvidas na sala de &odagexercicios séo
largamente maioritarios (...), a resolucédo de probktem ainda assim
uma expressao significativa, o que ja ndo se pamssaas actividades de
exploracdo e investigacdo, e muito menos com OEqios, que Sao,

praticamente, inexistentes.” (Abrantes, 1998, p.26)
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* Ao nivel das formas de interaccdo na sala de alaxposicado pelo
professor € o método de comunicacdo dominante A discussao entre
alunos tem uma expressao bastante menor ” (Abrak68, p.26).

* Ao nivel dos “modos de trabalho na sala de aulaficeise uma
predominancia do trabalho individual. O trabalho panes é, também,
usado com muita frequéncia, assim como o trabalhotoda a turma. Ja
o trabalho de grupo tem uma expressdo francameatezida”
(Abrantes, 1998, p.27).

* Ao nivel da avaliacao, o uso de relatérios, degutos e de desempenhos
orais dos alunos séo poucos os professores quédizasnu para a recolha
de dados para a avaliacdo dos alunos, sendo @s testorma mais

utilizada pelos professores.

Em 1996, iniciou-se um novo movimento de renovacéaicular com a
“Reflexdo Participada sobre os Curriculos do Ensiasico”, no sentido de melhorar a
qualidade e a eficacia da resposta educativa déstéface as necessidades e direitos
dos individuos e aos problemas da sociedade erh gerdrontada com mudancas e
novos desafios. E continuado peRrojecto de Gestdo Flexivel do Curricul®
culminado com a publicacdo, no inicio do ano lectde 2001/2002, d&urriculo
Nacional do Ensino Basico: Competéncias essen{Misistério da Educacéo, 2001),
coordenado por Paulo Abrantes.

Também o livroA Matematica na Educacdo Basi¢Abrantes, Serrazina e
Oliveira) foi mais um contributo para a revisdotggrada dos curriculos do Ensino
Basico, uma vez que contribuiu para a discuss@&flexé@io de aspectos fundamentais do
ensino-aprendizagem da Matematica.

Como foi dito anteriormente, o curriculo no passadm frequentemente
encarado como um programa, um plano de estudosroeomjunto de disciplinas,
sendo uma estrutura rigida. Actualmente, o cuwicahtempla ndo sé os conteudos por
disciplina e por ano de escolaridade, mas tambépompeténcias a desenvolver, as
sugestdes metodoldgicas, os tipos de experiéneiapidndizagem a proporcionar por
area disciplinar e por ciclo, e a avaliacdo, semea estrutura flexivel e adaptavel a
cada realidade. No novo desenho curricular da-spossibilidade de cada escola,
dentro dos limites do curriculo nacional, organieagerir, autonomamente, todo o

processo de ensino/aprendizagem” (Serrazina, 1299). Por isso, em tempos idos, o
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professor tinha apenas que cumprir os programaeraldos pelas equipas homeadas
pelas autoridades educativas, independentementeotdaextos socioculturais em que
trabalhavam. Neste sentido, “o papel do professsumia-se a utilizador de materiais
elaborados por outros: programas, manuais escplate$ (Serrazina, 1999,p. 40).
Hoje, com a gestdo flexivel do curriculo, “0 prefas deve, em primeiro lugar,
identificar quais 0s objectivos curriculares quasidera dever desenvolver com 0s seus
alunos e deve fazer uma programacao das suasdadid a partir deles e do
conhecimento que tem dos seus alunos” (Serraz@®®, . 40), adaptando o curriculo
as realidades locais e gerido de acordo com cagedp de forma auténoma.

O novo curriculo foi definido em termos de compei& a desenvolver ao
longo da educacéo basica e de tipos de experiédeiaprendizagem que devem ser

proporcionadas aos alunos. Ai, € assumida a seguigéio de competéncia:

“Adopta-se aqui uma nocdo ampla de competénciajregra conhecimentos,
capacidades e atitudes e que pode ser entendida salneres em ac¢do ou em uso.
Deste modo, nao se trata de adicionar a um conflentlmnhecimentos um certo nimero
de capacidades e atitudes, mas sim de promoversendavimento integrado de
capacidades e atitudes que viabilizam a utilizagés conhecimentos em situagtes

diversas, mais familiares ou menos familiares aadl (Ministério da Educacéo, 2001,
p.9).

Neste sentido, quando falamos de competéncia,imeferos ao saber que se
traduz na capacidade efectiva de utilizacdo e roanéptelectual, verbal ou prético e
ndo a conteudos acumulados, com o0s quais ndo ssh®no agir no concreto, nem

fazer qualquer operacdo mental ou resolver quakjtiercdo, nem pensar com eles.

“O significado que aqui é atribuido, a competéndi@ esta ligada ao treino
para, num dado momento, produzir respostas ou tedarefas previamente
determinadas. A competéncia diz respeito ao procede activar recursos
(conhecimentos, capacidades, estratégias) em ds/épos de situagdes, nomeadamente
situagdes problematicas. Por isso, ndo se podedalaompeténcias sem lhe associar o
desenvolvimento de algum grau de autonomia em&ela@ uso do saber.” (Ministério
da Educacéo, 2001, p. 21).

A reorganizacao curricular defende que as expedénmde aprendizagem que
devem ser proporcionadas a todos os alunos s@tugée de problemas, actividades de

investigacdo, realizacdo de projectos e exploradgioconexdes. Estas podem ser
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potencializados com a utilizagéo de recursos dererd diversa, tais como: a utilizagao
das tecnologias e a utilizacdo de materiais maéveis, jA que o novo curriculo salienta
o facto de que todos os alunos devem ter a opdddaei de trabalhar com as
calculadoras, elementares, cientificas e grafieaspm o computador, em diversos
programas educativos, nomeadamente de graficdandées e de geometria dindmica,
assim como aproveitar as potencialidades educatisamternet. “Entre os contextos
possiveis, incluem-se a resolucdo de problemasyidartes de investigacdo e 0s
projectos” (Ministério da Educacdo, 2001, p. 71ambém realca que o trabalho
realizado com diversos tipos de materiais manimaat“sdo, ao longo de toda a
escolaridade, um recurso privilegiado como pontopddida ou suporte de muitas
tarefas escolares, em particular das que visamgwenactividades de investigacao e a
comunicacdo matematica entre os alunos” (MinistdadcEducacado, 2001, p.71). Esta
utilizagdo nédo constitui um fim mas um meio pardesenvolvimento da actividade
intelectual dos alunos.

Convém referir que “a vivéncia de uma diversidade situacdoes de
aprendizagem, a possibilidade de os alunos podesdectir, individualmente ou em
grupo, sobre essas experiéncias e os conhecimaergtzs ligados contribuem para o
desenvolvimento da competéncia Matematica” (Péttal, 2003, p.35). Neste sentido,
“ser-se matematicamente competente na realizacatetdeminada tarefa implica ter
nao s6 0s conhecimentos necessarios, como a capagdra os identificar e mobilizar
na situagéo concreta e ainda a disposicao parddaféctivamente” (Pintet al.,2003,
p.37).

E explicito noCurriculo Nacional do Ensino Basiq@001) que “a Matematica
constitui um patrimonio cultural da humanidade e wmdo de pensar. A sua
apropriacdo é um direito de todos” (p.57). E quer&ado primordial para se
proporcionar uma educacado matematica prolongadaeas tas criangas e jovens é de
natureza cultural” (p.58). Deste modo, sublinhamaticter formativo da Matemética
escolar.

Segundo este documento, “a énfase da Matematiolaesé@o esta na aquisicao
de conhecimentos isolados e no dominio de regtésnécas, mas sim na utilizacdo da
Matematica para resolver problemas, para racio@n@ara comunicar, o que implica a
confianca e a motivacéo pessoal para fazé-lo” @nio da Educacéo, 2001, p.58).

Este documento refere diversas competéncias mata@ue todos os alunos

devem desenvolver, tais como: raciocinar matenragcde, procurar regularidades,
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fazer e testar conjecturas, formular generaliza¢cfpessar de maneira logica, etc.
(Ministério da Educacéo, 2001, p.57). Pode leriedaa no documento, o contributo

que a Matematica pode dar as outras disciplinaslass na partilha de “ métodos
proprios de estudar, de pesquisar e de organizdormacao, assim como de resolver
problemas e de tomar decisdes” (Ministério da E¢iiea2001, p.59).

Outro aspecto importante a sublinhar é o facto Magematica constituir uma
area com grande potencialidade “para a realizaggora@jectos transdisciplinares e de
actividades interdisciplinares”, tornando possintdgrar conhecimentos variados.

Embora muitos dos aspectos focados tenham sidoypmi@dos nos novos
curriculos de Matematica, continuam ainda a sepbjectivo a atingir em muitas aulas
de Matematica, de todos os niveis de ensino. Recerte que continua a persistir uma
diferenca entre o0 que se preconiza e o que acoateciel da pratica. Isto tudo, porque
ainda hoje, em muitas salas de aula, séo utilizaddedos expositivos, acreditando-se
na eficicia da transmissédo do saber. Nesta peirspaatna das tarefas que se impdem
ao professor de Matematica é conseguir que os alemendam os diversos conceitos
em jogo, ndo de uma forma mecanica, mas saibamarogem eles em diversos
contextos da vida real.

Ponte (2002) considera que “este documento const#on duvida, a formulagéo
de orientacdes gerais oficiais para o ensino daptilsa mais avancada e mais coerente,

jamais realizada no nosso pais” (pp.11-12).
2.2. Objectivos e Finalidades do Ensino da Matem&t no Ensino Basico

A evolucdo da Mateméatica é permanente, estandoreseralacionada com 0s
problemas de cada época e com 0s progressos danidade torna-se assim
importante que os alunos se apercebam desta ligBoégsso, a Matematica ao longo
tempo, foi ganhando prestigio sendo consideradalafuental na formacdo dos
cidadaos. Por isso, “aprender Matematica € umtdilgsico de todas as pessoas — em
particular, de todas as criangas e jovens — e esposta a necessidades individuais e
sociais” (Abrantes, Serrazina, Oliveira, 1999, P). Dai que a Matematica integra os
curriculos por razbes de natureza cultural, praiadvica, que tém a ver a0 mesmo
tempo com o desenvolvimento dos alunos, ao niddiolual, e enquanto membros da

sociedade e com o progresso desta.
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“A Educacdo Matemética tem o objectivo de ajuddesocultar a Matematica
presente nas mais diversas situa¢des, promovefadmacéo de cidaddos participativos,
criativos e confiantes nos modos como lidam com atekbatica” (Ministério da
Educacéo, 2001, p.58).

2.2.1. Porque se Ensina Matemética?

Existem inUmeras razbes que justificam o ensindMdéematica nos dias de
hoje. Podemos afirmar que esta disciplina € negass&ida quotidiana e essencial em
muitas actividades profissionais, visto que temndea aplicabilidade em varios
problemas praticos do dia-a-dia e em diferenteasago conhecimento. Podemos
fundamentar, também, que a Matematica faz parégramnte do patrimonio cultural e
histérico da humanidade e, portanto, é nossa dajdgaransmiti-la as geracdes
vindouras, mostrando o seu caracter dinamico, asokcao ao longo dos tempos, o
seu papel na sociedade e a sua relacdo com as ciéreias. Advogamos que ela
“ensina a pensar”, tornando-nos mais competentesexyemplo, para pensar de forma
abstracta e para fazer raciocinios dedutivos. i8ali@os ainda o facto desta auxiliar a
desenvolver valores estéticos, designadamentedorizs;belo. Outra razéo é o facto de
ela poder constituir uma fonte de prazer inteldc®ar exemplo, na Grécia Antiga, esta
era a principal razdo para estudar Matematica.aQaao apontada relaciona-se com o
seu cardcter formativo, pois, esta disciplina, ajod desenvolvimento de capacidades:
andlise, interpretacdo, critica, argumentacao, icét compreensdo espacial,
abstraccao, calculo, formulacéo e resolucdo delgm@s, raciocinio, ... Outra razéo,
refere a sua utilidade: no quotidiano, na contiGoagos estudos, no desenvolvimento
cientifico e tecnolégico, no exercicio profissiorala cidadania.

Por outro lado, a Matematica é considerada umaidiggm universal, dai que
todos os alunos devem ter a oportunidade de a @gmeou seja, todas as pessoas
“devem ter possibilidade de contactar, a um niygbpriado, com as ideias e 0s
meétodos fundamentais da Matematica e de aprecisguovalor e a sua natureza”
(Abrantes, Serrazina, Oliveira, 1999, p.17). O mmgia Matematica deve contribuir
para ajudar os alunos a tornarem-se individuos etenfes, criticos, confiantes e
criativos nos aspectos essenciais em que a suas®idalaciona com esta disciplina.
Convém referir que € necessario educar os alunms yraa sociedade em rapida

evolucdo, ou seja, estes devem estar preparados pandanca e abertos a inovacao.
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Segundo Ponte, Boavida, Graca e Abrantes (199%ihaglades do ensino da
Matematica em qualquer nivel de ensino envolvermardas dimensdes, destacando-se
aspectos de ordem cultural, social, formativa &ipal Na perspectiva destes autores “a
valorizacéo que se da a cada uma delas tem comepag@rofundas na elaboracéao do
curriculo, no processo de aprendizagem e no pap&ll slesempenhado (...) por esta
disciplina” (p. 60).

Ainda de acordo com Pontes, Boavida, Graca e Agsiit997) no que respeita
as dimensdes culturais, “qualquer curriculo envebmapre diversas grandes opg¢des no
modo como valoriza (ou ndo) a perspectiva histéecas aplicacbes desta ciéncia,
levando os alunos a compreender o seu papel nedsoe” (p.62). Alias, o facto de a
Matematica fazer parte integrante de qualquer i@yltsustenta a grande dimenséao
cultural gue encontramos nas finalidades do erdgandatematica.

A Matemética para os Egipcios e os Babilonios emptes remotos tinha um
caracter utilitario, assim como hoje em dia paratesugrupos sociais tais como: 0s
artesdes, os pescadores, 0os vendedores ambuktotdduitos sdo os individuos que a
utilizam para resolver problemas do quotidiano,ddess mais simples aos mais
complicados. Por exemplo, para comprar um artigoépoca de saldos é necessario
calcular o valor do desconto, para poder sabemacssto; para pavimentar um chao
com azulejos é necessario saber calcular a argaltpno. Tais conceitos podem ser
entendidos como parte de uma heranca cultural,dgue ser transmitida as futuras
geracdes. A cultura Matematica tem resolvido, nfesrehtes momentos da historia,
problemas fundamentais que |he deram prestigioglase justifiqgue a sua inclusdao no
ensino! Neste sentido, “a Matematica constitui @trimonio cultural da humanidade e
um modo de pensar. A sua apropriacdo € um direittndos.” (Abrantes, Serrazina e
Oliveira, 1999, p.17). Como tal, ndo devemos priearalunos da aprendizagem da
Matematica, como também nao devemos priva-los dendizagem da leitura e da
escrita.

A Matematica tem um papel importante uma vez qugeswem todas as
actividades da sociedade, constituindo o que algutes designam por uraltura
invisivel.As finalidades da dimensé&o social atribuidas amerda Matematica incluem
segundo Pontet al. (1997):

“a qualificacdo profissional de méo-de-obra indisg@vel para atender as necessidades

do mercado de trabalho bem como as necessidadésndenamento da sociedade

30



actual; (...) proporcionar ao cidaddo comum as feergas matematicas béasicas para o
seu desempenho social, &mbito em que podemosgilistiinés dominios essenciais de

qualificacdo: o vocacional, o prético e o civicp’&3).

A vertente vocacional visa ajudar os alunos a peggse para uma variedade de
carreiras profissionais e cientificas. Por exemplm,Ensino Secundario e no Ensino
Superior, os alunos fazem opcdes, através de cumestados para as diversas
profissdes.

A vertente pratica deve expressar-se, ndo sO nasiglu de conhecimentos
essenciais para a resolucdo de problemas praticodiada-dia, mas, também, no
desenvolvimento de capacidades fundamentais nuncéedsdle cada vez mais
tecnologica. Por exemplo, a capacidade de visgdlizee organizacdo do espaco
permite-nos orientar no dia-a-dia, ler mapas, segoerarios, ler tabelas (horario de
autocarros).

O livro A Matematica na Educacdo Basi¢Abrantes, Serrazina e Oliveira,
1999) menciona que todos os alunos devem addgternadia Matematica, no sentido de
serem matematicamente competentes, ou seja, ogsali@vem ter os conhecimentos
necessarios para o desempenho de uma dada taefaambém a capacidade de os
identificar e mobilizar na situacdo concreta e tmka disposi¢cdo para o fazer. Neste
sentido, o curriculo de Matematica deve contemplaquisicdo de conhecimentos e 0
desenvolvimento de capacidades, atitudes e valores.

A vertente civica “visa tornar os alunos cidadaapazes de participar com
sentido critico numa sociedade cada vez mais mé#ada. Ela inclui o conhecimento
matematico necessario para que cada individuossmamesenvolver na sociedade, para
comunicar e receber informacao em geral, interpestta informagéo e tomar decisdes
correctas com base na sua interpretacdo” (Petnét, 1997, p. 63). Por exemplo, os
individuos devem ser capazes de analisar qual dwomdbanco para pedir um
empréstimo para a compra de uma casa.

Um dos objectivos do ensino é o desenvolvimenteginal dos individuos. A
educacdo Matematica pretende que o0s cidaddos obésmmv uma adequada
compreensao da disciplina, de forma a poderenzadiéi nos mais diversos contextos.
Isso implica a aquisicdo de conhecimentos e o debeamento de diversas
capacidades, atitudes e valores. O ensino da M#tamévoluiu de uma funcéo,

exclusivamente instrutiva, que privilegiava a megagdo e a mecanizagao, para uma
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“funcéo formalista mais ampla, considerando o comhento matematico estreitamente
ligado ao mundo da cultura e aos interesses, prefias e inclinacées dos individuos”
(Ponteet al, 1997, p. 64). De acordo com Poeteal. (1997) os valores formativos da
Matematica envolvem aspectos cognitivos, metacegsite afectivos. Os autores
destacam 0s seguintes aspectos: raciocinar matammainte, relacionar conceitos, usar
definicbes, fazer demonstracdes, formular e resopreblemas, mas, também, de
construir e aperfeicoar modelos matematicos e tliscaplicacdo desta ciéncia a outras
ou na vida quotidiana; a capacidade de comunicetegpretar ideias matematicas
expressas, oralmente e por escrito; a aptidaoysara com desembaraco as ferramentas
e ideias matematicas, estabelecendo uma relacéivgpeem esta disciplina.

Por fim, destacamos a ultima finalidade da Materaath de dimenséo politica.
Na sociedade actual, a Matematica tem um papetldecsio, visto que o desempenho
dos alunos em Matematica tem constituido um aitéyor exemplo, no ingresso ao
Ensino Superior, na escolha da carreira profissidAar outro lado, o ensino da
Matematica pode ser conduzido de forma a fomentdesenvolvimento de valores
éticos e democraticos, a promover a toleranciaglidasiedade, a integracdo social
(como a capacidade de cooperacao, a actividadeactit accdo comunicativa).

Assim, todas estas finalidades devem ser considgraduando a elaboracao do
curriculo.

Ao longo dos tempos, verificamos que cada époaarizal diferentes aspectos
na aprendizagem dos alunos, gue mudam a medidagaen as grandes finalidades da
educacdo Matematica e a medida que a sociedadd.eDal que “um curriculo pode
vigorar durante mais ou menos tempo, conforme\ssgaenais ou menos adequado as
suas funcdes e ao jogo das forcas politicas eisagigue se encontra submetido”
(Ponteet al, 1997, p. 45).

Como ja foi referido, antigamente, a formacado matera necessaria a todas as
pessoas era a aquisicdo de técnicas de calculogatamente a capacidade para
efectuar as operacdes aritméticas. A aprendizagelbatematica consistia basicamente
em fazer calculos simples ou utilizar, formulassteqtes, o que era suficiente, quer para
poder comprar ou vender; quer para poder trocaremgprestar; quer para poder
construir ou fabricar, ou ainda, para conseguiarfi@provado num exame de
Matematica. Como tal, a Matematica era necessara p dia-a-dia e, a nivel
profissional, para as pessoas que trabalhavam me&rcm, na exploracdo maritima,

para 0s responsaveis eclesiasticos e para os gowesn(marcacdo das fronteiras dos
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seus territorios e para auferir e despender dagses do seu governo). Sendo esta
perspectiva vista como uma heranca que nos foiadaipelos matematicos Egipcios
dos primordios.

Actualmente, trata-se de uma visao ultrapassadgudosdo as capacidades
matematicas que todas as pessoas devem desenwijeras capacidades de calculo
nao correspondem as exigéncias da sociedade awtstd, que, por exemplo, as
maquinas dos supermercados calculam a soma dowutgspdos trocos e as
percentagens, o que demonstra que no dia-a-dieehaswexigéncias de calculo do que
no passado. Naturalmente, que o calculo faz “pategrante da Matematica mas
aprender procedimentos de calculo isolados, s6spando promove o contacto dos
alunos com as ideias e os modos de pensar fundaiseat Matematica e ndo garante
que eles sejam capazes de mobilizar os conhecimegl®vantes quando tiverem que
enfrentar mesmo as situacdes probleméticas maiplesnsurgidas num contexto
diferente” (Abrantes, Serrazina, Oliveira, 199918). Hoje, temos no¢do que nao é por
fazer muitas contas que os alunos aprendem afidantjuais sdo as operacdes que
fazem sentido naquele contexto. E ndo € por fap@omexercicios repetitivos, que 0s
alunos conseguem desenvolver a capacidade deaeegobblemas. Averiguamos é que
o aluno, quando executa uma “tarefa matematicameaf mecanica e sem lhe atribuir
qualquer sentido, € muito provavel que ele sejapaz de reconstituir aquilo que
parecia saber fazer perante uma situacdo que afEesguma diferenca (mesmo que
ligeira) ou que esteja colocada num contexto diteréainda que familiar)” (Abrantes,
Serrazina, Oliveira, 1999, p. 25). Dai que hoje;aapeténcias de calculo, devem estar
ligadas a problemas com situacdes concretas e @cidagde do aluno analisar a
razoabilidade de um resultado, de acordo com a lexdpde da situacao.

Na sociedade actual, apela-se ao desenvolviment@uti@s capacidades:
formular e resolver problemas, analisar e resaditencfes problematicas, raciocinar e
comunicar matematicamente e reflectir sobre osgssws e resultados.

Assistimos que, ao longo do tempo, as finalidadesnfi-se alterando porque a
sociedade assim o exigiu.

De acordo com esta ideia, a APM, &anovacao do Curriculo de Matematica
(1988), indica alguns objectivos e orientacdes &nmehtais para o ensino desta
disciplina. Segundo este documento, 0s objectiwvaig) sdo: proporcionar aos alunos
experiéncias de aprendizagens diversificadas, enbieates ricos e variados,

promovendo o desenvolvimento de capacidades e oBalié natureza cognitiva,
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afectiva e social; promover uma experiéncia pasittom significado e importante para
o aluno; os curriculos e programas de Matematic@rdeencorajar experiéncias de
aprendizagem que tem em conta os interesses dezatindividual, social e cultural
dos alunos; a avaliacdo deve recorrer a diversisumentos, ndo somente a testes e
exames escritos, individuais. Dos objectivos mapeeificos, destacamos 0s seguintes:
a resolucdo de problemas deve ser o centro do ceresida aprendizagem da
Matematica; devem-se proporcionar actividades tleagido da Matematica; o ensino e
a aprendizagem da Matematica devem promover aag¢iib das novas tecnologias,
nomeadamente, o0os computadores e as calculadorasscalha dos conteddos
matematicos, a incluir nos curriculos escolareas @ctividades propostas para a sua
exploracdo e desenvolvimento devem ter em conbdjestivos gerais.

Também no documentdormas para o Curriculo e a Avaliacdo em Matematica
Escolar (1991), sdo definidos cinco objectivos gerais gqaeeth estar presentes nos
curriculos e nas situagbes de ensino e aprendizalgermatematica. Eles sdo: (1)
aprender a dar valor a Matematica; (2) tornar-seia@ate nas proprias capacidades; (3)
tornar-se apto a resolver problemas matematico$; a@drender a comunicar
matematicamente; (5) aprender a raciocinar mateaménte” (NCTM, 1991, pp. 5-6).

O primeiro objectivo valoriza a importancia de praponar aos alunos
numerosas experiéncias relacionadas com a evotugtoal, historica e cientifica da
Matematica, de modo a poderem apreciar o papeksiaedisciplina desempenhou no
desenvolvimento da nossa sociedade contemporaegalarar as relacdes que existem
entre ela e as disciplinas que serve. O segundtdly sugere que, na aprendizagem
da Matematica, os alunos devem tornar-se confiardessuas proprias capacidades e
potencialidades matematicas, devem sentir-se capdee utilizar o seu poder
matematico nas tarefas propostas e nas situacobematicas que surgem no mundo
que o rodeia. O terceiro objectivo é a primeiramodaAgenda para a Accaonde se
salienta que o foco da Matematica escolar é augdolde problemas. E, por fim, os
dois ultimos objectivos referem-se a capacidadeatlosos para comunicar e raciocinar
matematicamente. O primeiro implica a aprendizagemsinais, simbolos e termos da
Matematica;, o segundo destaca, como elementos rhemtais da actividade
Matematica, a formulacdo de conjecturas, as joatiies e construcdo de uma
argumentacao.

Ainda segundo o citado documento, estes objeciivgdicam que os alunos

devem:
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e participar em numerosas e variadas experiénciasioeladas entre si,
gue os encorajem a dar apreco ao desenvolvimenfdadematica, a
desenvolver habitos de pensamento matematico engpreender e
apreciar o seu papel da Matematica na vida da hidaca)

» ser encorajados a explorar, a fazer tentativase®mo a fazer erros e a
corrigi-los, de tal modo que ganhem confianca na capacidade de
resolver problemas complexos;

» ler, escrever e discutir Matematica e, ainda, anjar, testar e construir

argumentos sobre a validade de uma conjectura.

No curriculo de Matematica, definem-se finalidadesbjectivos de ensino que
contemplam, quer aspectos de natureza essencialmeeghitiva, quer aspectos de
natureza efectiva e social, ao nivel da aquisicdesenvolvimento de conhecimentos,
de capacidades e de atitudes e valores.

Os objectivos gerais do curriculo de Mateméaticesgmtado, em 1991, para o
Ensino Bésico, foram: desenvolver a confianca epr@rio, desenvolver o raciocinio,
ampliar o conceito de numero, desenvolver o cajcdésenvolver a capacidade de
comunicacao, desenvolver a capacidade de utilizetagematica na interpretacdo e
intervencdo no real, iniciar-se em processos edéerde tratamento de informacéo,
desenvolver o conhecimento do espaco, desenvolabitos de trabalho e de
persisténcia, desenvolver o conceito de funcaemiedver o espirito de tolerancia e de
cooperacao, desenvolver a capacidade de resolugdurathlemas e desenvolver a
curiosidade e gosto de aprender.

O documentdOrganizacdo Curricular e Programas: Ensino Béasicd Giclo,
propdem cinco finalidades para o ensino destapdisali

» desenvolver a capacidade de utilizar a Mateméatimanoc instrumento de
interpretacdo e de intervencao no real;

* promover a estruturacdo do individuo no campo thsgmento, desenvolvendo
0S conceitos de espaco, tempo e quantidade, doestando relacdes logicas,
avaliando e hierarquizando;

» desenvolver as capacidades de raciocinio e reésplag problemas, de
comunicacao, bem como a memoria, o rigor, 0 esyiritico e a criatividade;

» facultar processos de aprender a aprender e casdmie despertem o gosto

pela aprendizagem permanente;
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e promover a realizacdo pessoal mediante o desemamho de atitudes de

autonomia e cooperacao (p. 175).

Neste documento “atribui-se ao ensino da Matematicen dupla funcgéo:
desenvolvimento de capacidades e atitudes; aqoisig&conhecimentos e de técnicas
para a sua mobilizacao” (p. 171).

E de salientar que muitos dos aspectos focadoslomsnentos anteriormente
referidos estdo presentes nas orientagbes curasulpropostas em 1991, “ainda que
em formulages nem sempre muito claras e com uticallagéo por vezes deficiente,
nao so entre diferentes niveis de objectivos, rmagém entre esses objectivos e as
outras componentes curriculares, nomeadamente oteltims e as orientacdes
metodoldgicas” (APM, 1998, p. 21).

Mas serd que os objectivos e finalidades propasttio a ser concretizados e
alcancados?

No curriculo de 1991 foram introduzidas alteracgigsificativas em relacao aos
gue vigoravam até finais da década de oitenta. Cpouemos verificar, as novas
orientagbes curriculares valorizam uma grande dade de objectivos; no entanto,
“existe uma articulacdo frequentemente deficient®y s6 entre diferentes niveis de
objectivos, mas também entre 0s objectivos e osteddns e as orientacdes
metodoldgicas” (APM, 1998, p. 31).

O documentdMatematica 2001- Diagndsticos e Recomendagdes @&asino
Aprendizagem da Matematicpublicado em 1998, recomenda com base num estudo
realizado entre Marco de 1996 e Outubro de 1998tivamente aos objectivos e

finalidades do ensino basico que:

“devem ser clarificadas as grandes finalidades pagasino da Matematica propostas
nos curriculos, quer ao nivel da sua formulacéer qo nivel da sua articulagdo com os
objectivos gerais, proporcionando maior integrac@ios diversos dominios

(conhecimentos, capacidades e atitudes e valoresyier énfase nos objectivos dos

dominios das atitudes e valores relacionados chlatamatica” (APM, 1998, p. 31).

Neste relatdrio, analisam-se questfes relacionadas as finalidades e os
objectivos do ensino da Matematica, que constampnogramas em vigor de 1991.
Nesse estudo, relativamente a importancia que afegsores atribuem as diferentes

finalidades, verificamos que os mesmos valorizarinasidades associadas directa ou
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indirectamente com a Matematica, ou seja, as mladias com o raciocinio e resolucdo
de problemas e a capacidade de utilizar a diseigiimo instrumento de interpretacao e
de intervencéo no real. Sendo que as finalidadetoddnio das atitudes e valores, e as
gue nao estdo associadas a Matematica sdo memozadds pelos professores. Em
relacdo a importancia que os professores atribuzsrdderentes objectivos gerais do
programa, verificamos que estes valorizam mais bgcbvos que visam 0
desenvolvimento de capacidades que lhe estdo adasc{raciocinio, utilizacdo da
Matematica em situacOes reais, resolucdo de pralslgenme valorizam menos os
objectivos relacionados com a aquisicdo e desemehto de conhecimentos,

directamente relacionados com contetidos matemakcassim que:

“como grande finalidades para o ensino desta disaipse da especial relevo ao
desenvolvimento da capacidade de resolver probleamds raciocinar e comunicar
matematicamente, ao desenvolvimento de atitudestiyass nos alunos face a
Matematica, nomeadamente a confianga nas suasgg@apacidades e potencialidades
matematicas, a valorizagdo da Matematica como np&wmio cultural de grande
importancia na evolucao cientifica e social, e gacaade de utilizar a Matematica para

uma melhor compreenséo do mundo”(APM, 1998, p.21).

Também no parecer da APM sobre o procesdeallexdo Participada sobre os
Curriculos do Ensino Basi¢casao salientados aspectos que devem ser discutidos e
clarificados em relacéo as finalidades dos progsaenavigor, nomeadamente, quais as
competéncias e aprendizagens essenciais que deeemdesenvolvidas, como
consequéncia das finalidades estabelecidas parsiadEBasico, com a indicacdo das
responsabilidades/contributos de cada ciclo. Tamioémno aspecto que deve ser
analisado e discutido, antes de definir um conjalet@ompeténcias e de aprendizagens
essenciais, € se 0 Ensino Basico deve ser oriepsdo prosseguimento de estudos ou
deve ser orientado, principalmente, para a intégra@ vida activa.

A publicacdo em Abril de 2000, do documemonciples and Standards for
School Mathematicslo NCTM, veio actualizar e dar novo impulso acggao pratica
dos seus documentos anteriores, os Standardssahoreiculo, a pratica profissional e
a avaliagdo. Este confirma as ideias essenciaisNdasas para o Curriculo e a
Avaliacdo em Matematica EscoldNCTM, 1991), mas propde diversas alteragoes.
Neste documento, a expressdao “poder matematicog gonstituia uma ideia

aglutinadora do documento de 1991, desaparecea vessio e ndo se da tanto énfase a
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ideia de que os alunos podem e devem fazer Matm&Horém, outras ideias
continuam a ter um lugar de destaque, como por giera resolucdo de problemas,
que, no novo documento, € um dos standards de gs@mcé&mbora ndo estejam
definidas de um modo explicito um conjunto de foedes para o ensino da disciplina,
da a entender que estas se desdobram por quatdegrdominios, nomeadamente: (i) o
uso da Matematica na vida de todos os dias, irdum exercicio da cidadania; (ii) a
sua apropriacdo como parte da heranca cultura); iiseu uso em actividades
profissionais e (iv) o seu uso pela comunidadei¢aca cientifica (NCTM, 2000, p.4).
Convém referir que este documento foi elaboraddaesm conta as realidades e o
contexto americano, pelo que seria um erro trangstes standards sem serem
adaptados, de forma critica, a realidade portugis@ntanto, constitui um importante
documento de trabalho para ser estudado e anabsaxdi@mmente por todos aqueles que,
em Portugal, se interessam pelo ensino e aprermiizdg Matematica.

Em 2001, o Ministério da Educac¢éo publica o documénCurriculo Nacional
do Ensino Basico — Competéncias Essencaisle sdo definidas duas finalidades para
0 ensino da Matematica: (1) proporcionar aos alwmascontacto, com as ideias e
métodos fundamentais da Matematica que lhes pempitaciar o seu valor e a sua
natureza e (2) desenvolver a capacidade e conffmgsnal no uso da Matematica para
analisar e resolver situacbes problematicas, pamoainar e comunicar. Estas
finalidades para o Ensino Basico, na disciplinaMBgematica, ficaram directamente
relacionadas com um conjunto de competéncias cenaglds “essenciais’, que 0s
alunos deverdo adquirir ao longo do seu percursolasnos, primeiro, segundo e
terceiro ciclos.

De acordo com Ponte, Matos e Abrantes (1998), aspeteéncias sédo de
diversos niveis de complexidade. As competéncemeantares implicam processos de
simples memorizacdo e execucdo, incluindo o confetio de factos especificos,
terminologias, conceitos, procedimentos e a capdeicbdsica de comunicagdo. As
competéncias intermédias dizem respeito a tarefasegvolvem um grau maior de
complexidade, como a compreensdo de relacbes ntataspade argumentacao
matematica, a resolucado de um problema relativasrg@ntples ou a aplicagdo de ideias
conhecidas a situagbes simples. As competénciasrdiem superior implicam a
capacidade de lidar com novas situacdes, que mchuexploracdo e investigacdo, a

formulacao e o teste de conjecturas, a resolucdoaidemas relativamente complexos,
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a realizacdo e a critica de demonstracdes, a ardlisca de teorias matematicas e a
modelacao.

Convém referir que estas finalidades propostasundcalo de 2001, resumem
as que ja foram apresentadas na reforma anterimntu@o, encontramos muitas
dificuldades na consecucédo das finalidades do emanMatematica. Por exemplo, no
programa do Ensino Basico foram poucas as altesagdectuadas; no entanto,
pretende-se que os alunos desenvolvam uma sémendpgeténcia, na sua passagem
pelos trés ciclos do ensino correspondente. Ou s@gaensino orientado para 0s
processos e ndo para 0s conteldos ndo deixa deaprde conteldo, mas exige que
estes sejam actualizados ou reorientados, pararisa tcoerente com o curriculo de
2001. Neste sentido, o programa deveria ser nmaitatio, para que cada aluno possa
desenvolver determinadas competéncias que necesdsi@ tempo para serem
desenvolvidas e amadurecidas.

Outro aspecto, a ter em conta é o facto do cuaifater referéncia a um
conjunto de recursos necessarios a sua concraijzgg@ incluem a utilizacdo de
materiais manipulaveis e das tecnologias, nomeaaamas calculadoras e o0s
computadores. No entanto, em muitas escolas, BS3850S sdo escassos, dificultando,
para muitos professores, o0 exercicio da sua pafistfelizmente, a ideia de que a
Matematica € uma disciplina arida, abstracta, delique giz permanece presente em
muitas escolas, sendo um dos motivos que justifiaaapatia e a falta interesse nas
aulas actuais. Por exemplo: no tema de Geometriaurdculo faz referéncia a
utilizacdo de matérias manipulaveis e de softwamsrgetrico. O problema € que muitas
escolas néo dispdem de meios logo, dificilmenterofessor podera desenvolver certas
competéncias nos alunos. Na nossa opinido, pargrofessor desenvolver o seu
trabalho bem, terdo de existir essas condicbesdeSte modo a concretizacdo do
curriculo faz sentido, visto que o que esta praser curriculo € muito diferente da
realidade existente nas escolas.

Em suma, a falta de meios e infra-estruturas,ta ¢ formacao de professores,
direccionada para as necessidades dos docenteenad@ do programa, sdo algumas

das razdes que dificultam a concretizacdo dasdedés do ensino da Matematica.
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2.2.2. Finalidades do ensino da Geometria

Na década de cinquenta, dava-se muita importanGiecinetria, porque era ela
gue proporcionava o rigor. Mas, com a MovimentdViddematica Moderna o papel da
Geometria no ensino foi desvalorizado, sendo \@ptenas como “ uma parente pobre
da algebra linear, sem grande interesse para sqgosnento dos estudos” (Abrantes,
Serrazina e Oliveira, 1999, p. 67). No entanto, altgnos anos assistimos a uma
revalorizagdo da geometria nos programas destgldsc Hoje a aplicabilidade deste
item tem como finalidades permitir ao aluno o deskmmento do raciocinio, mostrar
como a Matematica se relaciona com outras areasodbecimento, desenvolver a
capacidade de usar a disciplina como instrumentotdpretagéo e intervengao no real,
desenvolver a capacidades de organizacdo e de mam@im, quer escrita ou oral,
desenvolver o espirito critico e a criatividad@npover a realiza¢do do individuo como
pessoa, favorecendo as atitudes de autonomia eregadp. Para tal, cabe ao professor
propor actividades de constru¢cdo e manipulacdo ddelos, ligadas a problemas
histéricos; de exploracdo de programas de computade exploragdo das conexdes da
geometria com outras areas da matematica.

A Geometria esta presente no mundo que nos rasendp uma das razdes pela
qual deve ser ensinada. Por exemplo, esta present@érias areas do conhecimento da
nossa sociedade actual: na Producao Industriddesagn, na Arquitectura, na Biologia,
na Coreografia, na Medicina, na Topografia, nag#\Rlasticas. Estas areas dependem
cada vez mais de raciocinios geométricos ou dondebémento de capacidades
visuais. Portanto, a aprendizagem da geometriss esulgs potencialidades, tem de ser,
inevitavelmente, valorizados no ensino actual. ddro lado, “o conhecimento basico
das formas geométricas € importante na vida qaotidipara as pessoa se orientarem,
estimar formas e distancias, fazer medicfes indisegu apreciar a ordem e a estética
na natureza e na arte. E, também, importante nardoatdo, por exemplo, para dar e
receber informacgdes relativas ao modo de se chegam dado lugar” (Abrantes,
Serrazina e Oliveira, 1999, p.69).

Segundo Barbosa (s.d.), para justificar a presdagaeometria no curriculo de
Matematica, bastaria o argumento de que, sem estaesi®, as pessoas nao
desenvolveriam o pensar geométrico ou o raciooiigaal e, sem essa habilidade,
dificilmente conseguiriam resolver as situactesida que fossem geometrizadas. Sem

a Geometria, a leitura interpretativa do mundodesa incompleta, a comunicacéo das
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ideias fica reduzida e a visdo da Matematica temadistorcida. Por exemplo, tarefas
tais como, escolher um itinerario num mapa ou pemwdum quadro numa parede,
exigem um sentido de orientacdo no espaco, ou S&a, necessarios, alguns
conhecimentos de Geometria.

Neste contexto, actualmente, o ensino da Geomeggundo as novas
orientacdes curriculares, ocupa um lugar importaqier no Ensino Bésico, quer no
Ensino Secundario.

Relativamente ao ensino da Geometria, no tercalo, @ste inicia-se no sétimo
ano, com o estudo da semelhanca de figuras e dgopos$; perimetros, areas e
volumes; posicao relativa de planos e rectas; asgpropriedades dos triangulos e dos
quadrilateros. No oitavo ano, o estudo da Geomessia presente no capitulo de
decomposicao de figuras e Teorema de Pitagoramdsiggeométricos e translacdes. Por
fim, no nono ano estuda-se as isometrias, a trigefta e a geometria no espaco
(sélidos geométricos, areas e volumes de solidsscdo relativa de rectas e planos).

A Geometria € um tema propicio ao desenvolvimento pensamento
matematico, através da realizacdo de investigagdesoutras actividades, contribuindo
para que os alunos possam manipular, observar,asammlescobrir, construir, tracar,
medir, recortar, conjecturar, procurar e verifipaopriedades, trabalhar com puzzles,
utilizar raciocinios indutivos e dedutivos, fazebecos para melhor compreender um
problema, discutir ideias, procurar argumentos rmwm@ntes, resolver problemas por
construcdo. S6 assim, os alunos poderdo desenvidterminadas competéncias ao
longo da sua educagéo basica.

Segundo Abrantest al. (1999), o raciocinio geométrico € uma das comgeén
matematicas a desenvolver nos alunos. Como tdisareacao, a experimentacdo com
materiais manipulativos e a construcdo de modaladiam no desenvolvimento de
determinadas competéncias gerais definidas parsio&Basico. De facto, Gurriculo
Nacional do Ensino Basic2001) indica que todos os alunos devem estas guoa
realizar constru¢cdes geométricas, para reconheearaksar propriedades de figuras
geomeétricas, recorrendo a materiais manipulavais@tware geomeétrico, para utilizar
a visualizacdo e o raciocinio espacial na andlisesituacbes e na resolucdo de
problemas em Geometria e em outras areas da Matam@aara formular argumentos
validos recorrendo a visualizacdo e ao raciocigpaeial. Além disso, os alunos devem
estar predispostos para procurar e explorar padgeEsmeétricos e investigar

propriedades e relacbes geométricas. Finalmente, ptate das finalidades da
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Geometria, das grandezas e da medida, desenvalgealnonos a sensibilidade para
apreciar esta area da Matematica no mundo realrecanhecer e usar as ideias
geomeétricas nas mais variadas situacoes, por egemglcomunicacdo. Com 0 ensino
da Geometria pretende-se no terceiro ciclo, “adaptipara visualizar e descrever
propriedades e relagbes geométricas, atraves diaeapdcomparacao de figuras, para
fazer conjecturas e justificar os seus raciocingogiptiddo para realizar construcdes
geomeétricas, nomeadamente quadrilateros, outrdggnals e lugares geométricos; a
compreensao do conceito de forma de uma figura gema e o0 reconhecimento das
relacbes entre elementos de figuras semelhantepti@do para resolver problemas
geomeétricos através de construgdes, nomeadamevidévemdo lugares geométricos,

igualdade e semelhanca de triangulos, assim comma jestificar 0s processos

utilizados; o reconhecimento do significado de fidlam e a sua utilizacdo no calculo de
areas e volumes de sdlidos e de objectos do mwadoem situacdes diversificadas; a
predisposicdo para identificar transformacdes gé&icaé e a sensibilidade para
relacionar a Geometria com a arte e com a técaitendéncia para procurar invariantes
em figuras geométricas e para utilizar modelos g#ooos na resolucdo de problemas
reais” (Ministério da Educacéo, 2001, p. 63).

E nitida a importancia dada, actualmente, & Gedmeto curriculo de
Matematica, nos documentos oficiais da ultima ratocurricular e em todos os niveis
de ensino. Visto que a Matematica faz parte de waminponio cultural que é
determinante na organizagdo da nossa sociedatha-derimportante que os alunos
contactem com esse patriménio. Como tal, a Geaangtre deve ser ensinadas nas
escolas, ao longo de todos os ciclos, deve serlaague nos permite interpretar e
intervir no espagco em que vivemos. Segundo RitdaoBa%esta inclui a visualizacdo de
objectos, a sua representacdo, a manipulacdo depsasentacdes e a criacdo de novos
objectos; inclui também a resolucdo de problemasaplecacdo da Geometria a
situacdes da vida real, a sua ligacédo a arte, @felbso, Fonseca, Ponte e Abrantes,
1999, p. 70). Nesta perspectiva, 0 curriculo nageide ser organizado em torno de
conceitos geométricos (poligonos, circunferénca@reulo, areas e volumes) pois nao
revela utilidade para o aluno, isto porque s6 fatido quando for aprendido pelo
aluno num contexto de aplicacdo, intervencdo nagespm que vive; dai falarmos no
desenvolvimento de competéncias matematicas. Seduddardo Veloso, o curriculo
de Geometria deveria ser organizado em torno dasideificadoras como Visualizacao

e Representacao, Simetrias, Formas e Dimensdesmipéota se uns alunos conhecem
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melhor a familia dos poliedros arquimedianos e osutconhecem a familia dos
deltaedros. Neste sentido, ndo séo 0s objectosé&igons que interessam, porque esses
sdo esquecidos, mas a qualidade do pensamento &tiatere as capacidades que o
aluno desenvolveu.

A Geometria tem um papel indiscutivel no ensinoMi#ematica pelo seu
caracter formativo e estruturante do pensamentoem#ico de cada pessoa,
nomeadamente na interaccdo das conexdes dos osngedmeétricos entre si ou com
outros matematicos ou ligados a outras ciénciaprdessor devera, neste sentido,
propor aos alunos actividades interessantes e adeaguao seu nivel de
desenvolvimento e maturidade. O desenvolvimentotedaologia (computadores e
calculadoras) e a utilizacdo de materiais manipaatcontribui para que a énfase no
ensino incida nos aspectos mais conceptuais danMéta em detrimento dos seus
aspectos mais mecanicos. A aquisicdo de conheosiembateméticos e o
desenvolvimento de determinadas capacidades imglieao aluno, enquanto pessoa,

possa ter uma participacao critica e interventavaatiedade.

2.3 - Perspectiva histérica da Geometria nos progrnaas de Matematica

Veloso (1998) refere que, durante a década quaesniaquenta - Matematica
Classica - o curriculo da Geometria dos liceusatinlois conteddos principais: as
construcbes geomeétricas, que permitiam aos profEsspromoverem actividades
interessantes de resolugéo de problemas, e o esau@eometria euclidiana no plano e
no espaco, no estado exacto em que Euclides aaeixa

Embora a nivel internacional, a discussdo sobmograma de Geometria era ja
debatido desde a década de 20, em Portugal, davsitoacdo politica que gerou um
isolamento cientifico, s6 durante os anos trirgate — quarenta e sete € que comegaram
a ser debatidas questdes relacionadas com o edairdatematica. Veloso (1998)
destaca Aniceto Monteiro, Ruy Luis Gomes e Bentdekus Caraca e a criacdo da
Gazeta Matematica como 0s principais responsaetisdebate sobre a forma como o
ensino da Matemética estava a ser ministrado, emud2d. A criacdo da Gazeta de
Matematica permitiu a publicacdo de artigos qudajam a reflexdo sobre as questbes
do ensino. Em relagcdo a Geometria, Veloso (1998) r&deréncia a dois artigos
publicados nessa revista de Matematica de Emmael@asto. O primeiro artigo
intitula-seUm Método Activo no Ensino da Geometria Intuitikeduzido por Sebastido

e Silva, em mil novecentos e quarenta e sete. Nesiatora propée um novo tipo de
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abordagem para o ensino da Geometria em que “suhsti método descritivo por um
método construtivo com passagem do concreto acaatistdo complexo ao simples e,
portanto, ordenacéo do curso segundo o desenvaitantestorico” (Veloso, 1998, p.

21). O segundo artigo € publicado em 1953 e iatitaél Films di geometria di Jean

Louis Nicolet A autora destaca a utilizagdo de filmes no ensomno uma das formas
de introduzir na escola movimento.

No Programa do Ensino Primario (Decreto — lei n982, 28 de Maio de 1960)
0s temas ensinados aos alunos eram a Aritméticaemmetria. O ensino da Geometria
era apenas leccionado na terceira classe, sendsspe menos aprofundado que o de
Aritmética. Os numeros e as operacdes aritmétiamentares eram o tema mais
abordado, dando-se grande énfase ao treino dasagcle calculo. Nesse decreto eram
dadas as seguintes instrucfes em relacdo ao etsigeometria: “A Geometria [...]
nao pode ser ensinada pelo método que lhe é prégaoé, dedutivamente. A isso se
opde o caracter elementar do programa, por suanfazsto pela idade dos alunos. Os
processos a utilizar serdo a observacdo, a arél@ada a imaginacado criadora das
criancas” (Programa do Ensino Primario, 1960, oitaih Porfirio, 1998, p. 34).

No programa de Matematica do Ensino Liceal (Decrét@B7.112 de 22 de
Outubro de 1948) no 1° Ciclo (actuais 5° e 6° ampsjnava-se a Aritmética e a
Geometria. “Com o ensino da Matematica, neste ,quietende-se que o aluno adquira
o habito de observar factos e generalizar resudtade sistematizar e classificar as
propriedades estabelecidas experimentalmentemedsixar de estimular a curiosidade
e o interesse, pretende-se ainda habituar a creamgacentrar-se sobre a matéria em
estudo, a executar com ordem e cuidado as experségue constituem o fundo deste
ensino e a registar, no seu livro ou no seu cagderom métodos e asseio e em
linguagem adequada ao seu desenvolvimento meidtalapenas as experiéncias em
gue tomou parte ou viu fazer no curso, mas tambéuecse pode inferir delas e esteja
no ambito deste programa” (Decreto n°® 37.112 dde2@utubro de 1948). Em relag&o
ao tema Geometria nas observacdes finais do pregrséio salientados aspectos a ter
em conta aquando 0 seu ensino, tais como: a olgderva experimentacdo e a
utilizacdo de materiais didacticos. No Decreto #°LB2 de 22 de Outubro de 1948,
pode ler-se, nas observagoes, algumas recomendga@es ensino da Geometria,

“(...) os conhecimentos de Geometria continuam a isidge por intuicdo sensivel

baseada na observacdo e na experiéncia, sendommmsimcdes ldgicas totalmente
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banidas e substituidas por verificacbes experimenRecomenda-se particularmente
todo o cuidado com o rigor das definicbes e conodare sistematizar e coordenar os
conhecimentos que 0s alunos vao adquirindo porexjerimental” (Ministério da
Educacéo, 1948).

Também faz referéncia ao uso de materiais did&ctiais como: coleccao de
figuras planas, solidos geométricos, em cartdo muneadeira, caixas de pesos e
medidas, balancas de Roberval, provetas graduadaswgas.

Apesar destas observacdes, na pratica, o ensindatiemética era dirigido,
essencialmente, para a resolugéo de exerciciovistara memoriza¢do, a mecanizagao
e ao calculo.

Em relacdo aos conteudos verificamos algumas sanmgdh, em termos de
listagem de temas, entre os programas de Matentti2d Ciclo actualmente em vigor,
e o0s do 1° Ciclo do Ensino Liceal.

Em relacéo ao 2° Ciclo do antigo Ensino Licealyaist sétimo, oitavo e nono
anos de escolaridade), os temas ensinados aos atara uma iniciacdo ao estudo da
Algebra e Geometria (Decreto n° 37.112, de 22 dml®o de 1948). Ensinava-se nos
liceus a Geometria de Euclides, no estado exactgueneste a deixara. Assim, o rigor e
o0 sentido l6gico das demonstracdes de geometrraeakar eram considerados de
grande importancia para a aprendizagem da Matemgtiois os alunos adquiriam
habitos de precisédo de ideias e de linguagem, gurifiam aplicar o raciocinio légico-
dedutivo ndo s6é a outras ciéncias, como a questidewida real. Neste ciclo
“recomenda-se 0 uso de modelos, principalmente eom@tria no espaco, ndo com a
finalidade do 1° Ciclo, mas porque a observacdoegperiéncia devem preceder as
demonstracdes; estas seréo feitas por vezes samsaecfiguras na pedra, servindo o
modelo de base ao encadeamento logico dos ra@etifidecreto n° 37.112, de 22 de
Outubro de 1948).

No 3° Ciclo do Ensino Liceal (actuais décimos eirdécprimeiro anos)
estudava-se a Algebra, a Geometria Analitica, gofibmetria e a Aritmética Racional.
As indicagbes dadas no programa eram que “o esladMatematica, no 3° Ciclo
devem contribuir para o aluno uma ginastica intakoque lhe permita raciocinar com
precisao e clareza, tanto no campo cientifico camwida pratica” (Decreto n°® 37.112,
de 22 de Outubro de 1948). Focam, também, no pragdo 3° Ciclo, a importancia da
histéria da Matematica, sugerindo que esta dewar estacionada com o0s assuntos
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tratados nas aulas e deve ser adaptada a mentaldiasl alunos. Segundo as
observaces feitas no programa, os factos da iaisdér Matemética “constituem um
poderoso auxiliar para a boa compreenséo de aprestdes e, por vezes, também um
incitamento ao trabalho” (Decreto n°® 37.112, del@Dutubro de 1948).

S&o estes programas que se mantém em geral atddadie sessenta, embora
sejam feitas pequenas alteracdes introduzidasOeseto n° 39.807, de 7 de Setembro
de 1954 e pela Circular n° 2026 de 14 de Marco9®® Ha Direccdo-Geral do Ensino
Liceal. Nesta circular sdo indicados quais os tease corolarios e problemas de
Geometria cujos enunciados sdo de demonstracasoiugé&o obrigatéria. De uma
forma geral, o processo de ensino aprendizagematenhatica € marcado, nesta época,
pela memorizacdo e mecanizacdo. Os alunos tinhansatler de cor teoremas
geomeétricos e as respectivas demonstracfes. Geganal a que maior parte dos alunos
ficasse desanimado e “a odiar a Geometria parsto da vida” (Veloso, 1998, p. 19). E
tinham de praticar uma lista infindavel de exeodailo livro de “Palma Fernandes”,
para dominar as técnicas de calculo. Convém refprér todo o0 Ensino Liceal era
orientado para o dominio das técnicas de calcuboemManto, os resultados dos alunos,
no que concerne ao dominio do célculo, ndo eralmabtes; pelo contrario: revelavam
graves lacunas a esse nivel. Também no Ensino tditéwén, os matematicos estavam
insatisfeitos com a preparacéao dos alunos aquamdoal entrada na Universidade. Isto
porque tinham sido introduzidos novos temas restigdéada investigacdo matematica,
como a teoria de conjuntos, a ldgica e a teoriapdababilidades, mas, nas escolas
secundarias, os professores ndo estavam a pregadiscentes para o estudo destes
novos temas. Perante tal facto, quando os aluritcevam na universidade, ndo sabiam
0S NOVOos conceitos matematicos e a nova linguageoduzida pelos matematicos nas
suas investigacfes. Perante tal situacdo, comecaurgwr criticas a Matematica
Classica, o que originou um movimento de moderdizatp ensino desta ciéncia. “De
acordo com as ideias bourbakistas, a Matematicalagsdevia traduzir a prépria
esséncia da Matematica, devendo ser apresentagdaad&®rma unificadora recorrendo
a linguagem da teoria de conjuntos e da logicaiélggiando o papel das estruturas
algébricas” (Porfirio, 1998, p. 35).

Em Portugal, na década de 60, foi introduzida eelatica Moderna. No que se
refere as consequéncias das ideias da Matematicerih em relacdo ao ensino da
geometria, na fase experimental, conduzida por Sebéstidao e Silva, apenas as turmas

do 3° ciclo do Ensino Liceal, que correspondia extcs e sétimo anos, 0 peso do
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formalismo néo se fez sentir. Isto porque Sebasti8dva valorizava a visualizacao e o
desenvolvimento da intuicdo geométrica nos alunos.

Em 1963, inicia-se, assim, a experiéncia condugataSebastido e Silva sendo
aplicado a trés turmas experimentais constituiéésspmnelhores alunos do 6° ano, dos
liceus: Pedro Nunes, em Lisboa, D. Manuel Il not®er D. Jodo Ill, em Coimbra.
Nesse ano, nao existiam ainda manuais. O program2f cCiclo é alterado. Novos
temas sao introduzidos no programa experimentafjiced Teoria dos Conjuntos,
Algebra (grupos, anéis, corpos, nimeros compledgspra de Boole, algebra linear),
Célculo Integral, Probabilidades, Estatistica ec@él Numérico Aproximado. Porém,
alguns temas do antigo programa, mantiveram-seu@éDiferencial, Trigonometria e
Geometria Analitica. O programa experimental ndamésentava alteracées nos temas
tratados como, também, modificacdes na forma cosntemmas eram abordados, quer
nas relagbes estabelecidas entre eles. A discigénslatematica passa de uma carga
horaria semanal de quatro horas para seis horama&@nmEm 1968, é publicado, a 9 de
Setembro, o programa para o Ciclo Preparatorio,cogueespondia ao 1° e 2° anos, da
autoria de Sebastido e Silva. Em 1969, a expeaé&@wiMatematica Moderna abrangia
60 turmas do 6° e 7° anos.

A participacdo de José Sebastido e Silva nestemeoto ficou marcado pelo
seu contributo. Este foi quem redigiu os manuai8.éCiclo do antigo Ensino Liceal,
para alunos e professores, articulou as novas iamtéom as matérias tradicionais,
conservando o essencial dos temas habitualmenidaesis neste nivel. Nesses manuais
criou numerosos exemplos, com o0 objectivo de mosiva alunos a importancia das
aplicacdes da Matematica (embora na fase de geragi@d da Matematica Moderna, as
aplicacdes da Matematica tivessem desaparecidoopapleto).

No entanto, com a generalizacdo da reforma da Mdiesn Moderna, em
Portugal (inicio da década de 70) e a morte de Sebastido e Silva, “a situacdo do
ensino da Matemética em geral entrou numa faseedeadacédo profunda” (Veloso,
1998, p.22). Foram diversos os factores que caritebn para o estado de degradacéo
do ensino da Matematica. Segundo Veloso (1998adast-se os seguintes factores que
contribuiram para a desvalorizagcdo da Geometrensmo: a Geometria era vista como
um parente pobre da Algebra Linear, sem grandeesge para o prosseguimento dos
estudos; realcava-se o caracter axiomatico e dedda Geometria, enquanto outros
aspectos ligados a observacdo, a visualizacado, parimentacdo e a construcao

praticamente desapareceram do ensino; as actigdddectivas de Geometria ligadas
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as construcbes geométricas passaram a fazer padesaplina de Educacado Visual,

ndo existindo qualquer trabalho interdisciplinamca Matematica; o facto de muitos

professores, terem presente na sua memoaria umanmiaggativa do ensino axiomatico

da Geometria, tornando desejavel um papel reduda@eometria no curriculo de

Matematica. O ensino da Geometria, na praticaviecfoi aos poucos e pouco, sendo
reduzido do curriculo de Matemética implementadogerofessores. Na pratica, 0s
conteudos de Geometria que os professores lece@éonavam o teorema de Pitagoras e
algumas férmulas necessarias para o0 calculo dengpds, areas e volumes. Nesta
perspectiva, a intuicdo e a visualizacdo desempenima papel menor no processo de
ensino e aprendizagem da Matematica. Mas, ndo g@&oaetria, como também

actividades com grandes potencialidades, tais canmgsolucdo de problemas e a
matematizacédo do real, sdo desvalorizadas nessa,épu beneficio do formalismo e

do rigor da linguagem. Outro aspecto que contrilpata a sua desvalorizacao foi o
facto de a Geometria ndo ser necessaria para seguimento dos estudos.

Outra consequéncia da reforma da Matematica Madeamiativamente ao
ensino da Geometria, foi o facto de que aspectgaddis a observacdo, a
experimentacao e a construcdo praticamente desapamedo Ensino Bésico.

Foram os programas de Matematica desta época, equepos ajustamentos e
remodelacdes, realizados apos o 25 de Abril, gtieeemm em vigor até a reforma
iniciada em 1989.

Assim, ao longo das décadas de 70 e 80 assistaraa diminuicdo do papel da
Geometria, em Portugal, quando comparado com acsitudo ensino da Geometria
antes dos programas da Matematica Moderna.

Os programas da Matematica Moderna comecam a gieados por varios
motivos: as aplicacdes desta ciéncia desapare@eeasua visao hermética e formalista,
com grande carga de simbolismo, com uma linguagemplicada e desligada da
realidade. Isto aconteceu porque a Matematica Nadéevou os matematicos a
desprezarem a Geometria Euclidiana, reduzindora axemplo de aplicacdo da Teoria
dos Conjuntos e da Algebra Vectorial. Desta forma3eometria foi praticamente
excluida dos programas escolares.

No entanto, no panorama mundial assiste-se a unimmeaoto de regresso da
Geometria, que tem vindo a acentuar-se, atravéepuibdicacdo de livros, novos

materiais e software para o ensino da geometriagoeeras reunioes de diversos tipos
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e do lancamento de projectos. Assim, sdo variasiciativas, reflexdes e propostas
para o regresso da Geometria como tema do curideulatematica.

No panorama internacional, Hans Freudenthal (19®®)lfoi a personalidade
que exerceu maior influéncia na revalorizacdo dan@&tria, como tema fundamental, a
Matematica escolar. No seu livro intituladdatematics as an Educational Task
publicado em 1973, no capitulthe Case of Geomet{D caso da Geometrjaeste
apresenta raz0es para a renovacao do ensino dae@eoatravés de descricdes de
cursos concretos, de varios exemplos, de comest&iale observacdes. Segundo
Freudenthal, a Geometria era apresentada aos alenama forma acabada, em vez de
lhes ser dada a oportunidade para a reinvencéa.Peeferido autor “a Geometria é
compreender 0 espaco em que a crianca vive, resgeamove. O espaco que a crianga
deve aprender a conhecer, explorar, conquistamali#o a poder ai viver, respirar e
mover-se melhor” (Veloso, 1998, p.15). Freudentmadsidera que a Geometria é um
campo privilegiado para a aprendizagem da mateatdiiv da realidade e para a
realizacdo de descobertas, que sendo feitas “coprépsios olhos e maos, sdo mais
convincentes e surpreendentes” (Veloso, 1998, p.T26vez por isso, grande parte dos
cursos da sua obra, consistiam em trabalho expetainpor parte dos alunos. Dai o
facto dos alunos utilizarem diferentes materiaiscoetos e de procederem, como 0s
matematicos, nas suas investigacoes, formulandeataras e tentando justifica-las.

A teoria de Dina e Peter Van Hiele desenvolvida reeados da década de
cinquenta, na Holanda, também influenciou o ensii@o Geometria, pelas suas
caracteristicas. Esta teoria, propde que a apmgetiz da Geometria se desenvolva
atravées de uma sequéncia de cinco niveis de congdee de sucessiva
complexificacdo. Os cinco niveis de aprendizagentdametria sdo: “visualizacao”,
“andlise”, “deducéo informal ou ordenacao”, “deduddrmal’ e “rigor”. Neste sentido,
comecamos pelo nivel da visualizacdo, onde asafgsfio percepcionadas pela sua
aparéncia, passando pelo nivel dois, onde as §iggéo 0 conjunto das suas
propriedades; depois pelo nivel trés, onde os aluoalenam logicamente as
propriedades das figuras; no nivel quatro os aljln@mntendem a Geometria como um
sistema dedutivo e, por fim, o nivel cinco, em geealunos estudam diversos sistemas
axiomaticos para a Geometria. Esta progressadoceéniaida pelo ensino, uma vez que
cada aluno encontra-se num destes niveis de congdieede acordo com a sua
maturidade geométrica. Deste modo, os alunos sag@spara outro nivel superior ao

gue se encontram, com a ajuda de um ensino apdopi@onvém referir que o aluno
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pode ou nao progredir na sua compreensdo da Geant@tmodelo van Hiele veio

demonstrar que os alunos ndo se encontram todogesmo nivel de compreenséo da
Geometria e ajudar os professores a lidar com fasedcas existentes. E importante
analisar o contexto em que surge a teoria de VateHNesta década, na Holanda,
reflectia-se sobre o ensino da Geometria e os rastelidacticos tinham acabado de
aparecer. Nesta altura, surgem novos materiaictiidd: o geoplano e as barras de
Cuisenaire. Dai que esta teoria propde uma novaagpem pedagogica, que inclui uma
grande utilizacdo de materiais. Acreditavam, edtes autores que, a manipulacdo de
materiais contribui para a construcdo dos concegjemsnétricos, levando os alunos a
progredirem na aprendizagem da Geometria. Os Vale roduziram o seu trabalho
num ambiente em que estavam a ser desenvolvidass moetodos, novos materiais,
novos objectivos e novos conteudos para o ensindatamatica e em que as linhas
essenciais da reforma curricular estavam a senida$. Esta teoria de aprendizagem
valoriza a aprendizagem da Geometria como um fendmgradual, global e

construtivo.

“Gradual, porque pressupde que a intuicdo, o raumce a linguagem
geométrica sdo adquiridos gradualmente. Globafjymuma figura ou propriedade ndo
sdo abstraccBes isoladas mas antes estabelecepdeselamas com as outras e
pressupdem niveis mais simples ou mais complexesltegs déo outros significados.
Construtivo, porque pressupdem que ndo existertigardo de conhecimento mas antes

que o aluno deveré construir ele proprio os sensaitws” (Matos, 1988, p. 10).

A publicacdo da NCTM (1991) contribuiu para a reviab¢cdo da Geometria
como tema da Matematica escolar. Neste documentgefaeferéncia a topicos de
Geometria para o Ensino Basico, a que se devemmaiar énfase num ensino renovado
de Matematica: o desenvolvimento da compreensaoliestos geométricos e das suas
relacdes; a utilizacdo da Geometria na resolucgwatdemas; a utilizacdo de materiais
concretos no ensino da Geometria; a utilizaca@deologia apropriada e exploracao; a
integracdo da Geometria em todos os temas e ens wgl@anos de escolaridade e a
aplicacdo da Geometria quer no contexto matem@tieo no contexto de situagcbes do
mundo real (NCTM, 1991, p. 86). Também séo referalguns tdpicos a que o NCTM
recomenda que se devem dar menor atencao, tais eomemorizacado do vocabulario

da Geometria e a memorizacgéo de factos e relap@®4.(
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Assim sendo, este documento reflecte as mudangag@ qw final da década de
oitenta se propdem para o ensino da Geometria. d@amioram publicadas varias
adendas as Norm&eometry and Spatial Sengdvel de escolaridade K-6geometry
and the Middle Grade&-8) eGeometry from Multiple Perspectivé®-12); a revista do
NCTM publicou numerosos artigos sobre Geometria engino desta &rea da
Matematica, desenvolvendo as recomendagfes dasaBSloemdas Adendas. Essas
reflexbes sobre o ensino da Geometria tiveram ‘@gquisncias diminutas na situacao
portuguesa” (Veloso, 1998, p. 31), uma vez que sisnarde, em 2001, foram
adoptadas, aquando a Renovacéo Curricular.

O ensino da Geometria, em Portugal, iniciar-sedvés dos computadores e da
sua utilizacdo no ensino. O aparecimento do progra@®GO, por volta de 1986, em
Portugal, de Seymour Papert, despertou o inteqgmseo ensino da Geometria Plana
Elementar. Em 1986, realizam-se as primeiras e3padas de utilizacdo da linguagem
LOGO no Ensino Primério; também neste ano criaroksbes de computadores em
diversas escolas do Ensino Preparatorio e Second&sie programa proporciona um
ambiente de trabalho facilitador da construcéo eterthinados conceitos geométricos,
estimula o desenvolvimento de importantes estrasédg pensamento, fundamentais no
processo de resolucdo de problemas. Também proparaima maior interac¢ao aluno-
aluno e aluno-professor, estimulando e despertarad@luno a curiosidade. Ainda
contribuiu para o surgimento da Geometria, 0 afraeto do Projecto Minerva, em
1985, tendo como objectivo promover a introducéa® téanologias da informacao no
ensino ndo superior em Portugal e a realizagcdoS#asanas do LOGO, sendo a
primeira realizada em 1987, no distrito de Portale@ de salientar que o papel do
professor e do aluno séo bem diferentes das aaldisibnais. Nestas aulas, o professor
para aléem de fornecer informagcdes basicas, orgaaszaprendizagens de forma a
conduzir os alunos a (re)descoberta de conhecimgetmmétricos, assume-se como um
gerador de problemas, um animador de discussoessestematizador das descobertas.
Os alunos tém um papel activo, uma vez que sadfigdss a abordar situacdes
geomeétricas que antigamente lhes eram apresentzmtas factos indiscutiveis,
tornando-se agente da construcdo do seu propriteconento. Este tipo de actividades
desenvolve no aluno outras capacidades importg@iesa estruturacdo do raciocinio
geomeétrico: a visualizacdo e a intuicdo geométrica.

Os programas de Matematica, da década de seteitent, “sdo uma curiosa

mistura de Matemaética formalista, no estilo modeown Matematica computacional,
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no estilo tradicional” (Ponte, 2002, p.7). Convéeferir que “o formalismo foi um
programa ambicioso que visava construir uma fundéagéo inatacivel para a
Matematica, objectivo que ndo conseguiu alcangzohte, 2002, p.5).

Os resultados dos alunos na disciplina de Matemabatinuavam maus, assim
como a insatisfacdo dos matematicos com a premacagl que os alunos entravam na
Universidade, visto que nao tinham melhorado as apeendizagens. Tal facto, leva a
Sociedade Portuguesa de Matematica a organizasvdebates onde se pedia a revisdo
dos programas de Matematica. No final da décadaosenta a tendéncia era a de
revalorizacdo da Geometria no curriculo de Matezaati

Em 1986, foi criada a Associacdo de ProfessoreSlatematica (APM). Esta
criou uma revisteEducacdo e Matematicande publicou vérios artigos e realizou
diversas sessbes praticas sobre Geometria nosteg@muais, contribuindo, deste
modo, para o regresso desta area ao processoide eraprendizagem da Matematica.
Em 1988, surge a primeira publicagdo de um livre qcentiva o uso de materiais
manipulaveis na sala de alaGeoplano na Sala de Autie Lurdes Serrazina e José
Manuel Matos. Este livro contribuiu para estimwautilizacdo deste material didactico
na sala de aula, pois sugere numerosas propostesbdéo. Além de apresentar uma
metodologia inovadora para o ensino da Geometrtansificava, também o uso de
materiais manipulaveis. Segundo Veloso, “0s masenaanipulaveis iniciavam o seu
regresso a sala de aula, movimento que nao detkasa intensificar até a actualidade”
(p. 32).

Também no Seminario de Vila Nova de Milfontes, imsmlo em 1988,
organizado pela APM, debatem-se varios aspect@ioehdos com o ensino da
Matematica. Desse encontro € elaborado e publigadlivro “Renovacédo do Curriculo
de Matemaética”, que contém as principais orientagdericulares da década de oitenta.
Estas perspectivas contrastavam fortemente cormogsamas ainda em vigor na época.
Perante tal facto, o Ministério da Educacao iniciemn 1989, uma reformulacdo geral
do curriculo de Matematica. As equipas propostés Meistério da Educacao tiveram
em consideracdo as recomendacfes dessa épocag@ia® da Matematica, aquando
da elaboracado do curriculo. Algumas das recomerdggéra a renovacédo do ensino da
Geometria foram: actualizar ou reorganizar os calde da Geometria, utilizacdo das
novas tecnologias e exploracdo das suas poteradakdeducativas e a resolucdo de

problemas.
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Segundo Veloso (1998), em Marco de 1990, realisones Estados Unidos um
seminario intituladoGeometry’s Futureorganizado pelo COMAP (Consortium for
Mathematics and Its Applications) para analisait@asdo do ensino da Geometria e
fazer algumas sugestdes para a sua revitalizacé@bjeCtivo principal dessa reunido era
a reforma do ensino de geometria nos colégios aama$; no entanto, 0s participantes
esperavam que a sua concretizagdo viesse, por esjaavcontrariar o ensino da
Geometria nas Escolas Secundéarias. De acordo coresd/e as principais
recomendacfes dessa reunido foram as seguintesps(lfonceitos e objectos
geométricos devem ser estruturados mais de um plentista experimental e indutivo
do que axiomatico; (2) deve ser dada tanta impodaaos aspectos combinatérios,
topologicos, analiticos e computacionais da Geomeomo as ideias méetricas; (3)
deve ser apresentado aos alunos o amplo campdickcap da Geometria; (4) deve ser
utilizada uma grande diversidade de programas dgutador (Mathematica, LOGO,
etc.), tanto como ferramentas para investigacacocoana a construcdo de conceitos;
(5) deve ser referida a histéria da Geometria reonenda Matematica; (6) devem ser
encorajados 0 pensamento e o raciocinio visuaisjgvem ser trabalhados dominios
nos quais seja possivel fazer experiéncias em Mditeam(por exemplo: pavimentagoes,
e estudo de simetrias com espelhos, entre outras).

Este conjunto de recomendacfes abrange grande dmagpensamento actual,
sobre o que deve ser um ensino renovado da Geametri

Quando se iniciou a preparacao para a reforma dmggmas de Matematica,
para os varios niveis de escolaridade, no finatlélzada de oitenta, em Portugal, ja
estavam reunidas algumas condi¢cOes favoraveis paaa Geometria recuperasse 0
lugar que Ihe competia no curriculo. Segundo Veladguns dos aspectos que
contribuiram foram os seguintes: a reflexdo sobreermovacdo do curriculo de
Matematica em torno de documentos que mencionavampartancia e o papel da
Geometria (por exemplo, &tandardsio NCTM, em forma de documento de trabalho,
surgiam em Portugal em 1988); um ambiente progcaprendizagem da Geometria
através dos materiais manipulaveis e da utilizalz novas tecnologias (experiéncia
acumulada no Projecto Minerva); compreensao pae pier um nimero consideravel de
professores, da importancia da Geometria no cloro®i Matematica.

Assim, em 1991, os novos programas de Matematic&msno Basico e
Secundario foram introduzidos nas escolas. No BriBasico assiste-se ao regresso da

Geometria. Embora varios aspectos sejam realcam®govos programas, tais como o
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valor da intuicdo, a utilizacdo de materiais malaifiwos e importancia a ligacdo com o
real, recomendam-se novas metodologias incluindbatho de grupo, o uso de
calculadoras, computadores e o0 recurso a histarislatematica. Veloso (1998) refere
que estes apresentam algumas lacunas: os prograweam uma falta de visdo de
conjunto sobre os problemas e possiveis solu¢c@asopansino da Geometria ao longo
da escolaridade. Um exemplo disso é a separacavasetormacdes geométricas ao
longo dos diversos anos (simetrias no 6° ano, $emehs no 7° ano, translacdes no 8°
ano e rotacdes no 9° ano). Veloso (1998) refemdaaiue sdo poucos 0s incentivo para
a utilizacdo de computadores no ensino da Matematim particular no ensino da
Geometria. Segundo 0s novos programas sé deveiitind-las “quando possivel”, ou
seja, se houver condicbes para a sua concretizaeadp ignorada a experiéncia do
Projecto Minerva. No entanto, existe software pa@eometria dinamica, cujos
programas sao Gabri-Géométree The Geometer’'s Sketchpgde poderiam ajudar na
resolucao de problemas, nas demonstracdes, nar@gbode situagdes, na construcao
de conceitos, sendo um método de abordagem da geopmiéerente do habitual. O
mesmo autor salienta ainda o facto de nao ter bawthhuma reflexdo nem por parte
dos autores dos programas, nem do Ministério dzddo do que implicava, ao nivel
da formacéo de professores e da criagdo de cosdigiEeescolas, as novas alteracoes
propostas para o ensino da Geometria. Também o d&cb programa apresentar uma
listagem de temas demasiado compartimentada e tesgudificulta uma abordagem
centrada na resolucao de problemas e conexdegzindduum ensino mais virado para
0 conhecimento de vocabulario, factos e relacoéguns destes factores sdo também
identificados no relatori@iagnosticos e Propostas para a Matematica Esc@l®97)

e, mais concretamente, € apontada a dificuldadeatguns professores sentem no
dominio de alguns conteudos, nomeadamente de Gesmmet que origina uma
deficiente abordagem deste tema (Ministério da &chiwm, 1997).

Os programas de Matematica do Ensino Basico fortioduzidos sem grandes
problemas, mas o0 mesmo nao aconteceu com 0s pragm@oEnsino Secundario. A
equipa nomeada para a elaboracdo dos programasiassomna carga horaria para a
disciplina de Matematica de cinco horas semanaigntanto, uma das mudancas dos
novos programas de Matematica era a reducdo da bargria de cinco para quatro
horas semanais nos décimo e décimo primeiro anesnéequéncia dessa alteracéo foi
que o programa ficou demasiado extenso para sgomecio em quatro horas semanais.

Tal facto, gerou uma onda de protestos dos prafesste todo o pais, contra 0S novos
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programas do Ensino Secundario. Houve entdo ndegleside uma nova Revisao
Curricular no Ensino Secundario, denominado “ré¢ajuento”, de que foi responsavel
uma Equipa Técnica coordenada por Jaime Carvall®lva. Assim, em 1997, é
publicado o novo programa do Ensino Secundario.

No que diz respeito & Geometria do Ensino Secumgrilemos encontrar nos
novos programas de Matematica, varias lacunas: @néteia Analitica continua a
dominar o programa desta area; as transformacd@aéfgecas e as geometrias nao-
euclidianas sdo topicos de Geometria inexistentespmograma; a Trigonometria
(funcbes e equacdes trigonométricas) ocupa parfeatwama de geometria no décimo
primeiro ano. Segundo Veloso (1998) “estes ponemmtivos resultam, sobretudo, do
facto do ajustamento ter deixado intactos os adbExt(...) do programa do Ensino
Secundario. Ora, esses objectivos, tendem a coasideensino de Matematica, no
Secundario, como preparacdo para prosseguimermstaigos superiores” (p. 36). Logo,
continuamos a valorizar a Algebra e a Anélise etridento da Geometria.

No entanto, no novo programa de Matematica do BrSetundario, publicado
em Janeiro de 1997, verificamos que a Geometripsoam lugar de destaque, por ser o
tema leccionado em primeiro lugar no décimo e nanag primeiro anos. Porém,
apesar de apresentar algumas deficiéncias, egieapra permite o desenvolvimento de
“actividades interessantes no espaco e no plardgspertem o gosto pela geometria
em todos os seus alunos e que aumentem o0 seu “gederétrico”, ou seja as suas
capacidades de resolucdo de problemas utilizarideedtes perspectivas, de raciocinio
geomeétrico, de visualizacdo e de compreensédo dgesm que vivem” (Veloso, 1998,
p.37).

Veloso considera no entanto, que “o ajustamento,Gaometria, esta ainda
bastante longe de ser aceitavel como programaopansino Secundario nesta mudanca
de milénio” (p. 37). Refere, também, que deve hawea reflexdo global sobre as linhas
de orientacdo para o ensino da Geometria ao loagodh a escolaridade, e que para
melhorar o programa de Matematica no Ensino Secimnadss objectivos do ensino da
Matematica terdo que mudar. Segundo este “ndo sivebsompreender o papel da
Matematica na construcdo da nossa sociedade segmant histéria da Geometria no
seu ensino. Neste sentido, a parte historica dan€ia ndo deve ser esquecida, nem
dada pouca relevancia. A histéria da Geometriataéminou no séc. XVIII, ou seja,

nao existe s6 a Geometria Euclidiana. Veloso cengidnportante que os alunos nao
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acabem o décimo segundo ano sem saber que paradalébeometria de Euclides,
existem “outras Geometrias”.

Em St. Olaf College, nos Estados Unidos decorreemnicontro, entre 25 e 28 de
Junho de 1997. O projecto tinha como objectivo rdoumt para melhorar a educacao
matematica do sexto ao décimo segundo ano de gdedke, através de um ensino da
Geometria integrado, ao longo destes niveis, ealdasem actividades de investigacgéao.
Eduardo Veloso foi o participante portugués nestmetro. Segundo Veloso as ideias
salientadas neste encontro estavam também a s&iddsbna comunidade de educacao
matematica em Portugal. Os objectivos especifi@stedprojecto eram 0s seguintes:
“(a) criagdo de um curriculo de Geometria que astejticalmente integrado desde o
sexto ao décimo segundo ano e planos para inséepenetria e a visualizacdo em todo
o curriculo de Matematica nestes niveis; (b) unmovacado sistematica no ensino da
Geometria” (Veloso, 1997, p. 18). Alguns dos prpsstos e requisitos colocados,
desde o inicio, pelos coordenadores do projeckativemente ao ensino da Geometria
sao: “(a) A Geometria deve ser em todos os ni\@igaa experimental, descritiva, tactil
e visual; (b) A integracdo de materiais de laboraté de computadores pode melhorar
o0 ensino da Geometria; (c) Os professores necesslta maiores conhecimentos e
compreensao da Geometria; (d) Os professores ddgsampenhar um papel principal
em qualquer projecto, que tem por objectivo resppadquestdes sobre as mudancas a
fazer no ensino; (e) Os alunos aprendem melhor dguaconstroem o0s seus
conhecimentos em Geometria através de experiéociaduzidas pelos professores: a
realizacdo de experiéncias também é fundamentaldesmenvolver o conhecimento em
Geometria dos professores; (f) Qualquer projecte cpnduza a melhoria do ensino
deve incluir um apoio continuado dado aos professpelas autoridades escolares”
(Veloso, 1997, p. 18).

A aprendizagem da Geometria proporciona aos al@nagportunidade para
realizar diversas experiéncias que l|hes permitamploex, visualizar, desenhar,
construir e comparar. A realizacdo dessas exp@€ndesenvolve, nos alunos,
multiplas capacidades do pensamento geométricalosanmais Obvia de todas a
capacidade de visualizacdo. Além disso, a Geométrian tema propicio para a
realizacdo de descobertas e para a resolucao blermias. O ensino deste tema deve ser
feito de um modo informal, partindo de experiéncias materiais concretos do mundo
real, de modo que os alunos possam formar os ¢oscessenciais. Como tal, a

manipulacdo de materiais e a reflexdo sobre asicgadies realizadas tém um papel
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fundamental na construcdo desses conceitos. Nest&s “muitos conceitos em
Geometria ndo podem ser reconhecidos ou compreendidhenos que, visualmente, o
aluno possa perceber exemplos e identificar figergzropriedades associando-os a
experiéncias anteriores” (Ponte e Serrazina, 2pQK6). Por exemplo, para que o
aluno compreenda que um tridngulo e a sua imagena fsometria, SGo congruentes,
precisa de ter a percepcdo da invariancia da faymendo h& um deslocamento.
Contudo, tal percepcdo € adquirida pela experiéolti@a através da manipulacéo de
objectos reais. No tema Geometria ha um vastissiaropo para a realizacdo de
actividades de natureza exploratéria e investigatio sendo necessario, para tal, um
grande namero de pré-requisitos.

Também no livro oEnsino da Geometria no Virar do Miléniale 1999,
Abrantes refere em relacdo ao tema Geometria algugamentos para a sua
valorizagdo no curriculo e nas aulas de Matemafigepossibilita o contacto com uma
grande variedade de objectos e situagles; (2) fgedascobrir e explorar uma grande
variedade de propriedades e conexdes, no planoespazo; (3) a Geometria contém
inimeros exemplos e concretizacdes, da relacatestesentre situacdes da realidade
concreta e situagcbes mateméticas; (4) é uma famtprablemas de vérios tipos: de
visualizacdo e representacdo; de construcdo e elkiggeométricos, envolvendo
transformacdes geométricas, em torno das ideidsroe e de dimenséo e implicando
conexdes com outros dominios da Matematica; (5aclisidades investigativas em
Geometria conduzem a necessidade de se lidar coensds aspectos essenciais da
natureza da prépria Matematica; (6) permite formwaresolver problemas, fazer
conjecturas, testa-las, valida-las ou refuta-lagcyrar generalizagbes, comunicar
descobertas e justificacdes, tornando-se um procestural; (7) permite conhecer a
historia e a evolugcdo da Matematica; (8) permitalizar tarefas de natureza
exploratoria e investigativa em Geometria, em todssniveis de escolaridade e a
diversos niveis de desenvolvimento.

Ainda em 1999 é publicado, pelo Ministério da Edéca o livroA Matematica
na Educacdo Basicasendo mais um contributo para a revisdo particpdos
curriculos do Ensino Basico. Alguns dos textos alathos por Abrantes, Serrazina e
Oliveira (1999) é feita uma reflexdo sobre algurss dgrincipais problemas da
aprendizagem da Geometria. Os autores referem cpymesmdizagem da Geometria
devera ser baseada no desenvolvimento da visuadizda verbalizacdo e da intuicdo

utilizando estas capacidades na resolucdo de pmableSalienta também o facto da
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aprendizagem baseada na observacdo, na experi@@ntaa construgcdo e na
manipulacdo, utilizando materiais manipulativos fterramentas computacionais,
designadas por ambientes geométricos dinamicos ri(Gabmeétre, Geometer’s
Sketchpad) sédo geradoras de determinadas com@eténaiematicas. Refere que uma
das consequéncias da reforma da Matematica Modesina a desvalorizacdo da
Geometria foi o facto dos aspectos, anteriormesferidos, serem esquecidos, ao ponto
de desaparecerem do ensino desta, sendo o papebdaetria, no ensino, “o de ilustrar
0 caracter axiomatico e dedutivo da Matematica’réteset al, 1999, p. 67).

Também no document®rinciples and Standards for School Mathematics
(NCTM, 2000) é realgada a importancia do ensinon@oa. Neste livro podemos ler
que “as ideias geométricas sdo Uteis para a repaes® e resolucado de problemas de
outras areas da Matematica e de situacdes daeddlaDeste modo, a geometria deve
ser integrada, sempre que possivel, noutras afedq).

Fonseca (1999) considera que o surgimento, nooirdos anos noventa, dos
novos programas para o Ensino Basico, valorizoapelpda Geometria; no entanto ha
muito a fazer neste campo e refere que ainda s@opms professores que propdem
“[...] aos seus alunos actividades que os levem radtar conjecturas e a desenvolver
capacidades de visualizac&o no plano ou no esgagnodo a enriquecer 0 seu mundo
de imagens mentais num processo de construcao aengmie activa em processos em
que intervém a intuicdo e a abstraccao” (p. 66).

Também, segundo Fonseca, existem varios aspectoslteorar: o facto do
programa do Ensino Basico ser demasiado longo eometialhado leva a que muitos
professores sacrifiquem o ensino/aprendizagem den€teia; os temas de Geometria
aparecem sem nenhuma interligacdo e muitos proésssdo realizam actividades que
levem os alunos a adquirir habitos de pensamentig eutras. Na sua opinido tudo isto
leva a que “muitos alunos entram no Ensino Secimdésolvendo (se resolvem)
problemas, particularmente de Geometria, por r@e@ti uso imediato de formularios
[...] com muito poucas imagens mentais visuais paaipular e com conceitos muito
pouco claros” (Fonseca, 1999, p. 66).

Sendo a Geometria um tema rico pelas razbes amemnbe apresentadas, pelos
diversos autores, tem implicagGes curricularesesks.

Na ultima década a tendéncia foi no sentido dalogzacédo da Geometria nos
programas de Matematica. Como tal, em 2001, o Mking da Educacao publica o

Curriculo Nacional do Ensino Basico: Competénciassesciais (Ministério da
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Educacdo, 2001). Nestas novas orientacfes cumesuta destacada a importancia da
Geometria no ensino da Matematica. O Curriculo diedido Ensino Basico propde
que todos os alunos tenham oportunidade de se vemveim diversos tipos de
experiéncias de aprendizagem (resolucdo de probleawividades investigativas e
projectos). Como tal, devemos aproveitar as paaéidades inerentes ao estudo da
Geometria. Outro aspecto, é o facto de podermdigantivarios recursos de natureza
diversa na aprendizagem da Geometria: os materiargpulativos e as tecnologias

(calculadora e o computador).

2.4 - Histéria da Geometria

A Matematica € considerada uma ciéncia importaeno tal, tem uma historia
que reflecte o pensamento de inUmeras gerac6eonfpanente histdrica no acto
pedagogico do ensino/aprendizagem da Geometriaitmanpara que os alunos possam
perceber determinado assunto, em que contextousergiporqué da sua leccionacao.
Segundo Sebastido e Silva, ensinar Matematica sestrana origem e a finalidade dos

conceitos & como falar de cores a um daltdbnicon&teuir no vazio.
2.4.1. Origem da Geometria (Grécia Antiga)

Do periodo pré-euclideano (séculos VI, V e IV aX@@p existem documentos
escritos originais, logo tudo o que sabemos dgstaaébaseia-se em referéncias ou
comentarios escritos posteriores. Eudemo de Roalesia obra intituladbBlistoria da
Geometria e da Astronomfaz alusdo a historia da Matematica grega. No émtasta
obra encontra-se perdida, o que resta dela samérs#gs de citacdes feitas por autores
posteriores. No livraComentéarios sobre o Primeiro Livro dos Elementosdelides,
de Proclo de Licia (século V d.C.), pudemos eneordfguns excertos do texto de
Eudemo. Nesta obra, encontramos uma breve hiswwiadesenvolvimento da
Matematica grega até ao tempo de Euclides.

Tales de Mileto (c. 624-547 a.C.) e Pitagoras ded3a(c. 572-497 a.C.) sdo
dois matematicos gregos considerados o0s resporsdeto impulso inicial da
Matematica nessa época.

Tales de Mileto foi considerado um dos sete sald@sGrécia antiga: era

filésofo, astronomo e matematico. Como astrénoncordhecida a sua previsdo de um
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eclipse total do Sol que ocorreu em 28 de Maio8%e&C., sendo com base nesse facto
gue sdo datados 0 seu nascimento e a sua morte.

Segundo a descricao histérica de Proclo, foi Talesn introduziu, na Grécia, a
Geometria praticada no rio Nilo, pois este viajelaBabilonia e o Egipto, na primeira
metade do século VI a.C., adquirindo conhecimestise Astronomia e Matematica.
Também se pensa que a proposicdo — que um angadtonnum semicirculo é um
angulo recto — conhecida hoje como teorema de ,Tadeke ter sido absorvida por Tales
durante uma das suas viagens a Babilonia. No entaiihe atribuido uma
“demonstra¢édo” do teorema, dai ser conhecida porefiea de Tales.

Também sé&o atribuidos a Tales os seguintes teorersaa respectiva prova:
“(2) um circulo € bissectado por um diametro; (2)angulos da base de um triangulo
isésceles sédo iguais; (3) os pares de angulosapémtmados por duas rectas que se
cortam sao iguais; (4) se dois triangulos saogaesdois angulos e um lado de um séo
iguais respectivamente a dois angulos e um ladoute®, entdo os triangulos sao
congruentes” (Boyer, 1996, p. 32). Nao ha docunsegte comprovam que foi Tales o
responsavel por estas descobertas, no entantdp Pl@€omentario sobre o primeiro
livro de Os Elementos de Euclideiz que Tales “primeiro foi ao Egipto e de la
introduziu esse estudo na Grécia. Descobriu mptagosicdes ele proprio, e instruiu
Seus sucessores nos principios que regem muitas oseu método de ataque sendo em
certos casos mais geral, em outros mais empir{etesit, 1981, Vol I, p.128, citado em
Boyer, 1996, p. 32).

E a partir de Tales que a Geometria é estabelecio® teoria dedutiva, visto
que ha uma certa preocupacao, nesta época, namsa questdo de saber “como” se
faz, mas, também, com a questéo cientifica enmfigasti‘porque” se faz. Desenvolve-
se, assim, uma Matematica mais no espirito da aenpéo, da racionalizacdo que da
utilidade. Sendo, portanto, bem diferente da Matea&le caracter eminentemente
pratico, desenvolvida no Egipto e na Mesopotamgad@monstragdes desta época ndo
eram rigorosas, 0 que € tipico do estagio de omt@p@&o primitiva, ou seja, “a
veracidade das proposicOes é estabelecida por osteeiln uma soélida base em
principios fundamentais” (Lintz, 1999, p. 39). Ta#o0 primeiro matematico grego que
defendeu a necessidade de demonstrar as proposigbematicas. Porém, este tipo de
raciocinio alcancou o seu apogeu contlmnentogle Euclides (aproximadamente 300
a.C.), embora o seu trabalho de sistematizacdo etan€ria seja continuado nos

séculos posteriores, pelos pitagoricos.
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Como matematico, atribuimos a Tales a descobertaé&tedos para efectuar
certos calculos: a altura de uma piramide, a largerum rio ou a distancia de um barco
a costa. Tales, para resolver problemas como dsésgja-se nas propriedades dos
triangulos semelhantes: “sejam ABC AB'C'dois triangulos com dois angulos

a, frespectivamente iguais &', , entdo, vale a proporgée'ﬁ-A—C—B—C”
! ! ! ! AIBI Alcl B'C'

(Lintz, 1999, p.35).

Pitagoras nasceu na ilha Grega de Samos, proximmsta da Asia Menor.
Sobre a sua vida quase nada se sabe e de setissesada restou. Uma vez que nao
existem relatos originais sobre sua vida e tralsalltodo aquilo que conhecemos
provém de referéncias de outros autores. Fez va&iagens entre o Egipto e a
Mesopotamia, possivelmente chegando até a indide cecolheu, ndo s6 informacéo
matematica e astronémica, como também muitas idelégiosa. Ao retornar, foi
obrigado, pelo tirano Policrates, a sair de Samesidiu, entdo, emigrar para Crotona,
na Magna Grécia. L4, fundou a Escola Pitagoricavptia de 530 a.C., que para além
de se estudar Aritmética, Geometria, Astronomialsibé, era também uma irmandade
estreitamente unida por rituais secretos. A sodedis pitagéricos adoptou grande
parte das ideias do orfismo, acrescentando a elasfarte mistica dos numeros. Como
tal, “para Pitagoras e 0s seus seguidores, a giaraea compreensdo do mundo era o
namero, o que fazia surgir a Aritmética como a cgrpor exceléncia; a Musica, a
Astronomia e a Geometria eram encaradas como agmedutiveis da Aritmética”
(Estrada, S&, Queird, Silva, Costa, 2000, p. 20dema da Escola Pitagérica drado
€ Numero As descobertas da Escola Pitagorica ndo eramusttas a um membro
especifico da escola, mas sim ao seu colectivo.

O primeiro aspecto da doutrina dos pitagoéricosreefpie 0 nimero é a origem
de tudo. Outro aspecto desta doutrina era a haapmdamental para a criacdo do
Universo. Dai surgir a teoria musical dos Pitagigjacom o intuito de mostrar que a
“combinacdo de sons e suas relagcbes obedecem aueiéricas e cuja harmonia
depende a beleza da arte musical” (Lintz, 19986p. A musica era assim estudada por
métodos aritméticos. Como tal, atribui-se aos Biiags “a descoberta das relacdes
entre os intervalos musicais e a divisao de umdacem face dos sons emitidos” (Lintz,
1999, p. 77). A sua doutrina baseava-se tambémena de que o niumero, para além de

ser a origem de tudo, é também o guia do conhetimen
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Na Grécia, a palavra nUmero era usada so parded®se uma fraccao era uma
razao ou relacao entre inteiros.

Segundo Proclo, no sébomentario,atribui-se “a Pitdgoras duas descobertas
matematicas especificas: (1) a constru¢cdo dososolidgulares e (2) a teoria das
proporcdes” (Boyer, 1996, p. 38). Os Pitagéricotudewam as proporcdes ou a
igualdade de razdes, sabiam distinguir uma propoag@mética gb=a+c), de uma

geométricab® =ac e, de uma harménic€§:1+£j. No entanto, conta-se que
a ¢

Pitagoras soube dessas trés médias e da propasng rfa Mesopotamia. Porém, os
pitagoricos generalizaram este conhecimento, aamémedo sete novas meédias, para
perfazer dez no seu total.

De todo o conhecimento atribuido aos pitagéricatescoberta mais importante
foi, certamente, o famoso teorema sobre os trifmsgréctangulos, muito embora os
babilonios ja conhecessem o referido teorema, deisn milénio antes. Porém, foram
os Pitagoricos os primeiros a demonstra-lo, o gagfica a denominacéo de “Teorema
de Pitagoras”, como ficou conhecido. Um aspecter@stsante € que “os Babil6nicos o
consideravam basicamente como um resultado de @esdécos Pitagéricos concebiam-
no como um teorema geometrico abstracto” (Stri8®,71 p. 80). Atribui-se, também, a
Escola Pitagérica o seguinte processo para a dmeigs ternos pitagoricos, dada por:
m> -1 _m*+1 ] . o

) ,m, > em que m € um numero inteiro impar. Uma vez e |grocesso,

para calcular ternos pitagoéricos, se assemelhaxaaplos babilonicos, faz-nos pensar

que talvez ndo seja uma descoberta independente.

A estrela de cinco pontas ou pentagrama era o $nd#o Escola Pitagorica,
revelando que os Pitagoricos conheciam algumasipdagles do pentagono regular.
Este simbolo era obtido a partir do pentadgono eggtracando as respectivas diagonais.
O pentagono estrelado também ja era conhecidaedababilonia.

Para construir o pentagono regular, comegavamp@ustruir um poligono
regular ABCDE e tragcavamos as cinco diagonais.dBservacédo, verificamos que as
diagonais se cortam em pont8$8'C'D'E’ formando outro pentagono regular.

Nesta figura averiguamos, também, que cada um gd@stetos “divide uma
diagonal em dois segmentos desiguais, tais queda i@a diagonal toda para o maior é
igual a deste para o menor. Esta subdivisdo dag®més € a bem conhecida “seccao

aurea” de um segmento. Também no pentagono estreladficamos que “os
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segmentos determinados em uma diagonal com a eng@&s de uma outra Sao
incomensuraveis com ela” (Lintz, 1999, p. 82). Reses que tal facto ndo teria escapado
aos Pitagoricos, sendo um dos segredos da irmandade

Os Pitagoricos estudaram os numeros figurados estigaram as propriedades
desses numeros. Para este grupo, 0s numeros guegserados por pontos, em que
cada um representa uma unidade e eram dispostosdeegadrées geométricos. Este
tipo de representacédo realca a ligacdo entre gsipdades dos numeros e as formas
geomeétricas. A disposicdo dos varios pontos poderia forma triangular equilatera,

quadrada, pentagonal, .Os numeros triangulares sucessivos sdo formadts pe

. n(n+1) , . «
sequéncia 1, 3, 6’10’"T tal quenIN . Os nimeros quadrados sucessivos sao

formados pela sequéncia 1, 4, 9,16,n%, tal que nOJIN. Os nimeros pentagonais
sucessivos sdo formados pela sequéncia 1, 5, 12,.22l quenOIN . Deste modo,
havia niameros poligonais de todas as ordens. Ognednprimos e 0s numeros planos
ou compostos surgem devido ao facto dos Pitagogueszrem representar 0s nimeros
na forma rectangular. A representacéo rectangosindmeros primos é trivial uma vez
gue estdo todos dispostos numa so fila, enquantaimeros planos admitem uma ou
mais representacoes rectangulares nao triviaimal@seros rectangulares sdo aqueles
nameros que admitem uma decomposi¢cao em factonse@ativos.

Os Pitagoricos estudaram todas estas representgedéegtricas dos numeros,
suas relacdes, formulas e proposi¢des aritméticas.

Tales e seus contemporaneos descobriram alguntadesuimportantes para a
Geometria, como vimos anteriormente, embora semanoanexao entre eles. Nesta
época, ja se sabia o0 que significava demonstrartaorema, embora o processo
dedutivo aplicado na demonstracdo nao tinha o rigothoje; no entanto, estavam
presentes alguns dos principios basicos. Os Pitagocontinuaram o processo de
sistematizacdo elaborado por Tales, mas a crisendosiensuraveis constituiu-lhes um
obstaculo, uma vez que todo o edificio construidentbronava-se. Como para 0s
Pitagoricos todas as coisas sdo numeros, entaalgugu segmento de recta podemos
associar um namero pela escolha de uma unidadeo Galmpodemos “operar com
segmentos como se fossem numeros, isto €, a “s@ma"produto” de segmentos se
definem como a soma e o produto de seus comprisi@ue Sao 0s numeros a eles
associados” (Lintz, 1999, p. 65). A Geometria Fitagp assentava na

comensurabilidade das grandezas, ou seja, quegdaradezas do mesmo tipo admitem
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sempre uma medida em comum. Ou seja, “dadas daadepas (necessariamente do

mesmo tipo),ae [, a sua comensuralidade significa a existéncia dtenzeira
grandezau (ainda do mesmo tipo quee (), e de dois numeros naturame n, de tal

modo quea= u+u+..+u e = u+u+..+U, OuU Seja, mais sucintamente, de tal
%/—/ %/—/

m vezes n vezes

modo quea =mtre S =nu. Portantou “cabe” um certo nimero (exacto) de vezes em
a e “cabe” um certo numero (também exacto) de veres3é (Estrada et. al., 2000,
p.242).

No caso da diagonal de um quadrado (que € a hipgdedo triangulo rectangulo
isésceles) e o seu lado, ndo ha uma unidade commire eles, portanto, sdo
incomensuraveis. Esta constatacdo levou a que insipos da filosofia pitagorica
fossem abalados. A descoberta de que afinal nem ¢nd nimero, ou seja, dos
incomensuraveis implicou algumas consequénciase@aracdo dos dominios do
numérico e do geométrico e as demonstracdes da&heangue utilizavam a teoria das
proporgdes, que serviu de base para quase todanzetye por eles criada, tiveram de
ser abandonadas. Porém, convencidos de que algiaegsroposi¢cdes provadas pela
teoria das propor¢cfes eram verdadeiras, 0s matas&ta época procuraram encontrar
demonstracdes alternativas para elas. Havia domnbas a seguir, criar uma outra
teoria das proporcdes, capaz de substituir a tpdagorica, mas que fosse aplicavel a
grandezas quer comensuraveis quer incomensuraveisas novos métodos de prova,
gue permitissem estabelecer os mesmos teoremasresmmrer ao conceito de
proporcionalidade. Cerca de um século mais tarddp¥o de Cnido desenvolveu um
método de prova, designado pdBeometria das Areagjue permitiu reformular as
demonstracdes de varios teoremas da GeometriadRiiag

E a partir da descoberta da existéncia dos incamévsis que comeca o
declinio da Escola Pitagorica, uma vez que coloeawaausa a generalidade da teoria
das proporcdes, que sO seria valida para granasrasnsuraveis. Por outro lado, o
conceito de numero, com essa descoberta, ndo poslEriconsiderado a origem de
todas as coisas. Convém referir que no livro | Blesnentosle Euclides, a proposicéo
47 é a demonstracdo do Teorema de Pitagoras. A plama por Euclides ndo utiliza as
proporcbes, o que pode ter sido uma estratégia paitar a questdo da
incomensuralidade. Como tal, ndo sabemos, ao certo,que circunstancias os

Pitagoricos se defrontaram com a existéncia dasneasuraveis: poderia ter sido com
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a aplicacdo do teorema de Pitagoras ao trianguatdmgulo isésceles; no calculo da
diagonal de um quadrado em funcéo do lado ou ardag diagonais de um pentagono
regular.

N&o existem documentos escritos dos Pitagéricdsritraética e na Geometria.
No entanto, o essencial das suas contribuicbes &eoas consta no trataddementos
de Hipdcrates de Quios por volta de 400 a. C., semdorimeira compilagdo de
elementos da Geometria. No seu tratado, Hipocnat&sgu varios resultados, entre eles
a congruéncia de triangulos e os poligonos regulergcritos e circunscritos a uma
circunferéncia. Esta obra evidenciava j& uma teatale sistematizacdo da Matemética.
Isto vem demonstrar que, havia ja, em meados ddcs¥ca. C., uma preocupa¢cdo dos
gedmetras em expor o0 conhecimento num sistema idedutambém “deve-se a
Hipocrates a reducdo do problema da duplicacdaido ao da insercéo de dois meios
proporcionais entre um segmento de recta e o dewo'd(Estradaet al, 2000, p. 247).
Interessou-se ainda pelo problema da quadratucrdalo que o levou ao estudo das
quadraturas de certas lunulas (figuras limitadasips arcos de circulo).

Em Atenas distinguem-se, no século IV a.C., dédsdifos: Platdo e Aristoteles
com contribuicdes importantes para a Geometria.

Filolau de Crotona foi o primeiro pitagérico a es@r as ideias da sua escola
numa forma organizada. Pensa-se que os conhecsngmtBlatdo (429 — 347 a. C.) da
Ordem Pitagorica provinham desse livro. SegundoeBd$996) “embora o préprio
Platdo ndo tenha dado contribuicdo especifica dignaota a resultados matematicos
técnicos, ele era o centro da actividade matemétcapoca e guiava e inspirava seu
desenvolvimento” (p. 58). Talvez por isso ficou lvecido “ndo como mateméatico mas
como o criador de matematicos”(Boyer, 1997, p. 5Bxte fundou, por volta de 385
a.C., a sua Academia em Atenas, onde ensinavaftédas Ciéncias. Segundo Platéo, a
Matematica possuia quatro ramos: Aritmética, Genaetlisica e Astronomia. No
entanto, a condicao indispensavel para ser admmtidadcademia era ter conhecimentos
de Geometria. Pois, nos pérticos da Academia, @gserito Nao entre aqui quem néo
souber Geometria(Estrada, Sa, Queird, Silva e Costa, 2000, p).249

Deste periodo destacam-se trés matematicos querasti ligados a Academia
de Platdo: Arquitas de Tarento, Teeteto de Atertasdexo de Cnido.

Arquitas de Tarento viveu na primeira metade da.l¥. e “continuou a tradicao

pitagorica, pondo a Aritmética acima da Geomefiigdyer, 1996, p. 49). Este escreveu
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sobre a aplicacdo das médias aritmética, geoméri@amonica a Musica. Segundo 0s
historiadores, Arquitas dedicou mais atencdo acalgpiie 0s seus predecessores.

A Teeteto (c. 417 — 369 a. C.) atribui-se a tedaa grandezas incomensuraveis
(irracionais) tal como aparece no décimo volumeKlementosde Euclides.

A Eudoxo de Cnido (c. 408-355 a. C.) atribui-seescberta da teoria das
proporgdes, usada no volume V@s Elementoge Euclides. Segundo Boyer (1996), a
fé do pitagorismo € que a “esséncia de tudo, taat@eometria como nas questdes
praticas e tedricas da vida do homem, pode seicagpl em termos d&ithmos ou das
propriedades intrinsecas dos inteiros e suas raz{e50). A descoberta dos
incomensuraveis, pela Escola Pitagérica, demolbase da fé pitagérica nos inteiros.
Isto significava que os inteiros e suas razfesenam suficientes, pois ndo bastavam
para comparar a diagonal de um quadrado, ou deubmau de um pentagono com seu
lado, pois 0s segmentos sao incomensuraveis. Eudd&o Cnido colmata,
geometricamente, pela teoria das proporcdes, podeothparar-se grandezas de
qualquer natureza. Desta forma Eudoxo resolveu rse"c da Matematica grega.
Convém referir que a Teoria das Proporc¢des de Eupog de parte a Teoria Aritmética
dos Pitagdricos, que se aplicava apenas a quaesidadmensuraveis. Outra
contribuicdo de Eudoxo foi o Método de Exausta@, permitiu provar teoremas sobre
as areas e volumes de figuras curvilineas.

Também é-lhe atribuido o facto de a Astronomiaesa@drnado uma disciplina
de Matematica, através da utilizacdo da Geomesfiariea.

Aristételes (384 a. C. -322 a.C.) nasceu ha colgrega de Estagira. Estudou
em Atenas na Academia de Platdo durante cercantleamos, tornando-se discipulo de
Platdo. Em 335 a.C., Aristoteles fundou em Atenasaescola denominada Liceu. A
sua obra com maior repercussio na Matematica @iganon sendo considerado o
primeiro tratado de Logica. Todos os volumes qumémn essa obra contém exemplos
e ideias basicas da Matematica, em particular @dem@tia. Também “teorizou sobre as
regras a que deve obedecer a exposicdo dedutigabsy; os Elementos de Euclides
haveriam de constituir um exemplo paradigmaticardtado cientifico de concepcéao
aristotélica” (Estrada, S&, Queir0, Silva e Co2@)0, p. 249). Pois este definiu dois
conceitos, axiomas e teoremas, que deveriam seosisEquando da exposicao dos
conhecimentos cientificos. “Os axiomas sao afirrmacédmitidas sem demonstracéo

(...) os teoremas devem ser demonstrados; além domax apenas 0s teoremas
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anteriormente estabelecidos podem ser chamadogerviinnuma demonstracéo”
(Estrada, Sa, Queird, Silva e Costa, 2000, p. 252).

O periodo que medeia do século lll a. C. até anled¥ d. C. € denominado de
Alexandrino, porque a cidade de Alexandria, no tegipelenizado, € considerada o
mais importante centro intelectual da época. OPtelomeu | sucedeu a Alexandre
Magno no trono do Egipcio. A maior obra no campenifico é-lhe atribuida. Este
fundou, na capital de Alexandria, duas importairtestuicdes: dMluseue aBiblioteca
Para o Museu de Alexandria convidou varios sabassndais variados ramos da ciéncia
(Matematica, Astronomia, Geografia, Medicina e $dliia) para se dedicarem a
investigacdes, a discussdo de ideias e ao ensiesseB sabios podemos destacar
Euclides, Eratostenes, Arquimedes e Apolonio. CdBiblioteca pretendia juntar todas
as obras de cultura (literarias, filoséficas, matecas ou astronémicas). Estas duas
instituicBes tornaram-se, até a conquista arakstaoolo VII, o principal centro cultural
do mundo entdo conhecido. Convém referir que o Mesa Biblioteca alcangaram um
prestigio tal, que superou o das escolas ateniéAsademia e Liceu).

Sobre a vida de Euclides de Alexandria (323-285)a@uco se sabe. A cidade
que é costume juntar ao seu nome refere-se, nam anauralidade, mas ao local
provavel onde estudou e ensinou. Segundo Esétadh(2000), o resumo histérico de
Proclo de Licia situa Euclides no tempo, por comp@w com outros matematicos,
sendo este posterior aos gedmetras referidos néridisde Eudemo de Rodes e anterior

a Arquimedes e EratOstenes.

“ReunindoElementosEuclides coordenou muito de Eudoxo, aperfeicoaiian
de Teeteto e deu demonstracdes irrefutaveis dajuele os seus predecessores nao
haviam demonstrado com rigor.

Este homem viveu sob o primeiro Ptolomeu; pois Angdes, que viveu
depois do primeiro Ptolomeu, menciona Euclides.-d2izque um dia Ptolomeu
perguntou a Euclides se ndo existia uma via maita quara a Geometria do que o
Ensino dos Elementpe que ele respondeu que em geometria ndo enis@aestrada
para reis. Euclides é portanto mais recente doogudiscipulos de Platdo, mas mais
antigo do que Arquimedes e do que Eratostenespsestés UGltimos contemporaneos,
como Eratéstenes diz algures.

Euclides era da opinido platénica e muito conheceldofilosofia de Platdo.
Esta é alias a razdo pela qual apresentou a aocdtitdas figuras platénicas, isto €, dos
poliedros regulares como o objectivo final do E&sino dosElementos. (Estrada, Sa,
Queird, Silva e Costa, 2000, p. 250).
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Euclides foi o primeiro director do Museu de Alegtdaa por volta do ano 300
a.C., tendo tido a possibilidade de compilar e nizga os resultados obtidos por varios
matematicos anteriores. Deu o seu contributo padio o livroOs Elementogjue
depois daBiblia, € a obra mais editada em todo o mundo. Euclitessa obra, expde,
de uma forma ldégica, os principais conhecimentossda época de Geometria e
Aritmética, tendo esta marcado este campo de canbeto até ao século XIX.

A obra de Euclides é constituida por treze volurkeslides compilou ai toda a
Geometria conhecida na sua época, baseando-seensspeedecessores gregos: 0S
Pitagoricos, nos volumes | — IV, VIl e IX; Arquitaso volume VIII; Eudoxio nos
volumes V, VI e Xll, e Teeteto, nos volumes X elXHEsta obra, desde o século Il a.
C. até ao século XIX, foi praticamente o Unicodiwwsado no ensino elementar da
Matematica. Nao existe nenhum exemplar dementos de Euclides que esteja
completo e date da época. No entanto, foram feitdtas edigbes e copiados inUmeros
exemplares, embora com algumas alteragBes do dexfoal: acréscimo ou supressao
de resultados e comentarios. Porém, no seéculo XiXhistoriador e filosofo
dinamarqués J.L. Heiberg apresentou uma recomstducredivel do original grego,
baseada na andlise e comparacédo das diferentésgdixistentes. Convém referir ainda
gue Euclides, no seu livro, no que concerne a Ge@nerganizou “as matérias de um
modo sistematico a partir de principios e definsigG@ocedendo ao desenvolvimento
por via dedutiva” (Oliveira, 1995, p.24). Nao seitou a reunir todo o conhecimento
geométrico: ordenou-o e estruturou-o; isto é, pron@ssumiu um pegueno conjunto de
axiomas como verdadeiros e depois, a partir desgsesias, desenvolveu e demonstrou
0s teoremas e proposi¢coes geometricas.

Estradeet al. (2000) refere que:

“De acordo com os preceitos aristotélicos, na @gfosdos conhecimentos
cientificos utilizam-se frases de dois tipos: axasme teoremas. Os axiomas sdo
afirmacdes admitidas sem demonstracdo, pelo qualesem ser “imediatamente
evidentes”. Em contrapartida, os teoremas deverdesmonstrados; além dos axiomas,
apenas os teoremas anteriormente estabelecidosnpaetechamados a intervir numa

demonstragdo.” (p.252).

Nos Elementosde Euclides, o primeiro volume trata das questjes séo
fundamentais para a Geometria. Comega com umarsggquie definicdes, prossegue

com uma sequéncia de postulados e depois uma seguEnnocdes comuns, a partir
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dos quais deduz os teoremas. Este volume contére,ariros resultados, os trés casos
de congruéncia de triangulos, um estudo dos angigtesminados por uma transversal
e duas rectas paralelas e ainda o Teorema de Risagd segundo volume € dedicado a
Algebra Geométrica ou Geometria das Areas e o wlline 1V dedicados a Geometria
do Circulo. No terceiro volume, mais concretameséie, abordadas as propriedades dos
angulos ao centro e dos angulos inscritos em ateasrcunferéncia e as propriedades
das rectas tangentes a circunferéncias. O qualimece um prolongamento do anterior
e inclui o estudo dos poligonos inscritos e circtites a circunferéncias. Assim sendo,
nos primeiros quatro volumes, encontramos as prgpes da Geometria Plana
Elementar e os dois volumes seguintes tratam daalrdas Proporc¢des, criada por
Eudoxo de Cnido e a aplicacéo dessa teoria a Gaarfgéégundo Estrads al. (2000),
estes seis primeiros volumes dd@dementos sdo conhecidos como o0s livros
planimétricos, visto que tratam da Geometria Pl&w@éem, esta denominacdo nédo é
adequada ao quinto livro, pois a teoria das prd@sc¢nele exposta é aplicavel a
Geometria Tridimensional.

Os volumes VI, VIl e IX do€lementogde Euclides sdo designados por livros
aritméticos, pois sdo dedicados a Teoria dos N(sneaiwisibilidade de inteiros,
propriedades dos numeros primos, propor¢cdes e gsa@es geomeétricas e aritméticas.
Embora a maioria das contribuicbes matematicass netamtidas sejam de origem
Pitagorica, ha também outras de Arquitas de Tardrdodoro de Cirene e Teeteto de
Atenas. O volume X desta obra € 0 mais extensat& éflos niameros irracionais. E, por
fim, os trés ultimos volumes referem-se a GeometnidEspaco e sdo conhecidos por
livros estereométricos. O volume Xl é uma introduadessa Geometria; o volume XII
trata das piramides, cones e cilindros e o volunhé Péfere-se aos cinco solidos
regulares e a prova de que existem somente est&s Ci

Euclides, na sua obra, ndo apresenta a Geometria am mero agrupamento
de dados desconexos, mas como um sistema logi@yemque cada teorema resulta
de uma demonstracdo, em que sao utilizados asigdefine os axiomas definidos
inicialmente e os teoremas anteriormente provaBuoslides foi o primeiro a utilizar
este método, chamado axiomatico.

Segundo Struik (1997), a intencdo de Euclides aweesr osElementosé
“reunir num texto trés grandes descobertas do sms$apo recente: a Teoria das

Proporcdes de Eudoxo, a Teoria dos Irracionaised#eio e a Teoria dos Cinco Sélidos
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Regulares, que ocupava um lugar importante na dogmode Platdo. Estas trés
descobertas eram, todas elas, tipicamente reatigagégas” (p. 92-93).

Arquimedes de Siracusa (c. 287-212 a.C.) é coramideo segundo grande
matematico da primeira escola de Alexandria. As quacipais contribuicdes foram
em Geometria; mas revelou-se também, pelas suaangfgs em Mecénica e
descobertas na Fisica. Este sabio inventou engenécénicos e diversas maquinas de
guerra que permitiram a Siracusa resistir ao eicéromano durante mais de dois anos.
Por exemplo, inventou, baseando-se nas propriedddgsconicas, um sistema de
espelhos: “os specchi ustori”. Estes espelhos coraseam os raios de Sol nas naves
romanas e incendiavam-nas. Atribui-se, também gaiAredes, a inven¢do do parafuso
sem fim, do parafuso de Arquimedes (utilizado naaexdo de agua de minas e de
pocos) e de diversas roldanas para levantar pes@ & obras de mecanica, destacam-
se Sobre Equilibrio dos Planos Sobre Corpos FlutuantesA primeira aborda os
principios fundamentais da Mecénica, usando métgdométricos e a segunda é um
Tratado de Hidrostatica. Esta uUltima obra contéprincipio de Arquimedes sobre a
perda de peso de corpos submersos num liquido.

Das obras de Arquimedes, de conteddo matematicsiaaien-se:Sobre as
Medidas do CirculpSobre as EspirajsSobre aQuadratura da ParabolaSobre as
Condides e EsferoideSobre a Esfera e o Cilindro e Livro dos Lema

Em Geometria, concebeu métodos gerais para calatdas de figuras planas
curvilineas e o volume de soélidos delimitados pgresficies curvas. Para os calcular
utilizava o Método da Exaustdo, que é uma form@ifivia de integracdo. Arquimedes
tinha, portanto, um sistema de célculo integraltani@mpo antes de Newton e Leibniz.

Arquimedes contribuiu para o progresso da Geomeitrioduzindo a nocao de
movimento. Desta forma, pdde construir uma espicahhecida como espiral de
Arquimedes. A espiral é “definida como o lugar gétiao no plano de um ponto que
se move, partindo da extremidade de um raio, ou-ssta, uniformemente ao longo
do raio enquanto esse por sua vez gira uniformesm@mttorno da sua origem”(Boyer,
1996, p. 87). Em coordenadas polares € a equaga® .

E considerado também o precursor do célculo dit@aénPois, Arquimedes
conseguiu resolver o problema da tangente num pdatsua espiral e, ao fazé-lo,
aproximou-se bastante da No¢ao de Derivada, nogécampda ndo era conhecida na

altura. O estudo que Arquimedes realizou da espreluma tentativa de solucdo para
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os trés problemas famosos da Grécia. Essa espiraceu solugdes para dois deles: a
trisseccdo do angulo e a quadratura do circulo.

O TratadoSobre as Medidas do Circuébcomposto por trés proposi¢cdes. Uma
€ a prova que a “area dum circulo é igual a arem tlidngulo de base igual ao
perimetro da circunferéncia do circulo e de altgual ao raio do circulo” (Estrada et.
al., 2000, 305). Para demonstra-lo, Arquimedegatilo Método de Eudoxo, que nesta

altura ja era conhecido, através do volume XII Hesnentogsle Euclides. Na sua obra

Arquimedes apresenta, na proposi¢céo 3, um val@ pacompreendido entré% e

1 ~ - . .
37. Para a obtencdo daqueles valores utilizou o doéttos poligonos regulares

inscritos e circunscritos a circunferéncia. “Comnmelgacom o hexagono regular inscrito,

ele calculou os perimetros de poligonos obtidogsatmo sucessivamente o numero de
lados até chegar a noventa e seis lados” (Boy8g,1986). Arquimedes obteve, assim,
uma melhor aproximacgédo do valor deque a dos egipcios e a dos babil6nios.

Outra das obras de Arquimedessébre a Esfera e o Cilindrdntre 0os seus
resultadoslestaca-se a expressao para a area e o volumeadestema: a area da esfera
€ igual a quatro vezes a area de um circulo marimeolume de uma esfera € igual a
duas tercas partes do volume do cilindro circutsc8egundo Arquimedes, a érea de
um segmento parabdlico é igual a quatro tercogea de um tridngulo inscrito com a
mesma base que o segmento da parabola e cujoevérticponto onde a tangente a
parabola é paralela a base. Este resultado engmtr@ seu livroQuadratura da
Parabola No livro Sobre as Espiraiencontra-se um estudo de uma curva plana, hoje
chamada Espiral de Arquimedes. A obra € compostaipt e oito proposicdes, sendo
algumas referentes a areas associadas a espifalrddS8obre as Conoides e Esferoide,
Arquimedes prova que a area de uma elipse € igaeade um circulo cujo raio é a
média geométrica dos semi-eixos da elipse. Na mexrea mostra como achou o0s
volumes dos segmentos cortados de um elipséideedelucdo, paraboldide de
revolucdo e hiperboloide de revolu¢do em tornoigo principal. NoLivro dos Lemas
encontra-se uma construcao por néusis para actrigsgum angulo agudo.

Atribui-se também a Arquimedes a descoberta e wapde que a razdo dos
volumes do cilindro e da esfera é igual a razdoadess. Conta-se que, devido a essa
descoberta, Arquimedes pediu que sobre seu turosse fesculpida uma representagéo

de uma esfera inscrita num cilindro circular rezifa altura é igual ao seu diametro.
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Ainda é atribuido a Arquimedes a descoberta das gélidos semi-regulares. A
diferenca dos poliedros regulares para os soligosi-seegulares é que um poliedro
regular tem faces que sao poligonos regulares dmnmeipo; no entanto, um solido
semi-regular € um poliedro convexo cujas facespsdigonos regulares mas néo todas
do mesmo tipo.

O terceiro grande matematico da primeira escolaldeandria é Apolénio de
Perga (262-190 a.C.). Foi um astronomo e matemateose destacou, assim como
Euclides e Arquimedes, dos restantes matematicd®edodo Helenistico. Dos muitos
tratados de Apoldnio, apenas dois se preservarangrande parteDividir Segundo
Uma Razée As ConicasEste ultimo é a sua obra-prima.

O seu tratadd\s Conicasé a ultima obra da Matematica grega, composta por
oito volumes. Nos primeiros quatro volumes encont® uma exposicdo sobre as
conicas, do que havia aparecido em tratados ardgsyie 0s quatro ultimos volumes, a
sua teoria. Um século antes de Apoldnio, as conticdem sido descobertas pelo
matematico grego Menecmo e utilizadas na resoldgéproblema da duplicacdo do
cubo. A elipse, a hipérbole e a paradbola eram abticomo seccbes de trés tipos
diferentes de cone circular recto (o0 eixo é perjmerar a base circular), conforme o
angulo no vértice fosse agudo, recto ou obtuso.|dhm “mostrou sistematicamente
gue nédo é necessario tomar sec¢des perpendicalarelemento do cone e que de um
anico cone podem ser obtidas todas as trés espeissccdes conicas, simplesmente
variando a inclinagdo do plano de sec¢édo” (Boy@961 p. 99). Este provou, também,
gue o cone nao precisa de ser necessariamente pecte ser um cone obliquo ou
escaleno. Demonstrou ainda que as propriedadessdasyas, sejam cortadas de cones
obliquos ou rectos, ndo séo diferentes. Um dodgras mais conhecidos de Apolénio
foi certamente o lugar de trés e quatro rectasdipgue “dadas trés rectas (ou quatro
rectas) de um plano, achar o lugar de um ponta®sg move de modo que o quadrado
da distancia de P a uma delas seja proporcionaiattuto das distancias as outras duas
(ou, no caso de quatro rectas, o produto das dissga duas delas é proporcional ao
produto das distancias as outras duas), as diagdeendo medidas em angulos dados
com relagdo as rectas” (Boyer, 1996, p. 103). patblema tornou-se importante na
histéria da Matematica pelo facto de Descartes, 168V, o ter utilizado para pbr a
prova a sua Geometria Analitica.

Apolénio foi o fundador da Astronomia Matematicaega, usando modelos

geométricos para explicar o movimento dos planekste propds dois sistemas
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alternativos: um feito de movimentos epiciclicoso@ro envolvendo movimentos
excéntricos. Porém, Eudoxo para a representacama¥imento dos planetas, tinha
usado esferas concéntricas.

No inicio do século XVII, a partir das observac@sirondmicas de Tycho
Brahe, Kepler deduziu as suas famosas leis sobrevanento dos planetas. De acordo
com a primeira destas leis as 6rbitas dos plam#tatorno do sol eram elipticas. Para
formular esta lei, Kepler baseou-se nos estuddzadas por Apolonio de Perga sobre
as seccdes de uma superficie conica, resultadogesse sabio grego ndo conseguiu
descobrir.

Hoje em dia, as cbnicas desempenham um papel iampertanto na Fisica
como na Matematica. Sabemos agora que as Orbitapldoetas sédo elipses, que a
trajectoria dos foguetes balisticos € uma parabajae os espelhos dos telescopios sao
parabdlicos.

Dos séculos | a V d. C. assistimos ao declinioudu@ grega. Dos gedmetras
deste periodo, destacam-se Heron de Alexandria.elslende Alexandria, Claudio
Ptolomeu e Papo de Alexandria.

Heron de Alexandria foi um matematico que vivewséoulo | d. C. A sua obra,
Métrica tornou-se conhecida pelo seu contetudo. O livreatatde areas de figuras
planas e de superficies cilindricas, conicas eieat Este contém também a formula

de Heron que da a area de um triangulo quando eébecidos 0s seus lados:

Area=/s(s-a)(s-b)(s—c) ondes é o semi-perimetro &, b, co comprimento dos

lados. A Férmula de Heron para o volume de um trathe piramide quadrangular é

equivalente a encontrada no antigo Papiro de Mcwsdb\r%x hx (a2 +ab+ bz).

O segundo livro trata do calculo de volumes derfigude formato variado,
como o cilindro, o cone, a piramide e suas secgddsrceiro livro trata de problemas
relativos a divisdo de figuras em areas numa reada.

Menelau de Alexandria viveu em fins do | sécul&de principios do Il século
d.C. A sua obr&phaericacontinha uma Geometria da Esfera. O primeiro veluesse
tratado estabelece uma base para triangulos esféramaloga a do volume | dos
Elementosde Euclides, para triangulos planos. Menelau peoastender para 0s
triangulos esféricos e estudo feito para os trilbsggyplanos, como os casos de

congruéncia e a soma dos angulos internos (maiaquéo180°. O segundo volume

73



descreve a aplicacdo da Geometria Esférica a Astiian o terceiro trata da
Trigonometria. O Ultimo volume contém o célebre reema de Menelau.

Claudio Ptolomeu viveu no Il século d. C. e estdigado a escola de
Alexandria. A sua obra mais importante f@oletanea de Matematica ou Almagesto
constituida por treze volumes. Esta obra trata skeoAomia, usando a Trigonometria
Esférica como ferramenta basica. Encontramos, taanbé primeiro volume, o famoso
Teorema de Ptolomeu: “Em um quadrilatero (convexggrito em um circulo, o
produto de suas diagonais € igual a soma dos m®dos lados opostos”.

Papo de Alexandria foi o Gltimo matemético impotgatia Grécia antiga. Viveu
num “periodo de declinio da Geometria e que, ptotaro poderia fazer mais nada a
nao ser analisar a obra de seus predecessordaregiemeraliza-las e melhora-las com a
descoberta de novos resultados (...)" (Lintz, 199283). A sua obra mais importante
intitula-se Coleccdo (Synagogegonstituida por oito livros com resultados prégre
comentarios as obras de matematicos gregos, sanmtiderada uma rica fonte de
informacéo relativamente a Matematica grega. Aatua era uma “espécie de manual
para o0 estudo da Geometria grega juntamente comtag@®s historicas,
aperfeicoamentos e alteragbes de teoremas e deagdest’ (Struik, 1997, 107). Esta
obra contém um estudo aos poliedros platonicos &apo demonstra que estes podem
inscrever-se numa esfera; um estudo dos sélidosregmlares de Arquimedes; um
estudo sobre as propriedades da quadratriz e daledp Arquimedes. Papo apresenta

também a sua solucao para a trissec¢do do angulo.

2.4.1.1. Os trés problemas classicos da MatematiGaega

As fontes directas sobre a actividade dos mateasa@eegos da antiguidade séo
praticamente inexistentes; aquilo que sabemos égberéncias posteriores. O periodo
compreendido entre os séculos V e IV a. C. charédpadoa Heroica da Matematica, tem
inicio na histéria dos trés problemas classicodldtematica Grega. Durante dois mil
anos, estes trés problemas chamaram a atencaguts ahateméaticos da Grécia. Mas, a
notoriedade destes problemas, reside no factorélm teonstituido, ao logo dos tempos,
uma fonte muito rica de ideias e processos mateasatque foram sendo inventados
nas sucessivas tentativas de resolucdo. Os trétepras da antiguidade grega que se
tornaram notaveis eram: a quadratura do circultypdicacado do cubo e a trissec¢do do

angulo. Estes trés problemas deveriam ser resalvickando somente régua nao
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graduada e compasso. No século XIX, foram apredamtademonstracbes da
impossibilidade de solucdo de qualquer um dos préblemas, utilizando apenas
agueles instrumentos.

Véarios foram os matematicos gregos que tentaramlvéetos. No entanto,
pensa-se que, provavelmente, jA sabiam da implidade de solucdo, nos termos
estritos em que tinha sido enunciados. De factamepem poucas as tentativas de
resolucdo naqueles termos, porém existia uma abuardde propostas de solucdo nao
ortodoxas. No entanto, as varias tentativas quenfdeitas para resolvé-los levaram a
invencao das conicas e de outras curvas planas.

O problema da quadratura do circulo consiste noisteg “dado um circule de
raior, determinar com régua nédo graduada e compasadpa tle um quadrado ABCD
de area igual a d& (Veloso, 1998, p.41). Esquecendo o facto de dleroa ter de ser
resolvido com régua nao graduada e compasso, deprabconsiste em resolver em
ordem aa a equacaa® =71°. Logo, o problema € equivalente a conhecer o \a@gor
71, razdo constante entre o perimetro e o didametnante circunferéncia. Assim, este
problema reduz-se a determinar o valorde

O texto de Plutarco € a primeira referéncia qustexelativamente ao problema
da quadratura do circulo. Segundo o referido tektaxagoras de Clazomene (499-428
a.C.) estudou o problema da quadratura do cirenlguanto estava na prisdo. Este “foi
preso em Atenas por afirmar que o Sol era uma pedeandescente e ndo um deus”
(Veloso, 1998, p. 55).

Este problema ja estava presente na MatematicaathdéBia e do Antigo
Egipto. Encontramo-lo no Papiro de Rhind, uma dases da Matemética egipcia, no
Problema 50, que o escriba egipcio toma 3,16 pasralor de 7. Também os
Babilénios assumiram que o valor geera de 31/8, ou seja, cerca de 3,125.

Foi Arquimedes o primeiro a mostrar que a razastamte entre o perimetro e o
didametro de qualquer circunferéncia e a razao aotestentre a area de um circulo e o

seu raio tinham uma relacdo entre si. De factajragira razao €1 e a outra razao €

7. Na sua obr&obre a Medida da Circunferéncidrquimedes prova quer esta

compreendido entré% e 3%. Assim, Arquimedes reduz o problema da quadratura

do circulo a rectificacdo de uma circunferénciap i8, construir com régua nao

graduada e compasso, um segmento igual ao peridetrm circulo de raio dado. Ora,
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sendo possivel construir um segmento de comprimento problema estaria resolvido.
Neste sentido, a resolu¢cdo do referido problem&a &gado ao valor den. O
matematico alemao Lindemann (1852-1939), publica@u ravista Mathematische
Annalen em 1882,um artigo em que demonstra que a quadratura daleiréo é
possivel nas condi¢cdes do enunciado. Pois sentian niamero transcendente, ou seja,
ndo pode ser obtido como raiz de uma equacao agétwm coeficientes racionais”,
demonstramos a impossibilidade da quadratura dwlcimas condicdes definidas
(Veloso, 1998, p. 43).

Véarios matematicos tentaram resolver o problema $ssn régua e compasso,
utilizando outras curvas. Foram varias as solugf@esentadas com uso de curvas
especiais: a Dinostrato € atribuida a resolucaogudalratura do circulo utilizando a
quadratriz de Hipias e a Arquimedes por meio de Heparal. Embora Hipdcrates néo
tenha conseguido resolver o problema da quadrdtucdrculo, nas suas tentativas para
0 resolver, conseguiu determinar a quadratura descdinulas (regiées do plano
contidas entre dois arcos de circunferéncia coonaavidade no mesmo sentido).

Apresentamos, em seguida, uma demonstracdo nadoxat@la quadratura do
circulo feita por Arquimedes usando uma espiral.

A espiral de Arquimedes é construida do seguintdomtconsideremos uma
semi-rectas que roda, com movimento de rotacdo uniforme, emotaa origem, ao
mesmo tempo que um porfp movendo-se sobie também com movimento uniforme,
se afasta da origem. Suponhamos ainda que ambasowsentos comecgaram no
mesmo instante, cof sobre a origem da semi-recta. A espiral de Arqdaseé o lugar
geomeétrico das posi¢des do poRtqVeloso, 1998, p. 44).

Para resolver o problema da quadratura do circuguimedes procedeu do
seguinte modo: sejaa velocidade do pont® acima referido sobre a semi-resta seja
W a velocidade da rotacdo da semi-restaem radianos por segundo, entdo as

coordenadas polares ddo ponto P serdo dadas por vt e = wt, sendd o tempo.

Resolvendo cada uma das equacdes a ordeienzost =l et :g, depois igualando
\ W

:g, obtemos a equacao da espiral de Arquimedes endertaxdas polares que €
W

< |=

r=afd em quea=l. Basta provar queSe considerarmos a posi¢cdo do ponto P ao
W

fim de uma volta completa da semi-recta s, e selfarinterseccéo de t, tangente a
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espiral no ponto P, com a perpendicular a s passapdr O, origem de s, entdo o
comprimento do segmento PT é igual ao perimetroirdanferéncia de centro O e raio
OP” (Veloso, 1998, p.4). A sua demonstracdo encontrassesua obraSobre as
Espirais na proposicdo 18, sendo esta prova feita por dupé reducdo ao absurdo.
Surgem, assim, contradicbes de considerar que @rooento do segmento PT é
superior ou inferior ao perimetro do circulo. Olpeona da quadratura do circulo fica
reduzido ao da rectificacdo da circunferéncia. i tem um caracter tedrico, uma
vez que nao existe um processo rigoroso para teagspiral de modo continuo e nao se
pode determinar a tangente num ponto sem conhe@doiode 7.

A impossibilidade de quadrar um circulo deve-séaato do valor deznéo ser
exacto. Como foi dito, este problema despertouteresse de varios matematicos, ao
longo dos séculos, ndo se tendo encontrado umeasolDai que a expressdo, quadrar
um circulo, passou a ser usada para designar utaamagngivel.

A origem do problema da trisseccdo do angulo n@ondecida. Pensa-se que
pode ter surgido como extensdo da bisseccdo de ngulodou a propdsito da
construcdo de poligonos regulares. Varios forangessmetras gregos que tentaram,
infrutiferamente, soluciona-lo utilizando os reagpermitidos: a régua ndo graduada e
0 compasso. Destacam-se algumas resolucdes debterpa: a de Pappus, no século
IV d. C., utilizando uma hipérbole; a de Nicomedi#ljzando a conchdide e, utilizando
a quadratriz (ou trissectriz) de Hipias; a de Pd@d\lexandria e a de Arquimedes de
Siracusa, atraveés duma construcao por néusisn@géo).

A trisseccdo de um dado angulo consiste no segtdatto um angulo qualquer
AOB, determinar, com régua nao graduada e compassangulo AOC com um tergo
da amplitude do angulo AOB?”, ou seja, dividir quadgangulo em trés partes iguais.

Arquimedes de Siracusa na sua dokao dos Lemagproduziu uma construcao
por néusis para a trissec¢cdo dum angulo agudo cueseguinte: considere-se “um
angulo agudo de vértice A; trace-se uma circunte@aégentrada em A, de raio r
arbitrario e intersectando os lados do angulo moggs B e C. Insira-se, entre a recta
AC e a circunferéncia, um segmento de recta FEodgdmento igual ao de r e de tal
modo que o ponto B esteja no seu prolongamento.

A recta que passa pelo ponto A e € paralela a BBetita o angulo dado,
0 CAB. De facto, designa-se por G 0 ponto em que atalela intersecta o arco de
circunferéncia BC. No sistema de rectas paralel& & FB intersectadas pela

transversal FC, os angulds CAG e [0 AFE sdo correspondentes e, portanto, iguais:
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0 CAG = OAFE. Além disso, os triangulos ABE e EAF sdo amisdsceles, donde
decorre queld ABE = OAEB e que 0 EFA = OEAF. Como JAEB é um éangulo
externo do triangulo EAF, é igual a soma dos dagubbs internos opostos] AFE
=0 FAE. Analogamente[]1 CAB € um angulo externo do triangulo ABF e, porbart

igual & soma dos dois angulos internos oposio&BE e [0 AFE. Logo,
0CAB=0ABE +0JAFE =0AEB + OAFE =

=0 FAE + OAFE + OAFE = 3 OAFE = 30 CAG” (Estrada, Sa, Queiro,
Silva e Costa, 2000, p. 282). Esta € uma das fodeasssectar o anguld BAC que
envolve uma construcao por néusis e diversas cmd&s com régua e compasso.

E, por fim, a duplicagdo do cubo que consiste muisge: “Dado um cubo de
arestaa, determinar, com régua nao graduada e compassestab de outro cubo com
o dobro do volume” (Veloso, 1998, p. 41).

Pressupdem-se que foi Hipdcrates de Quios quenolo@sacue o problema da
duplicacdo do cubo se pode reduzir ao problemaadarrdinacdo dos dois meios

proporcionais entre dois niumer@sg b (a > b), ou seja, a determinacdo de dois nUmeros

- A X . .
X e y que verificam a condi¢cée = — :%. Consideranda o comprimento da aresta de

Xy
um dado cubo, e se fizermbs= 2a, teremosxy=2a’ e x> =ay, de onde se deduz

x*> =2a°. Obtemos o valor decomo soluc&o do problema da duplicagéo do cubo.

Menecmo, em meados do século IV a.C., apresentas dalu¢gbes para o
problema da duplicacdo do cubo usando cénicas.iepra solugdo de Menecmo
utiliza uma parabola e uma hipérbole; e na segwudiacdo utiliza duas parabolas.
Verificou que podia obter a solucédo do referidobpgma por meio da interseccéo de
pares de conicas. Convém referir que Menecmo deacab conicas (elipse, parabola e
hipérbole) como sec¢bBes planas de um cone, nastentgivas de resolucdo do
problema da duplicac&o do cubo.

Uma das demonstracdes é a seguinte “ Seja duassy@oporcionais entre OA

e OB, duas grandezas dadas, isto €, quer-se eaconis grandezas x e y tais que

O—A=5=%. Coloquemos AO e OB perpendiculares e suponhamgsoblema

Xy

resolvido, colocando-se OM = x e ON = vy. Entdo, hipodtese, OA = OM = ON
OM ON OB
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donde, OBxOM =ON’=PM?20 gue indica que P estad sobre uma parabola de eixo
OM, vértice O e “latus rectum” OB. Por outro laddAx OB=0M xON = PNx PM o

gue evidencia que P também estd na hipérbole deoc®ne assimptotas OM e ON.
Portanto, dadas OA e OB, comecamos por constrpardbola e a hipérbole, como
acima definidas e, entdo, a interseccdo delasala@nto P que determina OM = x e
ON =y que resolvem nosso problema” (Lintz, 199%8QD).

Em suma, no processo historico de desenvolvimerstoMatematica, 0s
matematicos gregos confrontaram-se com algumasulitiides, sendo lancados novos
desafios, embora também tenham realizado inUmerssobertas, dando assim o seu
contributo. Os trés problemas classicos que dewvesiar resolvidos somente usando a
régua ndo graduada e o compasso (quadratura ddociduplicacdo do cubo e a
trisseccdo do angulo), a descoberta dos incomeamssirémpossibilidade de medir a
diagonal de um quadrado tomando o lado para unidadeQuinto Postulado de
Euclides e a impossibilidade de o demonstrar atilito os restantes postulados, foram
alguns problemas que desafiaram os matematicosogregrante varios séculos.
Diversos matematicos empenharam-se em solucionddi®is vezes sem Sucesso; 0
facto é que muitas descobertas foram feitas aaremtresolver estes problemas. Os
matematicos gregos descobriram, por exemplo, oatrags na tentativa de as utilizar
para resolver os trés problemas classicos: as a®mor Menecmo, a trissectriz de
Hipias e a espiral de Arquimedes.

Os gregos desenvolveram a Matematica ndao por nsopvéticos e utilitarios,
mas movidos, muitas vezes, pelo desafio intelecpedd “sabor do saber” e pelo prazer

intrinseco.
2.4.2. Os Poliedros

Os poliedros tém sido, desde os tempos mais remaitfectos de admiracéo e
de estudo.

Existem diversas fontes da Matematica egipcia, eslaine babildénica que
demonstram que o interesse pelos poliedros pratetEmpos longinquos.

Na Civilizacdo Egipcia, encontramos no Papiro dendkle no Papiro de
Moscovo, problemas referentes a poliedros, o quedstra o conhecimento destes.

Na China, a obralove Capitulos Sobre a Arte da Matematioatém problemas

que cobrem um elevado numero de tépicos, aparecanfomula do volume da
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piramide e a férmula para o célculo do volume dado de piramide de base quadrada,
v :%XhX(az +ab+b?).

Também na Civilizacdo Babil6nica encontramos, esgs de barro, problemas
de célculo de volumes de troncos de piramidesauttes solidos. No entanto, algumas
das formulas utilizadas estéo correctas e outras na

Mas, o interesse pelos poliedros ndo é apenasandi pois em escavacdes
arqueoldgicas, junto de Padua, foi descoberto umeahedro etrusco (500 a.C.)
utilizado no jogo. E, no Egipto, eram usados dawos a forma de icosaedros.

Os poliedros podem ser divididos do seguinte mqgudiedros de Platdo ou

sélidos platdnicos, semi-regulares, prismas, pidése multiformes.
2.4.2.1. Os solidos Platénicos

Os cinco poliedros regulares — tetraedro, cubo exaddro, octaedro,
dodecaedro e icosaedro foram trazidos para a laigtor Platdo.

Para Veloso (1998) "um poliedro € regular quandtasoas faces sédo poligonos
regulares congruentes, todas as arestas sdo cotggue todos os vértices séo
congruentes” (p. 232).

Platdo, sobre estes solidos escreveu um diaridqulado Timaeus onde
associava estes poliedros a elementos da nataréztaaedro ligado ao fogo; o octaedro
ao ar; o icosaedro a agua; o cubo a terra e, farakn o dodecaedro ao Universo que
nos cerca. Nesta obra, Platdo apresentou uma gsclos cinco poliedros regulares e
mostrou como construir modelos desses solidosanaiat triangulos, quadrados e
pentagonos para formar suas faces. Uma das castictey destes sélidos geométricos é
que cada um é composto por apenas uma unica fogroenétrica regular. Assim,
através do tridngulo equilatero, obteve o tetraedractaedro e o icosaedro, de quatro,
oito e vinte faces respectivamente; com o quadrabteve o cubo ou hexaedro com
seis faces idénticas; e, por fim, com o pentagegolar, obteve um dodecaedro, com
doze faces iguais.

Segundo os historiadores, os Pitagoricos ja coaheciodos os sélidos
platonicos e sabiam construir o tetraedro, o cobactaedro e o icosaedro utilizando a
construgdo em triangulos descrita por PlatdoTémaeuse o dodecaedro atraves da
construcdo de pentagonos. Também Teeteto de Atgnasensinou na Academia de

Platéo, realizou um estudo tedrico sobre os cimtieqros regulares e, provavelmente,
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a ele se deve o teorema que diz que ha cinco enseraco poliedros regulares.
Porém, “um escoélio ao Livro XIII d®s Elementode Euclides afirma que somente trés
dos cinco solidos regulares eram devidos aos Ritagoe que foi através de Teeteto
que o octaedro e o icosaedro se tornaram conhé&¢Blager, 1996, p. 59).

Portanto, ndo foi Platdo quem primeiro os estuddm.entanto, foi ele quem
compilou alguns trabalhos, anteriores a ele, ersigtizou seu estudo, sendo por isso,
actualmente, designados [@wlidos Platonicos.

Nos livros Xl, Xll e XlIl dosElementosde Euclides séo tratados os poliedros,
sendo no livro Xlll, a partir da proposicdo numdreze, que Euclides estuda,
sistematicamente, os sdlidos platonicos. Contudo, demonstradas nas proposi¢cdes
treze, catorze, quinze, dezasseis e dezassetastsugdes do tetraedro, octaedro, cubo,
icosaedro e dodecaedro, respectivamente. A prdmsiezoito estabelece as relacbes
entre as arestas destes sélidos e o diametro dafisig esférica. E, na proposicéo
seguinte, Euclides estabelece quantos e quaisss@oliedros convexos regulares; ou
seja, demonstra que ndo pode ser construido maumepoliedro cujas faces sejam
poligonos regulares, iguais entre si, para além aoeso solidos que acabou de
construir.

Alguns historiadores afirmam que, o facto de Ewditerminar os treze volumes
da sua obra com esta proposicao, significa quebgectvo principal do€lementos
precisamente demonstrar a existéncia de apenas pwledros regulares” (Veloso,
1998, p. 235).

2.4.2.2. Os solidos arguimedianos

Os sélidos arquimedianos foram estudados por Argdés, no século Il a.C..

Arquimedes estudou os sélidos que obtinhamos, sdefiaicdo de poliedro
regular mantivermos a condicdo das faces serenggal$é regulares, mas ndo a de
serem todas congruentes e acrescentarmos a cortticgoe todo o vértice pode ser
transformado noutro vértice por uma simetria doggob. Assim, enquanto nos soélidos
platonicos as faces sao poligonos regulares aplenam tipo, nesta familia de solidos
poderdo ser de varios tipos. Estes soélidos sao att@snde arquimedianos ou semi-
regulares.

De acordo com a definicho dada, os prismas e dpriamas sdo solidos
arquimedianos. Existem infinitos prismas e antipéas, sendo esta a razao pela qual

temos de incluir mais uma condigdo. Por isso, paiveer apenas 0s treze que
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Arquimedes estudou é necessério acrescentar owindicéo: todos os sélidos
arquimedianos podem ser colocados dentro de uaetEty regular, de modo que quatro
das suas faces figuem sobre as faces do tetrg@aoincluimos, portanto, que os prismas
e 0s antiprismas nao estdo incluidos na familia atgsiimedianos. Logo, sem o0s
prismas e antiprismas, a familia dos arquimedi@nfosta.

Existem treze sélidos arquimedianos. Cada um gelde obter-se por meio de
uma sucessdo de cortes (truncaturas) a partir dlidos platonicos por meio de
transformacdes. Segundo Veloso (1998) as truncatara cada vértice, séo feitas por
planos perpendiculares ao eixo de simetria de &otagie passa por esse vértice (p.
236). Assim, conforme a distancia do vértice a gurincatura se faz, se vao obtendo
varios poliedros arquimedianos. Deste modo, seirpas$ do tetraedro, cubo ou
octaedro, conseguimos chegar, por meio de trurasafou truncaturas modificadas) dos
vértices, aos seguintes arquimedianos: tetraedmcdado, cubo truncado, octaedro
truncado, cuboctaedro, cuboctaedro truncado e rwhbctaedro. No entanto, se
partirmos do icosaedro ou do dodecaedro, podempdgracaturas (ou truncaturas
modificadas) dos vértices, conseguimos chegar eqisrges arquimedianos: icosaedro
truncado, icosidodecaedro, dodecaedro truncadosidiedecaedro truncado e
rombicosidodecaedro. Os dois sélidos arquimediapes faltam ndo se podem obter
por sucessdes de truncaturas. Eles sdo chamadgoguimedianos achatados, sendo o
cubo achatado e dodecaedro achatado.

Dois mil anos mais tarde, no principio do séculollXYohannes Kepler (1571-
1630) interessou-se também por estes sélidos estigua-os de maneira exaustiva
demonstrando que, para além dos prismas e antgsjsapenas podem existir treze
sélidos arquimedianos, atribuindo um nome a cadaeies.

Em suma, a diferenca entre os solidos platonicos solidos arquimedianos
reside no facto de que nos primeiros as faces séigopos regulares (triangulo
equilatero, quadrado, pentagono regular, etc.)stadomesma espécie, ao passo que nos

arquimedianos podemos ter poligonos regularesfeieedies espécies.

2.4.2.3. Poliedros estrelados

Durante um longo periodo, depois de os matematjcegos terem estudado os
sélidos regulares (sélidos platénicos) e semi-im@sl (solidos de Arquimedes), o
estudo dos poliedros ndo avancou significativamente
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Até que, durante o Renascimento lItaliano, diveemtistas e mateméaticos se
interessaram novamente pelo estudo e representigfieles sélidos. Destacam-se
Piero della Francesca, Luca Pacioli, Leonardo deiM Durer. O pintor Piero della
Francesca escreveu o tratadibellus de Cinque Corporibus Regularibusobre os
cinco solidos regulares. Também Luca Pacioli (14857) no seu TratadDe Divina
Proporcioneaborda os poliedros e nele aparecem desenhogatzaale Leonardo da
Vinci. Ddrer no seu trataddJnderveissung der Messungxp0e a construcao de
poliedros regulares e semi-regulares a partir dgpfanificacéo.

No periodo do Renascimento surge outra categoripotledros: os poliedros
estrelados. Johannes Kepler (1571-1630) € quenestadar esta nova categoria de
poliedros.

Para compreendermos como se obtém os soélidosaglstselbasta saber o que
sao poligonos estrelados. Se prolongarmos os o triangulo equilatero e de um
pentagono regular, obtemos resultados muito difesen

Assim, enquanto no triangulo ndo conseguimos foromar novo poligono
limitado pelos lados prolongados, pois eles ndwadgam a encontrar, no caso do
pentagono regular os lados prolongados intersestrdefinindo um novo poligono: o
pentagrama, usado pelos discipulos de Pitdgoras sambolo da Escola Pitagorica. O
processo utilizado para obter o pentagrama chaneatselacdo. Em certos poligonos,
esse processo pode repetir-se mais de uma vegjaw Poligono pode admitir mais do
que uma estrelacao. Por exemplo, o heptadgono admateestrelacdes.

O processo de estrelacdo para obter soOlidos ekieelé@ analogo ao dos
poligonos. SO que, para obter os solidos estreladlgsie se prolonga séo as faces e
procuram-se o0s solidos limitados por essas facedorgyadas, quando elas se
encontram. Por exemplo, se prolongarmos as facesndeubo, ndo conseguimos
encontrar nenhum sélido limitado por elas; istorqglizer que ndo € possivel obter a
partir do cubo nenhum sdlido estrelado. No entasoestrelacdo do octaedro resulta
um sélido estrelado. E, no caso do dodecaedro,tennse trés estrelacdes, ou seja,
obtemos trés sélidos estrelados: pequeno dodecasttadado, grande dodecaedro e o
grande dodecaedro estrelado respectivamente dai@jreaegunda e terceira estrelacéo.

O poliedro platonico com mais estrelacdes é o erga No século XX, Coxeter

provou a existéncia de cinquenta e nove estrelai@esaedro.
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No inicio do século XVII, Kepler descobriu o peqaetiodecaedro estrelado
(doze faces, doze vértices e trinta arestas) amdgrdodecaedro estrelado (doze faces,
vinte vértices e trinta arestas).

Em 1809, Louis Poinsot (1777-1859) escreveu umathabimportante sobre
poliedros, descobrindo, independentemente de Kepteuatro poliedros estrelados.
Além dos acima referidos, descobriu também o gratlutkecaedro (doze faces, doze
vértices e trinta arestas) e o grande icosaednte(¥aces, doze vértices e trinta arestas).
Por isso, as trés estrelacdes do dodecaedro eraadgexta estrelacdo do icosaedro sao
chamados solidos de Kepler-Poinsot. A importan@ates quatro sélidos reside no
facto de serem, tal como os cinco sdlidos plat@ioegulares. Segundo Veloso (1998)
se admitirmos que as faces podem ser poligonosaregugeneralizados (incluindo os
pentagramas, por exemplo) e que se podem intersestguatro poliedros obtidos por
estrelacdo sao regulares (p.243). As faces do peqimlecaedro estrelado e do grande
dodecaedro estrelado sdo pentagramas, enquanéeess do grande dodecaedro e do
grande icosaedro sdo triangulos equilateros. Camhesd existem quatro poliedros
regulares estrelados: os anteriormente referidos.

Em 1983, Cauchy (1789-1857) demonstrou que apeodsnp existir nove
poliedros regulares: os quatro poliedros estrelagesjueno dodecaedro estrelado,
grande dodecaedro estrelado, grande dodecaedeméegicosaedro) e os cinco sélidos
platonicos (tetraedro, cubo ou hexaedro, octaedibdecaedro, icosaedro). Também
provou, para um caso particular de poliedros, gidenaula de Euler é valida.

Num mosaico do pintor Paolo Ucello, existente nailga de S. Marcos, em
Veneza, figura um sélido deste tipo. No mosaiconapevemos seis piramides
pentagonais, pois a base € um pentadgono. No entsataonsiderarmos a parte
escondida simétrica da que se Vvé, verificariamesogeolido € o pequeno dodecaedro

estrelado.

2.4.2.4. Solidos de Catalan

Eugéne Charles Catalan (1814-1894) estudou os ddais poliedros
arquimedianos. Em 1865, publicou num texto intdoldMémoire sur la Théorie des
Polyédreso seu estudo.

O conceito de dualidade que sera apresentado -@gliGgenas aos solidos
platonicos e arquimedianos. Existem dois métodas mancontrar o dual destes

poliedros convexos:
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1° - qualquer sdlido platénico ou arquimediano psefeinscrito numa superficie
esférica. Para obter os duais dos sélidos platériasta “imaginarmos o plano tangente
a respectiva superficie esférica em cada um ddge®re se tomarmos esses planos
como os planos das faces de um novo poliedro” nodgeo seu dual (Veloso, 1998, p.
245).

2° - Também obtemos o dual destes sélidos se umioe@ontos centrais dos
pares de faces adjacentes.

Aplicando qualquer um destes métodos obtemos qdeab do tetraedro € o
tetraedro, que o dual do cubo é o octaedro e \@cgave que o dual do dodecaedro é o
icosaedro e vice-versa.

Se fizermos a mesma construcdo a partir dos pl@mgentes para os solidos
arquimedianos, obtemos os seus duais. Aos duaisalides arquimedianos chamamos
de sdlidos de Catalan. Verificamos que nos dudislab as faces ndo sdo poligonos

regulares sendo, no entanto, todas congruentes.

2.4.2.5. A familia dos Deltaedros

Durante o século XX os poliedros continuam a déapemnteresse nos
matematicos.

Em 1960, Norman Johnson conjectura que para al&rsdlados platénicos e
dos arquimedianos, existem 92 poliedros convexws,gaee as faces sédo poligonos
convexos regulares, incluindo os prismas e os rsmias regulares, embora em 1947,
ja tivesse sido provado pelos matematicos Hansderghal e Van der Waerden que
existem apenas oito poliedros convexos cujas fa@estriangulos equilateros. Para
estes oito poliedros Cundy e Rollett sugerem o ndmeleltaedros. Assim, a familia
dos deltaedros sao todos os solidos cujas facdsi&agulos equilateros, todos iguais.

Os oito deltaedros sao: o tetraedro (quatro faaesjctaedro (oito faces), o
icosaedro (vinte faces), bipiramide triangular gskices), bipiramide pentagonal (dez
faces), dodecadeltaedro (doze faces), tetradeaadelt (catorze faces),
hecadecadeltaedro (dezasseis faces). A bipiramatetilar obtém-se unindo por uma
face dois tetraedros e a bipiramide pentagonalnoisg unindo, pela base, duas
piramides pentagonais cujas faces sao triangulogaegros. Existem assim deltaedros
convexos com quatro, seis, oito, dez, doze, catalzeasseis e vinte faces. Notamos

gue o numero de faces varia entre quatro e virgea §ue ndo deveria existir um
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deltaedro com 18 faces? Hans Freudenthal e Vakivderden demonstraram que esse
deltaedro n&o se pode construir.

2.4.3. A Geometria no Antigo Egipto

Segundo Boyer (1996) “afirmacBes sobre a origenMdgematica, sejam da
Aritmética, sejam da Geometria, sdo necessarianaengeadas, pois os primérdios do
assunto sdo mais antigos que a arte de escrevé)” (p

Apesar do historiador grego Herodoto escrever gueeametria nasceu no
Antigo Egipto, as primeiras concep¢fes de Geomettam de tempos tdo remotos
como os do comeco da ldade da Pedra. Os regisiesantggos da actividade humana,
no campo da Geometria, remontam ao homem paleol{@is desenhos e pinturas feitos
nas cavernas “revelam uma compreensao da destiidéoensional dos objectos no
espaco”, isto matematicamente falando (Struik, 19929). Porém, foram poucos 0s
progressos que se realizaram no conhecimento @gdesd espaciais. Contudo, a
transicdo da recolha de alimentos onde fosse mbssigontra-los (h6madas) para a sua
producado (caca, pesca e agricultura) mudou a atiiecdHomem perante a Natureza.
Esta deixou de ser passiva, para se tornar atieé&a-se um novo periodo da Idade da
Pedra: o Neolitico. Dos achados argqueoldgicosrésts encontrados mostram como
se desenvolveram gradualmente certos oficios elamesn tais como: a ceramica, a
carpintaria e a tecelagem” (Struik, 1997, p. 3Gtek achados permitem conhecer o
Homem Neolitico. Por exemplo, os potes, os tecalas cestas mostram exemplos de
padrées geométricos utilizados na Ceramica, na ldgem e na Cestaria. Na
ornamentacdo neolitica observamos exemplos de wémga, de simetria e de
semelhanca, conceitos que fazem parte da nossa eBe&oralementar. Também a
necessidade de medir o comprimento ou o volumeed®sc objectos deu origem a
unidades de medida como o dedo, o pé e a méao.

Boyer (1996) sublinha que a preocupagdo do homeéhiptérico com
configuracdes e relacdes pode ter origem no sdiunmsaTio estético e no prazer que lhe
dava a beleza das formas, motivos que muitas repégaram também a Matematica
de hoje” (p. 5).

Segundo Boyer (1996):

“Herddoto e Aristételes ndo quiseram arriscar-g@apor origens mais antigas que a

civilizacdo egipcia, mas € claro que a Geometria tipham em mente possuia raizes
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mais antigas. Her6doto mantinha que a Geometrigig®mou no Egipto, pois acreditava
que tinha surgido da necessidade pratica de fameasnmedicdes de terras apos cada
inundacao anual no vale do rio Nilo. Aristételeba@ que a existéncia no Egipto de

uma classe sacerdotal com lazeres é que tinha zidodao estudo da Geometria” (p.4).

Segundo o historiador grego Herddoto, a origem d@@ni&tria no Egipto,
provém da necessidade pratica. O Antigo Egipto acapuma extensa regido, ao longo
do vale do Nilo. O rio Nilo tinha, em certas épodasano, inunda¢cdes que alagavam os
campos, fazendo desaparecer os marcos de delimitatée eles. A necessidade de
estabelecer de novo os limites das propriedades perdsido a principal razdo que
levou os antigos egipcios a desenvolver a Geomedean marcos a demarcar 0S
terrenos, os agricultores ndo sabiam qual era arepsiedade para a poderem cultivar.
Para demarcarem novamente os limites existiam s egsores egipcios, funcionarios
dos farads encarregados de avaliar os prejuizoshd#es e delimitar as fronteiras entre
as diversas propriedades. Estes agrimensores tatieses de corda”, sabiam calcular
perimetros e areas de terrenos, decompondo-osot@mgealos e triangulos. Como tal, a
necessidade de delimitar as terras conduziu a mbgdiguras geométricas (rectangulo,
guadrado e tridngulos), de perimetro e de area.

Prova disso € o texto do historiador Herddoto (rasado século V a.C.),
segundo o qual a Geometria que, etimologicameigsifisa medida da terra, se tera

iniciado no Egipto e dai, tera passado para a &réci

“O rei, assim dizem, dividiu as terras entre opeigs dando a cada um uma
parcela de terra e fez disso uma fonte de recurapsndo o pagamento de um imposto.
Qualquer homem que tivesse sido privado de partesdas terras pelo rio, deveria
declarar a Sesostris o que lhe tinha sido tiradei mandaria homens verificar e medir o
espaco do qual a terra fora diminuida, de formaeaaydono pagaria apenas um imposto
proporcional ao original.

Daqui, na minha opinido, os gregos aprenderam & dat Geometria (...)"
(Fauvel and Gray, 1987, p.21, citado por Estra@@0p.45).

Aristételes acredita que a origem da Geometriaaie do Nilo surgiu porque 0s
sacerdotes tinham o lazer necessario para desenwwlgonhecimento tedrico. Neste
ponto de vista, ambas as teorias poderiam terdsei® motivacdo para produzir a

Matematica e, em particular, a Geometria.
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Os conhecimentos que temos da Matematica egipoig&ipr de papiros e o0s
seus escritos conservaram-se devido ao clima sacegido. Deles destacam-se 0s
Papiros de Rhind e o de Moscovo. Através do contel@dtes papiros, é possivel obter
informacdo sobre os conhecimentos da Matematicpciegi em particular, da
Geometria.

O Papiro de Moscovo foi escrito em hieratico, poltarde 1850 a.C., por um
escriba desconhecido. Este papiro foi comprado gipt& em 1893, pelo antiquario
russo Golenishchev e conserva-se no Museu de Betas de Moscovo (dai ser
conhecido por Papiro de Moscovo). Nele constamevatcinco problemas da vida
pratica e a sua respectiva resolugcdo. Devido aestado de degradacdo € impossivel
interpretar muitos deles. Os problemas de natugepanétrica contidos neste papiro
sdo: quatro, seis, dez e catorze. Os problemasogeateis referem-se a area de um
triangulo e de um rectangulo, respectivamente. dblpma dez consiste em calcular a
area da superficie de um cesto. Os célculos gqueriba usa sdo adaptaveis a um cesto
cuja forma € uma semiesfera ou um semicilindroc@esiderarmos uma semiesfera de
diametrod e um semicilindro de diametro da base alturad verificamos que a area da

superficie lateral de cada um dos soélidos se detaraplicando a mesma férmula. Pois

2
a area lateral do cesto semiesférico € dado pglarge formulaA,,, . ccrera = 277(5 ea

2
area lateral do cesto semicilindrico é dado pelmdita A, im0 = ﬂ%xd = 277(%) :

O problema catorze consiste na determinacéo doneolle um tronco de piramide de
base quadrada com altura de seis unidades sesigsadas bases superior e inferior
medirem duas e quatro unidades, respectivamenteest@iba indica que se devem
tomar os quadrados dos numeros dois e quatro m@aica soma desses quadrados o
produto de dois por quatro, sendo o resultado w@rdio. Esse é entdo multiplicado por
um terco de seis”, e o escriba obtém cinquentasgBeyer, 1996, p. 13). Verificamos

que os célculos efectuados pelo escriba egipciesmondem a aplicacdo da férmula
1 . A ~
modernaV :§><h><(a2+ab+ bz), ondeh é a altura da piramide, & e b sdo os

comprimentos dos lados das bases quadradas do tiengiramide. Esta formula ndo
aparece escrita em nenhum lugar, mas era evidentermenhecida pelos egipcios. No

entanto, ndo sabemos como chegaram aquela formula.
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O papiro de Rhind é o mais extenso dos papirosatgera Matematica. Tem
cerca de 0,30 m de altura e 5 m de comprimentocéfaprado numa cidade a beira do
Nilo, Luxor, em 1858, por um banqueiro e antiquéegcocés, Henry Rhind (dai
conhecido como Papiro de Rhind); € também conhgmidd®apiro de Ahmes, devido
ao escriba que o copiou. Actualmente, encontraadgritish Museum.

Este contém oitenta e quatro problemas, em esdeitatica, sendo alguns deles,
de cariz geométricos. Foi escrito por volta de 188D, pelo escriba Ahmes. O texto é
uma copia dum mais antigo, de cerca de duzentos ames. Embora no papiro néo
haja enumeragéo dos problemas, o editor aleméao Bis®nlohr, em 1877 enumerou-
os. Neste papiro os problemas entre quarenta e gnarenta e sete, entre quarenta e
0ito e cinquenta e trés e entre cinquenta e seés®enta sdo de natureza geometrica. A
partir destes problemas do Antigo Egipto, que clegaaté nds, é possivel conhecer o
seu conhecimento na Geometria.

Os problemas entre quarenta e um e quarenta e@eisstem na determinagéo
do volume de sélidos: o cubo, o paralelepipedoc#iradro circular, todos concebidos
como recipientes, principalmente de sementes. Olgnas entre quarenta e oito e
cinquenta e trés estdo relacionados com a detegéunda &area de triangulos, de
rectangulos, de trapézios e de circulos. Os pradesntre cinquenta e seis e sessenta
dizem todos respeito a questbes sobre o0 “sekedind@ piramide. O Seked é a
unidade usada para medir a inclinacao das faarsigtdas piramides.

O problema quarenta e um deste papiro correspandéleulo do volume de um
celeiro cilindrico de nove cévados de didmetro deebe dez cbvados de altura. O
escriba egipcio nas suas instrucdes indica “calsuleessivamente 1/9 do diametro, que
€ 1; a diferenca para 9 que é 8; o quadrado dei3,é064 (area da base) e depois,
multiplicar 64 por 10, que da 640 cbvados cubiciStradaet al, 2000, p.51). A

formula utilizada corresponde a formula que hojenuss, ou sejay = A, xh em que

A é a area da base e h a altura do cilindro. A (difesenca € que o escriba egipcio

2
usarzr= (%Sj = %3 = 31605 no célculo da area da base, visto que a basdindraié

um circulo. Este valor daé considerado bastante bom para a época.

O problema cinquenta corresponde ao calculo dadé&resn circulo. Segundo as

2
instrucdes do escriba, a area do circulo de diandetra dada pofd —%) . Portanto,
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2 2 2 2 2 2
(d —gj :(§dj = (Ej X(gj fazendormr= (Ej =31605 vem A0 = n(gj que
9 9 9 2 9 2

corresponde a férmula que utilizamos actualmema p&alculo da area de um circulo.

O problema cinquenta e um refere-se ao calculo rda de um triangulo
isésceles. Segundo o escriba, a area era dadmptlde do produto da base pela altura.
Ahmes justifica o seu método para o calculo da deesbrando que o triangulo
isésceles € composto por dois triangulos rectasgglmis, e que deslocando um deles
podemos formar um rectangulo. No problema cinquertais é pedido para calcular a
area de um trapézio isosceles, ao que Ahmes regotlee maneira semelhante ao
problema anterior, ou seja, transforma o trapémim mectangulo. Em transformacdes
como estas, de busca de relacdes entre as figeoasétyicas, observamos o inicio da
ideia de prova em Geometria. Porém, os Egipciosardsenvolveram.

Como podemos verificar a Geometria surgiu por redade do homem para
resolver certos problemas praticos do dia-a-dia.

A partir destes papiros, temos acesso apenas aiategnatica elementar, pois
0 conhecimento ai contido é quase todo praticcengonente principal nas questdes
era o calculo. N&o encontramos também tentativaedenstracdo de resultados, “mas
somente a prescricdo de certas regras: Fazeratrar fissim” (Struik, 1997, p. 63).
Verificamos ainda que as regras de calculo dizeapeito, unicamente, a casos
concretos e especificos. Segundo Boyer (1996), embe “dois principais papiros
matematicos sejam de uma época bastante antigaanod antes do surgimento da
Matematica grega, a egipcia parece ter permanecidvelmente uniforme durante sua
longa historia (...) a de seus antepassados e desterti(p.15).

N&o se sabe se 0s egipcios tinham, ou ndo, configttisnmatematicos mais
avancados. No entanto, os seus monumentos (pirmitemplos) levam a pensar que,
na realidade, os arquitectos eram possuidores deecionentos ndo relevados nos
papiros.

A partir do rei Ptolomeu |, houve um desenvolvineena Matematica Egipcia,
uma vez que nesta altura os matematicos gregosid&si@ outros vao trabalhar no
Museu e Biblioteca de Alexandria, no Egipto. No etdaa maior parte da producéo
Matematica realizada no Egipto € considerada comemag ndo so6 porque foi
desenvolvida por matematicos de origem grega, @@bém porque era escrita em

grego.
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2.4.4. A Geometria na Mesopotamia

A Mesopotamia, regido a sul da Asia, situada evdreos Tigre e Eufrates, que
actualmente corresponde aproximadamente ao Iraque.

Os conhecimentos que hoje temos sobre a MatemdaicaCivilizacdo
Mesopotamica provém de tabletas de barro encomstredia contelldos matematicos
gravados. Hoje, a quantidade de documentacéo sollaematica da Mesopotamia é
superior a sobre o Egipto, pois 0s papiros egipmias mais vulneraveis aos estragos
do tempo que as tabletes de barro. Os mesopotamasm essas tabletes de barro,
sendo praticamente indestrutiveis, excepto quando foram cuidadosamente
conservadas depois das escavagdes. E através diestiesentos que podemos afirmar
gue a “matematica mesopotamicas atingiram um mhaé elevado do que o obtido
pelas matematicas egipcias. Na Mesopotamia podenesno detectar um certo
progresso no decorrer dos séculos” (Struik, 19936

As placas descobertas na Mesopotamia com contetatenratico fazem
referéncia a trés periodos distintos, bastanteradps no tempo: periodo antigo (c.
1990 — 1600 a.C.) a que chamamos de Antiga Bahilmo-assirio (aproximadamente
700 a.C.) e neo-babilonico e seléucida (aproximaaaen600 a. C. até a era crista).

So6 no século XIX, com a decifracdo da escrita damae, € que foi possivel o
estudo desta civilizagdo. Contudo, a decifragéopiasas de conteddo matematico so
comecou a ser realizada no século XX pelo histori@tto Neugebauer. Actualmente,
muitas das placas de barro encontram-se decifradagntadas e publicadas em texto,
muito embora haja ainda milhares de placas porfrdeciConvém referir que os
historiadores, na traducéo e interpretacdo dosgedds placas procuraram “integra-los
no contexto cultural em que foram escritos e a@dtis em relacdo com o modo de
pensamento e os problemas da sociedade dessa épst@da, Sa, Queird, Silva e
Costa, 2000, p.69). Na Civilizacdo Babilonica ertimmos nas placas de barro muitos
problemas sobre figuras geométricas, que “podedarthamar de Geometria, mas que
os Babilonios provavelmente consideravam como Attilra Aplicada” (Boyer, 1996,
p. 28). Essas placas encontram-se em diversos mustigglités Orientales- Museu de
Louvre, Museu Britanico, Vorderasiatische Abteilufgntafeln-Museu de Berlim e
Yale Babylonian Collection — Universidade de Yates iE.U.A.. Muitos dos problemas
contidos nas tabuas babilonicas revelam-nos o -dia-adesta civilizacdo. Nelas

encontramos problemas sobre diversos assuntosbl&pnas de divisbes de campos
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numa heranca, célculo do nidmero de tijolos nedess@ara construir um celeiro,
problema de &reas e volumes, de constru¢do e mlanga de canais de irrigacao”
(Estrada, S&, Queird, Silva e Costa, 2000, p. 98)pMcessos utilizados para a sua
resolucdo consistem na aplicacdo de formulas, uweaes correctamente, outras
incorrectamente, sem que tal distingéo seja atadf.

Por exemplo, segundo Estrada (2000), esta civilzpe#a calcular a 4rea de um

. . . , 1 . : .
circulo aplicava a seguinte formuka:EPz, sendo P o perimetro da circunferéncia do
circulo. Se se comparar com a formula que se usmla®ente verifica-se que iSso

2_ 1 2
corresponde a tomar = . ®e facto, derr =E(2n) ,vemn= 3

Porém, em 1936, os arqueodlogos franceses de Sapigal ado antigo Elam,
cerca de 360 km a Este da Babilonia, encontraragaplgue nos transmitem outra
informacg&o do valor der. Numa dessas placas hd um texto que da a relaisiente

entre o perimetro de um hexagono regulpg)(e o perimetrgp da circunferéncia

circunscrita ao hexagono, ou sefg,= (2—3+%)x p. Se substituirmop, por 6R ep

por 27R, sendo R o raio da circunferéncia circunscritehawdgono, obteremos um
valor de 7 com uma melhor aproximagdo do que a anterior. d2&f substituindo

obtemos6R=(5—7+ﬁj><27R o 7T=L , vem nD3E.
60 60° o7 +ﬁ 8
60 60°

A éarea de um quadrilatero era determinada tomangwoduto das meédias
aritméticas dos pares de lados opostos. Conveémirrgte, na maior parte dos casos,
essa area € uma aproximacdo. No entanto, tal caandCiwilizacdo Egipcia, a
Civilizag&o Babilonica néo faziam uma distincdorersts medidas que sdo exactas e as
gue sao apenas aproximacoes.

Outro aspecto interessante € que na MatematicaciBgifio ha qualquer
indicacdo nos documentos encontrados de que osi&gifpeessem conhecimento do
Teorema de Pitdgoras. Todavia, as placas de barMedapotamia mostram que o
teorema “era conhecido, ndo apenas para casodaspetas com toda a generalidade,
como uma relacdo numérica entre os lados de umgtri@ rectangulo. Este facto
conduziu a descoberta de triplos pitagoricos, taiso (3,4,5) e (5,12,13)" (Struik,
1997, p. 59). A placa Plimpton trezentos e vintilwis é uma prova desse facto.
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A referida placa encontrada data de cerca de 17G0 & seu nome deve-se ao
facto de esta placa ter o nimero 322 da coleccaBlidgton (da Universidade de
Columbia, em Nova Yorque). Segundo o historiadandébauer, que decifrou, estudou
e interpretou o conteuddo matematico contido naaplaonsidera-a como um texto
relativo a ternos pitagéricos. A placa contém quatlunas, mas, os seus cabecalhos
estdo muito danificados. Para além disso, a maeguerda esta partida. Como tal,
nem todos os numeros podem ser lidos. Neugebaweerou de | a IV as colunas e
interpretou-as. A coluna IV € apenas uma enumerdg@dinhas de um a quinze e tem,
como finalidade, identificar a ordem dos itens pasras trés colunas dispostas. A
coluna lll refere-se a diagonal de um quadradovédares da hipotenusa c), a coluna Il
seria o lado do quadrado (valores do cateto b)celuna I, devido ao facto de estar

muito danificada, tornou-se dificil a sua interpggio. No entanto, considera como

2

sendo (C—Zj sendo a, b e c lados de um triangulo rectangidkie historiador
a

reconstruiu as partes ilegiveis da placa e coragiarros que o escriba cometeu.

Um terno pitagorico é constituido por trés nimeéntsirosa, b e ¢ que possam
ser lados de um tridngulo rectangulo. De modo @de b*=c®> (1), sendo c a
hipotenusa do triangulo. Podemos exprimir ¢ e b c@oma e diferenca de dois
X+y=cC

Substituindo em (1) vem
X-y=b

nameros inteiros x e y tais que{

(x-yP+a?=(x+yf o x¥+y?—2xy+a’=x2+y? +2xy = a’ =4xy = a=2/xy .

O nimero,/xy sera inteiro desde que x e y sejam quadradositoestfogo, x = p* e
y=0°, com p e g sendo numeros naturais. Entdo, semd@pq, c=p°+q°,
b=p*-g® comp > q satisfaz a relagdo (1), obtemos um terno pitagoi@s trés
inteiros assim, obtidos formam um triangulo rectdogem que o quadrado do maior é
igual a soma dos quadrados dos outros dois. A plogton trezentos e vinte e dois

parece ter sida construida deste modo. No entpata,obter os valores da placa, temos
gue restringir “a valores demenores que 60 e a valores correspondentgdale que

1<£<1+\/§, isto € a tridngulos rectangulos para os gaais b. Os Babilonios
q

presumivelmente verificaram que havia exactameréate oito pares possiveis de
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valores dep e q satisfazendo as condi¢Oes e para esses, aparatgericemaram as
trinta e oito correspondentes triplas pitagoriq@sdyer, 1996, p. 24).

Algumas das deficiéncias evidentes da Matematistadavilizacdo foram: as
placas conterem apenas casos concretos de probleenagormulacdes gerais; a falta
de enunciados explicitos de regras e a auséndaigstilecdo entre resultados exactos e

aproximados, visivel no calculo da area de um didéelo ou de um circulo.

2.4.5. A Geometria na China

Os Egipcios usaram o papiro, os Mesopotamios usasaplacas de barro, 0s
chineses e os indianos usaram a casca de arvolamlou, sendo este material usado
mais deteriordvel que os anteriores. Dai o conlextilndas matematicas chinesas ser
impreciso. Das fontes de Matemética Chinesa destaeaos livrosChiu Chang Suan-
Shu (Nove Capitulos sobre a Arte Matematica) e (Peiique datam o periodo da
dinastia Han (206 a. C. - 220 d.C.).

Chou Peié s6 parcialmente matematico pois “trata de cascalstrondémicos,
embora contenha uma introducéo relativa as progulesl do tridngulo rectangulo e
algumas coisas sobre o uso de frac¢des” (Boyef, 129 33). A obra informa-nos que
a Geometria chinesa derivou da mensuracdo e conBalmifonia era, essencialmente,
um exercicio de Aritmética ou Algebra. Também, aisadesta obra, ficamos a saber
que o Teorema de Pitagoras era conhecido pelosselsingois € visivel a demonstragédo
e explicagbes de calculos com o referido teorema.

Chiu Chang Suan-Shupelo contrario, € um livro dedicado somente a
Matematica. A obra contém duzentas e quarentasepeblemas, todos resolvidos
sobre mensuracdo de terras, agricultura, sociedaegnharia, impostos, calculos,
solugdes de equacgoes, e propriedades dos triangatdsgulos. Segundo Boyer (1996)
“ao0 passo que 0s gregos da mesma época estavanormonfratados logicamente
ordenados e sistematicamente expositérios, os sgsneepetiam o velho habito dos
Babilonios de compilar colecgbes de problemas éspes’(p.134).

No que se refere a Geometria destaca-se as férrpalas calcular areas e
volumes complicados e o0 uso do Teorema de Pitagoras.

A obra inclui um conjunto de conhecimentos de Méira necessarios as
praticas do dia-a-dia, em todos os sectores dédadie. Os problemas estdo agrupados
em nove tépicos. A obra contém férmulas para outé@lde areas de rectangulos, de

triangulos, de trapézios e de circulos. Através mloblemas referentes ao calculo da
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area de um circulo observamos que o valor tomad para trés, se compararmos a
férmula aqui dada com a férmula actual. SegundoeB¢3996) “a area do circulo era
calculada tomando trés quartos do quadrado solmi@metro ou um doze avos do
quadrado da circunferéncia”(p.134).

A obra contém, também, um formulario com férmulasam célculo de volumes
de solidos geométricos associados as pecas: foctéac (cilindro), telhado (piramide
rectangular), juncao (tetraedro), fosso, dique amocde esgoto (tronco de piramide
quadrangular) e entrada para o timulo (prismaguikam recto truncado). As pecas eram
destinadas a construir castelos, casas, canaidaAiontém vinte e quatro problemas
sobre as propriedades dos tridngulos rectangudptiaacao do teorema de Pitagoras.

Também Liu Hui, autor de um comentéario extenso sobreNove Capitulos”,
descobriu, através de poligonos regulares inscetegcunscritos, que 3,1401 &<
3,1427 , dois séculos mais tarde Tsu Ch'ung-chéudiho apresentam um valor de

com sete casas decimais e também os vam:e527—2 e i’i?

2.4.6. A Geometria na Africa

Durante o século XX, efectuaram-se escavacoes eitad foram descobertos
varios objectos que provam que o homem vive encéfelo menos ha 37 mil anos. E
com base nesses objectos encontrados que averigugmoas populacdes africanas
recorriam a motivos geomeétricos para decorar tscigdaredes e até utensilios de uso
diario. Em muitos dos objectos produzidos, por forartesanal, sao visiveis as
aplicacdes da Geometria. Por exemplo, os “sipétsifteiras de mao com duas partes
de encaixar utilizadas para transportar documeato®wedas). Ao observarmos estes
objectos verificamos que, para ornamentar e coitfieac os “sipatsi’, 0s cesteiros
aplicam Geometria, pois eram ornamentados a pltiranslacdo de um motivo e com
padrbes que apresentam eixos de simetria. A caidedestas carteiras de méao “parte
de um no de forma pentagonal dado sobre quatsy 8eguindo-se 0 entrancar dessas
tiras, duas a duas, perpendicularmente; prontata,o& necessario efectuar um nimero
par de nés. As tiras fazem angulos de 45° e 13®°agontorno da mesma” (Estrada
et.al, 2000, p.208). Novamente, verificamos abcedagnateméticas.

As informacdes disponiveis do contributo de Affizaa o desenvolvimento da
Matematica sdo diminutas e, aquilo que sabemoséprodas tradicdes culturais

transmitidas oralmente e de achados arqueologimguanto no Egipto e na Antiga
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Babilonia, estas civilizagbes registaram de fornsari|a as suas descobertas de

contelido matematico, 0 mesmo n&o aconteceu enmaAfric
2.4.7. A geometria na india Medieval

Os primeiros registos da civilizacédo indiana en@mntse no livrdds VedasNo
entanto, ndo encontramos vestigios de qualqueridadie Matematica, visto que este

contém apenas textos sagrados com canticos derleucaltos religiosos. S6 mais
tarde, aparece um apéndice a umdedas os Sulvastrascom trés versdes, das guais

a mais conhecida é a Apastamba. Oslvastrasdatam a época de Pitdgoras e
continham conhecimentos necessarios a construcdentgdos sagrados e de altares.
Neste periodo a Matematica usada “consistia emneguregras empiricas de
Geometria como, por exemplo, aplicacdes do TeoreenRithgoras, a construcao de
angulos rectos por meio de ternos pitagoricos,aaigtura de rectangulos e, de forma
aproximada, de circulos” (Estrada, Sa, Queird, SilGosta, 2000, p.376). Nesta altura,
em geral ndo eram provados os resultados apressntad

E a partir dos finais do século V da nossa era guges matematicos indianos
com contributos importantes para a historia da Matea, destacando-se Aryabhata |,
Brahmagupta e Bhaskara II.

Aryabhata | nasceu no ano de 476, na cidade derkaysura, no norte da india,
e foi o primeiro indiano a incluir uma seccéo detdn@ética na sua obra, cujo titulo &
Aryabhatiya Na parte relativa & Matemética, sédo indicadasasegara calcular a area
de algumas de figuras planas, apesar de algumas k&b estarem correctas ou sO se
verificarem em situacfes particulares. Nesta obesificamos que “a area de um
quadrilatero € determinada pelo produto de doislatbss e a area de um triangulo € o
produto da perpendicular que bissecta a base padmeéa base” (Estrada, Sa, Queird,
Silva e Costa, 2000, p.384). Hoje sabemos quenzepa afirmacgéo so é verdadeira se a
figura geométrica for um quadrado e a segundazssditido para triangulos isosceles.

Brahmagupta nasceu em 598. Publicou uma obra dendshia denominada de
Brahmasphutasiddhantam que também incluiu uma sec¢do de MatematiazbrA é
constituida por vinte e um capitulos sendo apeo&s dbdicados a Matematica. Das
contribuicbes de Brahmagupta para a Geometriaaesta generalizacdo da formula
de Heron para a determinacéao da area de um quadvil&sta € conhecida por férmula

de Brahmagupta: designando por A a area do quisiidlas o semiperimetro e a, b, c e
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d os lados, tem-séA=,/(s—a)(s-b)(s—c)s—d). Segundo Bhaskara II, que foi o

altimo matematico indiano do periodo medieval, ranifla de Brahmagupta sé pode ser
aplicada a quadrilateros ciclicos, ou seja, quagrnbs convexos inscritos num circulo.

2.4.8. A Geometria na Civilizagao Islamica

As maiores contribuicdes dos matematicos islamifmam no campo da
Algebra. O primeiro tratado sobre Algebra no Isléibescrito por Al-Khwarizmi. A
obra é constituida por trés partes, sendo a seqanrtia referente a Geometria pratica.
Contendo um conjunto de regras praticas para detarrareas e volumes, tais como
conceitos com aplicacdes a agrimensura e a outobdepnas concretos. Por exemplo, a
“area de um circulo é obtido multiplicando metadesgéu diametro por metade do
perimetro da circunferéncia; por sua vez o pernetta circunferéncia de diametro d é

determinado por uma das trés férmulap;.:B%d ou p=+10d2ou p= 62832d "

~2000¢
(Estrada, S4, Queird, Silva e Costa, 2000, p.428)s&se que a primeira aproximacao
feita por Al-Khwarizmi remonta a Arquimedes e, aggl Ultimas, aos matematicos
hindus. Na sua obra encontramos ainda outras ntfiag gregas, principalmente a de
Heron de Alexandria. Também os sucessores de Al-Kbwanas suas obras de
Algebra continuaram a incluir partes de Geometria.

Em Sevilha e Granada é possivel observar algunscipslacheios de
ornamentacbes geométricas, sendo um dos exempligsvistveis da aplicacdo da
Geometria em tempos remotos. Os construtores arahesnamentacdo dos palacios,
utilizavam construgbes geométricas, visto que d€@roibia a representacéo de seres
VIVOS.

Em Geometria, ha que realcar o trabalho de variagem#icos islamicos. Abu-
I-Wafa (940-998), matematico e astronomo, que pablia obraSobre as Partes da
Geometria de que Precisam os Artes@as. meados do século X, surge uma outra obra
sobre a construcdo das seccdes conicas por pobtidps com régua e compasso, de
Ibrahim ibn Sina. J& o autor Omar Khayyam (10481)1&onstréi uma teoria de
resolucdo geomeétrica das equacdes cubicas, quengdemda uma das maiores
descobertas do Isléo.

Somente no final do século VIII é que as obrasgltasdes gedmetras gregos

comecaram a ser traduzidas em arabe. Destes destac&uclides, Arquimedes e
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Apoldnio, que foram fonte de inspiracdo para osematicos arabes. Mas, os arabes
ndo se limitaram a fazer traducdes, também dergommeals contribuicdes proprias.
Destacam-se as tentativas de demonstracdo do &listdhs Paralelas de Euclides
feitas por lbn al-Haytham, Omar Khayyam e NasirDadl-at-Tusi e os trabalhos
originais realizados por Tabit ibn-Qurra e Ibn alytham, na obtenc&o de alguns dos
resultados de Arquimedes e de outros similares gelanétodo da exaustdo. Por
exemplo, lbn al-Haytham “determinou o volume doidsdlde revolucédo obtido pela
rotacdo de um segmento de parabola em torno derectea perpendicular ao eixo da
parabola” (Estrada, S&, Queird, Silva e Costa, 20@30).

2.4.9. Geometrias nao-euclidianas

A obra de Euclide®©s Elementogsta estruturada de acordo com a concepgao
aristotélica. Segundo esta concepcéao, “toda aiei@w®monstrativa devia assentar num
conjunto de primeiros principios da teoria, queangram as definicdes, as nocodes
comuns ou axiomas e os postulados” (Estrada, SardQ&dva e Costa, 2000, p.489).
Deste modo, por via dedutiva, todas as outras gropes seriam derivadas.

O Volume | dosElementoscontém vinte e trés defini¢cdes, cinco postulados e
cinco nog¢des comuns. A origem da invencado das Geiasieao-euclidianas deve-se ao
quinto postulado de Euclides.

Desde a publicagcéo dos Elementos e, durante maisisienil anos, a Geometria
de Euclides foi considerada como a Unica possivel.dbra,0Os Elementogprnou-se
referéncia, sendo pouco questionada, a excepcauidto postulado. A questédo era
saber se o postulado das paralelas de Euclides @&xwma independente ou pode ser
derivado de outros axiomas. O postulado euclididam paralelas € o menos evidente,
devido a complexidade relativa a sua formulagéo;néais extenso de todos, incluido
nocdes comuns e postulados e s6 € utilizado pordescipela primeira vez, aquando a
demonstracdo da proposicado vinte e nove do Lividambém, ao analisarmos as
proposi¢cdes do Livro | do&lementosverificamos que as primeiras vinte e oito
proposicdes e a trigésima primeira proposicao sdependentes do quinto postulado;
no entanto, a proposicao vinte e nove, trinta aréirpda proposicao trinta e dois até a
quarenta e sete dependem todas do quinto postulatieez por isso os sucessores de
Euclides o considerassem um teorema e ndo um pasiuNeste sentido, diversos

matematicos tentaram demonstra-lo a partir doos@xiomas da Geometria, mas sem
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grande sucesso. Esta impossibilidade em demonst@ostulado das paralelas foi,
durante séculos, um desafio para os matematicos.

Estrada (2000) afirma que Proclo de Licia, no senetdario aos Elementos de
Euclides, no século V d.C. apresenta-nos a tentatevadlemonstracdo de Claudio
Ptolomeu de Alexandria (c. 150 d.C.). Na sua pré&talomeu “admite que nao pode
existir mais de uma paralela a uma linha recta 'dé@éveira, 1995, p. 38). Mas,
Ptolomeu peca por circularidade, pois esta suppscéquivalente ao que ele queria
demonstrar, ou seja, 0 quinto postulado. Proclessmta a sua propria tentativa de
demonstracao corrigindo a suposicao de Ptolomesedointe modo. “Sejam e s
paralelas € cortandor em P, com vista a provar quk corta necessariameng
Oliveira, 1995, p. 38). Esta tentativa também selvinvalida porque € equivalente
ao quinto postulado.

Como ja foi referido anteriormente os matematicabeés lbn al-Haytham e
Omar Khayyam tentaram demonstrar o quinto postul@adoedicdo de T.L. Heath),
utilizando o método de reducdo ao absurdo; no entassas demonstracfes ndo séo
validas. Convém referir que lbn al-Haytham considesm quadriléterdABCD] com
trés angulos rectos A, B e C, porém Omar Khayyamsiderou um quadrilatero

[ABCD], com os dois angulos da base A e B rectos e eslados laterais AD e BC

congruentes. Na ldade Média, o matematico arabe HdDin at-Tusi (1201-1274),
numa tentativa de demonstrar o quinto postuladde p#o quadrilatero proposto por
Omar Khayyam como ponto de partida, mas a sua aguagéo veio a revelar-se
também invalida.

Os matematicos John Wallis (1916-1703), Gerolamocl8ai (1667-1733),
Johann Heinrich Lambert (1728-1777) ocuparam-sééamem demonstrar o postulado
euclidiano das paralelas.

John Wallis vai substituir o quinto postulado de IEi@s por outro equivalente

conhecido como o postulado de Wallis: “Dado umntyido [ABC]quanuer e um
segmento DE qualquer, existe um triangt[lleF], construido sobre DE, e que é
semelhante ao triéngu[d\BC] " (Estrada, Sa, Queiro, Silva e Costa, 2000, p.4D3a).

que retire validade a sua demonstracdo. Porém,isVdéscobre um resultado
importante: se n&do verificarmos o quinto postuladdiguras semelhantes tém de ser

idénticas em tamanho e em forma.
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Girolamo Saccheri também investigou sobre o padtulias paralelas e, como
ponto de partida, tomou o quadrilatero de Omar Khay Esse quadrilatero ficou
conhecido por quadrilatero de Saccheri. Em 1733pséticados os seus resultados no
livro Euclides ab Omne Naevo Vindica{&&iclides Limpo de Todos os Erjos

No quadrilatero de Saccheri “existe um par de ladp®stos iguais e
perpendiculares a um terceiro lado. Este lado cheaartezase e o oposto chama-se topo.

Os angulosa e fsédo chamados angulos de topo” (Veloso, 1998, p). B&ccheri

pretendia provar que o postulado das paralelasiraréeorema da Geometria Neutra.
Essa prova era importante para mostrar que Euclides pnecisava de mais um
postulado. Num quadrilatero de Saccheri os angigdo®po sdo sempre congruentes, 0
que implica que sejam ambos obtusos, ambos restosmbos agudos. Este sabio
estudou um sistema constituido pela Geometria Bleeatrpor uma das seguintes
hip6teses: angulo obtuso, angulo recto e anguldad®rovou que a hipétese do angulo
recto conduzia a Geometria Euclidiana, por vezebdéamchamada Parabdlica.

Tentou ainda provar que o postulado das paraledasrerteorema da Geometria
Euclidiana, utilizando o método de reducdo ao alssuiRdra isso, bastava negar o
postulado das paralelas, ou seja, considerar delspp@o angulo obtuso e a do angulo
agudo e chegariamos a contradicbes em qualquerosntakos. No primeiro caso,
Saccheri chega a uma contradicdo; depois vai tehtggar a uma contradicdo para a
hipétese do angulo agudo. Convém referir que altpmpo depois se descobre que tal
contradicdo ndo existe. Na tentativa de chegaraaontradi¢cdo, na hipotese do angulo
agudo, Saccheri vai demonstrando numerosas prapesddessa Geometria. Estava,
assim, a construir a primeira Geometria Nao-Eucl@isem se aperceber.

Saccheri descobriu que néo havia quaisquer cogiireslina hipdtese do angulo
agudo, aspecto este que despertou a atencdo dmatiateLambert.

Lambert, para o estudo das paralelas, teve, comio i@ partida, o quadrilatero
de Ibn al-Haytham, com trés &angulos rectos. Tambémoc Saccheri, Lambert
formulou as mesmas trés hipoteses para o quartdcadg quadrilatero: hipotese do
angulo recto, hipotese do angulo obtuso e a hipddeséngulo agudo. Embora tenha
obtido novas proposi¢cdes ao tentar demonstrar toilpds das paralelas, ndo conseguiu
demonstréa-lo.

Adrien Marie-Legendre (1752-1833) foi 0 gedmetan@és que mais tentativas
realizou para provar o quinto postulado, como pamewerificar num apéndice de

sucessivas edi¢des do seu conhe&idmnents de Géométrima das proposicées que
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publicou na terceira edicdo da sua obra € que & stw® angulos de um triangulo é
menor ou igual a dois angulos rectos. Este provtal meposicéo independentemente
do quinto postulado.

Também o fisico e matematico escocés John Playfa#8(1819) usou na sua
obraElements of Geometrgle 1796, uma proposi¢céo conhecida por axioma gdaitta
“Sendo dada uma recta e um ponto exterior, exisg @ uma so recta contendo o ponto
e paralela a recta dada”. Esta proposicéo é equiead® quinto postulado.

Como anteriormente referimos, foram feitas inUmertentativas de
demonstracdo do quinto postulado. No entanto, meahidelas resultou, pois todas se
apoiavam numa suposicdo equivalente ao propriulaaist.

Apresentamos, de seguida, alguns dos enunciadowakupies ao quinto
postulado:

* Por um ponto exterior a uma recta passa uma e soreicta paralela a
dada (Playfair).

* A soma dos angulos de um triangulo é dois angelctes (1,32).

» Existem triangulos semelhantes ndo congruentes i@yall

» Por trés quaisquer pontos néo colineares passaiwnaferéncia.

» Duas rectas paralelas sao equidistantes.

* Duas rectas paralelas a uma terceira sao paralaiassi (1,30).

* Por um ponto qualquer do interior de um anguleriof a 2/3 do recto,
pode desenhar-se uma recta que corta os doisdadasgulo.

* A hipétese do angulo recto de Saccheli.

(Heath, 1956, Vol.1, p.220, citado por Estrada,GB#&ir0, Silva e Costa, 2000, p.499).

Janos Bolyai chamou de Geometria Absoluta, emboja $eja designada de
Geometria Neutra, ao sistema axiomatico que serobééendo apenas como axiomas
0S primeiros quatro postulados de Euclides e maatexrsd definicbes e as nocodes
comuns (hoje sdo chamadas de Regras de Inferéncia).

O problema dos matematicos era mostrar que oajpivdétulado nédo se tratava
de um verdadeiro postulado, mas sim de um teoremeomo tal, deveria ser
demonstrado dentro da prépria Geometria, utilizaagenas os primeiros quatro

postulados e o conjunto de definigbes fixado.
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SO na primeira metade do século XIX se comecouspestar de que 0 quinto
postulado seria realmente independente dos outque ese trataria, efectivamente, de
um axioma e ndo de um teorema. Pois, substituing@stulado das paralelas, era
possivel construir outras Geometria diferentes ddidiana.

Matematicos como Carl Friederich Gauss (1777-18%6hann Bolyai (1802-
1860) e Nicolai Lobatschewski (1793-1856) sao atersidos os co-descobridores da
Geometria Hiperbdlica. Estes trés matematicos coengieram que o0 quinto postulado
ndo podia ser provado a partir dos outros, ou spja, este postulado nédo era uma
consequéncia légica dos quatro postulados antsrioBubstituindo-o por uma
proposicao contraditoria, poderiamos construir @eametria tdo valida e consistente
quanto a Euclidiana. Uma das formas para o fazaregyar a unicidade das paralelas no
quinto postulado de Euclides, supondo que por gealgonto exterior a uma recta dada
€ possivel passar, pelo menos, duas paralelasaaeesd. A contribuicdo destes trés
matematicos foi, descobrir que era possivel alteraminto postulado de Euclides sem
que uma contradicdo fosse criada com os outrosilpdsts. Este acontecimento deu
origem a uma geometria N&o-Euclidiana, mais tardamelda de Geometria
Hiperbdlica.

Gauss foi o primeiro a acreditar na independénocigpaktulado das paralelas,
embora nunca tenha publicado os seus pensamenbos sste assunto. Porém,
Lobatschewski e Bolyai publicaram as suas desabeslativas a nova Geometria
N&o-Euclidiana. Por isso, muitos historiadores mfese a Geometria Hiperbdlica
como a Geometria de Lobatschewski-Bolyai. No eptargxiste documentacéo
comprovando que Gauss ja tinha comecado a desemasvideias da nova Geometria.
O que sabemos das suas investigacfes provém ds easimigos e de algumas notas
encontradas nos seus documentos. Este tentou poogainto postulado, mas tera
verificado que tal ndo era possivel. Perante t@bfacomecgou a investigar uma nova
Geometria, que chamou de Anti-Euclidiana, depoisahst por fim, Nao-Euclidiana.

Lobatschewski tentou também demonstrar o quinttufaao mas, so por volta
de 1823, se deparou com a hipotese de uma novadiennioi o primeiro a publicar
um trabalho sobre a Geometria Nao-Euclidiana, demaoiSobre os Principios da
Geometria publicada em 1829. Este, na construcdo da sua &@eamparte duma

proposicao contraditoria ao quinto postulado.
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O postulado adoptado por Lobatschewski correspendepdtese do angulo
agudo de Saccheri e Lambert e ainda a proposic&oel@ soma dos angulos internos
de um tridangulo € menor que dois angulos rectos.

Na mesma época, Bolyai, trabalhando de forma intbpee, chegou a mesma
descoberta que Lobatschewski. Bolyai, em 1832, igaubhs suas reflexdes como
apéndice a um livro de seu pai, com o tityapendix Scientiam Spatii Absolute Veram
Exhibenssobre a nova Geometria.

Desta forma, as vinte e oito primeiras proposigdagproposicao numero trinta e
um, do Livro | dosElementosde Euclides, como s&o independentes do quinto
postulado, serdo, também, teoremas em qualquer &eamem particular da
Geometria Hiperbdlica. Por outro lado, as propascinte e nove, trinta e entre a
trinta e dois e a quarenta e sete ndo serdo tesm@an@eometria Hiperbdlica.

No entanto, nem Bolyai nem Lobatschewski demorstiaa consisténcia da
Geometria Hiperbdlica. A solucao foi recorrer a glod. Segundo Veloso (1998), um
modelo de um sistema axiomatico obtém-se atribuimderpretacdes aos termos
primitivos do sistema de modo a transformar osrag®em afirmacdes verdadeiras de
acordo com as interpretacfes feitas (p.352). Aistrgia € absoluta, “se 0 modelo é
obtido mediante interpretagcdes dos termos pringticomo objectos e relagbes do
mundo real” (Veloso, 1998, p. 353). A consisténéiaonsiderada relativa, “se as
interpretacdes sao feitas em termos de outro sistemomatico” (Veloso, 1998,p. 353).

Foram desenvolvidos, pelo menos, trés modelos stemsés para a Geometria
Hiperbdlica, tendo sido o primeiro desenvolvido [iargénio Beltrami (1835-1900).
Em 1868, Beltrami publicou um artigo, no qual deserem modelo euclidiano para a
Geometria Hiperbdlica, provando que este tipo den@dria € feita em superficies de
curvatura constante negativa, denominada de psesfddea, ou seja, tais superficies
séo geradas pela rotacdo completa de uma traotribmo da assimptota. Demonstrou
ainda como as férmulas da Trigonometria Esférica sevartem em formulas da
Trigonometria Hiperbdlica, quando aplicadas a tnidog geodésicos numa superficie
de curvatura constante negativa. No seu trabadtmbém, “construiu um “mapa” da
pseudo-esfera, em que as geodésicas sdo transéwnead rectas. Tal mapa é
constituido por um circulo aberto em que as geadeda pseudo-esfera sdo cordas
desse circulo e os pontos da pseudo-esfera saospamtinterior do circulo” (Estrada,
Sa, Queiro, Silva e Costa, 2000, p.509). Em 198%rddei publica os trabalhos de
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Saccheri, nomeadamente os teoremas que este ttit ma hipétese do angulo
agudo.

Um outro modelo foi criado pelo matematico Félixeidl (1849-1925) e outros
dois pelo mateméatico Henry Poincaré (1854-1912)mQudelo de Poincaré, para a
Geometria Hiperbdlica, demonstra a consisténcativel daquela Geometria em relacdo
a Geometria Euclidiana. Quer isto dizer que se an@dta Euclidiana é consistente
entdo, também a Geometria Hiperbdlica é consistente

Neste sentido, a independéncia do postulado datefzex em relacdo aos outros
postulados da Geometria Euclidiana foi estabelegititndo se obtiveram provas da
consisténcia da Geometria N&o-Euclidiana. Segundmadsast(2000), a aceitacdo da
Geometria Hiperbdlica pela comunidade cientificsgpeeialmente depois da publicacéo
dos trabalhos de Riemann e de Beltrami, causouou® impacto na Matematica, com
repercussdes na Arte e na Literatura. Na arteacksi-se os trabalhos do artista M.C.
Escher (1898-1972); na literatura sobressai Batpae,escreveu, por volta de 1848,
Pére Goriot onde faz referéncia as linhas assimptoticas, rqueca se encontram.
Porém, a repercussao maior foi seguramente naiprépatematica. A revolucao
cientifica causada devido a descoberta das Geametido-Euclidianas, fez com que
houvesse necessidade de reapreciar e analis&leosentosde Euclides, tendo-se
encontrado algumas “falhas l6gicas”. Nomeadamenfizggto de algumas das definicdes
serem pouco convincentes e a utilizacdo de postsilado explicitados. Muitas das
demonstracdes euclidianas séo feitas sobre figywas de certo modo, substituem o
enunciado explicito de axioma. Dai a urgéncia dmnstruir os fundamentos da
Geometria Euclidiana. Algumas das contribuicfes maportantes foram as de: Moritz
Pasch (1843-1930); G. Peano (1858-1932); G. Vewor{#854-1917) e D. Hilbert
(1862-1943). Segundo Estrada (2000), o mais notadéma axiomatico para a
Geometria Euclidiana é apresentado em 1899, porilbery na sua obr&rundlagen
der Geometrie(Fundamentos da GeometyiaA sua obra veio por em evidéncia a
natureza hipotética-dedutiva da Geometria Euclideneontribuindo para a expansao
do método axiomatico, ndo sO0 em Geometria, mas @aminoutras areas da
Mateméatica. O sistema axiomatico de Hilbert difete de Euclides em duas
caracteristicas fundamentais: a introducdo de @mscgrimitivos e a ndo existéncia de
axiomas admitidos implicitamente. Os conceitos ivws introduzidos por Hilbert séo
“ponto”, “recta” e “plano”. Hilbert explicita um egunto de vinte axiomas para a

Geometria Euclidiana, divididos em cinco grupos:
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- oito axiomas de incidéncia;

- quatro axiomas de ordem,;

- cinco axiomas de congruéncia;

- axioma das paralelas;

- dois axiomas de continuidade.

Na sua obra prova a consisténcia dos seus axioewhszindo o problema a
consisténcia da Aritmética. Logo, “a Geometria kli@ha é consistente se a Aritmética
também for” (Estrada, S&, Queird, Silva e Costap2p®12).

A Geometria Neutra é a Geometria que se obtém didiewna, omitindo o
quinto postulado. Com os axiomas da Geometria Beeitnegando a unicidade das
paralelas do quinto postulado, surgem novas Ge@msettomo ja foi referido
anteriormente. Ha duas maneiras possiveis de negaxioma de Playfair, que é
equivalente ao quinto postulado de Euclides: (1)d8eaada uma recta e um ponto
exterior, existem pelo menos duas rectas disticwasendo o ponto dado e paralelas a
recta dada; (2) Sendo dada uma recta e um pondoia@xtndo existe nenhuma recta
contendo o ponto dado e paralelas a recta dadain@ip é considerado o axioma
hiperbdlico e o segundo é chamado axioma elipficdBeometria Hiperbdlica obtém-se
juntando o axioma hiperbdlico a Geometria Neutr&eametria Eliptica ndo se obtém
juntando o axioma eliptico a Geometria Neutra, pabbo desta ndo ser consistente. A
proposicao trinta e um dddementosle Euclides assegura a existéncia de pelo menos
uma paralela a uma recta dada por um ponto extgtier como ja foi referido, é
independente do quinto postulado. Surge daqui umiadlicdo. Assim, para obter uma
outra Geometria Nao-Euclidiana, a chamada Geontgliptica, teremos que abdicar de
quase toda a Geometria Neutra e, portanto, deadsi@ometria de Euclides e incluir o
axioma eliptico. Um modelo de uma versdo da Geanéliptica € a Geometria
Esférica.

Bernhard Riemann (1826-1866) publicou em 1867, nafmatho intituladdJber
die Hypotheses, welche der Geometrie zu Grundeshi&@pbre as Hipoteses que estéao
na Base dos Fundamento da Geometrigiie contribuiu para a aceitacdo das
Geometrias ndo euclidianas na comunidade cientif&ta devido ao facto de as
descobertas de Bolyai e Lobatschewski ndo teremngtidndes repercussfes nos meios
matematicos da época.

Riemann considera uma formulacdo da geometria 8asea conceito de

curvatura de uma superficie: a Geometria Euclidiemaespondia as superficies de
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curvatura nula, a Geometria Hiperbdlica correspmnalé superficies de curvatura
constante negativa e, finalmente, a Geometria Etiptbrrespondia as superficies de
curvatura constante positiva.

A Geometria Eliptica corresponde a Geometria baspadaipétese do angulo
obtuso de Saccheri. De acordo com as ideias dedRmense admitirmos que as rectas
sao finitas, sdo concebidos dois tipos de Geometmia que se realiza na superficie de
uma semiesfera e a outra na superficie de umaae&iks sdo: “a Geometria Eliptica
Simples, em que duas rectas quaisquer se encosgaimpre num ponto; Geometria
Eliptica Dupla, em que duas rectas quaisquer sengaoo sempre em dois pontos”
(Estrada, Sa, Queird, Silva e Costa, 2000, p.506p Histincdo foi feita por Félix
Klein. De facto, as propriedades da esfera eramuito tempo conhecidas.

A Geometria Euclidiana deixou de ser a Unica Geoaeixistente, pois 0
trabalho de Riemann permitiu a “concepcao de ufimddade de geometrias, cada uma
associada a uma certa superficie e a uma métratarntinada pela curvatura da
superficie” (Estrada, S4, Queird, Silva e Costap2p®07).

2.4.10. Perspectiva e Geometria Projectiva

Marcus Vitravio Pollio viveu no século | a.C. e tud que sabemos dele, € o que
se deduz de sua ohbibee Architectura Esta obra fornece inUmeras informacgdes sobre as
técnicas de construcdo em uso entre os roman@sjtanto ndo contém muitos detalhes
sobre o desenho para a arquitectura. Nesta obv#rdgio podemos ler: “A Geometria
€ também de grande assisténcia para o arquiteeto earticular, ela ensina-nos o uso
da régua e do compasso com 0s quais podemos plemreactamente os edificios e
depois tracar, no canteiro de obras, com prectsiangulos rectos e usar correctamente
o nivel e o fio-de-prumo. (...) E verdade que a Ariin#nos ajuda a calcular o custo
total e o dimensionamento da obra, mas as diftpeestoes de simetria sdo resolvidas
pelas teorias geométricas e seus metodos praficosZz 1999, p. 16).

Nesta obra, o volume | comeca com uma dedicat@ribnperador Augusto e,
depois, refere quais os principios basicos na foimarofissional de um arquitecto.
Segundo Vitravio, o arquitecto deveria dominar negpios basicos de varios campos:
Optica, Historia, Filosofia, Fisica, Misica, semamanto ser um especialista em algum
deles. Faz também referéncia aos principios fundtmse da arquitectura: ordem,
disposicéo, euritmia, simetria, propriedade e esvaoNo inicio do segundo volume

Vitravio conta como DindOcrates conseguiu chamarten@io de Alexandre para
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construir a famosa cidade de Alexandria e, dedais,uma descricdo dos diversos
materiais usados na construgéo civil. O volumerdila das proposi¢cdes correctas que
devem orientar a construcao de templos e suafitagdio. O volume IV trata das leis
de proporcéo e simetrias. O volume V é dedicadestiodo dos edificios publicos, tais
como foruns e teatros. O volume VI trata da cogsivude casas e residéncias em geral.
O volume VII trata da decoracao de interiores. Quwe VIl trata de engenharias
hidraulicas e, por fim, o volume IX, € dedicadostrAnomia de campo.

Nesta época, na pintura ndo existe nenhum indioicemiprego de regras
sistematicas. Porém, no fim da Idade Média comeegaelar-se, neste campo artistico
um movimento precursor do realismo renascentistpinfura religiosa medieval nao
tinha preocupacdes de representacao realista.ti©mgratravés da pintura, pretendiam
transmitir episodios da histéria sagrada, ndo hdwema preocupacao relativamente a
profundidade e a representacdo da terceira dimessédo apenas visivel na dimensao
das edificagbes. Nestas pinturas verificamos qudigasas estdo praticamente no
mesmo plano. Mas, no inicio do século XIV, variosstas comecaram a rejeitar esta
forma de representacdo. Destes artistas destaGaet® (1267-1337), um pintor e
arquitecto de Florenga, considerado um precursdRettascimento. A maior parte dos
temas de suas pinturas € do foro religioso; nonémtap estilo de Giotto € muito
diferente do anterior. Destaca-se, nas suas pgjtanealismo dos episodios descritos, a
profundidade e representacdo da terceira dimedgitmngo do século XIV, esta nova
maneira de pintar vai ganhando for¢a, mas a meaosformac&o ocorre no inicio do
século XV nas obras de vérios artistas, dos gquaidestacam Filippo Brunelleschi
(1377-1446), Leon Battista Alberti (1404-1472), rBielella Francesca (1420-1492) e
Albrecht Durér (1471-1528).

O inicio do Renascimento é marcado por uma tramsigio no modo de
representacdo, que deu origem a perspectiva gecanétis pintores.

Brunelleschi, arquitecto, ficou famoso devido “aamctd de ter conseguido
completar a cupula da catedral de Florenca, o tpuéer tomando como base os seus
conhecimentos das técnicas de construcao goéticalb$d, 1998, p. 290). Mais tarde
abandonou o modelo gético e passou a usar forraasichs (colunas e frontdes) para
um novo estilo de edificios, que perdurou duranimlentos anos na Europa e na
América. Ele foi o primeiro a estudar as regras efapgectiva, com base na Geometria.
A partir dai, Brunelleschi passou a utilizar, naasspinturas, as regras de perspectiva

gue tinha descoberto.
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Alberti interessou-se também pela representacacemddica no plano de
objectos tridimensionais, sendo o primeiro a pablina sua obra de 143bgella
Pittura, as regras da perspectiva com um ponto de fugasu® abordagem da
perspectiva nesta obra foi de caracter tedriceenida uma exposicdo completamente
matematica desta arte, enquanto Brunelleschi fea abordagem da perspectiva de
cardcter pratico, visivel nas suas pinturas.

Piero della Francesca foi matematico e um dos f@ssos pintores deste
periodo. As obras que chegaram até nés Béaitado d"Abaco, Libellus de Cinque
Corporibus Regularibuse De Prospectiva PingendiNa primeira obra ocupa-se de
problemas matematicos, que vao desde a Aritmétidgebra, na segunda obra trata da
Geometria no espaco, redescobrindo os solidos adasc arquimedianosDe
Prospectiva PingendiSobre a Perspectiva dos Pintoyésa sua obra mais conhecida,
nela expdem a teoria da perspectiva através desigiies, demonstracbes e mostra a
sua aplicagdo com desenhos executados por sirdéliscomposto por trés partes, sendo
que a primeira parte diz respeito a perspectiviigdeas sobre o plano e, as outras duas,
referem-se a perspectiva de sélidog:lAgelacdo de Crist@ uma das obras de arte de
Piero della Francesca mais conhecida e onde appeaspectiva.

Luca Pacioli publicou em 1494 um tratado intitulgslemma de Arithmetica,
Geometria, Proportioni et Proportionalitmjue continha tudo o que era conhecido,
naquela época, sobre Aritmética, Algebra, Geometfisigonometria.

Em 1509, Luca Pacioli publica o livide Divina Proportione onde partes do
tratado Libellus de Cinque Corporibus Regularibde Piero della Francesca foram
incorporados no seu livro, sobre os solidos platime as suas propriedades. Também
nesse livro aparecem desenhos de poliedros, emaytartos solidos arquimedianos, da
autoria de Leonardo da Vinci.

Em suma, os pintores do Renascimento passaramzantias suas pinturas, as
leis da perspectiva descobertas por Brunellesebtweladas mais tarde teoricamente por
Alberti e Piero della Francesca.

Outro artista do periodo do Renascimento é Durér.1685, Durér publicou
Underweissung der Messung mit Zirckel und Richtgahdyinien, Ebnen, ung Gantzen
Corporen (Tratado das Medidas com Régua e Compakso,Linhas, Superficies e
Corpos Inteirossendo o primeiro tratado de Geometria para astistaimportancia de
sua obra deve-se ao facto de “descrever um cenenide aplicacbes da Geometria a

Arte, mas ao fazé-lo relativamente aos solidos ®uas representagdes, nomeadamente
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através da perspectiva, acaba por fazer essedqudipos de representacdes penetrar
nos dominios da Geometria Pura, abrindo-a a nogssrolvimentos” (Veloso, 1998,
296). Durér aplicou também os seus conhecimentos da perspees/auas gravuras e
pinturas. E ainda de salientar o facto de estetartey utilizado os processos de
projeccdo ao estudo das propor¢des do corpo hunkmsa. sua obra € publicada em
1528, depois da sua morte. Um aspecto a saliemtdado de, nesta época, nao ter sido
dado o justo valor as suas invencdes em Geomatria, vez que as suas obras nao
tiveram grande influéncia, para la do circulo ddsstas. No século que se segue a sua
morte, apenas duas obras de Matematica surgemadadi@o estudo da perspectiva:
um de Guidobaldo Del Monte e outro de Simon Stevin.

Porém muitas obras sdo publicadas divulgando ensidizando as regras de
desenho em perspectiva dos pintores. Em 1811, écadblpor Brook TaylorThe
Principles of Linear Perspectiyeim tratado de perspectiva que se tornou famadss pe
suas gravuras. William Henry Fox Talbot, ap6s algamss de experiéncias, descobriu
“uma nova forma de arte, a fotografia, tinha nascidulminando séculos de
aperfeicoamento do modo de representacdo descqimrtdrunelleschi, a perspectiva
linear” (Veloso, 1998, p. 298).

Desargues (1591-1661) foi um engenheiro e arquiteahcés, tendo publicado,
em 1636, na sua obra, inovacbes no campo da pavspdeste estudou as ideias de
Descartes publicadas na sua ocBeometrie embora, de inicio, tenha estudado sobre os
métodos da Algebra aplicada & Geometria. Mas depi@s suas investigagdes tomaram
outro rumo e levando-o a adoptar uma via exclusérdaen geométrica. Dai resulta a
criacdo de uma nova Geometria: a Geometria Progedim 1639, public@rouillon
Project d"Une Atteinte aux Evénements des RenconiréSode avec un Plague é
considerada a sua obra mais importante. Esta otatva extensamente as coénicas,
retomando, generalizando e ampliando as propriedadehecidas desde Apoloénio,
com a utilizacdo de métodos e conceitos propriosaa geometria nascente. (...) A
ideia central de Desargues é identificar quaisasdpropriedades que se conservam por
projeccdo e partir dai estudar a familia das c8nicae sdo todas projeccdo da
circunferéncia” (Veloso, 1998, p. 303). Blaise Rhssegundo os historiadores da
Matematica, foi dos poucos que compreendeu e astodmbalho de Desargues. Em,
1640, Pascoal publica um culEmsaio sobre as Conicaro qual segue a ideia central

de Desargues.
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Depois do seu inicio com Desargues e Pascoal, imeipst metade do século
XVII, a Geometria Projectiva caiu no esquecimenéoaa inicio do século XIX.

Gaspard Monge (1746-1818) foi um dos principais ulsipnadores da
Geometria nos finais do século XVIII e inicios decwlo XIX. Em finais do século
XVIII, Monge inventa a Geometria Descritiva, resatdo, desta forma, os problemas
graficos da representacdo no plano de objectosmeitsionais. O problema da
representacdo plana de objectos a trés dimensig@ee gsesente desde que o homem se
lembrou de tracar sobre uma rocha figuras humanake @nimais. No nosso dia-a-dia,
guando olhamos para imagens num ecra de telewsé&pjando folheamos um livro de
gravuras, estamos a visualizar objectos tridime@ssocomo sendo figuras planas. No
entanto, s6 em 1799, Monge publica o seu tratadeessnetria Descritiva. Esta obra e
as suas licdes nas novas Ecole Polytechnique e Booieale, nascidas da Revolug&o
Francesa, influenciaram os seus alunos, despertangara o estudo da Geometria
Pura. Os seus alunos foram Poncelet, BrianchoninBu@hasles e vao fazer renascer a
Geometria Projectiva.

Jean-Victor Poncelet foi oficial de Napoledo dueaatinvasdo na RuUssia, em
1812, tendo ficado ai preso durante dois anos.udondurante 0s anos que esteve em
cativeiro, recordou-se das licdes de Monge e dedfarendo estudado praticamente a
partir do nada, a Geometria Projectiva. O seu mabctrabalho €Essai sur les
Propriétes Projectives des Sections Conigupsblicado em 1822. Este tratado
contribuiu para a renovacéo do interesse e datigagedo em Geometria Projectiva. Foi
a partir das suas investigacdes que Poncelet “deacque na Geometria Projectiva
existe uma “dualidade” entre pontos e planos, gemnpe substituir, em qualquer
teorema desta Geometria pontos por rectas e reciagpontos, sendo também a
proposicao resultante um teorema da Geometriad@ngé (Veloso, 1998, p. 304). No
entanto, Poncelet ndo demonstrou o principio ddidduBe, embora o usasse com
frequéncia na descoberta de novas propriedades.iddias de Poncelet foram
posteriormente desenvolvidas por matematicos akemae

Desde Desargues, que 0os matematicos pretendiamo @studo da Geometria
Projectiva, compreender quais as propriedadesigas$ que ficavam invariantes por
projeccao. Como tal, verificaram que quando prapan uma figura mediante uma
projeccao central sobre um plano, ndo se mantéoormgrimentos dos lados, nem os
angulos, nem a area. No entanto, Michel Chaslestes uma propriedade de caracter

métrico que se mantém por projec¢do: a razdo auptazao cruzada.
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2.4.11. Geometria Analitica

Nos finais do século XVI surge, pela primeira vem simbolismo literal que
permitia operar sobre as expressfes algébricasal® mficaz. Deve-se a Frangois
Viéte (1540-1603) essa descoberta. Este represgmbavetras os dados dos problemas
e depois aplicava-lhe as operacdes usuais da Aicendutro aspecto interessante é
que as letras que figuravam nas expressfes algglwinas equacdes podiam significar
nameros positivos ou grandezas geométricas. Assiligebra deixou de se ocupar
apenas de problemas numéricos, sendo também aplicadesolucdo de problemas
geometricos.

N&o ha unanimidade entre os historiadores sobren qneentou e quando se
inventou a Geometria Analitica. Contudo, a maiat@s historiadores consideram
decisiva a contribuicdo dos mateméticos francemeseRle Fermat (1601-1665) e René
Descartes (1596-1650).

A Geometria Analitica representa a aplicacdo daetdg & Geometria. Ao
associar, a cada ponto do plano ou do espaco detetas coordenadas, propriedades e
relacbes geométricas, estes podem expressar-sésatta equacdes. Ou seja, a ideia
basica da Geometria Analitica é a representacamud&s geométricas por equacoes
algébricas.

René Descartes, em 1637, publigaGéométriccomo um dos trés apéndices do
Discours de la Méthodeg sua concepcdo de Geometria Analitica. O méritolata
deve-se a invencao da Geometria Analitica como fommaa de definir e manipular as
formas geométricas usando expressdes algébricasntdato, esta obra ndo deve ser
considerada a primeira sobre o assunto. A ideiead®cterizar um ponto do plano por
meio das suas coordenadas, surge na Grécia antmsésa de Apolénio de Persa,
quando caracterizou as sec¢des conicas atravesidagoordenadas, embora nao |lhes
fossem atribuidos valores numeéricos. Também Nicddaasme, no século XIV,
representou “certas leis da fisica, por exemplelacidade como funcéo do tempo, por
um gréfico ladeado por dois eixos, um para a valitndependente, que designou de
longitude, e outro para a variavel dependentetjtada” (Oliveira, 1997, n° 41, p. 3).

A obra de Descartes apresenta um método para eegooblemas, traduzindo
as operacoes algébricas em linguagem geométricaaes dividiu-a em trés partes. A
primeira parte tem o tituldComo os Céalculos de Aritmética se relacionam com

Operacbes de Geometrianela explicando alguns dos principios da Algebra
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Geomeétrica, comecando com uma aritmetizacdo daveydags de recta. Na segunda
parte de La Geéométrie Descartes descreve como a adicdo, a subtraccdo, a
multiplicacdo, a divisdo e a radiciacdo de segnserde recta sdo efectuadas
geometricamente. A terceira parte do trabalho e&peito a solucbes de equacbes de
grau superior a dois. O método proposto por Dessagara resolver problemas de
Geometria, consistia no seguinte: “o primeiro paésa formulacdo algébrica do
problema em causa, escrevendo equacfes que tradmzsitnacdo geométrica; de
seguida, h& que resolver essas equacdes; finalmeléoe interpretar-se
geometricamente a solugéo algébrica obtida” (Esti@daQueird, Silva e Costa, 2000,
p.561). Descartes etra Géométrierestringe o seu estudo as curvas algébricasgjsto
as curvas que admitem uma equacéao de tipo polihomia

Fermat e Descartes elaboraram os seus trabalhepeindentemente um do
outro; no entanto, ambos tiveram “como ponto detiggmro mesmo problema
geomeétrico classico, nomeadamente, a solucaoieaalit problema das trés ou quatro
rectas de Apoldénio” (Oliveira, 1997, n° 41, p. Bescartes comegcou com o lugar das
trés e quatro rectas de Apoldnio, usando uma asassreomo eixo das abcissas; porém,
Fermat, comecou com a equacéo linear e escolhaistema de coordenadas arbitrario
sobre o qual a esbocou.

Fermat publica em 1679, eAd Locus Planos et Solidos Isagoge( Introducao
aos Lugares Geométricos Planos e Solids)seus resultados da aplicacdo da Algebra
de Viéte ao estudo dos lugares geométricos. A idieiiermat exposta na obra consiste
em “fazer corresponder um ponto P dum plano a segnentos de recta,e e, 0
primeiro dos quais era marcado sobre uma rectarfida plano, a partir dum certo
ponto origem O, e 0 outro elevado sobrsegundo um angulo fixo, e terminando no
ponto P. Deste modo, a cada ponto P do plano, fassaciados uma abciss& uma
ordenada, e vice-versa” (Estradat al, 2000, p. 557).

Desta forma, Fermat estabelece uma correspondé@rdi® entidades de
natureza geométrica e entidades de natureza algebBepois Fermat trata de estudar as
propriedades da curva (objecto geométrico) atrad@s propriedades da equacéo
(objecto algébrico). Demonstrou a proposi¢cdo queqde toda a equagéo do primeiro
grau representa uma recta. Depois definiu os vargeres geométricos através de uma

equacado algébricay =mx é uma rectaxy =k*é uma hipérbolea® + x* =by é uma

pardbola, x*+y?+2ax+2by=c®> € um circulo, a®-x*=ky* é uma elipse,
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a®+x*>=ky? é uma hipérbole. E aplicou, também, uma rotacaeixss as equacoes
quadraticas mais gerais, em que 0s varios termosedando grau aparecem, para
reduzi-las a uma das formas anteriores.

Mas, a evolucdo deste novo ramo da Mateméticaefativamente lento. Em
1704, é publicado por Isaac Newto@pticks um livro com dois capituloPe
Quadratura Curvarum e Enumerativo Lineaarum Tef@rdinis (Enumeracdo de
Curvas de Terceiro GrauNesta obra Newton faz um estudo as curvas deitergrau
e, pela primeira vez nas constru¢cdes geométricas, onsiderados 0s quatro
quadrantes, ou seja, sdo usadas as coordenadasiarer$ negativas. Entre os
resultados contidos nesta obra, destacam-se amtesgpropriedades: uma curva de
terceiro grau ndo pode ter mais de trés assimptotas conica ndo pode ter mais de
duas assimptotas; todas as coénicas sdo projecgdefadilo; todas as cubicas séo
projecces de uma parabola divergentg£ ax’ +bx’ + cx+d). Porém, esta no foi a
Unica contribuicio de Newton a Geometria Analitidautra sua obr&o Método de
Fluxos Newton propde oito tipos de sistemas de coordena@ terceiro tipo de
sistemas de coordenadas corresponde ao que chanmajeosoordenadas bipolares,
utilizado para determinar uma curva. O sétimo ppma determinar espirais, sendo hoje
conhecido como sistema de coordenadas polares.

Euler publicou vérios artigos nGommentarii de Petersburgsobre o uso de
Geometria de coordenadas no espaco, dando equzE@es para trés grandes classes
de superficies: cilindros, cones e superficiesedlelugdo. Porém, foi a obra publicada,
em 1748, intituladdntroductio que contribuiu “para tornar o uso de coordenataso
em duas quanto em trés dimensodes, a base paratudo esstematico das curvas e

superficies” (Boyer, 1996, p. 318).
2.5 - Aprendizagem da Matematica

A escola tem a funcéo de preparar os alunos pa@sarem cidadaos aptos
numa sociedade em constante evolugcdo. Embora, dunamito tempo, a
aprendizagem da Matematica fosse encarada comaagesso que se desenvolvia
apenas por transmisséo (pelo professor) e absfpefmaluno) dos conhecimentos,
estando associada a mecanizagcdo e a memorizagaalmente, € reconhecido que
a aprendizagem da Matematica € um processo derwpistactiva por parte dos
alunos a partir de mdiltiplas interac¢des, que emvtlés aspectos inseparaveis:
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conhecimentos, capacidades e atitudes. Nesta p#vspéa aprendizagem ocorre
quando os alunos assimilam activamente nova infgéimae experiéncias e
constroem os seus proprios significados” (NCTM, 4,90. 2). Isto exige um
envolvimento activo dos alunos em tarefas adequapespermitam construir um
novo conhecimento a partir daquele que possui e cantexto de aula em que as
interac¢des professor/alunos e alunos sejam valtag de forma a reservar aos
alunos um papel central na construcdo do conhetimemo processo de
ensino/aprendizagem. Cabe ao professor proporcianar alunos experiéncias
diversificadas e interessantes, em que lhes sejamogtas tarefas desafiantes,
matematicamente ricas, que despertem a curiosigade entusiasmo, sendo
realizadas num ambiente de aprendizagem estimul@nprofessor também pode
recorrer a varios suportes educativos, concretavaaejaveis para facilitar a
aprendizagem da Matematica. Estes materiais podetin de ponte entre 0 mundo
abstracto do simbolismo matematico e as situacéesretas do mundo real. O
papel dos recursos utilizados € de dar suportelaestos matematicos e as accoes
mentais dos alunos, favorecendo 0s processos tasrea construcdo do
conhecimento matematico e ao desenvolvimento deutests cognitivas,

fundamentais na aprendizagem da Matematica.

“Ser-se matematicamente competente na realizac@iondedeterminada tarefa
implica ter ndo s6 os conhecimentos necessario® eonapacidade de os identificar e
mobilizar na situagdo concreta e ainda a disposigdtazé-lo efectivamente. (...) Se é
certo que as capacidades se desenvolvem sobrectoenés concretos, ndo é menos
verdade que a auséncia de elementos de resolucgmobkemas e de habitos de
pensamento €, muitas vezes, um obstaculo intrahagdgrara se adquirirem mesmo as
competéncias usualmente consideradas mais bagicdsA escola tem justamente a
funcdo de ajudar os alunos a desenvolver as syzecidades e de cultivar a sua
disposicédo para usa-las mesmo que (sobretudo giyassio envolva algum esforgo de

pensamento” (Abrantes, Serrazina, Oliveira, 19991g22).

Neste sentido, parece claro que a aprendizagematienMtica, baseada em
exercicios rotineiros, privilegiando o calculo emwgizacdo, além de néo responder
as exigéncias colocadas hoje ao sistema de emsinozontribui para uma melhor
compreensao do que é esta ciéncia, nem constitupnéatequisito para a sua

aprendizagem. Os conhecimentos a adquirir ganham mkevancia se forem
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integrados num conjunto de competéncias que, pkta ae proporcionar o
desenvolvimento de habitos de pensamento e atipmitvas face a esta area do
conhecimento, contribuam para uma melhor compreenisd mundo que nos
rodeia.

Segundo as investigacdes realizadas sobre a apagedi, “o aluno aprende
em consequéncia da actividade que desenvolve efl@gxdo que sobre ela faz”
(Ponte et al., 1997, p. 72). Neste ponto de vista, o aluno atrés novas
aprendizagens um significado em funcdo daquilo ¢&econhece e das
interpretacdes que faz do que de novo adquire.cbela com Pontet al. (1998),

“para que haja aprendizagem efectiva é preciso quem aprende atribua
significado as ideias, ligando-as entre si e cotrasudeias do mesmo ou de outros
dominios” (p. 321). Contudo, existem factores d#eor individual (envolvimento e
capacidades do individuo), de ordem cultural, ddewr social (classe social,
familia, grupo cultural a que pertence o individeaje ordem institucional (escola
e outros espacos de aprendizagem da Matematica)cguodicionam a sua
aprendizagem.

O livro A Matematica na Educacdo Béasi@abrantesget al.,1999) apresenta
um conjunto de ideias fundamentais para a apregelzala Matemética:

- “A aprendizagem requer o envolvimento activo @hsnos em actividades
significativas, isto €, que vivam experiéncias cetas sobre as quais essas experiéncias
podem fazer sentido;

- Para além da participacdo em actividades corgrétaecessario que haja um
processo de reflexdo sobre essas actividades, ja &&#orizando a actividade
intelectual dos alunos e n&o os recursos utilizados

- Criar condicbes para que eles se envolvam envideties adequadas ao
desenvolvimento da capacidade de pensamento €irdoidos alunos;

- As actividades propostas aos alunos deveréaorcelei®entos de compreensao,
raciocinio e resolucdo de problemas, uma vez qusiaa auséncia podera gerar
dificuldades na realizacdo de procedimentos simples

- O desenvolvimento do conhecimento de termosp$aetprocedimentos devera
ser, em simultaneo, com o0 desenvolvimento capaeidd&l raciocinar e resolver

problemas apoiando-se umas as outras;
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- As actividades proporcionadas aos alunos devemmijielhes estabelecer
relacbes com o que j4 sabem, ver as mesmas casasittbs angulos e noutros
contextos;

- Cometer erros, responder de forma imperfeitanoampleta é algo inerente ao
préprio processo de aprendizagem; sO assim o pmfes aluno poderdo perceber a
origem do erros, compreender as dificuldades ensagaaontribuindo para uma
aprendizagem mais significativa;

- A motivacao e a natureza desta influéncia a fazamo os alunos se envolvem
na realizacéo das actividades e aprendem;

- As concepgles que os alunos tém da Matematicaseu apel na aula de
Matematica sdo aspectos a ter em conta na aprgediza

- O ambiente de aprendizagem que se vive nas tutdsem € determinante; é
necessario valorizar o envolvimento do aluno emcgssos de pensamento, de
raciocinio e de argumentacédo légica em detrimeatcedposta rapida e certa” (pp. 24-
28).

2.5.1. Competéncias Mateméticas

O Curriculo Nacional do Ensino Basi¢@001)define competéncia como:

“(...) a cultura geral que todos devem desenvolven@oonsequéncia da sua passagem
pela educacdo basica pressupde a aquisicdo dertornéenero de conhecimentos e a
apropriacdo de um conjunto de processos fundarmsemtas ndo se identifica com o
conhecimento memorizado de termos, factos e prnoegdos basicos, desprovidos de
elementos de compreenséo, interpretacdo e resoldeaproblemas (Ministério da
Educacéo, 2001, p.9)".

A aquisicdo de conhecimentos, acompanhados com sendalvimento de
capacidades e atitudes pelos alunos, leva-nos aceit® de competéncia, que diz
respeito “ao processo de activar recursos (conteston, capacidades, estratégias) em
diversos tipos de situacdes, nomeadamente situggdddematicas” (Ministério da
Educacao, 2001, p. 9). Assim, “existe competénaiac@nmpeténcias) quando, perante
uma situacao, se é capaz de mobilizar adequadamnti#etsos conhecimentos prévios,
selecciona-los e integra-los adequadamente pesaptela situacdo (ou problema, ou

questao, ou objecto cognitivo ou estético, et®Rplfao, 2003, p. 20). Deste modo, uma
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vez desenvolvida uma competéncia, ndo se esquesepodemos sempre amplia-la e
consolida-la.

O projecto dinamarquéskOM - Kompetencer Og Matematiklaering
(Competéncias e aprendizagem em Matemptibliss, 2006) assenta o0 processo de
ensino/aprendizagem da Matemética no desenvolvonetg um conjunto de
competéncias. Este projecto surgiu por indicagcdesMitstério da Educacdo da
Dinamarca e do Conselho Nacional para Ciéncias ed€do Matematica dinamarqués.
O projecto tinha por objectivo resolver problema®wras questdes relevantes da
educacdo Matematica dinamarquesa, em todos oss ndeeiensino, e elaborar uma
abordagem unificadora, de forma a incluir todaérass e todos 0s niveis educacionais
(Niss, 2006). Nesse projecto, foram definidas umuwdo de competéncias necessarias
para uma reformulacdo do ensino em termos da sler@e Foram identificadas oito

competéncias Mateméticas, estabelecidas em d@egde quatro:

1° Grupo — Habilidades para perguntar e responder pergentas

Matematica e com a Matematica.

Competéncia dpensamento matematice- dominar modos matematicos de

pensaegiier e lidar com as origens, 0s escopos m#addes de

- dbtraiircuiesitoseegeneralizar resultados;

« distinguir os varios tipos de proposicdes materagaticomo definicdes,
teoremas, conjecturas e preposi¢cdes concernentge@os Unicos e casos

- artonkuisicia dos tipos de perguntas tipicas ateatica e “insights”
sobre os tipos de respostas esperadas;

e possuir habilidades de propor tais perguntas.

Competéncia ntratamento de problemas— formular e resolver problemas

matelesdisiodr, formular, delimitar e especificar praobiées matematicos — puros
ou aplicados, abertos ou fechados;

e possuir habilidade de resolver problemas propgsiosi préprios ou por

outros e de modos diferentes, se assim o desejar.

Competéncia deodelagem- ser capaz de analisar e construir modelos

matematicos concernentes a outras areas:

« analisar os fundamentos e as propriedades dos osoebdktentes e avaliar
sua abrangéncia e validade;

e executar modelagem activa em determinados contesto®, estruturar e

matematizar situacdes, manejar o modelo resultaraeconclusdes

117



matematicas, validar o modelo, analisa-lo criticat®ecomunicar factos

sobre ele e controlar o processo.

Competéncia deaciocinio — estar apto a raciocinar matematicamente:

e acompanhar e avaliar o raciocinio matematico de2oyt

e entender o que é uma demonstracao (e o que namwé)ceela difere de
outros modos de raciocinio;

« entender a logica que subjaz a um contra-exemplo;

« descobrir as ideias principais em uma demonstracao;

« planejar e colocar em pratica argumentos informdtgmais, incluindo a

transformacgédo de um raciocinio heuristico em unmaoastracao valida.

2° Grupo — Habilidade para lidar com a linguagem matematica

e seus instrumentos.

Competéncia de representacdo — poder manipular diferentes

representacdes de entidades matematicas:

« compreender (descodificar, interpretar, distingeittilizar varios tipos
de representacao de entidades matematicas;

< entender as relacdes entre representacdes difedmtaesma entidade;

« escolher, fazer “uso de” e alterar representaciieedtes.

Competéncia ensimbologia e formalismo— estar apto a manipular a
linguagem simbdlica e os sistemas matematicos fsrma

« descadificar a linguagem simbdlica e formal;

e traduzir bilateralmente a linguagem simbdlica mguagem natural,

« manipular e utilizar proposicdes simbdlicas e esgdes, inclusive

» fommpiesnder a natureza dos sistemas matematicoaifor

Competéncia deomunicacdo— estar apto a comunicar-se em, “com” e

“sobre” a Matematica:

e compreender, examinar e interpretar tipos difeserte expressdes
matematicas ou textos escritos, orais ou visuais;

e expressar com precisdo ou de modos diferentes eivais diferentes

assuntos matematicos para varios niveis de audiénci
Competéncia eninstrumentos e acessorios- estar apto a fazer uso e

estabelecer relagdes com instrumentos e acessdniddatematica:

e ter conhecimento da existéncia e das propriedadedifitrentes
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instrumentos e de acessorios relevantes para\adacke matematica
(por exemplo, réguas, bussolas, ..., calculadorasjputadores e
internet);
e ter insights sobre as possibilidades e as limitagl@etais instrumentos;
* usar instrumentos e acessorios de maneira refettid
(Niss, 2006, pp. 33-35)

E de salientar que as competéncias estabeleciddsprandistintas, estio
intimamente relacionadas entre si e cada uma tetasluas facetas, dado que tém um
aspecto analitico e um aspecto produtivo. O asewbtico das competéncias enfatiza
a capacidade de um individuo para entender, impr acompanhar, relacionar,
analisar e julgar fendmenos e processos matematimyseadamente o trabalho de
outros sobre actividades abarcadas por aquela ¢énge 0 aspecto produtivo enfatiza
a propria busca independente do individuo em relasactividades atras referidas
(Niss, 2006).

Em Portugal, na ultima reorganizacdo curricular dsifitn Basico também
redefiniu o curriculo de Matematica, em termos dmmeténcias que todos os alunos
deverdo adquirir ao longo do seu percurso escelsas ciclos de ensino. Karriculo
Nacional do Ensino Basic(Ministério da Educacao, 2001) foram definidas erasdu
categorias as Competéncias Essenciais: compet@aias a desenvolver ao longo de
todo o Ensino Basico e as competéncias especifjanasjizem respeito a cada uma das
areas disciplinares, em termos globais do Ensinc®&spara cada um dos trés ciclos
que o compdem. De acordo com este documento, octoogjefundamental da
aprendizagem da Matematica é formar pessoas matamante competentes o que
envolve, de forma integrada, “um conjunto de a#@f8jdde capacidades e de
conhecimentos relativos a Matematica” (Ministéri@ Bducacdo, 2001, p. 57). Ao
longo da sua instrucdo basica os alunos deveraoirmdgs seguintes competéncias

especificas na disciplina de Matematica:

« “Apredisposicao para raciocinar matematicameste,&, para explorar situa¢des probleméticas,
procurar regularidades, fazer e testar conjectdoamular generalizacdes, pensar de maneira
l6gica;

e O gosto e a confianca pessoal em realizar actiegladtelectuais que envolvem raciocinios
matematicos e a concepcdo de que a validade deafimaacdo esta relacionada com a

consisténcia da argumentacéo légica e ndo com algumoridade exterior;
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* A aptidao para discutir com outros e comunicar olesrtas e ideias matematicas através do uso
de uma linguagem, escrita e oral, ndo ambiguaguada a situagao;

« A compreensdo das nocbes de conjecturas, teoremanmnstracdes, assim como das
consequéncias do uso de diferentes defini¢des;

e A predisposicéo para procurar entender a estrdiam problema e a aptiddo para desenvolver
processos de resolucdo, assim como para analisarres cometidos e ensaiar estratégias
alternativas;

* A aptiddo para decidir sobre a razoabilidade deresnltado e de usar, consoante 0s casos, 0
calculo mental, os algoritmos da papel e lapisoinstrumentos tecnoldgicos;

e A tendéncia para procurar, ver e apreciar a estrithstracta que esta presente numa situacéo,
seja ela relativa a problemas do dia-a-dia, a eatuou a arte, envolva ela elementos numéricos,
geométricos ou ambos;

« A tendéncia para usar a Matematica, em combinagéo autros saberes, na compreensao de
situacOes da realidade, bem como o sentido crigledivamente & utilizacdo de procedimentos e
resultados matematicos.”

(Ministério da Educacao, 2001, p. 57).

O nosso trabalho de investigacdo recai na unidentica “Do Espaco ao
Plano”, que faz parte da Geometria do 7° ano delagtade. A seguir explora-se as
principais competéncias e capacidades a desenvagealunos neste dominio.

2.5.1.1. Competéncias e capacidades associadasemoet Geometria

A Geometria ocupa hoje um lugar importante no culoi de Matematica. Alias,
nas ultimas décadas, a tendéncia é no sentido a@arestalorizacdo. CCurriculo
Nacional do Ensino basico: Competéncias Essen¢Misistério da Educacgéo, 2001)
estabeleceu novas orientagdes curriculares forrasilath termos de competéncias a
adquirir por area disciplinar e, mais concretamesite cada um dos temas matematicos
a abordar — NUumero e Calculo, Geometria, Estatistidarobabilidades, Algebra e
Funcdes.

Assim, a competéncia Matemética no dominio da Gataneas grandezas e da
medida, que todos os alunos deverao desenvolMengo de todos os Ciclos do Ensino

Basico inclui os seguintes aspectos:

- “Aptidao para realizar construcdes geométricas ra paconhecer e analisar propriedades de
figuras geométricas, nomeadamente recorrendo a riaigtemanipulaveis e a software

geomeétrico;
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e A aptiddo para utilizar a visualizacdo e o racimciespacial na analise de situacdes e na
resolucéo de problemas em geometria e em outras deematematica;

« A compreensdo dos conceitos de comprimento e pedmérea, volume e amplitude, assim
como e a aptiddo para utilizar conhecimentos sestes conceitos na resolucdo e formulacao de
problemas;

* A aptidéo para efectuar medigBes e estimativasiteiages diversas, bem como a compreenséo
do sistema internacional de unidades;

e A predisposicdo para procurar e explorar padréesmgiicos e o gosto por investigar
propriedades e relagdes geométricas;

e A aptiddo para formular argumentos validos recatoea visualizacdo e ao raciocinio espacial,
explicitando-os em linguagem corrente;

e A sensibilidade para apreciar a Geometria no muedbe o reconhecimento e a utilizacédo de
ideias geométricas em diversas situacdes, nomeatame comunicacao.”

(Ministério da Educacdao, 2001, p. 62).

Mas, para além dos aspectos gerais comuns a tedoslas da educacao bésica,

h& aspectos especificos para o 3° Ciclo que imwtaificar:

« “A aptiddo para visualizar e descrever propriedaeslacdes geométricas, através da analise e
comparacéao de figuras, para fazer conjecturadiégasos seus raciocinios;

* A aptiddo para realizar construgdes geométricameadamente quadrilateros, outros poligonos
e lugares geométricos;

« A compreensao do conceito de forma de uma figusanéérica e o reconhecimento das relacées
entre elementos de figuras semelhantes;

e A aptiddo para resolver problemas geométricos @sradle construcfes, nomeadamente
envolvendo lugares geométricos, igualdade e semgdhale tridngulos, assim como para
justificar os processos utilizados;

» O reconhecimento do significado de formulas e ausiliaagdo no célculo de areas e volumes de
solidos e de objectos do mundo real, em situagdessificadas;

« A predisposicdo para identificar transformagGesmgsdcas e a sensibilidade para relacionar a
geometria com a arte e com a técnica;

e A tendéncia para procurar invariantes em figurasngdricas e para utilizar modelos
geomeétricos na resolucao de problemas reais.”

(Ministério da Educacao, 2001, p. 63).
A aprendizagem da Geometria desenvolve nos alunos, conjunto de
capacidades fundamentais para toda a Matematicaa Mez que as primeiras
experiéncias dos alunos sdo geomeétricas e esparipisfessor deve ter em conta as
suas experiéncias informais. Segundo Abragstesl. (1999) esta deve ser continuada

através da manipulacdo e ordenacdo de objectodplitagem de papéis, do uso de
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espelhos, da realizacdo de jogos envolvendo arogéstde padrdes, da realizagéo de
experiéncias com itinerarios, da realizacdo de tooges geométricas. Alids, este
“conhecimento geométrico deve constituir um porg@drtida para o desenvolvimento
de novas competéncias e uma atitude positivavatagnte & Matematica” (Abrantes
al., 1999, p. 71).

O homem, desde sempre, sentiu necessidade de @mdprea Natureza, o
mundo que o rodeia. Se olharmos a nossa volta ctancdo, facilmente nos
apercebemos que na Natureza, na Arte e na Arquitgepbdemos encontrar um grande
namero de formas diferentes. Tudo o que é visiveluma forma, ocupa um espaco,
tem um tamanho, cor e textura. A compreensdo edpaciecessaria para interpretar,
compreender e apreciar o mundo, que é intrinsedenggometrico. De acordo com
Ponte e Serrazina (1996) “A Geometria constitui dlominio da Matematica
importante. Todos os cidadaos precisam de desemadveuas capacidades espaciais e
de organizagéo do espaco para viverem numa soeiepsdé cada vez mais visual” (p.
164).

Existem varias tentativas de agrupar as capacida$gmciais segundo
caracteristicas especificas. Uma das categorizag@esde Frostig e Horne (Gordo,
1993, pp. 29-31, citado em Del Grande, 1987) qeatificaram cinco capacidades
espaciais diferentes. A coordenacdao visual motaraapacidade para coordenar a visao
com 0s movimentos do corpo. Alguns exemplos degpaagdade sdo: resolver e fazer
labirintos; pintar desenhos; reproduzir desenh@®sl@ pintar espagos marcados com
pontinhos. A percepcédo figura-fundo é a capacidésledentificar uma componente
especifica numa determinada situacao e que engatvedanca de percepcao de figuras
contra fundos complexos. Alguns exemplos destacid@ade sdo: completar figuras de
forma a que se assemelharem a outras dadas e ardouras imersas noutras
(recorrendo, por exemplo, ao tangram e a paviméetdcA constancia perceptual é a
capacidade de reconhecer figuras geométricas apsdss numa variedade de
tamanhos, texturas, tonalidades e posicbes no @spagle discriminar figuras
geomeétricas semelhantes. Alguns exemplos destecidaga sao: procurar todos os
quadrados num geoplano 5 x 5; construir uma figggemétrica utilizando diversos
materiais e procurar, na sala de aula ou noutrdextm) uma determinada figura
geomeétrica. A percepcao da posicdo no espaco @axidade para distinguir figuras
iguais mas colocadas com orientacdes diferentagunal exemplos desta capacidade

sdo: desenhar uma figura simétrica de uma dadaoloes figuras com eixos de
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simetria, utilizando o Mira ou um espelho e enamtiguras iguais a uma dada, mas
com orientacfes diferentes. A percepcgéo de relaggjesciais é a capacidade de ver ou
imaginar dois ou mais objectos em relacdo consigprips ou com cada um deles.
Alguns exemplos desta capacidade séo: fazer umstragdo com cubos a partir do
desenho da mesma e fazer corresponder a um sétielspactiva planificacéo e vice-
versa.

Hoffer (1997, referido em Gordo, 1993) aos cinposide capacidades espaciais
acima descritas, acrescentou outras duas: a disagéo visual e a memoria visual.

A discriminacgédo visual é a capacidade para ideatifsemelhancas ou diferencas entre
objectos. Alguns exemplos desta capacidade saatifidar caracteristicas de
triangulos; descobrir as diferencas entre dois rdese e descobrir critérios que
conduzem a determinadas classificacbes ou ordemagdememoria visual € a
capacidade de recordar objectos que ja ndo estieeis. Alguns exemplos desta
capacidade séo: observar figuras e copia-las, srasas voltar a observar e observar
figuras em papel ponteado e desenha-las no geg@amoas voltar a observar.

Estas capacidades sdo desenvolvidas através daacéal de experiéncias
concretas, por exemplo utilizando materiais maadipeis.

Outra categorizagao distinta para as capacidagesias é a que considera dois
tipos de capacidades: a visualizacéo e a orienesjdaciais.

“A visualizacdo espacial envolve a capacidade deginar como se apresentara
um objecto representado numa gravura se for rodadodo, invertido, dobrado ou
desdobrado” (McGee referido em Tartre, 1990, cieuoGordo, 1993, p.32). Enquanto
a orientacdo espacial “envolve a capacidade paectde combinacdes de objectos
segundo um padrao e a capacidade para mantergaresipercepcoes, face a mudanca
de orientacdo” (Bishop, 1983, referido em Gord@31 9. 32).

Outra categorizagdo para as capacidades espéacague considera dois tipos
de capacidades: a capacidade de interpretar inf@onfigurativa e a capacidade de
processamento visual. A capacidade de interpraefarmmacéo figurativa “envolve a
compreensao de representacfes visuais e de vogabespacial usados no trabalho
geométrico, em graficos, cartas e diagramas destoddipos” (Bishop, 1980, p. 184,
citado em Gordo, 1993, p. 32). A capacidade de gasamento visual “envolve a
visualizacdo e a translacdo de relacdes abstraciaformacédo néo figurativa para
termos visuais. Inclui também a manipulacdo e toammcao de representacbes e
imagens visuais” (Bishop, 1980, p. 184, referido@ondo, 1993, p. 32).
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Segundo Veloso (1998), algumas das dificuldadesfesaadas na visualizacao
provéem do facto do aluno ndo possuir, com gramateza, a imagem dos objectos
geometricos na sua memaoria ou ndo conseguir atdbuinome a um determinado ente
geomeétrico. Dai que o autor considere necessamg o ensino da Geometria, se
“utilizem meétodos activos de constru¢do e mani@dage modelos e em que existam
actividades explicitas para desenvolver a visugdiaa(Veloso, 1998, p. 133).

Segundo Veloso (1998), no ensino da Geometria, egeral da Matematica,

devemos ter em atencdo os seguintes aspectos:

« “E essencial que a construcéo de modelos e osimiateranipulaveis estejam presentes
no ensino da Geometria ao longo de toda a escatfrié ndo apenas nos primeiros
anos; apenas dessa forma é possivel ir construin@o “memdéria’ de imagens que
serdo suporte de experiéncias de visualizacdogssigamente mais complexas.

* A solugdo para os “erros” da percepcdo visual nadindinuir-lhes o estatuto na
educacdo matematica e “confiar” apenas nas palavmnas ndmeros, com a esperanca,
de resto infundada, que desta forma o rigor egsgjantido. Numa sociedade em que os
aspectos visuais se tornam predominantes, o quedrtante é “aprender a ver”, e isso
apenas se adquire pela experiéncia seguida de&efleste deve ser um dos objectivos
e praticas do ensino da Geometria” (Veloso, 19983p).

Contudo, existem outras capacidades que os aluadsnp desenvolver na
Geometria.

Para desenvolver a capacidade de construcdo e uteg@ip de objectos
geomeétricos, o professor deve propor aos alun@fatgrtais como: a construgdo de
objectos geométricos, a construgcdo de frisos oumgatactes através da manipulagéo
de figuras geométricas ou a construcdo de um lggamétrico que satisfaca uma
determinada condicdo. Segundo Abrangésal., (1999) esta capacidade envolve a
“construcdo material de objectos, como no casoutho ou outros sélidos geométricos,
de desenhos geométricos com régua e compasso oondgucdes no computador”
(p.85). Por exemplo, o aluno ao construir um pérgtamo no geoplano, tem de
recordar as diversas propriedades deste.

Das capacidades de organizacdo logica do pensameatematico podemos
salientar as seguintes: a intuicdo espacial; ®elte@imento de relagdes espaciais entre
0s objectos; as estimac0des relativas a forma edidajea descoberta de propriedades
das figuras e a aplicacdo destas propriedades teac&es variadas. De acordo com

Matos e Serrazina (1996), o desenvolvimento degtacidade “é um processo gradual
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que se inicia com experiéncias concretas, passangoa diferenciagdo dos objectos
geomeétricos, passando ainda por uma organizacabde@ropriedades que finalmente
se globaliza num sistema axiomatico” (p.270).

A capacidade de aplicar os conhecimentos geomegtnigotras situacoes, refere-
se ao facto que o aluno deve ser capaz de molokzapnnhecimentos adquiridos na sala
de aula para outras situa¢gOes da vida real. Ponm@re 0 conceito de simetria pode
proporcionar oportunidades para os alunos vereraan@tria no mundo da Arte ou na
Natureza.

A capacidade de compreensdo dos invariantes nuigurafiengloba a
compreensao de quatro tipos de transformacoesdejdam as figuras invariantes no
que se refere a forma e tamanho. Elas séo: a ref(exésimetria axial), a translacéo, a
rotacdo e a reflexdo deslizante. Por exemplo, vhseam frisos e pavimentacdes as
transformacdes geométricas que estdo na base darstaucao.

O desenvolvimento, pelos alunos, da capacidade etBcio implica, segundo
Abranteset al. (1999), que estes percebam que o comprimentegaaean volume de
objectos ndo mudam por deslocamento, implica qugoeendam as relacdes entre as
unidades do mesmo sistema e que saibam escolltzdesi e instrumentos de medida
apropriados.

A comunicacdo na aula de Matematica desempenhaap®l gmportante no
ensino-aprendizagem. Segundo Matos e Serrazin®),1®@apacidade de comunicacéo
deve ser entendida como a capacidade de trocasjdeuitas vezes difusas, que por um
processo de negociagao (entre os alunos ou ergrefessor e os alunos) podem ser
aperfeicoadas e que ajuda por sua vez no desemesito de argumentos validos. Dai a
necessidade em adoptar, no ensino da Geometriapdobegias pedagogicas
diversificadas (o trabalho cooperativo, a resolug@problemas, ...), utilizando recursos
de natureza diversa (materiais manipulaveis, tegnd, ...), criando, deste modo, um
ambiente favoravel ao desenvolvimento da comunicatgematica.

A comunicacao constitui um processo social ondgaticipantes interagem
trocando informacgfes e influenciando-se mutuameNes aulas de Matematica, a
comunicacao desenvolve-se, sobretudo, pela linguagal, embora também se recorra
a linguagem gestual, a linguagem escrita e a lgpguaiconica (graficos, diagramas,
desenhos e ilustracfes). Cabe ao professor a ¢gdguita comunicacdo oral na sala de
aula, encorajando os alunos a assumir uma pag#éipactiva, uma vez que a

linguagem faz parte do processo avaliativo, tamtwertente escrita como na vertente
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oral. Por isso, na realizacdo de determinada deti deve haver espaco para a
exposicdo (quando o professor fornece informacheesteterminado contetdo), para o
questionamento (quando o professor faz perguntas ahnos sobre determinado
assunto) e para a discussédo (quando os diverspganientes interagem expondo ideias
e fazendo perguntas uns aos outros). Convém refgerr todos estes tipos de
comunicacao ocorrem numa aula de Matematica. Asg@o por parte do professor “é
uma pratica bastante comum no ensino, servindo pdaraduzir informacéo, para
explicar um procedimento ou para sistematizar urtodeabalho” (Ponte e Serrazina,
2000). O questionamento permite ao professor fde&rminadas perguntas, com o
“objectivo de detectar dificuldades ao nivel da poensdo dos conceitos e dos
processos matematicos, ajuda-los a pensar, mav@dra participar e saber se eles
estdo a acompanhar o trabalho da aula” (Ponte raz8®&, 2000). O professor deve
estimular os alunos a mostrarem, dizerem, expheaeriticarem o trabalho realizado,
nao deve dizer o que esta certo ou errado, devarpoolocar questdes que promovam a
clarificacdo de ideias. Dai que as questfes codscad sala de aula pelo professor
servem nao sO para testar o conhecimento dos afjuesseja antes ou apds novas
aprendizagens, mas também ajuda os alunos a mefettre o trabalho realizado.
Existem trés tipos fundamentais de perguntas: delifagdo, de confirmacédo e de
inquiricao.

Segundo Ponte e Serrazina (2000) as perguntasakzégao, ajudam o aluno a
seguir um certo percurso de raciocinio, as pergudi confirmagdo servem para
verificar os conhecimentos dos alunos e por fimpaguntas de inquiricdo visam o
esclarecimento do professor. O professor utilizaeaguntas de inquiricdo quando quer
obter informacédo de que néo dispbe, por exemplmodo como os alunos estdo a
pensar, 0 modo como resolveram um certo problemaual a sua opinido sobre um
dado resultado ou estratégia (p.120).

E por fim, a discusséo que envolve varios interveri(os alunos ou os alunos
e o professor). Uma discusséo “tem sempre um olgeaiue pode ser a estratégia a
seguir para a realizacdo de uma tarefa, a avalidgaona dada solucéo, o balanco do
trabalho realizado ao longo de todo um periodd, Ronte e Serrazina, 2000).

O NCTM (1994), nas Normas Profissionais, atribuieessd énfase ao discurso
da aula e, em particular, ao do professor, porgsteddepende o envolvimento dos
alunos no discurso. Dai que, ao professor, compeieiar e dirigir este tipo de

discurso e usa-lo habitualmente para desenvole@rendizagem dos alunos” (NCTM,
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1994, p. 36). Através do questionamento o profegsate envolver os alunos no

discurso. Alias, no NCTM (1994), pode ler-se: “Qodest bem colocadas podem
simultaneamente elucidar sobre o pensamento deomsala amplia-lo. E crucial a

habilidade do professor na formacao de questbesligjgn o discurso oral e escrito na
direccdo do raciocinio matematico” (p. 38). Dai querofessor deve incrementar a
comunicacao entre os alunos, porque permite paregjpdo que os mesmos aprendem,
obter informacé&o sobre a qualidade desse sabae samodo como pensam, sobre as
capacidades e atitudes que estao a ser desengIl@ddCTM (1994) destaca algumas
sugestdes para melhorar a qualidade do discursauias. A primeira sugestao para
favorecer o discurso consiste na seleccdo de saefamulantes, que conduzam a
discussdo e a formulacdo de questdes, que desafigmnsamento dos alunos,

encorajando-os a tomar posicoes e a defendé-lags@owiccdo. Segundo Menezes,

“(...) as tarefas rotineiras, vulgarmente designagas exercicios, nao sao,
normalmente, geradoras de grande discussao enalimss, uma vez que o modo de
resolucao assenta num algoritmo ja conhecido destetrefas demasiado dificeis para
os alunos - sem nenhum tipo de familiaridade - s&oputro oposto, inibidoras do
desencadear da comunicagdo, que na maior parteados blogueiam totalmente. Por
iss0, € preciso encontrar tarefas que sejam erpdbis para cada tipo de alunos, ou seja,

gue sejam abordaveis por estes mas, ao mesmo tdegadiantes” (1999, p. 76).

Também o modo de organizacdo dos alunos nas aalasalizacéo de tarefas
influéncia a comunicagdo na sala de aula. Algumasstigacdes realizadas realcam
que, o facto de os alunos realizarem tarefas defamaa cooperativa traz beneficios
em termos de comunicacdo entre eles. Segundo Mei(£289), “a participacdo dos
alunos, através de intervencdes verbais — explcaasd suas ideias, manifestando
desacordo em relagdo aos colegas, argumentandgcttoando — é facilitada em
grupos mais pequenos” (p. 78). O trabalho cooperatin pequeno grupo da aos alunos
a possibilidade de discutirem entre si, tentanddasscer ideias menos claras, assim
como a oportunidade de expressarem 0s seus pometogisth, de ouvirem, de
clarificarem duvidas contribuindo para a qualidatte discurso da aula. E também
importante que o professor escute o0s alunos, llegm gara explicarem o seu
pensamento, levando os alunos a verbalizar osraeigginios, explicando, discutindo,
confrontando os resultados obtidos com as dos &sleg assim conseguira estimular a

comunicacao entre os alunos. Neste sentido o pafeesempenha um papel relevante
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na conducéo do discurso da aula, “colocando quespieporcionando situacdes que
favorecam a ligagdo da Matematica a realidadenakindo a discusséo e a partilha de
ideias” (Menezes, 1999, p.80). As orientagcbes maisentes para 0 ensino e
aprendizagem da Matematica propdem outro tipo gelgio professor no discurso da
aula. Numa aula dita tradicional, a intervengdo alasos, nas aulas, sdo esporadicas e
curtas, ndo havendo espaco para os alunos expliGgeuas ideias, nem confronta-las
com as dos colegas. O professor € quem fala, explmrrige, enquanto os alunos
ouvem, seguem o raciocinio do professor e resporgdeperguntas colocadas. Hoje, o
professor € o principal responsavel pela organzalé discurso da aula, sendo um
facilitador ou inibidor de processos comunicativizs sala de aula. Para fomentar a
comunicacdo na sala de aula o professor deve @ages®s alunos convites a
intervencdo na discussao, perguntando “porquédinge a um aluno que explique a
sua ideia ou que justifigue a sua resposta. A a#digdo, pelo professor, da
comunicacdo matematica na aula entre os alunositpedescentralizar a autoridade,
em matéria de saber, do professor para o par pmfakinos. O poder decisério na
validacdo das respostas deixa de pertencer exatusivte ao professor. Por isso, 0
professor deve pedir aos alunos justificacbes senmque considere necessario,
procurando desta forma que os mesmos assumam tamipéaher de decisdo do que
esta certo ou errado. Deste modo, os alunos paassen responsabilizados pela sua

propria aprendizagem.

2.5.2. Materiais Manipulaveis

Desde os tempos mais remotos, que o homem usaiasatpara realizar
actividades matematicas. Por exemplo, o homem fiwoncomecou por usar para
contar objectos, pedras, marcas num bastéo, néa ocorda, como sendo simbolos para
0S numeros e como ferramentas para encontraradeslide operagdes. Mais tarde, o
surgimento do sistema de numeracao indo-arabe gaea@mento do abaco vieram
simplificar ndo s6 a escrita dos nameros, mas temag operacdes aritméticas. A
Matematica do dia-a-dia tornou-se, assim, maissaoes

O aparecimento do abaco deve-se a Gerbert Aba@0s1(33) e ajudou na

representacdo dos numeros. O abaco foi um dos ipsBnenateriais construidos,
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especificamente, para trabalhar conceitos de Atitaé&ornando-se util no processo de
representar nimeros. O abaco é um dispositivo thellgdaritmético que consiste,
geralmente, num quadro de madeiras com cordas @mear transversais,
correspondendo cada um a uma posicao digital (degjalezenas,...) € nos quais estao
os elementos de contagem (fichas, bolas, contague podem fazer-se deslizar
livremente. Por volta do século XV, este desapareles escolas a partir do momento
qgue surgiram novos métodos de calculo — os algositida ndo era necessario usar 0s
materiais concretos no ensino da Matematica pamanérar um resultado, bastava que o
aluno mecanizasse determinadas “regras” de calculo.

A utilizagdo de materiais manipulaveis no ensimpendizagem da Matemética
foram reintroduzidos e recomendados, no século Xips fundadores da Escola
Activa, Comenius, Pestalozzi e, mais tarde, pordge Montessori.

Segundo Szendrei (1996), os trabalhos desenvolyidosComenius (1592-
1670) tiveram uma grande influéncia na Educacéo. éthkieador tinha como principio
gue os alunos devem aprender a usar a realidade=dbdos e ndo somente as palavras.
Na sua obraDidactica Magna,defende que “o conhecimento deve, necessariamente,
comecar através dos sentidos - dado que nada poddjscto de compreensao se néo
tiver sido primeiro objecto de sensacgdo. Porqué@cesbmecar com uma exposicao
verbal das coisas e ndo com uma observacdo reamdamas? SO quando esta
observacdo da coisa for feita, a palavra podegvintpara explica-la com eficacia”
(citado por Costa, 1998, p. 149). Por isso, Congsntiu necessidade de construir
materiais educacionais para as suas aulas. Esteradapenas um educador tedrico,
defendia a utilizacdo de materiais da vida dianianmagens dos mesmos na sala de aula.

Um século mais tarde, surge Pestalozzi (1746-1&827)ai” do uso sistematico
de experiéncias sensoriais na escola. Pois, dd@acom Pestalozzi, a observacao e os
sentidos devem ser o primeiro passo a dar em qerapjocesso de aprendizagem. No
seu livro “Como Gertrudes Instrui os Seus Filhosscrito em 1801, Pestalozzi afirma
que “ Nao se deve por o aluno em condicOes deianigade; desencoraja-lo com uma
didactica catedratica, com um ensino verbal, porag®m a sua aprendizagem sera
passiva. E mediante a experiéncia directa, a aatieida concepcao por si sO através
dos sentidos e das operacdes sobre as coisasasgterd 0 conceito, primeiro vago e
apenas esbocado, depois mais preciso, consistdate,e universal” (Costa, 1998, p.
149).
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Alguns anos mais tarde (1909), Charles Laisanendrsbalhol’Enseignement
Mathematiques: Ouvrage Etranger Pour Tout Programiédie aux Amis de
I'Enfance defendia que os professores ao utilizarem maerancretos na sala de aula
de Matematica podiam: exibir propriedades matemsiicilustrar conceitos e
procedimentos matematicos e construir um ambientgpdendizagem.

Decroly e Maria Montessori também recomendavamilzagido de materiais
manipulaveis no ensino da Matematica. Maria Momies§l914) desenvolveu um
aparato didactico, que segundo ela, era um meialcencar o desenvolvimento
sensorial, motor e intelectual. Queria dar idelasas de conceitos tais como: nimero,
séries de numeros naturais, medida, operacdesttioa®s, sistema de base dez, figuras
geométricas planas e soélidos geométricos. No saodméforam usados materiais
especiais, para preparar a escrita dos namerogre urna correspondéncia entre o
simbolo e o nimero de objectos que ele representa.

Também Piaget, nas suas experiéncias com criancasapeoncepc¢ao da sua
teoria do desenvolvimento cognitivo, consideroug‘gquanto mais tempo as criangas se
dedicarem ao estudo do concreto, quanto mais tempoegarem na observacgao activa,
tanto melhor passardo, entdo, a compreensao daadabstractas “ (Costa, 1998, p.
149). Segundo ele, os alunos que véem e manipubaiosvtipos de objectos tém
imagens mentais mais claras e podem representas iglestractas mais completamente
do que aqueles cujas experiéncias sdo mais pdissisn, 0s materiais sdo, para Piaget,
um auxilio importante para o desenvolvimento cagmitlas criangas.

Materiais didacticos dos mais variados tipos s@ml@s no processo de ensino-
aprendizagem da Matematica. Entre os materiais titdddremos dar especial atencéo
aos materiais manipulaveis. Podemos agrupa-losuas chtegorias: estruturados e nao
estruturados. Os materiais estruturados sao aquples foram construidos com
objectivos especificos para o ensino da Matemé&ticamo tal incorporam conceitos
matematicos: geoplanos, soélidos geométricos, régaampassos, transferidores,
esquadro, balancas, tangrans, papel ponteado,sblégicos, material multibasico,
barras cuisenaire, abacos, ... Enquanto os materéos estruturados sédo objectos
diversos do dia-a-dia: palhinhas, embalagens, mosapapéis de embrulho, feijées,
paus de gelado, ... Convém referir que os aluncsalaade aula podem trabalhar com
diversos tipos de materiais estruturados ou nawitestdos, em todos os topicos de

Matematica.
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Hoje, temos a nossa disposicdo uma grande variettad®teriais manipulaveis
para usar na aula de Matematica, com o objectivéadétar o processo de ensino-
aprendizagem. Reys (1982) define materiais manipid&omo “objectos ou coisas que
o aluno é capaz de sentir, tocar, manipular e meniar. Podem ser objectos reais que
tém aplicacdo nos afazeres do dia-a-dia ou podenolgectos que sdo usados para
representar uma ideia” (p.5). Os materiais manjgidaapelam a diferentes sentidos
dos alunos: o visual, o tactico e o oral. Tambémcsdiacterizados pelo envolvimento
fisico dos alunos, visto que podem ser tocados,dosy reajustados e manipulados,
numa situacao de aprendizagem activa, levandouogs®k participar na construgéo do
seu préprio conhecimento. Convém referir que ndorg&aterial manipulavel em si que é
importante na construcdo do conhecimento matematias sim as ac¢des dos alunos e
a sua reflexdo sobre essas accdes. Cabe ao aleocci@®ar, reorganizar a informacéo e
estabelecer conexfes entre a nova informacdo eowkecimentos ja adquiridos
anteriormente, de forma a dar-lhe sentido.

Os materiais manipulaveis sdo essenciais no pmoagssaprendizagem em
qualquer estadio de desenvolvimento, pois estels@ja compreender ideias abstractas
a partir de situagbes concretas e probleméticas.aé@@do com Reys (1982) os
processos cognitivos envolvidos e desenvolvidosadp 0 uso de materiais SGo mais
ricos e complexos que o ensino baseado na repetig@omemorizacdo de factos. Por
isso, NCTM (1989/1991) recomenda que as salas @dedmvlem estar equipadas com
uma grande diversidade de materiais manipulavempacalculadoras e computadores.

Esta recomendacao é fundamentada no facto de que:

“(...) as criancas sao individuos activos que coestromodificam e integram ideias,
interagindo com o mundo fisico, com os materiaism outras criangas. Assim sendo, é
evidente que a aprendizagem da Matematica deveirseprocesso activo (...). Os
professores tém de criar um ambiente que encosageiancas a explorar, desenvolver,
testar, discutir, e aplicar ideias. Tém de ouvircaisncas, atentamente, e guiar o
desenvolvimento das suas ideias. Tém de usar,einégmente, materiais manipulaveis
em actividades que impliquem o raciocinio de foranéomentar a aprendizagem de
ideias abstractas” (NCTM, 1991, pp. 21-22).

Um ambiente de aprendizagem que recorra a utilizede8tes materiais permite
experiéncias mateméaticas mais eficazes. Szend®86)1lrefere que a utilizagdo dos

materiais manipulaveis “ajudam os alunos a desgav@ compreender 0s conceitos,
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procedimentos e outros aspectos da Matematica. Béramajudam os alunos a
desenvolver aptidées que nao estdao bem desenwlatdavés da experiéncia fora da
aula” (p. 427). Pode-se ler no documeiormas para o Curriculo e Avaliagdo em

Matematica Escolaf1991) que:

“(...) a evolucédo destes alunos a nivel intelectpalcoldgico, fisiol6gico e social, é

acompanhado pelo desenvolvimento da sua capacitagensar de forma cada vez
mais abstracta. No entanto, (...) deverdo ser asri€érpes concretas a proporcionar a
construcao do seu conhecimento. Destas experiéogialsinos poderdo abstrair ideias e

conceitos mais complexos e elaborados” (p.81).

O Ministério da Educacdo, nas suas publicacbes &amsv referéncias a
necessidade de se utilizarem uma grande variedadeatieriais manipulativos para
apoiar a actividade matematica. Por exemplo, velatente ao programa do terceiro

ciclo do ensino basico pode-se ler:

“Um programa que se pretende ligado a experién@airguicdo pressupde a
possibilidade de largo uso de materiais diverdifica material simples do quotidiano
(embalagens, mosaicos, papéis de embrulho, ca$olimbjectos da sala de aula,...);
materiais de desenho e de medicdo, modelos geoowtrgeoplano, ...; materiais
escritos (fichas de trabalho, manuais, ...); calaast meios audiovisuais
(retroprojectores, slides, video, ...); meios infotiows” (Ministério da Educacgéo, 1991,
p. 197).

Reys (1982) identificou, a partir da comparagédo diferentes teorias de
aprendizagem, alguns aspectos que fundamentam deustateriais manipulaveis no
ensino e aprendizagem da Matematica: (1) a formdeaconceitos € essencial para a
aprendizagem da Matematica; (2) a aprendizagemséaba na experiéncia; (3) a
aprendizagem sensorial € a base de toda a exparieh@ssim o coracdo da
aprendizagem; (4) a aprendizagem é um processoedeirmento e € por natureza um
processo de desenvolvimento; (5) a aprendizageanagterizada por estadios distintos
de desenvolvimento; (6) a aprendizagem é aumenfala motivacdo; (7) a
aprendizagem constroi-se do concreto para o absti@) a aprendizagem requer uma
participagdo activa do aluno; (9) a formulacdo tstraccdes matematicas € um
processo longo (p. 6). Convém referir que, os depdocados, ndo séo independentes,

mas estdo bastante interrelacionados.
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Surgem, no entanto, algumas questdes relacionadas @s materiais
manipulaveis. Quais sdo 0s critérios para seleaciomateriais manipulativos? Que
materiais devem ser usados e como utiliza-los?9R#0 as vantagens e desvantagens
de os usar?

Pedagogicamente, existem varios critérios a coramid® seleccionar materiais
manipulativos. Reys (1982) definiu os seguintegéids para seleccionar bons
materiais manipulaveis:

* Os materiais devem proporcionar uma verdadeiraop#icsacdo do
conceito matematico ou das ideias a serem explerada

* Os materiais devem representar claramente o conuoeitematico;

 Os materiais devem ser motivantes. SO0 assim, poestmular na
imaginacéao e o interesse dos alunos;

* Os materiais, se possivel, devem ser apropriades ysar, quer em
diferentes anos de escolaridade, quer em diferentes de formacao de
conceitos. De preferéncia os materiais devem s8¢ ém desenvolver
mais do que um conceito matematico. Esta vasta asjiitade é
frequentemente conseguida ao usar uma grande adeietk materiais.
Estes devem ser usados, ndo sO para a introducém d@vo conceito
matematico, mas também quando os alunos exploranmowes ideias
matematicas;

* Os materiais devem proporcionar uma base parati@edo;

* Os materiais devem proporcionar manipulacédo indadidisto € cada
aluno deve ter oportunidade para manipular os mger quer
individualmente ou dentro de um grupo, de acordan cas

circunstancias.

Este investigador definiu, também, as caracteaistifisicas que devemos
considerar ao seleccionar materiais manipulativasirabilidade, atractividade,
simplicidade, tamanho e custo. Reys (1982) saliaitida o facto de que, um bom
material didactico, tem de apresentar aplicabikdadim grande niumero de ideias
matematicas, uma vez que essa diversidade de @@Eapermite que os alunos
estabelecam conexdes entre os diversos conceitdsse@tos a manipulacdo do

material.
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Por outro lado, Reys (1982) chama também a atepgés alguns aspectos a
evitar na utilizacdo de materiais. Segundo estenateriais manipulaveis ndo devem
desviar a atencao dos alunos dos conceitos matemai serem desenvolvidos. Por
exemplo, materiais com cores vivas podem ser unedimpento a formacao de um
determinado conceito. Também a complexidade ou aasiada simplicidade do
material a utilizar pode ser uma barreira e ndoesgmtar o conceito pretendido. Por
isso, 0os materiais devem ser simples de manipufan@onar. Logicamente, que 0s
professores devem ter cuidado na escolha dos miajeassegurando que estes
incorporam adequadamente o conceito matematica desenvolvido. Outro aspecto
que faz referéncia € que o professor ndo deve umar materiais nem
indiscriminadamente, nem exaustivamente.

Em suma, seria ideal se os materiais manipulaveitvessem todos os critérios
ja mencionados. Estes critérios pedagdgicos e siggoalem ajudar os professores na
seleccao e uso destes.

Em Portugal, ainda se utiliza muito pouco os matern@nipulaveis no ensino
da Matematica de acordo com algumas investigagéazadas. De acordo com o0s
resultados do relatérimatematica 2001APM, 1998), que realizou um estudo sobre 0
ensino e aprendizagem da Matematica nos diversesisnde ensino (Basico e
Secundario). Por exemplo, em relacdo a utilizagso rdateriais didacticos utilizados
pelos professores na sua pratica lectiva, condeigque o manual adoptado é utilizado
com muita frequéncia de cerca de 80% dos professaralo as fichas de trabalho em
seguida com um pouco menos de 60%. Este factoozesf em todos os niveis de
ensino. Em relacdo aos materiais manipulaveis gogos didacticos, a frequéncia de
utilizacdo é muito baixa em qualquer dos cicloere@ de 90 % dos professores, em
cada ciclo raramente os utilizou. Também se verficue a frequéncia da sua
utilizagédo decresce a medida que se progride rdeesiade.

Apesar das recomendag0fes feitas no curriculo, agent apelo a utilizagdo de
materiais manipulaveis no ensino da Matematicagjaaiestdo pouco integrados nas
praticas pedagogicas. As justificacbes dadas pafeaca utilizacdo de materiais
relacionam-se 0 mau apetrechamento das escolagsteniipo de material, a falta de
conhecimento e de familiaridade com os manipuldpersparte dos professores, entre
outros. Desta forma, continua a valorizar-se a sigfo feita pelo professor e a
resolucdo de exercicios rotineiros, em detrimeetonddos de trabalhar que favorecam

0 envolvimento do aluno no processo de aprendizalyasse relatério, em relacdo ao
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7z

uso de materiais didacticos, € recomendado querdticg@ pedagdgica deve utilizar

situagOes de trabalho que envolvam contextos divados (nomeadamente, situacdes
da realidade e da Histéria da Matematica) e azatiio de materiais que proporcionam
um forte envolvimento dos alunos na aprendizageomeadamente 0s materiais
manipulaveis, calculadoras e computadores” (p. 44).

Contudo, de acordo com as novas orientacdes clamsupara que 0s alunos
atinjam determinadas competéncias € necessarioongiopar-lhes situacbes de
aprendizagem diversificadas e actividades mateasfticcas, recorrendo ao uso de
diversos tipos de materiais manipulaveis.

Segundo Philippe Perrenoud (2000), a escola depgapar os alunos para a vida
em sociedade, dai a importancia de desenvolver,cada ciclo, uma série de
competéncias. Segundo este, competéncia é a fdeutta mobilizar um conjunto de
recursos cognitivos (saberes, capacidades, inf@@sa@ara solucionar com pertinéncia
e eficacia uma série de situagdes. Logicamente,ngue todas as competéncias séo
desenvolvidas na escola, pois nem todas as pesseas as mesmas situacdes. Por
exemplo, as pessoas que vivem nas cidades desemvalempeténcias diferentes
daquelas pessoas que vivem no campo, ou seja,deEenvolvem competéncias
adaptadas ao seu mundo. E necessario referir queecdaedesempenha um papel
relevante no desenvolvimento de competéncias. Nestilo, € necessario trabalha-las,
0 que exige tempo, metodologias diversificadastieagbes apropriadas. SO assim 0s
alunos puderam transferir e mobilizar capacidadederes e conhecimentos para
situagOes da sua vida quotidiana.

A utilizacdo de materiais manipulativos na realmage uma determinada
actividade ajuda no desenvolvimento de determinadagpeténcias. Os alunos como
individuos activos na construcdo do saber, terawtopdade para explorar, procurar
generalizagOes, fazer conjecturas, raciocinar &vgente, comunicar. Se o aluno no seu

percurso académico:

“(...) se habituar a experimentar e a tentar encogeaeralizacdes, a procurar o que ha
de invariante numa situacdo (...) e se compreendengoebasta que uma hipotese
formulada se verifiqgue em alguns casos para paoleart essa hipétese como uma
afirmacao verdadeira, sendo necessario encontra amgumentacdo légica para a
validar, ou um contra exemplo para a rejeitar’,denestad a desenvolver aspectos
fundamentais da sua competéncia matematica (Alsa8trrazina, Oliveira, 1999, p.

33).
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Como a aprendizagem € baseada na experiéncia, qustoo aluno utilizou
materiais manipulaveis, este, mais facilmente psecabe de que aquilo que torna certa
uma afirmacdo em Matematica ndo € o facto de a@imodm a resposta do manual ou
com a aprovacao do professor, mas a consisténcecainio apresentado.

A manipulacdo de materiais pelos alunos pode facid construcéo de certos
conceitos matematicos e também contribui para mleimento do aluno na sua
aprendizagem, sendo por esse motivo recomendadosvgims investigadores e
entidades (Reys, 1982; Serrazina, 1991; Szend®8§; Ministério da Educacéo, 1991;
Ministério da Educacéo, 2001; NCTM, 1991). Mas, #zaitdo de materiais por si s
nao garante uma aprendizagem significativa poepdos discentes. Convém salientar
gue, para o professor tirar partido dos materiggtes devem ser manuseados pelos
alunos e ndo somente pelo professor. Também naonpsdesquecer que é importante
que o professor explique qual o objectivo da atéigle proposta, assim como o modo
de funcionamento do material em questdo, espeaisdnse € a primeira vez que 0s
alunos o utilizam. A utilizagdo de materiais matdpeis no ensino torna os alunos
participativos activos no processo de aprendizagem.

Assumindo que saber Matematica € fundamentalmeater f Matematica
(NCTM, 1991, p.8), a utilizagcdo de materiais num@veade proporciona aos alunos
momentos para se envolverem em aspectos fundaselatadxperiéncia matematica,
como estabelecer e validar conjecturas, constmaflectir, identificar, explorar,
comunicar, discutir e argumentar. Isto €, apreiiiematica fazendo-a nao implica so
a manipulacdo de materiais, mas também pensaraadaerananipulacdo e reflectir
acerca das experiéncias que vivemos, porque osjaem causa é ndo s6 a actividade
fisica mas, a actividade mental que reflecte avidetile matematica. S6 assim a
utilizacdo de materiais na aprendizagem da Matemgbiodera contribuir para o
desenvolvendo de competéncias.

Segundo Reys (1982), ao utilizarmos materiais mé@veis no ensino da
Matematica, o processo mental envolvido na formagés conceitos, tem maior
consisténcia do que aqueles associados a memaridedactos. Alids, a memorizacéo
passiva ndo significa necessariamente que o alenbatrealmente aprendido ou
compreendido determinado conceito matematico. Nemtédo, é importante explora-
los uma vez que estes sdo um poderoso auxilio seagem do nivel concreto para o

nivel abstracto.

136



O trabalho dos alunos com estes materiais, seeflizado com actividades
interessantes e desafiantes, pode favorecer a ffgémude conjecturas, estimular uma
atitude investigativa e enriquecer os raciocini@sgeimentos por eles utilizados. Além
disso, a aprendizagem utilizando materiais, apedavarios sentidos dos alunos, através
do contacto e da movimentacéo, envolvendo-os fiscde, e é através desta interacgdo
gue se da a aprendizagem. Contudo, o0 recurso desaismamanipulaveis trata-se de um
meio e ndo de um fim, o essencial esta na natdiezatividade intelectual dos alunos”
(Abrantes, Serrazina, Oliveira, 1999). Ou sejapderiais permitem ndo s6 que 0s
alunos reflictam sobre as experiéncias que viveaciamas também que interajam e
comuniquem uns com o0s outros. A utilizacdo de riasemanipulaveis na sala de aula
€ um convite a exploracéo, a descoberta e ao ramocontribuindo para a construcéo
de conceitos e para o desenvolvimento do podernnddito dos alunos, em aspectos
como a resolucdo de problemas, a comunica¢do aadauMiatematica ou o raciocinio
matematico.

Segundo Reys (1982), para que o professor consayacom eficacia materiais
manipulaveis deve ter em consideracdo o0s seguagpsctos: (1) definir critérios
pedagogicos e fisicos ao seleccionar os materiargpulativos; (2) criar actividades
que proporcionam a incorporacdo multipla do con¢€®) prepara-se com antecedéncia
para a actividade; (4) preparar os alunos paraiadade; (5) preparar a sala de aula;
(6) encorajar os alunos a pensar por si mesmogn@rajar a interaccdo no grupo de
trabalho, encorajando os alunos a comunicar os EEUsamentos, as suas ideias e as
suas observacdes com o0s seus colegas; (8) fazpmpes aos alunos; (9) permitir que
os alunos facam erros; (10) proporcionar actividdt@low-up”; (11) avaliar a eficacia
dos materiais, depois de uséa-los; (12) trocar sdeien os colegas (p.9).

O professor ao elaborar as actividades, paraartiliateriais manipulaveis, deve
verificar se os utiliza em toda a actividade, antesles serem usados pelos alunos. E
responder a questdes, como:

e (que pré-requisitos sdo precisos antes da utilizaclstes materiais
manipulativos serem introduzidos?

e as orientacdes sao claras?

e existe um numero adequado de questdes principais?

e 0s materiais manipulaveis sdo adequados ao conuait@matico e ao nivel de

desenvolvimento dos alunos?
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Isto, para verificar se, realmente, através daidetile proposta, o aluno atingira os
objectivos pretendidos. S6 assim o professor popergarar os alunos de forma que
estes possam beneficiar da experiéncia com os imigfeaassumindo os discentes um
papel activo e participativo no processo ensin@gizagem.

Também é importante a preparacdo da sala de audée Bentido, o professor
deve assegurar que todo o material que neceskitaeracional, acessivel e disponivel
em guantidade suficiente.

As actividades em que o professor utiliza matemagmipulaveis sdo uma boa
maneira para encorajar os alunos a pensar por smase Através do didlogo o
professor pode obter informagéo acerca do modceedsap dos mesmos, verificando se
0 seu raciocinio esta correcto ou ndo. Neste serntighrofessor ndo deve rejeitar uma
ideia de um aluno mesmo sendo incorrecta, pois pgglemir as ideias futuras. Deve
sim demonstrar respeito pelas suas ideias e taitayés do questionamento, que ele
chegue ao raciocinio pretendido. Pois, frequenté&meanprimeira reac¢do do professor,
quando algum aluno responde incorrectamente é despmsta correcta. O professor
deve colocar questbes pertinentes aos alunos, cddama atencdo para alguns
pormenores importantes que tenham sido esquecidos.

Nestas aulas com materiais, os alunos nao tém apel mle receptores de
informac&o, mas sim uma participacdo activa no rdecda actividade. O trabalho
desenvolvido coloca o aluno mais a vontade pareéter erros ou dizer as coisas de
modo imperfeito ou incompleto, ndo € um mal a eyiéaalgo inerente ao préprio
processo de aprendizagem. E na medida em que oseum@de e tanto ele como o seu
professor se apercebem dos erros e da sua origene guossivel falar sobre isso,
compreender melhor o que estd em causa”’ (AbraBesazina, Oliveira, 1999). E
preciso que o aluno saiba que tem o direito a ewaa cometer um engano nas tarefas
propostas, pois 0 erro € uma via de acesso paralgne e professor conhegam a
situacao/estado do saber. Dai a importancia doegsof incluir, nas suas aulas,
actividades em que utilizam materiais com o objectle levar o aluno a raciocinar, a
levantar hipoteses pertinentes, a relacionar as¢@e$ com a plausibilidade das
mesmas, sO assim os professores poderdo prepaparsd futuro. Claro que nao é
suficiente que o aluno participe nas actividadea paver uma aprendizagem de novos

conhecimentos, € necessario que ele se envolvgpragesso de reflexdo as mesmas.
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Todos estes aspectos devem ser tidos em considepagéi@ falha ao escolher
materiais manipulaveis adequados para a actividadejuestdo e a falha ao usa-los
apropriadamente, pode destruir a sua eficaciaowepso de aprendizagem

Ainda acordo com Reys (1982), ndo devemos usarssixegnente materiais
manipulativos, nem usar indiscriminadamente. Deweusa-los apenas quando existem
determinados conceitos no programa de Matematiade a sua ajuda facilitam a sua
compreensao. Evidentemente que, por vezes, podeeaeon professor observar sinais
de aborrecimento por parte dos alunos, que poddimainuso excessivo de materiais
manipulaveis ou pode sugerir a necessidade de t@vauestbes pertinentes, que
despertem a atencdo do aluno, ou a necessidadesteleder oS conceitos a ser
explorados com os materiais manipulaveis.

Outro aspecto a ter em atencdo, quando se utilirateriais, € o facto de
devermos dar tempo aos alunos para realizar aidadi. Ao apressar o0 aluno na
resolucdo de uma actividade, cria uma situacagoendizagem artificial, visto que o
aluno ndo teve tempo para amadurecer as suas. ilambém os materiais devem ser
flexiveis, de forma a permitir multiplas formas w0 e desta forma, deve incorporar
varios conceitos. Segundo Vale (1999) “ha temassgu&o bastante mais complicados
de introduzir se ndo tiverem um suporte fisico mafazer, assim os materiais poderao
ser um suporte valioso para actividades problemsitia sala de aula” (p. 119).

Na perspectiva de Reys (1982), os materiais maiipid s6 podem fazer parte
integrante do programa educacional de Matematicacsatiliza-los, o professor seguir
alguns passos: (1) a aprendizagem desejada develasemente definida; (2) os
materiais manipulaveis, que vao ajudar no procdssaprendizagem, precisam de ser
seleccionados; (3) os materiais devem ser integradma sequéncia de aprendizagem
organizada, para que os alunos possam progredingies e concreto para o complexo
e abstracto (p. 12).

Cabe aos professores criarem ambientes propicioslizacdo de materiais
manipulaveis, de acordo com o0s aspectos que foefgridos anteriormente, isto para
ajudar os alunos a atingir e desenvolver determramacbmpeténcias consideradas
essenciais. A maior dificuldade é selecciona-lealer como utilizi-los com eficécia.

Embora o uso de materiais manipulaveis seja recoaaenpor varias entidades
(NCTM, 1991, 1994, 2000; ME, Organizacao Curriculd?regramas, Vol I, 3°ciclo),
algumas investigacOes efectuadas sobre a suaagdibzverificaram que muito poucos

professores os utilizam na sala de aula. Segundaovastigacfes, o livro didactico
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continua a merecer a preferéncia dos professopesan nos programas oficiais de
Matematica, para todos os niveis de escolaridadsgded o primeiro Ciclo até ao
Secundario, serem feitas recomendacdes para adtdeapratica.

O projecto Matemaética 2001 realizou um estudo sobemsino-aprendizagem
desta &rea do saber e verificou que, em relacadmatesiais manipulaveis, a sua fraca
utilizacdo, se deve ao facto de que as escolas esthapetrechadas com este tipo de
material. Nesse projecto, recomendam que “ a pratcagogica deva utilizar situacdes
de trabalho que envolvam contextos diversificadnemgadamente, situacdes da
realidade e da Histéria da Matematica) e a utiivage materiais que proporcionem um
forte envolvimento dos alunos na aprendizagem, adar@ente o0s materiais
manipulaveis, calculadoras e computadores” (p.44).

A investigacdo realizada sugere que 0s materiaignipulaveis séo
particularmente Uteis na passagem do nivel congrata o nivel abstracto. Por
exemplo, quando o professor utiliza uma balan¢ca maplicar o significado de
equacao, este, oferece aos alunos algo concratuikaf para os ajudar a compreender
uma ideia abstracta e ndo familiar. Ao estabeleg® ligacao entre o novo conceito e 0
conceito de balanga permite descrever um novo donogatemético, facilitando a
aproximacdo da matematica ao mundo real. O alunparsir da observagdo e
manipulacdo da balanca, da troca de ideias enteduass e entre estes e o0 professor
apreendem mais facilmente a nocado de equacdo. &alpgofessor, aos poucos, ir
organizando o conhecimento, que pretende que ossalonstruam. Estas experiéncias
vivenciadas pelos alunos séo importantes paraguogito concreto para o abstracto.

Os materiais manipulaveis podem ser usados nasvaaados temas e desde o0s
niveis mais elementares até ao Secundario. E, ddcacom Vale (1999), “podemos
dizer que a regularidade do seu uso estara na razé&sa do nivel em que se encontra.
Quier isto dizer que os alunos mais novos necedgithy mais tempo e mais actividades
com materiais concretos do que os outros, mas ugralgluno, de qualquer idade,
beneficiara da sua utilizacdo no momento certom@geriais ndo sdo s6 necessarios
para os niveis elementares, pois aprender Matemédquer, dos “aprendedores” de
todas as idades, uma participagao activa” (p. 115).

De acordo com “Reys (1974), os materiais manipgat permitem, se
convenientemente utilizados: diversificar as adadies de ensino; realizar experiéncias
em torno de situacOes problematicas; representaectamente as ideias abstractas;

analisar sensorialmente dados necessarios a foondagéonceitos; descobrir relacdes e
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formular generalizagdes; envolver os alunos acteramna aprendizagem; respeitar as
diferencas individuais e aumentar a motivacao” rggemna, 1991). Como tal, a

utilizacdo de materiais manipulaveis favorece eemglizagem desde que seja bem
utilizado e para dar resposta a concretizacéo etdlns educacionais concretos. Esta
mudanca na prética pedagodgica vai alterar subsiameite o papel do professor. O
professor torna-se menos fornecedor de informaga@ desempenhar um papel de

guia da aprendizagem dos alunos.
2.5.2.1. Recomendacdes para o0 uso de materiais npaiéaveis

Durante a década de sessenta e setenta fizerdivesgas investigacdes sobre a
utilizacdo de materiais. Porém, os resultados @diosido muitas das vezes conclusivos.
De qualquer modo, varios autores e investigadoezpmendam a utilizacdo de
materiais manipulaveis no ensino/aprendizagem dartitica. Costa (1998) refere que
€ muito vantajoso usar materiais concretos pamnstieicdo significativa dos conceitos
matematicos, mas, para que a constru¢ao concejutniaieca, € preciso que o professor
planeie a ac¢éo a desenvolver com eles e orierdgkiongs para a reflexdo sobre a acgéo
desenvolvida com os materiais (p.155). S6 assioaautlizacdo podera contribuir para
uma aprendizagem significativa dos alunos, vis® @gtes se envolvem activamente, de
modo a construirem o seu proprio conhecimento.ilkatdo de material manipulativo
podera surgir como um facilitador da estruturagdgnitiva, visto que ha um grande
envolvimento fisico dos alunos com aquilo que estseéndo a aprendizagem feita por
descoberta.

Também nos diversos estudos realizados, que comparansino tradicional
com o ensino recorrendo a utilizagdo de materia@nipulaveis, defendem que “o0 uso
de materiais manipulativos produz maiores rendiogeqtue a néo utilizacdo, em todas
as idades e em todos os anos da escola elemeRiegs,(1994, p.289). Também
Serrazina (1990), sublinha que “ os estudantesutjlisam materiais manipulativos na
construcdo de conceitos tém melhores resultadoosjuggie 0 ndo fizeram” (p.1). O
NCTM (1991), também sublinha a importancia dos netemanipulaveis, visto que
podem proporcionar uma aprendizagem activa, comeréqrias matematicas
significativas, desde que impliqguem o raciocini@jedem a superar 0 “medo” que
alguns alunos tém da Matematica. No ProfMat, redbzem 1989, organizado por

Veloso e Guimaraes, no relatorio sobre “Os Mateeasd Matematica”, pode ler-se:
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“(...) que a utilizacdo de materiais pode facilitapmcesso de ensino/aprendizagem
mas ... utilizar materiais ndo implica necessariameyrendizagem significativa; é
preciso seleccionar os materiais e preparar agidedies; o material que serve varios
objectivos € melhor pois facilita, por exemplo, esenvolvimento da criatividade no
aluno; o material deve ser um elemento motivadeveese variar a forma de aprender; a
avaliacao da aprendizagem deve ser cuidada e ®saeiaél preciso reflectir sobre as

actividades realizadas” (p. 297).

Neste sentido, os materiais podem ser um bom auxihs diversas fases de
aprendizagem, podem ajudar os alunos a descohtender ou consolidar conceitos
fundamentais. Serrazina € da opinido que “sO0 exagtendizagem se o0s alunos
estiverem envolvidos activa e fisicamente nas @ades a realizar, pois eles
constroem, modificam e integram ideias ao intemai com o mundo fisico, com os
materiais e com outros individuos” (1991, p.37). i Dgue sejam fundamentais o0s
materiais manipulativos no processo de ensino endfgagem para o desenvolvimento
de conceitos e competéncias da Matematica.

Outros estudos mostram que, a mera presenca deasateanipulativos, nao
garante a compreensao dos conceitos, e que a gadidesenvolvida pelo material se
traduza numa aprendizagem significativa. Contudiopgortante estimular o interesse
do aluno para a resolucéo de situacdes problersatioan exemplos do dia-a-dia e nao
apenas para o manuseamento do material. O intetesdano nao deve ser atraido pelo
material em si, mas sim pelo conteldo. Neste sentid materiais e 0 seu emprego
devem estar em consonéancia com o conteudo.

A utilizacdo de manipulativos na sala de aula arraambiente, onde o aluno
podera investigar formas para resolver problensar sobre as suas solucdes e as de
outros alunos, reflectir, conjecturar, fazer petgan descobrir estruturas,
“Geralmente o que faz com que aconteca aprendizagamos materiais € que eles
apelam a varios sentidos e sdo usados pelas @iangao envolvimento fisico numa
situacdo activa de aprendizagem” (Serrazina, 199137). Como tal, devemos dar
oportunidade aos alunos para experimentar e estés tiso de todos os sentidos na
construcdo dos conceitos matematicos. Embora estegso de construcdo seja longo,
requer um envolvimento activo do aluno e ajuda-pr@gredir do concreto para o
abstracto.

Matos e Serrazina (1996) realcam o facto de emasulias investigagdes
(Bruner, 1960, Dienes, 1970, Reys, 1974) realizadastirem fortes evidéncias “que
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permitem afirmar que ambientes onde se fa¢a usoatieriais manipulaveis favorecem
a aprendizagem e desenvolvem nos alunos uma atmade positiva” (p. 193). No
entanto, também, eles salientam que existem igagstes (Fennema, 1972; Raphael e
Wabhlstrom, 1989; Sowell, 1989; Suydam e Higgins/7)9n&o conclusivas sobre a
eficacia dos materiais concretos nas salas de aula.

Hiebert e Carpenter (1992) refere que existem saiplicacdes para aquelas

conclusoes:

“Se os alunos nédo trazem com eles os conhecimgo®s professor espera, ndo é facil
para os alunos relacionarem as suas interacgdessamateriais com as estruturas existentes. Eles
nao interpretam os materiais como o professor aspep uso de materiais concretos dara

provavelmente origem apenas a conexfes ao acastdgMe Serrazina, 1996, p. 196).

Os autores enfatizam ainda que, mesmo quando ufespos usa materiais
manipulaveis, os alunos muitas vezes nado relaciessas experiéncias concretas com
a Matematica formal (escrita). Certos materiaisssieccionados para as actividades de
sala de aula porque tém implicitas relacdes matemsatque os professores acreditam
serem especialmente importantes. Entretanto, n@erifduma garantia de que os alunos
vejam as mesmas relagcdes nos materiais que sa@s yistos professores (Matos e
Serrazina, 1996). Outros aspectos referidos peitmses dos resultados negativos com
materiais concretos podem estar associados a deté@xistente entre o material
concreto, e as relagcbes mateméticas que temastengdo que eles representem. Outra
razao para a ineficacia dos materiais manipuléesis a ver com o facto do material
seleccionado ndo se adequar a actividade prodastacordo com Vale (2000), o uso
de materiais manipulaveis na sala de aula, de valdedo se, por um lado, o “aluno nao
os quiser utilizar, e, por outro, se o professartiger sélidos conhecimentos cientificos
e didacticos, conhecimentos sobre a sua utilizacfotencialidades e se ndo permitir
que o aluno tenha um papel activo e reflexivo nastacdo do seu saber,

proporcionando momentos de reflexdo sobre as tapefgostas “ (p. 71).
2.5.3. Trabalho Cooperativo na aula de Matematica

O uso de métodos de aprendizagem cooperativa ganaion impacto depois da
publicacdo dos trabalhos de Johnson & Johnson,épnadd de setenta nos Estados
Unidos. A organizacdo de um ambiente de trabalhoieel da sala de aula, em que os

alunos discutem ideias e trabalham em pequenosgngresolucdo de tarefas que lhes
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sdo apresentadas, é uma das alteragbes mais viatveivel do ensino da Matematica
nas ultimas décadas. Os estudos realizados revetpra havia diferencas significativas
entre os alunos que trabalham cooperativamente @uepos grupos e 0 ensino
tradicional. A implementacdo nas aulas da apregdimacooperativa permite aos
alunos a oportunidade de trabalharem juntos pardéhomaeem a sua propria
aprendizagem e a de todos os membros do grupce Blestido, todos os elementos do
grupo assumem que 0 sucesso do grupo passa pelkssude cada um e que se um
deles fracassa, entédo fracassam todos. Desta ftodws os elementos do grupo sao
responsaveis e responsabilizados pela sua proprémdizagem e pela dos restantes
elementos; ou seja, todos devem-se esforcar pa&aewbtenham bons resultados na
realizacdo da tarefa comum. Dai que, quando osltrabalham cooperativamente,
devem compreender que o desempenho de cada unddepemesempenho de todos,
ou seja que, “a unido faz a forca”. De acordo cammndon & Johnson (1999) “as
actividades de Aprendizagem Cooperativa sdo aqeejas objectivos dos elementos
do grupo se encontram téo estreitamente vinculqdexada elemento sO pode alcancar
0S seus objectivos se e sO se 0s outros consegalicantcar os seus” (citado em Fontes
e Freixo, 2004, p. 27). Quando se promove trabetioperativo os alunos trabalham
sempre em conjunto na realizagcdo de uma determtagefa, permitindo que discutam
entre si a sua resolucéo, que procurem solucfesesputem as explicacdes e opinides
dos colegas, que se esforcem para atingirem ostoe do grupo. Deste modo, ao se
ajudarem mutuamente, quer ao nivel da aquisicdocalghecimentos quer no
desenvolvimento de competéncias e aptidoes, estgoeader cooperativamente. Eles
envolvem-se activamente no trabalho proposto, gaeao trabalho de grupo seja eficaz
e decorra com sucesso. Os alunos ganham mais ropafiaas suas capacidades,
empenham-se mais no trabalho e desenvolvem a dapaadile perceber pontos de vista
diferentes dos seus. Quando os alunos trabalhapevamente a competicdo deve
ser banida de dentro do grupo dando lugar a cogiera a solidariedade. O trabalho
cooperativo “permite que os alunos adquiram deteados valores e competéncias e
exercitem atitudes ligadas a cooperacédo (...). Estperacao grupal é fundamental
para o entendimento da escola como promotora dsapsmnto critico, criativo e de
valores que intensificam o sentido da aprendizagetas relacbes humanas” (Fontes e
Freixo, 2004, p. 60). Neste sentido, o ensino déeMatica deixa de ser centrado na
pratica de técnicas rotineiras para um ensino eensqulé mais atencao a construcao e

exploracéo de conceitos e a resolucdo de problemas.
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Actualmente, de acordo com 0s documentos progransatssiste-se a uma
crescente valorizacdo do trabalho cooperativo ndéesale Matemética. Alids, varios
autores, associacdes profissionais e responsélei®laboracédo de programas oficiais,
fazem diversas recomendacdes realcando os aspeditisos e negativos do trabalho
cooperativo. Alguns dos beneficios do trabalho eoatpvo na aprendizagem do aluno a
nivel das competéncias cognitivas sdo: “maior pividiade e rendimento;
desenvolvimento do pensamento critico, criativoresalucao de problemas; aquisicao
e utilizacdo de competéncias cognitivas superierds estratégias cognitivas de nivel
elevado; desenvolvimento e utilizagcdo de uma liggoacorrecta e mais elaborada nos
debates e no intercambio de informacéo entre opogtu(Fraile, 1998, citado em
Fontes e Freixo, 2004, p. 60).

A nivel das atitudes as vantagens sdo as seguintes:

“(...) desenvolvimento de uma imagem pessoal maigip@saumentando a valorizacédo

e a auto-estima; aumento do interesse e da motiv®Ado aos processos interpessoais
desenvolvidos dentro do grupo; aumento das expexsatuturas que tém por base a
valorizacdo das capacidades e dos esforcos apmdesntdesenvolvimento de uma

comunicacéo eficaz e positiva; desenvolvimento ekpeito pelos outros baseados na
confianga, colaboracdo, solidariedade e empatiserd®lvimento da responsabilidade

individual perante o grupo e perante a sua pr@piandizagem; integracdo dos alunos
com dificuldades de aprendizagem” (Fraile, 199&dd em Fontes e Freixo, 2004, pp.

60-61).

Porém, o trabalho cooperativo traz, também, vantagara o professor: permite
alcancar, com maior facilidade, os objectivos @eente estabelecidos, quer do
dominio cognitivo quer do dominio pessoal e sogmbmovendo estes dois em
simultaneo e permite uma maior flexibilidade etoridade no seu papel de formador e
de educador.

Contudo, existem algumas duvidas em relacdo acsfibers da aprendizagem
cooperativa, por exemplo o facto de desencorajabrapeticdo no seio do grupo.
Segundo Davidson (1990, citado em Fernandes 1@98abalho cooperativo promove
um ambiente onde ha pouco espaco para a competigé@nto para as interacgdes entre
0os alunos” (p. 228). Surge entdo uma questdo: “dao® vivemos num mundo
extremamente competitivo, ndo sera obrigacdo dalaescque deve “preparar para a
vida” — ensinar os alunos a lidar com a competit§bfeitas e Freitas, 2002, p. 15).
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Tendo a competicdo aspectos positivos e negatiiacto € que a escola promove
muitas vezes uma competicdo que ndo € benéficatqdwa, “encorajando vaidades e
situacOes de humilhacdo que estdo associadas a'gerece” e a quem “perde” (Freitas
e Freitas, 2002, p. 15). Outra duvida, sobre ogfii@os da aprendizagem cooperativa,
refere-se ao facto de alguns investigadores camasalte que 0 processo de
aprendizagem pertence intrinsecamente ao individilwgicamente, que cada um
aprende por si, mas ha um conjunto de aprendizageasadas aprendizagens sociais,
que o aluno isoladamente nédo as apreende. Corduskg,ola como detentora da maior
responsabilidade da formacdo do aluno, deve prapmc as aprendizagens
consideradas convenientes para a sua formacaqueaiesse aspecto a aprendizagem
cooperativa surja como resposta. Outra duvidage fdos alunos sobredotados serem
prejudicados, se integrados em turmas onde se \d@gem actividades de
aprendizagem cooperativa. As desvantagens parabosdetados advém do facto do
modo como se agrupam os alunos para que eles alnamelhor as aprendizagens.
Muitas tém sido as investigacOes realizadas em fquam utilizadas técnicas de
aprendizagem cooperativa com grupos heterogénelgn®mgéneos, onde existiam
alunos considerados sobredotados. Os resultadésmpoem sempre sdo negativos, e
depende de diversos factores.

De acordo com Johnson e Johnson (1999):

“[n&o] hé tipo de grupo ideal. O que determinaadptividade de um grupo nao é quem
séo o0s seus membros mas em que medida trabalhafoittesn Pode haver ocasides em
que se formam grupos homogéneos para ensinar diedeios skills ou para atingir
certos objectivos de aprendizagem. Contudo, hdrgente vantagens na constituicdo de
grupos heterogéneos, aos quais 0s estudantes chégadiversos contextos e tém
competéncias, experiéncias e interesses difergifess estudantes sdo expostos a uma
variedade de ideias, a multiplas perspectivas &esedtes métodos de resolucdo de
problemas; (2) os estudantes geram mais desequildlagnitivo, o que estimula a
aprendizagem, a criatividade e o desenvolvimengmitoo e social; (3) os estudantes
envolvem-se em pensamentos mais elaborados, d@zebem mais explicacdes e
envolvem-se em mais frequente tomada de perspgé@ivaiscutirem os materiais, tudo
isso aumentando a profundidade, a compreensaaalidage do raciocinio e o rigor da

retencdo a longo termo (p. 21, citado em Freifaeias, 2002, p. 19).

No relatério Matematica 2001 (APM, 1998), no inquérito realizado aos

professores dos trés niveis de ensino (2° Cicl€id® e Secundario), foi apresentada
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uma lista de modos de trabalho na sala de aulaad»®do com os resultados
concluimos que, cerca de 70 % dos professores wssmmuita frequéncia, o trabalho
individual na sala de aula. O trabalho de gruporéodo de trabalho menos utilizado
nos varios niveis de ensino, pois mais de 26% dofegsores indicam que nunca ou
raramente utilizam esta forma de trabalho e s6 12 ré&ferem como usada com muita
frequéncia. Os autores recomendam tpu@ratica pedagdgica deve valorizar tarefas
que promovam o desenvolvimento do pensamento mateméaos alunos
(nomeadamente, resolucdo de problemas e actividdeesnvestigacdo) e que
diversifiguem as formas de interaccdo na aulandoaportunidades de discusséo entre
os alunos, de trabalho de grupo e de trabalho dggbo.” (p. 44). Também a
Associacao de Professores de Matematica, no seumgmtoRenovacao do Curriculo
de MatematicgAPM, 1988) faz recomendacdes no sentido de sérdase ao trabalho
de grupo. Salientando que “em peguenos grupos eososeus colegas, torna-se mais
facil para um aluno arriscar as suas opinides exgaracom as suas descobertas,
exprimindo o seu pensamento, sentir a necessidadenad linguagem, inventar e/ou
utilizar os termos de Matematica.” (p.54). Igualteeno documentdNormas para o
Curriculo e a Avaliagcdo em Matematica Escoldo, National Council of Teachers of
Mathematics (NCTM, 1991) argumenta-se a favor daaite de grupo:

“O trabalho individual pode auxiliar os alunos ael®volver a autoconfianca na
sua capacidade de resolver problemas mas devesfitaorapenas uma parte da sua
experiéncia escolar. O trabalho em pequenos grypoporciona aos alunos a
oportunidade de falar sobre as suas ideias e agvapinides dos colegas, permite ao
professor interagir com os alunos de forma maensd, tira partido das caracteristicas
dos alunos quanto a sociabilidade, da oportunidede alunos de trocarem ideias e,

finalmente, desenvolve a sua capacidade de congdmiaraciocinio.” (p.80).

Assim como, no documen®rinciples and Standards for School Mathema(NETM,
2000) fazem referéncia que “quando os alunos tnabalem pares ou em pequenos
grupos, tém a oportunidade de arriscar as suasigsdgeias e de ouvir as reaccdes dos
seus colegas. Apropriadamente as interaccOes westlas podem ajudar os alunos a
aprender a ouvir e a expressar claramente asdeias matematicas.” (p. 87).

Contudo, ja no século XIX, as vantagens do trabalboperativo estavam
presentes no pensamento dos grandes pedagogosewirdplerbart, Froebel,

Pestalozzi), realcando a importancia da partillsaapeendizagens. Vérias investigacdes
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tém sido realizadas originando um corpo de conhmios relativamente a
aprendizagem cooperativa.

De acordo com as investigacOes ja realizadas ogladas com a aprendizagem
cooperativa, alguns resultados dessa pratica meaode por muitos autores Sao 0s
seguintes: “(1) melhoria das aprendizagens na &sd@) melhoria das relagbes
interpessoais; (3) melhoria da auto-estima; (4) horéd das competéncias no
pensamento critico; (5) maior capacidade em acegaperspectivas dos outros; (6)
maior motivacdo intrinseca; (7) maior niamero ddudéis positivas para com as
disciplinas estudadas, a escola, os professores eolegas; (8) menos problemas
disciplinares, dado existirem mais tentativas dmltegdo dos problemas de conflitos
pessoais; aquisicdo das competéncias necessarmdrabalhar com os outros; (9)
menor tendéncia para faltar a escola” (Freitas etds;, 2003, p. 21). Dada a sua
importancia no processo de aprendizagem dos alumdsabalho cooperativo esta
presente nas orienta¢gdes curriculares dos ultimos. a

Segundo o NCTM (1991), devem ser proporcionadosalm®s a possibilidade
de trabalharem actividades em pequenos ou gramdpesy contribuindo para que os
alunos se tornem mais activos e independentesaoesso de aprendizagem. Alias, “o
trabalho em pequenos grupo proporciona aos aluragmdunidade de falar sobre as
suas ideias e ouvir as opinides dos colegas, peauiprofessor interagir com os alunos
de forma mais intensa, tira partido das caracteasstios alunos quanto a sociabilidade,
da oportunidade aos alunos de trocarem ideias n@Jnfente, desenvolve a sua
capacidade de comunicacéo e raciocinio” (NCTM, 19980). Contudo, o NCTM néao
apresenta o trabalho de grupo como uma alternatiga,como uma estratégia a usar de
forma coordenada com outras, nomeadamente conattaaindividual e a discusséo ao
nivel de toda a turma.

Em Portugal, a Associacdo de Professores de Matan@mnRenovacao do
Curriculo de MateméticdAPM, 1988) defende também uma posicdo idéntid@sA
em relacdo ao espaco das aulas de Matematicaerdoefjue esses espacos devem
conter diversos materiais e outros recursos paraealizacdo de actividades
Matematicas. Além disso, salientam que os espaestnddos as actividades desta
disciplina devem ser preparados de tal modo qaedseja aos alunos a possibilidade de
trabalhar individualmente, em pequenos grupos ogramde grupo (toda a turma). De
acordo com a APM (1988), “uma das condicbes esasngara 0 éxito da

aprendizagem em Matematica é a procura de umgagtitibrio entre estes trés tipos de

148



organizacdo do trabalho escolar” (p. 66). No eotamttrabalho em pequenos grupos é
realgado, chamando a atencédo para o facto de estatip que os alunos exponham as
suas ideias, oucam as ideias dos seus colegagueaioquestdes, discutam estratégias e
solugbes, argumentem, critiguem, expliguem e \grdm o seu raciocinio em vez de
ser o professor a dizer o que esta certo ou er@dnsequentemente, o trabalho de
grupo tem efeitos positivos na motivagcédo dos alunasauto-estima, na cooperacao, na
ajuda, no trabalho em equipa, na organizacao, speit® pelas ideias dos outros, no
saber ouvir os outros, no reflectir sobre as idd@soutros. Por outro lado, o papel do
professor deixara de ser o de fornecer a informagdia passar a ser, também, “um
organizador das actividades, um facilitador da ragimagem, um dinamizador do
trabalho, um companheiro de descobertas” (APM, 1p881). E nesse sentido que nos
altimos anos varios documentos referem a necessidad modificar a natureza das
actividades predominantes na aula de Matematiiensando que devemos dar menos
importancia as tarefas rotineiras e repetidas, @@&mnfase a resolucdo de problemas, as
actividades de exploracdo e descoberta, ao tral@himvestigacdo, a discussao e a
comunicacdo. Ou seja, a énfase é posta nos tipaactiledades a promover, que
condicionam as decisdes relativas ao modo de aa@aoitrabalho dos alunos. Dai a
necessidade em diversificar as formas de trabatheata de aula. Neste sentido “os
alunos devem envolver-se intelectualmente, de udomuais activo, nas actividades de
aprendizagem, e partilhar as suas ideias com @ga®le o professor, em lugar de
assumirem um papel passivo, de meros ouvintes pectslores que trabalham
unicamente numa base individual” (Abrantes, 1994383).

Das investigacdes realizadas relacionadas conballi@ cooperativo na sala de

aula destaca-se o projecto MAJ. A justificagcdo apresentada pelo projecto para a

utilizacdo do trabalho de grupo “nédo tinha a vezr@s com o comportamento social
dos alunos ou com a sua motivacao para a aprerdizagps, também, com os tipos de
interaccdes que se desenvolvem na sala de aulgadioular com a qualidade das
discussBes mateméticas entre os alunos” (Retnéd, 1998, p. 80). Alias, apresentar,
ouvir e criticar argumentos, explicar raciociniospedir explicacdes sdo aspectos
fundamentais para a aprendizagem da MatematicaacDelo com a experiéncia do

projecto MAT,,, para que o trabalho de grupo comece a funciomarleea um certo

tempo. As observacdes realizadas demonstraramageroiucéo das turmas envolvidas

foi lenta e gradual, passando por varias fasesedes€timo ano: (a) inicialmente, os
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alunos mantinham discussdes pobres e uma grandadéria do professor; (b) ao fim
de cerca de um ano, mostravam uma crescente automoas subsistindo alguma
instabilidade e problemas de relacionamento; (echanterceira fase (ao fim de dois
anos), revelavam finalmente uma maior maturidadenedo como trabalhavam em
pequenos grupos” (Ponet al., 1998, p. 81). Segundo os autores deste projecto a
implementacédo do trabalho cooperativo na sala da apresenta vantagens no
desenvolvimento de competéncias, capacidades,degitue habitos necessarios a

cooperacdo. O balango que o projecto MATfaz da sua utilizagéo foi positivo. Os

obstaculos com que se defrontaram na implementdedia metodologia advém das
“dificuldades de cooperacéo e dos problemas deioglamento que tendem a ocorrer
entre os alunos, a concepcdo da Matemética comodisoglina do tipo certo ou
errado” (Abrantest al., 1997, p. 64). Os autores sugerem que para queballio de
grupo funcione bem € necessario ter em atencaegusnges aspectos: (1) o professor
deve ser flexivel nas medidas que toma quanto @asigéo e estabilidade dos grupos;
(2) o professor deve remeter as duvidas individdassalunos para o debate no seio do
grupo e encorajar as produgdes resultantes ddhmbaoperativo entre os alunos; (3) a
natureza das actividades propostas; (4) o valor sgieda ao raciocinio e a
argumentacdo, como forma de validar as respostaspaablemas propostos; (5) o
ambiente de aprendizagem deve encorajar a coopeestée 0s alunos e o trabalho
autonomo (Abrantest al,, 1997)

A aprendizagem cooperativa, em pequenos grupostittonuma alternativa
tanto a aprendizagem competitiva como a aprendmagelividualista. O ensino
expositivo para toda a turma, leva a que cada alemolha a informacéo
individualmente, porém quando ndo consegue “compliereo que esta a ser estudado,
sem qualquer outro suporte a ndo serem eles psomésdem a motivacdo, convivem
com duvidas sobre a sua capacidade de aprendewge dag baixar a auto-estima”
(Freitas e Freitas, 2002, p. 25). No entanto, emdescolocarmos o aluno a aprender
sozinho, podemos integra-lo num grupo. O trabak@mipo permite uma interaccéo
entre os alunos, assim como um envolvimento adiv@luno na sua aprendizagem.
Segundo Dees (1990), quando os alunos trabalhamsj@om o mesmo objectivo de
aprendizagem e produzem um produto ou solucdo finedlum, estdo a aprender
cooperativamente (citado em Fernandes, 1998, pN&)te sentido, para que um grupo

desenvolva um trabalho cooperativo é necessério etar conta as seguintes
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caracteristicas especificas: “(1) interdependépesitiva; (2) interaccao face a face; (3)
avaliacao individual/responsabilizacdo pessoal gptandizagem; (4) desenvolvimento
das competéncias interpessoais e de pequeno gngi®,relevantes (5) avaliacdo do
processo do trabalho do grupo” (Johnson & Johnk@@9, citado em Freitas e Freitas,
2004, p. 26).

O primeiro principio refere-se ao facto de que queat grupo deve se organizar
de modo que os seus elementos sintam que a suébumdto € Gtil ndo s6 para eles
proprios mas, fundamentalmente, para o grupo. (a s®los os elementos do grupo
devem perceber que s6 podem atingir os seus psdplfectivos se 0s restantes
membros também conseguirem atingir os deles. Rort@ara que o grupo consiga
alcancar os seus objectivos, os diferentes elemé@no de partilhar com os demais toda
a informacdo que possuem, indispensavel para aat@agdo de uma determinada
tarefa proposta. Como tal sé se verifica interddpeoia positiva “se cada aluno tem
consciéncia que 0 seu sucesso € 0 sucesso de tgdmp® que o fracasso de cada
elemento do grupo também é seu, e ainda, quands tosl elementos do grupo se
sentem co-responsaveis pela aprendizagem de t@elmstes e Freixo, 2004, 31). Desta
forma, os alunos desenvolvem a convic¢ao de quesgaam no mesmo barco”.

Quanto ao segundo principio, a interac¢do faceea éaiste quando os alunos
sdo encorajados para realizar as tarefas de mattmm@carem os objectivos do grupo,
ou seja, os alunos trabalham sempre em conjuntoactinalidade de se alcancarem os
objectivos previamente estabelecidos e de modotepes possam participar. Desta
forma, cria-se um ambiente onde cada membro doogmipda 0s outros no
processamento de informacdo e onde o “feedback’e evé elementos permite o
progresso da aprendizagem. O trabalho cooperatsrmqve a partilha e discussao de
ideias em grupo, sendo essa reflexdo efectuadega®s alunos a atingirem elevados
raciocinios e capacidades de decisdo. Dai que emaagfio face a face permite
desenvolver a auto-estima do aluno, assim comaosendelvimento de competéncias
sociais. A interaccao face a face caracterizarsotem conta os seguintes objectivos:

“- Proporcionar a todos os elementos ajuda e agfaiaz e eficiente;

- Facilitar o intercambio dos recursos, assimadacilitar o processamento de
nova informacgao de forma eficiente e efectiva;

- Proporcionar a cada elemento um “feedback” nécess imprescindivel para

melhorar o seu rendimento futuro, dentro do grupaéel individual;
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- Permitir que o grupo tire conclusdes, analisgagibes e aponte solugbes para
resolver eventuais problemas que possam surgir;

- Defender e exigir o esforco de todos, para gquupo consiga atingir os
objectivos comuns;

- Desenvolver a autoconfianca e contribuir para gada um tenha uma
actuacao correcta dentro do grupo;

- Incentivar para o sucesso do grupo;

- Manter um nivel moderado de estimulacdo que aslej acordo com as
caracteristicas individuais, para que ndo ocorrdnag®es de diminuicdo de auto-
estima, ansiedade e stress” (Fontes e Freixo, 2038).

O terceiro principio refere-se ao facto de que admento do grupo tem de
sentir-se responsavel pelas aprendizagens dos sowlementos, tendo como
consequéncia que sejam 0s proprios elementos dwo gauprocurarem que todos
aprendam e realizem bem as suas tarefas. Logos mi@lementos do grupo devem
conhecer-se o suficiente, de forma a saberem gua®ssita de mais ajuda, apoio e
incentivo para a concretizacdo das tarefas propostim dos objectivos da
aprendizagem cooperativa é permitir que cada elendm grupo se transforme num
individuo responséavel. A responsabilidade pesgeétre-se muitas vezes ao contributo
que cada elemento da para a avaliagcdo do grupoC@ada elemento sabe que as suas
falhas podem contribuir para que o grupo obtenbeepiresultados e se existe espirito
de grupo cada um procurara dar o seu melhor erapsdautros a darem também o seu
melhor” (Freitas e Freitas, 2002, p. 30). Dai qywajessor deva avaliar o esforco com
que cada aluno contribuiu para a realizacéo daltnalde grupo.

O quarto principio refere-se ao facto de que ninguwasce a saber como
trabalhar, com eficiéncia, num grupo; dai a nedasl® que exista uma aprendizagem
de determinadas competéncias relacionadas combaltha colectivo. Algumas das
competéncias que devem ser desenvolvidas na prédBcagrupo sdo: “partilhar
sentimentos; de ouvir sem interromper, esperand® ge vez de intervir, mostrar
simpatia pelas ideias dos outros, ainda que naoocdando com elas, de encorajar
guem se mostre desanimado” (Freitas e Freitas,, 20021). Assim, o professor para
implementar a aprendizagem cooperativa, nas suas, aleve dar tempo aos alunos
para adquirirem essas competéncias e as deseramalvema vez que elas ndo surgem

espontaneamente. Sente-se, assim, necessidadesatetissbalhadas de forma correcta
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e sistematica. Desta forma, cada membro do grup@ ddesenvolver e utilizar
correctamente um conjunto de competéncias soc@espequeno grupo de forma a que:

- Todos os elementos se conhecam e confiem unsutres ;0

- Ocorra dentro do grupo um dialogo aberto, direcsem ambiguidade;

- Haja uma aceitacéo por parte de todos os eleseéiat® diferencas individuais
e se apoiem e incentivem mutuamente;

- Resolvam de forma positiva e construtiva todosardlitos que eventualmente
possam surgir” (Fontes e Freixo, 2004, p. 34).

Todas estas competéncias sociais devem ser plagi@aensinadas aos alunos
porque constituem a base do sucesso do trabalgauge.

Por fim, o dltimo principio esta relacionado corfacto de que os alunos devem
ser capazes de avaliar o trabalho realizado, ankdise em permanéncia, através da
reflexdo sobre o seu trabalho e sobre os objectjuesforem sendo atingidos. O grupo
deve efectuar uma avaliagéo frequente e reguladanamnamento do mesmo, com o
objectivo de melhorar a sua eficacia. A sua avataé fundamental uma vez que
permite: “distinguir quais as ac¢des dentro do grgpe séo de ajuda daquelas que nao
0 séo; decidir quais os comportamentos a adoptar ypga melhor funcionamento do
grupo, quais os que devem manter e aqueles quedé&oanir por completo uma vez
que sao prejudiciais ao desenvolvimento do trabetduperativo e ao proprio grupo”
(Fontes e Freixo, 2004, p. 35).

Segundo Pujolas (2001), referidos por Fontes ex&ré2004), as principais
caracteristicas de um grupo de trabalho cooperativde um grupo de trabalho

tradicional sdo as apresentadas na tabela seguinte:

Grupo de trabalho cooperativo Grupo de trabalho Tradicional
Interdependéncia positiva. N&o ocorre interdependéncia positiva.
Responsabilidade individual. N&o se assegura a responsabilidade individual.

Aplicacéo de competéncias cooperativas. | As competéncias cooperativas podem ser espontangamercitadas.

Lideranga partihada e partiiha deA lideranga, geralmente, é feita por um aluno @esponsabilidades ndo s#o
responsabilidades. necessariamente partilhadas.
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(2]

Contribuicdo de todos os elementos para © éxito do grupo, por vezes, depende da contribuiium ou de alguns ddg

éxito do grupo. elementos.

Observagdo e “feedback” por parte dd professor ndo observa o grupo ou fa-lo de umandoesporadica. C

professor ao grupo. desenvolvimento do trabalho faz-se normalmentedarsala de aulas.

O grupo avalia o seu funcionamento e propd® grupo néo avalia de forma sistematica o seu dmacnento.

objectivos para o melhorar.

Tabela 1 -Principais caracteristicas de um grupo dgabalho cooperativo e de um grupo de
trabalho tradicional.
(Pujolas, 2001, adaptado de Fontes e Freixo, 20(B0).

As investigacoes, realizadas Johnson e Johnso@)I®%¥icam seis razdes para
o0 uso do trabalho cooperativo nas aulas de Matemat(a) obtém-se melhores
resultados na retencédo de factos e principioses@ucdo de problemas, no uso mais
frequente de estratégias de raciocinio, na gerdednovas ideias; (b) a participacdo
activa dos alunos (condicdo para uma melhor apragdin da Matematica) requer
desafio intelectual e curiosidade que, por sua sezjesenvolvem em discussfes com
outros alunos; (c) a resolucdo de problemas em rividiea € uma actividade
interpessoal que implica falar, explicar, discugings alunos tém mais possibilidade de o
fazer (e em muitos casos sentem-se mais a vongadegazer) em pequenos grupos do
que perante toda a turma; (d) a estruturacdo daatem pequenos grupos promove as
interaccdes entre os alunos mais do que a simptesnendacao de que devem discutir
uns com os outros; (e) os alunos adquirem maisiacayd nas suas capacidades
matematicas individuais; (f) em situagbes de apregeém cooperativa, os alunos
tendem a estar mais intrinsecamente motivados gsitalar Matematica e a admitir
continuar a fazé-lo em cursos ou carreiras futufesado em Abrantes,1994, p.137-
138).

Segundo Davidson (1990), existem quatro caradta$sfjue podem definir a
aprendizagem cooperativa em pequenos grupos emnidata: “(1) ha uma tarefa
matematica para discusséo e resolucao pelo gripba(interaccédo entre os alunos no
seio do grupo; (3) ha um ambiente de cooperacdonda anGtua dentro de cada grupo;
(4) h& consideragdes pelo progresso individuatada por Abrantes, 1994, p. 153).

Para que a aprendizagem cooperativa tenha ressiltpdsitivos, ndo basta
agrupar os alunos: é necessario a criacdo de unemte@ina sala de aula onde os alunos
se sintam a vontade para discutirem livrementeuas gleias, duvidas e dificuldades

uns com os outros, permitindo aos membros do gdapanais atengcdo aos processos
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que aos resultados, ganhando mais confianca nas csyeacidades individuais. O

professor €, como tal, o responséavel pela criagddad ambiente. As actividades

propostas devem ser nao rotineiras e desafiadoossiibuindo para que os alunos
tenha uma participacdo activa na sua aprendizagera qual todos os individuos

tenham oportunidade de contribuir na sua resoluGieando os alunos trabalham
cooperativamente, o espirito de grupo, ou sejaerdireento de pertenca de cada
elemento ao grupo, esta presente. Como tal, olti@lsaoperativo permite aos alunos a
troca de ideias e comentarios, assim como ajudaeemutuamente na compreensao
dos conceitos, Além disso, o facto de um alunoieapldeterminado conteudo aos
outros, faz com que esse aluno tenha de reorgaaszswas ideias, contribuindo, desta
forma, para ajuda-lo a detectar lacunas que possgé&stir na sua prépria compreensao.
Dai a importancia em desenvolver, nos alunos, @gigpara trabalhar com outros e
proporcionar tarefas apropriadas e adequadas ballttade grupo, que encorajem a
interaccdo cooperativa. S0 assim a aprendizageMatemética tem uma influéncia

positiva nos discentes.

Porém, existem diversos factores que podem contiiama que o trabalho de
grupo funcione bem, destacando o0s seguintes: f@wnalps grupos; o tipo de
actividades de aprendizagem e o apoio que o pmfdésaos varios grupos.

Diversas investigacfes tém sido realizadas comna \astestudar os aspectos
anteriormente referidos, contudo ndo existe umarsentre os investigadores.

Um dos primeiros desafios que se colocam aos pafes, quando pretendem
implementar a aprendizagem cooperativa nas aulgoémacdo dos grupos. Porém
existem varios aspectos a ter em conta, tais candonensao, a composi¢ao e o tempo
de duracédo dos grupos.

As opinides a respeito da dimensédo e da composigdogrupos de trabalho
cooperativo sdo muito variadas. Muito embora, \#asiotores estejam de acordo que 0s
pequenos grupos sao aqueles que funcionem mellkgun8o Johnson & Johnson
(1999), ndo existe uma dimenséao ideal para a toigsid dos grupos de Aprendizagem
Cooperativa. Para estes autores, o numero de dlesnda cada grupo depende das
tarefas que tém de realizar, da idade dos alusesnaomo da sua experiéncia anterior
nesta modalidade de trabalho, dos materiais aatié do tempo de que dispdem para a
realizacdo das tarefas. Ainda segundo Johnson &sdolh o nimero de elementos por
grupo deve ser compreendido entre dois a quatroesiws. A utilizacdo de grupos

peguenos de dois a quatro elementos e ndo de gdepcaco ou mais alunos deve-se
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ao facto de, num grupo grande, alguns alunos sertomuito passivos, o que nao
favorece o raciocinio e o pensamento critico. Clar®, quanto mais pequenos forem os
grupos, mais dificil se torna alguns elementos tndiloalharem e mais rapidamente o
professor conseguira identificar as dificuldadescdea elemento do grupo; por outro
lado, quanto maior for o grupo existira menos apodades de interac¢do entre todos,
contribuindo para diminuir a responsabilidade diacaemento do grupo.

Qual € a melhor composicdo dos grupos? Existemas/gsossibilidades de
constituicdo de grupos, “todas elas podem seradifis de acordo com o0 momento e 0s
objectivos que se perseguem” (Freitas e Freitdd?,28 39). A constituicdo dos grupos
de trabalho cooperativo tanto pode ser feita asacpelo professor como pelos
proprios alunos. A formacdo de grupos ao acasoil équdndo ha necessidade de
promover o conhecimento mutuo entre os alunos maatuPorém, a escolha do grupo
deve ser efectuada pelos alunos s6 em determitaddas, uma vez que “corre-se o
risco de ter ndo verdadeiros grupos de trabalho gn@sos de amigos, ou seja, de
estruturas que existem com base noutras assungéesiq sejam as da aprendizagem”
(Freitas e Freitas, 2002, p. 39). A escolha petdeggsor do grupo € a mais indicada,
uma vez que possui dados acerca dos seus alunoderems de capacidades
intelectuais, atitudes e valores de cada um debastem diversas formas do professor
dividir os alunos de uma turma em grupos de trabatbnstitui grupos heterogéneos
em termos de aproveitamento escolar, sexo, idaggno social e racial e capacidades;
forma grupos homogéneos com base nalgum critéwroexemplo o aproveitamento em
Matematica; utiliza um processo aleatdrio ou adbitr para formar o0s grupos;
administra um teste psicoldgico e usa os resultpdos formar os grupos (Abrantes,
1994). Na disciplina de Matematica ndo existe umsenso entre os investigadores,
uma vez que uns defendem os grupos heterogénadsos 0s grupos homogéneos. A
composicao ideal do grupo esta relacionada cona®utpcdes relativas ao colectivo:
tipo de actividades propostas aos alunos, os oljpsague se pretendem alcancar, entre
outros. Porém, alguns investigadores defendem gugupos de trabalho cooperativo
heterogéneo, em que os elementos do grupo apresdiftaentes niveis socioculturais
com diferentes aptiddes, interesses e experiéntias, vantagens, nomeadamente
aceitacdo de diferentes pontos de vista, de dieseperspectivas e de diferentes
resolucdes para um mesmo problema. Deste modoteeoheneidade dos grupos de

trabalho cooperativo contribui para a promocéo ke pensamento mais critico, um
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maior intercambio de explicagbes e um maior a \Wmnf@ara 0os alunos assumirem e
comentarem os seus pontos de vista durante aagi@tizla tarefa proposta.

Outro aspecto a ter em atencdo € que os grupogemdizagem cooperativa
nao devem ter caracter permanente, sendo a sugidura tempo variavel. Como tal o
professor poderd manter os mesmos grupos durantgerindo escolar, durante
algumas semanas, 0 tempo necessario para a réalidacuma tarefa, durante uma
unidade de ensino, de um capitulo, de um projextode um conjunto de problemas
diferentes. Desta forma, os alunos sentir-se-dporesiveis pela conclusdo das
actividades que tém em mé&os. E necessario manteessangrupo durante algum
tempo para compreender os métodos de trabalhdiéasdades dos colegas, para que
se sintam em equipa. O grupo deve, também, maatdmsnte um determinado tempo
para que os alunos adquirem e desenvolvam comjetérmoperativas ao realizarem,
em conjunto, as tarefas propostas. Estas competécmmribuem para a formacgéo de
cidaddo mais livres, mais interventivos, mais coapes, mais solidarios e mais
responsaveis. O trabalho cooperativo também “prensautonomia, porque faz com
que os intervenientes se sintam responsaveis p@rogirios e pela construcédo e
aquisicao de conhecimentos, em cooperacdo commaisl@elementos envolvidos no
processo, alargando-se esta conduta ao quotid@eotigo” (Fraile, 1998, citado em
Fontes e Freixo, 2004, p. 63).

Outro aspecto importante que deve ser considerata pgue 0S grupos
funcionem bem, é o tipo de actividades de apregdimaque propomos aos alunos.
Todavia, nem todos os tipos de actividades em Madteen&do adequados para
trabalhar cooperativamente. Por exemplo, os exesctom uma unica solu¢do ndo sao
0s mais adequados para trabalhar em grupo. Os dpaxctividades mais vantajosas
para trabalhar em grupo séo: a resolucdo de prallabertos e relacionados com
situagOes da realidade, as actividades investaggw trabalho de projecto.

O papel do professor na sala de aula enquantaunssatrabalham em grupo é
fundamental para o bom funcionamento deste. O ggofeé responsavel por definir os
objectivos do trabalho, por preparar com antecedé@axtarefas, pela constituicdo dos
grupos, assim como pér em funcionamento os priogipasicos que 0s permitem serem
cooperativos, nomeadamente, a interdependénciativagsia responsabilidade
individual, a interaccéo pessoal, a integracadoaseca avaliacdo do grupo. O professor
deve ser capaz de aplicar os principios desta mwileigid em qualquer nivel de ensino,

em qualquer contetdo, em qualquer disciplina. Tambéttarefa do professor dar
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informacgdes pertinentes durante o trabalho de graggm como responder as questdes
gue sejam colocadas e que estejam relacionadas desenvolvimento da tarefa e com
0S conceitos que vao aprender e aplicar” (Fontesigo, 2004, p. 58). Cabe ainda ao
professor estimular a interaccéo, a partilha eudis@o entre todos os elementos de cada
grupo, ajudar a ultrapassar dificuldades interremfudcionamento e encorajar todos 0s
alunos a desempenharem um papel activo no trablallgyupo. Sempre que considere
necessario o professor deve intervir quer seja paglhorar a execucdo da tarefa
proposta, quer seja para melhorar o trabalho catiper

E importante que as actividades realizadas em gsefon consideradas pelo
professor em termos de avaliacdo dos alunos. Segularantes (1994) “o
reconhecimento por parte do professor da imporadoi trabalho de grupo inclui a
valorizacéo dos produtos elaborados pelos grugnstq7). Nesse sentido, o professor
deve circular entre os grupos e deve prestar ateagdjue se fala e como se fala, de
forma a recolher informacéo relativamente ao empard execucdo das tarefas, das
competéncias demonstradas, das interaccOfes degeagolentre os diferentes
elementos, 0 grau de cooperagcao que ocorre engoaga, isto para que a avaliacdo do
professor seja 0 mais objectiva possivel. Tambénalosos devem realizar a sua
avaliacdo da sua participacao dentro do grupo gr@urio grupo, isto para que no final
a avaliacao feita, tanto pelo professor como pa&lasos, seja mais ou menos parecida.

Contudo, segundo Fraile (1998, p.31) referidos emtds e Freixo (2004)
existem alguns inconvenientes ou dificuldades quaem surgir ao professor aquando
da implementacdo na sua aula do trabalho cooperéa) os alunos podem apresentar
ritmos de trabalho e niveis académicos diferert&sps alunos transportam consigo
atitudes individuais e aprendizagens quotidianacanées e diferentes; (c) a maioria
dos professores ndo se encontra preparado, newachotipara aplicar esta modalidade
de ensino/aprendizagem; (d) ha dificuldades emrdramoparametros e modalidades de
avaliacdo adequados; (e) ha falta de apoio e cgéneia de todos os professores de
uma turma; (f) a mentalidade das familias dos aungoe na sua maioria apenas se
preocupam com a aquisicdo de conhecimentos emmaetio do desenvolvimento de
competéncias socioafectivas” (p. 62).

Em suma, de acordo as investigacdes realizadasgballio cooperativo em
pequenos grupos pode facilitar a aquisicdo e domdluis conteudos trabalhados;
desenvolve nos alunos uma atitude mais positivaetagao aos seus colegas, a propria

Matematica e a matéria estudada; os alunos ficamm mativados para aprender e
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desenvolvem atitudes de auto-estima. Existem méaictores que podem influenciar,
ou néo, o sucesso do trabalho cooperativo: a questdormacdo de grupos; a forma

como se organiza o trabalho e o tipo de tarefasgo@presentadas e exploradas.
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Capitulo Il

METODOLOGIA DE INVESTIGACAO
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Neste capitulo, comecamos por apresentar uma desaicdo da metodologia
adoptada para este estudo e as razbes da suaaefdgfivis, descrevemos a escola, 0s
intervenientes do estudo e os materiais manipudawdizados nesta investigacdo. Em

seguida, explicamos as técnicas utilizadas pa@edss a recolha e analise dos dados.

3.1. Fundamentacéo para as opg¢des metodoldgicas

O principal objectivo desta investigacdo € compieertomo € que 0s alunos
aprendem os conceitos da Geometria do sétimo anesdaaridade quando usam
materiais manipulaveis no ensino-aprendizagem d&rktica. Este objectivo levou a
formulacdo das seguintes questdes:

1. Quais 0s processos matematicos utilizados pdlo®s ao realizarem tarefas
recorrendo aos materiais manipulaveis?

2. Como é que os materiais manipulaveis promovedesenvolvimento dos
conhecimentos geomeétricos?

3. Qual o contributo dado pelos materiais manipikino desenvolvimento de
determinadas competéncias matematicas nos alunos?

4. Qual €& o desempenho matematico dos alunos abalheaem,

cooperativamente, em tarefas com recurso a maten@nipulaveis?

Atendendo a natureza do problema em questdo e wmdwmnta 0s objectivos
deste estudo, optou-se por uma metodologia deezatgualitativa, do tipo naturalista e
com caracter interpretativo, porque as suas carstiitas revelaram-se adequadas a

investigacdo que se pretendia realizar. De acavdoBogdan e Biklen (1994)

“(...) a expresséo investigacdo qualitativa comotemmo genérico que agrupa diversas
estratégias de investigacdo que partilham detedamacaracteristicas. Os dados
recolhidos s&@o designados por qualitativos, o ggeifea ricos em pormenores

descritivos relativamente a pessoas, locais e csase e de complexo tratamento
estatistico (...) com o objectivo de investigardimenos em toda a sua complexidade e

em contexto natural “ (p.16).

Ainda segundo 0os mesmos autores, existem cincataspgue caracterizam a
metodologia de investigacdo qualitativa: (i) a éomlirecta de dados é o ambiente

natural, sendo o investigador o instrumento prialcge recolha de dados; (ii) os dados
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recolhidos sé&o predominantemente descritivos; diinvestigacdo qualitativa incide

mais nos processos do gue nos resultados ou psoduéodela decorrem; (iv) a andlise
dos dados tende a seguir um processo indutivos@goetendendo confirmar hipéteses
prévias; (v) compreender o “significado” que os tipgrantes atribuem as suas

experiéncias, assume uma importancia vital pamaestigador qualitativo (Bogdan e

Biklen, 1994, pp. 47-50).

Estas caracteristicas mostram-se adequadas aosivalgjedo presente estudo.
Trata-se de um estudo do tipo naturalista, visto ajdente directa de dados sao as
situagOes consideradas “naturais” que o investige@ oportunidade de observar no
dia-a-dia de uma turma do sétimo ano de escolajdaa contexto natural de sala de
aula de Matematica. Segundo Guba (1978) e Wolf§ 7

“Em educacado, investigacdo qualitativa é frequeatden designada por
naturalista, porque o investigador frequenta oaigg@m que naturalmente se verificam
os fendmenos nos quais esta interessado, incidioslodados recolhidos nos
comportamentos naturais das pessoas: conversigay vagbservar, comer, etc.”. (citado
em Bogdan e Biklen, 1994, p.17).

O investigador tem um contacto directo e prolongemim o ambiente e com a
situacdo que estd a ser objecto de estudo. Conedenirrtambém que numa
investigacdo desta natureza os actos, as palavossgestos s6 fazem sentido e sé
podem ser compreendidos no seu contexto, ou sejamibiente em que eles ocorrem.
Pressupfe-se que separar a palavra ou o gestoudcostexto € perder de vista o
significado.

Para além de tudo o que ja foi referido, importadaisalientar que este estudo
nao foi realizado com a preocupacao de confirmateses prévias, nem de generalizar
resultados; neste sentido, a investigadora tevatentdo o estudo dos processos e nao
os resultados, o que sugere gue a andlise dos flaEdeéta de uma forma indutiva.
Segundo Bogdan e Biklen (1994),

“(...) o investigador qualitativo evita iniciar umtado com hip6teses previamente
formuladas para testar ou questdes especificas nes@onder, defendendo que a
formulacdo das questdes deve ser resultante dihaed® dados e ndo efectuada a priori.
E o préprio resultado do estudo que estrutura estigacdo, néo as ideias preconcebidas

ou um plano prévio detalhado” (p. 83).
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Apenas se pretendeu investigar o trabalho de ummaatem geral e de dois
grupos de quatro alunos em particular, tendo pae bas questbes inicialmente
formuladas.

A maior parte das vezes, ao realizarmos determimatiodo, temos algumas
ideias preconcebidas da realidade que nos enva@saltado de observacdes baseadas
na experiéncia pessoal ou de documentacdo exisebte esse assunto. Neste sentido,
no decorrer da recolha de dados, tivemos a preg@apde recolher um leque variado
de dados para perder o minimo de pormenores, endonamos consciéncia de que
ndo serd possivel explorar todos os angulos darfend em estudo, num espaco de
tempo tao limitado. Dai a necessidade de definirfragcos gerais, quais 0s aspectos que
queriamos analisar nessas aulas, isto para pantsrdar a colecta de dados.

A recolha de dados efectuou-se durante, sensivédmneais meses no terceiro
periodo do ano lectivo de 2005/2006, visto querstepdia observar os alunos durante
a leccionacdo do capitulo de Geometria na unidentgtica “ Do Espaco ao Plano:
Solidos, Triangulos e Quadrilateros”. A colecta diaslos realizou-se em ambiente
natural de aula de Matematica e recaiu na obseyvdgé alunos quando realizavam
determinadas tarefas em grupo com materiais mavipis. Os instrumentos utilizados,
para recolher os dados, foram: a gravacao em edemlio das aulas, num total de onze
blocos de noventa minutos; os registos dos alwsfesiuados durante a realizacdo das
propostas de trabalho; as notas da investigadi@m@padas durante e apos a observacéao
das aulas de Matematica e o0 questionario realiaad@lunos.

Apds os dados serem recolhidos, a investigadordésanas de forma indutiva,
com a intencdo de procurar relacdes entre elesdicaado que, determinados aspectos
deste estudo, se enquadravam num quadro tedricexmt&nte. No entanto, esta
investigacdo podera contribuir para o enriquecimetdste quadro tedrico. Segundo
Bogdan e Biklen (1994) “a preocupacdo central nda de se os resultados sdo
susceptiveis de generalizagdo, mas sim a de quesocbntextos e sujeitos a eles
podem ser generalizados” (p.66).

Em suma, este estudo enquadra-se numa metodologianvastigacao

gualitativa.

3.2. O Contexto de recolha de dados

3.2.1. A escola
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A Escola da Levada surgiu na década de setentay esoola vocacionada para
o terceiro ciclo. O ensino obrigatério de nono traou-se uma realidade apo6s o 25 de
Abril de 1974, respondendo a necessidade de que uza&@b era um direito
constitucional de todos.

A Madeira, através da sua Secretaria de Educachga lam programa de
construcdo de novas escolas pré-fabricadas e &nbdo desta iniciativa, que surge a
escola referida.

No ano lectivo de 1978/79, apods a portaria n°® &dg 22 de Dezembro de
1978, a Escola da Levada abre as suas portas needragle Santa Luzia, a alunos de
sétimo ano. S&o setecentos e noventa e sete alistiouidos por trinta turmas. Este
namero de alunos mostra bem as necessidades gasdi@s circundantes.

So6 quatro anos apos a sua abertura a Escola garleteionacao dos trés anos
do terceiro ciclo, com a entrada em funcionameein,1981/1982, do nono ano de
escolaridade.

Como os pavilhdes pré-fabricados cedo evidenciasrsuas caréncias e 0 seu
caracter provisorio, é decidida a construcédo de Hstala Secundaria de raiz.

Esta escola, anunciada como uma das melhores dope#ds suas condi¢gbes
ideais para a pratica do desporto, oficinas, ldbdms e amplas salas de aula é
inaugurada no ano lectivo de 1984/85 pelo PresdémtGoverno Regional da Madeira,
Dr. Alberto Jo&o Jardim, e baptizada com o nhoméudtre pedagogo madeirense, Dr.
Angelo Augusto da Silva, de acordo com a ResolugiGoverno Regional n°913/83
de 20 de Outubro de 1983.

O Ensino Secundéario abre as portas nesta freguesial984/1985, com a
matricula de oitenta e sete alunos no décimo aasteNano lectivo, o universo escolar
atinge os dois mil e vinte e quatro alunos, disfdbs pelos terceiro ciclo do Ensino
Bésico e Ensino Secundario (décimo ano).

Em 1986/87, é lancado o Ensino Nocturno, com a frezja&le cinquenta e oito

alunos.

Em 1989/90, inicia-se a leccionacao do décimo semand.

A Escola, adaptando-se as novas realidades e ekgéarganizacionais do
Sistema Educativo, langou cursos técnico-profissspneurriculos alternativos do

terceiro ciclo e o décimo terceiro ano profissialite.
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3.2.2. Os alunos

Para realizar este estudo, observaram-se as allERtmatica de uma turma
do sétimo ano de escolaridade da Escola Basican&aria Dr. Angelo Augusto da
Silva. A turma era constituida por dezoito alunosiddades compreendidas entre 0s
doze e os treze anos, a idade “normal” de freqaé&hzisétimo ano, sendo doze rapazes
e seis raparigas. Todos os alunos frequentavam préleeira vez o 7° ano de
escolaridade.

Os critérios aplicados pela professora, para allesabesta turma, foram os
seguintes: 1) a existéncia de uma boa relacdo armrefessora e a turma; 2) ser uma
turma receptiva a novos tipos de experiéncias dendizagem; 3) ser uma turma com
hébitos de trabalho e com alunos comunicativos.

Convém referir que, ao nivel do aproveitamento,raefegsora da turma o
considerou razoavel.

Durante os dois meses em que assistimos as agi@stdana, observamos com
mais atencéo, dois dos quatro grupos que se formakaescolha dos alunos mais
observados teve como critérios: a sua localizat@icafna sala, de forma a facilitar a
colocacao da maquina de filmar; serem alunos casatinos e trabalhadores e que, no
grupo, existissem diferentes niveis de aproveitamnescolar.

Pudemos observar que a turma nao estava habitusalaathar em grupo, visto
que, por varias vezes, a professora chamou a atelgc@alguns elementos dos varios
grupos, que executavam as tarefas individualmente.

As aulas eram, por vezes, um pouco “barulhent&y/idd a grande agitacdo dos
alunos para manipular o material entregue pelaepsofra, e, também, pelo facto dos
alunos terem a liberdade de discutir com os coldgagupo aquilo que faziam.

A autorizacdo para a realizacdo desta investigdpiioformalizada pelo
Conselho Executivo da Escola, no dia 15 de Fevedsird002 (Anexo 1) Foi também
pedida autorizagdo aos Encarregados de Educacdogparar em video e audio
algumas aulas de Matematica dos seus educandogEn&msregados de Educacédo
formalizaram, por escrito, a sua autorizacdo aigi@acdo dos seus educandos na

investigacao.

3.2.3. A professora
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A professora da referida turma € licenciada em Matea, Via Ensino, pela
Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa.rdfegsora do Quadro de
Nomeacédo Definitiva da Escola Béasica e SecundariaAbgelo Augusto da Silva,
estando, desde 1989, neste estabelecimento deoerisgtagiou no ano lectivo
1994/1995, na Escola Bésica e Secundaria Dr. Angeigusto da Silva ja tinha
leccionado seis anos antes de estagiar. No anstdigieeleccionou uma turma do oitavo
ano e outra do décimo ano.

Do seu curriculo fazem parte a participacdo enoggsrojectos como: membro
da comissao organizadora do “ProfMat 2000 — EncoNt&oional de Professores de
Matematica”, levado a cabo pelo Ndcleo RegionalAdaociacdo de Professores de
Matematicamembro da equipa degparacdo do concurso EquaMat; membro da equipa
de trabalhos do estudo dos resultados da prime&mada do exame de Matematica de
2005 do nono ano;

Além disso ja teve a oportunidade de passar petpaie directora de turma, ja
participou no Conselho para da Comunidade Educaivaccionou os Cursos de
Educacéo e Formacao.

E uma professora que, por estar sempre aberta @regp&ar novas estratégias
de ensino/aprendizagem, aceitou participar negiar@ncia. Nas suas aulas valoriza o
“aprender fazendo”, dai que ndo dé grande impdeadnenemorizacdo. Esta docente
adora aquilo que faz, tem uma excelente relacdoaaiunos, contribuindo para um
bom ambiente entre a turma e a professora.

Na opinido desta professora o processo ensinofdipegem nao pode reduzir-
se a uma simples transmissdo de conhecimentostetudos por parte do professor,
perante alunos meramente receptivos e imitadorede (pois, ao professor, a
responsabilidade de observar, analisar e modifisadiferentes comportamentos e
atitudes, por forma a melhorar e a tornar o améidat“sua aula” o mais estimulante e

acolhedor possivel.
3.3. Materiais manipuléveis utilizados nas aulas

As tarefas propostas aos alunos nesta investigm@my em numero de dez e
inserem-se no tema da Geometria. Optamos por sagefa recorrem a diferentes tipos

de materiais manipuléaveis o que também foi de énzc@o objectivo da investigadora.
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Os materiais manipulaveis usados nesta investigag¢am: geoplano circular e
quadrangular, régua, transferidor, compasso, esgugdlhinhas de refresco, arroz,
polidron, modelos de sdlidos geométricos em madeigan acrilico e espelhos, Em
seguida, apresentamos e descrevemos as suas giEncgaracteristicas e

potencialidades.
3.3.1. Polidron

O Polidron é um recurso didactico, de origem irglesonstituido por um
conjunto de poligonos em plastico, com encaixesg, mps permite construir varios
sélidos unindo as diferentes pecas (espaco) e li@sdderentes planificacbes desses

mesmos solidos (plano).
3.3.2. Modelos de solidos geométricos

Os modelos de sélidos geométricos, em madeira opld&stico, sdo um material
privilegiado na representacdo dos modelos georoétrexistentes no espaco. Estes
modelos espaciais contribuem para que os alunegpretem o espaco que os rodeia e
que actuem sobre ele. Estes modelos sado importgmies facilitam a visualizacéo
geométrica e permitem, aos alunos, a sua manipulégéar, sentir, contornar. O seu
interesse pedagoégico advém do facto de motivavadaer a manipulacao dos soélidos

geomeétricos, facilitando a identificacdo dos eletoenos solidos.
3.3.3. Geoplano

O geoplano é um material composto por uma baseadeina (Qque também pode
ser transparente) com uma malha quadrangular,ngdea ou circular de “pregos”.
Este representa um espaco geométrico no qual seamaantos por meio de pregos e
algumas rectas por meio de marcas no tabuleiroe Eygrpregos, podem-se esticar
elasticos que permitem a representacao de situagferetas.

E um recurso didactico-pedagdgico dinAmico e maaimal (construir,
movimentar e desfazer). Existem diversos tipos deplgao: quadrado, trelissado,
circular e oval. Apesar de existirem varios tipmsnais usual é o geoplano quadrado.
Através da manipulacéo de elasticos de diversas @opossivel identificar e construir
nele figuras geométricas; permite identificar adoazde semelhanca de figuras

geomeétricas e a razéo de areas e auxilia o esaglyahsformacfes do plano. Podemos

167



explorar situacdes que conduzem a definicdo deedifies conceitos matematicos
(como os de medida, de vértice, de aresta, de lddosimetria, de poligono, de
perimetro, de areas, de figuras equivalentes, dgul@n e resolver problemas
geomeétricos e algébricos. No geoplano podem-sediopmiigonos variados, cujas areas
e perimetros podem ser calculadas.

De acordo com Araujo (1998):

“0 geoplano é um material estruturado que permgsedvolver a aprendizagem através
de experiéncias geométricas na sala de aula. Resnitolver os alunos activamente
como construtores do conhecimento pois ao agirelmeseste material estabelecem
relacdes e organizam mentalmente a sua activid®aa além de permitir actividades
lidicas, transforma-se num meio de motivacdo e é Umase concreta para o

desenvolvimento de conceitos e relacdes abstrptdy).

E um modelo matematico que facilita o desenvolvimedd pensamento
geomeétrico e das habilidades de exploracdo espacaimparacdo, relacéo,
discriminagéo e sequéncia. E também um suporte etonpara a representacido mental
€ um recurso que permite a passagem do concret@ aostracto, proporcionando uma
experiéncia geométrica e algébrica aos alunos.

Segundo Serrazina e Matos (1988) “ uma das graradgagens do geoplano é a
sua mobilidade, o que faz com que os alunos sdueaia ver figuras em diversas
posi¢cdes. Outra das vantagens especificas do geoglgue, ao contrario da folha de
papel € um aparelho dinamico, permitindo “desenhar“apagar” facilmente e
possibilitando a afericdo rapida de conjecturas”lp). Também €& um material que
“permite visualizar figuras de diversos angulos esigdes, permite comparar,
investigar, modificar e prever resultados de tramsécdes, bem como desenvolver
actividades de resolucéo de problemas” (Araujo819937).

O papel do professor deve ser o0 de condutor oy gma vez que ird orientar o
trabalho dos alunos no geoplano, questionando, leongmtando, assessorando o
processo de redescoberta. O professor ao proparceste tipo de experiéncia aos
alunos deverd dar tempo para que eles observensemper expressem 0 Seu
pensamento. A linguagem do professor deve ser smrmcicuidadosa, suficientemente
rica para utilizar expressdes equivalentes, queetorclaras as ideias e facilitem a

compreensao dos significados.
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3.3.4. Régua, esquadro, compasso e transferidor

A régua, o esquadro, o compasso e o transferidnfes@amentas de desenho
muito utilizadas nas construcfes geomeétricas. Aaégo esquadro também sdo Uteis

para efectuar medic¢des. O transferidor € utilizaa@a medir a amplitude dos angulos.

3.3.5. Espelhos

Os espelhos séo objectos da vida corrente que pseeutilizados numa grande
variedade de tarefas. E um 6ptimo material paratadesintuitivo das simetrias no
Ensino Basico, bastando colocar o espelho perpdadicente a folha de papel, e
encontrar uma posi¢cdo para o mesmo, de modo a ooagem reflectida de uma das
metades da figura seja igual a outra metade, sitdadado baco do espelho.

O seu interesse pedagoégico advém do facto de metifzevorecer a assimilacao
do conceito de simetria, exercitar a determinaciéemtificacdo dos eixos de simetria e

desenvolver o pensamento auténomo.

3.3.6. Material ndo estruturado

Caricas, fosforos, palitos, botdes, palhinhas, asss. sdo objectos do nosso
quotidiano que permitem o desenvolvimento de capaes e a construcdo de
conceitos. Por exemplo, as palhinhas de refrescors@material que podera auxiliar na
descoberta de relacdes geométricas e na constdgadconceitos geométricos. A
mobilidade do material permite manobrar os elengendt figura inicial, facilitando a
decomposicdo e a recomposicado, sem o0s gastos de tpra a elaboracéo de desenhos
exigiria.

Em suma, estes sédo alguns dos materiais que paskaraalizados no processo
ensino/aprendizagem da Geometria. Estes poderdo saéacontornar a questdo da
capacidade de abstraccdo exigida pela Geometnige eanstitui um obstaculo grave,
tendo em conta o periodo de desenvolvimento psiétige em que se encontram (...)
bem como anular uma das questdes que mais frequemtie € posta aos professores de
Matematica pelos seus alunos: “Para que é quesitee?”, pois 0s problemas a
resolver passam a ser a procura de respostas anereasidade interior do aluno”
(Costa, 1994, p. 116).
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3.4. Técnicas de Recolha de Dados

Numa investigacdo de natureza qualitativa é fundsh@bter informacdo de
diversas fontes. Os instrumentos utilizados nallhacde dados neste estudo foram: (a)
registos escritos feitos pela investigadora, cosehaa sua observacdo das aulas de
Matematica; (b) registos video e audio do trabadiadizado por dois grupos, durante a
realizacdo das tarefas propostas; (c) analise deman(registos escritos, produzidos
pelos alunos, no ambito das tarefas e questiordulicado aos mesmos no final da

experiéncia.
3.4.1. Registo de observacédo das aulas de Matematic

A observacao ocupa, segundo Ludke e André (1986)lugar privilegiado nas
abordagens qualitativas, constituindo uma impoetaf@rramenta de trabalho que
permite obter informag&o normalmente ndo acespivebutras técnicas. Esta foi usada
nesta investigacdo como a principal técnica delliacde dados, pois possibilita um
contacto directo do investigador com o fenomenuovastigar. Segundo Ludke e André,
“a experiéncia directa é sem duvida o melhor tdstgerificacdo da ocorréncia de um
determinado fenémeno. “Ver para crer’, diz o ditgoopular” (1986, p. 26). A
observacdo directa permitiu a investigadora acohmgraas experiéncias diarias dos
alunos e da professora, compreender o significagoetes atribuem a realidade que os
cerca, as suas proprias accoes, as suas opingdesuas perspectivas. Durante as aulas
a investigadora tomou notas sobre a forma comaoselagsenrolavam. O registo escrito
elaborado contemplava, sobretudo, as principaisuttifades encontradas pelos alunos,
as estratégias utilizadas na resolucao das tgrefgestas, 0s processos que usavam, 0O
contributo do material na resolucéo da tarefapo tle competéncias matematicas que
eram desenvolvidas e a organizacdo do trabalho rdpog Nesta perspectiva, a
observacdo permite a aquisicao de dados relevpatasste estudo.

Durante as actividades desenvolvidas pelos alufibsmos o registo das
observacoes, o mais detalhado possivel dos aspgpatoscorreram dentro da sala de
aula e que nado estavam a ser filmados: palavraspggeobservacoes feitas entre os
sujeitos ou entre estes e a professora da turnmmo@penas dois grupos estavam a ser
filmados, a maquina de filmar ndo conseguia captainterac¢cdes entre 0s VAarios

grupos.
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Nesta investigacdo, na andlise dos dados, fizemma wgombinacdo das
anotacgdes escritas em cada aula com o materiattreindas gravacoes.

Para além da observacao directa, foram ainda ef#gsugravacdes video e
audio das aulas. A necessidade de utilizacdo daimeage filmar deve-se, sobretudo,
ao facto desta captar aspectos que poderiam pdsspercebidos, em virtude da
atencdo da investigadora ndo poderem estar fodaBzanicamente, num determinado
grupo de trabalho. Também o registo dos alunos gegtas de trabalho contribuiram
para complementar os dados ja recolhidos atravébstvacao das aulas.

“A abordagem da investigacdo qualitativa exige quaundo seja examinado
com a ideia de que nada é trivial, que tudo teremmial para construir uma pista que
nos permita estabelecer uma compreensdo mais exsddara do nosso objecto de
estudo” (Bogdan e Biklen, 1991, p.41). A descrifi@aciona eficazmente quando se
pretende que nenhum detalhe significativo se esdap& isso é fundamental que o
investigador observe e registe sistematicament&grido fazé-lo o mais objectivamente
possivel. Este instrumento de recolha de dadosdalwi investigador a um registo
sistematico de observacfes que de outro mododinaapenas na memoaria daqueles,

perdendo com o decorrer do tempo objectividadetghdas, 2000, pp. 73-74).

3.4.2. Registo video e audio das aulas

As aulas foram gravadas em video e audio durantsvetmente dois meses, no
terceiro periodo. Foram dez blocos de aulas, demavminutos cada. Para tal, foram
colocadas duas camaras de video uma para cada, gupcstava a ser o foco do
estudo.

Antes do inicio de cada aula a investigadora iagtalh camara de video e o
microfone no lugar que seria ocupado por cada usngdapos que estavam a ser alvo
do estudo. Em todas as aulas filmadas, era propassoalunos, a realizacdo de uma
tarefa, que teria de ser concretizada através dapalacdo de algum material. O
material era escolhido tendo em conta 0s objectigosas competéncias que se
pretendiam desenvolver. Convém referir que, nestdade “Do espaco ao plano”, os
alunos trabalharam sempre em grupos de quatronoo elementos. A professora da
turma foi a responsavel pela constituicdo dos gupssim sendo, teve o cuidado de
que, em cada grupo, estivessem alunos bons, razo@viacos. Outro aspecto a
salientar é que, nesta unidade tematica, os gfopam sempre 0S mesmos.
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Aquando da transcricdo das aulas videogravadasynono-se descrever, 0 mais
detalhadamente possivel, tudo o que acontecia os glupos que estavam a ser
observados. Foram varios os aspectos tidos ema&ate¢raciocinio matematico e
critico; a comunicacgao gestual, oral e escritantesaccdes entre alunos e entre eles e a
professora; o trabalho cooperativo e a mobilizatgioonhecimentos.

Nas primeiras aulas filmadas os alunos n&o seraentmuito a vontade
essencialmente por dois motivos. O primeiro € guaudas seriam gravadas em video e
audio e o segundo a presenca de outra professoira dia sala de aula de Matematica.
Mas, a medida que as aulas decorreram, a presengaaduina de filmar e da
investigadora deixaram de interferir com o normahcfonamento da aula, sendo

consideradas como naturais.
3.4.3. Analise documental

Sao varios os autores que fazem referéncia a témma de recolher
informacdes a partir da analise de um conjuntoadeithentos.

Por exemplo, segundo Ludké e André (1986), "a aeatlocumental pode
constituir-se numa técnica valiosa de abordagem dddos qualitativos, seja
complementando as informacfes obtidas por outcascts, seja desvendando aspectos
novos de um tema ou problema” (p.38). Ainda seguegles autores, “0s documentos
constituem uma fonte poderosa de onde podem s@madest evidéncias que
fundamentem afirmacbes e declaragbes do pesquis§u@9). Neste sentido, 0s
documentos consultados servem de base ao estlidadeae ddo mais estabilidade aos
resultados obtidos. Assim, o uso da analise doctahénutil para ratificar e validar
informacgdes obtidas aquando da recolha de dadasaparestigacao. Permite, também,
legitimar e confirmar a inferéncia sugerida porasifontes de dados.

Neste trabalho foram analisados diversos tipatodementos:

1. Documentos produzidos pelos alunos durante a agdliz das propostas de
trabalho;

2. Questionario sobre a visdo dos alunos acerca daagfio de materiais
manipulativos no Ensino/Aprendizagem da Matemaitigdicado no final do

ano lectivo, a todos os alunos da turma em estudo.

Os documentos produzidos pelos alunos, durantal@agio das propostas de

trabalho, forneceram alguns dados que facilitaracorapreensédo do modo como 0s
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alunos abordaram a tarefa e a exploraram, comgerath e organizaram os dados, e
gue conjecturas formularam e que relacdes foraobestas.

A unidade tematica “Do Espaco ao Plano” foi o Ultinapitulo leccionado no
sétimo ano; como tal, ndo houve tempo para enteg\agguns dos alunos. Como forma
de esclarecer algumas duavidas, pedimos a profedadtama que entregasse, no ultimo
dia de aulas, o questionario em anexo aos aluntes ghsstionario foi aplicado a todos
os alunos desta turma. E tinha, como principaisctibfes, conhecer as experiéncias
anteriores dos alunos em relacdo a utilizacao derraig manipulaveis na sala da aula e
0 seu parecer sobre a utilizacdo destes no Ensireridizagem da Matematica.

A primeira parte do questionario era constituidayarias questdes, relativas ao
percurso escolar do aluno, em relacdo a disciplin®atematica, ao tema Geometria e
a utilizacdo de materiais manipulaveis antes degtariéncia. Com a segunda parte do
qguestionario pretendiamos averiguar a ideia com omealunos ficaram sobre a

utilizacdo dos materiais manipulédveis nas aulaglaematica.
3.5. A andlise de dados

De acordo com Bogdan e Biklen (1994) a andliseadi®s! é:

“(...) O processo de busca e de organizacao sisteonddi transcricdes de entrevistas, de
notas de campo e de outros materiais que foranosanmulados, com o objectivo de
aumentar a sua propria compreensdo desses mesntesaimae de lhe permitir
apresentar aos outros aquilo que encontrou. Asnétivolve o trabalho com os dados, a
sua organizagao, divisdo em unidades manipuldwigese, procura de padrdes,
descoberta dos aspectos importantes e do que eegaprendido e a deciséo sobre o que

vai ser transmitido aos outros” (p. 205).

Em suma, € um processo de compreensdo e sister@atizac informacao,
recolhida com o objectivo de responder as quegiigsstas no inicio da investigacao,
que nos transporta das descricbes vagas até adstgsdfinais (Bogdan e Biklen,
1994).

A andlise dos dados comecou a ser realizada duvgmtecesso de recolha dos
mesmos, tendo sido aprofundada apos terminadaothaed odo o material obtido ao
longo do estudo foi organizado e submetido a unddisenatenta e cuidada. A andlise
foi efectuada tendo em consideragcéo as questoes/estigacdo. A primeira etapa da
analise dos dados consistiu na transcricdo intéigimbulas gravadas em video. Depois

de concluido este trabalho, procedeu-se a umadeitas diversos dados recolhidos
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(registos escritos efectuados pela investigadgrael@s alunos, transcricdo dos registos
de video e audio e questionério) que permitiu mfdacédo das categorias de analise que
tiveram como objectivo facilitar a analise das dadendo como ponto de partida as
questbes do estudo, como sugerem Bogdan e Bik8&#)1As categorias encontradas
para analisar os dados foram: (i) processos ulibigana descoberta de propriedades e
relacdes geométricas; (ii) mobilizacdo de contet@osmpeténcias; (iii) envolvimento
na tarefa e as interacgdes estabelecidas; (iv) m@angéio oral e escrita; (v) trabalho de
grupo; (vi) papel dos materiais e (vii) raciocinimstematicos efectuados. Depois de
todo este processo estar concluido, procedemaoabaratdo de um relatério de cada
tarefa, de forma a verificar a adequacdo das cagege facilitar a analise dos dados,
assim como a redaccao da investigacdo. A segur,fedta uma sintese da tarefa
proposta. Por isso, os resultados da investiga@@doastante descritivos, uma vez que
procura dar conta de toda a actividade matemaéisard/olvida pelos alunos, ao longo
de cada tarefa, e as competéncias matematicasgusendo desenvolvidas. Também
na descricdo dos dados obtidos deu-se mais imp@tans processos desenvolvidos
durante a realizacdo da tarefa com materiais miatipos, do que aos resultados ou
produtos obtidos. Como tal os dados foram analsato forma indutiva. Bogdan e
Biklen (1994) refere que, nas abordagens qualéstivndo se recolhem dados ou
provas com o objectivo de confirmar ou infirmardtgses construidas previamente; ao
invés disso, as abstraccfes sdo construidas a anqdal os dados particulares que
foram recolhidos se vao agrupando” (1994, p. 50).

A segunda etapa deste trabalho foi a de complemeas descricdes
apresentadas com a analise e a interpretacdo do#tad®s observados, com a
finalidade de encontrar respostas para o problentgal. Esta analise resultou da
triangulacdo da informacdo obtida, através dososéamnstrumentos utilizados para a
recolha dos dados. De facto, em investigagédo qtiaht uma das tarefas do observador
€ descobrir o que é fundamental ou central nasopsseu situacfes observadas
(Merriam, 1988).
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Capitulo IV

ANALISE DOS DADOS
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Neste capitulo, descrevemos alguns dos episodids ml@vantes das aulas,
onde a turma a que pertencem os alunos deste esaadiaaram varias tarefas com
materiais manipulativos, num contexto de trabalbwoperativo. A descricdo contempla
diferentes momentos destas aulas, desde o inglantgie a professora fornece a tarefa

aos alunos, até a fase de discussao das conchistisiess.

4.1. Tarefa “So6lidos Geométricos”

A tarefa “Sélidos geométricos” (anexo 3) foi realia no dia 20 de Mar¢o num
bloco de noventa minutos. Esta foi a aula de ingdduao capitulo “Do Espaco ao
Plano: Sélidos, Triangulos e Quadrilateros” e visaxeer alguns conceitos, abordados
no sexto ano, que interessavam para o capitultacger objecto de estudo.

A formagédo dos grupos e o estabelecimento dassquaea o trabalho dos
mesmos foi efectuada na aula anterior. Dai queofegsora, no inicio da aula, apenas
relembrou o que tinha sido acordado com a turma.

Contudo, antes da professora distribuir a tareda, referéncia a Historia da
Geometria, realcando os aspectos mais marcantd¢a. desta realgou o facto da
Geometria ter nascido das necessidades basica® dummem se via obrigado a
satisfazer e que foram vitais para o desenvolvimatdsta ciéncia. A professora
valorizou a parte da Histéria no Ensino/Aprendiragga Matematica pois, ao fazer
referéncia ao matematico Tales de Mileto, apenasi#iou que ja haviam falado nele,
quando abordaram o capitulo “Semelhanca de Figuras”

Prof.: Quando falamos de Tales de Mileto, na semelhaadaahgulos, falamos das piramides
do Egipto. Lembram-se de que falamos duma pirésndespecial?

B.: Da piramide de Quéops.

Prof.: O que tinha essa pirAmide de especial?

B.: E a maior de todas.

Prof.: Sim, a piramide de Quéops é o maior sélido geaceétronstruido pelo homem.
Lembram-se que nds calculamos a area da base & qu®wa area é equivalente a ter treze
campos de futebol. Uma pirdmide com cento e tentéto metros de altura e a base, quadrada,
tem de lado duzentos e trinta metros. Nos tambémowique este matematico era considerado

um dos sete sabios da Grécia.

Na primeira tarefa proposta pela professora, asoaldispunham de uma caixa
com varios solidos geométricos (poliedros e nade@ms), num total de oito. O
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interesse do estudo dos soélidos geométricos €,emteichente, consequéncia de
vivermos num mundo tridimensional. A exploracaotaéarefa constituiu um ponto de

partida para o estudo de contetdos de Geometegadinham sido abordados em anos
anteriores. Tratou-se de uma tarefa bastante adanpois o seu principal objectivo era
relembrar alguns conceitos necessarios a congétizaas restantes propostas de
trabalho. Os alunos, ao responderem as questdeseidamiliarizando com os termos

do conteudo que estavam estudando. Pretendeu4seesta tarefa, que os alunos
identificassem o0s solidos geométricos que a caiatitha, 0S agrupassem por

caracteristicas comuns e as identificassem, edprgificassem, também, os poligonos
das faces dos poliedros.

Apos a distribuicdo do enunciado da tarefa e doemnahtnecessario a sua
resolucdo, a professora referiu o0 objectivo darsabzacdo. Depois, apelou aos alunos
para que, discutissem e trocassem impressoes canlagms de grupo relativamente a
resolucdo da tarefa. Os alunos envolveram-se malugd® da tarefa com grande
entusiasmo: “E fixe! Devia ser sempre assim”.

O facto de os alunos disporem de diferentes soOlghlsmétricos provocou
inicialmente alguma distrac¢do e barulho nos vagiagos, sendo possivel observar
alguns grupos a brincar com os solidos geométrispés varias chamadas de atencéo
da professora para a realizacdo da tarefa, os @loomecaram a concentrar-se na
mesma e a utilizar o material como um meio auxd@seu trabalho.

O facto de ndo estarem habituados a trabalhar ampogrfez com que,
inicialmente, houvesse pouca discusséo e trocangdeessdes entre 0os seus membros.
Verificou-se, inicialmente, que cada aluno do grupb identificava os solidos que
sabia e quando ndo se recordava de algum, sodcide imediato, o auxilio da
professora. Perante as constantes solicitacbesvatms grupos, a professora decidiu
relembrar a turma que a tarefa é para ser resobndarupo e que, s6 depois de a
discutirem entre os membros e permanecer a dUpaeriam e deveriam solicitar a

professora. A adaptacédo ao trabalho de gruporitale

B.: Este [esfera] fica com nenhum destes [restantiédosp ... Professora este ndo fica com
nenhum?

Prof.: Ja discutiste com os teus colegas?

B.: N&o.

R.: A diferenca deste [Piramide triangular] sélidogeste [piramide quadrangular] qual é?

Prof.. Deste para este, tem uma diferenca, qual é?
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R.: Este tem quatro e este trés.

Prof.. Como se chama este [piramide triangular] solido?

B.: Uma piramide. E este que tem menos uma aresta ...

Prof.: Como se chama?

R.: Piramide.

Prof.: Qual é a diferenca entre as duas piramides?

B.: [apontando para as bases das duas piramides] Isto.

Prof.: [apontando para a base] Que nome damos a isto?

N.: [apontando para cada um dos soélidos] Isto é undengde triangular e isto € uma piramide
quadrangular.

Prof.: Sim, pois as piramides classificam-se de acordo@poligono da base.

A professora ao chegar ao grupo GB.ce depois dR. colocam-lhe davidas
relativamente a questdo 2., evidenciando que asoslestavam a resolver a tarefa
individualmente. Perante tal facto, a professonl¥e as perguntas para o grupo, de
forma a gerar discussdo entre os elementos. Estaleatila professora, ao longo da
resolucdo da tarefa, permitiu que os alunos fossemorizando a necessidade de se
ouvirem uns aos outros e de comentarem as opidi®solegas, antes de chamarem a
docente. Como escreveB) numa das respostas ao questionario do final deiter

periodo (anexo 13)Porque pude trocar ideias, teorias, conhecimeotms os meus companheiros
de grupo e trabalhar melhor”.

A intencdo da professora era aumentar a autonoprengover um maior debate
de ideias entre os elementos de cada grupo. Peyardpelos da professora para que
procurassem discutir com 0s outros elementos aoptapde trabalho, o grupo G1
comecou por discutir a questdo 1. da tarefa. Ist@-de ao facto de cada elemento, do
referido grupo, ter resolvido sozinho essa quest&m trocar impressbes com 0s
colegas. Contudo, perante as dificuldades mandastaa identificacdo dos sodlidos
geomeétricos, comecaram a discutir e a procuraraajudto dos colegas. Alguns
elementos ndo sabiam fazer a distincdo entre pulfge solidos, ou seja, designavam
alguns dos soélidos pelo poligono da base. Atende>Seguinte dialogo:

: Este é um rectangulo [apontando para o paral@dpipectangulo].

: Tem tudo a ver com o rectangulo.

: [apontando para o paralelepipedo rectangsildgto ndo é um rectangulo?
: [Rindo] N&o é! E um paralelepipedo rectangulo.

: Este [apontando para o prisma triangular] é uamgrilo?

mz®m< o<

: E um tridngulo na base s6 ... Isto ndo é um triamgul
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. € N.:[quase em simultdneo] N&o percebo!
.. A base é que é um tridngulo ...

.. Tridngulo ¢é isto [apontando para as faces altbmgsramide triangular].

.. Ndo sei! Nao me lembro!

\Y
R
B
V.: Como se chama este [apontando para o prisma headagolido?
R
V.: Isto ndo é um hexagono, entao?

B

.. Hexagono ¢ isto [apontando para a base] o solidovocés estdo a confundir isto tudo.
Hexagono, ndo podes fazer isto, agarrar, mover congéo se pegasses na base e puxasses para
cima.

N.: N&o percebo?
B.: E como se desenhasses no papel e depois puxasaasrpa. Como é que se chama é mais
dificil.

Pelo didlogo, parece evidente quB.@ oR. sabem a definicdo de poligono e de
sélido, contudo o grupo néo sabe a definicdo damari Os dois alunos tentam explicar
aos restantes elementos a razdo pela qual ndordant@om o nome atribuido a trés
dos sélidos, assim como a diferenca entre um sé@idm poligono. Os elementos do
grupo G1 sentem-se a vontade com o grupo paraesiopar; a confianga leva-os a
nao ter medo de expor as suas duvidas. Os alunok/exrm-se, agora, em actividade, e
todos os elementos se esforcavam por participarabalho. Contudo, os elementos do
grupo G1 nao se lembravam do nome de dois sélidesaadaixa continha. Perante esta
situagdo os alunos procuram resposta no manual. lésseso ajudou 0 grupo na

questao 1., ndo tendo sido necessario o apoicofiasgora.

: [olhando para o manual] Este é um prisma hexagonal

. E este [prisma triangular]?

: [Procurando no manual o nome do sélido] E um gaismangular.
: Ah! E um prisma!

: [Apontando para o desenho do solido do manuad &sti.

: Se o livro diz, esta certo.

: Um prisma tem duas bases iguais.

WZ®WIWDLT

: Entdo a diferenca é que a piramide tem uma btesenéna em bico.

Perante as dificuldades em descobrir o nome dasidet solidos, um dos
elementos do grupo recorreu ao manual adoptadoppacarar a resposta. Verificou-se
que os alunos consideraram a informacao contidanaoual uma fonte segura da
verdade e, como tal, nem a questionaram. Depoisndentrada a resposta as suas

davidas, pareceu evidente que os alunos compreendediferenca entre uma piramide
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e um prisma, isto pelas observactes feita pele oB. no didlogo anterior. Para se
certificarem que todos tinham escrito correctamememe dos sélidos,R. apontando
para cada um, identificou os solidos.

Na questdo 2., a presenca dos soOlidos geométrezostjy a sua manipulagéo.
Os alunos podiam visualizar detalhes do mesmo, damso as figuras planas que
compunham as faces do sélido ou o numero de vertarestas e faces. Na segunda
questdo, os alunos deveriam agrupar os diversadosgbor caracteristicas comuns,

observando as particularidades de cada um deles.

B.: Este [a esfera] fica sozinho, o cone e o cilirfdram juntos.

N.: Tens a certeza?

B.: Acho que sim. Nao sei se estes [as piramidesificam estes [0s prismas], ... mas estes [as
piramides] tém um vértice. Professora podemos rcartaértice? [ri-se] Este [esfera] fica
sozinho.

: Tém faces planas todos estes [pirdmides e prismas]

: Por isso, estes [cone e cilindro] ndo podem fican estes [0S primas e as piramides].

: Porqué?

: Face curva [apontando para a esfera], mas estes gccilindro] tém faces planas e curvas.

< ® WL

. Professora, na questéo 2. pode ser as faces planas

Prof: O que é que estava a dizer? ... Diga.

B.: Senhora professora, estes [piramides] ficam nonmoagupo porque tém um vértice e estes
[prismas] néo.

Prof.: Sim, pode ser. E estes [Apontando para o coneciéndro]? Porque é que podemos
agrupéa-los no mesmo grupo?

B.: [apontando para a base]: Tém os dois base e tém ...

Prof.: Tém o qué?

B.: Base e tém forma redonda. Mas este tem um véreste néo.

Prof.: Mas tém uma caracteristica em comum. Por exereple, oR. temos o cabelo castanho,

podemos nédo ter mais nada em comum, mas temosalcpisa em comum.

A visualizacdo e a manipulacdo dos solidos peranitjraos alunos, formular
argumentos validos acerca das caracteristicas mdestes soélidos. Os alunos
poderiam ter, simplesmente, agrupado os sdlidosdei® grupos poliedros e nao
poliedros; porém, ja ndo se lembravam destes doscé& contacto dos alunos com 0s
sélidos permitiu identificar outros aspectos. Remalta, de todos os solidos, a esfera é a
Gnica que é limitada apenas por uma superficieacdai que, logo no inicio, B. a

tenha colocado sozinha num grupo. Depois, colocaramone e o cilindro no mesmo
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grupo porque eram limitados por uma superficierdateurva. As maiores duvidas

surgiram na forma como deveriam agrupar os restadielos.

B.: [comparando o cubo e o paralelepipedo] O cubo ficde com o paralelepipedo: tém os
dois duas bases.

: As bases tém quatro lados.

: Sim, também podemos agrupar este [prisma hexdgmmaleste [cubo].

: [olhando para as bases desses dois solidos]:ifefientes.

: Isso é um hexagono e isso € um quadrado.

DWW

: Ah! Estes dois tém duas bases. Ou melhor podassen ...

[R. agrupa o prisma hexagonal, o cubo e o paralelépipe mesmo grupo].

No didlogo anterior, é possivel constatar que asca verificaram que um
sélido pode pertencer a varios grupos de acordo @araracteristica que estamos a
considerar. Também os alunos puderam observar gistera caracteristicas que
permitem agrupar um maior numero de sdlidos, ertqugne com outras isso ndo
acontece. Os alunos comegaram por agrupar o cabpagalelepipedo porque a base
era um quadrilatero; ao juntar o prisma hexagopahas consideraram a caracteristica
de os trés solidos terem duas bases. A discuss@pupo G1 foi rica uma vez que
houve oportunidade para explicar e partilhar infagéo entre os seus elementos.
Depois de algum debate, os alunos agruparam oantestsoélidos num sé grupo.

Atenda-se ao seguinte dialogo:

: Qual é o terceiro grupo, entao?
: Prisma hexagonal, cubo, paralelepipedo, pirangdasma triangular.

. As pirdamides?

w < z <

: Sim, todos estes soélidos tém as faces todas planas

Na questdo 3., da tarefa, os alunos nao revelarienldades em agrupar os
poliedros e identificar os poligonos das faces etes®lidos geométricos. O dialogo
estabelecido entre os elementos do grupo foi @isate para que os alunos chegassem,
de forma rapida e autbnoma, aos solidos limitagienhas por faces planas e as suas

respectivas faces.

V.: Tens de agrupar os que tém faces planas.
B.: Faces planas...

R.: S&o estes [apontando para as piramides e prismas].
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N.: Todos tém faces planas.

V.: [olhando para a folha da tarefa]: Limitados apepasfaces planas. Sao estes todos. S&o
estes todos.

R.: S&o todos menos a esfera.

B.: Limitados apenas por faces planas ndo séo todtss feone e ao cilindro] tém faces planas
e curvas.

V.: Estes [Cone, cilindro e esfera] ndo sdo?

R.: Nao, tém superficies curvas.

B.: Piramide e prismas tém faces planas. N&do das amsapcaixa [rindo-se].

R

.. Nas faces temos triangulos, quadrados, rectangutesagonos so.

Na questdo 1. da tarefa, os elemento do grupo Gafestram algumas

dificuldades na identificacdo dos solidos contidasaixa.

G.: Tanta coisa! [tirando da caixa os solidos geom@siiRectangulo.
Ma.: Paralelepipedo ... Isto é um paralelepipedo.

G.: Um rectangulo, um cilindro.

Ma.: [apontando para a face do paralelepipedo]: Unamngedo € isto. Professora, como se
chama este sélido [prisma hexagonal]?

[A professora aproxima-se do grupo].

Prof.; Esse solido o que pode ser?

Ma.: Hexagono é so isto.

Prof.: Quais os nomes dos sélidos que sabem? Escrevéothaa

[A professora afastou-se do grupo].

Ma.: Isto é uma piramide triangular ...

G.: Piramide quadrangular, paralelepipedo rectanguiadrado.

C.: Isto € um cubo. As faces é que sao quadrados.

Ma.: Cone.

C.: N&o me lembro deste [prisma hexagonal] e destenfartriangular].

G.: No livro de Matematica tem. Empresta-mo. [Passatipss instantes] Ta aqui, ta aqui.

O dialogo anterior demonstra que o grupo nao seradaga do conceito de
prisma e que um elemento do grupo confundia potigocom sélidos. Também
verificamos que os alunos solicitaram a ajuda ddepsora; esta, porém, devolveu a
questao ao grupo. O facto de os alunos poderemmeaca resposta no manual parece
ter sido o motivo pelo qual a professora tomou eggdo. E importante que os alunos

se tornem menos dependentes desta na busca dstagsg@ as suas duvidas. S6 assim
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podem ter um papel activo e interventivo na socdedactual. Nesse sentido, o grupo,
aos poucos, ia ganhando autonomia na realizag&eudtvabalho.

E ainda de referir que@., uma aluna normalmente pouco interessada nas aulas
de Matematica, se envolveu no trabalho com entmsiaesmbora, pelo didlogo anterior
e 0 seguinte, sejam visiveis as suas dificuldadedistiplina. Contudo, a presenca de
algo diferente, os solidos geométricos poderditky & causa da sua participagdo na

resolucado da tarefa.

G.: Isto é um quadrado com seis lados [referindo-saubo].

[O grupo riu-se].

Prof.. Como é que é possivel um quadrado com seis |&og® é um quadrado?
C.: [Apontando para as faces do cubo] Um quadradmé is

Ma.: Um quadrado é uma face de um cubo.

G.: SO que tem quatro lados e este tem seis lados.

Prof.: Que nome é que damos a um poligono com seis lados?
C.: Hexagono.

Prof.: Muito bem. O quadrado tem quantos laGo®

G.: Quatro.

Prof.: Quantos quadrados tem este soélido?

G.: Seis

Prof.: Isso significa que tem seis faces. Qual é o noeseedolido?
Ma.: E um cubo.

Prof.: Sim, o nome deste sélido é cubo.

Notou-se alguma confusao por parteGlantre lados de um poligono e faces de
um solido. A professora foi colocando questdes @ esperando que surgissem
respostas que levasserfbaa compreender que a sua afirmagéo nao tinha eentid

A interaccdo entre os alunos do grupo G2 permitsgutir as caracteristicas

comuns que observavam nos varios solidos.

Ma.: Este [pirdmide quadrangular] e este [cubo].

G.: Porqué?

Ma.: Porque tém na base a mesma forma.

M.: Pode ser este [paralelepipedo] e este [prismegtilar].

C.: [apontando para as faces laterais] O rectangulo.

[A professora aproximou-se do grupo G2].

Prof .: [apontando para o paralelepipedo]: Que nome daresta figura?

G.: Um rectangulo.
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M.: Um rectangulo! E um paralelepipedo.

Prof.: Pode ser um rectangu®? Qual é a diferenca entre um rectangulo e estal@hepipedo]
sélido. Desenha um rectangulo se faz favor?

G.: [desenhando na folha da tarefa um rectangulo] éstdngulo é assim.

Prof.: [apontando para o paralelepipedo e depois patha, fonde &. desenhou o rectangulo]:
Qual é a diferenca deste [paralelepipedo] pardrestié&ngulo]?

C.: Nao é tao alto.

Prof.. Este tem altura e aquele ndo tem. Esta é umaafigemmeétrica plana, enquanto que este
[paralelepipedo] é um sdlido, tem trés dimensdas, tomprimento, largura e altura. E um

sélido em que as faces séo realmente rectangulos.

A aluna G. manifestou, ao longo da realizacdo da tarefa, muéos dos
conceitos abordados nos anos anteriores nao est@amassimilados. Pelo diadlogo
anterior, verificamos que nao sabe distinguir udigpao de um sdélido. A intervencgéo
da professora ajudou @. a compreender a diferenca entre esses conceitoe E
salientar o facto de o grupo néo ter explicad® assa diferenca; mas, no entanto, a ter
corrigido aquando a resolucéo da questéo 1.

A professora também interagiu com o grupo, comjeablvo de que os alunos
explicassem e reflectissem sobre o facto de teggpado uns solidos e ndo outros.
Desta forma, questionou-o0s, obrigando-os a pensasua actividade e ajudou-os a

ultrapassar alguns impasses.

Prof.: Qual é a diferenca entre estes [cone e piramigeglar] dois?

Ma.: Porque terminam em bico e tém s6 uma base.

Prof.: [apontando para o cilindro e o cone] Porque né@iopagam estes dois, por exemplo?
Ma.: Podiamos agrupar ... a face lateral € redonda riss do

M.: Tém uma superficie curva.

[A professora afastou-se do grupo].

C.: Entdo podiamos ter agrupado estes dois. Tém uraetegstica em comum.

M.: Ambas as figuras tém um circulo. Agora estes ffmigriangular e piramide triangular]
dois?

Ma.: Faces planas.

M.: Em ambas, a base é um triangulo.

C.: Agora vamos fazer estes dois: a piramide quadtanglo cubo.

M.: Superficie plana a ambas e tém ...

C.: Um quadrado na base.

184



Ao longo da tarefa, foi notoéria uma atitude maistbrama e menos
individualista por parte dos alunos do grupo GZilthkma pergunta ndo suscitou grande
discusséo, uma vez que os alunos sabiam identEagoligonos que constituiam as
faces dos poliedros.

Nos quinze minutos finais da aula, realizou-se studisdo desta tarefa. Os
alunos relembraram, com base nas exploracdes,falgasmas das caracteristicas dos
sélidos geométricos. Na discussao da tarefa, @gsofa colocou questdes de forma a
apelar a participacdo dos alunos. Estes, por vegestriam ao material manipulavel
para os ajudar nas suas explicacdes. A primeirat@uedo gerou discussao, pois era
consensual entre os elementos dos varios gruposnimto, a professora resolveu

questiona-los. O seguinte dialogo, entre a profass@lunos, ilustra bem a sua atitude:

Prof.: Qual é a diferenca entre este [piramide trianfjel@ste [piramide quadrangular]?
Ma.: A base deste é um triangulo e deste é quadrangular

Prof.: Depois esqueceram completamente destes ...

N.: Prismas.

Prof.: Porque é que damos a estes sélidos o0 nome deapfdPorqué?

B.: Tinha de desenhar um quadrado ... depois puxarniogwedssim.

Prof.: O que é que ficou?

B.: Este por exemplo, desenhei o hexagono, puxeoa fitgo tridimensional.
Prof.: [Agarrando no sélido] Qual é o nome deste sélido?

N.: Prisma hexagonal.

Prof.: Hexagonal, porqué?

B.: Porque a base é um hexagono.

Prof.: E este [prisma triangular]?

N.: A base é um triangulo.

Prof.: O que é que distingue uma piramide de um prisnrma?Pelacao as bases?
N.: S&o iguais.

Prof.: S&o iguais, ndo é? ... Tem duas bases iguais .

B.: As faces sdo rectangulares.

A ideia da professora funcionou como um catalisaplara a discusséo e
exposicao de ideias. Desta forma consegue comgjatinos participem, levando-os a
reflectir no trabalho realizado na aula.

Relativamente a questao 2., cada grupo leu a spase. Atenda-se ao seguinte

dialogo:
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Prof.: Agrupa os sélidos por caracteristicas comuns. Ls&0? Que concluis? Aqui o grupo da
Ma..

Ma.: Piramide quadrangular e o cubo, porque as basessiradas. Prisma hexagonal e o
paralelepipedo, porque as faces laterais sdo grdtdn O cilindro e o cone, porque as faces
laterais sdo superficies curvas. O prisma triamgala piramide triangular porque a base € um
triangulo.

Prof.: O grupo doA. .

A.: Aqui, na nimero dois, nés agrupamos em poliedradice poliedros. Estes séo lisos, séo
limitados apenas por uma superficie plana [apoltgrata os seguintes solidos: a piramide
guadrangular, prisma triangular, piramide triangyteisma hexagonal, cubo, paralelepipedo e o
cilindro].

Prof.: Este [cilindro] sélido é limitado apenas por urnpexficie plana?

A.: Aqui [apontando para a base do cilindro].

Prof.; Ai e o resto?

L.: O resto é uma superficie curva.

Prof.: Sim, entdo nao é limitado s6 por superficies glana

A.: Nao.

Prof.: Sera que pode fazer parte desse grupo?

A.: Nao, entéo fica junto com o cone.

Prof.: Sim. Os poliedros sé@o estes porque sao limitagesas por superficies planas e os nao
poliedros sé&o o cone, o cilindro e também a egferque tém pelo menos uma superficie curva.
Entdo, os solidos geométricos podem ser divididosdeis grupos: poliedros e nédo poliedros.
Agora o grupo diN. .

N.: Cone e o cilindro porque as faces laterais sderfigjes curvas.

A esfera é sozinha. Temos o paralelepipedo, o preamdrangular e o cubo porque as faces sao
planas e temos a piramide e o prisma triangular.

Prof.: Porque é que agruparam esses dois?

N.: Porque a face da base é um triangulo nos doostli

A professora quis mostrar que havia varias resp@stea a mesma pergunta. Os

diversos grupos agruparam os solidos de acordo wuom caracteristica comum. Tal

facto levou a respostas diferentes que ndo seachzimm, mas se completavam.

Na terceira questdo da tarefa, os alunos limitagara identificar os poligonos

que constituiam as faces dos poliedros.

Os grupos foram assim incentivados a participardistussao da tarefa,

relembrando e assimilando conceitos que tinha Edoionado em anos anteriores.

Depois dos alunos visualizarem as caracteristiocav@rios solidos contidos na caixa, a
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professora estabeleceu um didlogo com toda a tpratairando que eles conseguissem
identificar, no seu dia-a-dia, objectos que sugernssoélidos geométricos.

Prof.: N6s, no nosso dia-a-dia, somos rodeados por molifestos que fazem lembrar sélidos
geomeétricos. Por exemplo, hoje ao tomarem o pegaknoco, de certeza absoluta que olharam
para o pacote de leite.

B.: Sim.

[Ma. faz uma cara de espanto].

Prof.: Mariana ndo ... amanhd de certeza absoluta que Ihar.oToda a gente consegue
imaginar um pacote de leite?

Alunos da turma: Sim.

Prof.: Lembra o qué? Qual é o solido geométrico quealgezto nos faz lembrar?

B.: O paralelepipedo rectangulo.

Prof.: Que outros objectos, é que vocés utilizam no dieajue lembram soélidos geométricos?
B.: A porta

Af.: O Estojo

Prof.: Mais?

Ma.: A caixa de cereais.

M.: A caixa de fésforos.

N.: O tampo da mesa.

Prof.: Ser4 que um gelado, uma bola de futebol, o chdeéum palhaco ndo faz lembrar sélidos
geométricos?

Alunos da turma: Sim.

Prof.: Claro que sim. O objectivo da aula de hoje é estod sélidos geométricos. Podemos
encontrar na natureza varias formas geométricamdréAa dizer qualquer coisa.

A.: As colmeias das abelhas.

Prof: Como séo os favos de mel?

Af.: Hexagonais.

Prof.: Hexagonal, muito bem. Mais ... vamos aos planetagcés adoram os planetas.

B.: Sao esferas.

Desta forma, a professora tentou fazer uma ligagdie a tarefa realizada e o
mundo que os rodeia. Os alunos identificaram, égaa visualizagdo, varios objectos
do seu dia-a-dia, que faziam lembrar alguns dadafjeométricos estudados.

Sintese
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De um modo geral, os alunos revelaram interesse@weram-se na resolucao
da tarefa, pois todos intervieram e participarartivamente, apesar de se terem
referenciado niveis diferentes. No inicio da tgreférabalho foi, maioritariamente, de
cariz individual, j& que os alunos quase nao tracaimpressées uns com 0S outros.
Contudo, a intervengéo da professora permitiu gog,poucos, 0s alunos construissem
um ambiente de cooperacdo, ouvindo a opinido deyae e a discutindo a tarefa
proposta, tendo deixado de chamar a professoraamta frequéncia em situacdes que,
eles proprios, podiam resolver no seio do grupomédida que a aula se foi
desenvolvendo, os alunos foram revelando mais amtizne a vontade, mostrando
entusiasmo em trabalhar quer em grupo, quer coneriaigt manipulaveis. Note-se
também que os alunos revelaram uma atitude magpamdiente face a professora, uma
vez que a tarefa apresentava uma estrutura margaaa, com questdes mais directas.

Um outro aspecto relevante na resolucdo da tamafeo ffacto de se ter
constatado uma maior participagdo dos alunos cersglds (até entdo) mais fracos na
disciplina de Matematica. Estes alunos revelaram atitade activa, embora nos
didlogos transcritos sejam notorias as suas difelds. No entanto, nenhum destes
alunos deixou de expressar as suas ideias e deocalana realizacdo da tarefa, tendo
contado com o apoio e a ajuda dos restantes eleséotgrupo.

A resolucao desta tarefa caracterizou-se por ugen@acao de trabalho em trés
fases: a compreenséao (leitura e interpretacédo west@es e apropriacdo do material), a
execucado da mesma e a finalizacéo (elaboraca@siasstas e registo).

Notou-se também, por parte dos alunos, algum esgeeto relativamente a
certos conhecimentos basicos sobre Geometria. Tenderificado, por isso, ao nivel
do vocabulario, que os alunos nao utilizavam fratgraente os termos matematicos,
preferindo fazé-lo apontando directamente paralsos.

Um outro aspecto resultante desta tarefa é a agédiz de alguns processos
matematicos durante a sua realizacdo. Os aluregatda manipulacéo e visualizacédo
dos solidos geométricos em madeira recolheram dadimisvamente as caracteristicas
de cada um; isso permitiu estabelecer relacdeseste dmodo, agrupa-los. As
argumentacfes dos alunos a respeitos dos soliddsas&adas em critérios perceptivos,
surgindo da interaccao, da partilha de opinideasqiiestdes que foram colocadas no
seio do grupo, quer pela professora quer pelogipgalunos.

Na discussédo da tarefa, a professora teve um pafglante, uma vez que

conduziu a discussdo, procurando que os alunosviegsem. Estes revelaram ter
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capacidade para comunicarem os resultados obtiodialogos estabelecidos, durante
a correccao da tarefa, sugerem que os alunos aaraeme assimilaram os conceitos.

A tarefa proporcionou, ainda, aos alunos, a digsmuss revisdo de alguns
conceitos leccionados em ciclos anteriores, como gxemplo a classificacdo dos
prismas e das piramides de acordo com o poligortmag@a e a nocéo de poligono e de
sélidos geométricos.

Os materiais manipulaveis

O material manipulével, utilizado na realizacastdearefa, permitiu aos alunos
explorarem as caracteristicas dos soélidos georogiratravés da sua manipulacédo e
visualizacdo. A generalidade dos grupos parece aqunseguiu, com o auxilio do
material, identificar semelhancas e diferencaseepdrvarios solidos contidos na caixa,
como é possivel verificar pelos diadlogos transsritdssim sendo, o contacto e
manipulacdo dos solidos e ndo o0 seu desenho, perguié os alunos, aos poucos,
fossem descobrindo as suas caracteristicas, n@lo seprofessora a transmiti-las, as
quais seriam aprendidas apenas por memorizacaticif prceber as caracteristicas de
um objecto tridimensional quando o estudamos bidgiomalmente.

A utilizacdo dos modelos dos sélidos em madeiptocaa atencdo dos alunos,
verificando-se um maior interesse e empenho ndug®m da tarefa, até daqueles com
maiores dificuldades na disciplina. Os materiaisnram que os alunos interagissem
uns com o0s outros, partilhando e comunicando agdtae®s encontrados e estratégias
utilizadas.

A manipulacdo do material colocado a disposi¢cad® alonos constituiu uma
estratégia seleccionada pelos grupos para a egftoda tarefa. Contudo, na realiza¢ao
da tarefa, os alunos utilizaram outros processdemaicos. Utilizaram o processo de
organizacao, pois com base nos dados recolhidiasiveenente as caracteristicas dos
sélidos, os alunos agruparam-nos tirando partidoestaatégia utilizada. Assim, a
visualizacdo do modelo dos sélidos, permitiu aosn@s detectarem algumas
regularidades entre os sélidos contidos na caixXai & partir dessas regularidades que
foram construindo o seu proprio conhecimento, ikglatente as caracteristicas destes.
De igual modo, utilizaram-no na verificacdo e confiram a veracidade das suas
afirmacdes. O material manipulével utilizado favete a comunicacdo entre os alunos.

O dialogo que estabeleceram, permitiu que relatass@almente 0s seus raciocinios,
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levando a colocacdo de questbes e pedidos deexsoianto por parte dos colegas.
Numa fase inicial, os alunos manifestaram dificdetaem trabalhar em grupo, pois néo
estavam habituados a exporem as suas ideias, eemmugi confrontarem as sugestdes
apresentadas pelos colegas, dependendo, pardaspmfessora. Contudo, a atitude da
docente, para que 0s grupos discutissem as quektdastadas pelos mesmos e
utilizassem o material para verificar os seus nios, contribuiu para aumentar a
interaccdo e a comunicacao entre os alunos dassvgmipos. Com o registo, pretendia-
se que os alunos reflectissem sobre o trabalhzadal Nas respostas observadas na
proposta de trabalho surgem evidéncias de que wsoslanalisaram as varias
caracteristicas dos sdélidos geométricos, pois aganp-nos por caracteristicas comuns.
A discussdo em grupo e em grande grupo permisualonos verificarem que,
0s solidos contidos na caixa, podem agrupar-se aesv formas, levando-os a

compreenderem que a questdo 2. tem varias solugdes, elas correctas.
4.2. Tarefa “ Férmula de Euler”

A tarefa “Formula de Euler” (anexo 4) foi fornecidas alunos no dia 23 de
Margo, sendo realizada num bloco de noventa minédtderma de recolher e organizar
os dados para a resolucdo da tarefa estava eapiwienunciado. Pretendia-se que os
alunos, com base na observacédo e analise dos nosliednstruidos com as pecas de
polidron, registassem na tabela o niumero de farestas e vértices e procurassem
descobrir a relagéo entre estes para um poliediiojger.

Cada um dos grupos formado nas aulas anteriopeber varias pecas de
polidron e a ficha de trabalho. O inicio da aulanf@rcado por alguma dificuldade na
construcdo dos solidos, uma vez que os alunosar@eguiam encaixar as pecas. Deste
modo, a professora optou por fazer algumas corgides para toda a turma, em
relacdo ao uso do material. Apos algum tempo delifarpacdo com os materiais e
ultrapassada essa dificuldade inicial, os alunosegaram a responder as questdes da
ficha de trabalho. A professora durante o pericgltrabalho em grupo, circulou entre
0s grupos e foi colocando questdes aos alunos.oi,aponcebido por esta, foi no
sentido de ajudar os alunos a ultrapassarem cdiftegldades; por isso, quando era
solicitada questionava os alunos colocando regelarena pergunta porqué, levando-os

a analisar e reflectir sobre o seu trabalho. Tamleémgdiversos momentos, questionou
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0s elementos de cada grupo de modo a poder obserestes tinham conhecimento das
conclusfes a que o grupo havia chegado.

A primeira questdo remetia 0s alunos para a agg@trde varios poliedros. Mas
teriam, em primeiro lugar, de identificar os sé#datravées das faces que os
compunham. Isto implicaria ter presente alguns etos abordados em anos anteriores,
nomeadamente as caracteristicas dos prismas éaasdes.

No grupo G1, aguando da construcéao dos solidos éios surgiram algumas
davidas referentes as caracteristicas do materiasieo que evidencia o facto de os
alunos nunca terem trabalhado com este tipo derialat® facto do material ter pecas
de vérias cores ndo era relevante para a resotlagéarefa. O importante era os alunos
perceberem que com as varias pecas (triangulodrap@s, rectangulos, pentagonos e
hexagonos) podiam formar varios poliedros e quasesscas eram as faces dos soélidos
que pretendiam construir. No entanto, surgiram ralggl davidas em relagdo a este
aspecto. Outra duavida que surgiu em relacdo aoriaatistribuido foi o facto dos
alunos terem apenas “o esqueleto” do sdlido. QuaBd@cabou de construir o

paralelepipedo rectangulo, olhou atentamente paédiao e disse:

B.: Professora, ja esta! Professora, isto a segurrkestangulos aqui, ndo leva?
Prof.: O objectivo € o de construir a estrutura.
B.: SO o esqueleto.

Prof.: Exactamente.

Numa das alineas da questao 1. era pedido aossgdan® construir um sélido a
escolha do grupo. Mas, no grupo G1, todos os el@®meaueriam construir um solido
diferente, o que originou a desmontagem dos sélatdsriormente construidos. O
alunoB. queria construir um octaedro, contudo ndo o cansge@ razao pela qual ndo
0 conseguiu deve-se ao facto das faces do octaedem triAangulos equilateros, num
total de oito, e dB. estava a utilizar triangulos isGsceles. Este aspeab facto dos
alunos disporem de varias pecas de polidron quéapodsar para a exploracdo da
tarefa parece ter originado um maior dispéndicedgb do que o inicialmente previsto
para a constru¢do dos sélidos. Ja tinha decorridis ole metade da primeira aula,
guando os alunos passaram para a resolucdo das quastdes propostas na tarefa.

Relativamente a questdo 2., parece que o0s alunostiméram grandes
dificuldades em preencher a tabela que lhes pelanttbmecar a formular as primeiras

conjecturas. Os alunos, ao manipularem modelos dlielos, vdo, aos poucos,
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descobrindo propriedades dos prismas e das piranAdeanscricdo seguinte evidencia
a tentativa de estabelecer relagbes, por partealm®s; ou seja, os alunos tentam

relacionar o namero de vértices com o numero desldd poligono da base.

: S&o dez, sao dez.

: [apontando para os vértices do prisma hexagahal.3,4,5,6,7,8,9,10,11,12.
: S8o0 dois vezes seis.

: Séo 13.

: Isso & um hexagono ou um pentagono?

: Hexagono.

: Como é que pode ser 13? Sao duas bases ... Saedessseis ndo da treze.

: A mim deu-me porque eu contei mal.

DI wWzZzwWHL<Z®

: Eu também me enganei! Pensei que era um pentagono!

Os grupos envolviam-se na resolugdo da tarefa,appgs nem todos os
elementos se esforcarem por participar no trab&boexemplo, um elemento do grupo
G1, oV. andava fascinado com o facto da piramide triamgudber dentro do cubo. Por

essa razao, ndo estava atento ao que os colegan.faz

: Tira a pirdmide sem desmanchar.
: Isto n&o sai dai!
: Experimenta tirar a piramide [triangular] de derdp cubo.

: Eu sempre quis ter um brinquedo destes.

< ® < ®<

: V@, é facil.

Passados alguns instantésplha para . com um ar irritado e diz:

V.: Vocés ja vao muito adiantados.

B.: [pegando no cubo] Esta mais atento. Agora o cobmero de faces seis, nimero de vértices
oito, nimero de faces mais o nimero de vérticeattaze.

V.. Quantas arestas tem?
B.: Calma! Deixa-me escrever na folha. Sdo dezasseis

N.: Preciso de mais trés [faltam trés solidos parapbetar a tabela] Este [piramide pentagonall.

No didlogo anterior, 8. comete um erro na contagem do numero de arestas do
cubo, contudo este ndo é detectado por nenhumletogmos do grupo, pois o nimero
de arestas é doze e ndo dezasseis. O facto densglerado um bom aluno, tanto pela
professora como pela turma pode ter estado nanorifgsta aceitaca®. ndo utiliza o
sélido construido para contar as arestas. Fa-lotaimeente, mas nenhum elemento

confirma através da visualizagcéo dos vértices idasdem o contraria.
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Na questdo 3., a professora pretendia que os aluswalizassem, em todos o0s
sélidos construidos, que o numero de arestas ¢ée legadas a cada vértice é sempre o
mesmo. Porém o facto de os alunos terem desmanal@utts dos sdlidos levou a que
nao verificassem em todos os solidos (cinco) pedig@ara construir. Apenas
verificaram em quatro - no cubo, na piramide tridag no prisma hexagonal e no
paralelepipedo (sélido construido p8l9. O facto de ndo terem verificado se 0 mesmo
acontecia na piramide pentagonal e na piramiderguogdlar (construida pel. como
sendo o solido a sua escolha) fez com que chegassena conclusédo errada. Apesar
de B. ndo conseguir construir o sélido conVg a quem tinha pedido ajuda, parece
evidente, pelo desenho, que conhece algumas adstcts do sélido. O aluno
demonstra saber que o octaedro € constituido sotr@ogulos, embora ndo se
recordasse que eram triangulos equilateros e quecasla vértice se encontravam

quatro arestas. Este facto é ilustrado na segutntegdo:

B.: Professora, dava quatro.

[B. desenha na sua folha supostamente o octaedro].

Figura 1 - Desenho do octaedro do B.

B.: Era este sélido mais ou menos que eu queria cimsBe a professora reparar tem uma,
duas, trés, quatro arestas num vértice.

Prof.: Sim, esta certo. No octaedro em cada vértice drmurse quatro arestas. Tém de
escrever as vossas conclusées na folha.

[A professora afastou-se]

N.: Eu meti assim em todos os outros soélidos queieanifos o niimero de arestas que estédo
ligadas a cada vértice é sempre 0 mesmo, o trés.

B.: N&o é sempre trés, pode ser quatro. O octaeduatéoq

N.: Esta bem!

B.: Basta dizer que o niumero de arestas que est@iasigacada vértice € sempre 0 mesmo.

R

.. E que nos prismas é sempre trés arestas [§gadada vértice].

Os alunos do grupo G1 concluiram, relativamenteestgo 3., que o numero de

arestas que estdo ligadas a cada vértice é sempesmo; no entanto ndo tem de ser
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necessariamente de trés arestas. Verificaram @ua,@cubo, o prisma hexagonal, a
pirdmide triangular e o paralelepipedo, em caddceeencontram-se trés arestas, mas
que, no caso de por exemplo do octaedro, concoeantiada vértice, quatro arestas.
Como a maior parte dos solidos que visualizaranm ggesmas, concluiram que, no
caso dos prismas, 0 numero de arestas ligadasaavédaite é sempre trés. O facto de
terem verificado para um reduzido niamero de s@hdde ter estado na origem de ndo
terem observado que existem solidos em que o nudecanestas ligadas a cada vértice
nao € o mesmo.

Relativamente a questéo 4., os alunos do grupod@ Eentiram dificuldades em
responder, uma vez que, através da observacddeéla,taonstataram que tal ndo se

verificava.

N.: Tens de dizer se estas de acordo.

B.: Com o qué?

N.: [Lendo a questdo quatro da tarefa] Que para sabeéimero de faces de um sdlido
geomeétrico basta contar o nimero de arestas epfiudtipor dois?

R.: Nao esta certo.

N.: Porqué?

R. [apontando para a tabglaNa piramide [triangular] por exemplo, sdo seis aesse
multiplicares por dois da doze.

N.: Ah! J& percebi.

B.: Sao seis faces.

No episddio é visivel que nem todos os elementogrdpo compreenderam o
enunciado da questédo 4.. Contud®.papontando para a tabela, tenta explicaNaa
forma como chegou a conclusdo de que aquela afionag falsa. O exemplo
apresentado foi o suficiente para o N. concordan eojustificacdo apresentada pelo
colega. SO quando as duvidas ficaram esclarecidag ®s alunos passaram ao registo
escrito da justificacao validada pelo grupo.

Depois de registarem na folha, os alunos comecaragsolver a questdo 5. da
tarefa. Todos os alunos do grupo estiveram envaudoresolucdo da tarefa, quer seja
dando a sua opinido, trocando ideias ou esclarecdddidas com os colegas. Por
exemplo, num dado momento da aula na resolucaardéatV. quer ajudar o grupo.
Porém, faz uma afirmacéo errada. Verificamos queslementos do grupo tentam
explicar-lhe o motivo pela qual ndo faz sentidoilaqque disse. Podemos observar,

neste pequeno didlogo, a cooperagdo entre todeeimentos do grupo para que&/o
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compreenda que os elementos (vértices, faces mgre® um cubo ndo se alteraram
com o tamanho da aresta. Trabalhando cooperativamevit teve acesso a uma série
de interaccbes com os restantes elementos do guy®, lhe possibilitaram a
compreensao de um determinado saber mateméaticte Dexlo, ao interagir com 0s

colegas de grupo,\é. parece ter compreendido.

B. [agarrando no cubo e contando o nimero de afe§aatro mais quatro da oito, mais quatro
da doze. Esta bem.

N.: Mas aqui diz que € 24 quer dizer que é o dobrb2de

V.: Quer dizer que é um quadrado maior do que estetais arestas ...

B.: N&o, porque o0 cubo ndo aumenta o nimero de angslasua dimensao, pode ser deste
tamanho [fazendo um gesto com as maos] que vaetapre doze arestas.

N.: O que importa é ...

R.: N&o séo as dimensdes.

V.: Nao!

B.: Ele nunca muda a forma, até pode ter dez quil@sete diametro ..diametro ndo ..de
largura, de comprimento e de altura, vai ter serdpee arestas.

R.: N&o modifica a forma, pode ser mais pequeno oomai

B.: Tem sempre seis faces, oito vértices e doze aresta

O facto dos restantes elementos constarem querraagfio doV. era falsa,
demonstra que os alunos estéao atentos as opingiegestdes dos colegas de grupo, ou

seja, ndo ignoram as afirmacdes dos colegas eteflesobre aquilo que é dito em

grupo.
Em relagédo a questdo B, chegou rapidamente as conclusdes pretendidas. Tal
facto néo inibiu os outros elementos de grupo deeastionarem, pois queriam perceber

onde e porqué falhou o raciocinio, como comprosaguinte dialogo:

N.: [Lendo o enunciado da questdo ndimero cinco]: @ngee este raciocinio falha? Como sera
possivel no caso do cubo saber o nimero de aseptasir do nimero de faces?

R.: Cada face tem quatro arestas e o cubo tem seis, fag seja, ele multiplicou seis por quatro
e deu 24.

B.: Ele multiplicou seis por quatro o que queria dizex isto [demonstrando com o sélido] aqui
tinha quatro e contava este novamente e depoiav@nbm este novamente. Estas a perceber?
N.: Sim, esta errado.

B.: Ou seja ...

N.: Ou seja, seis vezes quatro da vinte e quatro.

B.:[olhando para ®l. ] Tenta contar se realmente contadésta forma dé vinte e quatro arestas.
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Note-se que os alunos do grupo tiveram algumautiifedle em compreender as
explicagcbes do colega. Contudd, esforgcava-se para que todos os elementos do grupo
percebam. Mas, como ndo consegue, solicita a gai@sem primeiro lugar para
legitimar a sua resposta e sO depois para 0 ajadexplicar aos colegas. Como

demonstra o didlogo seguinte:

R.: Como é que €?

N.: [franzindo a testa] E porque € que é assim?

B.: Ele ao contar ..ele enganou-se, ele repetia sempre, contava @éuzas @ mesma aresta ...
repetia, dando o dobro do resultado original, ndo.

N.: Do resultado ...

B.: Verdadeiro.

N.: Porqué?

B.: Se repetia as arestas...Contava a mesma arestaahess Professora ... Professoraele
agui ... ele contava cada aresta duas vezes, porpéxeum, dois, trés, quatro, um dois, trés,
guatro, repetia esta.

Prof.: Sim. Quantas arestas tém aqui?

B.: S&o doze arestas. E como se contassemos cadadirasivezes.

Prof.: Reparem nesta aqui? [aponta para a aresta do Eutmhum a estas duas faces.

N.: Pois é!

R.: Ah, pois! E s0 isso?

A intervencdo da professora revelou-se util, poisiliou 0B. na explicacdo ao
grupo do seu raciocinio.

Na questdo 6. os alunos ndo tiveram muitas difexidd em descobrir a relagéao
entre o numero de vértices, o numero de facesienermo de arestas de um poliedro. No
inicio, quando observaram a tabela, estavam adoaclusdes erradas devido a nesta
constar que o numero de arestas de um cubo é diezd&sr isso, chegaram a concluséo
gue o namero de vértices com o numero de facesesnpre ou menos dois ou mais
dois que o nimero de arestas. Contudo, voltaraomiaico nimero de arestas, vértices
e faces do cubo, provavelmente porque era o URISO gue NAo respeitava a regra por
eles “descoberta’. Desta forma os alunos chegar&drraula de Euler. Os alunos, ao
explorarem a tabela, generalizaram a conjecturaieacpegaram a partir dos casos
concretos que observaram (cinco poliedros). Contndo arranjam uma explicacéao
l6gica para a aceitacdo da conjectura que desaofyribasearam-se apenas na

contagem. A troca de ideias e a partilha de infgéoaentre todos os elementos do
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grupo foi uma constante. Podemos constatar, pafsdricdo que se segue, o auxilio
dado pelos elementos do grupoMwonuma tentativa de o levar a perceber o erro que

cometeram de forma a esclarecer as suas duvidas.

: O nimero de arestas do cubo da tabela esté erradd

: Mas as vezes é mais dois?

: N&o temos aqui.

- Néo.

: Olha para a tabela ... observa. E sempre menos@ibis.para o nimero de arestas do cubo.

: Ah! E doze e ndo dezasseis.

wWZzwWzwWZzo

: Disseste ainda a pouco, por isso mudei e ja dewsmois.

[N. altera na folha o nUmero de arestas do cubo ezadloze na tabela].

R.: Olha, os dois ultimos agora.

[N. fica a olhar para a sua folha, como quem tentdegierceber se € mais ou menos dois].

N.: [abanando a cabeca em jeito de concordancia] dass

B.: menos dois... sim, mais dois. Este [0 nimero desfaoen 0 nimero de vértices] tem menos
dois do que este [nimero de arestas], as também pexdo nimero de vértices mais o nimero
de faces € igual ao nimero arestas mais dois.

V.: Estdo os dois certos.

B.: A soma do nimero de faces com o nimero de védisesnpre menos dois do que o nimero
de arestas. Percebeste?

N.: Sim.

O N. embora tivesse dito que o nimero de arestas do ewbdezasseis nao
compreendeu que esse facto alterava a conjecterangualmente tinham formulado.
No entanto, @. clarifica a duvida colocada peld com base nos dados disponiveis na
tabela. Os alunos do grupo G1 revelaram-se enwswvic resolucdo da tarefa proposta,
pois todos intervieram e colaboraram na sua regolug

No grupo G2 o desenvolvimento da tarefa decorrefoea diferente da atras
descrita. A presenca do material serviu para mot&galunos para a resolucdo da
tarefa. A motivacao revelou-se eficaz porque dégpes interesse dos alunos para o
assunto que a professora pretendia abordar. Ddpaiistribuir a tarefa e as pecas de
polidron, os alunos comecaram a ler o enunciadtadesm siléncio. Passados alguns
segundos,M. interrompe o0s restantes elementos do grupo eibdistr por cada
elemento a construcdo de um solido. Assim, cadaoateria a oportunidade de

manipular as pecas de forma a construir um soétidotribuindo para a resolugédo da

197



tarefa. Inicialmente, a escolha do sélido que cadao iria construir gerou alguma
discussao no seio do grupo.

Em relacéo a questdo 1., o grupo nao revelou grafifiesddades. Conseguiram
construir os sdlidos pedidos, embora na alineant)am identificado mal o sélido, uma
vez que pensaram que se tratava do prisma pentagOoatudo, a professora
guestionou os alunos de forma a que se apercebaelsa®u erro. Na alinea c) era
pedido um sélido em que a base era um pentagosdaees laterais fossem triangulos;
logo, o sdlido que deveriam construir, era umanpid& pentagonal e ndo um prisma
pentagonal.

Ma.: Professora podemos tirar mais pecas?

Prof.: Falta o qué?

G.: Para fazer este [apontando para a questao una alfhe

M.: Prisma pentagonal.

Prof.: Serd um prisma pentagonal?

C.: Diz base pentagonal e faces triangulares.

Prof.: O que é que é? E um prisma? Quantas bases ténismag?
M.: Duas.

Prof.: Quais séo os sdlidos com faces triangulares?

Ma.: As pirdmides. Ainda falta um!

Uma das dificuldades dos alunos é a de ndo comseguaitribuir a designacéo
matematica correcta aos entes geométricos. Comenpuxl constatar pelo seguinte
dialogo:

Prof.: O que é que distingue uma piramide de um prisma?
Ma.: Termina em bico.

M.: Tem s6 uma base e as faces laterais sao triangulos

Com as pecas de polidron os alunos poderiam cansg#ros poliedros, uma
vez que eram figuras geométricas planas. Contudi@iram algumas duvidas se
poderiam, ou nao, construir ndo poliedros. A psdes aproveitou essa dificuldade
para intervir junto do grupo:

G.: Qual é o nome disto? ... Isto € um cone.
Prof.: [agarrando na piramide triangular] Isto € um coBejue € um cone? Diga ...

G.: [apontando para as faces do tetraedro] Isto teesfa Tem estas faces...

198



Prof.: As faces séo ..O cone como € que €?

G.: E redondo com este material ndo existe nada redond

Prof.. Como assim?

G.: Eu ndo consigo fazer com este material um cone.

Prof.: Porqué? [apontando para a caixa de polidron] goisfo séo ...

M.: Figuras planas.

Talvez pelo facto d&. ndo ser boa aluna em Matemética, isto de aconaoaco

avaliacdo da professora, e dos alunos também t@rema avaliacdo do que € ser bom

aluno, parece que os colegas nao lhe prestarara ateicao.

Durante a resolucdo da tarefa é possivel obsereata aluna, periodos em que

parece ausente, em que se isola, com periodos ensigqplesmente trabalha em

conjunto com os colegas. A professora, contudomeha atencdo do grupo para que

compreendam que trabalhar cooperativamente nadiciggue os restantes membros

podem avancar na resolucdo da tarefa mesmo quéunmtanha alguma duvida. Esta

pretende mostrar aos restantes elementos que sog&o da tarefa, € necesséario o

contributo de todos.

Prof.: Agora a G. vai contar.

G.: Numero de faces um, dois, trés, quatro.

M.: Quatro ... Deixa-me contar.

G.: N&o, é a minha vez. Nimero de vértices quatro.
Ma.: E quatro e quatro. Quantas arestas s&o?

G.: Um, dois, trés, quatro, cinco, seis. Sao seitages

Ma.: Tu [referindo &.] ndo estas a escrever?

Enquanto que, alguns alunos, ainda sentem necessittadpontar para cada

elemento do solido, para auxiliar na contagem, osujg conseguem relacionar o

namero de faces, arestas e vértices de uma piré&oimeo poligono da base. Parece

evidente que para alguns alunos a visualizacdongpmacdo dos sélidos ajudaram a

ultrapassar certas dificuldades que poderiam semtnéo estivesses na presenca destes.

Como comprova o seguinte dialogo:

M.: Prisma hexagonal ... Agora sou eu. [agarrando ridadél'em seis aqui [base superior] e
seis em baixo, d& doze.
Ma.: Doze ...

M.: Vértices. Seis mais dois da oito faces. Trés veassdezoito ... arestas.
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G.: Como?
M.: Tem seis em cima, seis a volta e seis em baixt®daito.
G.: Ah! J& percebi!

Na questdo 2. surgiram algumas duvidas na contafgemimero de vértices,
arestas e faces dos poliedros. Mas, progressivamtaram descobrindo formas de

garantir a nao repeticdo do mesmo elemento ouaseésquecerem de contar outras:

Ma.: Faces ... um, dois, trés, quatro, cinco, seis, sétefaces.
M.: Nao é!

Ma.: Tem seis faces.

Prof.: Porque ndo podem ser oito?

M.: Repetiste duas faces.

Ma.: Repeti?

Prof.: Tens de manter o so6lido na mesma posicédo ... av vodtas a contar a mesmas faces.

No preenchimento da tabela nédo surgiram dificiddadma vez que os alunos
estavam atentos, as contagens dos colegas. Porgissodo alguém ndo estava de
acordo, imediatamente mostrava a sua discordancialtava a contar. O material
revelou-se Util na contagem dos elementos de cadadas solidos. O grupo G2
manifestou dificuldades na interpretacdo do endocida questdo 3.. Por isso,
solicitaram a ajuda professora.

Prof.: Quero saber se acontece a mesma coisa com todostros soélidos ...experimente
noutros. Com este [prisma hexagonal] acontece?

M.: Acontece, sao trés arestas em cada vértice.

Ma.: Este [piramide triangular] também.

Prof.: Esse [piramide triangular] também. E este [pir&ngdadrangular] se faz favor?
M.: Sao quatro.

Prof.: Saem quatro arestas em todos os vértices?

Alunos do grupo: N&o.

Prof.: Entao sera que sdo o mesmo numero de arestaadigatdcada vértice?

M.: N&o.

Prof.: Acontece em todos os sélidos?

M.: Em quase todos.

Prof.: Quais? Destes que vocés tém ai, digam em quaidides que isso acontece?
Ma.: Com os prismas.

Prof.: Vamos la escrever na folha.
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Efectivamente, ndo teriam conseguido resolver at§oeapresentada se a
professora ndo os tivesse auxiliado, colocandotgegsjue os levassem a compreender
a questao proposta.

Em relacdo a questdo 4., o grupo resolveu-a cortiveelacilidade, uma vez
que, observando a tabela, os alunos arranjavamarapnte varios contra-exemplos de
como agquela regra falhava. Com esta pergunta phatee que o0s alunos
compreendessem que para refutar uma regra basteeater um contra-exemplo que

a levasse a rejeitar.

Ma.: [Lendo o enunciado da questdo quatro] Duas faoetinuas tém uma aresta comum.
Verifica que é assim. Entdo sera que, para salmém®ro de faces de um sélido geométrico,
basta contar o niUmero de arestas e multiplicadpisf?

M.: [Agarrando na piramide pentagonal] Estas de acordoNa piramide pentagonal isso nédo
se verifica.

Ma.: Olha para a tabela. Se multiplicares o nimerardstas por dois ndo € igual a coluna do
ndmero de faces? Professora venha cd! ... Professoha ca.

Prof.: J& multiplicaram por 2?

C.: D& vinte [multiplicando o nimero de arestas damide pentagonal por dois].

Prof.: Entdo, sera que para saber o numero de faces d®lido geométrico, basta contar o

namero de arestas e multiplicar por dois?

Ma.: N&o.

A professora foi solicitada para validar a respastquestdo 4., o que revela
alguma dependéncia por parte do grupo em relagdocante, encarando-a como a
detentora do saber.

Relativamente a questdo 5., os alunos atravéssiavagdo do cubo teriam que
responder as seguintes perguntas “Sera, entdam qubo tem 24 arestas? Onde é que
este raciocinio falha? Como sera possivel no casmdo saber o nimero de arestas a
partir do numero de faces?”. Os alunos respondep@mo cubo nédo tinha 24 arestas,
mas sim 12 arestas e que para saber o nUmerosiasade um cubo bastava multiplicar
o numero de faces por dois. No entanto, ndo sahiatificar o motivo pela qual o
raciocinio falhava. Como tal, solicitaram a proéeas

Prof.: Nao. Onde é que o raciocinio falha?
Ma.: Cada face tem quatro arestas e tem seis faces.
Prof.: Que calculo é que estamos a fazer para dar viquateo?

Ma.: Multiplicar.
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Prof.: Pode ser assim?

M.: N&o.

Prof.: Porqué? O que é que estas duas faces tém em comum?

M.: Estéo ligadas.

Prof.: Estéo ligadas através do qué?

Ma.: Das arestas.

Prof.: Falha porqué? Porque ha arestas comuifiem.quatro arestas em cada face, mas esta
aresta € comum a esta e esta face. Assim, comé esthum a esta face, para saber o nimero de
arestas € multiplicar o nimero de faces por quatogés olharam para a tabela e verificaram

gue nao podia ser. Logo, ndo é a tabela que esténas sim que isto ndo se verifica.

A Ultima questédo da tarefa ndo levantou duvidagrapo G2, uma vez que 0S
alunos, ao observarem os valores numeéricos das @tiasas colunas da tabela,
descobriram a relacdo existente entre 0 nUmeracksf de vértices e de arestas, ou
seja, a Férmula de Euler. Também como aconteceuimzipy grupo os alunos do
grupo G2 generalizaram a partir dos casos concgei®®bservaram esta formula.

A correccdo da tarefa foi realizada nos ultimos mézutos da aula. Embora a
tarefa estivesse bastante orientada, havia qug&0é% 5) cujo objectivo era aumentar
as discussdes no seio dos grupos. Ainda que deafonoito simples, os alunos

comecavam a colocar conjecturas e a argumentau@iefesa.

Sintese

A utilizacdo das pecas de polidron entusiasmouahsstos alunos, muito
embora inicialmente estes sentissem alguma dificiddho encaixe das pecas com vista
a formar os soélidos pedidos. A maior parte dos @sugomecou por distribuir tarefas
relativamente a construcdo dos solidos. Os alunéds manifestaram grandes
dificuldades em identificar as figuras geomeétrinasessarias a construcado dos solidos
pedidos, embora no grupo G1 se tenha verificaddta de conhecimento, por parte dos
alunos, relativamente as faces do octaedro. O®s®loéo sabiam que o octaedro era
composto por oito triangulos equilateros, dai otdfade ndo o terem conseguido
construir.

O interesse manifestado pelos alunos foi uma cotes& o trabalho de grupo
pautou-se pela participacéo e intervengédo de todadementos do grupo. O ponto de
partida para este interesse teré residido no us@elgas de polidron para a realizacdo

da tarefa.
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Os alunos solicitaram a professora para que essadéclarecesse certas duvidas
por eles colocadas e confirmasse alguns dos rdesltabtidos. Esta atitude revela
alguma dependéncia em relacdo a professora, edoasacomo a detentora do saber.
No entanto, a postura interrogativa da professmptando por responder com questdes
as davidas dos alunos e o facto de pedir explicagdgustificacbes para as suas
afirmacgdes, contribuiu para que os alunos tivessenpapel activo na realizagéo da
tarefa. Com esta sua atitude, pretendia desenvalvpensamento matematico dos
alunos e torna-los mais autbnomos.

Relativamente ao trabalho dos discentes, notoursecerta evolugéo no sentido
de inter-ajuda e partilha de informacéo, relativaimex primeira tarefa (anexo 3), em
gue os alunos mostraram algumas dificuldades draltvar, de forma cooperativa, com
os colegas de grupo. Todos os alunos se envolveramalvalho do grupo, embora, por
vezes, fosse evidente a lideranca exercida pomalips seus membros. Por exemplo,
no grupo G1 sdo visiveis, algumas manifestacdetiddeanca por parte d&. na
coordenacdo da actividade do mesmo. Esta liderasgame varias formas, que se
traduzem na apresentacdo de respostas as questdesefh e sua explicacdo aos
restantes elementos, no incentivo aos colegaspaatiipar ou, ainda, no auxilio da
rectificacdo quando alguém afirma algo que conaideado.

A dindmica de grupo foi intensa. A partilha de &dee opinides foi evidente,
destacando-se algumas discussfes que fizeram aungemtarticipacdo dos alunos.
Estes recorriam, muitas vezes, ao material manipuldara os ajudar a perceber e a
explicarem-se aos colegas. Apesar da linguagemopriednte ser a que usam
normalmente no seu dia-a-dia, foram usados, conunelg frequéncia, termos
especificos de Geometria.

E possivel constatar, nalguns dialogos transcriaesalunos a explicarem aos
seus colegas de grupo os seus raciocinios. PopéxeonB. na questdo 5. compreendeu
onde falhava o raciocinio e, imediatamente, teoteuplicar aos seus colegas de grupo.

Alguns dos processos matematicos utilizados pdlosos na realizacdo desta
tarefa foi a recolha de dados, especializacao,flagdo de conjecturas e generalizacéo.
Os diferentes grupos comegaram por construir adasdgeomeétricos pedidos e foi a
partir deles que recolheram os dados necessarigsresmchimento da tabela que
constava na tarefa. A analise (processo de ra@dcdiiesta permitiu que, através de
alguns exemplos (especializacdo), os alunos fosseta uma conjectura, tendo

compreendido a necessidade de introduzir um valonénico que ndo constava na
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tabela. E de referir que a verificagio desta comjadicou limitada aos dados contidos
na tabela, ndo utilizando o processo de espeqidlivgpara testar essa mesma
conjectura, generalizando-a.

Os grupos evidenciaram saber relacionar o numefaceés, arestas e vértices do
prisma ou piramide com o poligono da base, revelata$ta forma serem capazes de
aplicar os conhecimentos anteriormente adquirid@snoédo correcto a situacdo em
estudo. O facto de mobilizarem esses conhecimgradsra constituir um indicio de

gue os alunos os tém interiorizados.
Os materiais manipulaveis

Inicialmente, os alunos passaram por um periodadiptacdo ao material
distribuido. A novidade fez com que ocupassem algnimutos a manipular e a estudar
o material disponibilizado.

A construcao dos solidos, na sua representacamémgional, com recurso aos
polidrons, facilitou a visualizacdo das caracteastde cada um deles: as figuras planas
gue compunham as faces do s6lido, o nUmero deegrtarestas e faces e o numero de
arestas que estdo ligadas a cada vértice. A repagd® de uma figura tridimensional
no plano trazia dificuldades para os alunos. Pemgto, na visualizacdo das arestas
ocultas, das faces nao visiveis, dificultando asaimbstraccao por parte dos alunos. O
material utilizado na tarefa permitiu que os alugosseguissem entender conceitos
ligados a propria formagdo dos soélidos, tais conpmaaificacdo e a sua formacao a
partir das figuras planas. Neste sentido, os aluieoam construindo os sélidos
geomeétricos, visualizando as suas caracteristiedacionando-os com objectos do
quotidiano e familiarizando-se com os entes geacastrOs alunos, ao identificarem os
elementos de cada solido, estabeleceram uma redat@&oo niumero de vértices, arestas
e faces, conhecida pela Igualdade de Euler.

No decorrer da tarefa, verificamos que muitas vexzesaterial manipulavel
utilizado foi util na justificacdo. As afirma¢fesslalunos séo validadas muitas vezes
por verificacdo directa, através da manipulagédo rdogelos concretos ou da tabela
preenchida com base nestes, como € o caso dadepidst5. e 6.. Alias, a manipulacdo
e visualizacdo dos modelos concretos dos solidosifde que os alunos recolhessem
dados que levaram a formulagéo de conjecturadagéie existente entre o nimero de
vértices, 0 numero de faces e o numero de arestasndpoliedro, a relagdo entre o
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namero de faces, arestas e vértices de um prisnaie aunma pirdmide com o poligono
da base.

O recurso aos polidrons parece ter contribuido gaeaos alunos construissem o
seu conhecimento através da observacdo, visualizacénanipulacdo de modelos

concretos de solidos.

4.3. Tarefa “ Planificacédo de solidos”

A tarefa “Planificacdo de Sélidos” (anexo 5) faalizada num bloco de noventa
minutos no dia 27 de Marc¢o. A proposta de trabéilfftea como objectivo que os alunos
descobrissem as possiveis planificacbes para aetktr e para o cubo, utilizando as
pecas de polidron.

A professora, antes de distribuir a tarefa, pergumios alunos se sabiam o que
era a planificacdo de um sdélido. Os alunos, comtareda anterior, haviam trabalhado
com as pecas de polidron na construcdo dos soélai@mam a nocdo do que seria

planificar um solido.

Ma.: Construir.

Prof.: Construir... um de cada vez. Mariana explique-sa¥stoir como?

Ma.: Fazendo.

Prof.: Como é que construiram os sélidos? ... Como?

Ma.: Juntando.

Prof.: Juntando o qué?

Ma.: As pecas.

Prof.: [agarrando no sélido e mostrando aos alunos] Remplo, se fosse para fazer a
planificacdo deste [tetraedro] sélido, o que évpes faziam?

B.: Eu abria 0 sélido ... é como se ele ficasse aberto.

Prof.: Entdo o que é que significa planificar um solifo@bri-lo, é desmancha-lo, é desmonta-
lo sem separar as faces. Como ja foi referido@sfdos poliedros sao...

B.: Planas.

Apéds a professora relembrar aos alunos a nocaa@elgnificar um solido é,
simplesmente, desmontéa-lo, esta distribuiu a taxefaalunos e leu-lhe o enunciado. Ai
explicava, claramente, o que era para fazer. Octlje desta tarefa era explorar
diferentes planificacdes de sélidos, usando asspéeapolidron. Pretendia-se que os
alunos construissem solidos, passando do planospac@ e, depois, descobrissem
planificacdes, passando do espaco ao plano.
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A tarefa estava dividida em duas partes. Na premgarte, os alunos deveriam
comecar por construir um tetraedro e depois “al@iconstrugédo para descobrir uma
possivel planificacdo para o sélido. No grupo ®1pfV. quem construiu o tetraedro e
quem abriu o solido, obtendo deste modo uma ptagdio do tetraedro. O aluno nao
teve dificuldade em encontrar uma das planificagiiesolido. A questao trés pedia
para desenhar no ponteado essa planificacédo, lexaral compreender que a sua

planificacdo permite representa-lo no plano.

B.: E para planificar?
V.: Sim, é para abrir.

Depois de construir o tetraedro Vitor abre o s6idibtém a seguinte planificacéo.

Figura 2 - Primeira planificacao do tetraedro

B.: Fica mais facil para desenhar.

Ao observar a planificacédo do tetraedro, os alwlbam-no num todo e, como
tal, o que visualizaram foi um tridngulo equilate@omo tal construiram primeiro o
triangulo maior e sé depois dividiram-no em quati@ngulos equilateros, sendo esta a
estratégia adoptada para desenhar a planificacérdedro.

Notou-se que os alunos perceberam claramente ddipentativas que deveriam
fazer de forma a descobrir outras planificac6ea paetraedro. Os alunos comecgaram a
investigar, usando as pecas do polidron para &sedifes planificacdes possiveis do
tetraedro. A utilizacdo deste material torna masgpkes “desmontar” este sélido, ou
seja, planifica-lo. Apos varias tentativas, os akioonseguiram obter outra planificagdo
para o tetraedro. Na transcri¢cdo seguinte, tosex &isivel a dificuldade dos alunos em

atribuirem designacfes aos entes geométricos.
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N.: J& esta outra.

Figura 3 - Segunda Planificacdo do tetraedro

V.: Boa, fixe!

N.: E um rectangulo.

V.: Mas os lados séo triangulos.
R

.. Um rectangulo entre aspas.

Na generalidade, os alunos néo relevaram dificelslach resolucdo da primeira
parte da tarefa.

A segunda parte da tarefa tinha como objectivo permque os alunos
passassem do plano para o espaco. No grupo Glajmypa distribuicdo da proposta
de trabalho, os alunos comecaram a lé-la. Na prantpiestao, era pedido aos alunos
que construissem as figuras representadas na ftehado as pecas do polidron
distribuido pela professora e verificassem quaigjwees eram planificagcbes do cubo.
Como foi distribuido a cada grupo apenas seis a@dadrdo polidron, significava que
apenas um aluno poderia manipular essas pecas.

O entusiasmo com que os alunos do grupo G1 conmegaexplorar a tarefa foi
perfeitamente visivel. Alguns alunos optaram pardiayestfes relativamente ao facto
de ser ou nédo a planificacdo do cubo, mesmo artesrdecarem a construir a primeira
figura contida na tarefa. Com base na visualizat@® figuras da tarefa, os alunos
argumentavam o motivo pela qual ndo era a plagéicado cubo. Os alunos nao
precisaram de qualquer apoio inicial da professore vez que perceberam claramente

a accao que teriam de desenvolver nesta parteada.ta

B.: Ja sei qual é!
R.: A dois pode ser.
B.: Ah! A cinco nao da.

R.: A cinco ndo d&, mas a dois da.
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Apés o didlogo transcrito, @. comecou a construir as figuras da tarefa.
Contudo, os alunos continuaram a dar a sua opialabvamente ao facto de ser ou néo
a planificacdo do cubo. Note-se que todos os el@waio grupo contribuiram para a
resolucdo da questéo 1., dando sugestdes, conlstragnvarias figuras com as pecas de

polidron ou explicando a razdo pela qual ndo posiena planificagédo de um cubo.

: A primeira ndao da.

: Ha faces que ficam sobrepostas.

: Adois da.

: Ja tinha dito.

: Este d4, o trés da.

: Qual é o que vais fazer agora?

: O quatro. Estou a fazer por ordem.

: O quatro néo vai dar.

: Estou a fazer por ordem, o quatro tem assinaladtra
: Estd bem! Mas acho que néo vai dar.
: DA.

: Por acaso da.

: O cinco da.

. € V.:(quase em simultaneo) S6 tem cinco faces.
- O cubo tem seis faces.

: O seis.

: Eu digo né&o.

: O seis penso que da.

: N&o da.

: Nao, foi 0 que eu pensei.

. O sete.

: O sete ... ja faco.

: Esse nédo da.

: N&o da porqué?

: Porque estéo duas faces sobrepostas.
: Eu acho que da.

: Da.

WD DZDWLIWZI®ZIWIL<IED®O®I W< ZW

As sugestdes eram baseadas apenas na intuicadlongqge lhes parecia.
Embora a intuicdo seja uma ajuda preciosa, ndo ghegaconcluir a sua veracidade.
Dai que embora se baseassem na intuicdo, ndovareitaomo validas sem verificar

com a ajuda das pecas de polidron. A utilizacdo pigss do polidron é util, pois
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permite verificar se de facto é ou ndo a planificage um cubo. Embora na tarefa néo
fosse pedido para justificar a razdo pela qual mégu daquelas figuras ndo eram
planificacbes do cubo, os alunos iam-no fazendmclb@am que a figura cinco néao

poderia ser, visto que o cubo tem seis faces eaqfigura um, seis e sete ndo séo
planificacdes do cubo porque existem faces quenifiear sobrepostas.

Em seguida, passaram para a questdo dois onde dith ara assinalar os
quadrados que se vao sobrepor nas figuras queaodplanificacdes. Inicialmente, os
alunos, intuitivamente, comentavam uns com os suisoquadrados que se sobrepdem,
mas como ja perceberam que isso ndo é suficiemanjaram rapidamente uma
estratégia com a ajuda das pecas do polidron gaificar a sua veracidadB. entrega
ao N. as pecas do polidron para que construa novamentég@as que nao sao

planificacdes do cubd. comeca por construir a figura seis da tarefa.

: [apontando para a figura seis] Esta.
: Sim
: E este e este que se sobrepdem.

: Ja viste?

zwzwz

: [apontando para os quadrados que se sobrepdembstepdem-se a esta. Tu fazes assim

... Vé repara. Tu vés que esta sobrepdem-se a etita,ta abres e vés quais séo.

Figura 4 - Imagem seis da tarefa 3, parte 2

O N. arranjou uma estratégia que permitia, mais facitsyedentificar as faces
sobrepostas, sendo esta apoiada pelos restantesnéds do grupo. Depois, procedeu a

construcao da primeira figura. E foi nesta queisamgalgumas duvidas ao grupo G1.

B.: [Olhando para ®l.] Constréi a primeira.
[Nuno constréi a figura um].

B.: Ai ndo se sobrepdem nenhuma.
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Figura 5 - Imagem um da tarefa 3, parte 2

Prof.: O que é que se sobrepbem?

N.: Nada.

Prof.: [Apontando para a figura um] Esta figura é a plaaifélo de um cubo?
Alunos do grupo 1:Né&o.

Prof.: Porqué?

R.: N&o conseguimos formar um cubo ... fica aberto.

Prof.; E se tentdssemos fechar ... 0 que é que acontecia?

B.: Se dobrarmos mais, estas duas sobrepdem-se.

Prof.: Entdo, existem ou nado faces que se sobrepdem?

Alunos do grupo 1:Sim.

As questdes lancadas pela professora conduziraiuioss a reflectirem sobre o
que estavam a fazer, facultando-lhes, desta foamasposta. Nas outras duas figuras
gue nao eram planificagdes do cubo, ndo surgirdiculdiades. Os alunos construiram
novamente cada uma delas e concluiram que na fign@ ndo havia faces a
sobreporem-se e que na figura sete havia duas faoesse sobreponham. Para

identificar quais as faces, utilizaram a mesmat&jra aplicada na figura seis.

: Faz o cinco! O cinco vai se sobrepor a uma. Diezar
: Mas o cinco tem menos uma.

: Mas vai-se sobrepor. E para dizer quais as pegase|vao sobrepor?

< ® W

: N&o se sobrepdem.

|
W
b bl
o} {
lih A 3“

Figura 6 - Imagem cinco da tarefa 3, parte 2

R.: Falta uma peca.

210



: Entdo, era possivel fazer mais uma planificagao.

: Nao.

: Porqué? ... Calma, mas se acrescentdssemos owtrdafee para fazer outra planificacao.
: Mas falta uma face.

: Estou a dizer que falta aqui uma planificacdoagatperceber o que estou a querer dizer.

zwzw<w

: Sim.

O raciocinio deB. estava correcto: existiam outras planificac8e®xplicou aos
colegas que bastava acrescentar mais uma facerda & construir um cubo. Como
alguns alunos ainda nédo tinham compreendido, estelid exemplificar, colocando
mais um quadrado na figura cinco. Depois, por dghrae encaixe dos quadrados,
obteve um cubo, ou seja, tinha descoberto outrafigiacdo do cubo diferente das que a
tarefa continha.

Por fim, na questédo trés, os alunos teriam questigar outras planificacoes
para o cubo. Os alunos discutem as varias possitids e descobrem trés estratégias
que podem utilizar para descobrir outras planifies¢ para o cubo. A primeira
estratégia era utilizar as figuras da tarefa que s@o planificacbes e alterar os

quadrados de modo a formar um cubo.

B.: J4 esta! Essa era Obvia. Quais séo as que nadd&nhao da, se a um nao da entdo vamos

arranjar uma maneira dela dar.

Contudo, houve alunos que preferiram construir winoce depois “abri-l0”
obtendo, deste modo, outra planificacdo. Notou-se gs alunos estavam muito
empenhados a descobrir planificagcdes e queriam emgom 0S outros grupos, para

ver quem descobria mais.

N.: N&o abre professora.

Prof.: Se vou ai com a minha forga acabo por ...desmamcha-|

[B. tentou abrir mas ndo consegue, depbitenta novamente e conseguiu].
Prof.: Isso.

N.: Pronto, ja temos outra.

V.: Essa ja temos ... ja temos um parecido.

Prof.: Tém alguma que seja igual a esta?

V.: Igual ndo.

Prof.: Pronto igual ndo é ... e ndo sera outra planificaigiioubo?

B.: Parecido nao interessa.
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V.: Se for assim s6 muda esta peca para aqui.

Prof.; E sera que néo pode ser?

R.: Entdo podemos mover apenas esta peca e verifiadd su ndo uma planificacdo do cubo e
depois alterar outra peca ...

Prof.: Sim, isso se calhar € uma das estratégias pataliesas planificac6es do cubo.

B.: Ou entdo as que ndo dao tentar fazer com quel@bas?

Prof.: Pode ser também. Muito bem!

Perante as duvidas do colega e as perguntas cakpath professora ao grupo,
R. encontra um processo que permite descobrir opteasficacbes para o cubo. Esta
consiste em, através da planificacdo de um cuteraalde posicdo apenas de uma peca,
varias vezes e ir verificando quais as que porafgm e encaixe, permitem obter um
cubo. Depois, ir seguindo 0 mesmo processo, s@lgeiando a posicdo de outra peca.
A professora, ao circular pela sala de aula, imegmts alunos a continuarem a procurar
outras planificagdes. Por isso, ndo os informa @mero de planificagcdes que o cubo
tem.

Uma vez que as pecas iam rodando por todos os miesnéo grupo, de forma
gue todos participassem e contribuissem activanparge o trabalho do mesmo, cada
um utilizava o processo que achava mais eficazesaaberta das planificacbes. E de

referir que os restantes elementos cooperavam damgdstoes.

: Tenho outra ideia.

: Vai dar uma planificacdo do cubo de certeza absbdlu

: [Observando a figura qu¢. esta a construir] Eu duvido que dé.
: Vai-se sobrepor.

: [Alterando uma das pegas que se sobrepde] Estéaeet aqui.

: Assim ndo da.

D W ZzZWIWZ

: Espera ...

[N. volta a alterar novamente a pe¢a]

B. e R.:[quase em simultaneo] Assim ja da.
N.: J& da?
B.: Da.

z

.. [Olhando para ®8.] Tens a certeza que ja da?

[Passados alguns instantes].

B.: Fizeste a mesma coisa, s6 que mudaste esta psitinde

R.: Se tu mudares a peca de sitio para qualquerdgi$i@a linha da quase sempre para fazer um

cubo.
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A aula foi decorrendo e os alunos continuavam @mx@ntar com o intuito de
descobrir mais planificagdes do cubo. Verificouis®a dindmica de grupo interessante.
Os alunos cooperavam todos na resolucdo da talafdo a sua opinido ou sugestdes.

Neste didlogo também é visivel a capacidade devdaso ddB..

V.: [olhando para ®l.] Agora muda este.

N.: Vou tentar doutra forma.

[Passados alguns instantes].

V.: Eu acho que vai ficar aberto.

R.: Fica.

Prof.: Pode ser assim?

- N&o.

: Tenta por esta aqui em baixo, vai dar outra gtzagfio.
: Es sempre 0 mesmo.

: J4 tinhamos essa?

- Nao.

wWzwzwzZ

: Professora, veja, ja descobrimos seis planificaddecubo. Existe mais do que estas seis?

O grupo G1 solicitou diversas vezes a professqranas com o fim de lhe
transmitir as descobertas feitas pelo grupo e tesatider se ja tinham descoberto todas
as possiveis planificagcbes. Mas, a professora i com a actuacdo que vinha
demonstrando desde o inicio da tarefa, ou sejajodangestdes e propondo outras
questdes, ndo revelando o numero de planificag@&si\eis para o cubo.

A tarefa proposta contribuiu para o envolviments dtunos, uma vez que lhes
despertou o interesse e a curiosidade para a examidas varias planificacdes do cubo
e, também, exigiu que os alunos pensassem solererdids estratégias que poderiam
utilizar para obter o pretendido. Desta forma, gboiu para aumentar a interaccao
verbal, entre os elementos do grupo:

: Sete, lindo. SO existem sete?

: B. vais muito apressado.

: E uma cruz! Ainda é possivel fazer mais uma?

: Pois é!

: Deixa-me pensar ... parego o Picasso, ja vamos ®m oi

: Bernardo, tu é que ja vais em oito. Ainda ndo ulesieno caderno.
- Nove.

: Homem é so trocar.

S0P <TL< B

: Pois!
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N.: [exemplificando] V& é so trocar basta fazer assirse esta peca fica aqui e se nos fizermos
assim ... esta peca muda, isto ndo é igual a isto.
R.: Exactamente.

N.: Ou seja, é sé trocar.

Nesta transcricdo é evidente o entusiasmB.de descoberta das planificacbes
do cubo. Os alunoR. e N. estavam a acompanhar o raciocinio feito floporém
repararam qu&. ndo estava a acompanhar. Perante esta situacabynos tentaram
explicar-lhe a estratégia qug utilizava, de forma a permitir que todos avancean n
resolucao da tarefa.

No grupo G2 a resolucéo da tarefa decorreu de feameelhante a anterior. Um
dos elementos do grupo lia a tarefa em voz alta estantes colegas acompanhavam-
no. Na primeira parte da tarefa os alunos naoamedificuldade em descobrir as duas
planificacdes do tetraedro, uma vez que seguiramdasacoes dadas pela professora.

Na segunda parte da tarefa, os alunos procedecamsfrucéo de cada uma das
figuras. Porém aV. ndo achava necessario verificar para cada umafigass,
utilizando as pecas do polidron se era ou ndao Uarafigacdo do cubo, considerando
mesmo uma perda de tempo. No entanto, as coleggisipe consideravam importante
verificar. A M. sugeriu ao grupo que como eram oito figuras cadadaveria ter a
oportunidade de construir duas com as pecas ddrpolie verificar se eram ou nao
planificacbes do cubo. Poré@., quando chega a sua vez, verifica para as restante
figuras, apesar de ter sido chamada a atencdo pelegas de grupo varias vezes.
Segundo a professora@ raramente participa nas aulas. Contudo, o tral@éhgrupo,

a presenca das pecas de polidron e a tarefa sexpii@racdo contribuiu para o seu

envolvimento.

: N&o vai dar.

: Nédo da.

. Estés a perder tempo.

: Faz todos e vé os que da.

: O que é que eu te disse? Nédo da!

: Agora este [figura dois], mas faz para verificar.
: A dois d&, nao é preciso fazer.

: Faz para ver.

=T 020202 0E

: Estéo a perder tempo. A trés também nao d&. Egaes][dois] da.

Ma.: Ja esta.
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C.: Agora a trés. [olhando para3] Tens de fazer para ver se da.

G.: Da.

Ma.: Jé& viste?

M.: Eu pus que da. A cinco ndo da porque nem sequesdes quadrados.
G.: S6 se fizermos mais um para baixo d& ... Mais um da.

Ma.: N&o ... tem de ser como est4 ali.

M.: A cinco ndo da porque nem sequer tem seis quasirado

Neste didlogo é possivel constatar que os alunagujm G2 sabem que todas
as faces do cubo sé&o quadradas, num total dessadp esta a razdo pela qual a figura
cinco ndo podera ser a planificacdo do cubo. Asaalindo apresentaram dificuldades
na resolucédo da questdo 1., uma vez que idenéifitdrem quais as figuras que nao
eram a planificagdo do cubo, explicando as raz@&asspquais ndo poderia ser. A
professora circulava pela sala de aula questionasdaarios grupos relativamente ao

seu trabalho.

Prof.: Porque é que essa [figura seis] ndo pode ser?

Ma.: Tem dois numa face.

Prof.: Ha faces que se vao sobrepor.

[A professora afastou-se]

G.: Esta [figura sete] ndo da de certeza.

M.: A sete ndo da, ndo é preciso fazer. A oito elagusque ndo dava.
Ma.: [Olhando para &.] Deixa-a fazer.

G.: Esta [figura sete] é a Ultima.

C.: N&o é a tua vez.

G.: Nao, ndo da, ha faces que ficam sobrepostas.

F’.,

[

E = |

L

Figura 7 - Imagem sete da tarefa 3, parte 2

[G. constroi a oito].
Ma.: DA.

Ultrapassada com sucesso a primeira questdo, nesaAvangcaram confiantes

para a segunda. Esta revelou-se-lhes facil, umaguez com o auxilio das pecas de
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polidron, conseguiam facilmente identificar os qados que se sobrepdem. A terceira
guestdo também nao se Ihes revelou dificil. Nesést§o, ja se viu uma maior coesao
entre os alunos, uma vez que todos tiveram opaolddei de explorar, com as pecas do
polidron, surgindo, deste modo, diferentes plaadtes para o cubo. O ambiente criado

a volta da resolucdo da tarefa facilita a discussaestratégias.

G.: Néo da.

M.: S6 que a gente muda.

M.: G. [apontando para a figura seis] Em vez de colos@r aqui, mete aqui para ver se da.
G.: O qué?

Ma.: Mete esta aqui.

G.: Ndo da! N&o é assim.

Ma.: Néo é! Empresta isso.

M.: Deixa-a fazer.

G.: Ndo percebe nada disto e quer fazer.

M.: Isto deve dar para fazer milénios.
G

.. E assim... da.

Os alunos conseguem, a partir da figura seis aonstma nova figura, que é
uma planificacdo do cubo. Desta forma, os alunoangram uma estratégia para
descobrir outras possiveis planificacdes: foranstamdo figuras como as da tarefa e,
quando verificavam que n&o era uma planificacdoutm, tentavam alterar de posicao
a face sobreposta de forma a construir um cuboal@sos fizeram no caderno o
desenho das planificagcbes do cubo e €, com base negisto, que verificam se ja
tinham alguma igual.

A professora, ao longo da tarefa, interagiu comalogios, incentivando-os a
investigacao e interrogando-os sobre o trabalHzaeio.

A discusséo da tarefa foi viva e bastante partitiipd odos os alunos tiveram
oportunidade de comunicar, a turma, as estratégiasutilizaram na descoberta de

outras planificagdes e desenhar no quadro.

Prof.: Pronto, temos ali cinco possiveis planificacoes macubo. Existem outras. Existem ou
nao?

Alunos da turma: Existem.

A.: Existem dez.

B.: NOs temos nove.

Ma.: Temos dez.
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Prof.: Ja esta. Pronto, ndo interessar quem descobras mai

S.: Também acho.

Prof.: O mais importante era arranjar uma estratégia phmificar o cubo. Como é que
podiamos arranjar facilmente uma estratégia pptaréficacao do cubo?

Ma.: Tentar que as que nao eram a planificacdo de Uno fassem uma planificagcdo de um
cubo.

Prof.: Mais estratégias ...

B.: Bastava mudar a posi¢do de uma pega que nos afmtbshoutras planificagdes do cubo.
Prof.; Certo! Cada grupo arranjou uma estratégia e assiabtendo varias planificacdes para o

cubo.

Convém salientar que todos os grupos contribuirara @ descoberta das varias
planificacbes do cubo, uma vez que nenhum grupcegpiu descobrir as onze
possiveis. Durante a discussao, pudemos obseorarbastante clareza, a cooperagado
entre os alunos, pois ajudavam-se e trocavam ifgéo relativamente ao trabalho

desenvolvido.
Sintese

O aspecto mais saliente, ao longo da resolucéta deefa de trabalho, foi o
dinamismo da aula, caracterizado pelo papel adbgalunos na procura das possiveis
planificacdes para o tetraedro e para o cubo.

A estratégia utilizada pelos alunos para descawiplanificacbes do tetraedro
consistiu em construir esse solido e depois abddovarias formas. Os alunos, apos
varias experiéncias, concluiram que o tetraedrtind@ duas planificacdes possiveis.
No entanto, as estratégias adoptadas pelos aluaces gescobrir as possiveis
planificacbes do cubo variaram nos diferentes ggupdguns alunos comecaram por
construir as figuras da tarefa, que ndo eram ptagibes do cubo, e iam alterando de
forma a obter uma nova planificacdo. Outros grugmyeecaram por construir uma das
planificac6es do cubo e foram alterando uma daaspaig obter uma nova planificagéo.
No entanto, houve ainda grupos que optaram portrens cubo e depois abri-lo de
varios modos. Depois de escolhida uma estratégia;sd inicio a uma sequéncia de
experiéncias com a ajuda do material manipulavehsGante, iam descobrindo as
planificacdes, desenhavam no caderno um esboc@siaan

Também revelaram bastante autonomia relativamentgrofessora, tendo

solicitado a sua presenca apenas para lhe darhea@mnas planificagcdes encontradas.
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Os grupos funcionaram em cooperacao, tendo todoseos elementos participado

activamente, quer dando sugestbes, quer realizarderiéncias com as pecas de
polidron. Assim sendo, os alunos mostraram-se ehgokrs e envolvidos na resolucéo

da tarefa proposta evidenciando pelo ambiente @mgu torno das discussfes geradas
pelas sugestdes apresentadas pelo grupo e quemadavam a desisténcia.

Nesta tarefa saliente-se a utilizagdo de trés psose matematicos: a
visualizacdo, a manipulacdo e a argumentacdo, sisaadlodescoberta das possiveis
planificacbes para o cubo e para o tetraedro. Uezaque a percepcado pode levar a
interpretacdes erradas, os alunos encontravam \@a e que realmente era uma
planificacdo do cubo ou do tetraedro recorrendcaaipulacdo das pecas de polidron.
Essa exploracdo permitiu aos alunos visualizarerasaggem da planificacdo para o
sélido, contribuindo também para os alunos arguanent sobre a razdo pela qual ndo
era uma planificacdo dos sdlidos pedidos.

Um outro aspecto resultante da realizacdo destdatdoi a competicdo. Os
grupos competiram entre si para ver quem descaofaia planificacfes. Muitas vezes
abordavam o grupo vizinho, sé para perguntar geaplanificacdes ja haviam
encontrado. Em determinados momentos, a aula t@@owma pequena competicdo na

procura de possiveis planificagdes para o cubo.

Material manipulavel

O polidron permitiu aos alunos visualizarem a pgessea do sélido para a
planificacdo e vice-versa. Os alunos parecem tepoeendido que um sélido pode ter
mais do que uma planificacao.

O material mostrou-se bastante Util e pratico nageméncias realizadas,
facilitando a verificagdo das varias planificac@essiveis para o tetraedro e para o
cubo. Através da experimentacao, utilizando asgdeapolidron, os alunos puderam
verificar quais sdo as planificacdo do cubo e dmddro, ndo se baseado na sua
intuicdo. Quando os alunos utilizaram os polidroampreenderam a ligagdo entre a
representacdo plana (planificacdo do sélido) e bdasdé na sua representacao
tridimensional.

A utilizacdo de materiais manipulaveis na salaua de Matematica deixa bem
claro a diferenga entre o ensino tradicional e sirenque o novo curriculo propde.

Enquanto no ensino tradicional seria uma Matemdtizdada, abstracta, mecanizada,
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expositiva, descontextualizada da realidade, emogpeapel do professor € transmitir
conhecimento, 0 novo ensino esta imbuido de temacaracter de descoberta ou
construcdo do conhecimento matematico. Nesta apia materiais manipulaveis
verificamos o0s alunos que constroem o0 seu conhetimesdo mais activos,
participativos e autbnomos.

Os dialogos estabelecidos durante a resolucaorefa tsugerem que os alunos
se mostraram persistentes na procura de variaatéggas que poderiam levar a
descoberta de outras planificacbes para o cuboewaetro. A explicacdo dessas
estratégias, recorrendo ao material polidron, pgarmaos alunos exprimirem e
partilharem o seu pensamento e raciocinio com legas de grupo.

A utilizacdo das pecas de polidron parece gerar semsacao de seguranca
levando a uma alteracédo da atitude dos alunos caco Bproveitamento, ao nivel do
comportamento, da autonomia e da cooperacdo caralegas na realizagéo da tarefa.
Por isso, o trabalho de grupo pautou-se pela gzatiéo e intervencdo de todos o0s
elementos do mesmo.

O manuseamento e o uso dos polidrons parece terribcodo para o
desenvolvimento de determinadas capacidades: na@rpccomunicar, reflectir e

elaborar estratégias, aspectos importantes na ¢@ode cidaddos na sociedade actual.

4.4. Tarefa “Desigualdade Triangular”

A tarefa “Desigualdade Triangular” (anexo 6) folieggda no dia 20 de Abril

num bloco de noventa minutos e tinha como objeajwe os alunos descobrissem, a
partir de casos de impossibilidade de construcatrilegulos, uma relacdo entre os
comprimentos dos lados de um triangulo (desigualdadngular). Os alunos teriam

que cortar as palhinhas de refresco distribuidées prefessora em varios tamanhos e
com estas experimentar construir triangulos. Esta egponto de partida para os alunos
iniciarem a sua investigacao; depois teriam queutiisem que situacdes era ou nao
possivel a construcdo de um triangulo. A recollvaganizacdo dos dados obtidos sao
importantes para que os alunos conjecturem uma,rgge garanta a possibilidade de
construcdo de um triangulo, dadas as medidas daslados. Os alunos tinham de
registar na folha os varios casos que investigaspera no final cada grupo teria de

apresentar, de forma sucinta, as suas conclus@gs o turma.
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O grupo G1, depois de ler o enunciado da propostdarabalho, cortou as
palhinhas de refresco em varios tamanhos e comegxperimentar em que situagdes

seria ou nao possivel construir um triangulo.

N.: Quando séo trés pequenas...

B.: Discute as situacdes ... ja faco com estas palhinhas

N.: Se tiveres trés pequenas consegues construiiamguafo. Uma grande e duas pequenas.

B.: [Apontando para as palhinhas que tem na méo] @aeseconstruir o triingulo com estas
por exemplo?

N.: Consigo.

B.: Olha.

V.: O triangulo ndo fecha, logo ndo é possivel coimstr triangulo com os trés pedacos de
palhinhas.

N.: N&o é! Pensei que dava sempre.

B.: Nem sempre € possivel construir um triangulo a@s palhinhas.

O B, através de um contra-exemplo, demonstra aosceeysanheiros que com
trés palhinhas, uma grande e duas pequenas nenresémpossivel construir um
triangulo. As experiéncias que vao realizando cenpahinhas evidenciam que nem
sempre € possivel construir um triangulo sabendtrésslados. Ao visualizarem os
esbocos das construcfes que vao fazendo na foltaaeda vao reflectindo porque sera

gue em certos casos, é possivel construir um tri@regnoutros nao.

B.: Ja reparaste que o comprimento desta palhinhaité superior a soma dos comprimentos
das outras duas?

N.: Nao da para construir um triangulo. Quando umai®mngue as outras duas... ndo, somando
estas duas e se néo der, espera. Somando esta&ssgudsr o tamanho desta é que da.

[O B. pega em trés palhinhas].

B.: Ndo da ... olha.

V.: E maior entdo?

B.: Estas duas tém o mesmo tamanho que a debaixdpsrce Tu ndo podes... se a soma de
duas nao for maior que o tamanho da outra nao da.

[ B. pega noutra palhinha e substitui uma das duagpakh mais pequenas por uma maior].

V.. Se a soma de duas palhinhas néo tiver o comprnigoal ou maior do que a outra &
impossivel formar um triangulo.

B. N&o € igual, ndo tem o igual ... vimos que nao dava.

N.: Quando tem o mesmo comprimento que as outra dinysossivel formar um triangulo?

B.: Sim. Se soma de duas palhinhas der o mesmo coeiomue a outra € impossivel formar

um triangulo.
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R.: Tem de ser maior ou menor?
B.: A soma de duas palhinhas tem de ser maior paramdariangulo. Se for menor também é

outro caso que ndo da para construir.

Verificou-se uma dinamica de grupo interessaAténteraccdo entre todos os
elementos do grupo permitiu que os alunos se exgd@m e confrontassem as suas
ideias com os seus colegas. Os alunos corrigiagolegas, confirmando aquilo que
afirmavam através das palhinhas e, perante alguwidalde um colega, ndo hesitavam
em tentar explicar. Os alunos, ao analisarem astrmdes realizadas, verificaram em
que condi¢cdes era ou nao possivel construir umguid. Os elementos do grupo G1
atingiram o objectivo pretendido com esta tareémdse a discussao de certos pontos
com os colegas fundamental.

Na questdo 5. da tarefa proposta, os alunos samgeriarios valores possiveis
para o terceiro lado do triangulo, aplicando desbelo a regra que haviam descoberto.
No didlogo seguinte é possivel constatar que oogfbip, através de uma negociacéo
entre os elementos do grupo, resultado da intevadestes e da partilha de opinides e
sugestdes, chegaram a conclusao que o terceirgotadiria tomar varios valores. Os
alunos na folha de tarefa elaboraram uma listgpdesiveis valores abaixo de 10 que o
terceiro lado poderia tomar. Depois, aplicando grareestabelecida (desigualdade
triangular), verificaram que dessa lista havia dailores que o terceiro lado n&o podia

tomar, pois seria impossivel construir um triangulo

N.: Os dois lados dao dez e tem de ser maior, o tertiale ser 9.

B.: Desculpa!

N.: O terceiro lado tem de ser nove. Se somarmos detegla dez e se estes dois tem de ser
maior que o terceiro lado, o terceiro lado temeatensve.

B.: Tem de ser maior [a soma dos dois lados relatintar®o terceiro lado] ... abaixo de dez. O
terceiro lado tem que ter menos de dez centimetros.

V.: E 0 nove, oito, sete, seis, cinco, quatro, tréis, dim.

B.: Ndo. quatro mais um é cinco é menor que seis.

R.: O dois também né&o ... ndo é?

N.: O trés pode ser.

R.: Pode! Sete [soma dos dois lados menores do tli@ngspectivamente com quatro

centimetros e trés centimetros de comprimentoliérrda que seis.
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Neste didlogo é possivel constatar que os aluastosns aplicar o conhecimento
adquirido a nova situacao proposta. Os elementagugm G1 chegaram de uma forma
rapida e autdbnoma aos valores inteiros possivessterceiro lado.

O ambiente criado a volta da resolucéo da tawfdithva que, quando algum
elemento do grupo G1 tinha alguma duvida, solieitajuda aos seus companheiros.
Desta forma, os restantes elementos tinham a plaf=mile de rever a sua resposta e

clarificd-la ndo sé para quem nao compreendeuanasem para 0s outros colegas.

. O seis pode ser?

: Sim, € menor que a soma dos outros dois.

: N&o percebo!

: [apontando para a folha da tarefa] Os lados s8pssss, quatro ...

: Olha para os dois lados mais pequenos.

: Agora somas seis mais quatro ... da dez e verifjuas® maior que seis.

: Ah! E aqui ndo podia ser dez o terceiro lado per§jigual, ndo é?

T < wzw<w<

: Tem de ser maior ... sempre.

Verificamos que todos os elementos do grupo auxibid/. nas suas duvidas, e
que, embora seja um aluno com dificuldades naplisai de Matematica, mostra-se
interessado. Isto, por um lado, denota uma maeoqupacado para com a actividade
matematica do que para com o resultado e por autroposicionamento de nao
desisténcia perante as dificuldades que vao swgi@dapoio e a ajuda dos colegas
revelaram-se fundamentais.

Os alunos do grupo G2 depois da professora digtr@btarefa comegaram por
cortar as palhinhas de refresco em varios tamamhesunciado da tarefa proposta nao
dava indicacOes relativamente ao processo queuossabeveriam organizar os dados,
embora estivesse explicito a forma de recolhéPos.isso na questdo 2. ndo tiveram
dificuldade em esbocar as constru¢des que iam dazemté colocavam as medidas dos
lados. Contudo, na questéo 3. os alunos manifestalguma dificuldade em responder
a questdo, apesar de terem investigado, com a dasgipalhinhas, diferentes situagfes
em que obtinham um tridangulo e noutras ndo. Perastdificuldades, o grupo G2
decidiu resolver a ultima questdo. M. na questdo 5. arranjou uma estratégia para
descobrir os valores inteiros que poderiam ser @didaedo terceiro lado. Em primeiro
lugar cortou duas palhinhas de refresco, uma cadm cntimetros e outra com 4

centimetros de comprimento, depois cortou palhimtgasarios tamanhos. A ideia era
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experimentar quais os valores possiveis para eiterado. Talvez o facto do grupo G2
ainda nao ter estabelecido uma regra que gargmtssabilidade de construgdo de um
triangulo levou o grupo a optar pela experimentagéo varias tentativas realizadas
permitiram identifica-los. Verificou-se uma grangersisténcia em torno da descoberta

dos valores para o terceiro lado.

M.: Seis centimetros.

G: Isso ndo tem seis centimetros.

Ma.: Para que queres uma [palhinha] com seis centimetro
M.: Para ver com a de quatro como fiRk. corta aqui.
Ma.: Ja percebi.

M.: Agora tens de descobrir qual é a medida do oatto?
[M. pega noutra palhinha de seis centimetros].

M.: Uma de seis pode ser.

Ma.: seis, seis, quatro.

M.: Sim, diz aqui descobre a medida do terceiro lado.
Ma.: Nao pode ter outro valor a ndo ser o seis?

M.: Pode ... Indica valores é mais do que um.

C.: Pode ser o quatro?

M.: Experimenta ... corta uma palhinha com quatro cesitirs.

A professora, enquanto os alunos trabalham, percog varios grupos,
procurando observar o seu desempenho. A profesiagara a folha de um elemento
do grupo G2 e verifica que os alunos escreveram rgige se poderiam construir
triangulos com trés medidas diferentes. A profess@m se precipitar em corrigir 0s
alunos, uma vez que manifestavam ideias erradasyqmu que eles chegassem a ideia
correcta. Verificamos, através do diadlogo, que @fgssora em vez de lhes dar de
imediato a resposta, tentou que a alcancassemgaisamo forma de intervencéo o

guestionamento e as palhinhas.

Prof.: Estas palhinhas séo todas diferentes, logo, ngods construir um triangulo?

C. e Ma.:[quase em simultaneo] Sim.

Prof.: Uma de vocés que verifique se aquilo que dissesa@noerrecto.

[Ma. experimenta].

Ma.: Da ... se for uma pequena, uma média e uma grarmleen@ode construir [referia-se as
palhinhas].

G.: Pode ser ... estas a ver ... olha [apontando pafargtio construido].

C.: Nao tem nenhuma pequeBa... PGe uma destas para ver se da para fazer
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[Ma. experimenta].

Prof.. Com estas palhinhas ndo conseguimos construiriangtrio, porqué?

Ma.: Uma bem pequena ... bem pequenininha, uma médiaerande, ndo da.

Prof.: Entdo com trés palhinhas diferentes podemos oea@struir um triangulo?

Ma.: Depende.

Prof.: Depende do qué?

M.: Dos lados.

Prof.: Porque sera que neste caso foi possivel construiridangulo e neste ndo é possivel obter
um tridngulo?

[A professora afastou-se do grupo].

M.: Tem a ver com os lados.

Este didlogo entre a professora e os elementos ujm goi o suficiente para
desencadear a discussao, levando os alunos atireflas questdes colocadas. Esta
tarefa exige que os alunos especulem, que investiguique compreendem a razao pela
qual, dados trés lados, nem sempre é possivelraongn triangulo. Pela ultima frase
do dialogo anterior, parece haver evidéncia de Mueompreendeu a sugestdo dada
pela professora, ou seja, que existe uma relagée es lados de um triangulo. A dica
da professora foi o suficiente para que as alurdas desmotivassem. De imediato
comecaram a experimentar com as varias palhinhestroo triangulos, deixando sobre

a mesa as tentativas realizadas.

Ma.: Para dar um triangulo ...

[Ma. com o lapis faz o que falta para dar um triangulo]

C.: Para dar um tridngulo estas palhinhas [apontandogsaduas palhinhas mais pequenas] tém
gue ser maiores.

G: O que é que tem de ser maior?

Ma.: As palhinhas ... Estas duas tém de ser maiores.

M.: Neste [apontando para o triangulo construidojadisithas sdo maiores que este lado.

Ma.: Estas duas sao mais pequenas ... por isso nao da.

C.: Mais pequeno que o qué?

M.: Que este lado!

Ma.: Entdo, s6 podemos construir um tridngulo se @aied juntos tiverem o tamanho maior do

que o outro.

A observacdo daMa., relativamente ao facto de naquele caso ndo se poder
construir um triangulo porque os dois lados mena@geriam ter um comprimento

maior, levou a que o grupo G2 reflectisse sobre aspecto. Através da visualizacdo
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dos varios exemplos chegaram a conclusdo que orgoemo de duas palhinhas
deveria ser sempre maior que a terceira palhinhdiséussao entre os elementos do
grupo levou a que formulassem uma conjectura velagénte aos lados de um
triangulo. Verificou-se uma dinédmica de grupo iessante. Os alunos do grupo G2
interagiam uns com 0s outros colocando questdasrante algumas duvidas de alguns
elementos, ndo hesitavam em tentar explicar. A@@gao entre 0s elementos do grupo
ajudou-os, deste modo, a estabelecer uma rela¢é® @nlados de um triangulo que
permitia verificar se era possivel, ou ndo, comstmn triangulo. Note-se ainda que o0s
alunos, com base nas experiéncias realizadas cpaltashas, verificaram a conjectura
formulada, embora para um numero reduzido de cdss®s sentem uma maior
segurangca na comunicacdo, uma vez que as suavayiss sdo feitas com base nas
experiéncias realizadas. Contudo, surgiu uma diaggando a redaccdo da questao 4.:
se a soma de dois lados poderia ser igual ao fterdegio. Como a professora circulava
perto do grupo solicitaram o apoio da professora:

Ma.: Professora, a soma de duas palhinhas pode séaigu&ra?

Prof.. Quem quer respondeiMa.?

M.: N&o.

Prof.: Vamos la confirmar.

[Ma. corta uma palhinha de forma que tenha o mesmantaongue outras duas e experimentay.
Ma.: Mais ou menos.

Prof.: Mais ou menos, ndo pode setem que ser direitinho.

Ma.: N&o.

C.: [trocando uma das palhinhas por uma maior] Masneda.

Prof. : Porque é que assim da?

Ma.: Porque ... Elas sdo maiores do que...

Prof.: O que é que é maior?

C.: Estas aqui.

Prof.: Juntando estas duas, sdo maiores do que estao@ulasbes podem tirar daqui?

M.: Que dois lados juntos ... que para fazer um trigmgul

Prof.: Para construir um tridngulo ...

M.: Dois lados juntos tém que ser maiores do quer@.out

Prof.: Qual é a operagdo matematica que permite juntar?

C.: Somar.

M.: Para construir um triangulo temos que somar doisd e tém que ser maior que o terceiro

lado.
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A situacdo proposta aos alunos exigia, da sua,partgapel activo e autbnomo
na resolucao da tarefa proposta. Caso contrapmfassora teria optado, simplesmente,
por transmitir aos alunos o conceito de desiguadaangular. Por isso, quando a aluna
solicitou o auxilio da professora, colocando-lheaugergunta directa, a docente
devolveu a questdo ao grupo G2, de modo a envtwdes na discussao, encorajando-
0s a participacdo e a experimentacao.

Quando todos os grupos terminaram, a professoldiddazer a correccdo da
tarefa proposta em grande grupo, para esclarep@mak davidas.

Relativamente a discussao em grande grupo da quéstderou-se o0 seguinte

dialogo:

B.: Por exemplo, esta é de seis centimetros e estajéatro centimetros, tinha que arranjar uma
palhinha que pudesse construir um tridngulo. Seeeque a soma destas duas tem que ser maior
do que a outra, logo seis mais quatro da dez. Lagatra tem que ser menor que dez ... nove,
oito, sete, seis, cinco.

Prof.: O terceiro lado s6 pode tomar esses valores?

A.: Sim. Até um.

Prof.: Até um! Sera que pode ser um?

R. : Nao, porque a soma de quatro com um nao € mago6.qu

Prof.: E se o terceiro lado for dois?

N.: Também ndo podemos construir um triangulo.

Prof.:E se for trés?

B.: Agora ja é possivel construir.

Prof.: Pode ser dez centimetros?

Ma.: Nao pode.

M.: Se for dez s&o iguais, ndo da um triangulo.

Prof.: Que valores € que encontraram para o terceiro lado?

N.: nove, oito, sete, seis, cinco, quatro, trés.

M.: Sendo assim, podemos concluir que como os comptimele dois lados do tridngulo sédo
seis centimetros e quatro centimetros, o terca@o pode ter qualquer comprimento desde que
seja maior que dois e menor que dez.

Prof.: Sim, pois a soma de seis com quatro € igual a dediferenca entre seis e quatro é igual

a dois.

Os alunos nao revelaram grande dificuldade em apl@ conceito de
desigualdade triangular a situacdo proposta. Audgio com toda a turma permitiu

esclarecer algumas ideias pouco claras em alguEogr Os alunos mostraram-se
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envolvidos nas discussdes, apresentando argumarfea®r das suas opcoes, de uma

forma bastante activa.
Sintese

Ao longo destas aulas foram emergindo aspectosriaries relacionados com
o comportamento dos alunos. Embora, inicialmente, ahsios manifestassem
dificuldades em trabalhar em grupo (n&o ouviam @si@es dos colegas, chamavam
com muita frequéncia a professora para validauas gespostas ou para tirar davidas,
gue muitas vezes podiam ser discutidas em grupge €omportamento foi-se
alterando, lentamente, devido a atitude da doaanteontraria-la.

A estratégia adoptada pelos alunos foi a suggrdi propria tarefa, seguindo,
ordenadamente, as questdes e abordagens prof@si@snos cortaram as palhinhas de
refresco distribuidas em diferentes tamanhos lizartdo as palhinhas, experimentaram
construir triangulos. A manipulacdo das palhinhasmitiu aos alunos verificar que
nem sempre com trés palhinhas é possivel constmuitriangulo. A maior dificuldade
com que os alunos se depararam foi em descobrielagéio existente entre 0s
comprimentos dos lados de um tridngulo. Os alumadizaram varias experiéncias
explorando varios casos de possibilidade, ou néiepdstruir um tridangulo, esbocando-
os na folha de tarefa. Estes mostraram-se per@steenvolvendo-se em discussdes
geradas pelas sugestbes apresentadas pelo grupgpé&géncias sucediam-se sempre
gue 0s grupos necessitavam de confirmar as suas ide para desfazer davidas que
entretanto foram surgindo. Por exemplo, os alun@sam duvidas se o comprimento
de um lado poderia ser igual a soma dos outros doéxperiéncia realizada permitiu
concluir que, nesse caso, ndo era possivel a sgawEao.

As intervengBes da professora limitaram-se a apo$a grupos através de
sugestdes ou da formulacdo de questdes.

Os dialogos estabelecidos, durante a resolucaarefat sugerem que os alunos
apreenderam o conceito de desigualdade triangulasirando-se capazes de aplicar o
mesmo a novas situacdes, como se pode verificara@plicacdo deste conceito na
altima questéao.

As vaérias experiéncias realizadas, recorrendo dbkinpas de refresco,
favoreceram a intervengdo de todos os elementagugm, até mesmo dos alunos de

aproveitamento mais fraco, evidenciando uma mudalgaatitude em relacdo a
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aprendizagem. No que se refere ao envolvimentoatilo®s na resolucdo da tarefa,
verifica-se uma participacdo activa de todos. GHodbs transcritos evidenciaram
varios indicadores que indicam desenvolvimentoatqusitivo: cooperacao (os alunos
davam sugestdes e explicavam as suas ideias umsios, de forma amigavel), auto-
estima (demonstraram um sentimento de realizagatisfacdo ap0s terem descoberto a
desigualdade triangular), colaboracéo na realizdg&arefa e maior autonomia.

Material Manipulavel

O material manipulativo usado na tarefa, as paHdsntte refresco, ajudaram a
atribuir um significado ao conceito de desigualda@dagular. O material utilizado teve
alguma influéncia nos processos matematicos usadespecializacdo, a procura de
regularidades, a formulacdo de conjecturas e dicagdio. Estes materiais auxiliaram
na construcdo de tridngulos, obtendo assim, umad@rinidmero de exemplos
(especializacdo) em que, com trés palhinhas, aotioe um triangulo e, noutros casos,
ndo. O grande numero de exemplos gerados terétivadm a procura de regularidades
entre eles, permitindo, assim, a testagem das ctanges que iam sendo formuladas. A
verificagdo da conjectura formulada foi realizattaveés da experimentagéo recorrendo
ao uso das palhinhas. Com base nos dados recoltsdmisnos generalizaram, por fim,
uma conjectura (desigualdade triangular) que refesia os lados de um triangulo.

Também o material utilizado na tarefa teve algunflaéncia na motivacéo, no
interesse e no empenho demonstrado pelos alunsaanactividade. O trabalho com
materiais manipulaveis contribuiu para a entregjadi@veés da verbalizacdo dos seus
pensamentos, troca de impressdes e algumas dissussdseio do grupo. Nalguns
dialogos transcritos parece evidente que o matseiaevelou util na verificagdo das
suas afirmacdes. Por exemplo: os alunos utilizasuypalhinhas para verificar se a soma
do comprimento de dois lados poderiam ser igualamoprimento do terceiro lado; na
altima questdo, houve um grupo que descobriu oSiyEs comprimentos para o
terceiro lado de um tridngulo, cortando palhinh@s earios tamanhos. Assim sendo, as
vérias experiéncias realizadas com as palhinhafelentes comprimentos permitiram
a descoberta de uma relacdo entre os lados deiamguio. Deste modo, os alunos
constroem o0s seus alicerces de conhecimento matemBstes sentem uma maior
seguranca na comunicacao e partilha dos seus irdogcpois a aprendizagem é feita
da prépria experiéncia.
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A utilizacéo de materiais manipulaveis do quotidia@os alunos entusiasmou-os
bastante, observando-se uma grande interaccaoserdowlha de dados e a formulagao
e teste de conjecturas. Autonomamente, 0s alunogegaram a experimentar e a
analisar os esbocos efectuados na folha de taeefarenular conjecturas que iam sendo

verificadas e refutadas recorrendo as palhinhasfdesco.
4.5. Tarefa “Investigacdes com espelhos”

A tarefa “Investigac6es com Espelhos” (anexo 7ydailizada no dia 4 de Maio
num bloco de noventa minutos. A proposta de trabafitava dividida em duas partes.
Nesse dia os alunos mudaram de sala, pois a poodeis® precisar dum computador.
A entrada da sala, a professora solicitou aos alup® se dispusessem segundo 0s
grupos habituais, e, aguardando que se sentastiesmssem o material necessario, foi
dando algumas indicagdes sobre a tarefa que igahzar.

A intervencdo da professora junto dos varios gruposante a realizacdo da
tarefa, foi caracterizada por alguma discricdo,seatido de procurar nao retirar o
cardcter investigativo a tarefa proposta nem miramia atitude investigativa dos
alunos. Assim, as sugestdes que propunha iam neaisentido de os questionar,
levando-os a reflectir, e de os ajudar a ultrapasgans impasses.

Relativamente a primeira parte da tarefa, a profassmformou os alunos que
era necessario que se recordassem da construcdnawnigulo, uma vez que foi
leccionado no ano anterior. Para relembrar essie@to a professora utilizou o CD da
Escola Virtual da Porto Editora. Os alunos seguirtantamente as explicacfes, o que
permitiu esclarecer algumas davidas e recordaroobecrimentos que ja tinham sido
adquiridos. Estes mostraram-se interessados e &smeilos. Na primeira parte da
tarefa os alunos teriam que construir trés triamgyal partir de elementos dados. Como
tal, iriam precisar da régua, do compasso e dafeador. O objectivo era melhorar o
nivel de precisdo nas construcdes de triangulosnsilslizar os alunos para o0 uso
correcto dos instrumentos de medig&o, desenvolvedesivezas manuais.

Depois da professora distribuir os enunciadostalesas, procedeu a leitura e
explicacdo de alguns aspectos da mesma. O gruptd® inanifestou dificuldades na
construcdo do primeiro triangulo. Contudo, revetasgumas dificuldades em relacéo

a construcdo do segundo triangulo, levando-os iaitaola presenca da professora.
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Apesar de ouvirem as indicacdes apresentadas nmé&iBssitaram de uma explicacéo

mais individualizada.

Prof.: Temos dois lados e um angulo. A primeira coisaarfa..
B.: As duas medidas.

Prof.; Sera?

N.: Nao seil

Prof.: Qual é a vossa ideia?

B.: Tracar o lado de cinco centimetros e depois moutr

Prof.: Experimentem! E a melhor forma de tirarem as wssa&idas!

Os alunos do grupo G1 seguiram a sugestao aprdaep#doB.. Comecaram
por tracar na sua folha um segmento de recta deneas A e B, com cinco centimetros
de comprimento e, em seguida, tracaram outro sdgnuenrecta a partir do ponto B,
com cinco centimetros de comprimento; depois, mmicaponto A ao ponto C. Para
verificar se o angulo de vértice B tinha, de ampgk, 85°. Alguns dos elementos do
grupo agarraram no transferidor para confirmar. f@otados com a variedade de

amplitudes do angulo de vértice B,resolveu chamar a professora.

B.: Professora ... Professora.

[A professora aproximou-se].

R.: Professora ndo é comdodisse?

Prof.: Nao! Porqué?

B.: N6s medimos a amplitude do angulo B e todos talifesentes valores.

Prof.: Qual é a amplitude do angulo B?

N.: Aqui diz 85°.

Prof.; Entdo sera que marcamos em primeiro lugar oslafhis?

R.: N&o.

Prof.: Nao! ... porque a seguir o angulo pode nao ser igual. Gbememos entédo proceder para
construir o triangulo?

B.: Tracamos o lado de cinco centimetros e depois, ednansferidor, marcamos o angulo

indicado na ficha e s6 depois € que marcamos o flatio].

Os alunos ao construirem o triangulo depararamese @ facto de que os
triangulos construidos eram todos diferentes. Aogsibilidade de construir apenas um
triangulo originou que os alunos compreendessemaguelem seguida tem influéncia
na construcao do triangulo. A sugestdo da profasgara que experimentassem foi o

suficiente para iniciar a discussao no grupo, ajddadesta forma, a elucida-los sobre
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0S passos a seguir na construcao de triangulagndardessa discussao e ndo da parte
da professora a razao pela qual a ideiB.dsstava incorrecta.

Os alunos nao revelaram dificuldades em desenludtineo triangulo. Porém,
surgiram algumas duvidas relativamente a class#icalo triangulo quanto a amplitude
dos angulos e quanto ao comprimento dos ladosofegsora conduziu o discurso de
modo a envolver todos os elementos do grupo nash&o:

N.: Professora, este ... Como € que classificamosréatgtlo quanto aos angulos?
Prof.. O que é que vocés aprenderam sobre os triangolasapassado?
B.: Escaleno, equilatero...

Prof.: O que é que significa equilatero?

R.: Tem todos os lados iguais e escaleno tem todz&los diferentes.

N.: Falta um, isésceles ... tem dois lados iguais.

Prof.: [apontando para o triangulo construido pBlp E este, como é que nés classificamos
guanto aos lados?

R.: N&o sabemos as medidas de dois lados.

Prof.: Ndo? De certeza?

R.: Podemos medir com a régua?

Prof.: Claro.

[Siléncio].

R.: Equilatero.

Prof.: E quanto aos angulos?

B.: Tem de dar 180°.

R.: Entdo tem 60° ... 3 vezes 60 é 180.

V.: Obtuséngulo.

Prof.: Sera?

B.: Ndo, sao todos menores que 90°, é agudo.

Prof.: Como o triangulo tem trés &ngulos agudos, nésiieemos de ...

R.: Acutangulo.

Quando o aluno solicitou o auxilio da professodo@ando-lhe uma pergunta
directa, obteve, como resposta, outra perguntaad® fde ndo responder a questdo e
colocar outra, evidencia a sua expectativa de guEumos, ao participar, possam dar o
seu contributo, sendo estes a recordar a claggificdos triangulos quanto aos lados e
guanto aos angulos. As questdes colocadas pelasporh tiveram como objectivo,
essencialmente, recordar conceitos anteriormentéudans. A professora,
indirectamente, através das perguntas colocadasalan®s, encaminha-os para a

resposta a sua pergunta. Os alunos mobilizaram omdhecimentos adquiridos
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relativamente a classificacdo de triangulos; n@rgnt as suas davidas residiam no
facto de apenas saberem o comprimento de um ladoisedos seus angulos. A
intervencao da professora foi o suficiente paralosos compreenderem que poderiam
saber os outros dois lados se utilizassem a régaagbectuar as respectivas medicoes.
Os alunos revelaram conhecer que a soma dos angtéosos de um triangulo é de
180°, pois utilizaram esse conhecimento para @lcuéngulo em falta no triangulo.

No grupo G2, relativamente a primeira parte dafércorreu de uma forma
muito similar ao grupo anterior. Os alunos nao festeram ddvidas na construcdo do
primeiro triangulo, em que eram dados os comprioedos trés lados do triangulo. Os
alunos utilizaram a régua e o compasso para efeatsaa construcdo. Tal como no

outro grupo, a questéo dois suscitou algumas dsnadarelacéo ao uso do transferidor.

Ma.: Professora coloco o transferidor em B.

Prof.: Muito bem.

Ma.: Comeco daqui ou dali?

Prof.: Vai marcar para qual o lado, o direito ou o esqurd. Exactamente. Porque € que néo

poderia ser para o outro lado?

Muitas vezes os alunos recorrem a professora pagaegta lhes diga como
devem proceder. Emborsla. tenha marcado bem o angulo de 85° a professora
interpela o grupo levando-os a reflectir do poragi@éser assim. Na construgdo do
triangulo detectou-se que a dificuldade do grumo rex manipulacédo do transferidor,
para medir a amplitude dos &angulos. Ao contrario glopo anterior, as alunas
comecaram por tracar um segmento de recta de eodrAne B, com cinco centimetros

de comprimento e depois marcaram um angulo coriceéin B com 85°.

Ma.: Unimos estes dois pontos com uma régua.

Prof.: De B até o C quantos centimetros sao?

M.: Ah! Tenho que medir primeiro cinco centimetros.

Ma.: cinco centimetros.

Prof.: Certo, mede agora cinco centimetros. (Siléncioht®reste aqui sera...
M.: E o ponto C.

A intervencdo da professora foi no sentido do grgp aperceber que nao

podiam unir os vértices do triangulo sem medir, @meégua, cinco centimetros do
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ponto B ao ponto C, revelando alguma distraccaoatlosos aquando a construcéo do
triangulo.

Quando os alunos terminaram de construir os tridsga professora distribuiu
a segunda parte da tarefa e um espelho por capgea.dds alunos teriam que investigar
0 numero de eixos de simetria de algumas figuramggicas, utilizando os espelhos.
Nesta tarefa, existiam questdes referentes a dityénvestigacdes; nimero de eixos de
simetria dos poligonos regulares, dos trianguldesquadrilateros. Nas questdes um e
dois estavam, explicitos a forma de recolher erozga os dados de modo a investigar;
contudo, nas questdes seguintes, os alunos tedardefinir quais 0s casos que seriam
pertinentes investigar.

Inicialmente quando a professora distribuiu 0s lagige os alunos comecaram
por mostrar algum espanto em relacdo ao matemaldquee iam trabalhar. Também os
espelhos provocaram alguma distracc¢édo, isto pargus alunos comecgaram a utiliza-
los, como é habito, e ndo como um material de ltnab&m seguida, a professora
explicou aos alunos que, para além dos espelhstegxoutros materiais que permitem
investigar o numero de eixos de simetria de figugasmétricas, por dobragem ou
utilizando o Mira. A professora continuou informandue poderiam por exemplo,
desenhar e recortar essas figuras e depois, poagh da figura, de forma a obterem
poligonos geometricamente iguais, ou seja, prodaramna coincidéncia entre as duas
partes, poderiam investigar os eixos de simetahe®ou que o Mira € um material que
funciona como um espelho, mas tem a vantagem deassparente, permitindo testar
mais facilmente se a imagem reflectida de uma datades da figura coincide com a
outra metade, situada do outro lado esse instrunénteal¢cou que, também, através
dos espelhos podemos investigar os eixos de sanegferindo que, para tal, teriam de
coloca-lo de modo que a imagem reflectida de ursantiztades da figura fosse igual a
outra metade, situada do lado baco do espelho. Miant®, depois da professora
explicar para toda a turma o fim a que se destimaeapelho, passaram a encara-lo
como um meio auxiliar do seu trabalho.

O conceito de eixo de simetria ndo € novo paradwms, porém a professora,
através de um exemplo, pretende que os alunograh@ fintuitiva, compreendam o seu

significado.

Prof.: Vamos la fazer uma pequena experiéncia. Vou dalmarfolha A4 a meio e num dos

lados vou desenhar qualquer coisgade ser isto.
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B.: Meia arvore.

Prof.: Se eu agora recortar com uma tesoura a meia awgre é que acontece?

B.: Fica igual nos dois lados.

Prof.: Como oB. dizia aparecia meia arvore, dobrei, cortei e sgaagu abrir d4 o qué?
Alunos da turma: Uma arvore.

Prof.: D& uma arvore, ndo é? O que estivemos a fazer. agstivemos a fazer uma figura
simétrica desta. Esta linha é o eixo de simetriiglma. O que € o eixo de simetria da figura?
B.: Tracga a figura a meio.

Prof.: Divide a figura em duas partes geometricamentdsguaseja, se dobrarmos por esta
linha, elas iam se sobrepor ponto por ponto. Aesias estao presentes no nosso dia-a-dia.
Onde?

R.: As borboletas.

B.: O simbolo da Renault.

A professora introduziu o conceito de eixos de gimatravés de um exemplo.
Esta comecou por dobrar uma folha de papel e, n@as@attes, desenhou meia arvore.
Depois recortou o papel dobrado pelo contorno glardi desenhada e, ao abrir, obteve
uma arvore. Os alunos identificaram na figura @ elg simetria que dividia a arvore
em duas partes geometricamente iguais.

Os alunos revelaram ter compreendido o conceitodorzido pela professora,
pois apresentaram varios exemplos de simetrias ataraza. Um dos exemplos
apresentados foi o da borboleta, que tem um eixeirdetria que a divide em duas
partes geometricamente iguais.

Relativamente as investigacbes acerca dos eixossimetria dos varios
poligonos regulares, os alunos nao tiveram duwsagecolher e organizar os dados,
uma vez que estava explicito, no enunciado daataceprocesso que deveriam seguir.
Todos os grupos descobriram, sem dificuldade, todosixos de simetria colocando o
espelho em todas as posicdes sobre a figura. [Rusargcolha dos dados estes foram
preenchendo a tabela. A observacao dos valorestadgs na tabela permitiu formular
uma conjectura, pois verificaram que o numero dedado poligono regular era igual

ao numero de eixos de simetria.

: Trés eixos de simetria no triangulo equilater@tguno quadrado e cinco no pentagono
: Devem ser seis no hexagono.

: Vai ser sempre igual ao numero de lados.

T Wz

. Parece.
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No entanto, nas questbes em que era exigida unmdficecdo dos casos a

estudar surgiram algumas dificuldades aos alunos.

: E s6 um que da.
: Este da.
: Pois da ... da um.

: Este aqui é o Unico que ndo tem eixos de simé&riste tem dois.

zwzwz

: [experimentando com o espalho para confirmar] Becsrteza que ndo tem eixos de
simetria?

B.: Sim. O terceiro tem de certeza absoluta ... temefiséss, da trés.

: Um assim...

: Sim.

: Depois ...

W z3d

: E igual tem todos os angulos iguais ao viraregéadulo da sempre igual.

Os alunos do grupo G1, ao manipularem o espelhgicippando-o de varias
formas, descobriram o numero de eixos de simetréseptes nos triangulos. No
entanto, no grupo G1 nao verificaram, para todosas®s. Por isso, na questao trés,

registaram por escrito o seguinte:

Triangulo escaleno rectangulo ndo tem eixos detgame
Triangulo isésceles acutangulo tem dois eixos ahetsia.

Triangulo equilatero acutangulo tem trés eixosithesia.

E possivel verificar, pelos registos dos alunos, elas se basearam apenas nos
triangulos construidos, investigando apenas paéa tasos: triangulo escaleno
rectangulo, triangulo isésceles acutangulo e trénegquilatero acutangulo. Este facto
levou a professora a intervir no grupo, de formexplicitar o que pretendia que 0s

alunos investigassem.

Prof.: Ainda ha pouco disseram e muito bem que um tri@dngquilatero tem os lados todos
iguais. Em relacdo aos angulo o que é que sabemos?

B.: S&o iguais.

Prof.: Qual é a amplitude de cada um dos angulos?

R.: Da 60°.

Prof.: Quanto aos angulos como é que classificamos?

B.: Acutangulo.
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Prof.: Isso significa que todos os tridngulos equilatesés acutangulos quanto aos angulos
[apontando para o registo]. Existem triangulosaogiilos que séo isésceles quanto aos lados?
B.: Sim. Este [apontando para o triangulo construadprimeira parte da tarefa]

Prof.: E existe algum triangulo acutangulo que seja escafjuanto aos lados?

B.: Temos que investigar para os varios tipos dedtifs.

Prof.: Claro que sim.

As questbes lancadas pela professora conduziramue @s alunos
compreendessem que ndo existem sO aqueles trés. €@salunos rapidamente se
deram conta da necessidade de organizarem asdias. iEntdo, construiram uma
tabela. A intervencéo da professora fez com gudiszentes ndo dessem por terminada
a questdo, mas investigassem para outros tipagdgulos que existem e verificassem,
para cada caso, qual era o niumero de eixos dersim€ontudo, os alunos nédo
chegaram a conclusdo nem se interrogaram sobre ajuaracteristica que seria
determinante para ter trés, um ou zero eixos detsam

Na questdo 3., o grupo G2 investigou 0 numero geseile simetria para 0s
triangulos construidos, ndo considerando todo#os te triangulos. O facto de terem
apenas considerado a classificacdo dos triangulesitg aos lados permitiu que
chegassem a conclusdo que um triangulo equilaemottés eixos de simetria, um
tridngulo isésceles tem dois eixos de simetria énéngulo escaleno ndo tem eixos de

simetria.

Ma.: Se a gente colocar o espelho o que aparece adstedo € igual a este lado ... 0 mesmo
assim ... SO existe um eixo de simetria este ... gsi# nos dois lados.

M.: Este? [apontando para o triangulo equilatero cofusif

Ma.: Trés eixos de simetria.

C.: O que é que escrevemos na folha?

Ma: Equilatero trés eixos de simetria, Is6sceles €iziss de simetria e escaleno sem eixos de

simetria.

Na questdo 4., os alunos fizeram um esboco nomades varios quadrilateros
que conheciam. Nao manifestaram dificuldade ematesco niamero de eixos de
simetria, pois iam colocando o espelho sobre adigum varias posi¢cées. Durante a
realizacdo da tarefa, a professora apenas intequ@indo considerou pertinente dando,
liberdade de accdo aos grupos de trabalho. Os grugpeelaram-se autbnomos na

execucao da tarefa.

236



Faltavam dez minutos, aproximadamente, para fimak aula, quando se deu
inicio a discussao da tarefa. A professora suggrel cada grupo respondesse a uma
questédo, sendo o porta-voz de cada um dos grupesponsavel por comunicar ao
grupo turma as suas conclusfes. As questbes tg@steo foram as que suscitaram
maior debate, pois a maioria dos grupos nao tinhaestigado todos os casos.

Na discussao da questdo trés surgiram duvidas,vemgue a maior parte dos
grupos néo tinha identificado todos os tipos dé@ngulos: triangulo acutangulo
equilatero, triangulo acutangulo isosceles, tridmgacutangulo escaleno, triangulo
obtusangulo isésceles, triangulo obtusangulo escaleiangulo rectangulo escaleno e
tridngulo rectangulo isésceles. Para facilitar @iaa dos dados, a professora sugeriu ao
porta-voz do grupo, a quem coube a questéo tréfogae ao quadro e construisse uma
tabela com duas colunas (tipos de triangulos e rume eixos de simetria). Com o

contributo de todos os grupos, os alunos foramngtesndo a tabela.

Prof.: Observando a tabela quais séo os triangulos queit@eixo de simetria?

Ma.: Triangulos is6sceles.

Prof.: S&o os triangulos obtusangulo isésceles, rectangibceles ...

B.: Acutangulo isdsceles.

Prof.: Todos estes triangulos tem uma coisa em comunue@9

Alunos da turma: S&o Isdsceles.

Prof.: Entdo, todos os triangulos isosceles que ndoditatros tém sé um eixo de simetria. E
guais sdo que nao tém eixos de simetria?

Alunos da turma: Os escalenos.

Prof.: E quais sdo que tém trés eixos de simetria?

Alunos da turma: Equilateros.

A discussado que se foi desenvolvendo permitiu &osoa identificarem varios
tipos de triangulos e verificarem que o que detinfacto de ter trés, um, ou nenhum

eixo de simetria é a sua classifica¢cdo quantoaaisl|
Sintese

O uso dos espelhos nesta tarefa permitiu aos alanoslizagédo de alguns
processos matematicos, uma vez que o enunciadarefa tapelava directamente a
investigacdo e a descoberta. Estes revelaram uit@aaggopriacdo de alguns processos
especificos das investigacdes matematicas: explpracurar regularidades, formular

conjecturar, desenhar, explicar, falar, concordauestionar. Esta tarefa, por ser de
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caracter mais investigativo, permitiu aos alunosaurtno tipo de trabalho. Nesta tarefa,
a experiéncia realizada permitiu aos alunos exgoreo niumero de eixos de simetria
recorrendo aos espelhos. Os conhecimentos matesétiwolvidos — classificacdo dos
triangulos quanto aos lados e quanto aos angukusde simetria e medicdo de angulos
e comprimentos - revelaram-se acessiveis a todafunes, nao tendo sido necessario
fornecer-lhes mais informacéo do que aquela destpseja eram portadores. Os alunos
envolveram-se activamente na tarefa proposta, momddb o seu conhecimento
relativamente ao numero de eixos de simetria daasviiguras geomeétricas.

Nesta tarefa foi notéria a importancia do matemahnipulavel que os alunos
tinham & sua disposicdo. A falta deste constituina obstaculo a realizagdo da
investigacdo, pois foi, através da manipulacdo sjgelbo, que os alunos puderam
visualizar o niamero de eixos de simetria de cagladi geométrica. Na realizacéo desta
tarefa de investigagcdo os alunos empenharam-seuaaesploracdo com visivel
entusiasmo. Apenas manifestaram dificuldades nat@meem que era fundamental
tomar decisbes sobre o numero e tipo de casos ualagstnotando-se uma clara
tendéncia para recolher poucos dados.

A professora, na fase de desenvolvimento da tapedaurou apoiar 0os grupos,
sempre que necessario, mas adoptando uma atitwdtiomadora e ndo de resposta
imediata as questdes e duvidas colocadas, de farraavolvé-los no processo de
investigacao.

Os alunos manifestaram interesse na exploracawestigacdo do numero de
eixos de simetria dos tridngulos, quadrilaterosos goligonos regulares. Um dos
aspectos evidenciados na resolucéo da tarefa peogés as alteracbes manifestadas no
modo de encarar as tarefas, especialmente pelossalmais fracos”. Talvez o facto de
nao necessitarem de uma grande “bagagem matematmaihes alguma seguranca.
Outro aspecto a salientar é que os resultados osbfiodram, de um modo geral,
consensuais e fruto do trabalho de colaboracée érdos os elementos do grupo. Dai
que o ambiente de trabalho foi agradavel, em @dulto clima de boa camaradagem
que os alunos desenvolveram.

Na fase de discussdo da tarefa verificou-se umadgranteraccdo entre a
professora e os alunos. Estes tiveram oportunidadgpesentar as suas descobertas e
discutir aspectos pouco pensados durante a ing€dbig no entanto, questionaram,
pouco as ideias uns dos outros; talvez porqueun®alexemplificavam com o espelho,

0 que era suficiente para validar aquilo que diziam
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Material manipulavel

O material posto a disposi¢céo dos alunos teve grarlliéncia na realizacdo da
tarefa, pois foi com ele que foram concretizadakmdoas investigagdes. Os espelhos
permitiram aos varios grupos recolher dados relatente ao niumero de eixos de
simetria dos poligonos regulares, dos triangula®® quadrilateros. Desta forma, os
alunos puderam visualizar de forma rapida e efmsmaarios eixos de simetria das
diferentes figuras geométricas. Nesta perspectivaisualizacdo e a manipulagdo do
material desencadearam um processo de reflexaaieadesséo que conduziu os alunos
ao conhecimento, validando-o.

Os espelhos revelaram-se Uteis, pois influenciavanalunos na utilizacdo de
alguns processos matematicos especificos das igag®ts matematicas. Por exemplo,
os alunos, aguando a recolha de dados, relativenaenhimero de eixos de simetria
dos poligonos regulares, reflectiram e discutirasigaificado dos dados recolhidos e
tentaram prever o que iria acontecer na experié&egainte. A organizacdo dos dados
numa tabela permitiu-lhes procurar regularidadeeste aspecto, contribuiu para a
formulag&o de uma conjectura.

Verificou-se que os alunos estavam mais atentdsahalho do grupo, uma vez
que foi distribuido a cada grupo apenas um esp€nando um aluno manipulava o
espelho, os restantes elementos observavam eakegistna folha os resultados,
verificando-se que sé repetiam a experiéncia sisnpdmte para confirmar, ou para
desfazer duvidas, que surgissem relativamente a@nmide eixos de simetria. As suas
interac¢des vao assumindo um caracter mais coomemtrevelam maior autonomia
em relacdo a professora. Os alunos Iéem em corgutatieefa e interpretam-na antes de
comecarem a resolver as questdes. Ha uma parélheterial (espelho), de informacéo

(os alunos explicam aos colegas de grupo os seiggirsos) e de resultados.

4.6. Tarefa “Critérios de igualdade de triangulos”

No dia 8 de Maio num bloco de noventa minutosfglorada a tarefa “Critério
de Igualdade de Triangulos” (anexo 8). A professaminicio da aula, distribuiu o
enunciado da mesma e, simultaneamente, fez refar@menaterial que seria necessario
para a realizacdo da tarefa, pedindo para que l@assem na integra com muita
atencao a todos os pormenores. Depois acresceftbio ‘gue ndo € preciso dizer mais
nada. Esta tudo bem explicito na tarefa. Podem cameedrabalhar”. No entanto, ao
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longo da aula, a professora foi circulando sisteraatente pelos diferentes grupos para
tentar acompanhar, dentro do possivel, 0 que aeseatpassar.

Os alunos deveriam recolher dados relativament®aprimento dos lados e as
amplitudes dos angulos internos do triangulo, tagdo os valores obtidos. Depois de
conhecer 0s seus seis elementos (trés angulosselanés) deveriam proceder a
experimentacao utilizando o material necessario.

No inicio, os alunos sentiram alguma dificuldadearmanque da tarefa, pois nédo
compreenderam o que teriam de investigar. Assiprofessora ajudou-os sugerindo
que lessem novamente 0 que era proposto e dareldamdes através da colocacdo de
questbes e do pedido de explicacdes, levando o®sla compreender o tipo de
investigacdes que teriam de realizar. Os gruposirseg na sua maior parte a seguinte
estratégia: consistia em verificar se, com um sdnehto, conseguiam construir um
triangulo geometricamente igual ao dado, depois dois, trés e assim sucessivamente.
As questbes da tarefa orientavam os alunos paiscasdao acerca do nimero minimo
de dados que seria necessario conhecer para d¢ongtnutriangulo e as varias
condicbes que permitem garantir a igualdade semnseessario comparar 0S seis
elementos.

Para a realizagdo desta tarefa, os alunos disgnsde um compasso, um
transferidor e uma régua. O trabalho decorreu, doabitualmente, em grupo e o ritmo
de trabalho era estabelecido pelos elementos desose

No grupo G1, depois de distribuida a tarefa, osa iniciaram logo a leitura da
proposta de trabalho e, imediatamente, comecarafactuar as medi¢cdes dos lados e
dos trés angulos para desenharem um triangulo dgecameente igual ao dado na
tarefa.

A aula foi decorrendo e o grupo G1 continuava anifestar algumas
dificuldades na compreensdo do enunciado da tamefagadamente o que deveriam
investigar, utilizando o material de desenho. Rerastas dificuldades, a professora

decidiu intervir junto do grupo:

Prof.: J& mediram os lados, muito bem.

N.: Se soubermos que este é seis, e se estes naonsosipede ser trés e quatro.

Prof.: Porque pode ser trés e quatro?

N.: Porque aquilo [referindo-se a definicdo de dedipge triangular] ... este [lado com seis

centimetros] tem de ser mais pequeno... que a soslautims dois.

240



Prof.: Entdo, ja me estas a dar a resposta para a pemgimiro dois. Entdo se soubermos a
medida de um dos lados é possivel obter s6 comrgstanagdo um triangulo geometricamente

igual a este?

N.: Sim.

Prof.: Entdo, estava-me a dizer, ainda ha pouco, que ggdguatro e trés. Ja é diferente deste
[apontando para o triangulo da proposta de trahalho

B.: Sim

Prof.: Sera que basta so6 ter conhecimento de uma medidaa®

N.: N&o.

Prof.: O que é que é preciso?

N.: Dois pelo menos.

Prof.: Entdo, vamos la experimentar se conhecendo a mddidais lados é possivel construir

um tridngulo geometricamente igual a este.

A intencdo da professora era que 0s alunos expetaggem construir um
triangulo com apenas o comprimento de dois ladesriicassem se os dois triangulos
sdo ou ndo geometricamente iguais. Parece evidpate, didlogo, que os alunos
compreenderam que para construir um tridangulo n&ecéssario conhecer todos os

seus seis elementos.

N.: N&o é para fazer um geometricamente igual s6 daldwis lados?

[B. desenhou o segmento de recta AB na folha aéaflar

B.: Sim. Como €& que é possivel?

N.: Construimos primeiro este [apontando para o segnuEnrecta AB] e depois este [segmento
de recta AC].

B.: E necessario este énguﬁi\B] sendo ndo conseguimos construir.

R.: Porqué? Fica mais ou menos assim este segmeidodndo a régua no ponto A].
B.: Por isso mesmo da outro triangulo.

R.: Como assim?

B.: Podes colocar aqui ... aqui ... aqui.

[A professora aproximou-se do grupo]

V.: Basta saber dois lados e um &ngulo, ndo é proésso

Prof.: Pode ser qualquer angulo do triangulo?

R.: Este [apontando para@AB].

Prof.: Vocés que experimentem.

A experimentacado levou os alunos a concluirem geengprimento de dois dos
lados nédo era suficiente para construir um trigmgQ@ B. comecou por desenhar o
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segmento de recta AB com seis centimetros de compto, mas ficou indeciso sobre a
posicdo a escolher para o outro lado. Este factdranasnecessidade de um terceiro
elemento. Confrontado com o facto do segundo lamtemptomar varias posicoes,
explica o seu raciocinio aos colegas de grupo, dstrando que é necessario saber a
amplitude do angulo formado pelos dois lados, maa@ntir a igualdade. O grupo
experimentou construir o tridangulo com esses tl@sientos. Depois de construido o
triangulo os alunos investigaram a sua igualdadbrepondo-os, e verificaram que
coincidiam ponto por ponto. A ideia de que serieessario pelo menos dois elementos
€ posta em causa pdBo, pois dois lados ndo garantem a igualdade dostid@gulos.

A discussdo em torno do numero minimo de dadossgtiam necessarios conhecer

aumenta perante as investigacdes realizadas ndsegiupo.

R: Qual é o numero minimo de dados que sera necessathecer? Se soubermos apenas a
amplitude de um angulo sera suficiente? Nao.

N.: E necessario saber as medidas de todos os lados.

B.: E s6 preciso saber dois angulos.

V.: Esta errado.

B.: Estdo a ver como vocés ndo sabem. Se vocés soubtlerg dngulos, por exemplo, 70° e 30°,
basta fazer 180° menos a soma de 70° com 30°, @bterangulo que falta. Somando da 180°.
Vocés podem fazer este triangulo.

N.: Maior

B.: Maior néo, fica neste.

N.: Exactamente. E qual é a medida dos lados?

B.: S6 da um tridngulo. Se soubermos os angulos éa &stnds soubermos os angulos s6 da
este triangulo, ndo da mais nenhum. Se eu quidagse este triangulo maior, ah teria que
aumentar ... tens razdo tendo os trés angulos ndeegoimos construir um tridngulo
geometricamente igual a este.

N.: Tendo os angulos podiamos construir tridngulo®rmaaj ou mais pequenos que o triangulo

da ficha.

O N. ndo concord@om a opinido dd., que é suficiente conhecer a amplitude
de dois angulos para construir dois triangulos g#nocamente iguais. De facto,
sabendo a amplitude de dois angulos sabemos arteogulo pois a soma dos angulos
internos de um triangulo é 180°. No entanto, espec0 ndo € o suficiente para
garantir que os triangulos sejam geometricament&isg uma vez que podemos
construir varios triangulos com as mesmas ampktuids angulos internos. X insiste

no seu raciocinio ma8. ndo parece convencido. Contudo, quando confrordadoas
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medidas dos lados do triangulo, compreende que odega tem razdo. O grupo chega
a conclusdo que no minimo sédo necessario trés elemeA discussao continuou em
torno de quais os trés elementos que serdo suésigrara construir dois triangulos
geometricamente iguais.

As experiéncias sucediam-se e 0s alunos revezagana sua realizagdo. O
namero minimo de dados e quais 0s elementos neosssurgiam como uma
negociacéao, resultado da interaccdo dos alunos parti¢ha de opinides e sugestoes,
acompanhadas de pequenas reflexdes acerca dagesiaasrque vao realizado no seio

do grupo.

N.: Vamos experimentar construir um triangulo carmedida do comprimento de um lado e a
medida da amplitude de dois angulos.

B.: Este lado tem seis centimetros.

N.: Entdo traca um segmento de recta com seis centisnetr

B.: Os angulos sao 70°, 30° e 80° .

[Utilizando o transferidor, 8., com origem no ponto A, marcou o angulo de 708pdetracou
uma semi-recta com origem no ponto A].

N.: Agora faz-se da mesma maneira.

B.: Sim, procede-se do mesmo modo para o outro angulo. d

[B. na sua folha coloca o transferidor no ponto B ecomaum angulo de 30°, depois tracou uma
semi-recta com origem no ponto B].

N.: V& se coincidem os dois triangulos.

R.: O ponto de intersecc¢do é o ponto C.

[B. coloca o triangulo da tarefa por cima do triangyue construiram].

B.: S&o geometricamente iguais.

Com a ajuda do material, os alunos puderam expetanguais e o nimero de
elementos necessarios para que dois triangulos gggametricamente iguais. O grupo
verificava a igualdade do triangulo da tarefa cortriangulo construido através da
sobreposicao dos triangulos. Esta foi a estratégiaada para provar a sua igualdade.
Ao longo da tarefa os elementos do grupo G1 ppawam activamente, quer
experimentando quer discutindo ideias, como revesmidlogos transcritos.

Na questdo quatro, os alunos nao revelaram diada@sl em aplicar os
conhecimentos adquiridos.

No grupo G2 os alunos comecaram por ler a tarefgpgsta. Contudo, a
professora constatou que nao estavam a compreeneleunciado da tarefa. Perante
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essa constatacdo dirige-se ao grupo. A professmidid chamar a atencao para o tipo
de investigac&o que pretendia que os alunos reséirana tarefa proposta.

Prof.: Que medicbes é que fariam? Mediam o qué?

M.: Os lados.

Ma: Mediamos os lados com a régua.

C.: E necessario conhecer dois lados.

Prof.: Comecem a experimentar se tivessem a medida ddadimis se era possivel construir um
triangulo geometricamente igual ao da tarefa. Camoconstréi um triangulo, sabendo as
medidas de dois lados? Como é que faziam no seaf® a

[M. pega na régua]

Prof.. Com uma régua, o que é que faziam?

[M. mede o comprimento do segmento de recta ABidadulo].

Prof.: Tem quanto?

G.: Cinco virgulas nove.

[M. desenha um segmento de recta com cinco virgula cetimetros].

Prof.: E agora, ja temos um lado. Se tivéssemos outradaeldi triangulo com procederiamos?
[M. desenha outro lado do triangulo com trés centamptr

Ma.: E s0 unir este a este.

M.: Temos que sobrepd-los um sobre o outro.

Prof.: Sera que coincidem ... fica igual?

[A professora pega noutra ficha e coloca em cim&iéngulo construido, de forma que o grupo
verifique se os triAngulos sdo ou ndo geometrictarignais].

C. Nao sao iguais.

M.: Temos que ter a medida dos trés lados.

Ao longo do dialogo, a professora coloca sucesswéenperguntas sobre o
trabalho realizado, para as quais obtém respostagatios elementos, no sentido de os
conduzir a uma reflexdo sobre os elementos a queangulos devem obedecer para
gue se verifigue a igualdade. A professora aprove#t sugestdo d@. e pediu aos
alunos para experimentarem construir um triangyaliao da tarefa, sabendo apenas o
comprimento de dois lados. As alunas construiranridngulo sem dificuldade.
Contudo, quando verificaram se coincidiam ponto ponto, tal ndo ocorreu.
Reflectiram sobre o processo utilizado para a cogdbd do tridngulo, chegando a
conclusdao que o comprimento de dois lados ndo iEiente para construir um
triangulo. Voltaram a experimentar construi-lo ®ragppenas a medida dos trés lados.
Comecaram por tracar um dos lados do triangulo @aoo virgula nove centimetros de

comprimento. Depois abriram o compasso com cinoguld seis centimetros e com
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centro em B, tragcaram um arco de circunferéncieaeigual ao comprimento do lado
[BC]. Em seguida, com centro no ponto A, tracaramaunoo de circunferéncia de raio
igual ao comprimento do lado [AC] com trés centioget O ponto de interseccdo dos
dois arcos tracados designaram por C. Por fimammios pontos A e C e B e C,
tracando os lados [AC] e [BC] do triangulo. Paralizar, os alunos conferiram se o0s
seus Vvértices coincidiam ponto por ponto. Como skl verificou, obtiveram um
triangulo geometricamente igual ao dado na tawkfarofessora pediu-lhes que, em
cada situacédo, identificassem quais 0s elementwsss&rios para construir triangulos
geometricamente iguais e que deviam registar tamd®eoontra-exemplos. Isto levou a
gue os elementos do grupo G2 passassem a andéssmnaente 0s varios casos e a
registarem as conclusdes obtidas.

Na generalidade, os alunos nédo revelaram grantiesldades na resolucéo da
guestdo quatro da tarefa.

A fase de discussdo da tarefa ocorreu nos ultimomentos do bloco de
noventa minutos. Houve uma grande participacadoatloss aquando a apresentacao e
discusséo dos resultados em grande grupo, comaelgis resultados mais importantes
no quadro. A discusséo teve como objectivo porlmsos a pensar e a reflectir sobre
diversos aspectos da tarefa em questdo. Os alupisa@am como procederam na
construcdo dos triangulos e como verificaram sendguais; apresentaram, também,
justificacdes para 0s casos em que tal ndo odds@lunos mostraram-se sempre muito
activos para responder as questdes e desafiosgpospgeela professora e para defender
as suas ideias e pontos de vista. A professoragueuma discussdo e incentivou a
procura de justificacdes e ajudou no esclarecimeetalvidas que pudessem surgir
nalgum grupo.

A questdo um nédo suscitou duvidas porque a maite plos grupos, comecgou

por medir o comprimento dos lados e a amplitudeadgsilos do triangulo da tarefa.

D.: Mediamos todos os angulos e todas as linhas ..mpromento da linha.
Prof.: Vocés aqui a que concluséo chegaram?

C.: Medir os trés lados.

B.: Os lados e os angulos.

R.: Os lados e os angulos.

Os alunos identificaram os seis elementos do tni@ndrés angulos e trés lados)

e utilizaram o material correcto para obter o comento dos trés lados e a amplitude

245



7

dos trés angulos. Na questdo dois 0s alunos tegiaeninvestigar se € necessario
conhecer os seis elementos, para que dois triamgejam geometricamente iguais, e
quais os elementos do triangulo que eram necesséadohecer. Os Varios grupos
investigaram com um sO elemento, com dois, com #&éassim sucessivamente.
Contudo, houve grupos que nao investigaram todagpaseses. No entanto, a aula de
discussédo serviu para discutir as possibilidadescalestrucdo de um triangulo

geometricamente igual a outro.

Prof.: Que conclusdes puderam tirar? Para construir @mgulo geometricamente igual a este,
0 que é necessario conhecer?

H.: Os angulos.

Prof.: Todos os angulos.

B.: N&o, pelo menos dois.

H.: Dois pelo menos ... depois pudemos fazer uma conta.

Prof.: Que conta?

H.: Se sabemos dois angulos como a soma dos angtdosos do triangulo € 180°, sabemos o
que falta.

Prof.: Entdo dados dois dngulos pudemos construir umgtiiéa igual ao da tarefa.

B.: N&o, temos de saber um lado e dois angulos.

Prof.: Porqué?

N.: Se tivermos os trés angulos ndo sabemos qual proonemto dos lados do tridngulo.

A.: Os lados podem ser mais pequenos ou maiores dgi¢anefa.

Todos os alunos concluiram que existiam seis elesentas trés elementos
podem ser suficientes, desde que bem escolhidoaluBss concluiram que dados os
trés angulos de um tridngulo ndo é uma condi¢&oisntfe para construir um tridangulo
geometricamente igual ao dado, pois podemos cansima infinidade de triangulos
diferentes. Também investigaram condicbes em quénhaim um triangulo

geometricamente igual ao dado.

S.: Sabendo o comprimento dos trés lados podiamos witéridngulo igual a este.
Prof.: Era preciso saber todos os lados?

S.: N&o, bastava dois.

Prof.: S. faz no quadro um tridngulo igual a este sabendoagpdois lados.

[O aluno levanta-se e agarra na régua que estavéangarda secretéria da professoral.
Prof.: Quais os lados que tu sabes?

S.: Um tem seis centimetros e o outro trés centimetros

[O aluno traca o segmento de recta AB com seisrehos].
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B.: E preciso a amplitude do angulo A.

Prof.. Concordam com B. ? Sera necessario saber a amplitude do angulo CAB?

R.: Eu acho que sim.

Prof.: Porqué?

R.: [fazendo o gesto com as méaos] Porque o outro fexdie ficar assim ou assim [fazendo
gestos com o brago] que tem sempre trés centimetros

Ma.: Ja néo fica igual ao triangulo dado.

Os trés critérios de igualdade de triangulos agdotia discussdo com toda a
turma foram surgindo, para que ndo restassem dieda relagdo aos elementos
necessarios, os alunos construiam-nos no quadrooconaterial adequado. Assim,
através da visualizacdo, os alunos constatavanstdigavam a razdo pela qual o
triangulo ndo era igual ao dado. Ao longo da dis&asa professora foi registando no
quadro as condi¢cées que permitiam construir unmgtiBb geometricamente igual ao
dado. Notou-se que os alunos estiveram envolvidesmpenhados na realizacdo da
tarefa e como tal alcancaram os objectivos predesdi

Na questdo quatro os alunos teriam que aplicarcamthecimentos que
adquiriram ao longo da resolucéo da tarefa. O é&iertinha como objectivo utilizar os
critérios de igualdade de triangulos para justifeaua igualdade. A questdo um ponto
um nédo suscitou duvidas ao que todos os alunosmdepm que os triangulos eram
iguais porque tém dois lados iguais e 0 angulogtes formado igual. Na questdo um
ponto dois surgiram algumas hesitacOes que foramaresidas pela professora e os

restantes colegas da turma.

Prof.: O que é que sabemos em cada triangulo?

Nuno: Que em cada tridngulo é dado dois angulos e um lad

Prof.. Muito bem. Entdo existe um critério que compara edida do lado e os angulos
adjacentes a esse lado. Vamos la ver, um ladcaé §ou nao?

Ma.: E, ha um angulo que n&o € igual.

Prof.: Qual é o que néo é?

Ma.: O de 40°.

Prof.: Quais sédo os angulos que estéo juntos ao lado gde ainco centimetros no triangulo B?
Ma.: Um é 120° e o outro € 20°.

Prof.: Mas, no triangulo A, s6 tem o de 20°. Falta sabeutoo angulo. Qual é a amplitude do
outro &ngulo que falta?

H.: 1200°.

Prof.: Porqué?
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B.: Porque a soma dos angulos internos de um triangomale dar 180°.

Prof.: Portanto, estes tridngulos sédo ou ndo geometridantprais?

Ma.: Séo.

Prof.: Sao, porque tém um lado com 0 mesmo compriment® @ angulos adjacentes sao

iguais. Portanto, utilizaram o critério ALA.

Na questdo um ponto trés os alunos ndo manifestquaiquer dificuldade em
aplicar o critério correcto pois era dados doisosa@ o angulo por eles formado.
Relativamente a questdo um ponto quatro os alueweslaram algumas incertezas
relativamente ao critério a aplicar. Perante astdgfes a professora, através do
questionamento a turma, direcciona-os para o iriéglequado a situacao.

Prof.: Os tridngulos sdo geometricamente iguais?

Ma.: S&o.

N.: N&o, ndo séo.

Prof.: No triangulo A sabemos a medida de um lado seifimetros e a amplitude dos dois
angulos adjacentes a esse lado. No outro o que adagitemos?

B.: O comprimento de um lado seis centimetros e aperasplitude de um angulo adjacente a
esse lado.

Prof.: Qual é a medida da amplitude do outro angulo glie &i?

N.: cinquenta com cinquenta e trés da cento e tréa,ghegar a cento e oitenta faltam setenta e
sete.

Prof.: O angulo que falta é de 77°. Os dois trianguloggs@onetricamente iguais?

Alunos da turma: [Em simultadneo] N&o.

Prof.: Nao, o que é que falha?

N.: O angulo.

R.: Um dos angulos adjacentes a esse lado é diferente.

Os alunos demonstraram que sabiam que a soma dak$irinternos de um
triangulo era 180° e calcularam o angulo em fajt&iangulo B. No entanto, em grande
parte da turma teve uma certa dificuldade em itieatio critério que poderiam aplicar,
uma vez que poucos alunos responderam a questpoofdssora. Com as questdes
formuladas pela professora concluiram correctamenteestao e conseguiram justificar

o facto dos dois triangulos ndo serem geometrictariguais.
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Sintese

Durante a realizacdo da tarefa os alunos comegaoarafectuar medicdes quer
em relagcdo aos angulos, quer em relacdo aos coergomdos lados. Essa atitude
sugere que seria necessario conhecer todos osessmentos para construir um
triangulo geometricamente igual ao dado na tarélas, s6 ao longo das suas
investigacdes é que os varios grupos se foram elpemdo de que n&o necessitavam de
saber os seis elementos de que dispunham.

A estratégia de investigacdo adoptada pelos difesegrupos consistiu em
efectuar algumas medicbes que permitiram recoll@@losl relativamente aos seis
elementos do triangulo. Em seguida, os alunos, case mos dados recolhidos,
comecaram por tentar desenhar um triangulo tendoagpalguns dos seus elementos.
Depois de adaptado este modo de trabalho, deuee @muma série de experiéncias
com a ajuda do material de desenho (régua, tracefer compasso), atitude esta que se
estendeu ao longo de toda a aula. Os alunos distw#s investigacdes realizadas no
seio do grupo, e também justificavam a razdo pek gdo conseguiam formar um
triangulo geometricamente igual com aquela comi@ioale elementos. As conclusdes
surgiram, assim, a partir das experiéncias reazagitlos alunos. Estes agrupavam
alguns elementos e procediam a construcédo do tlidnQesta forma, iam verificando
quais 0s elementos necessarios e suficientes pastrair um triangulo igual ao dado.
O processo de verificacdo da igualdade entre astdéngulos, utilizado pelos véarios
grupos foi a sobreposicao dos triangulos.

No registo, verificou-se a falta de habito dos atiem os realizar, revelando
uma valorizacao dos produtos em relacdo aos pmeeAkuns grupos apresentaram-se
mais completos do que outros. Uns grupos limitasana uma enumeragdo dos casos
em que era possivel construir um triangulo geowrwtrente igual ao dado, néo
registando os casos em que nao era possivel farmatriangulo geometricamente
igual. Outros grupos, no entanto, incluiram alguergdicacbes das suas descobertas
acompanhadas por alguns esbocos.

A experiéncia realizada levou os alunos a tirarch@mdes, construindo desta
forma o seu proprio conhecimento relativamenteualdpde de dois triangulos. Todos
0S grupos concluiram que um ou dois elementosnsénisuficientes para construir um

tridangulo geometricamente igual ao dado. Tambéntlaomam que, no minimo, seria
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necessario conhecerem trés elementos, muito eroBorarios grupos nao analisassem
todas as combinagfes possiveis de trés dos seisrates do triangulo.

Um outro aspecto que se salienta desta tarefacdaboracdo. A razéo de tal
colaboracdo podera dever-se as caracteristicasigspe da tarefa. Os alunos tinham
um leque variado de casos que deveriam ser expkrad

Os alunos revelaram-se empenhados e envolvidosswucdo da tarefa e
mostraram-se persistentes, ndo esmorecendo nargprdos elementos necessarios e
suficientes para construir um triangulo geometrieaia igual ao dado. Isto denota uma
maior preocupacdo para com a actividade matemdticque para com o produto a
obter.

A discussao final teve por objectivo pbr os aluagsensar e a reflectir sobre o
trabalho desenvolvido nesta tarefa, uma vez quetodas os grupos chegaram aos trés
critérios de igualdade de tridngulos. Os alunogrémm uma grande participagéao,
procurando responder as questbes colocadas pefasgom, uma vez que esta
encorajou a procura de justificacdes (porqué?Yateip que os alunos nao tirassem
conclusdes apenas por intuicdo, mas com base nasrwgbes realizadas. Eles
apresentaram e explicaram quais as situacdes queuendo possivel construir um
triangulo geometricamente igual ao dado. A discugkd tarefa proporcionou alguns
confrontos de opinibes entre os alunos, levanda-ogeragir e a aprender uns com 0s

outros.
Material Manipulavel

O material manipulavel que foi posto a disposicas alunos revelou-se Gtil na
exploracdo e na realizacdo de todas as experiénc@sduzindo-os a algumas
descobertas relativamente aos critérios de igualdd& triAangulos. Talvez se as
conclusdes da tarefa fossem apenas transmitidasppefessora, poderiam néo fazer
sentido aos olhos dos alunos, pois nao tinhamatidportunidade de verificar o porqué
de serem apenas trés critérios. Os varios grupasedida que iam realizando as
experiéncias, justificavam o facto dos elementdscsmnados nédo serem suficientes
para formar um triangulo geometricamente igual adod Neste sentido, o material
utilizado ajudou na formulagéo das justificacdes.

A utilizagdo de materiais manipulaveis contribuiargp o envolvimento dos

alunos ao longo da resolucao da tarefa, revelamdpapel activo e mais autbnomo por
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parte dos alunos. O trabalho de grupo pautou-se ppetticipacdo de todos os seus
elementos, onde a partilha de ideias e opinidegprasentacdo de sugestdes foram
evidentes, encorajando-0s a ouvirem-se mutuameedo um ambiente acolhedor.

O material utilizado na tarefa teve alguma infli@mos processos matematicos
que foram utilizados pelos alunos: recolher dadssleccionar informacéo,
experimentar, analisar, justificar, registar, esiboc

A manipulacdo do material pelos alunos parecedeilithdo a construcdo de
certos conhecimentos e a aquisicdo de destrezeeunaso. A linguagem utilizada pelos
alunos durante a realizacdo da tarefa € um mistingigagem corrente com linguagem
matematica. Também se verificou que todos os elemattt grupo se organizaram de

modo a que todos participassem activamente.

4.7. Tarefa “Angulos Verticalmente Opostos e Angude Lados Paralelos”

A tarefa “Angulos Verticalmente Opostos e AngulesLédos Paralelos” (anexo
9) foi realizada no dia 15 de Maio num bloco de emt& minutos e tinha como
objectivo definir angulos verticalmente opostosedatios paralelos.

Os alunos como ja estavam familiarizados com angitgidas aulas, entravam
na sala de aula e de imediato colocavam-se emuop#ra trabalharem em grupo. A
professora comecou por distribuir o enunciado dafdae um geoplano circular pelos
diferentes grupos de trabalho. Depois, pediu aosoal que lessem, atentamente, o
enunciado da tarefa e a explorassem, pois nodmaula cada grupo iria apresentar a
turma as suas descobertas. No decorrer da tarpfafessora foi circulando pelos
diferentes grupos de alunos na tentativa de pereehee se ia passando em cada um
deles. Também ao longo do desenvolvimento da taagiegfessora foi frequentemente
colocando questbes aos varios grupos, procurandedds a esclarecer as suas duvidas.

Na primeira questdo os alunos tinham que “desenharfyeoplano circular
alguns angulos. @. |é a questao e inicia-se o seguinte diadlogo, deranqual oN.

apenas ouve.

: O que é um angulo recto?
: Um &ngulo de 90°.
: E ndo se consegue fazer com os elasticos?

: Calmal!

o< I <

: Utiliza dois elasticos.
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A oo <

. desenhou no geoplano com os elasticos um angtiusajb
: Nédo é ...ou é.

: Nao é, mas esta quase la.

. alterando um dos elasticos].

: O obtuso ja fizemos.

. alterando um dos elasticos].

: Muda deste prego para este € o suficiente.

: E obtuso novamente.

: [retirando o transferidor do estojo] Tem 90°.

: E recto entdo.

Os alunos sentem uma certa dificuldade em manimdaglasticos de forma a

“desenhar”, no geoplano circular, um angulo reepesar de saberem o referido

conceito.

OB. apresentou ao grupo uma estratégia que permiiiicae se o angulo era

recto. Para tal, utilizou o transferidor, uma vee gersistiam algumas duavidas aquando

a visualizacao do angulo desenhado. Os colegagmmegom atencao a sua verificagao

com o transferidor, ndo restando davidas de quegalé formado € recto. A primeira

guestéo

era para os alunos se familiarizarem eoetpin o material manipulavel

distribuido pela professora, “desenhando” véaripsgide angulos.

Na questdo dois os elementos do grupo G1 adoptaramestratégia de

investigacdo sugerida na tarefa. Comecaram porefithes” os dois diametros no

geoplano néo circular, iguais aos da figura daafida trabalho e mediram a amplitude

dos quatro angulos a, b, c e d.

< z

<®mz<z<zZ

A

: Quanto é que deu o angwd

: 1500,

: Agora mede os outros.

. pega no transferidor para medir a amplitude dstsunées angulos].

:Obé 30°.

: O d éigual ao b também é 30°.

: Néo.

: [apontando para o arco que o angulo formava] GBa,pregos e aqui trés, logo sdo iguais.
: Pois é!

: O c também é de 150°.

: Eigual aca.

discussdo no grupo prolongou-se durante algunpaepois utilizando o

material distribuido, os alunos experimentaramogadiametros, chegando sempre a
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mesma conclusédo. Por isso, conjecturaram que &gquddicalmente opostos sao
iguais. A cooperacdo estendia-se a parte exper@amndtdrtilhavam tarefas enquanto o
B. alterava os diametros,M. ou oV. mensuravam a amplitude dos angulos formados
com o auxilio do transferidor. R. registava os valores indicados pelos colegas fazen
um esbocgo na folha de tarefa. A divisdo de tarefas discusséo desta ajudaram a
contribuir para uma maior independéncia relativamen professora, demonstrando,
assim alguma autonomia na realizacao do seu t@ab&thsolicitacdes que eram feitas a
professora iam maioritariamente no sentido de ooafi os resultados obtidos com o
material manipulavel. Os alunos ndo expressaranantiiras suas investigacdes
dificuldades. Recolheram os dados, tendo o cuidkddazer na folha de tarefa um
esboco da imagem apresentada no geoplano. A garitiformacéo recolhida os alunos
formularam uma conjectura. O geoplano possibildowrupo G1 avancar com alguma
facilidade nas suas investigacdes. A investigagabzada pelos alunos e a descoberta
dessa conjectura foi inteiramente da responsabiéidios alunos, cuja satisfagdo era
evidente apos o feito, traduzida em sorrisos. @@rao longo da tarefa, registava por
escrito as suas descobertas a medida que trocapdes entre si. Apesar de nao
surgirem duavidas na realizagdo da tarefa, a profasem determinadas alturas,
obrigava os alunos a pensar colocando-lhes questpedindo explicagbes do trabalho

realizado.

Prof.: Quantos angulos obtusos é que nés temos ai noageapl

B.: Um angulo obtuso.

Prof.: Sera?

R.: [apontando para o angulo] Este angulo tem ma@0ée

N.: Temos dois angulos obtusos. Este e este, poigusdis.

Prof.: [apontando para o geoplano] Sim, esses dois sassasbt[apontando para o angulo
formado pelos angulas ¢ eb.] Qual é a amplitude deste angulo?

R.: 330°.

Prof.: Porqué?

N.: Este € 150°, este € 30° e este é 150°.

V.: E também obtuso.

Neste didlogo é visivel que os alunos olham pagaaplano e s6 observam os
guatro angulos indicados na figura da tarefa. Agssora tenta demonstrar que existem
outros angulos obtusos para além daqueles doislesiidentificados, apresentado um

exemplo de outro angulo maior que 90°.
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Prof.: Qual a amplitude de metade de uma circunferéncia?

B.: 180°.

Prof.: Qual a amplitude deste e deste angulo?

B.: Medindo com o transferidor ... este tem 30° e e508.1

Prof.: [apontando para o geoplano] Este angulo tem 30famo significa que cada um destes
angulos tem de amplitude...

B.: 100°.

N.: N&o, quinze metade de trinta.

Prof.: Claro.Entdo sabemos a amplitude destes dois angulos?

B.: Sim. Este d4 30° e este 150°.

Prof.: Dizemos que sao angulos suplementares, porqué?que ® que observamos?

B.: Um é obtuso e o outro é agudo.

N.: Que estes dois sdo iguais e que estes dois tas#@@iguais.

Prof.: Sim, entdo podemos dizer que angulos verticalmgmbstos sdo iguais. E o que sabemos
em relacdo a estes dois angulos?

B.: A soma da 180°.

Prof.: I1sso significa que sdo angulos suplementares.

Verifica-se, pelo dialogo, que a professora formwdaas questbes aos alunos
com o intuito de os direccionar para a definicAcAdgulos suplementares. As vérias
guestdes formuladas pela professora séo respondedésrma clara demonstrando o
trabalho realizado pelo grupo na sala de aula.

Relativamente a questéo trés, na alinea trés pomtos alunos do grupo G1 néo
revelaram dificuldades em seleccionarem dois asgalpudos na figura. Depois de
seleccionarem os dois angulos com o transferidedinam a amplitude dos angulos

escolhidos.

: Aqui medimos os angulos com o transferidor?

: Sim.

: O que séo angulos agudos?

: Menor que 90°.

: [Medindo a amplitude dos angulos agudos selecdmspelos alunos] Tém 70°.
: S&o os dois de 70°.

: O que é que se pode concluir?

: Que séo iguais.

: Temos de escolher outros dois?

® 0 W< O WHL< AW

: [apontado para dois angulos agudos] Podem ses?eftedindo a amplitude dos angulos
seleccionados] Este tem 70°.

V.: S&o iguais.
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B.: S&o todos iguais.

Os alunos ndo manifestaram dificuldades em seleaciana figura angulos
agudos e utilizaram o instrumento adequado pararraeaimplitude dos mesmos. Ao
recolherem os dados, os alunos verificaram quest@doangulos agudos tinham a
mesma amplitude. Os alunos ndo sentiram necessaadsonjecturar, pois os dados
recolhidos constituiam respostas suficientementédasa Contudo, perante certas
questdes levantadas pela professora, o grupo mocedormulacdo de conjecturas e
sua justificacdo. Estes tiveram alguma facilidade rewolher os dadospois no
enunciado esta explicito o processo que se desegiair. Pelo dialogo apenas um aluno
nao sabia o conceito de angulo agudo, mas pergumsucolegas de grupo que
responderam a questdo. Em relacdo, aos angulo®oshiusbém chegaram a concluséo
que eram todos iguais.

A professora também encorajou os alunos a justéim aquilo que diziam, por

iSso questionou-o0s, obrigando-os a pensar.

Prof.: Vamos olhar para ai. Porque é que sao iguais?

R.: Como estas rectas sdo paralelas, esta familiaatlzssrpodem intersectar estas em qualquer
posicéo, que estes dois angulos tinham amplitupess.

B.: Em qualquer posicao nao! [fazendo um gesto semogerpendiculares as outras].

N.: Assim eram perpendiculares.

V.: Ndo havia &ngulos agudos ... eram rectos.

R.: Estas rectas ao intersectarem estas e sendolaamlestas também é a razdo dos angulos
agudos serem iguais e 0s obtusos serem iguais.

Prof.: Entdo como estes dois angulos tém os lados pasaeds angulos séo ...

R.: Obtusos, maiores que 90°.

Prof.: O que é que observaram?

B.: Eram iguais.

Prof.: Entéo, verificaram que dois angulos de lados plrsise forem ambos obtusos ou ambos

obtusos sdo geometricamente iguais.

A professora colocou uma questdo ao grupo G1 dadeando discusséo entre
0s elementos, uma vez que pretendia com base astigacao realizada, que o grupo
apresentasse uma justificagéo para os angulos ssgude obtusos serem todos iguais
entre si.

Relativamente a questdo trés ponto quatro, osoglucom base nos dados

recolhidos, verificaram que a jun¢do de um anggleda, com um angulo obtuso na
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figura da tarefa eram suplementares. Deste mogoofassora resolveu questiona-los
acerca da razdo pela qual isso acontece na figammbém chamou a atencdo para

questdes que ndo estavam a ser pensadas pelos. aluno

B.: D4 180°.

R.: S8o angulos suplementares.

B.: Professora é assim néo é?

Prof.: [Aproximando-se do grupo] Espere ... Diga?

B.: Se um é agudo e outro é obtuso sédo suplementares.
Prof.: Sera?

B.. E.

Prof.: Se eu tiver um &ngulo agudo de 70° e um angulssolite 140° eles sao suplementares?
R.: 210°.

B.: Ndo.

Prof.: Entao porque é que a soma destes dois anguld0da 1
B.: Porque os lados séo paralelos.

Prof.: Entdo dois &ngulos de lados paralelos, sendo uahoag um obtuso, sdo suplementares.

A conjectura formulada pelo grupo com base na ohsép dos dados
recolhidos permitiu verificarem que a soma da amngdi de um angulo agudo com a
amplitude de um angulo obtuso, na figura, dava serd®0°. A conjectura inicialmente
formulada pelos alunos do grupo G1 nédo era valata ppdos os casos. A professora
através de um exemplo levou os alunos a compreamdgue a sua ideia ndo estava
completa, ou seja, que a soma de um angulo agudaisoangulo obtuso ndo é sempre
180°. Contudo, o exemplo dado pela professora fauficiente para os alunos
concluirem que a sua afirmacédo nao era verdadareatpdos os casos. No entanto, as
varias perguntas colocadas pela professora levasamalunos a procurar uma
justificagéo para esse facto.

Relativamente a primeira questdo da tarefa, oayi@@ nao teve qualquer
dificuldade em representar os varios angulos pedido geoplano circular. O referido
grupo utilizou o transferidor para confirmar a amople dos angulos “desenhados”.

Atenda-se ao seguinte dialogo:

[Ma. pega nos elasticos para desenhar no geoplano gutodagudo].
Ma.: Um angulo agudo € menor que 90°, ndo é?
M.: Sim.

Ma.: Assim pode ser?
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M.: Sim, deve ter uns 20°.
Ma.: E facil de ver ... onde esté o transferidor.
G.: [olhando para o transferidor] E de 30°.

Ma.: E menor que 90°, estéa certo.

A Ma., com a ajuda do transferidor, mediu a amplitudeddgulo que tinha
“desenhado”. Em primeiro lugar comeca por colocaentro do transferidor sobre o
prego que se encontra no centro do geoplano cairfudatice do angulo) e coloca a
linha horizontal do transferidor que passa peldroede forma que coincida com um
dos elasticos utilizados para formar o angulo, cpiecide com o 0°. Depois, no outro
elastico verificou qual a amplitude do angulo qaeespondia no transferidor. O grupo
G2 tem nocado que o instrumento utilizado para mé&uagulos € o transferidor e que a
medida dos angulos é traduzida em graus. Verifssotambém que sabe medir um
angulo, utilizando o transferidor. Foi notdria aapith¢cdo do grupo ao material
manipulavel distribuido pela professora.

Relativamente a segunda questdo, o grupo G2 conpegdldesenhar” a figura
gue era proposta no enunciado da tarefa. Em segmd#os elementos do grupo mediu
a amplitude dos angulos com o auxilio do transberiel conjecturou, com alguma
facilidade, que angulos verticalmente opostos eramis. Para procurar testar a sua
conjectura, o grupo fez variar o diametro e mediguwatro angulos formados por eles e
verificou que ela era realmente valida para todosasos que experimentaram. Depois
generalizaram a conjectura para quaisquer diamefmdos os elementos do grupo
tiveram oportunidade de alterar os elasticos “deseto” outros diametros e medir a
amplitude dos angulos.

A professora foi frequentemente colocando questfies de alguma forma

obrigava que os alunos reflectissem sobre as mesmas

Prof.: Imaginem que nédo tinham o transferidor, como € greeederiam para determinar cada
um destes angulog@pontado para o angulo formado pelo arco entre pi@gosjComo posso
determinar a amplitude deste &ngulo aqui?

Ma.: Com o transferidor era facil.

Prof.: Qual é a amplitude de um angulo giro?

Ma.: 360°.

Prof.: Isto tudo tem 360°, certo?

Alunas do grupo G2:Sim.

Prof.; E este angulo aqui é de quanto?
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[Afastou-se do grupo].

C.: Temos de ver quantos espacos tem.

Ma.: Posso contar? [Passados alguns segundos] Deu 24.

M.: Se fosse 10° dava 240°.

C.: Experimenta com 15°.

M.: 15 vezes 24 d& ...a calculadora.

Ma.: Espera que j& tiro da mochila. [fazendo a conteatmuladora] D& 15° direitinho.

M.: Este angulo é de 15°.

Ma.: Professora, ja esta. Venha ver se esta certorgfegsora dirige-se ao grupo] Professora
cada angulo tem de amplitude 15° porque tem 24 esp cada espaco € 15° vai dar 360°.
Prof.: O que é que vocés acham?

Alunas do grupo G2:Esta bem.

Prof.: Estdo todos de acordo?

[Os elementos do grupo G2 abanam a cabega emadgesticordancial.

A professora pretendia que os elementos do grupongrassem uma estratégia
alternativa para o caso de nao terem o transfepdoa medir a amplitude de um
angulo. O grupo G2 para calcular a amplitude do &somado por dois pregos fez por
tentativas, em vez de aplicar a divisdo. A suged#professora em forma de pergunta
foi o suficiente para aumentar o didlogo no grupravés da discussado. Depois de
encontrar o valor do referido angul®a. solicitou a professora para que esta validasse
o trabalho realizado pelo grupo, embora ndo hoevgssilquer razao para o fazer.
Porém, a professora ndo da resposta se € ou namguio de 15°. O seu objectivo €
gue seja o grupo G2 a validar as suas conclusstespérmite que reflictam sobre o seu
trabalho.

O grupo G2 experimentou varios diametros como egargdo no enunciado da

tarefa, demonstrando assim alguma autonomia naaeab do seu trabalho.

C.: Entédo se cada angulo tem de amplitude 15°, agtaeilédescobrir a amplitude dos outros
angulos.

Ma.: Aqui é trés vezes quinze.

M.: D& quarenta e cinco.

C.: Este aqui tem 45° e este?

Ma.: [olhando para o geoplano] 45°.

G.: Porqué?

C.: E quinze mais quinze mais quinze.

Ma: Estes dois séo iguais. Aqui é quarenta e cinco quasenta e cinco mais quarenta e cinco.
M.: 135°,
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C.: E o outro oposto também.

G.: Porqué?

Ma.: [apontando para o arco correspondente ao anguerdm] Tem nove espacgos aqui e aqui.
C.: Temos que escrever uma conjectura?

Ma.: Basta escrever que dois angulos verticalmentetopgédo iguais.

Nas experiéncias realizadas para outros diametragupo faz uso dos seus
conhecimentos, nomeadamente o facto de cada anmeodens pregos ter de amplitude
15° e de um arco de circunferéncia ter de ampli®@@. Os alunos reconhecem a
existéncia de uma relacédo entre os angulos vernedk opostos da figura. Com base
na experimentacdo e manipulacdo dos elasticospm garmula uma conjectura tendo
em conta os dados recolhidos. As interac¢cfes eatedementos do grupo conduzem a
um trabalho mais rico, pois os alunos desenvolveamdg parte da actividade em
colaboracéo, partilhando opinides e discutindcaslei

A professora introduziu, no grupo G2 a noc¢ado deulrsgsuplementares.

Atenda-se ao seguinte dialogo:

Prof.: Quem é que “desenha” no geoplano um angulo dect80%s elasticos?

Ma.: [olhando para &.] Da-me um elastico.

[Ma. coloca o elastico de forma a formar um angulo&@fJ1

Prof.: [agarrando noutro elastico divide o angulo de ¥6°dois angulos diferentes] Quantos
angulos tém ai descritos?

Ma.: [apontando para os dois &ngulos em que ficouidiwid &ngulo de 180°] Aqui dois.

M.: Um agudo e um obtuso.

Prof.: [apontando para os angulos] O que acontece s@adieim este com este? Quanto é que
da?

Ma.: Este é quinze mais quinze da 30°.

Prof.: [apontando para o &ngulo] E este?

M.: 150°.

Prof.: Quanto é que da?

Alunas do grupo G2:180°.

Prof.: Quando a soma de dois angulos é 180°, dizemosaguéngulos suplementares.

A professora aproveita o material manipulativo pexamplificar o que séo

angulos suplementares. Os alunos sabiam “desenbageoplano um angulo raso. E

evidente o0 seu conhecimento relativamente a deagio dos angulos.

259



Na questdo trés da tarefa o grupo G2 recolheu bBsamaos dados, o que
permitiu que verificassem que todos os angulos @gedam iguais, assim como todos
0s angulos obtusos. Os alunos ndo sentiram neadss&m conjecturar, esta atitude
poderda ter sido influenciada pelo tipo de questiidscadas no enunciado da tarefa.
Contudo a professora incentivou os alunos ness&lgsenolocando vérias questdes. A
justificacdo s6 surgiu quando a professora ospeteu, relativamente a investigacédo

realizada.

Prof.: A que conclusdes chegaram depois de medirem dgtahes dos angulos agudos?

Ma.: Que é tudo igual.

Prof.: O que é que é tudo igual?

Ma.: A amplitude dos angulos agudos.

M.: Calculamos a amplitude destes angulos usando sférador séo todos de 70° e os angulos
obtusos séo todos de 110°.

Prof.: Pronto, por exemplo estes dois angulos sao dlzssifs de angulos ...

Ma.: Agudos.

Prof.: O que é um angulo agudo?

C.: Menor que 90°.

Prof.: Certo. Estes dois angulos agudos séo iguais,graydo isso acontece?

Ma.: Estas rectas sao paralelas e estas também.

Prof.. Entdo conjecturaram que dois angulos com ladgsectisamente paralelos, se forem
ambos agudos ou ambos obtusos séo iguais.

Prof.: [apontando para os angulos] Quanto é que da adestas dois angulo?

Ma.: 180°.

M.: Um agudo e outro obtuso, sdo suplementares selos forem paralelos.

A intervencéo da professora no grupo, proporciamalicdes para a justificacéo
sobre as conjecturas formuladas, ndo surgindo tmpEamente da actividade dos
alunos, mas sim da solicitacdo desta. O procesggstiicacdo foi importante para que
os alunos pudessem generalizar as conjecturas lktasu

Ao longo da discusséo verificou-se uma grande gpaitdo de muitos dos
alunos que intervieram para mostrar o modo comeuaysupo investigou para formular
as conjecturas pedidas. A professora procurou glantunidade a todos para participar,
dando sucessivamente a palavra a alunos que nerstiateresse em dar a sua opiniao
colocando o dedo no ar. Também deu a palavra anssatuais distraidos, apanhando-

os de surpresa, tentando, deste modo, envolvéltsioalho da aula.
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Em relacdo a primeira pergunta da tarefa, o portade cada grupo foi ao
geoplano que se encontrava no retroprojector eefdesl” um angulo. Como eram
quatro alineas cada grupo resolveu uma delas samdegdificuldade. A questdo dois
também ndo suscitou ddvidas. Cada aluno sugerithb efessora, desenhava no
geoplano dois diametros e media a amplitude dograuangulos recorrendo ao
transferidor ou faziam os calculos pois sabiam cama arco entre dois pregos tinha
15°. Depois faziam um esboc¢o no quadro da figumepiava no geoplano. No final
todos 0s grupos conseguiram conjecturar que angedoscalmente opostos eram
iguais. Relativamente a questédo trés todos os grupediram os angulos agudos e
obtusos e formularam duas conjecturas ao analisgura.

Sintese

Com a aplicacdo desta tarefa pretendia-se que wwslinvestigassem as
relacbes geométricas entre os angulos verticalnogrustos e entre os angulos de lados
paralelos. Relativamente ao modo como descobrisaralacdes geométricas salienta-se
a utilizac&o da visualizacao e a manipulagao.

A estratégia de trabalho adoptada para investigaelacbes geométricas entre
0s angulos verticalmente opostos foi a sugerida pe&ipria tarefa: desenharem outros
diametros no geoplano circular e voltar a medimplaude dos angulos. Durante o
decorrer das exploracdes, os alunos tiveram o @oida fazer um esboco na folha da
tarefa, para assim procurarem regularidades eiraonclusées. Com base nos dados
recolhidos os alunos, formularam uma conjecturaqidsstao trés a estratégia utilizada
foi novamente a sugerida pela tarefa. Os alunosa@anxilio do transferidor mediram
as amplitudes dos angulos sugeridos, verifican@otodios os angulos agudos tinham a
mesma amplitude e que o mesmo acontecia em retaadngulos obtusos. Também
verificaram que na tarefa “Angulos Verticalmente o&ps e Angulos de Lados
Paralelos” a soma de um angulo agudo com um argnileso dava 180°. No inicio os
alunos ndo sentiram necessidade de formular congest porém, incentivados pela
professora, procederam a formulacéo de duas cargsct

Nesta tarefa, através dos episddios transcritagceaevidente que os alunos
valorizaram 0s processos matematicos em detrindogaesultados obtidos. Os alunos
utilizaram alguns processos mateméaticos duranteadizacdo da tarefa. Os varios

grupos evidenciaram facilidade na leitura e comsée da situacdo apresentada na
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tarefa. Os alunos através dos dados recolhidosufanocregularidades, sendo este um
processo que contribuiu, em certa medida, pararmufacdo de conjecturas. A
justificacéo das conjecturas formuladas foi um esso utilizado pelos alunos, embora
tenha sido sugerido pela professora. Outro proogtiiszado foi 0 de escrever sobre as
suas descobertas, obrigando, desta forma o gregfteatir sobre o trabalho realizado.

Os alunos evidenciaram maior independéncia eméaelagrofessora, pois s6 a
solicitavam para esclarecer duvidas. Como respastgprofessora dava alguns
esclarecimentos, devolvia-lhes questdes, pediaicexples e justificacbes para o0s
resultados obtidos. E possivel verificar que asficastivas dos alunos foram expressas
de forma ndo formalizada. Ndo ha um encadeamergoléde demonstracdes
rigorosas, uma vez que neste nivel de ensino ést& mma pratica dos alunos em sala
de aula. Nesta aula, os alunos formularam diversagecturas; no entanto, a
justificagcdo das mesmas eram baseadas em casmsllpegs. Mas, incentivados pela
professora, os alunos procuraram justificagdes paeso geral.

Na fase da discusséao final da tarefa houve umalgrparticipacdo dos alunos
na apresentacao das conjecturas formuladas e heag&o das mesmas. Alguns alunos
revelaram mais facilidade do que outros em expéisa-utilizando uma linguagem
matematica adequada.

Os grupos adquiriram dinamicas diferentes, devidopapel mais activo de
determinados elementos que se envolveram em adide forma muito entusiastica,

procurando explorar e descobrir relagdes entregslés.

Material manipulavel

O material manipulavel usado na tarefa reveloualguma influéncia nos
processos matematicos utilizados: especializac@omulacdo de conjecturas e
verificacdo. Estes materiais ajudaram na recolhalats, permitindo, assim, obter
alguns exemplos, que levaram os alunos a procwegularidades entre eles,
conduzindo-os a formulacdo de uma conjectura eadetificacdo. Os alunos também
recorreram ao material disponibilizado para os l@wxinos seus raciocinios e
explicacbes aos outros colegas, salientando-seiliaagcdio da visualizacdo e da
manipulacao.

Também foi visivel uma certa evolugédo dos alunosigel do discurso na sala

de aula, assim como uma menor dependéncia da poodesendo para tal contribuido a
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utilizacdo de materiais manipulaveis. Da observai@alunos na resolucdo da tarefa
podemos registar a motivacdo, o interesse e o dmpedemonstrado, em particular
daqueles que tém menor aproveitamento.

O geoplano circular permitiu aos alunos desentman ¢ auxilio dos elasticos,
0s varios angulos pedidos. Alguns alunos manifestadificuldades na manipulagéo
dos elésticos de forma a desenhé-los. Porém, npuatagiio do transferidor os alunos
nao revelaram davidas de manuseamento, tendo siahae revelado util na medicao
da amplitude dos angulos.

Relativamente ao vocabulario usado na sala de aeldicou-se que os alunos
utilizaram termos especificos de Geometria comaulégngecto, angulo obtuso, angulo
agudo, angulos suplementares, angulo raso, reota®mrentes, rectas paralelas. Esta
situacdo parece evidenciar que os alunos adquirganfianca na utilizacdo desta
linguagem.

Os diadlogos estabelecidos sugerem que 0s alunesraf@ram 0s conceitos de
angulos verticalmente opostos e angulos de ladasepas, através da experiéncia e nao
na simples transmissao pela professora.

O material revelou-se Uutil, pois auxiliou os alunuss explicacdes dos seus
raciocinios, dando-lhes uma maior seguranca nasafirenacoes, desencorajando-0s a
ficarem dependentes de uma autoridade exteriodlepsediga quando estdo certos ou
errados.

Os alunos que evidenciavam dificuldades nestaplilsaj envolveram-se na
tarefa com grande entusiasmo, ndo se inibindo eaba@r para a sua resolucéo,
verificando-se da parte dos outros alunos uma aédgt das opinides expressas por

esses, contestando-as ou néo.

4.8. Tarefa “Propriedades dos quadrilateros”

Esta tarefa (anexo 10) foi realizada durante umabttecnoventa minutos no dia
18 de Maio, com o intuito de rever alguns conceifosc¢édo, classificacdo e
propriedades dos quadrilateros), fundamentais marastudo das propriedades e
construcao dos paralelogramos.

Os alunos, ao entrarem na sala de aula, dispussrala-acordo com 0S grupos
inicialmente formados. ApoOs a professora distrilautarefa e o geoplano nao circular,
0S grupos comecaram a debrucar-se sobre esta. §&adpaalgum tempo de

familiarizacdo com o material por parte dos aluaagie a professora circulou entre 0os
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grupos, colocando questdes ao trabalho desenvoleau a finalidade de esclarecer
davidas que possam ter surgido.

Os alunos do grupo G1 tiveram algumas dificuldadeguestdo um que remetia
para a representacdo no geoplano de varios quadvgaa partir de um quadrilatero

inicial.

V.: E pedido um quadrilatero n&o rectangulo e nicéés.

[B. muda os elasticos de forma a formar um trapézareétangulo e ndo isdsceles].
: Calma ... Estes dois lados tém de ser paralelos.

: Tem de estar paralelos sendo néo € um trapézio.

: Este [lado] estéa igual a este [lado].

: Nao é para ficar igual?

: Claro, que ndo. E pedido um trapézio néo isdsceles

: Isosceles tem dois lados iguais.

: Entdo, ndo pode ter nenhum lado igual.

: E ndo pode ser rectangulo.

: N&o pode ter nenhum angulo de 90°.

WD <WD WL ZWZ

: E ndo rectangulo, ndo isésceles ... é um trapézalerm.
R.: Como este [apontando para o quadrilatero da janéfa tem nenhum angulo de 90° e tem

todos os lados diferentes e é nado trapézio, blstaraos elasticos para ser trapézio.

Como € possivel constatar, a colaboracédo de toslademnentos do grupo, a
interaccdo dos alunos e a partilha de opiniGesul@goa identificacdo do quadrilatero
que teriam de formar na alinea a). As questbesadés no seio do grupo levaram a
reflexdo de alguns significados: trapézio, trapémén isOsceles e trapézio nao
rectangulo. CR. apresenta, com base na discussdo com o0s seuasal®g estratégia
para construir o poligono pedido (trapézio escdlefsta consistia em alterar os
elasticos de forma a sO alterar uma das suas edsticias, ou seja, passar de nao
trapézio a trapézio.

Os alunos continuaram a alterar os elasticos dein@aa obter os quadrilateros
pedidos a partir do quadrilatero inicial. Estes ulism entusiasticamente cada alinea.

B.: Um paralelogramo...

N.: Tens de construir esta figura.

[O N. desenhou na folha da tarefa um paralelogramo wnligulo].
V.: Existem outros ...N&o tem de ser esse.

N.: Porqué?
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.. O rectangulo é um paralelogramo.

.. Desculpa la, mas ndo me parece.

\%
B
R.: Estas confuso. O paralelogramo e o rectangulgjsadrilateros.
N.: Sim, sdo poligonos de quatro lados.

\%

Um paralelogramo tem os lados opostos paralelagjol o rectangulo é sim um

paralelogramo. Assim, como o quadrado, o losandumasta ter os lados opostos paralelo.

Neste dialogo, verificamos que nenhum aluno do@rgncorda com a opinido
do V., muito embora esta esteja corredfa.tenta explicar o seu raciocinio ao grupo,
mas 0s colegas sao da opinido qué esta a confundir as definicdes de paralelogramo
e de quadrilatero. No entanto, a deduca¥ deermitiu-lhe estabelecer a relacao de que
um rectangulo é um paralelogramo porque tem todasr@priedades (quadrilatero e
lados opostos sdo paralelos) de um paralelogramte-$¢ que o/. relacionou as
propriedades geométricas dos quadrilateros. A rpeéo qual nenhum dos colegas do
grupo doV. aceitou a sua resposta, muito embora o sua dedsgtB@sse correcta,
pode ser explicada talvez pelo facto\oser considerado um aluno fraco, tanto pela
professora como pela turma. Gerou-se um momendssdaessao, por iSso a intervengao
da professora junto do grupo foi fundamental. Aadie que a professora é a detentora
da verdade € visivel na postura dos alunos. Sadquarprofessora diz que o raciocinio

doV. é correcto, tentam compreendé-lo.

N.: Professora o rectéangulo, o quadrado, o losangpaé@belogramos?

Prof.: Sim.

B.: N&o percebo!

Prof.: O que querera dizer paralelogramo?

B.: Paralelo.

Prof.: E 0 que é paralelo?

B.: Os lados.

R.: Os lados séo paralelos dois a dois.

Prof.:. Entao, esses poligonos tém ou nao os lados opuai@lelos?

B: Sim. Mas professora e este poligono [apontand@ marparalelogramo obliquangulo
desenhado peld.] ndo é um paralelogramo?

Prof.: Claro que sim, é um paralelogramo. Sera que ualglagramo € um trapézio?
B.: N&o sei.

Prof.: Pensem nisso!
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Apds uma breve discussdo e com a ajuda da professfmrgaram a conclusao
que oV. tinha razdo na sua afirmacéo pois os losangogatdngulos e os quadrados
sdo paralelogramos, s6 que tém nomes especifess.slgnificava que havia outros
paralelogramos, sem ser o0 sugerido pelp que poderiam construir no geoplano.
Parece evidente que os alunos tém alguma difical@sad estabelecer relagbes entre
propriedades relativas a uma figura ou entre fgu@ontudo, os alunos do grupo G1
sao capazes de identificar os quadrilateros, pesertharam-nos no geoplano e sabem
distinguir as caracteristicas das figuras. No d@dl@anterior parece evidente que a
professora pretende que os alunos superem asldifitas manifestadas. Varias foram
as vezes que a professora abordou o grupo panacestivar a estabelecer relacdes

entre figuras. Atenda-se ao seguinte dialogo:

B.: Rectangulo ndo quadrado.

V.: Um rectangulo ndo é um quadrado.

Prof.: E um quadrado é um rectangulo?

B.: N&o, séo diferentes.

Prof.. O que é que caracteriza um rectangulo?

V.: Tem quatro angulos rectos.

Prof.: Muito bem! E os lados?

B.: Sdo iguais dois a dois.

Prof.: Um rectangulo ndo é um quadrado. E o quadradéawsemrectangulo?
R.: Mais tem os lados e os angulos todos iguais.

Prof.: Quais séo as caracteristicas de um rectangulo?

R.: Tem quatro angulos rectos.

Prof.: E o0 quadrado ndo tem quatro &ngulos rectos?

Alunos do grupo G1:Sim.

Prof.: Entdo também é um rectangulo, por isso é queanuael ao lado ndo quadrado.

Esta primeira questdo permitiu aos alunos famikaem-se com o material,
mas, também, exigia uma representacdo mental gasagi geométricas. Ou seja, 0s
alunos tém de conceber uma imagem visual de algonga tém diante dos olhos no
momento e tentar “desenha-las” no geoplano. Tabfapelava a memoria visual dos
alunos, uma vez que a classificacdo de quadrikgtiEioleccionada no sexto ano. O
material disponivel permite a construcdo dessasdye exige o conhecimento das suas
propriedades. Esse aspecto leva a que a comunieat@ 0s alunos aumente, como
comprovam os dialogos anteriores. E nesta fase duabalho dos alunos comeca a ter
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caracteristicas de natureza cooperativa, pois € @e todos contribuem para a
resolucao da tarefa, para alcancar um objectivaiconAssim, a tarefa, aos poucos, vai
sendo resolvida com a cooperacdo de cada memhbgougdo. Neste sentido, o trabalho
de grupo € visto como um produto resultante de conda conjunto sobre o que estao
fazendo.

Embora a maior parte das discussfes fossem em oedac@ropriedades dos
quadrilateros, também houve discussdes relacioramasa manipulacdo dos elasticos
no geoplano nao circular, pois todos queriam caindfiguras. Verificamos que todos
0s membros do grupo queriam experimentar, congtonir os elasticos os quadrilateros
pedidos.

: Posso...
: Vou alterar.
: Agora sou eu. Ja tiveste a tua oportunidade, eodseguiste.

: Nao ...

< ®m < ®<

: O préximo sou eu que vou construir.

Quando os alunos chegaram a questdo dois, ondeestiomava qual foi a
estratégia que os alunos usaram para formar caddagnyuadrilateros a partir do
quadrilatero inicial, o grupo G1 revelou algumasidas. Quando a professora passou
préximo do grupo, aproveitaram de imediato paremdliguma ajuda.

B.: Professora, ndo compreendemos [apontando parstiquinis].

Prof.: O que é que tiveram de fazer para obter os gasehdls? Por exemplo, se fosse o trapézio
rectangulo ...

B.: Alteravamos este [vértice] e este [vértice].

Prof.: Era preciso o qué? ... O que é que fizeram?

N.: Pegamos no elastico e esticamos.

Prof.: Era preciso mexer em todos os vértices?

N.: N&o.

Prof.. Entdo qual foi a estratégia que utilizaram paremér cada um dos quadrilateros
anteriores a partir do quadrilatero inicial?

B.: Ah! Ja sei.

A professora, ao dialogar com os alunos, ouvenbsiroga-os e orienta-os, mas
ndo da resposta a pergunta por eles formuladanimte, as questdes formuladas pela

bY

professora conduziram o0s alunos a resposta. Amimalmomentos de reflexdo e
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discusséo sobre a estratégia utilizada, os alusmswweram na folha de tarefa: [Usei o
geoplano, alterei os vértices de modo a dar o gésto, alterei, um, dois, trés vértices
conforme o quadrilatero].

Na questdo trés, os alunos comecaram por consimMamente cada uma das
figuras e marcaram as diagonais com elésticos ds abferentes, conforme referia o
enunciado. Em cada quadrilatero construido teriaenvguificar se as diagonais eram
eixos de simetria, se as diagonais eram iguaisas skagonais eram perpendiculares.
Os alunos do grupo G1 tiveram alguma dificuldadevenficar se no trapézio escaleno
as diagonais eram perpendiculares. Quando a pooéepassou por perto, solicitaram a

sua ajuda.

Prof.. Neste quadrilatero [trapézio escaleno] as diagoso perpendiculares?
B.: Sim.

N.: N&o.

Prof.: Sim ou ndo?

B.: Sim.

Prof.: O que séo rectas perpendiculares?

R.: Formam um angulo de 90°.

Prof.: Qual o instrumento que utilizamos para medir agifos?

V.: Com o transferidor.

[B. pegou no transferidor e mediu a amplitude de usndahgulo formado pelas diagonais].
V.: Néo.

Prof.: Entdo as diagonais sdo perpendiculares?

Alunos do grupo G1:N&o.

Os alunos sabiam a definicdo de rectas perpendisuiatinham conhecimento
que o instrumento utilizado para medir a amplitddeum angulo € o transferidor, no
entanto tinham davidas se as diagonais eram oupegmendiculares. As perguntas
colocadas pela professora foram o suficiente paeaog alunos compreendessem como
deveriam proceder para verificar que as diagonaisrapézio escaleno eram ou nao
perpendiculares. Os alunos manifestaram saber as@ansferidor para mensurar
angulos. A descoberta de que no trapézio escakd@mgonais ndao sao perpendiculares
baseou-se, essencialmente, na visualizagéo e npufagdo do transferidor, sendo uma
forma de verificacdo. Depois de discutida a sitoagéterior, os alunos deste grupo

utilizavam o transferidor sempre que tinham davidss as diagonais eram
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perpendiculares ou obliquas. Também utilizaram aadgra verificar se as diagonais

eram iguais.

B.: As diagonais [do rectangulo] séo iguais?

V.: Mede com a régua.

[N. com a régua mede o comprimento das duas diagonais]
N.: Sim, ttm 0 mesmo comprimento.

B.: SO no rectangulo e no quadrado é que as diags@aiguais.
R.: E no papagaio?

B.: Nao ... [desenhando na folha um papagaio] Olha[dstgonal] € maior que esta [diagonal].

Os alunos do grupo G1 necessitaram da régua edsfeéridor como forma de
verificarem se as diagonais eram iguais ou se grarpendiculares. De facto, ao
medirem as diagonais dos varios quadrilateros englitade dos angulos formados
pelas diagonais, permitiram que concluissem, daliat® quais os quadrilateros em

gue as diagonais eram iguais, perpendicularesos €ix simetria.

B.: As diagonais do papagaio sdo diferentes dos oujfddinham analisado os trapézios, o
paralelogramo e o rectangulo].

V.: Porqué?

N.: Tém a forma de cruz.
V.: S&o perpendiculares.
R.: Porqué?
\Y,

.. Porque formam angulos rectos ... de 90°.

Este pequeno diadlogo ilustra a forma como se faigesando a aprendizagem, o
papel que a construcao das figuras no geoplan@gpactiva analise e visualizacao das
caracteristicas das suas diagonais desempenhopreadaagem dos alunos. Estas
descobertas originaram uma discussdo acerca dastarésticas das diagonais dos
varios quadriladteros. Na folha de tarefa, os aluegsstaram todas as suas descobertas
assim como um esboco dos varios quadrilateros e disgonais, assinalando os
angulos formados por estas e 0 comprimento dewada

A questdo quatro, os alunos resolveram com algianiéidade: tracaram o
outro segmento de recta de forma que os dois ségméossem as diagonais do
quadrado. Os alunos utilizaram os instrumentosects para proceder a constru¢ao do

quadrado. Relativamente aos cuidados que tiverartragar a segunda diagonal, o
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grupo G1 com base na questao trés sabia que amdiageram perpendiculares, tinham
0 mesmo tamanho e bissectam-se.

Relativamente ao grupo G2, o inicio da tarefa farecado por algumas
dificuldades. A primeira dificuldade deveu-se aotdados alunos ndo conseguirem
alterar o quadrilatero inicial de modo a formar tmapézio ndo rectangulo e nao
isésceles. Primeiro, desenharam um trapézio isgscelepois alteram os elasticos
apenas com o objectivo de que os lados teriamrd#ifeeentes, esquecendo-se que para
ser trapézio tem de ter, pelo menos dois ladosgbasaobtendo um néo trapézio. Apos
varias tentativas, solicitaram a ajuda da profesaona vez que ndo conseguiam forma-

lo:

Ma.: Professora o trapézio escaleno ndo da para fgaena geoplano.

Prof.: Ndo da? Tém a certeza? [A professora constroienplgno o trapézio escaleno] ... E um
trapézio?

C.: Sim, tem dois lados paralelos.

Prof.: Tem os lados todos diferentes?

C.: Sim, € um trapézio escaleno?

[A professora altera os elasticos no geoplana.

Prof.: E assim?

Ma.: N&o é um trapézio, ndo tem lados paralelos.

Prof.: E assim, pode ser?

Ma.: Sim, é um trapézio escaleno.

A dificuldade advinha do facto de, ao formar a fgguos alunos teriam que
observar trés caracteristicas: quatro lados, ddiss| paralelos e lados todos diferentes.
Contudo, s6 conseguiam formar figuras com duasadesaracteristicas, levando a
concluir que nao era possivel formar o trapézioiqmedo geoplano. Os alunos
continuaram a formar os varios quadrilateros gaengredidos na tarefa com a ajuda do
geoplano. Para os formar os alunos tiveram dertsepte as suas caracteristicas. O
ambiente é de trabalho.

Ma.: Professora, um losango ndo quadrado é simbol@edauR?

Prof.: Claro. Entdo se fossem caracterizar este poliglmsango ndo quadrado] aos vossos
colegas que informacdes dariam?

M.: Tem os lados todos iguais.

Prof.: E em relacdo aos angulos?
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[Ménica pega no transferidor e com a ajuda da Marianedem a amplitude de todos os

angulos].

M.: Este [angulo] é igual a este [angulo], e esteybnjg igual a este [angulo].

Prof.: Isso quer dizer que os angulos opostos sdo igu@sa que o losango € um
paralelogramo?

Mariana: Sim ... porque os lados opostos sao paralelos.

Prof.: Exacto.

Verificamos que os alunos sabem identificar algumas caracteristicas do
losango e foram capazes de estabelecer uma redag@oo losango e o paralelogramo.
Durante este periodo da actividade dos alunospfagsora procura que eles discutam

entre si, NOS seus grupos, as questdes da tarefa.

Ma: O trapézio escaleno tem algum eixo de simetria?

M.: N&o.

Ma.: As diagonais séo perpendiculares?

G.: Sim.

M.: As diagonais cruzam-se.

Ma: Isso significa que séo perpendiculares! [apontgrata as diagonais do trapézio escaleno]
Estas duas rectas sédo perpendiculares?

G.: Sim. Mas...

C: Rectas perpendiculares tém de formar um angutiDele

Ma.: [pegando no transferidor e medindo a amplituderdelos &dngulos] Olha!

M.: Nao é.

Os alunos demonstraram ter alguma dificuldade emtiftcar a posi¢ao relativa
das diagonais do trapézio escaleno, somente atdavésservacdo das mesmas. E, s6 o
fizeram correctamente, apésMa. ter mensurado a amplitude de um dos angulos
formados pelas diagonais. Verificamos que os elémsaip grupo sabem o processo de
mensuragcdo de angulos, uma vez que sabiam quatranrento utilizado e como usa-
lo. Desta forma, averiguaram que as diagonais dpénio escaleno ndo eram
perpendiculares, mais sim obliquas.

Também verificamos que quando algum aluno do grm aoncorda com o

colega, interrompe-o0, questiona-o e expde o0 setoptmvista.

[M. constroi o paralelogramo no geoplano].
M.: Assim, esta certo?

Ma.: Sim, agora as diagonais.
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M.: S&o [eixos de simetria].

Mariana: N&o sdo. Tens a certeza?

[Ma. desenha numa folha A4 um paralelogramo, depota @dobra o paralelogramo por uma
diagonal e verifica que as diagonais nao dividdiguaa em duas partes iguais].

M: Agora dobra. E igual?

Ma.: Nao é igual.

M.: Esta bem, pronto! As diagonais ndo séo eixosrdetsa.

Ma.: Nao tem eixos de simetria. As diagonais sdo i§uais

G.: Nao, nem séo perpendiculares.

A estratégia utilizada pelda. para demonstrar as suas colegas que tinha razao,
permitiu que verificassem que as diagonais ndo ezatns de simetria e que 0
paralelogramo n&o tem eixos de simetria. Em termoscahhecimentos os alunos
evidenciaram saber o conceito de simetria e deodagle um quadrilatero. Os alunos
do grupo G2 utilizaram a régua e o transferidodescoberta das caracteristicas dos
quadrilateros sempre que algum elemento manifesiguana davida.

Os alunos nao revelaram grandes dificuldades médugg® da questdo quatro da
ficha de trabalho. Notaram-se, porém, algumas uldades por parte dos alunos em
escrever os cuidados que tiveram ao tracar a sagdiagonal. Parece que os alunos
nao estavam habituados a registar as suas obsesvatalvez estes alunos nunca
tinham trabalhado com relatérios em Matemética. DeErem sentido imensas
dificuldades em descrever o que acabaram de f@oeno tal, solicitaram a ajuda da

professora, tendo-se passado o seguinte dialogo:

Prof.: J& escreveram os cuidados que tiveram?

Ma.: As diagonais sé&o iguais. [apontando para a figura]

Prof.: O que é que sabem mais em relacdo as diagongisadioado?

M.: S&o perpendiculares.

Prof.. Porque é que a segunda diagonal passa por aquifitf@gdo para o ponto médio do
segmento de recta marcado] Podia ser aqui e asndimgeram perpendiculares?

Ma.: Tem de ser a meio desta ... fica metade para cdda la

Prof.: Escrevam isso ... ndo foram esses o0s cuidadosvgrani?

Os alunos acabaram por escrever: [As diagonaigysacs e tém que formar um
angulo de 90° para serem perpendiculares; a seglingdanal passa pelo meio da

diagonal desenhada]. Deste modo, a professoraagogoos alunos a explicarem os
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procedimentos necessarios a ter em considerac&onsirucdo de um quadrado. Ao
registarem o que fizeram os alunos reflectem solwrabalho desenvolvido.

A apresentacdo ao grande grupo das conclusfeduwtas doi rapida pelo facto
de faltar pouco tempo para dar o toque de saidas§m em relacdo a questdo um, cada
grupo limitou-se a ir ao retroprojector construsr quadrilateros pedidos. Como eram
oito alineas, cada grupo ficou com duas delas. dlagas seguintes, os alunos
limitaram-se a ler o que haviam escrito e 0s réssagrupos pouco questionaram, uma

vez que chegaram as mesmas conclusdes.

Sintese

A tarefa proposta aos alunos, exigia a cooperacéolaboracdo de todos o0s
elementos do grupo, situacdo que ndo era novagbesa Também sugeria um papel
mais activo e autbnomo da sua parte, uma vez gaeitgue desenhar no geoplano néao
circular varios quadrilateros, tendo em conta a&s soropriedades, apelando a sua
memoria visual.

Alguns alunos manifestaram dificuldades em alterquadrilatero (ndo trapézio
e ndo papagaio) de forma a desenhar os quadrdapedidos. Esse facto originou
alguma discussao no seio dos varios grupos acaaudhs caracteristicas, sendo este
um dos objectivos da tarefa.

A estratégia utilizada pelos diferentes grupos istias em, a partir do
quadrilatero desenhado na tarefa, altera-lo atralésnanipulacdo dos elasticos de
forma a desenhar o quadrilatero pedido. Os alurmspreenderam que ndo era
necessario mexer em todos o0s vértices ou segmdatoscta do quadrilatero inicial
para os desenhar. A descoberta das propriedadelag@sais dos varios quadrilateros
baseou-se, essencialmente, na utilizacdo da Aagdlh e da manipulacdo dos elasticos.

Notava-se uma grande motivacédo, interesse e emmmmthalunos na resolucao
da tarefa. Houve mais autonomia; mas, por vezgsesenca da professora pareceu
funcionar como catalisador para a discussao estraumos. Verificamos que, quando
algum aluno colocava alguma questdo, a professorarez de responder, colocava
outras questdes ao grupo, para que pudessem ireBebre isso, ou sugeria que
verificassem com a ajuda do material. As intervesgda professora iam no sentido de

esclarecer duvidas e recolher dados acerca ddheabas alunos, adoptando por isso
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uma atitude interpelativa. Neste sentido, a profespretendia que os alunos se tornem
menos dependente desta, mas autbnomos no proeeapeeddizagem.

A tarefa permitiu aos alunos trabalhar ao nivel desenvolvimento da
capacidade espacial — discriminagcédo visual, umaquez era dado um conjunto de
figuras geométricas para os alunos formarem no lgeopcom os elasticos o que
apelava que soubessem identificar as respectivaslisancas e diferencas entre as
figuras. Os alunos tiveram oportunidade para eapler discutir as propriedades dos
varios quadrilateros, 0 que numa aula expositivaasesseriam fornecidas pela
professora, cabendo aos alunos memoriza-las. A micagdo verbal foi outra
capacidade que os alunos trabalharam, atravéda die ideias entre alunos e entre
estes e a professora. Também estiveram a trabathaivel do desenvolvimento da
capacidade de organizacdo l6gica do pensamentomdiate. Nesse processo de
experimentacdo, os alunos revelaram passar parsvahposterior, pois para além de
reconhecerem e diferenciam as figuras geométricastidas no enunciado,
manifestaram saber distinguir as suas propriedadestudo, apenas alguns alunos,
evidenciaram estabelecer relacbes entre as figeras suas propriedades. Assim,
partindo de um pensamento sobre objectos concregse caso os quadrilateros
construidos no geoplano nao circular, com os el#stio aluno foi conduzido a um
pensamento sobre relacdes entre as figuras e s@Agedades, tudo isto € propicio para

gue niveis sucessivos de abstraccédo possam se¢adics.
Material manipulavel

Uma influéncia que se revelou decisiva ao longotatka a tarefa foi a dos
materiais manipulaveis que foram postos a dispost# alunos. Foi com ele que
foram concretizadas todas as experiéncias, serdmiaicdo de alguns conhecimentos
facilitada pelo tipo de material que os alunosrtéwe oportunidade de utilizar.

A distribuicdo de um geoplano nao circular por gruparece ter promovido a
necessidade de todos os alunos cooperarem pasalac@ da tarefa proposta. Assim
sendo, os alunos interagem uns com 0s outros,pguarverbalizar os seus raciocinios,
quer para discutir as descobertas do grupo. Pongre 0 material auxiliou os alunos a
conjecturar que 0s rectangulos possuem sempre r@isgyocongruentes que se
bissectam. Esta tarefa foi desenvolvida num ambialdge camaradagem e boa
disposicéo, onde todos os alunos se empenhararemoisiasmo.
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O aspecto mais saliente ao longo da resolucdo thastfa € o dinamismo da
aula, caracterizado pelo papel activo dos alunos uvez que os alunos discutiam e
reflectiam no seio do grupo as varias questbesogtap. Deste modo, parece evidente
que os alunos desenvolveram uma compreensao nma@eta das formas e das suas
propriedades e construiram, de uma forma maisalaturocabulario da Geometria. A
manipulacdo dos elasticos e os seus conhecimemiativamente aos quadrilateros,
influenciou o ritmo de trabalho dos varios grupos.

Os dialogos estabelecidos durante a resolucaorefa tsugerem que os alunos
analisaram e descreveram as caracteristicas dags vipos de quadrilateros e
identificaram as relacfes existentes entre os vaims, sendo a exploragdo feita
recorrendo ao geoplano nao circular e aos elastneste sentido, 0 material revelou-se
atil, uma vez que serviu de catalisador para caageprodutivas, relativamente aos
lados, angulos e diagonais dos varios quadrilate@ss aspectos citados parecem
evidenciar que os alunos estiveram a trabalhar i@el mlo desenvolvimento de
competéncias matematicas nomeadamente ao niveledsampento geométrico; do
raciocinio geométrico; da construcdo e analise gespriedades das figuras
geométricas, recorrendo a materiais manipulaveisnedicdo, utilizando instrumentos
apropriados; da organizacdo logica do pensamentienmasico (diferenciacdo das
figuras geomeétricas); e da comunicacdo (formulagéoargumentos recorrendo a

visualizagao, explicitando-os em linguagem corrente
4.9. Tarefa “Propriedades e Construcao de Paralelogmos”

A tarefa “Propriedades e Construcdo de paralelogsafanexo 11) foi aplicada
no dia 22 de Maio, numa aula de noventa minutos.

Como os alunos ja estavam familiarizados com andica das aulas, entravam
na sala de aula e de imediato ocupavam os seug$ugara trabalharem em grupo. A
professora distribuiu a tarefa, o geoplano ndaukdrce os elasticos de varios cores aos
alunos. O restante material (o transferidor, o casep, a régua e o esquadro) foi
solicitado aos alunos que trouxessem para a aul@oposta de trabalho tinha como
objectivo estudar as propriedades dos paraleloggatom recurso ao geoplano nao
circular e construir paralelogramos a partir dedopes dadas. Também se pretendia

proporcionar a aplicacdo dos conhecimentos adgsirgn tarefa anteriores, tais como
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a nocdo de paralelogramo, diagonal de um parabiogre as propriedades dos
triangulos e dos angulos.

Na questdo um os alunos teriam que “desenhar”,eoplgno néo circular, um
paralelogramo obliquangulo, analisar e justificaredacdo existente entre: (1) as
amplitudes dos angulos internos de um paralelogré®aos comprimentos dos lados
opostos de um paralelogramo, (3) as amplitudesadgslos adjacentes ao mesmo lado
e (4) as diagonais de um paralelogramo. Depoianeque experimentar para outros
paralelogramos e confirmar se as propriedades bedes no paralelogramo
obliquangulo se verificavam novamente.

Os grupos embrenharam-se com entusiasmo no traballppimeira questéo
revelou-se-lhes facil e, com o auxilio do mater@@locado a sua disposicéo,
rapidamente a resolveram. A maior parte dos grupasfestou alguma dificuldade na
parte da justificagéo.

No grupo G1, os alunos comecaram por ler a prapdsttrabalho na integra.
Depois, “desenharam” um paralelogramo obliquangolgeoplano néo circular com os
elasticos. Os alunos, através do transferidor,llmecam os dados relativamente aos
angulos internos do paralelogramo. E, com baseadss recolhidos, verificaram que a
soma dos angulos internos do paralelogramo era60e ®s angulos opostos eram
iguais e que os angulos consecutivos eram suplamsntEstes demonstraram que
perceberam a accédo que teriam de desenvolver pistaira questdo da proposta de
trabalho. Contudo, os alunos manifestaram algurieultlade em justificar os dados
recolhidos. Decidiram, entdo, imediatamente chanmofessora.

Prof.: [apontando para o geoplano] Tém um paralelogramaito bem. Como é que
classificamos cada um dos angulos internos doglagehmo? ... Este [Angulo A] é?

V.: Agudo

Prof.: Sim. E este [angulo C]?

B.: E igual, ttm a mesma amplitude.

Prof.: [apontando para os angulos] Este angulo [A] éliggaele [angulo C]?

V.: Ndo é! ... utilizando o transferidor da igual.

Prof.; [apontando para dois segmentos de recta] QuaaSiado relativa destes dois segmentos

de recta?

V.: Paralelos.

Prof.: E destes?

B.: Paralelos.
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Prof.. Se tragarmos esta diagonal, por exemplo, o pagakeho fica decomposto em dois
triangulos. O angulo DCA é igual ao angulo CAB p@g

V.: Porque os angulos sdo de lados paralelos e daaresgécie

Prof.: E 0 angulo DAC é igual ao dngulo ACB porqué?

R.: Pela mesma razéo.

Prof.: Exactamente! Por isso 0s angulos opostos do pagedeno tém a mesma amplitude.

O didlogo entre os alunos do grupo e a professorao fsuficiente para
desencadear a discussdo no grupo, pois a intexvehgdprofessora provocou um
momento de reflexdo. A justificacdo da primeiranedi da questdo um surge do
questionamento feito pela professora. O conceitulas de lados paralelos, estudado
na aula anterior, foi mobilizado pélb para justificar o facto dos angulos oposto de um
paralelogramo serem iguais. Deste modo, o alundeagiou possuir 0 conhecimento
do conceito mas ainda a capacidade de o aplicarode correcto a situacdo em estudo.
Todos os elementos do grupo procuravam ter um papigb e interventivo no dialogo
gue se ia construindo. Note-se, também, gue aluno com dificuldades na disciplina,
tornou-se progressivamente mais participativo Best@ulas com materiais
manipulativosA falta de habito em procurar justificacdes parecesido a razdo pela
qual solicitaram a presenca da professora. No Entas alunos ndo manifestaram
qualquer dificuldade em utilizar o transferidor ensurar a amplitude dos angulos
internos do paralelogramo, concluindo que os amsgojmostos de um paralelogramo
tém a mesma amplitude. A professora colocou quedide permitiram aos alunos
justificar a concluséao a que tinham chegado, reocodis aos materiais manipulaveis. Os
alunos comecaram a questionar-se mutuamente éaa jiestificar os resultados obtidos
com o material distribuido. Assim, as participacdes discussfes sucediam-se

naturalmente e sem a presenca da professora.

R.: Estes dois [apontando para o0 angulos A e o arigjudtio 180° ... estes também [apontando
para o angulo C e o angulo B].

B.: Da sempre 180°.

V.: E sempre um agudo e um obtuso.

R.: Como os lados [opostos] séo paralelos, os anduolwssecutivos] sdo &ngulos de lados

paralelos sdo suplementares.

B.: S&o angulos de lados paralelos de espécies désrguois um € agudo e o0 outro obtuso.

R.: S&o suplementares ... de 180°.

N.: No quadrado e no rectangulo acontece a mesma coisa

V.: Como assim?
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N.: Olha [apontando para o quadrado e o rectangulentleslos na folha da tarefa] ... os
angulos sado todos de 90°, d& 360°, os opostoggsais ie estes [angulos] ddo 180° ... neste

[apontando para o losango desenhado na folhaefajtéenho dividas.

Os alunos mobilizaram os conhecimentos anteriomnamtrendidos para
justificar o facto dos angulos consecutivos de @ralelogramo serem suplementares.
O N. evidenciou compreender que 0 mesmo acontece cguadrado e o rectangulo,
manifestando davidas em relagdo ao losango. Ososluld grupo G1 sentiram
necessidade de desenhar no geoplano néo circulémsamgo e mensurar a amplitude
dos seus angulo internos, no entanto, 0 mesmo c@uezeu para 0 quadrado e o
rectangulo talvez porque soubessem que estas digéma os quatro angulos rectos.
Note-se que todos os elementos do grupo partiecipacadialogo.

A professora interpelou o grupo G1 no sentido aeuwna justificacdo para o

facto dos lados paralelos serem iguais dois a Atesda-se ao seguinte dialogo:

Prof.: Se tracarmos a diagonal do paralelogramo estedfiégdido em dois tridngulos ... para
provar que os triangulos sao iguais. O que é quesale provar?

B.: O do meio.

Prof.: Qual? O do meio qual é? Que nome davamos a isto?

V.: Eixo de simetria.

Prof.: O que é um eixo de simetria?

B.: Divide a figura em duas partes iguais.

R.: A diagonal ... a diagonal é comum aos dois triargulo

Prof.: A diagonal ...

N.: Professora, este angulo é igual aquele e esteueleagdo angulos de lados paralelos.
Prof.: Entdo temos um lado igual e os angulos adjacentesesmo lado iguais.

B.: Os tridngulos séo iguais.

Prof.: Sim. Este [apontando para o lado] lado é iguala?)

V.: Aquele.

Prof.: [apontando para o lado] A este. E este [lado]éligieste [lado].

B.: Os lados [opostos] sdo iguais dois a dois.

Os alunos do grupo G1 através dos angulos, usandadns da figura e o facto
de a diagonal ser comum aos dois triangulos, nzalbdm os conhecimentos adquiridos
relativamente aos critérios de igualdade de trikasgyara justificar que os lados
opostos de um paralelogramo tém o mesmo compriménBo revelou dificuldade em

atribuir um nome a um determinado ente geométrico.
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Relativamente a ultima alinea, os alunos mediraranoprimento das diagonais
recorrendo a régua tendo verificado que as diagateum paralelogramo intersectam-
se nos seus pontos medios.

No grupo G2 a introducdo da tarefa decorreu dendosemelhante a anterior.
Depois de distribuida a tarefa um dos seus elermdato a tarefa em voz alta e os
restantes colegas acompanharam-no. Os alunos néidestaram dificuldades pois
seguiram a sugestao da proposta de trabalho, pegera elasticos e desenharam no
geoplano nao circular um paralelogramo obliguangelacomecaram a medir as
amplitudes dos angulos internos.

No decorrer do trabalho dos alunos, a professamtoueaveriguar se estes
compreenderam a tarefa proposta, sendo esta umm fde saber o resultado das

interaccdes entre os elementos do grupo e sewepastilha de opinides.

Prof.: Ao tracar uma diagonal o nosso paralelogramo fiieidido em quantos triangulos?
Alunos do grupo G2:Dois.

Prof.: Dois, ndo é! ... Qualquer paralelogramo ao tracamamoa diagonal fica sempre dividido
em dois triangulos ... sempre.

G.: SO que ndo sdo iguais?

Prof.: O que é que ndo sao iguais?

G.: Os tridngulos.

Prof.: Sera que aqueles dois triangulos ndo sado iguaésie ldom a régua. os lados?

C.: Séo sim.

Prof.: Porque é que sdo iguais?

M.: [apontando para a diagonal] tem 0 mesmo compriment

Prof.: O que é que tem 0 mesmo comprimento?

M.: A diagonal.

Prof.: Este lado [diagonal] é igual porque é comum aas tténgulos. Este angulo é igual a
este e este é igual a este porqué?

M.: Porque séo angulos de lados paralelos e da meg@aie ... sdo iguais.

Prof.: Se os dois triangulos tém um lado igual e os &sgadljacentes respectivamente iguais ...
Ma.: Sao iguais.

Prof.: Entao o que é que concluimos?

C.: Este lado é igual a este e este lado é iguaka est

Prof.. Os lados opostos de um paralelogramo tém o mesmpramento.

A G. manifestou alguma dificuldade em reconhecer qu#oastriangulos eram
iguais. A sugestdo da professora permitiG.avisualizar que os trés lados de um
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triangulo eram iguais aos do outro, reconhecersleaagualdade. O questionamento da
professora, ao grupo G2, possibilitou que os alygmogassem que os lados opostos de
um paralelogramo tém o0 mesmo comprimento, condozimdsta forma ao
esclarecimento desse facto.

Os alunos do grupo G2 manifestaram dificuldadeassociar as designacdes aos

entes geométricos, como comprova o seguinte diadlogo

Prof.: Que nome é que davamos quando a soma das amplitedmis angulos d4 180°?
Ma.: Obtuso.

M.: N&o é professora ... ndo é.

Prof.: Porqué?

M.: Obtuso é um angulo maior que 90°.

Ma.: Rasos.

Prof.: Raso € um angulo de 180°. Se juntarmos dois ésgél ...

G.: Suplementares.

A professora, passado algum tempo, iniciou a coéieecla primeira questao da
tarefa relativamente as propriedades dos paraketuag. Esta “desenhou” no geoplano
um paralelogramo obliquangulo, mas rapidamente wowlguns alunos da turma
comentarem que existiam outros paralelogramos -drgda, losango, rectangulo. A
discusséo da tarefa permitiu que os alunos intesagi ndo s6 com os elementos do seu
grupo, mas com os restantes grupos. Dai a sua tiimea na assimilacdo de certos
conceitos que estdo pouco claros. Os alunos getéoh de uma forma dinamica no
relato das descobertas relativamente as proprisddaie paralelogramos. A professora
aproveitou a discussdo com toda a turma para imrodm novo termo “bissectam-se”.
Embora os alunos ndo conhegam o termo, ja tinhaificaeilo que as diagonais de um
paralelogramo intersectam-se num ponto e que @stkecdcada uma das diagonais em

duas partes iguais.

Prof.; Estas duas diagonais ... qual € a posicao relativa?

B.: Concorrentes.

S.: Paralelas.

B.: Tocam-se num ponto, S0 concorrentes.

Prof.: Sim, se fossem paralelas ndo tinham nenhum pomoim. Este ponto € comuns as duas
diagonais. O que é que observaram em relagdo gendiss do paralelogramo?

B.: Que o comprimento deste ponto [de interseccaad@@mnais] a este vértice é igual deste

ponto [de interseccao das diagonais] até estecgérti
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A.: O mesmo acontece na outra diagonal.

Prof.:. As diagonais cruzam-se no seu ponto médio, jdisgectam-se.

Os alunos, para recolherem os dados relativameste diagonais do
paralelogramo, recorreram a régua para efectuaredg;des necessérias. A informacgéo
recolhida permitiu que os alunos compreendessengrofisado do novo conceito
introduzido pela professora.

Na questdo dois da tarefa os alunos teriam quetraongés paralelogramos,
sabendo alguns dos seus elementos. No grupo Glluossando apresentaram
dificuldade na construgcdo do primeiro paralelograrmblizando correctamente o
material. Os alunos mostravam-se empenhados naag# da tarefa e a partilha de

opinides contribuia para a reflexdo dos resultagdestinham obtido na primeira parte.

B.: Temos dois lados e o0 angulo por eles formado

R.: Este aqui [apontando para o esboco] também édleltdio faz-se 360° menos 100° da 260°,
gue é estes dois angulos e dividimos por dois @& 13

V.: 100°.

R.: [apontando para o esbocgo feito na folha] cinqueonta cinquenta da cem, aqui é cento e
trinta.

B.: Marcamos agora os dois angulos, néo é?

R.: Sim.

[Passados uns instantes].

B.: Basta medir dois centimetros em cada lado.

R.: Sim, os lados séo iguais.

V.: Nao percebo?

B.: Marcamos trés centimetros e depois marcamos ssidgulos, um de 50° e o outro de 130° a

soma tem de dar 180°, depois como no paralelogeantedos opostos séo iguais é dois.

Neste curto dialogo é visivel a interaccdo entralosos, caracterizada pelas
interpelacdes e explicacbes entre 0s seus elemedats-se que ¢/., aluno com
dificuldades na disciplina, pede ajuda aos seusgesl de grupo sempre que nao
compreende o raciocinio dos seus colegas, estiaawxio nas suas duvidas.

Contudo, na construcado do segundo paralelogranmmofasgora ao circular pela

sala verifica que o grupo esta com algumas difaxdg. Por isso, decide intervir.

Prof.: [apontando para a folha do enunciado] Que nomesdanestes dois segmentos de recta?
V.: As diagonais.

Prof.: As diagonais muito bem. O que é que elas formane si?
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B.: Um angulo.

Prof.: Um &ngulo de quanto?

V.: 1400,

Prof.: J& marcaram uma das diagonais, 0 que é que maGyum?
R.: O angulo.

Prof.: Porque é que vao marcar o angulo e s6 depoigadiagonal?
B.: O angulo poderia ndo ser de 140°.

Prof.: A outra diagonal onde vai passar?

V.: Ali.

Prof.: Onde?

V.: A meio.

R.: Dois para cada lado e marcamos o0 angulo nest® fapontando para o ponto médio do

segmento de recta [FH] ].

Verificamos que os alunos sabem as propriedadepa@delogramos quando
interrogados pela professora. E importante referr muma tarefa anterior a edBa,ao
construir um tridngulo, dados os dois lados e aigngor eles formado marcou em
primeiro lugar os dois lados, contudo o grupo ag®ea-se que assim obteriam varios
triangulos. O erro cometido permitiu que chegassemonclusdo que teria de ser
primeiro um dos lados, depois o0 angulo e por fiouto lado.

Na questdo dois na alinea a), eram dados os coemios de dois lados
consecutivos e o angulo por eles formado, os alWwmgyrupo G2 também néao
manifestaram qualquer dificuldade no uso da réga® ¢ransferidor aquando a sua
construcdo. No entanto, a professora, ao circudéwspvarios grupos, questionava 0s

alunos relativamente ao trabalho realizado.

Prof.: Sera que este angulo [apontando para o esbogoeda]té de 50° também?

M.: N&o, porque isto aqui € agudo e este aqui é uasobt

Prof.: O que é que nés sabemos sobre estes dois angulos?

M.: Que séo suplementares.

Prof.: O que s&o angulos suplementares?

C.: Da 180°.

Prof.: Tem de dar 180° a soma de dois angulos, j& mancaeste que era de 50°, se estes dois
tém de dar 180°. Este [apontando para o esbocalaloss] aqui de quanto € que vai ser?
M.: 130°.

Prof.: Quais as propriedade que utilizaram para constat@ paralelogramo?

M.: Que os angulos adjacentes sao suplementareséassdpostos sao iguais.

Prof.: Pronto, vamos la escrever isso na folha.
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Parece evidente que as tarefas realizadas antenitgroom régua, transferidor e
esquadro contribuiram para melhor os desempentwaldoos na utilizacdo deste tipo
de material.

Passado algum tempo, a professora passou novamempeipo G2 e verifica
que os alunos ja resolveram a alinea b). Decid@ogeuestionar os alunos sobre o
processo utilizado para construir o paralelogramo.

Prof.: Expliguem-me quais as propriedades que utilizararoonstrucio desse paralelogramo?
M.: NOs vimos que se bissectam, vimos que aqui écgnismetros para cada lado.

Prof.: Porque tem de ser dois?

M.: Porque dividem-se ao meio.

Prof.: As diagonais de um paralelogramo bissectam-sesefay cortam-se ao meio... Muito
bem. E depois o que é que fizeram também?

C.: Marcamos um angulo de 140°, depois medimos a@glicentimetros para cima e para baixo
€ unimos.

Prof.: Qual é a amplitude deste angulo aqui?

Ma.: De 140°... s&o iguais.

Prof.: Sera que sao iguais?

M.: Sdo angulos verticalmente opostos.

Prof.: Muito bem. E este qual é a amplitude?

M.: De 40° ...falta 40° para 180°.

Os alunos mobilizaram os conhecimentos adquiridostaefas anteriores e
aplicaram de modo correcto a situacédo em estudiexibilidade com que mobilizaram
e partilharam estes conhecimentos poderdo comstina indicacdo de que os alunos os
tém interiorizados. Apesar dos diferentes contobub desempenho de cada um na
actividade do grupo, foi decisiva para a dinamiesetvolvida pelo grupo G2.
Revelaram uma maior autonomia, pois na construcée plaralelogramos nao
solicitaram a professora, sendo as duvidas colgcadayrupo, tendo a participacdo de
todos, contribuido para a correcta constru¢éo dosglogramos das alineas a) e b).

Na dltima alinea, ambos o0s grupos tiveram imerdifisuldades na sua
resolucdo. Uma vez que faltava pouco tempo para dague de saida, a professora
decidiu discutir a resolucéo da alinea c) com mdgagrupo. A primeira dificuldade
manifestada pelos alunos é que ndo sabiam idemtidie dados, parece evidente que a
falta de um esboco na alinea c) dificultou a sunsitacao.
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Prof.: Quais os dados que temos do paralelogramo?

S.: Seis centimetros.

Prof.. O que é que é seis centimetros?

A.: O comprimento de dois lados.

Prof.: O que é que nés sabemos também?

S.: E um paralelogramo.

Prof.: E um paralelogramo. E dado os comprimentos de lddiss consecutivos e o de uma

diagonal.

A professora nao deixou que fossem os alunos amdsp a sua pergunta dando

guase imediatamente a resposta, hdo 0s deixand@uomomamente, 0 grupo turma

interagisse entre si na procura da resposta. O, fdetfaltar pouco tempo para terminar

a aula, parece ter sido o motivo pela qual ndoodeos alunos reflectirem. Contudo, a

falta de um esboco dificultava a compreensdo domsoal Perante tal situagdo, a

professora sugere que os alunos facam um esbqgaralelogramo.

Prof.: O que é que fazemos em primeiro lugar para canstparalelogramo? Sugestdes?

B.: Tracar um segmento de recta.

Prof.: Va la ao quadro, tem ali o material todo que vaicisar [apontando para cima da sua
secretaria].

[B. no quadro traga um segmento de recta com seifsreEanis].

Prof.: Podemos fazer um esboc¢o de como seria o paraetogr

[B. desenha um esboc¢o no quadro do paralelogramo].

Prof.: DigaB., o que é que n6s sabemos? ... Que o comprimentiL{itejn seis centimetros e
gue o comprimento do [LM] tem oito centimetros. @oéique vamos marcar 0 segmento de
recta com oito centimetros?

N.: Com o compasso.

Prof.: [A professora passa o compassd@aque estd em cima da sua secretaria] Porqué?

N.: Temos um triangulo em que temos os trés lados.

A presenca de um esboco foi o suficiente para quaumos compreendessem o

que teriam de desenhar em primeiro lugar. Os alomaisilizaram os conhecimentos

adquiridos em tarefas anteriores, relativamentenatcucao de tridngulos, pois além de

saberem os procedimentos, sabiam qual o materaiseério & sua construc&utra

das dificuldades manifestadas pelos alunos foingtoacéo do outro triangulo igual ao

ja construido, uma vez que nao sabiam para qualladiss do triangulo deveriam
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continuar o paralelogramo. Perante essa hesitac@oofessora colocou questdes de
modo a serem eles proprios a obter resposta patmasilvidas.

Prof.: O que é que nés obtivemos ali? Aquilo € um pargtaimo?

Ma.: Nao, um tridngulo.

Prof.. Um triangulo. Sera que este triangulo é igual ta ¢mpontando para os tridangulos do
esboco].

M.: Sim, a diagonal divide o paralelogramo em do&ngiulos iguais.

Prof.: Como é que podemos desenhar a outra parte?

B.: Posso fazer para aqui [lado direito].

Prof.: Serd? Se isto é a diagonal para que lado é queerai

N.: Para aquele lado.

Prof.: O que é que sabemos em relacéo aos lados dolpgraieo?

Ma.: S&o paralelos.

A.: E tém o mesmo comprimento.

Prof.: Certo, muito bem. Se este é um lado, o outro tgmisto terda 0 mesmo tamanho, como é
gue se pode desenhar a outra parteSe utilizarmos a régua e o esquadro podemos tracias
paralelas.

[B. segue as indicac8es da professora na construgdaraielogramo].

R.: Professora ndo podiamos construir o outro tridngam o compasso?

Prof.: Sim, é outro processo.

A professora explica aos alunos como devem procedsxr a construcdo do
outro lado do tridngulo, referindo também os matergue deveram utilizar. @.,
apesar da sugestdo da professora, refere outregsmague podiam utilizar para
construir o outro triangulo. Isto revela por pades alunos uma valorizagcdo dos

processos em relagcéo aos produtos.

Sintese

Esta tarefa de investigacdo foi realizada com gragtusiasmo e interesse.
Numa forma geral, o trabalho dos grupos pautou-sk grande cooperacdo e
colaboracao de todos os elementos de cada grupo.

A estratégia adoptada pelos grupos foi influencipela préprio enunciado da
tarefa. As questdes encaminhavam os alunos paesa@luerta das propriedades dos
paralelogramos: comegaram por construir um pagaino obliquangulo no geoplano
circular com os elasticos e, utilizando o trandfari para efectuar as medicoes
necessarias, recolhiam dados em relacdo aos angtdosos deste. Através dos dados

recolhidos, os alunos procuravam descobrir relagdde as amplitudes dos angulos
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opostos e entre as amplitudes dos angulos adjacantenesmo lado (consecutivos).
Também utilizaram a régua para recolher dados vatagnte ao comprimento dos
lados e das diagonais do paralelogramo. Depoistiwdram outros paralelogramos e
verificaram que aquelas propriedades sdo obses/éueiqualquer paralelogramo e nao
somente para aquele em particular. Na resolucéiardéa salienta-se a utilizagcdo da
visualizagdo e da manipulagédo na descoberta dasigiades dos paralelogramos. Os
varios grupos utilizaram o processo de justificag@ra fundamentar os dados
recolhidos, através do material colocado a disposite cada grupo.

Na parte relativa a construcdo de paralelogramasalunos manifestaram
somente dificuldade na ultima alinea. A falta de asboco foi um obstaculo a
identificacdo dos dados contidos no enunciado.

A professora limitava-se a apoiar os grupos agraeéformulacdo de questdes e
no esclarecimento de davidas, o que ainda suggueal dependéncia dos alunos em
relacdo a professora. O discurso da professora s&mtido de procurar desenvolver nos
alunos uma atitude mais activa, em que eles p®piegsem o0s agentes da sua
aprendizagem e condutores do seu discurso. Estarpakt professora contribuiu para
que estes se envolvessem mais profundamente ra tamposta, tornando-se mais
auténomos, passando a valorizar tanto as respastas 0S processos utilizados. Nesta
tarefa os alunos utilizarem varios processos: gsaele comunicacdo (explicar, falar,
questionar), processo de raciocinio (analisar gpceemder os dados obtidos), processos
operacionais (recolher dados com a ajuda do tmadsfee da régua), processo de
registo (escrever as suas descobertas).

Apesar da linguagem predominante ser a que usamairoente no seu dia-a-
dia, foram usados, com alguma frequéncia, algumsote especificos deste capitulo:

paralelogramo, diagonais e angulos de lados pasalel

Materiais manipulaveis

A construcao, no geoplano néo circular com odiet&s dos paralelogramos e o
recurso ao transferidor e a régua permitiu que lasoa descobrissem algumas
propriedades dos paralelogramos. Também a réguansfdaridor e o esquadro foram
Gteis, pois permitiram que os alunos construissenparalelogramos sugeridos na
tarefa, tendo apenas alguns dos seus elementos.atériah utilizado revelou-se

proveitoso, pois, através da sua manipulacdo, oeosal atingiram o0s objectivos
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pretendidos com a tarefa. Os alunos néo revelaifiouldades na manipulagédo dos
instrumentos de desenhado, utilizados talvez padtofde ja os terem utilizado em
tarefas anteriores.

A actividade de grupo foi intensa, destacando-seresalucdo da tarefa a
motivagdo e o empenho demonstrado pelos alunoslo ten material utilizado
influenciado.

Os alunos utilizaram alguns processos matematieoseanlizacdo da tarefa
proposta: recolha de dados, especializacéo, prateireegularidades, formulacdo de
conjecturas, verificagcdo e construgdo. A manipuad@ds materiais permitiu a recolha
de dados, por parte dos alunos, em varios parsdetogs. Estes, ao analisarem o0s
dados, verificaram regularidades, tendo essa dagéta levado a formulacdo de
conjecturas. O processo de procura de regularidgatdss, angulos e diagonais) entre
0s varios paralelogramos contribuiu para a fornéidage conjecturas, tendo os alunos
utilizado o processo de especializagdo para tastads varios processos usados
contribuiram para que respondessem com relativilidide a primeira questdo da
tarefa, ndo revelando dificuldades em identificewrpeopriedades dos paralelogramos.
Outro aspecto evidenciado refere-se ao facto dasosl aplicarem o conhecimento
adquirido na construcdo dos varios paralelogramesdo-se verificado alguma
dificuldade. A aula caracterizou-se, assim, pongeaactividade dos discentes.

Também o material manipulavel utilizado favoreceintesraccdes estabelecidas
no seio dos varios grupos. Ao longo da realizagcdotadefa, os alunos trocaram
impressdes entre si, partilharam os seus raciagin@ocaram questdes uns aos outros
e reflectiram sobre o trabalho realizado, levandpuea este facto, também, se tivesse

reflectido nas suas intervengdes nas discussOgsasmde grupo.

4.10. Tarefa “Areas e Volumes de Sdélidos”

A tarefa “Areas e Volumes de Solidos” (anexo 12) gtanificada para ser
aplicada no dia 25 de Maio, numa aula de noventautms. Na primeira questao da
tarefa era proposto aos alunos a resolucédo de ablepma, enquanto que na segunda
questao da tarefa os alunos teriam que investigalagdo existente entre o volume de
alguns sélidos com a mesma base e a mesma alturarefa visava também rever
alguns conceitos abordados em anos anteriorescoai® as nocbes de area e de

volume.
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Os alunos ja estavam na sala a hora previstayvanira sentavam-se em grupo,
uma vez que a sala ja se encontrava dispostarpaedhtarem. A atencdo da maioria dos
alunos no inicio da aula estava direccionada paraaieriais que estavam sobre a mesa
da professora, especialmente para o pacote de iateggal. A professora distribuiu a
tarefa proposta e os grupos comecaram a ler. Depp&ou aos alunos para que
discutissem com 0s outros elementos do grupo aepanguestdo da proposta de
trabalho. Na questdo um pretendia-se que resolvessea situacado problematica. O
problema era relativamente a uma empresa de chiesaae substituiu a embalagem A
pela embalagem B, com forma e dimensdes difereleteado a mesma quantidade de
bombons e mantendo o preco de venda. Os alun@snteue investigar se a nova
embalagem ficaria mais econémica a empresa eigastd porqué das suas conclusdes.

No grupo G1, d\. comecou por ler em voz alta o enunciado do problepem

seguida, . faz a interpretacéo do problema.

B.: As embalagens séo feitas do mesmo cartdo. E migber a planificacdo de cada um dos
sélidos para ver a quantidade de papel que leva.

. Porqué?

: Vemos melhor.

: O qué?

: As faces ... para calcular a area.

: Ndo é o volume?

: N&o, o volume é o espago dentro, ndo € isso geelido.

: [apontando para a tarefa] Leva a mesma quantided®mbons. E a area.

WD wWzw< W<

: Temos s6 duas dimensoes.

O B. e oR. revelam ter compreendido que no contexto do pnahlé pedido
para calcular a area das superficies das embala@en® estratégia de resoluca®.o
sugeriu ao grupo que fizessem a planificacdo dbdoso pois permitiria uma melhor
visualizagao das faces que constituam cada umesdantes elementos concordaram e

comecaram a desenhar um esboco da planificacéaddeuma das embalagens.

: Ao abrir o sélido fica o quadrado no meio.

: [mostrando a sua planificacdo Bd E mais ou menos assim.

: Neste [apontando para o paralelepipedo rectangaltd ser uma destas planificacdes.
: N&o é um cubo.

: Olha ... a base é um rectangulo ... oito centimetsmi®centimetros.

<zw< 3w

: Como é que calculamos a area?
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: Qual é os poligonos das faces?
: Seis rectangulos.
: N&o, as faces a volta sdo quadrados.

: Quatro quadrados e dois rectangulos.

wzo<w

: Basta calcular a area de cada uma das faces.

Como estratégia de resolucdo desta situagdo-prabegrupo G1 desenhou um
esboco da planificacdo de cada uma das embaldgesis forma, os alunos revelaram
mobilizar, adequadamente, os seus conhecimentos ashplanificacdes de sdlidos e
utilizaram-nas para resolver o problema. Pelo d@lgarece evidente que os alunos
compreenderam que para calcular a area total dalagam tinham que somar a area de
cada uma das suas faces. A estratégia para resolpeoblema que @. sugeriu
facilitou a visualizacdo das faces que compdem eatido. Em relacéo ao calculo da
area total da embalagem A, os alunos ndo maniéestatividas uma vez que
procederam de igual modo. Os discentes realizasaodloulos necessarios para obter a
area de cada sodlido, interagindo com os colegagrulgo. Tiveram oportunidade de
discutir uns com os outros os valores do comprimenargura dos poligonos das faces,
sendo a embalagem B a que suscitou mais duvidesz tpelo facto de ser composta
por dois rectangulos e quatro quadrados. Os alodosmanifestaram dificuldade em
contabilizar o numero de faces de cada um dosasolil conclusdo do problema, foi

rapidamente interpretada pelos alunos.

: Na nova embalagem a empresa gasta menos cart&o.

: Temos de justificar porqué.

: A embalagem A leva 38enT de papel e a embalagem B 320° .
: E necessario menos quantidade de cartdo para &ocaixa.
: A &rea é menor ... sai mais barato a empresa.

: A nova embalagem?

W <Hzw <w

: Sim.

Os alunos justificaram com base nos céalculos eddos que a empresa gasta
menos cartdo na embalagem B, ou seja, que a ndvalagem fica mais econémica a
empresa porque, para 0 mesmo volume, a area ddisigpé menor. Como um dos
alunos do grupo revelou alguma dificuldade em cespder o significado dos valores
obtidos para a area dos dois solidos no contextpradblema, os restantes elementos

tentaram explicar o seu raciocinio.
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No Grupo G2 a estratégia de resolucéo do probfensamilar ao do grupo G1.
O processo utilizado pelos alunos do grupo G2 saluedo do problema consistiu no
seguinte: desenharam um esboc¢o da planificacalw@aram a area total de cada uma
das embalagens; depois verificaram que a area @alagem A é maior do que na
embalagem B. O uso de um esboco da planificac@adi solido como estratégia para
a resolucédo da questdo um da tarefa, parece ewidelt ajudou na determinacdo da

area de cada um dos solidos.

M.: Vamos planificar o primeiro.

Ma.: Vamos desenhar um quadrado ... Isto é um quadragoPtfando para o caderno@a
G.: E [colocou quatro quadriculas de largura e cirec@mprimento].

Ma.: E um quadrado!

C.: Tem de ter os lados todos iguais.

G.: Entdo nao é.

M.: A embalagem A tem um quadrado e quatro triangulos.

Ma.: Temos de calcular a area de cada face.

C.: Basta calcular a dum triangulo e multiplicar poato.

G.: Nao percebo porque multiplicaram por quatro.

Ma.: S&o quatro tridngulos iguais.

Notava-se uma grande interac¢ado entre os elemdotgsupo. Quando algum
elemento manifestava dificuldades, os restantesezitos procuram ajudar e, s6 depois,
avancam na resolucdo da tarefa. Embora cada alentua$se os célculos da area de
cada embalagem individualmente, estes comparavamale®s obtidos como forma de
verificar se obtinham todos o mesmo resultado.Mstddos colaboram na realizacéo

dos célculos necessérios para calcular a areartzaslagens.

G.: Como é que se calcula a area do quadrado?
Ma.: Lado vezes lado.

M.: E doze vezes doze.

Ma.: D& 144cnf . Agora falta calcular a area dos tridngulos.
G.: Séo todos iguais?

Ma.: Sim, é base vezes altura a dividir por dois.

M.: Da sessenta.

C.: NOs calculamos a area de um triangulo, faltam trés

M.: E trés vezes sessenta [fazendo a conta na cajcalad

G.: Ele vai gastar 14€n’ ?
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Ma.: Na base e nos quatro tridngulo ele gasta quanto?

M.: 240 cnt .

G.: Agora é s6 somar.

Os alunos revelaram ser capazes de aplicar os dom@os anteriormente
adquiridos a situacdo proposta e de forma satr&atgois recorreram a planificacao
para uma melhor visualizacéo das faces de cadal&yeba e utilizaram o conceito de
area para saber qual a embalagem que leva menels pap

Em relacdo a embalagem B, os alunos procederaorma fdéntica. Contudo,
quando a professora chega ao grupo G2 inicia-sgairde dialogo, devido a um erro

detectado pela professora na folha de tarefa.da

Prof.: Porque dividiram por dois?

C.: Nao é! Porque ndo € um triangulo.

Prof.: Nao é um triangulo?

C.: Fiz mal!

Prof.: Quais sé@o os poligonos que séo iguais?

C.: Estes [apontando para as faces laterais] ... tinbame multiplicar sessenta e quatro por
quatro.

Prof.; Esse valor é area do paralelepipedo?

C.: Nao! Quarenta e oito mais sessenta e quatro geEs.

Prof.: Entdo eu olho para aqui parece que este pargledpitem quatro faces iguais mais uma
dé cinco.

Ma.: Falta uma face.

C.: Temos que multiplicar este quarenta e oito pos.doi

Verificamos que, embora a estratégia utilizadavesse correcta para a
resolucdo do problema, foi possivel observar doagseometidos pel&. no calculo da
area da embalagem B. A intervencdo da professolagando sucessivamente varias
questbes sobre o trabalho realizado pela alunandosentido de a conduzir a uma
reflexdo sobre os erros cometidos, levando-a difabénalos.

Quando os alunos acabaram de resolver a questém pnofessora procedeu a
discusséo dos resultados obtidos. A correccdo nsaitsu grande discussdo, embora
alguns alunos tivessem intervido para mostrar oammino 0 Seu grupo pensou para
resolver o problema. Todos 0s grupos chegaram asmosevalores para a area de cada
uma das embalagens, chegando a conclusdo queteucénsda nova embalagem ficara
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mais econdémica a empresa e fundamentaram a sifigqigsio com argumentos validos.

Atenda-se ao seguinte dialogo:

Prof.: Foi uma boa opc¢éo que a empresa tomou ao deaidiamo formato da embalagem?
Alunos da turma.: Sim.

Prof.: Porqué é que foi uma boa opgao?

Ma.: Porque ia ser mais barato para a empresa.

Prof.: Porque é que ia ser mais barato?

A.: Gasta menos cartdo. Nesta [embalagem B]Cizf) e nesta [embalagem A] 38mT .
B.: Porque na embalagem B vai gastar menos papelifis@ggque a firma vai gastar menos
dinheiro em papel.

Prof.: Portanto serd mais rentavel ... se gasta menos facem mais dinheiro.

Esta questéo tera contribuido para que os alunasasgtm os conhecimentos
adquiridos em Matematica a uma situacao real.
Na segunda questdo da tarefa, a professora conpegodistribuir o material

necessario a realizacao da experiéncia.

.. Integral, integral ...
.. E mais barato ... é mais caro alias.

V
B
V.. Vamos comer.
B

.. Até do arroz mais caro a professora compra pagenge. Espectaculo! Se fosse outra

professora comprava do arroz mais barato.

SegundoB., o facto da professora comprar arroz do mais darmonstra o
afecto e carinho desta pela turma.

Apoés a leitura do enunciado, os alunos comecargidamente a encher a
piramide de arroz e a verter para o prisma, repet#noperacao até encher o prisma. Os
alunos, autonomamente, comecaram a experimentagodmgar a uma animada

discussao sobre os aspectos que iam observando.
.. O cone leva menos.
.. Datrés.

.. Para encher o cilindro quantas vezes utilizaraone?

.. E a terca parte.

\%
B
R
V: Trés, ndo contaste?
B
V.: Porqué é que é a terca parte?
R

.. Porque séo precisos trés deste [cone] para eadtiéndro.
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Os alunos, ao realizarem a experiéncia, verificagae) para encher o cilindro, é
necessario encher por completo o cone trés vezegud@b, ao realizar a experiéncia
com o prisma triangular e a piramide triangular @mo nao aconteceu. Decidiram,

entao, experimentar novamente.

: Rapaz aqui em cima. Ja fez perca.
suUm.

: N&o pode cair um gréo fora.

: Vai dar uns dois e qualquer coisa.

: N&o valeu.

: Datrés.

: Isso ndo da trés. Eu aposto com vocés.
: Da.

: Olha ja tem muito.

: N&o dé&, ndo da. Queres que eu faca isso parddarte isso para experimentar?

WZWI®DWZWZD

: V& se consegues, com o prisma cheio, encherag&s\aquela piramide.

<

. enche o prisma triangular e deita agora na pirdmigk d\. segura].
s Uum.,

=z Z

. deita novamente].

<

: Dois ... trés.

A estratégia ddB. foi eficaz uma vez que, com o prisma triangulagiahde
arroz, os alunos conseguiam encher trés vezesamige, contrariando o resultado
obtido na experiéncia anterior. Os alunos voltasaefectuar a experiéncia de encher o

prisma de arroz com a piramide.

N.: [realizando novamente a experiéncia] Aprecia.

V.: Ja est4 cheio.

[N. deita no prisma e enche mais uma vez a piramiderde integral].
N.: Este ja esta a abarrotar.

V.: Ja estd muito cheio, ja é muito.

N.: Tem de dar para fechar.

[N. deita a terceira piramide de arroz no prismal.

: D& para fechar, sim.

: [V. coloca a tampa] Néo da.

: [fazendo a experiéncia] Queres ver como sao trés?
: Para ja isso. Ja esta muito cheio!

: Tem de dar para fechar.

<z<@®m< 2

: Isso ndo esta cheio. Por isso faz esse barulho.
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: Cabe mais.

. Estéo a fazer batota.

: Mais. Da trés.

. Esta [piramide] ndo estava cheia.

: D& trés sim. Trés cones para encher um cilindrésepiramides para encher um cubo.
: Isto é o volume néo é?

1 Sim.

zwz o< z<zZ

: Cada prisma tem o mesmo volume que o de trés jpiedntriangulares, com a mesma base e

mesma altura.

Verificou-se uma grande persisténcia por parte alasos na realizacdo da
experiéncia, pois, deitando o arroz da piramidensima triangular, este nédo levava trés
piramides de arroz. No entanto, conseguiam encber, o prisma cheio de arroz, trés
vezes a piramide. Tal facto levou a que os alustisessem com muita atencdo as
experiéncias realizadas pelos varios elementos mpog Uma das justificacOes
encontradas pelo grupo foi que quem realizava @reéqria, enchia demasiado a
piramide de arroz nao conseguindo tapa-la. Os aluremlizaram sucessivas
experiéncias, devido a necessidade de confirmadasiresultados obtidos. O facto de
todos os alunos quererem realizar a experiéncia feuficiente para que houvesse
discusséo no seio do grupo, caracterizada pelass®igs, interpelagdes e indicagbes
relativamente a experiéncia.

No grupo G2 a experiéncia decorreu de forma sentdh a descrita

anteriormente.

Ma.: Dois ... trés.

M.: Dois e meio.

Prof.: Dois e meio, tenho a impressédo que mediram maledinaam mal.
Ma.: Tem de dar quanto?

Prof.: Vocés é que tém de me dizer.
[Afastando-se do grupo]

M.: Trés.

C.: Deixa fazer. VA.

[G. enche a piramide de arroz e deita no prisma]
Ma.: Oh rapariga! Tu deitas fora.

G.: Um ... dois.

Ma.: Esta demasiado cheio.

C.: Assim nédo da para fecha-la.
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O grupo aponta o facto da piramide estar demasia€eia como uma das razdes
para ndo conseguirem encher o prisma triangular ajp@mas trés piramides de arroz.
Apo6s varias experiéncias realizadas pelos variem@htos do grupo, este solicita a
ajuda da professora. A professora interpelou o@rgbre o trabalho que estavam a
desenvolver &a. explica que com base na experiéncia realizadaeéossarios duas
piramides e meia para encher o prisma triangularupo volta a realizar a experiéncia
e confirma, novamente, o resultado obtido anteeoe Perante tal facto, a professora

decide realizar a experiéncia.

Prof.. Tém a mesma altura e a mesma base?

Ma.: Sim ... Mas nao da.

[A G. enche a piramide de arroz e comeca a realizgperiéncia.

Ma.: Um.

Prof.: Dois.

Ma.: Néo da.

Prof.: Estdo a deitar demais penso que estdo a deitar muito arroz. Nao podétar deuito
cheio sendo nao da certo. Vocés nao podem esqyeeasto fecha e tem de estar abaixo desta
linha.

M.: Podemos tapar a piramide e deitar [0 arroz] pda edertura, assim ndo deitamos
demasiado.

Prof.: Sim. Para vocés terem a certeza absoluta facasrbpehquinho que da certo. Esta bem.
Em vez de arroz podiamos ter utilizado agua, areia.

Ma.: Agual

Prof.: Sim. Enchendo assim vai demorar mais tempo ma&sw#p ver que da trés.

A sugestdo ddl. para a realizacdo da nova experiéncia permitivaao®s do
grupo G2 verificarem e formularem as seguintesemnjas: cada prisma tem o0 mesmo
volume que o de trés piramides triangulares, canesma base e mesma altura e cada
cilindro tem o mesmo volume que o de trés conas, @anesma base e mesma altura.
Verificamos que sO apOs varias experiéncias € queupo solicitou a professora,
revelando uma maior autonomia na realizagao déatare

Todos os grupos chegaram as mesmas conclusfesstaajdeis da tarefa.
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Sintese

Ao longo do desenvolvimento da tarefa os alunostra@sn-se sempre muito
entusiasmados e empenhados. Em primeiro lugar,fpetio de estarem a explorar um
problema que surge em muitas empresas; em segugdn pelo facto de utilizarem
arroz na sala de aula de Matematica.

A estratégia de resolugcdo do problema propostotadagelos alunos consistiu,
na generalidade dos grupos, em desenhar as pidiis de cada um dos sdlidos e
depois calcular a area das superficies das eminalaGem base nos dados obtidos os
alunos justificaram a opcdo da empresa. Na quedté® os alunos adoptaram a
estratégia sugerida pela propria tarefa, que dis®m encher a piramide de arroz e
verter para o prisma, repetindo esta operacao ratédo. A mesma estratégia era
sugerida para o cone e o cilindro.

Os alunos evidenciaram possuir conhecimento, cigunfica planificar e sobre
0 conceito de area, assim como demonstraram aidadacde o aplicar de modo
correcto no problema proposto. A facilidade com mabilizaram e partilharam estes
conhecimentos na actividade do grande grupo pax@rétituir um indicio de que os
alunos os tém interiorizados.

Os alunos ndo manifestaram dificuldade na detegémada area total da
superficie de figuras tridimensionais, a partir daas representacfes bidimensionais,
porgue os alunos esbocaram a planificagdo dossdbdns geométricos. Desta forma,
os alunos conseguiram visualizar as faces escandidates. Para tal, parece ter
contribuido a pratica com modelos de sdlidos geonoost e respectivas planificacdes
bidimensionais em tarefas anteriores, tendo-selagweltii no desenvolvimento da
visualizagao.

Todos os alunos se envolveram no trabalho do gapmsar dos seus diferentes
desempenhos. Contudo, o contributo de cada unefisigo para a dinamica do grupo.
A partilha de ideias e opinides, a apresenta¢c&ugestdes foram evidentes ao longo da
resolucao da tarefa proposta.

Apesar de solicitarem a ajuda da professora, ftdricp ao longo das varias
aulas, o desenvolvimento da autonomia revelado pedaor frequéncia com que
solicitarem a professora para o esclarecimentalgi@lds do grupo. Os alunos, de uma
primeira fase de grande dependéncia da professoiaimm para outra em que se

tornaram mais independentes. A professora, deixeuser considerada como a
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autoridade méaxima sobre o assunto, para assumg ongiapel de “companheira de
descobertas”, tendo os materiais manipulaveisatlaarza da tarefa influenciado.

Apesar da linguagem predominante ser a que usamaimoente no seu dia-a-
dia, alguns termos especificos da Geometria foraadas com alguma frequéncia:
cone, cilindro, prisma, tetraedro, volume, aredaaificacao.

Verificou-se também que, antes de registar qualqesultado, os alunos
procuravam ouvir a opinido dos elementos do grémoguestdes e as propostas de
resposta eram reflectidas e discutidas pelos $emeptos. Ao procurarem, entre todos,
encontrar a solugdo que lhes parecia melhor fundi@a@, os alunos mostraram-se
mais persistentes.

Também verificamos um envolvimento e empenho masorparte dos alunos
com aproveitamento mais fraco, sendo este um aspeldvante que se verifica em
todas as tarefas ndo se eximindo estes em apresed&fender as suas opinidées no

grupo, assim como colocar as suas davidas.
Material Manipulavel

O material manipulavel que os alunos tinham a sspodicdo, nomeadamente
0s solidos em acrilico (prisma triangular, tetraeaione e cilindro) e o arroz integral
para colocar no seu interior revelaram-se de grangmrtancia na realizacdo da
guestdo dois da tarefa. Estes materiais permitirsnatunos comparar o volume de
alguns solidos com a mesma base e a mesma altgrasuéessivas experiéncias
realizadas, utilizando estratégias diferentes, pigam aos alunos reflectir e discutir o
facto de obterem resultados diferentes. Os alueosnheceram falhas nos seus
procedimentos, homeadamente o facto de encherestramdro ou 0 cone com uma
grande quantidade de arroz. Esse facto, obrigonstanates repetices das experiéncias
com os materiais. Mesmo assim, os alunos nao ceaeamn; verificou-se uma grande
persisténcia por parte destes, que sO terminaramdguobtiveram o mesmo resultado
nas diferentes estratégias utilizadas. A formuladd® conjecturas e a sua verificacdo
foram dois processos matematicos utilizados. Nestspectiva, o relacionamento dos
alunos na resolucao da tarefa, nos diferentes gropcterizou-se pela apresentacéo
de varias sugestbes que iam sendo submetidasusshscem grupo. Com esta questao

pretendia-se que os alunos intuissem a no¢édo denealie um sélido. Os instrumentos
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de medida (cone e tetraedro em acrilico) consituiruma estratégia usada na
determinagcao de uma medida.

Os alunos envolveram-se, com muito entusiasmogal&zacao da experiéncia e
até os alunos com mais dificuldades na aprendizaganifestaram interesse. Para tal
podera ter contribuido a utilizacdo dos materigfieridos.

Os dialogos transcritos evidenciam que a naturazeamfa e o material usado
contribuiram para que os alunos adquirissem um ezomtento matematico valido e
partilhado, verificando-se que os alunos tiverampaipel central na sua construcao. As
interac¢cdes entre os alunos conduziram a um trabalbo, pois os alunos
desenvolveram a tarefa em colaboragéo, partilhandeu pensamento (as ideias dos

alunos séao experimentadas no grupo).
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Capitulo V

CONCLUSOES

Neste capitulo procuramos responder as questoes ektsido, apresentando e
discutindo algumas conclusdes decorrentes da arddis dados. Em seguida, faremos
algumas recomendacOes que poderdo ser tomadasnbkan de conta em futuras
investigacdes congéneres e, por fim é feita umaxa@d final acerca da investigacéo
realizada no que concerne as suas influéncias mdéampratica lectiva enquanto
professora de Matemaética.

Esta investigacao tinha como objectivo geral comquteecomo é que os alunos
se apropriam dos conceitos da Geometria do 7° anesdolaridade quando usam
materiais manipulaveis. Com o intuito de estudde edbjectivo foram formuladas
questdes de investigacao: (1) Quais os processesmatcos utilizados pelos alunos ao
realizarem tarefas recorrendo aos materiais manipid? (2) Como € que 0s materiais
manipulaveis promovem o desenvolvimento dos coniaEwios geomeétricos dos
alunos? (3) Qual o contributo dado pelos maten&inipulaveis no desenvolvimento de
determinadas competéncias matematicas nos aluddsQu@al é o desempenho dos
alunos ao trabalharem, cooperativamente, em tarefas recurso a materiais

manipulaveis?
5.1. Processos matematicos e materiais manipulats/o

O relatorio Everybody Count$1989) focaliza o ensino e a aprendizagem da
Matematica nos processos matematicos, isto €,caguijue se entende por “fazer
Matematica”. Nesta perspectiva, realca a imporgardos alunos em procurarem
solugdes, explorarem padrdes, formularem e testa@mecturas em vez de apenas
memorizarem regras ou procedimentos e formularefazarem exercicios.

Nesta experiéncia, os alunos, da turma em estedbzaram diferentes tarefas
de exploragdo/investigacdo que possibilitaram dizatio de varios processos
matematicos durante a sua actividade Matematicafidéei-se, por parte dos alunos,
uma crescente valorizacdo dos processos matematcosnstrucdo do conhecimento

geomeétrico. Os processos matematicos utilizadogsenyolvidos pelos alunos, em
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diferentes momentos da sua actividade, foram owirseg: operacionais, de
comunicacao, de registo e de raciocinio.

O material manipulavel distribuido pela professaaa varias tarefas propostas
permitiu aos alunos recolher e organizar a infodnaEao 0S processos operacionais).
Por exemplo, na tarefa 1, através da visualizacda enanipulacdo dos modelos de
sélidos geométricos em madeira, 0os alunos recathéndormacdo que permitiu ser
organizada de acordo com as caracteristicas coohbmwyarios solidos. No entanto,
houve tarefas em que os alunos utilizaram uma dabemo forma de organizar a
informacdo obtida. Na tarefa 2, a construcdo doowésolidos com as pecgas de
polidron possibilitou aos alunos a identificacdos ddementos que compdem cada
sélido. Essa informacéo foi depois organizada ntebala. Na tarefa 5, através dos
espelhos, os alunos estudaram as simetrias des\@oiigonos regulares. Também essa
informacé&o foi registada numa tabela. A forma dganizar a informacéo facilitou a
procura de regularidades e a formulacdo de comgesctu

A medida que os alunos formulam conjecturas e tembeplicar a sua validade
recorrendo aos materiais, ao mesmo tempo utilizeguna processos de raciocinio
(NCTM, 1991). Na tarefa 2, questdo 6, os alunosisarain a informagao contida na
tabela, procurando regularidades entre os exempdts contidos e discutindo a
possivel relacdo existente entre 0 nimero de faées;es e arestas. A visualizacao dos
elementos de cada solido permitiu a formulacdo d® wonjectura. Os alunos
validaram-na, utilizando os materiais, mas fizeran-através da manipulagédo
verificando se as regularidades encontradas seimhant. De salientar que os alunos
validaram a conjectura com base num namero redwagdexemplos.

O processo de comunicacado foi utilizado em todataweSas, pois os alunos
relataram oralmente o que estavam a fazer e awvalbsehs suas ddvidas eram
discutidas e esclarecidas no seio do grupo. Perressivo, falar, questionar, explicar,
concordar foram processos que estiveram preseotEsgo da actividade. O material
manipulavel utilizado em cada tarefa revelou-saldumental na validacdo de algumas
afirmacdes por parte dos alunos.

Em todas as tarefas os alunos utilizaram o procdssiegisto, pois era-lhes
exigido uma redaccdo de todos os resultados eacmstrao longo da sua actividade.
Inicialmente verificamos algumas dificuldades parte dos alunos, ja que ndo estavam

habituados a escrever na aula de Matematica. Astae@ informacéao recolhida teriam
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que reflectir sobre o trabalho desenvolvido, aariio a clarificar o seu pensamento
matematico (NCTM, 1991).

Contudo, nalgumas tarefas os alunos utilizaramosyprocessos matematicos
sem ser os que foram anteriormente referidos. B&oseleccdo de estratégias, procura
de regularidades, formulacdo de conjecturas, eslpegjao, justificacéo, verificacéo,
generalizagcdo e reflexdo. Estes processos saodactes fundamentais para o “fazer
Matematica” (NCTM, 1991).

Na fase inicial da tarefa, os alunos seleccionasempre uma estratégia de
partida, destacando-se a manipulacdo de materiaispaiaveis e a apresentacdo da
informacdo recolhida através de tabelas ou desépehbecos. A recolha da informacéo
nas diferentes tarefas foi feita recorrendo a maagdo do material manipulavel
distribuido pela professora.

Os grupos da turma em estudo identificaram as jdgules e relagbes
geométricas baseando-se essencialmente na vigdaliz manipulacdo do material
utilizado. Os aspectos descobertos foram os seguias propriedades dos quadrilateros
(tarefa 8), as propriedades das diagonais dosgbagehmos (tarefa 8), as propriedades
dos paralelogramos (tarefa 9), a relacdo entrelémgle lados paralelos (tarefa 7), a
relacdo entre angulos verticalmente opostos (tatgfa relacdo entre os lados de um
triangulo (tarefa 4), a relacédo entre o niumeroétéioes, faces e arestas de um poliedro
(tarefa 2).

Os alunos utilizaram, em varias tarefas, o procdssgeneraliza¢do. Os alunos
da turma em estudo generalizavam uma conjecturadqudentificavam a existéncia de
uma regularidade, isto €, quando visualizavam seréacteristicas comuns a muitos
exemplos (por exemplo, na tarefa 7). A regularidddscoberta permitiu, nas varias
tarefas propostas, que os alunos formulassem umgectara. Estes a partir da
especializacdo testavam a sua veracidade, umauepaperia ser refutada. Como
exemplo temos a tarefa 7, na qual os alunos realfizaarias experiéncias no geoplano,
alterando os dois diametros “desenhados” e a pdetiralguns esbocos os alunos
identificaram uma regularidade. Chegaram a obseguar existiam pares de angulos
iguais nos quatro angulos formados pelos dois di@seAo constatarem esse facto os
alunos formularam uma conjectura: angulos vertieab® opostos sao iguais. O
processo de especializacdo ajudou os alunos naafjeagdo dessa conjectura. Os

materiais utilizados nesta tarefa, o geoplano ldrce os elasticos, permitiram aos
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alunos uma afericéo rapida da conjectura formuéadema envolvéncia activa na tarefa
proposta (Serrazina e Matos, 1988).

Na fase de confirmacdo da conjectura formulada,alosos utilizaram os
processos de verificacao, justificacdo e espeagdia. A verificagcdo de conjecturas foi
realizada através da experimentacdo e da geracawaide exemplos, recorrendo ao
material manipulavel. A andalise dos dados sugeeeogumateriais utilizados nas tarefas
ajudaram a testar conjecturas. O processo deigagifo de uma conjectura foi utilizado
apenas na tarefa 7.

De acordo com a nogao descrita N@smas para o Curriculo e a Avaliagdo em
Matematica Escolar (1991), os alunos estiveram a trabalhar ao nivel d
desenvolvimento do seu poder matematico. Esta dé@mgia inclui aspectos tais como
“explorar, conjecturar e raciocinar logicamentanbmmo a sua aptiddo para usar uma
variedade de métodos mateméaticos para resolvetepnab ndo rotineiros” (NCTM,
1991, p.6).

Em suma, ao longo das varias tarefas os alunosnusaraplicaram varios
processos, 0 que parece evidenciar que desenvol\er@ptiddo na sua apropriacéo e
aplicabilidade. Esta ideia € corroborada por Seareafil991) quando afirma que
“aprender Matemética fazendo-a ndo implica s6 aipotatdo de materiais mas

também pensar acerca da manipulacéo e reflectpnoagssos e nos produtos” (p. 38).

5.2. Os materiais manipuldveis e o0 desenvolvimentalos conhecimentos
geometricos.

Na resolucéo das tarefas propostas, os alunosaamlios seus conhecimentos
relativamente aos sélidos geométricos, triangujaadrilateros e relagbes geométricas.
Os conhecimentos geométricos surgiram de uma farataral como resultado do
trabalho de exploracdo/investigacdo por parte dwsoa. Os materiais manipulaveis
proporcionaram aos alunos uma aprendizagem, poobleda, baseada na experiéncia
(Reys, 1982). A utilizacdo destes materiais pateceontribuido para que os alunos
compreendessem que aquilo que torna certa umaagfionem Matematica ndo é o
facto de coincidir com a resposta do manual ou acprovacdo da professora, mas a
consisténcia do raciocinio apresentado (Ministdaidcducacao, 2001).

A manipulagdo dos materiais e a sua visualizacamipeam identificar e
descrever propriedades em triangulos, quadrilatenedacoes geométricas. Permitiram

também aos alunos formularem conjecturas, valisgatifica-las e argumentarem em
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sua defesa, o que vai ao encontro das actuaistayy@es curriculares (Ministério da
Educacgao, 2001).

Algumas das tarefas propostas permitiram aos aloradslizar conhecimentos
adquiridos anteriormente. Por exemplo, na tarefa df0 alunos apropriaram-se do
conceito de planificagdo, usado na tarefa 3, &atdm-no na resolugédo do problema
proposto, sendo ele uma estratégia utilizada @dlows para o célculo da area total de
cada um dos solidos.

O uso de materiais manipulaveis revelou-se Utila par entendimento dos
conceitos basicos de Geometria por parte dos aliNesarefa 3, os alunos utilizaram
as pecas de Polidron para explorar e descobrifa®ites planificagdes para o cubo e
para o tetraedro. O material manipulavel permiticoastrucdo de diferentes solidos,
passando do plano ao espaco, e facilitou a degeoth@s suas planificacbes, passando
do espaco ao plano. Desta forma, contribuiu pac@mpreensdo do significado de
planificar. Nesta medida, também contribuiu paraarar as dificuldades relacionadas
com a visualizacdo das caracteristicas dos sOlidms0 vértices, faces e arestas;
aspecto que seria mais dificil de observar em septacdes bidimensionais, uma vez
gue os alunos nao poderiam mover, tocar e manipugétido.

A abordagem da Geometria com a utilizacdo de nagdemanipuldveis permitiu
o envolvimento fisico e activo dos alunos, vist@ diveram oportunidade de tocar,
mover e manipular, tendo constituido um factor mssé para a formacao dos varios
conceitos (Reys, 1982). Tal facto, contribuiu parativa-los e empenha-los na
realizacdo das tarefas propostas.

A visualizacdo do material didactico manipulavebgmorcionado aos alunos
facilita a assimilagdo dos conteiudos de Geomel.tarefa 1, por exemplo, a
visualizacdo permitiu aos alunos agruparem os @&®lidelas suas caracteristicas
comuns.

Nas tarefas propostas alguns materiais manipuléieeesm utilizados para
desenvolver mais do que um conceito matematicogRE382; Serrazina, 1991). Por
exemplo, na tarefa 8, os alunos ao manipularemlastiams de diversas cores no
geoplano néo circular construiram nele, os vanaiglateros pedidos, que conduziu a
definicdo de diferentes conceitos mateméticos:éaiap ndo trapézio, paralelogramo,
rectangulo, quadrado e losango; e permitiu aosalestudarem algumas caracteristicas
das suas diagonais. Na construcdo dos quadrilatergeoplano, os alunos efectuaram

dois tipos de correccdes: desfaziam totalmenteltavaon a desenhar a figura inicial
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partindo dai para chegar as figuras pretendidasooigiam, aproveitando algo do que

esta feito (Araudjo, 1998). Os alunos apresentaraaiones dificuldades nesta Ultima,

uma vez que nao conseguiam alterar, mantendo afgulas caracteristicas desse
quadrilatero. A sua utilizacéo na tarefa 9 paredgemciar que os alunos mostraram-se
mais familiarizados com certas figuras geométriaas, paralelogramos, pois nao

manifestaram dificuldades em investigar algumas sgaas propriedades. A sua

utilizacdo promoveu a interaccdo entre os alunasnde as actividades de grupo,
facilitando a aprendizagem de determinados core€gerrazina, 1988).

Na tarefa 6, os alunos fizeram as suas propriassiigacées com recurso aos
materiais de desenho (régua, compasso e transeeidiorelacdo ao nimero minimo e
aos elementos necessarios para construir um tt@ggometricamente igual ao dado.
As varias construcdes realizadas com esse maperialitiram-lhes visualizar as varias
hipoteses e ajudaram-nos a construir raciocinibdogpara o facto da combinacao de
certos elementos ndo obterem um triangulo georaataate igual ao dado. Deste
modo, os alunos pensaram e reflectiram sobre oaltrabrealizado. A accao
desenvolvida pelos alunos permitiu que descobrisesntritérios de igualdade de
triangulos. O facto de utilizarem materiais de dbss nas tarefas 5, 6 e 9 parece ter
contribuido para um maior a vontade no seu manuesgam

As palhinhas de refresco e os espelhos sdo objdotapiotidiano dos alunos
que facilitaram a aprendizagem de determinadosettmscmatematicos (Ribeiro 1995;
Vale, 1999). Os alunos recorreram as palhinhaseffesco para realizar as suas
experiéncias. A mobilidade do material permitiu absos verificar a possibilidade ou
nao da construcdo de um triangulo, sem os gastoerdpo que a elaboracdo de
desenhos exigiria. O facto dos alunos poderem mowear e manipular permitiu que
explorassem muitos casos. Verificou-se 0 seguispeao: os alunos seleccionaram e
organizaram a informacdo obtida que os levou a tagdo e a verificagdo de uma
conjectura. O conceito de desigualdade triangudarassim fruto do trabalho dos
alunos, na procura de uma relacdo entre os tré&s ldd um triangulo. Também os
espelhos ajudaram os alunos na determinacéo dfichg#io dos eixos de simetria de
tridngulos, quadrilateros e poligonos regulargayés da sua manipulacao.

O caréacter ladico de que se revestiram os matenaisipulaveis foi essencial
para a forte adesdo as tarefas propostas, acalpmmdse tornarem num auxiliar e

facilitador da aprendizagem.
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Em suma, podemos dizer que o trabalho realizado @®mmateriais
manipulaveis facilitou a constru¢cdo do conhecimg@ométrico pelos proprios alunos
e permitiu-lhes, também, reflectir sobre as sugdex ao comunicarem uns com 0S
outros, originando uma aprendizagem mais signifiaafVale, 2000). Os materiais
manipulaveis apelaram a diferentes sentidos dasosiuw visual, o tactico e o oral
(Reys, 1982).

5.3. O desenvolvimento de competéncias matematiaasn os materiais
manipulaveis.

Segundo oCurriculo Nacional do Ensino Basico Competéncias Essenciais
(2001) “ser matematicamente competente envolve, hige forma integrada, um
conjunto de atitudes, de capacidades e de conheimeelativos a Matematica” (p. 7).
Com o0 recurso aos materiais manipulaveis, os aludasturma em estudo
desenvolveram algumas das competéncias expresgtasioeumento.

Os alunos estiveram a trabalhar ao nivel do debamento da competéncia de
raciocinio dado que foi possivel observar alunogcampanharem e a avaliarem o
raciocinio matematico dos seus elementos de gra@paecorrer aos materiais
manipulaveis para confirmar ou rebater as suamafides e conjecturas e a formular
argumentos matematicos convincentes, baseadosseavabdo e na visualizagdo das
experiéncias realizadas (Niss, 2006). As variasfdar propostas contribuiram, desta
forma, para o desenvolvimento desta competéncia.

A motivacao, o interesse, a cooperacdo em grup@mvolvimento dos alunos
nas tarefas propostas parecem ter contribuido gnareentar a sua predisposi¢do para
raciocinar matematicamente, isto €, para “procuegularidades, fazer e testar
conjecturas, formular generalizacdes e pensar deeinaalogica” (Ministério da
Educacéo, 2001). Por exemplo, nas tarefas 2, 4, $,e710, os alunos procuraram e
identificaram regularidades, formularam conjectu@serca dessas regularidades,
explicando em que se basearam para as formularsceitilcam no seio do grupo
argumentos convincentes acerca da validade dacotorge Deste modo, os alunos
utilizaram o raciocinio indutivo para chegarem aaugeneralizacdo dessas conjecturas,
sendo estas elaboradas a partir da observacdo gequeno nimero de casos. Esta
pratica permitiu-lhes tornarem-se mais competeméesua utilizagdo e a usarem-no de

forma adequada.
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A utilizacdo de materiais manipulaveis na aula datdvhatica facilitou as
interacgcdes com 0s outros, originando mais mometeqsartilha e discusséo de pontos
de vista e proporcionando-lhes o desenvolvimentocdmpeténcias ao nivel da
comunicacao. Os alunos revelaram também uma meguranca na comunicacao das
suas descobertas e das ideias matematicas (quérehoral e a nivel escrito) e partilha
dos seus raciocinios, estimulando desta forma wngeensdo mais profunda dos
conceitos matematicos.

Durante a realizacdo das tarefas com recurso ateriai manipulaveis, foi
notdria por parte dos alunos o crescente gosteafianca pessoal desenvolvida, até
mesmo pelos alunos com fraco aproveitamento emrividiea. Este aspecto contribuiu
para que os alunos néo recorressem frequentemegnteEessora para validar as suas
respostas, denotando que comecaram a reconhecar\@lielade de um raciocinio ou
de uma afirmacéo esta relacionada com a consiatélacargumentacdo légica e nao
com alguma autoridade exterior (Ministério da Ed&oa@001).

Os alunos desenvolveram a aptidéo para visualipara reconhecer e analisar
propriedades e relacbes geométricas (por exempko,tarefas 7, 8 e 9), através da
andlise e comparacdo de figuras, que permitiramahoss formular conjecturas e
justificar os seus raciocinios. Assim como, a d&uatidpara realizar constru¢des
geomeétricas (tarefas 6 e 9), nomeadamente trigsgulquadrilateros e para efectuar
medicbes (tarefa 6 e 7, por exemplo), utilizandestriimentos apropriados.
Averiguamos que como a aprendizagem ¢é feita arpdatisua propria experiéncia,
recorrendo a diversos materiais manipulaveis, @soal assimilaram e compreenderam
0S varios conceitos matematicos abordados (Re$, Male, 2000; Szendrei, 1996).

Os alunos estiveram a trabalhar ao nivel do debamento de competéncia e
habilidades necessarias para construir sélidos gems, a partir de suas planificacées
(tarefa 3). O desenvolvimento destas competénciaapértante na compreensao e
ampliacédo da percepcao de espaco e construcaodan@ara interpretar questoes da
Matematica e de outras areas do conhecimento.

Ha a evidéncia de que os alunos estiveram a tabato nivel do
desenvolvimento da competéncia de cooperacgao.iGalnmente o trabalho dos alunos
era maioritariamente de cariz individual, com oadegr das tarefas o trabalho de grupo
pautou-se pela partilha, discussao, reflexdo eagéio de respostas.

Durante a resolucdo das tarefas propostas, ossalisavam diversos materiais

manipulaveis que foram indispensaveis na sua datieé matemética, facilitando a
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relacdo professor/aluno/conhecimento no momentguerum saber matematico estava
a ser construido. A sua manipulacéo contribuiu paa os alunos fossem ganhando
grande aptiddo e propensdo para a sua utilizacBan&eriais proporcionaram aos
alunos o conhecimento das suas propriedades, &ssmn, das suas capacidades e
limitagbes (Niss, 2006). Por exemplo, o Geoplanml@j a desenvolver nos alunos a
destreza manual e a percepgéao visual e promovearaccao entre os alunos durante as
actividades de grupo. A utilizacdo dos materiaisiipidaveis ndo é um fim em si
mesmo, mas um meio para a introducao de conhe@meatematicos, desde que sejam
utilizados de maneira reflectida (Niss, 2006), @jasna actividade dos alunos é
importante o significado que ddo as suas acc¢Oegjuastdes que formulam e as
verificacbes que realizam com recurso aos materiais

Por outro lado, os alunos trabalharam a sua comgiatéo nivel da simbologia
e do formalismo que se traduz na aptiddo para mamejinguagem e 0s sistemas
formais da Matematica (Niss, 2006). Os alunos eraeb-se capazes de aplicar
férmulas no calculo de areas de rectangulos, qdaedratriangulos, por exemplo, tarefa
10, na resolucédo do problema proposto.

Os alunos desenvolveram competéncia ao nivel deapgmto matematico dado
gue constataram e provaram “dominar’” modos mateogtle pensamento. O trabalho
desenvolvido em grupo permitiu-lhes ainda, de uonm#& simples e intuitiva, abstrair
conceitos (planificar, tarefa 3 por exemplo) e galwear resultados (por exemplo: tarefa
2, lgualdade de Euler; tarefa 4, Desigualdade Tukany

Os alunos desenvolveram a visualizacdo espaciadndguda resolucdo das
tarefas propostas: os alunos revelaram-se capaze®odrdar figuras geomeétricas
(memdéria visual) e desenha-las no geoplano (taBfa de identificar figuras
geomeétricas em diversas posi¢cdes e tamanhos (noisstierceptual), pois construiram-
nas, utilizando elasticos no geoplano ou mategatiesenho, compasso, transferidor e
régua (tarefas 5, 8 e 9); de relacionar sélidosmg#icos e suas planificacdes
(percepcao de relacbes espaciais), pois os alumeErvaram e descobriram de entre
varias figuras quais as que correspondiam a umdfiplgcdo do cubo (tarefa 3); de
identificar semelhancas e diferencas (discriminag&oial) entre figuras e solidos
geomeétricos (tarefa 1, 2, 8 € 9).

Nos dias de hoje, face a uma sociedade cada vez qoaiplexa e exigente,
torna-se necessario desenvolver nos alunos a somoaua (Ministério da Educacéao,

2001). Assim sendo, temos de prepara-los para masnexigéncias da sociedade
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(Abranteset al, 1999, NCTM, 2000). Neste sentido, os materiais ipuddveis, o
trabalho cooperativo, as tarefas de investigacftdeacdo, a orientacdo da professora
contribuiram para que os alunos participassem aungnte no seu processo de
aprendizagem, construindo o seu proprio conhecimmevierificou-se ao longo da
realizacdo das tarefas que os alunos participa@rtomada de decisbes, discutiram
ideias, fizeram descobertas, reflectram o trabattesenvolvido e trabalharam
cooperativamente ao interagir uns com 0s outr@ggn@o com que se tornassem mais
activos e enriguecessem a sua aprendizagem.

De acordo com Niss (2006), os alunos da turma ¢nde®stiveram a trabalhar
ao nivel do desenvolvimento de competéncias mategsaprincipalmente no seguinte:
competéncia de pensamento matematico, pois comstat® dominaram modos
matematicos de pensamento; competéncia de ra@ociaiematico que implica estar
apto a raciocinar matematicamente; competéncia restnumentos e acessorios que
implica estar apto a fazer uso e estabelecer rtagdm instrumentos e acessorios em
Matematica (neste caso concreto os varios matenaisipulaveis usados nas tarefas
propostas); competéncia de comunicacdo que enwsitas apto a se comunicar em,
com e sobre a Matematica; e competéncia de codmerag

Em suma, podemos dizer que 0os materiais manipul&eeistituiram um forte
recurso para o desenvolvimento de competénciasnmatites nos alunos, o que é
corroborado pelo NCTM (2000). Convém salientar gugeo desenvolvimento exige
tempo, continuidade do trabalho e envolvimento alasos em situagbes apropriadas
(Fernandes, Fermé, Oliveira, 2007).

5.4. O desempenho dos alunos com materiais manipuéis

A experiéncia com materiais manipulaveis proporgioa utilizagdo de varios
processos matematicos e o desenvolvimento de detetas competéncias. Neste
sentido, fomos ao encontro das finalidades propoptaa o0 ensino da Matematica
(Ministério da Educacéo, 2001).

Ao longo das varias tarefas parece haver evidénmaos alunos melhoraram o
seu desempenho nas diversas vertentes da compeg@ucnétrica, embora o nivel de
desenvolvimento nédo fosse igual em todos os allapesar das experiéncias serem as
mesmas. Esse desenvolvimento foi mais notério ngsoalcom mais dificuldades na

disciplina de Matematica, de acordo com a avalialgiprofessora da turma em estudo.
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Verificou-se que os alunos dessa turma desenvoiverais a vertente relacionada com
a construcado de figuras geométricas e andlise was gropriedades, pois tiveram
oportunidade de construir triangulos (tarefa Suadyilateros (tarefa 9), e de analisar
algumas das suas propriedades, como desigualdadgular (tarefa 4), critérios de
igualdade de triangulos (tarefa 6), diagonais daglateros (tarefa 8) e propriedades
dos paralelogramos (tarefa 9). Neste sentido, asioal melhoraram o0s seus
desempenhos pois desenvolveram a aptiddo paraareaonstrucdes geomeétricas,
nomeadamente quadrilateros e triangulos, e pacahecer e analisar propriedades de
figuras geométricas.

Todos os alunos que participaram neste estudo ttivara desempenho notavel
nas tarefas de exploracdo e de investigacdo. &ag#do dos materiais manipulaveis
parece ter ajudado os alunos a concretizarem e saalarem o0s conteddos
geomeétricos, tais como: sdélidos com faces triamgale quadrangulares (lgualdade de
Euler, Planificagdo de Solidos), triangulos (Corgtoude Tridngulos, Desigualdade
Triangular e Critérios de Igualdade de Trianguld@s)gulos verticalmente opostos,
angulos de lados paralelos, quadrilateros (Classifio de Quadrilateros, Propriedades
dos Paralelogramos, Construcdo de Paralelogramxss He Simetria em Triangulos e
Quadrilateros, Areas e Volumes de Sélidos. Os daslagerem que o trabalho
desenvolvido permitiu-lhes também concretizar éuaitr um significado aos varios
conceitos abordados (por exemplo, o significadpldeificar, tarefa 3).

Os dados parecem sugerir que os alunos tiveramewolacao na adopgéo de
estratégias adequadas as situacdes (tarefa 3 pompe® na utilizagdo de processos
matematicos e no registo dos resultados a apresentagrande grupo. Também
sugerem que os alunos desenvolveram a aptidao fparmalar argumentos validos
recorrendo a visualizacdo e a predisposicdo pamestigar propriedades e relacdes
geométricas (Ministério da Educacéo, 2001).

As respostas registadas no questionario avaliatvexperiéncia, realizado no
final das tarefas, denotam que os proprios alunotram e sentiram o0 seu
desenvolvimento e reconhecem ter gostado de t@bathm materiais manipulaveis.
Observaram-se respostas como as seguintes: “Comateariais chegamos a mais
conclusfes.”, “Foi diferente.”, “Ficamos mais atente incentivados.”, “Porque
aprendiamos por nos proprios e chegavamos a desculigas, e iSSO tornava a
matematica um desafio e a0 mesmo tempo interessafiides ajudaram-me a

compreender a matéria.”.
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5.4.1. Os materiais manipulaveis num contexto deabalho cooperativo.

Ao longo do trabalho dos alunos na resolugcdo deasvéarefas propostas com
materiais manipulaveis evidenciou-se um dos objestmatematicos, que € aprender
cooperando e cooperando aprendendo, ou seja, “‘gusaccoopera com 0S Outros,
aprende-se ajudando os outros a aprender” (Fersah@i@s, p. 218).

O trabalho cooperativo durante a realizagdo dadatefas propostas teve uma
evolucdo bastante favoravel. Na primeira tarefal@sos revelaram alguma dificuldade
em interagir com os colegas de grupo (Abrantes41¥urante a actividade verificou-
se gue os alunos tinham bastantes dificuldadesadralihar em conjunto, mostrando-se
inseguros e relutantes em participar, isolandoese rdstantes colegas de grupo, ndo
discutindo as questdes da tarefa entre si. Esseartangento alterou-se ao longo das
vérias tarefas propostas. No final da investigafdopossivel observar algumas
mudancas relativamente ao trabalho cooperativon@dpeles, 1998; Abrantes, 1994): os
alunos solicitavam com menor frequéncia a professos0 a solicitavam em caso de
davidas ou para confirmar os resultados obtidodaco da professora remeter as
davidas dos alunos para a discussao com 0s copegase ter contribuido para uma
autonomizacao destes (Abrantes, 1994). Os alunetaram uma maior autonomia no
modo como se envolviam nas tarefas propostas eiciativa que revelaram na sua
exploracéo, para tal parece ter contribuido azatifio de materiais manipuléveis.

De acordo com NCTM (1991), a aprendizagem em grupmoc estrutura
organizacional de aula, desenvolve a capacidadadalecinio e de comunica¢do dos
alunos. As observacOes realizadas neste estudectyam dados que permitem
corroborar esse ponto de vista. Com efeito, adamrpropostas permitiram que 0s
alunos desenvolvessem processos de raciocinio eodminicacdo necessarios a
compreensao matematica. Ocorreram episodios emalgqnes observaram, procuraram
regularidades, conjecturaram, validaram, justiicare argumentaram, parecendo
evidenciar que eles valorizaram o0s processos enmaetto de uma simples resposta
(como por exemplo na tarefa 4). Na verificacdo lel@gdo das conjecturas, os alunos
utilizaram os materiais manipulaveis colocados a digposicdo e utilizaram alguns
casos particulares para a testagem das mesmasgerselalizacdo. Por exemplo, na
tarefa 4, o grupo G1, com as palhinhas de refrdscearios tamanhos, verificou que
com trés segmentos de recta quaisquer nem senpsiel construir um triangulo. A

sua constatacdo tornou-se objecto de reflexdo, fespmamento (experiéncias
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realizadas) e discussdo, como comprovam os didlestabelecidos entre os elementos
do grupo. O facto dos alunos terem de investigageensituacfes era possivel ou nao
construir um triangulo, com base na visualizacamanipulacdo das palhinhas, foi
determinante para a formulacdo de uma conjectad dque se mostraram dispostos a
procurar e a analisar os varios esboc¢os desenhzalosmrefa. Nesta perspectiva,
podemos dizer que os alunos estiveram a desenvmlseu poder matematico (NCTM,
1991).

Da analise dos dados do estudo, verificou-se quepacidade de comunicacao
foi desenvolvida pelos alunos aquando do trabalhrm ©os materiais manipulaveis,
servindo de catalisador para conversas produtiaae ®s alunos de cada grupo. Os
alunos ao exporem as suas ideias, ao ouvirem d&capdes dos seus pares, ao
colocarem questdes, ao discutirem estratégiasrg@onantarem em defesa das suas
opinides e ao refutarem ideias dos outros colegagvam a desenvolver a sua
compreensao matematica. Na tarefa 3, por exemplaJumos ao dialogarem entre si,
descreveram as estratégias necessarias com alduhalide encontrar as possiveis
planificacbes para o cubo. Esta experiéncia contribpara que os alunos
desenvolvessem a sua competéncia na comunicacéogargzacao e na consolidacao
do seu pensamento matematico, uma vez que rediectiobre o seu trabalho.

Segundo Fernandes (1998), o trabalho cooperatom@re um ambiente que
desencoraja a competicdo e estimula as interaegiiesos alunos no seio do grupo. De
facto, verificou-se que entre os elementos do gnfwhavia espac¢o para a competicao,
pois a dindmica que se gerava era a de interajotta eles. Na turma observada
verificou-se dois tipos de interajuda: um quandmesma era solicitada por algum
membro do grupo, outra quando era alguém do grupongeter um erro e este era
detectado por um colega. Por exemplo, nos dadagshrdos da tarefa 3, podemos
observar esses dois tipos de interajudaB.oexplicou a questdo 5 aos restantes
elementos do grupo quando o solicitaram; na questhouve um erro na contagem do
namero de arestas e 0 mesmo foi detectado por sraldmentos do grupo.

O trabalho cooperativo favoreceu a participacaceawwlvimento dos alunos de
aproveitamento mais fraco, evidenciando uma mudalgaatitude em relacdo a
aprendizagem. De facto, a passividade destes alattesou-se devido as tarefas
propostas, aos materiais manipulaveis usadositudeatla professora durante as aulas,

evidenciando uma preferéncia por tarefas que @s/éw a descobrir coisas e a mexer
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em materiais. Deste modo, os alunos mais fraco®lwmam-se activamente no
trabalho proposto.

Ao longo das varias tarefas os alunos foram perckbejue o trabalho se
tornava mais produtivo se interagissem uns comudgo® por isso desenvolveram
grande parte do trabalho em colaboracgéo, partithaedcobertas e ideias matematicas,
e para dar continuidade ao trabalho desenvolvato, discutindo entre si. No fim do
estudo, observou-se em todos os alunos um maiordgraesponsabilidade e autonomia
nas suas aprendizagens, devido sobretudo ao tiprefas que foram propostas e aos
materiais manipuléveis utilizados.

O trabalho cooperativo permitiu que os alunos agkgg@m determinados valores
e exercitassem atitudes ligadas a cooperacéo (#isrd894; Fernandes 1998). O facto
de trabalharem em grupo fomentou a interajuda, réll@ada ideia e o espirito de
colaboracéo entre os elementos do grupo, tendtunssarevelado em maior ou menor
grau esses valores conforme os momentos da awls @ojectivos de cada um.

A analise dos dados evidenciou que o0s alunos s&rton mais activos e
independentes no processo de aprendizagem. As i@xgas com materiais
manipulaveis dao significado as ideias matematcasfacto de apelarem, através do
contacto e da movimentacdo, aos varios sentidoshenos fisicamente. E através
desta interaccéo alunos/material e alunos/alureopadilha de saberes e de discussbes
que dai advém, que se constroi o conhecimento rasitam(Vale, 1999). Contudo, a
construcdo do conhecimento exige tempo e requervolemento activo dos alunos
(Reys, 1982; Vale, 1999). A turma, a qual perterceeste estudo, trabalhou
cooperativamente sendo de realcar que a orient@agaotervencdo da professora nas
tarefas limitou-se ao fornecimento de determinaciicacdes ou sugestbes e a
colocacao de questdes. A sua principal influérmiadquando da utilizacdo do processo
de justificacdo por parte dos alunos, nalgumadasrd®or exemplo, na tarefa 9, os
alunos justificaram as propriedades dos paraletogsagquando foram solicitados pela
professora, uma vez que 0s mesmos ndo sentirarssicage em fazé-lo. De facto, a
atitude da professora levou a que os alunos casséim 0 seu conhecimento, contudo
cada grupo foi responsavel pela forma como conduzieu trabalho.

Nas respostas dos alunos ao questionario (anexcadlRado no final da
investigacdo, os alunos indicaram que gostavanmatbalbhar em grupo com materiais
manipulaveis. Por exemplo, a questdo "Porque gastde trabalhar em grupo?” um

dos alunos questionado respondeu “ porque pudartrdeias, teorias, conhecimentos
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com o0s companheiros de grupo e trabalhar melldmiesma questdo, um outro aluno
respondeu “ porque € mais facil de resolver astgaesspois todos ajudam.”. Isto sO
vem demonstrar que estas aulas tornam-se menoganas® mais atraentes aos olhos
dos alunos, visto contribuirem para uma melhor ceeséo da Matematica, segundo a
perspectiva dos alunos desta turma. Em relaca@ballio com materiais manipulaveis,
os alunos disseram que tinham ficado “mais atestamcentivados.”, que tinham
aprendido por eles proprios e que tinham chegatkseobrir coisas e que “isso tornava
a Matematica um desafio e a0 mesmo tempo interiessafts varias respostas obtidas
pelo questionario avaliativo da experiéncia pameoerevidenciar que o0s alunos
desenvolveram uma atitude positiva face a Matemdique aprenderam Matematica
de uma forma mais descontraida e de um modo memds. &or isso, quando
questionados se gostariam de voltar a trabalhar roateriais manipulaveis, um dos
alunos respondeu “Gostava que as aulas de Matenmf@isem sempre assim, pois
aprende-se com mais facilidade.”. Este aspecto esi@eue o trabalho em grupo com
materiais manipulaveis contribui para envolver bs@s em actividade, gerando um
ambiente amigavel entre os elementos de cada gju@dacilitando a construcdo do
saber matematico. Por outro lado, constitui um&agdio de que os alunos aprendem a
valorizar mais 0s processos experimentados quesoltado final de cada tarefa
(Ministério da Educacéo, 2001).

Em relacdo ao funcionamento dos grupos, verificaquesnuma fase inicial a
professora tenta conduzir os alunos a construcawodeaas (Abrantes, 1994; Fonte e
Freixo, 2004; Freitas e Freitas, 2003). Contudo, decurso das interaccdes
estabelecidas na aula, os alunos aos poucos vatriwado normas de funcionamento
em grupo, tais como: debater primeiro as duvidagmpo e s6 quando as mesmas
persistem perguntar a professora, ouvir as idesswdrios elementos e partilhar o
material distribuido. Estas normas surgiram de fonataral no decorrer das tarefas

propostas.
5.4.2. Envolvimento na tarefa e interacc¢des estabeldas

A interaccao entre grupos tanto pode assumir adatencolaboracdo como de
competicdo (Santos, 1996). O facto de, em todemukas, os alunos trabalharem em
grupo com materiais manipulaveis em tarefas deoexgdio/investigacdo proporcionou

aos mesmos condi¢cdes para uma maior colaboracéoenelementos de cada grupo,
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sendo este o tipo de interac¢cdo observado com rimaguréncia. Apenas na tarefa 3, os
Varios grupos revelaram espirito de competicéo, @ois varios momentos da aula, foi
possivel verificar alguns alunos a perguntarem gmos vizinhos o numero de

planificacdes descobertas.

Os objectivos das interacg0es existentes nestas aahsistiram essencialmente
em pedir ou oferecer ajuda, explicar ou partillan ®s outros o0 que estavam a pensatr,
ouvir o outro e para legitimar resultados.

De acordo com o NCTM (2000), aprendendo comprealwemode ser
fomentado através das interac¢fes na sala de @olapvolvimento activo dos alunos
na sua aprendizagem e pela apresentacdo e discdsséieias matematicas. Por
exemplo, na tarefa 6, os alunos construiram o sawherimento matematico
relativamente aos critérios de igualdade de trilrsguatravés das interaccdes
estabelecidas entre os alunos de cada grupo. Pestareem evidéncia que os alunos
compreenderam aquilo que Ihes era pedido paradgmegpois a tarefa exigiu, da parte
dos alunos, anédlise e compreensao da situacédo spappdiscussao durante a sua
realizacdo, experimentacdo, verificacdo recorreads instrumentos de desenho e
justificagéo do resultado obtido.

As interacgbes entre os alunos desenvolveram-sdoemo de tarefas com
materiais manipulaveis. A sua utilizacdo parecatenentado o interesse, a motivacao
e 0 envolvimento deles para o trabalho que realmaEstas aulas contribuiram para
aumentar a confianga dos alunos nas suas capagidadéesenvolveram a sua
autonomia. Os resultados anteriores vém confirnsaicanclusdes de Reys (1982)
relativamente ao uso de materiais no processosieaaprendizagem da Matematica.

Na analise dos dados da investigacéo, verificouasm®s tipos de interaccdes
verbais que ocorreram entre os elementos dos griymasdos tipos de interaccdes
verbais é o das ajudas que os alunos podem puEstaos outros nos grupos. Na tarefa
8, eles manifestaram algumas dificuldades em dasenb geoplano os varios
quadrilateros. No entanto, as explicacbes que fatadas por alguns elementos do
grupo, relativamente as caracteristicas de alguadrdgateros, ajudaram na assimilacao
dos conhecimentos aprendidos em anos anterioresecéssidade de ajuda manifestou-
se de varias formas através de perguntas coloeadgsipo ou de erros cometidos. Por
exemplo, na tarefa 2, um dos alunos do grupo Ginafierradamente que o cubo
aumenta o numero de elementos, no caso de aumestagrcomprimentos dos lados.

Perante o erro cometido, os colegas de grupo teesxgiicar-lhe que a sua afirmacéao
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ndo esta correcta. Mas nem sempre as ajudas stestam numa explicacdo detalhada
por parte de um elemento do grupo, ja que essa gode ser manifestada através de
uma simples resposta. Na tarefa 1, € visivel gstede interaccdo entre os alunos na
confirmacdo dos nomes dos solidos presentes na. caix

Durante as aulas, também existiram entre a pai@ss 0s VAarios grupos
diversos tipos de interac¢cdes consoante a faseathalho e o tipo de grupo. Essa
interaccao tem caracteristicas diferentes consadatdecorre da iniciativa dos alunos
ou do professor. As interac¢cdes que surgem paatiia dos alunos tém caracteristicas
diferentes conforme o0s seus objectivos (Fernari898). Por vezes, eles recorrerem a
professora para esclarecer duvidas, validar o llrabeealizado, apoiar ideia. Por
exemplo, na tarefa 6, um dos grupos teve dificiddatt avancar na tarefa porque nao
estava a compreender o tipo de trabalho que ted@anealizar com 0s instrumentos de
desenho. O papel da professora foi 0 de orientédoforma a prosseguirem na tarefa.
Outro aspecto, visivel na interac¢cdo que os alamastinham com a professora, era o
facto dos alunos serem confrontados com a necegsttiaexplicarem as suas duvidas e
0S seus raciocinios, em momentos que exigiam rfaeza e precisao e de justificarem
0S processos matematicos utilizados.

As interac¢cbes que surgem por iniciativa da profes4ém caracteristicas
diferentes conforme os seus objectivos (Fernarid38). Estes sdo: a clarificacdo ou
explicacdo de uma ideia por parte dos alunos, asséig, o controlo do ritmo de
trabalho ou da compreensédo da tarefa e a avaldgfdalificuldades na tarefa ou na
manipulagdo do material. Na analise das aulas, ssiye identificar em varios
episodios estes tipos de objectivos. Também veufs® que nos dialogos entre os
alunos e a professora, esta respondia as quest@eslwhos com outras perguntas
procurando conduzi-los a resposta em vez de Ihasder imediatamente. Os diadlogos
entre os alunos, durante a resolucao das tared@egias em grupo, dizem respeito ao
tipo de estratégias, a manipulagdo dos materiagspeocessos matematicos utilizados e
a necessidade de confronto de opinides. O factwedEn fomentados a exploracao, a
experiéncia, a investigacdo e a descoberta conrsee@ps materiais manipulaveis
proporcionou aos alunos mais oportunidades de sB&cuentre eles, mostrando que
aprender Matematica ndo se reduz a aquisicdo deritalgs, a realizacdo de
procedimentos rotineiros, a memorizacdo de regnasao desenvolvimento de

capacidades sem as respectivas aplicacbes (NC).19
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Em suma, podemos dizer que é interagindo uns coouss que os alunos
desenvolvem competéncias como a resolugcdo de prable o raciocinio, a
comunicacao e 0 pensamento critico, e promovenndaste valores como o gosto pela

Matematica, a autonomia e a cooperacao (Retrag 1997).

5.5. Recomendacdes

Os resultados deste estudo sugerem algumas redagies para o trabalho do
professor na sala de aula e para a investigaci® ad@sinio.

A investigacéo realizada mostra a importanciarda auidadosa preparacéo das
tarefas e dos materiais manipulaveis. Sendo oggsofes responsaveis pela qualidade
das tarefas que propdem aos alunos para nelassestesolverem (NCTM, 1994), é de
salientar que eles devem ter cuidado na escolldatmoracdo das tarefas com recurso
aos materiais manipulaveis: o tipo de tarefa, a gta estruturacdo da mesma e os
termos utilizados na sua construcao poderao infiaem atitude dos alunos aquando da
sua realizacdo. Também a escolha do material manglué importante, pois estes
devem proporcionar uma verdadeira personificacdcawmeito matematico ou das
ideias a serem exploradas e deve apresentar alidiadb num grande numero de ideias
matematicas (Reys, 1982). E importante que os alseapercebam da variedade de
aplicacdes, uma vez que permite estabelecer cosexdiee os diferentes conceitos
intrinsecos a manipulacdo do material.

Durante o desenvolvimento das tarefas com matemanipuldveis em trabalho
cooperativo a presenca do professor devera saetdisquestionadora e, se necessario,
voltada para o incentivo ao desenvolvimento derdetadas competéncias, atitudes,
valores e conhecimentos matematicos por parteldnesa

A investigacao realizada aponta resultados clartarfamoraveis a inclusdo dos
materiais manipulaveis no ensino/aprendizagem darvica. O seu uso possibilitou
gue estes alunos trabalhassem ao nivel do deseanealo de um nimero consideravel
de competéncias matematicas, assim como apreenddss®rma significativa alguns
conceitos matematicos de Geometria. Também |hesljldsu trabalharem ao nivel do
desenvolvimento de alguns processos matematicos.

A motivagdo, o interesse e o entusiasmo dos aldu@site as tarefas foram uma
constante. Os resultados do questionario avaliaaplecado no final da experiéncia
foram muito favoraveis e todos os alunos refericaa gostariam de voltar a trabalhar

com materiais manipulaveis, até mesmo aquelesagponderam que ndo gostavam da
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disciplina de Matemética. Os alunos considerarara gs materiais manipulaveis
deveriam ser utilizados também noutros capitulaiéersado que os “cativam mais.” e
“é uma maneira mais facil de aprender” pois “ajudlacompreender a matéria”
aprendendo-a mais depressa.

O uso de materiais manipulaveis é recomendado nesta;des curriculares
mais recentes, como Curriculo Nacional do Ensino Basid@001), contudo sao ainda
poucos o0s professores que os introduziram nasasdas de Matematica, isto de acordo
com o documentdlatematica 2001 - Diagnosticos e RecomendacOes pdtnsino e
Aprendizagem da Matemati¢APM, 1998). Talvez a falta de formacé&o dos prafess
nesta area seja uma das causas para a sua flaegdi na sala de aula, ou por falta de
confianca, ou porque a escola onde leccionam n§pddi desses materiais. Nesta
perspectiva, torna-se importante “promover umaexéid e discussdo sobre as
implicacbes pedagdgicas decorrentes da sua uéiizaa sala de aula bem como das
dindmicas que em torno destes se podem desenv@Ribgiro, 1995).

Os resultados deste trabalho sugerem algumas pagpadevantes para serem
analisadas em futuras investigacbes. O presentelcestentrou-se em tarefas de
natureza explorativa e investigativa com matenmaanipulaveis na aprendizagem da
Geometria, em peguenos grupos na aula de Matematitajue foram analisados 0s
processos matematicos utilizados, as competénessndolvidas, os conhecimentos
construidos pelos alunos e as formas de interadgdoalunos do sétimo ano de
escolaridade. Contudo, interessaré investigar driboto dos materiais manipuléaveis
em outro tipo de conteudo e/ou em diferentes nolkeisscolaridade.

Ainda no que concerne a futuras investigacoes paretevante para ser
analisado a avaliacdo do trabalho realizado pelmsoa quando utilizam materiais
manipulaveis. Levantam-se questdes que merecemstigaedo: “Que tipos de
instrumentos se tornam mais adequados para a@@ldo trabalho usando materiais
manipulaveis em pequenos grupos ou individualmemectividades de investigacao e

de resolucéo de problemas.
5.6. Reflexao final

Para nos, foi muito gratificante esta experiéngtas contribuiu para um melhor
conhecimento das potencialidades educativas de oeatarial manipulavel. Esta
investigacdo causou-nos um enorme crescimento e vwalmizacdo do papel de
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educador e permitiu-nos observar muito do que scapa na sala de aula. Espero que a
investigacdo realizada sirva de incentivo para esujirofessores experimentarem e
utilizarem os materiais manipulaveis nas suas aldddatematica.

A experiéncia realizada demonstrou a importancididarsificacdo dos métodos
de ensino em contraposi¢cao ao ensino tradicionauts expositivas, pois 0s alunos
tiveram oportunidade de trabalhar com varios matennanipulaveis em tarefas de
natureza explorativa e investigativa. O enfoquestrativo, no qual o aluno constréi o
seu proprio conhecimento, através da sua part@&gactiva na resolucado das tarefas
propostas usando materiais manipulaveis, interagboth os colegas e com o material,
tomando decisbes, discutindo e partilhando pontes wista e trabalhando
cooperativamente, contrasta com o ensino traditi@n#ro aspecto que enfatizamos é
o de que geralmente a Geometria ser abordada deirmdeadrica, numa linguagem
formal, exigindo abstraccdo e memorizacdo de f@muNo nosso estudo, essa
abordagem é feita com a utilizacdo de materiaisipu#veis, proporcionando aos
alunos exploracoes, investigacdes, experiénciasseoblertas que levam a um maior
envolvimento e uma maior participacao dos alunesds estes factores essenciais para
a construcdo dos conceitos geométricos realizaddguridos pelos alunos.

A constante evolucdo da sociedade exige que poyEss® alunos assumam
papéis diferentes, isto se quisermos formar inds$dautbnomos, criativos, dinamicos
e capazes de se adaptarem e actuarem positivamergeu meio (Abrantest al,
1999). Os materiais manipulaveis podem contribsér,bem enquadrados, para dar
respostas as novas exigéncias da sociedade. Atigagio revelou que este tipo de
metodologia da aos alunos a oportunidade de expressplicar e organizar ideias
matematicas, que numa aula tradicional seriamriraigsis pelo professor, como se ele
fosse o0 Unico e exclusivo detentor de verdadeslahsp cabendo ao aluno apenas
memoriza-las e aplica-las, mesmo que as ndo congmeddai que consideremos
importante mostrar aos alunos que o conhecimentemdico € um constructo que nao
esta pronto e acabado, mas que esta em continsiaugdo. Os materiais manipulaveis
podem ser uma mais valia na sistematizacdo e fmagadb de conhecimentos
matematicos. E importante dar aos alunos a oposddaide experimentar e colher os
resultados dos seus experimentos, de argumentiatarredescobrir e errar para poder
alcancar o conhecimento. Cabe a nds, professorddatiematica, mudar as nossas

praticas pedagogicas diversificando as experiérid@asprendizagem, de modo que se
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crie na sala da aula situagbes em que o alunospreld experimentar, manipular e
vivenciar para construir o seu conhecimento.

Do ponto de vista da investigadora, a investigagaizada realca alguns
aspectos relativamente a pratica do professor dermvédica. O professor € um aprendiz
pois esta em constante aprendizagem. Este tem cadaptar as inovagdes e ao grupo
de alunos com que trabalha. De acordo com as nowastacdes curriculares, o
professor deixa de ser a unica fonte de saber dratesmissao exclusivo do
conhecimento, passando a assumir o papel de mediadelacdo aluno-saber, parceiro
da negociacdo pedagdgica (Abrargeal, 1999).

Outro aspecto realgado neste estudo é o facto @e@urabalho desenvolvido
pelos alunos ndo é s6 a resposta correcta queogzadla mas também o0s processos
utilizados, a diversidade de estratégias e a caag@d destes aos colegas. A
comunicacao dos raciocinios por parte dos alunosdae-se essencial pois facilitou o
ultrapassar de certos obstaculos e bloqueios adipagiem de algum assunto.
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ANEXOS
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Anexo 1 Requerimento a Presidente da Direccdo Exdova
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Ex."™ Senhora Presidente da
Direccédo Executiva da

Escola Secundaria Dr. Angelo Augusto da Silva

Eu, Rubina Velosa, Professora do Primeiro Grupo dalgBasica dos 2° e 3°
Ciclos do Canico, venho por este meio solicitaroasa autorizacdo para proceder ao
registo audio/video de algumas aulas, na turmaasg&timo ano, que servirdo de dados
para a investigacdo sobre a utilizacdo de Mateh&inipuldveis em Matemética, no
estudo da Geometria no 7° ano, no ambito da digsertde Mestrado em Matematica
para o Ensino, do Departamento de Mateméatica e Eagashda Universidade da
Madeira, que estou ho momento a realizar.

A professora em causa, ja foi contactada e deuiza¢do para o efeito.

Antecipadamente agradeco a vossa colaboracao

Funchal, 15 de Fevereiro de 2006

A professora responsavel

Rubina Velosa
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Anexo 2 Autorizacao do Encarregado de Educacéo
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Caro Encarregado de Educacéo

A professora de Matematica do seu educando, faiidada e aceitou participar
num projecto que conduzirq a elaboracdo da digsertde Mestrado em Ensino da
Matematica da Universidade da Madeira a realizéa peofessora Rubina Velosa. O
tema da dissertacdo € “A Aprendizagem da Geometnia Recurso aos Materiais
Manipulaveis”.

Para este efeito, preciso de observar e gravaii@®o v trabalho dos alunos, nas
aulas de Matemética, durante o estudo da GeomPwiaesse motivo, solicito a sua
autorizacdo para proceder a gravacéo das aulastardtica, da referida professora de
guem o seu educando é aluno(a).

Todos os dados recolhidos terdo um caracter cormi@eservindo apenas como
elementos da parte empirica da dissertacdo, pelo@u serdo difundidos.

Agradeco antecipadamente a sua colaboracédo etsalioe assine a declaracao
seguinte, devendo depois destaca-la e devolvé-la.

Com o0s meus cumprimentos,
Funchal, 15 de Fevereige 2006

Rubina Maria Matos Velosa

Eu, regado de educacédo ¢o

aluno , Nn°Turma , autorizo

que as aulas de Matematica do meu educando segaadgis em video.

334



Anexo 3 Tarefa 1 - “Sélidos Geométricos”
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Escola Secundaria Dr. Angelo Augusto da Silva
Matemética — 7° Ano
Tarefan® 1
Nome: 9. N _ Turma:
Unidade: Do Espaco ao plano Conteudo: Sélidos Geométricos

Para descobrir ...

Considera os sélidos geométricos (caixa de solidos)

1. Indica o nome dos sélidos.

2. Agrupa os solidos por caracteristicas comuns. (&8 Que concluis?

3. Agrupa os sélidos limitados apenas por faces planas

Como é que sao as faces destes solidos geométricos?

336



Anexo 4 Tarefa 2 - “Férmula de Euler”
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Escola Secundaria Dr. Angelo Augusto da Silva
Matematica — 7° Ano

Tarefa n® 2
Nome: % N _Turma:
Unidade: Do Espaco ao plano Conteudo: Formula de Euler
1. Constréi “esqueletos” de solidos geométricos cosegsiintes condi¢des:

2.

a) Faces quadradas

b) Faces triangulares

c) Base pentagonal e faces triangulares

d) Bases hexagonais e faces rectangulares
e) A tua escolha.

Conta os vértices, arestas e faces de cada unblidsssgeométricos obtidos e
regista-os na tabela seguinte:

Poliedro | N° de faces | N° de vértices | Faces + Vérticeg N° de arestas

Verifica que para o cubo, o nimero de arestas sjd® déigadas a cada vértice é
sempre 0 mesmo. Acontece 0 mesmo com todos osadtiidos?
Investiga.

Duas faces contiguas tém uma aresta comum. Veqtiea¢ assim. Entdo sera
que para saber o numero de faces de um solido gecméasta contar o
namero de arestas e multiplicar por dois?

Estas de acordo? Justifica.

Ao olhar para o cubo vemos que cada face do cubajteatro arestas e que o
cubo tem seis faces. Serd entdo que o cubo temme®tas? Onde é que este
raciocinio falha? Como sera possivel no caso do saber o nimero de arestas
a partir do niumero de faces? Apoia o teu raciogin®registos feitos.

Tenta descobrir uma relacdo entre o nimero de {&¥esde vértices (V) com o
de arestas (A), comparando as duas ultimas cotlmtabela.
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Anexo 5 Tarefa 3 - “Planificacdo de solidos”
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Escola Secundaria Dr. Angelo Augusto da Silva
Matematica — 7° Ano
Tarefa n® 3 — Parte 1
Nome: 9. N _ Turma:

Unidade: Do Espaco ao plano Conteudo: Plaigh¢des do Tetraedro

Ha solidos geométricos cujas faces sao triangudodateros geometricamente
iguais — sdo os Deltaedros. O tetraedro é um dietiae

Constréi um tetraedro com pecas do “Polydron”.

“Abre” a construcéo para descobrires uma possiaeifiracéo para o solido.
Desenha no ponteado essa planificacéo.

Tenta descobrir outras planificacdes para o tetoaedr

PR
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Escola Secundéria Dr. Angelo Augusto da Silva
Matematica — 7° Ano
Tarefa n° 3 — Parte 2
Nome: %0 N _ Turma:
Unidade: Do Espaco ao plano Conteudo: Planificac6es do Cubo

Observa as figuras que se seguem:

Entre as figuras anteriores, indica as que saofgacbes do cubo.

Nas figuras que nao sao planificagdes do cubmalasos quadrados que se vao
sobrepor. Certifica-te das tuas respostas, repnodioins modelos.

3. Tenta desenhar outras planificagdes do cubo.

N =
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Anexo 6 Tarefa 4 - “Desigualdade triangular”
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Escola Secundaria Dr. Angelo Augusto da Silva
Matematica — 7° Ano
Tarefa n° 4
Nome: 9. N _ Turma:
Unidade: Do Espaco ao plano Conteudo: Desigualdade Triangular

1. Corta palhinhas de refresco em varios tamanhos.

2. Constréi triangulos usando diferentes comprimemtespalhinhas. Esboca as
construcdes que fores fazendo.

3. Discute as situacfes em que é possivel ou naorgres triangulos.

4. Estabelece, com palavras tuas uma regra, que gasargassibilidade de
construcao de um triangulo, dadas as medidas dedamos.

5. Sabendo que dois dos lados de um triangulo témecdspmente 6 e 4
centimetros de comprimento, indica valores intgiras medidas do 3° lado.
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Anexo 7 Tarefa 5 - “Investigagcbes com espelhos”
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Escola Secundaria Dr. Angelo Augusto da Silva
Matemética — 7° Ano
Tarefa n®5 — 1° Parte
Nome: 9. N _ Turma:
Unidade: Do Espaco ao plano Contdo: Construcao de triangulos

1. Constréi e classifica quanto a amplitude dos arsyudo quanto ao
comprimento dos lados um triangulo [MAR], sendo:

e AM=5cm
e« MR=3cm
e RA=4cm

2. Constréi e classifica quanto a amplitude dos arsggudo quanto ao
comprimento dos lados um triangulo [ABC], sendo:

« AB=5cm
e« BC=5cm
¢« ABC= 85°

3. Constréi e classifica quanto a amplitude dos arsggyudo quanto ao
comprimento dos lados um triangulo [TIR], sendo:

e TI=4cm
e TIR= 60°
e |TR= 60°
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Escola Secundaria Dr. Angelo Augusto da Silva
Matematica — 7° Ano
Tarefa n® 5 — 2° Parte
Nome: % N Turma:

Unidade: Do Espaco ao plano Conteudo: Simetrias

Investigagdes com espelhos

1. Desenha um quadrado e descobre quantos eixos ddriginem. Faz um
desenho que explique o que concluiste.

2. A seguir estdo representados alguns poligonosareguia teus conhecidos.

a) Descobre todos os eixos de simetria de cada palig&xperimenta e
regista).

N° de lados do poligonoregular |3 |5(6|7|8|...|N
N° de eixos de simetria

b) Observando a tabela que preencheste, a que coeslpsdes chegar?

3. Quantos eixos de simetria tem um triangulo?
Experimenta para varios tipos de triangulos (comaides triangulos que
construiste) e escreve as tuas conclusdes acemanuero de eixos de simetria

de cada um deles.
Registas todas as descobertas do grupo.
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4. Desenha num papel cada um dos seguintes quadrdatexctangulo, losango,
quadrado, paralelogramo, trapézios isésceles, Zimp@&ctangulo e trapézio
escaleno. Com uma tesoura recorta os quadrilateros.

Descobre para cada um deles, quantos eixos derisihét Faz um esboco das

tuas descobertas.
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Anexo 8 Tarefa 6 - “Critérios de igualdade de triagulos”
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Escola Secundaria Dr. Angelo Augusto da Silva
Matematica — 7° Ano
Tarefa n° 6
Nome: 9. N _ Turma:
Unidade: Do Espaco ao plano Conteudo: Critérs de igualdade de Triangulos

Considera o triangulo [ABC]

1. Que medi¢cdes farias, para desenhar no teu cademo trné&ngulo
geometricamente igual ad[ABC]?

2. Imagina que pretendes construir um triangulo geoncasbente igual ao dado.
Qual o numero minimo de dados que sera necessaiecer? Por exemplo, se
souberes apenas o comprimento de um lado, essmatgf@o sera suficiente?
Vamos experimentar ...

3. Procura tirar conclusdes a partir das varias siemque te surgiram em 2.
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4. Diz, justificando, se os triangulos A e B sdorgetricamente iguais:

4.1. 4.2.

B >0° B
{ 20

4.3. 4.4.
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Anexo 9 Tarefa 7 - “Angulos verticalmente opos®e angulos de lados paralelos”
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Escola Secundaria Dr. Angelo Augusto da Silva
Matematica — 7° Ano
Tarefan® 7
Nome: % N Turma:

Unidade: Do Espaco ao plano Contetido: Angulos

1. Desenha no geoplano circular:

1.1.Angulos agudos;

1.2.Um angulo obtuso e um recto; ;
1.3.Angulos Suplementares; &
1.4.Angulos Complementares.

2. Angulos verticalmente opostos B
2.1. Desenha dois diametros no geoplano circuiarKig.). . ’r_;‘; o,
Determina as medidas dos angulos a, b.ced i ol

2.2. Experimenta desenhar outros diametros e medevas angulos a, b, c e d.

Consegues formular alguma conjectura.

Nota:
Os angulos a e c dizem-se verticalmente opostosar@slos b e d sdo tambéem

verticalmente opostos.
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3. Na figura estédo representadas duas familiagalasr paralelas que, ao cruzarem-se,
determinam vérios angulos.

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

Sy
/// /J

/////

Escolhe dois angulos agudos quaisquer e mede asasuglfudes. Que
observas?

Repete o exercicio anterior com outros angulos @gugdue verificas?

Agora escolhe dois angulos obtusos quaisquer e asedaas amplitudes. Que
observas?

Que relacao existe entre um angulo agudo e um @dpaliso, nesta figura?
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Anexo 10 Tarefa 8 - “Propriedades dos quadrilaters’
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Escola Secundaria Dr. Angelo Augusto da Silva
Matematica — 7° Ano
Tarefa n° 8
Nome: 9. N _ Turma:
Unidade: Do Espaco ao plano Conteudo: Projdades dos quadrilateros

1. Forma um quadrilatero (ndo trapézio e ndo papagaaiera-o, de modo a

obter um:
a) trapézio ( ndo rectangulo e nado isosceles); _
b) trapézio isésceles; / e
c) trapézio rectangulo; a f
d) paralelogramo; e = LB

e) rectangulo (ndo quadrado);
f) losango ( ndo quadrado)

g) quadrado;

h) papagaio (hdo losango).

2. Explica que estratégia usaste para formar cada um qiadrilateros
anteriores a partir do quadrilatero inicial.

3. Em cada um dos quadrilateros que formaste, marchagsnais com um
elastico de outra cor.
a) Em que quadrilateros as diagonais sao eixos dergmet

b) Em que quadrilateros as diagonais séo iguais?

c) Em que quadrilateros as diagonais sao perpendis@lare

Regista todas as descobertas do grupo
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4. Traca um segmento vertical como o seguinte:

Desenha outro, de modo que os dois segmentos s&jaliagonais de um
guadrado. Desenha o quadrado correspondente eveesasecuidados que
tiveste ao tracar a segunda diagonal.
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Anexo 11 Tarefa 9 — “Propriedades e construcao dearalelogramos”
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Nome: 9. N _ Turma:
Conteudo: Propriedades e construcdo de paralelograms

Escola Secundaria Dr. Angelo Augusto da Silva
Matematica — 7° Ano
Tarefan©9

1. Considera o seguinte paralelogramo.

Desenha o paralelogramo da figura e uma das sa@®rdiis no geoplano nao
circular e tenta responder as seguintes questdes:

1.1.Qual a relacdo existente entre as amplitudes dgsll@ opostos de um
paralelogramo? Justifica.

1.2. Qual a relagcéo existente entre os comprimentos lathss opostos de um
paralelogramo3ustifica.

1.3.Relacdo existe entre as amplitudes dos angulecetpes ao mesmo lado
(consecutivos)? Justifica.

1.4.Traca a outra diagonal. Que relacdo existe entrediagonais de um
paralelogramo.

Experimenta para outros paralelogramos e regista tuas descobertas.
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2. Construcao de paralelogramos.
a) Desenha um paralelogramo [ABCD] com os dados dadig
Indica as propriedades em que te baseaste parstugdo do paralelogramo.

A

2 cm
50

3¢m

b) Desenha o paralelogramo [EFGH] atendendo aos dadiiguia e ainda:

I
_ 140"
EG=6cm

FH =4 cm

Indica as propriedades em que te baseaste parstugsio de [EFGH].

c) Desenha um paralelogramo [JLMN], em que

JL=6cm
LM =8cm
JM = 10 cm

Indica as propriedades em que te baseaste parsiugio de [JLMN].
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Anexo 12 Tarefa 10 - “Areas e volumes de sélidos”
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Escola Secundaria Dr. Angelo Augusto da Silva
Matematica — 7° Ano
Tarefa n° 10

Nome: _ %0 N _ Turma:
Unidade: Do Espaco ao plano ContetsldAreas e volumes de solidos

1. Uma empresa de chocolates criou uma nova embalagem forma e
dimensdes diferentes, para comercializar bombong)stituindo a
embalagem A pela embalagem B e mantendo o pregemt#a. Ambas as

embalagens séo feitas em cartdo canelado e levassma quantidade de
bombons.

(altura da piramide quadrangular = 8 cm) 8cm

Sera que a empresa gasta menos cartdo na embdaghumstifica.
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a) Qual serd a relacdo entre o volume de um prisngawsr piramide com
a mesma base e a mesma altura?

Enche a piramide de arroz e verte-o para o prisrepef® esta operacdo até
encheres o prisma.

Regista as tuas conclusdes

b) Como se podera calcular o volume de um cone ar mhotvolume do

cilindro?

Compara os volumes destes solidos realizando upexiércia semelhante a
anterior.

Regista as tuas conclusdes

362



Anexo 13 Questionario.
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Mestrado em Matematica para o ensino
Questionario—7° 1

Nome:
NO

Como ja sabes, a tua turma foi escolhida paracgzati na parte empirica de
uma tese de mestrado em Matematica. O tema daéte¥e aprendizagem da
Geometria com recurso aos materiais manipulaveis fal, pedimos-te que respondas
cuidadosamente ao questionario que se segue. Tedaspstas que deres sdo muito
importantes para este estudo.

Este questionario tem caracter confidencial e destina saber a tua opinigo
sobre 0 uso de materiais manipulaveis na disciplen&latematica.

Obrigada pela tua colaboracgo

1. Gostas da disciplina de matematica? Porqué?

2. Quais sdo as aulas de Matematica que te cativas?rRarqué?

3. Em que ano de escolaridade contactaste, pela paivez; com a Geometria?

4. Que materiais manipulaveis te lembras de seremossaessas aulas? Refere

alguns.

364



5. Quais foram as dificuldades que sentiste na utdiaa de materiais

manipulaveis?

6. Este ano, trabalhaste com varios materiais manipisaQual foi na tua opiniao

0 mais facil e o mais dificil na sua utilizacdo?de@?

7. Na tua opinido as actividades mateméticas desddeslvnas aulas com

materiais tornaram as aulas de Matematica maisesgantes. Porqué?

8. Achas que a utilizacdo de materiais manipulaveim ser utilizado noutros

capitulos do programa? Porqué?

9. Gostarias de voltar a trabalhar com materiais mdénvgis? Porqué?

10. Gostaste de trabalhar em grupo? Porqué?
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