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Resumo

Sistemas dinamicos sao todos os sistemas que evoluem no tempo, qualquer que seja a
sua natureza, isto é, sistemas fisicos, biolégicos, quimicos, sociais, econémicos, etc.. Esta
evolugao pode ser descrita (modelada) por equagoes de diferencas, uma vez que esse
tempo é muitas vezes medido em intervalos discretos. As equagoes de diferencas aparecem
também quando se estuda métodos para a discretizacao de equagoes diferenciais.

Assim, este trabalho tem por principal objectivo estudar as solugoes de alguns tipos
de equacoes de diferencas. Para isso, comeca-se por introduzir o conceito de diferenca e
a sua relacado com as equagoes de diferencas. Em seguida, determina-se a solugao geral
das todas as equacoes lineares de primeira ordem, bem como o estudo do seu comporta-
mento assimptotico. Prossegue-se, desenvolvendo as principais técnicas para determinar a
solugao de equagoes de diferencas lineares de qualquer ordem. Em particular, estudam-se
as equacoes com coeficientes constantes. Depois de se desenvolver a teoria basica dos sis-
temas lineares de equacoes de diferencas, particulariza-se aos sistemas lineares auténomos,
com apenas duas variaveis dependentes, fazendo assim o estudo do comportamento das
solugoes no plano de fases. Por fim, utiliza-se a transformada Z como uma ferramenta
que permite resolver equagoes de diferencas, em especial as equagoes de tipo convolugao.

Palavras Chave

Operador diferenca; Equacao de diferengas; Sistemas lineares de equacoes de diferencas;
Transformada Z; Estabilidade; Pontos de equilibrio.
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Abstract

Dynamic systems are systems that evolve in time, wherever there is nature, that is,
physical, biological, chemical, social, economic systems, etc. This evolution can be
described with difference equations, wherever time involves discrete variables. Mathe-
matically the difference equations appear when we study methods for discretization of
differential equations.

Thus, one of the main objectives of this work is the determination of the solutions of
some types of difference equations. So we start by introducing the concept of difference
and its relation with the difference equations. Then we determine the general solution of
the first order linear equations and study its asymptotic behavior. Next we develop the
main techniques to determine the solution of linear difference equations of any order. In
particular, the equations with constant coefficients are studied. After the development of
the basic theory of linear systems of difference equations, we study the autonomous linear
systems with only two dependent variables, thus making a study of the behavior of the
solutions in the plane of phases. Finally, we use the Z-transform as a tool that allows
solving difference equations, in particular the equations of convolution type.

Key Words

Difference operator; Difference equations; Liner systems of difference equations;
Z-Transform; Stability; Equilibrium points.
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Introducao

O presente trabalho foi elaborado como dissertacao, do 2° ano do Mestrado em Ma-
temdtica (drea de especializacao de Matemaética para o Ensino), da Universidade da Ma-
deira. O tema proposto foi equacoes de diferencas e aplicacoes.

A teoria de equagoes de diferencas é rica em aplicagdes para muitos ramos das ciéncias
naturais. Estas equagoes, na generalidade dos casos, descrevem fenémenos ao longo do
tempo. Este tempo é medido em intervalos regulares de modo a ser interpretado como
uma variavel discreta. Por exemplo, se se estiver a estudar o efeito da administracao
de uma determinada dose de droga num individuo, cada unidade de tempo podera ser
algumas horas, para o calculo do nimero de células numa cultura de bactérias, podera
ser dias, para a medi¢ao de caudais de rios, podera ser semanas, para o produto nacional
bruto, podera ser anos, etc.

O primeiro problema envolvendo equacoes de diferencas aparece por volta de 1202,
pelo matematico Leonardo de Pisa (Fibonacci):

”Quantos pares de coelhos serao produzidos num ano, comecando com um SO par, se em
cada més cada par gera um novo par que se torna produtivo a partir do sequndo més?”

Todo este problema considera que os coelhos estao permanente fechados num certo
local e que nao ocorrem mortes. Se n representar o nimero de meses, entao

n | pares de coelhos

0 1

1 2 o ”"velho” par mais o "novo” par

2 3 dois "velhos” pares mais o "novo” par

3 ) trés ”velhos” pares mais os dois "novos” par
4 8 cinco "velhos” pares mais os trés "novos” par
12 377

Assim, 377 é a resposta ao problema proposto por Fibonacci. Note-se que o novo
nimero pode ser determinado adicionando os dois ultimos valores, ou seja, se Fj, repre-
senta o nuimeros de pares de coelhos no meés n, entao

Fo=F, 1+ F,»

Mais tarde foi acrescentado no inicio da sequéncia um 1, o que originou os nimeros de
Fibonacci: {1,1,2,3,5,8,13,21,...}.

Mais de 600 anos depois (1843), Jacques Binet publicou uma férmula que permite
determinar o n — éstmo numero de Fibonacci, sem se determinar todos os outros niimeros



2 Introducao

anteriores da sequéncia. Essa formula é a solucao da equacao de diferencas anterior e é

dada por
1 [ (1+V5 1—-+/5
5\ 2 2

Esta expressao denomina-se por solucao particular da equacao de Fibonacci. Para se
poder determinar a solucao particular de uma equacao de diferencas, é necessario ter
condicoes iniciais. Para cada condi¢ao inicial tem-se uma solucao particular distinta.
Contudo, pode-se querer escrever a solucao geral da equagao. Esta solucao depende de
constantes arbitrarias, tantas quanto a ordem da equacao. Para se determinar esta solucao
¢é necessario desenvolver métodos apropriados para as equacoes que se estao a tratar.

Os vérios capitulos foram organizados por temas, de modo a apresentar os assuntos
que sao necessarios para a determinacao das solugoes das equacoes de diferencas e o estudo
da sua estabilidade.

No primeiro capitulo introduzem-se os operadores de diferenca, antidiferenca e de
deslocamento. O conhecimento das propriedades destes operadores funciona como pré-
requisitos para os capitulos seguintes. Nas tltimas duas secgoes, da-se uma classificacao
das equacoes de diferencas, e prova-se a existéncia e unicidade de solucao das equacoes
lineares.

No segundo capitulo determina-se a solugao geral da equagao =, 11 = f (n)z, + g (n),
onde (z,), ¢ uma sequéncia e f(n) e g (n) sao fungdes reais de varidvel discreta. Esta
equacao classifica-se como sendo linear de primeira ordem. Faz-se uma particularizagao
deste estudo, as equagoes com coeficientes constantes. Por fim apresentam-se conceitos
conducentes ao estudo da estabilidade das suas solugoes.

No capitulo que se segue, apresenta-se a solucao geral das equacoes lineares de qualquer
ordem. Desenvolvem-se métodos para determinar a solucao particular de uma equagao.
Também se faz uma particularizacao as equacoes com coeficientes constantes, dado que
este tipo de equacoes podem-se resolver analiticamente. Depois de se fazer o estudo da
estabilidade das solucoes ilustram-se os métodos desenvolvidos com casos concretos.

No quarto capitulo, descrevem-se alguns métodos para resolver alguns tipos de equagoes
que nao foram abordadas nos capitulos anteriores, nomeadamente equagoes exactas e
equacoes de diferencas nao lineares.

No quinto capitulo desenvolve-se a teoria basica para a resolugao de sistemas lineares
de equacoes de diferencas. Entre outros conceitos estuda-se a estabilidade das solucoes.
Também se faz uma abordagem aos sistemas periddicos lineares. E feita uma particu-
larizacao ao estudo dos sistemas auténomos ou invariantes no tempo com apenas duas
variaveis dependentes.

Por fim, no ultimo capitulo apresenta-se a transformada Z e as suas principais proprie-
dades. Utiliza-se este conceito, equivalente as transformacoes integrais usadas na resolugao
de equagoes diferenciais, como uma ferramenta para resolver equacoes de diferencas, em
particular, as equagoes de tipo convolugao. Sao desenvolvidas algumas técnicas de célculo
para se demonstrar resultados de estabilidade. Uma delas envolve o conceito de funcional
de Lyapunov.

O apeéndice apresentado serve de apoio ao capitulo dos sistemas lineares. Contém
alguns resultados relacionados com matrizes, nomeadamente, métodos para se determinar
a poténcia de uma matriz, destacando-se entre esses, a forma canénica de Jordan.

E, =



Capitulo 1

Calculo de diferencas e equacoes de
diferencas

Existem muitas situacoes reais em que nao se pode ou nao interessa tirar partido das carac-
teristicas de regularidade de fungoes de uma ou mais variaveis independentes, que figuram
em certos modelos matematicos que se concebem para o estudo de alguns fenémenos. Por
exemplo, se se estudar o caudal dos rios ou o produto nacional, dificil serd no primeiro
caso ou nao interessara no segundo, obter os valores instantaneos daquelas grandezas. Os
valores dessas grandezas serao obtidos nos instantes t,%s,t3,... considerando-se geral-
mente que os intervalos ty — tq, t3 — to, ... sao todos iguais e fixos em cada caso. No caso
dos caudais, o intervalo de tempo podera ser uma semana, no caso do produto nacional
bruto podera ser um ano.

De uma forma geral, a cada grandeza corresponderd um intervalo de tempo adequado,
permitindo assim estudar de forma 1til a sua variacao. Este estudo é feito a custa do con-
ceito de diferenca. Associado a este conceito aparecem equagoes (equagoes de diferengas).
O estudo das propriedades das suas solugoes pode ajudar a descrever tais fenémenos.

Assim, neste capitulo faz-se uma breve introducao ao célculo de diferencas e a sua
relagao com as equacoes de diferencas.

Na Seccao 1.1 evidenciam-se as propriedades mais importantes dos operadores dife-
renga e deslocamento. Na seccao seguinte introduz-se o conceito de operador antidiferenca.
O estudo das propriedades destes trés operadores é fundamental na teoria de equagoes de
diferencas. Sempre que possivel faz-se um paralelo entre estas propriedades e as proprie-
dades do célculo integral e diferencial. Apresentam-se ainda algumas tabelas que serao
uteis ao longo de todo o trabalho. Sempre que possivel tenta-se ilustrar estes conceitos
com exemplos classicos.

Na pentultima seccao deste capitulo classifica-se os varios tipos de equacoes de dife-
rengas e na ultima faz-se referéncia a existéncia e unicidade de solugao.

1.1 O operador diferenca e o de deslocamento

No que se segue representa-se a sequéncia de termos g, &1, &, ... por (z,), ou simples-
mente ., n € Zg .

Definig¢ao 1.1 Chama-se primeira diferen¢a da sequéncia (), a sequéncia (Axy,),

3



4 Calculo de diferencas e equacoes de diferencas

dada por
Az, = Tpiy — Tn, n € Zg . (1.1)

. x s . . . A . . . .
A segunda diferenca (A%z,), ¢ a primeira diferenga da sequéncia de primeiras dife-
rencas (Axz,),” , ou seja,

Az, = A(Az,) = Ar, — Ax,
= Tny2 — Tptl — (xn—l—l - xn)
= Tny2 — 2xn+1 + ZTn

Mais geralmente, para qualquer k € Z*, a diferenca de ordem k, é dada por

Az, = A (Ak_lxn)
= A"lg =AM, o n=k k41, ..

Definicao 1.2 Chama-se equacdo de diferencas a uma equagao que envolve o termo x,
e as suas diferencas Ax,, A%x,,....

Por exemplo,
2A%x, — 3Ax, + 5z, =0 (1.2)

é uma equacao de diferencas.
Também se pode expressar cada x,;, © € N, em termos de z,, e das suas diferengas.
Portanto,

Tpi1 = Tp+ Az,
Tpya = Tppr+ ATpg
= x,+ Az, + Az, + A%z,
x, + 20z, + A%z,

Usando estas relacoes e substituindo na equacao de diferencas, esta transforma-se numa
equagao que envolve alguns dos n — ésimos termos da sequéncia {z,}, . Por exemplo, a
equagao (1.2) pode transformar-se na equacao

2 (Tpro — 2xpq1 + 2n) — 3(Xpy1 — o) + 52 = 0,

ou seja,
2Tpio — T2y + 10z, = 0. (1.3)

Deste modo uma equacao de diferencas pode ser interpretada como uma relacao que
envolve alguns termos da sequéncia. A equagao (1.3), implica que para cada valor de
n € Zg, o dobro do termo de ordem n + 2 (x,,2), menos o séptuplo do termo de ordem
n+ 1 (z,41) mais o décuplo do termo de ordem n é igual a zero.

Definigao 1.3 Chama-se operador diferenca da sequéncia (x,), @ primeira diferenca da

A . o
sequéncia (), -
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Assim, também se representa o operador diferenca da sequéncia (x,), por

Az, = Tpy1 — Ty, n € L. (1.4)
Paralelamente a este operador, existe um outro, o operador deslocamento.

Definicao 1.4 Chama-se operador deslocamento da sequéncia (x,), , e representa-se por
Ex,, a expressao
Ex, =xp1, n €ZJ. (1.5)

Designando por I o operador identidade, operador este que operando sobre uma
sequéncia qualquer d4 como resultado a prépria sequéncia, Iz, = x,, tem-se que Az,, =
Iz, =, e E%, = Iz, =z, (A" = E° = I por convengao).

Teorema 1.5 Se E € o operador deslocamento da sequéncia (x,), , entdo
Ef, = 2pi, k € L. (1.6)

Prova. A prova é feita por indugao em k.
Para k = 0 ¢ trivial.
Suponha-se que E¥z, = z, (hipétese de inducao). Entao

EkJrlxn =F (Ekl‘n) I—?I El'n+k (1:5) Tntk+1,

ou seja, verifica-se que E¥*lx, = x,,,111 (tese de inducio). m

Definicao 1.6 Diz-se que dois operadores O e Oy sao equivalentes, se para qualquer
sequéncia x, a que sao aplicaveis se verifica a relagao Oz, = Oqx,, Vn € N,

Para se exprimir a equivaléncia de dois operadores O; e O,, escreve-se
01 = 02.

Tem-se que
Tpt1 = Tp + Axy, = (1 + A) 2y,

e assim verifica-se a equivaléncia funcional
A=F—-TouE=A+1.
Os operadores A e E comutam entre si uma vez que

AE.I'n =A [El'n] =A [l'n+1] = Tpt+2 — Lpt1

EAx, = E[Az,| = E[x,1 — Tp) = Tpyo — Tpg1-
Além disso,
ATAT = ATAT = AT
E"E" = E"E™ = E™™,
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Deste modo, pelo binémio de Newton, com k € Z*, vem que

Arg, = (BE-DFz, = i (k> B (-D)'w, = Ako (—1)’ (l:) Tnik—is

- 2
=0 7

k
k )
k _ k o 7
Efz,=(A+1) z, = g (Z>Axn

2

i=0
Exemplo 1.7 Calcule A3sin (nf), n € Zg .
Solucao.
3 /3
A’sin (nf) = (-1 (z) sin [(n +3 —1) 46

= sin[(n+3)0] —3sin[(n + 2) 0] + 3sin[(n + 1) 0] — sin (nf).

|
O teorema seguinte garante a lineariedade dos operadores A e E.

Teorema 1.8 Os operadores A e E sao lineares.

Prova. Sejam (x,); € (ym), duas sequéncias quaisquer.
Para se demonstrar a linearidade dos operadores, tem-se de provar que

Alax, + byn,| = aAx, + bAy,,

Elax, + by,] = aEz, + bEy,,

para duas constantes a e b quaisquer.
Para o operador diferenca tem-se

Alax, + bym] = (azpi1 + bYms1) — (azn + bym)
a (anrl - xn) + b (merl - ym)
= alAx, + bAy,,

e para o operador deslocamento

Elax, +byn] = axpi1+ bymi
= aFz, + bEy,,.

Teorema 1.9 (Soma de Abel) Sejam (), € (yn)g duas sequéncias quaisquer. Entdo

n

n n k
LT S o (mkzyr) |
k=1 k=1 r=1

k=1
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Prova.
n n k n n k
RS (m S y) TS << ) zyr>
k=1 k=1 r=1 k=1 k=1 r=1
= Ty ) Uk — (T2 — 1) Y1 —
k=1
(3 —22) (Y1 +92) — o = (Tng1 — 20) (Y1 + -+ + Yan)

n n n
= Zp41 E Yr + E TrYk — Tnil E Yk
k=1 k=1 k=1

n—1
Lema 1.10 Senyg <n € Z7, entio Y. Axp = T, — Tp,.

k=ng

Prova. Seja ng < n € Zg, entdo

n—1 n—1
E Az, = E Thi1 — T

k=ng k=ng
= Tpg+1 — Tng + Tng+2 — Tng+1 + Tng+3 — Tng+2 + oo + Ty — Tp—1

= Ty — Tpg-

Estes operadores podem-se aplicar a funcoes de variavel discreta.
Seja p (n) = agn® + ayn*~! + ... + a; um polinémio de grau k com coeficientes reais
e k € Z*. O operador diferenca de p (n) é dado por

Ap(n) = p(n+1)—p(n)
— <a0 m+D)"+a, (n+1)""+  +a(n+1)+ ak>
— (aonk + alnk_l + ...+ ag_1n+ ak)

Sabe-se que

(n+1)" = i (f)nk_

(n+1)! = § (k R 1) pk-1-i
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Por substituicao obtém-se
Ap(n) = agkn* ™" + g, (n) (1.7)

onde ¢; (n) é um polinémio em n de grau k — 2, com coeficientes reais.
A segunda diferenca do polindmio exprime-se como

A’p(n) = A(Ap(n))
= Alagkn™™" +q1 (n)]
= aok [+ D =0 g (1) 0 ().

Como (n+1)" ' —n*=1 = (k — 1) n* 2+ ”um polinémio de grau k—3”" e ¢, (n + 1)—¢q (n)
¢ um polinémio de grau k — 3, resulta que

A?p (n) = agk (k — 1) + g2 (n)

onde ¢ (n) é um polinémio em n de grau k — 3, com coeficientes reais.
Aplicando k vezes este processo obtém-se

AFp(n) = agk! (1.8)

AFip(n) = 0 para i > 1. (1.9)

Fica assim provado o teorema seguinte.

Teorema 1.11 Seja p (n) = agn® + a1n*~! + ... + a um polinémio de grau k com coefi-
cientes reais e k € Z*. Entao AFp (n) = agk! e A*p (n) =0 para i > 1.

Como consequéncia deste teorema surge outro, que pode ser considerado como o equ-
ivalente discreto do desenvolvimento de uma funcao em série de Mac-Laurin. Para sim-
plificar a escrita deste teorema é conveniente definir primeiro poténcia factorial.

Definicao 1.12 Chama-se poténcia factorial descendente de n de grau k, e representa-se
por n'®)| 4 expressao

T
L

n®=nn-1)(n-2)..(n—k+1) (n—1i), n, keZ".

~
Il
o

A poténcia factorial ascendente de n de grau k, que se representa por ®In, é a expressdo

k
Bpn=nn+1).n+k-1)=]](+19), n, keZ

i

|
—_

Il
=)

n!
(n—k)!
poteéncia factorial descendente de n de grau n é igual a poténcia factorial ascendente de 1
de grau n. Por convencao escreve-se n(®) =1 =) n,

Note-se que n*) = =k) (n—k+41) e assim n™ = n! =" 1, ou seja, a
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Teorema 1.13 (Fdrmula de Mac-Laurin discreta) Seja p (n) um polindmio de grau k
com coeficientes reais e k € Z*. Entdo

Ap (0 A?p (0 A3p (0 AFp (0
p(n)=p(0)+ pl'( )n+ ]29'( >n(2)—|— ];( )n(3)+...+ ]];< )n(k).

Prova. Seja p (n) = by + bin + byn® 4 bsn® 4 ... + bn® um polinémio de grau k.
Tem-se p (0) = by.

Pelo teorema 1.11 e tendo em atencao a forma como o polinémio é definido, obtém-se
AFp (n) = bik!. Assim, para n = 0 vem que

A™p(0) =b,m!, 1<m<k keZ",

isto é,
_A"p(0)

b,
m!

,1<m<k keZ".

Deste modo

Ap (0 A?p (0 A3p (0 AFp (0
1! 2! 3! k!
]
Considere-se agora o operador polinomial
p(E)=ayE* + a, E* '+ ..+l k€ Z". (1.10)
Para b € R tem-se que
p(E)b" = agE*b" 4+ a  E*¥ 10" + .+ ap 10"
= aopb"F + a0V 4 4 b
= b (aobk +a b+ ak)
ou seja,
p(B)b" = b"p (1) (1.11)

O teorema seguinte ¢é a generalizacao deste resultado.

Teorema 1.14 Seja P (E) o operador polinomial definido em (1.10) e g (n) uma fun¢ao
de argumento discreto. Entdo

p(E)(b"g(n)) =0"p (bE) g (n).
Prova. Sabe-se que F (2,y,) = Tni1Yns1 = Fr, By, assim
p(E)(b"g(n)) = aoE*"g (n)+ aE*'0"g (n) + ... + a,Ib"g (n)
= aph"FEFg (n) + arb"FTIER g () + L+ ard™g (n)
= 0" (apb"E"g (n) + ait* T EF g (n) + ... + arg (n))
= 0"p(bE)g(n).

Também é possivel estabelecer regras para o produto e quociente do operador diferencga.
Estas sao fornecidas pelo teorema seguinte. Note-se que se pode estabelecer um paralelo
entre estas regras com as do produto e quociente do célculo diferencial.
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Teorema 1.15 Sejam (x,,), € (Yn), duas sequéncias quaisquer, entdo

L. Alzzyn] = Ex, Ay, + yn Az,

T WAL, — oAy,
2.A{—]:y In oy 0.
Yn YnEyn
Prova. Sejam (), € (yn), quaisquer.
1.
A [xnyn] = Tn4+1Yn+1 — Tpln
= Tnt1Yntl — Tnt1¥Yn + Tnt1Yn — Tnln
= Tnp+1 (ynJrl - yn) + Yn (anrl - xn)
= FEx,Ay, + y,Ax,.
2.
A {@] L Tl Tn_ Tn1Yn — Tnlnl
Yn Yn+1 Yn YnYn+1
_ Tnr1Yn — TnlYn + TnlYn — TnlYn+1
YnYn+1
= s Yn#0-
YnEyn ?

O teorema seguinte fornece algumas propriedades para poténcia factorial descendente.
Novamente pode-se estabelecer um paralelo entre estas propriedades e as regras da de-
rivagao da poténcia no calculo diferencial.

Teorema 1.16 Sejan,p,q, k € Z*, entdio
1. An®) = knk—1),
2. nrtd — 5P (n — p)(q) — n@ (n— q)(p) :

3. AP =k (k—1)...(k—p+1)ntP),

4. Afp®) = k!,
Prova. 1.
An® = (n+ 1)(k) —n®

= n+1)nn—-1).n—k+2)—nn—-1)..(n—k+1)
= nn-1).n—-k+2)n+1—-n+k—1]
= kntb),

2.

nPt) = npnn—1)..(n—p—q+1)

= nn-1).n—p+1)(n—p)(n—p—1)..(n—p—q+1)

= n® (n— p)(q) .
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Analogamente prova-se que n?+9 = n(9 (n — q)(p )
3. A prova desta igualdade faz-se por indugao em p.
Para p =1 a igualdade é verificada com se viu em 1.
Suponha-se que APn®) =k (k —1)...(k —p+ 1) n*P) com vista a provar que

APHL,(R) — L (k—1)...(k —p) pk—p=1)

APHInB) = A (Apn(k)) =A(k(k=1)...(k—p+1) n(k*p))
= k(k—1)..(k—p+1)A (n* )
= k(k-1)..(k—p+1) [(n +1)0) n<k—p>}
k(k—=1).(k—p+1)n* PV nt1—(n—k+p+1)
= k(k—1)..(k—p)n¥rD

4. B imediata a partir de 3. quandop=%k. m

Note-se que, como consequéncia do ponto 2. do teorema precedente, pode-se esten-
der a deffnicdo 1.12 a graus negativos. Substituindo p por —¢ na expressao nP+9 =
n® (n — p)@ obtém-se 1 =n? (n + ¢)'?, ou seja,

1

n(-9) — )
(n+q)(n+q¢g—1)...(n+1)

1.2 O operador antidiferenca

Inicia-se esta seccao definindo o operador antidiferenca.

Definicao 1.17 Se AX,, = x,, entao a antidiferenca de x, € X,, + c e representa-se por
Az, =X, +cccR.

Tem-se que

AA 2, = A (X, +¢) = AX, — Ac = z,,

ATAX, =A"12, =X, +¢

donde AA™! = I, no entanto, em geral A~'A # I. Portanto os operadores A e A~! nao
comutam.

Note-se que, sendo A um operador linear, A~! também é linear.

Em seguida determina-se o operador diferenca e antidiferenga de algumas sequéncias.

Exemplo 1.18 Calcule o operador A e A™' da sequéncia (1) .

Solugao. Como z,, = 1, Vn € Z7, entao Az, = Al = 0. Por outro lado, atendendo a
que An=1,vem A7 'l =n+c =

Exemplo 1.19 Determine o operador A e A~ da sequéncia (n); .
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Solugao. Viu-se que An = 1. Para se determinar A~'n note-se que
An? = (n+1)>—n?=2n+1,

pelo que A7 (2n + 1) = n? + ¢1, ou seja, 2A ' + A7 = n? + ¢;. Portanto 2A7n =

n(n—1)

—n +n? + ¢y e assim Afln:T—l—c. [

Exemplo 1.20 Calcule o operador diferenca e antidiferenca da sucessao x, = a™, n € Z§

e a#1.

Solucédo. E facil verificar que Aa™ = (a — 1) a™. Aplicando o operador A™! a esta
igualdade vem que

aTL

a—1

(a—1DAa"=a" +c < Ata" = +ec, a#1.

|

Exemplo 1.21 Calcule o operador A e A~ da sequéncia (na™)y, a # 1.
Solugao. Para esta sucessao tem-se

Ana™ =na" (a — 1) +a".

Aplicando A~! vem
na" +c; = (a— 1) A 'na™ + aAta",

" a
— 1.
a—l(n a_1>—|—c,a7é

Exemplo 1.22 Determine o operador A e A™' das sequéncias (cos(an +0b));" e
(sin (an + b)), -

ou seja,

A~ na" =

Solugao. Pela férmula de Moivre sabe-se que
cos (am + b) + isin (am + b) = ¢ @m+Y) = glameib,
Aplicando o operador A tem-se

Acos (am +b) +iAsin (am +b) = ePAe ™ =¢® (eia(m“) — e

ia —ia

L . €2 — € 2  a
_ ezbemm (em o 1) — 9 : 02 ez(aerb)

21
— 2isin (g) gi(am+§+0)
ca (@ a _ a
= 2sin <—) [COS (am—}- -+ b) + 7s1n <am + -+ b)}
2 2 2
Comparando as partes reais e imaginarias desta igualdade, conclui-se que

. ay . a
Acos (am + b) = —2sin <§> sin <am tot b) ,
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{zn}o Az, AL
: gy n+c

. ! @ +c

a” (a—1)a" aa—j1+0,a7é1

A Sl e

2 na”(a_1)+an+1 aa_—nl(”—a%l)ﬂLc,a#l
n(—1)" (—1)”+1 (2n+1) % (_1)n+1 (n — %) .
1t 5)® |kt b % T

(1) (") AOET:

(an+b0)® | ka(an + )P %Jrc
log(n+a) |log(1+ nia) logT (n+a) +c

cos (an 4+ b) | —2sin (%) sin (an 2+ b) % e

sin (an + b) | 2sin (%) cos (an Nt b) _% i

Tabela 1.1: Diferenca e antidiferenca de z,,

: . [(a a
Asin (am + b) _2sm<§> oS (am+§+b>.

Fazendo a substituicao am = an — 7, tem-se
a . ay .
A cos (cm ~3 + b) = —2sin (§> sin (an 4+ b) .
Aplicando o operador A™! a ambos os membros desta identidade, resulta que
a . a 1 .
Cos (cm ~3 +b) + ¢ = —2sin (§> A" sin(an 4+ b),

ou seja,
cos (an -5+ b)

A~ bsin (an +b) = +c.
( ) —2sin (%)
Seguindo 0s mesmos passos prova-se que
sin (an —2+b
A~ cos (an +b) = ( s +0) +c.

2 sin (“)

2
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Na Tabela 1.1 apresenta-se um resumo, destes e de outros exemplos, do operador

diferenca e antidiferenca de algumas sequéncias dadas.

n—1

A soma ) x;, com m,n inteiros positivos tal que m < n, pode ser determinada

=m

através do operador antidiferenca. O teorema seguinte apresenta este resultado.
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Teorema 1.23 (Teorema fundamental) Se AX,, = x, e m <n com m,n € Zg, entio

n—1
= Az =X — Xon. (1.12)
Prova. Por hipdétese vem que

n—1 n—1
in = Z (Xip1 — Xi)

= Xm+1 — X + Xm+2 - Xm+1 + .o+ Xy = X

= Az, — Az,

- a7l

Substituindo m por 0 em (1.12) obtém-se

n—1
A (Z x) = A (X, — Xo) = AX,, — AXy = . (1.13)
=0

Aplicando A~! em ambos os membros desta igualdade, resulta a importante férmula
n—1
:in—l—c, (1.14)
=0

para alguma constante arbitraria c. E por esta razao que o operador antidiferenca é o
equivalente discreto do integral indefinido no céalculo integral, assim como a expressao

(1.12) é a equivalente discreta do integral definido.

Note-se que, na férmula (1.12) se n—1 =m, entao > z; = X1 — X = AXy, = 2.
m—1 o
Se n =m, entdao ». z; =X, — X, =0.
i=m
Nos exemplos seguintes calcula-se a soma dos n 4+ 1 primeiros termos de uma dada
sequéncia com o auxilio do operador A~

Exemplo 1.24 (Soma geométrica) Calcule Y ar'.
i=0

Solucgao.

. n+1 n+1 1 n+1_1
Zar—aAer’ A :a(T — ):a(r ),7“7&1

0 r—1 r—1 r—1

Note-se que se r = 1, entao Z a= alA~ 11|ThL1 an+1). =



O operador antidiferenca

Exemplo 1.25 (Soma dos nimeros impares) Determine > (2i — 1).
i=1

Solucgao.
i(%—n =A@ = 2@'(2'2—1) —i " i =21 =02
i=1 1
u
Exemplo 1.26 (Soma aritmética) Calcule ﬁ% (a+bi).
Solucao.
i(aeri) — A (a4 b)) = ai +b¥ ) +b7”(”2+ 2
i=0 0

Exemplo 1.27 (Soma dos quadrados) Determine > i%.
i=0

Solucgao.
222 = (i+i(i—1))=A" (i(l) + z'(Q)) T;“
i=0 i=0
i@ et n+1)? n+1)®
-2 T3, 2 3
 (n+Dn  (n+1)nn-1)
N 2 3
n(n+1)(2n+1)

Exemplo 1.28 (Soma dos cubos) Calcule Y i°.
i=0
Solucao. Uma vez que i = i) 4+ 3i® +i® vem

# o= AT 4 3@ @)

o

i(i—1)(—2)@G—3)""
4

= i(i_l)—l—i(i—l)(z’—Q)—i-

2
23G0-1%  n?(n+1)?

4 4

0
n+1

15
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Exemplo 1.29 Determine Y i'.

i=0
Solucao.
Soit = ST (W 46 + 7@ 1) = A (IO 4 6i® 7@ i) [
i=0 i=0
60 44510 £ 70i®) + 15/ " n (6n* + 1503 + 1002 — 1)
30 . 30
[
Exemplo 1.30 (Soma dos cosenos) Determine ) cos (ai) .
i=1
Solucao.
n . ( . a) n+1
n sin (ai — 4
Zcos (ai) = A~'cos(ai) ik - 21
— ! 2sin (%)

sin (na + %) — sin (%)

2 sin (%)

|
Na Tabela 1.2 apresenta-se um resumo destas e de outras somas.

No calculo integral aparece um conceito muito 1til, a integracao por partes. O seguinte
teorema ¢é o equivalente discreto.

Teorema 1.31 (Soma por partes) Sejam (x,,)y € (yn)y duas sequéncias quaisquer. Entao

n—1 n—1
Z yiAx; = xiyilg - Z i1 Ay;.
i=0 i=0
Prova. Pelo teorema 1.15 sabe-se que
Alzpyn] = Er Ay, + yn Az,
isto é,
YnDxn = AlTpYn] — Tni1 Ay
e aplicando A™! a ambos os membros desta ultima igualdade vem
AT [YnAzy] = AT [A [ZnYn] — Tpp1Ayn] -
Pela linearidade de A™! e por (1.14) tem-se

n—1 n—1

Z YiAx; = TpYy — Z Ti 1Ay + ¢
i=0 i=0
Para n — 1 = 0 a equagao anterior fica yoAzy = xoyo — 1Ay + ¢, ou seja, ¢ = —xgyp €

assim

n—1 n—1

n
E yiAz; = $z‘yi|0 - E Tip1 Ay
i=0 i=0



Classificacao

Soma Resultado

" a (rnJrl _ 1)

Z (l?”i ﬁ ser 7£ 1
i=0 a(n+1) ser=1

n . nn+1

> (a+ bi) a(n+1)+b%
i=0

; i2 n(n+123(2n+1)

i 3 n?(n+1)2

4

=0
= n(6nt+15n3+10n2—1
224 ( - )
T e et
=1
n . i rnJrl 1+7‘+2n(1_7‘)+n2 1—r 2 I 7‘+1)
i=1 i ( (lfr)s( : ) ( » T 7£ 1
> logi logT' (n+1)
=1
LU k (n+1)(k+1)71
;"( ) IS
oo . — cos an+ﬂ+b)+cos(ﬂ+b)
sin (at + b ( 2 2
Z‘zzl ( ) 2511’1(%)
Xn: cos (ai) sin(na+§ +h) —sin(§ +b)
i=1 2sin(%)
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Tabela 1.2: Somas finitas

Observacao 1.32 De uma forma geral, se m e n sao inteiros positivos tais que m < n,

entao
n—1 n—1
Z%’Al’i = xzyzm - le?iHAyi-
n—1 )
Exemplo 1.33 Calcule ) i3".
i=0

Solugao. Seja y, =n e Az, = 3". Entao z, = % e Ay, = 1, pelo que

n—1 n—1 o,
o 3n 3L p3n 33" -1 (2n—3)3"+3
.3Z = — — = —_ = = .
Z@,OZ 2" Zio 2 2 23-1 1

1.3 Classificacao

J& se viu que se pode escrever uma equacao de diferencas envolvendo alguns dos n —
ésimos termos da sequeéncia (z,,), . Seguidamente, apresenta-se uma definicao alternativa
a definicao 1.2 para equacao de diferencas.
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Definigao 1.34 Uma equagdo de diferencas para uma varidvel independente n € Z§ e
para x, € R desconhecido é uma relagao funcional da forma

f(n, Tpsg, Tosk—1, -y Tn) = 0. (1.15)

Definigao 1.35 A ordem de (1.15) € definida pela diferenca entre o maior e o menor
indice dos termos da sequéncia (), envolvidos.

Por exemplo, a equacao x,,13—2x,12+5x,11 = 0 é de ordem 2, ao passo que a equagao
Tpi12 = n(n* +5) tem ordem 0.

Definicao 1.36 A equacdo (1.15) diz-se linear se f € linear nas varidveis Tpyk, ..., Tp,
caso contrdrio, a equacao € nao linear.

Na pratica reconhece-se que uma equacao de diferencas de ordem k é linear se esta
escrita na forma

fo(n) Zppr + f1 (n) Tppo1 + oo+ fom1 () T + fi (n) 20 = g (n) (1.16)
onde f;(n), 0<i<keg(n)sio fungdes de Z; — R, fo(n) #0e fi (n) # 0.

Definigao 1.37 Seg(n) =0 em (1.16), entdo a equagao diz-se homogénea, caso contrdrio,
a equacao diz-se nao homogénea ou completa.

Definigao 1.38 Se f nao depende directamente de n na equagao (1.15), entao diz-se que
a equacao € autonoma ou invariante no tempo, caso contrdrio, a equagao € nao autonoma
ou variante no tempo.

As equagoes
2
Tpyo +0Tp =n e nxp +n°2, =0

sao nao auténomas, ao passo que,
TpTpyo + Dxy, = sin (x,)

é uma equacao auténoma. No primeiro caso, ambas as equacoes sao lineares, sendo
a primeira nao homogénea e a segunda homogénea, enquanto que no segundo caso, a
equacao ¢ nao linear completa.

1.4 Existéncia e unicidade de solucao

Definicao 1.39 Uma sequéncia (z,,), , ou simplesmente x,,, diz-se solu¢cao de uma equa¢ao
de diferencas se, para todos os valores de n, x, satisfaz a equacao.

Por exemplo, a equacao o — 4,1 + 4z, = 0 tem como solugao
Ty =2"(c1 + can)

sendo c; e ¢y constantes arbitrarias. Com efeito, se se substituir o valor de x,, na equacao,
vem

22 () 4 con + 2¢5) — 2"3 (e + con + ¢3) + 272 (e1 + o)
= 2" (¢c) 4 cyn + 2¢y — 2¢1 — 2¢on — 2¢5 + €1 + con)
2"2(0 + 0n)
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Definicao 1.40 A solucdo geral de uma equacao de diferencas de ordem k € a solugao
T, que depende de k constantes arbitrdrias.

A solugao apresentada no exemplo precedente é a solucao geral da equagao. Se se par-
ticularizar c¢; e ¢y atribuindo-lhes determinados valores numéricos, obtém-se uma solucao
particular inica. Se nao se particularizar todas as constantes, tem-se solugoes particulares,
mas ainda nao a unicidade de solucao.

Definicao 1.41 A solucao particular de uma equacao de diferencas de ordem k € a
solucao que obedece a k condicoes impostas.

Se essas condigoes se referem aos k valores iniciais consecutivos de x, é costume
chamar-se a essas condigoes, condicoes iniciais.

Embora algumas equagoes de diferengas possam nao ter uma solugao analitica, enqu-
anto outras possam ter infinitas solugoes, pode-se afirmar que, uma equacao linear tem
pelo menos uma solucgao e sob certas condigoes uma s6 solucao. E o contetido do teorema
de existéncia e unicidade relativo as solugoes duma equacao linear.

A equagao (1.16) de ordem k tem uma e uma s6 solugao determinada por k condigoes
iniciais. Como fj (n) # 0 tem-se

1
Ttk = —f (n) [g(n) — f1(n) Tryr—1 — oo — frm1 (0) Tngr — fr () 0] - (1.17)
0
Portanto, se forem arbitrados os valores de x,,, 11, ..., Tnix_1, Obtém-se univocamente
o valor de z,,; e da mesma forma o de x,, 11, ...
Se for desconhecido o valor de z,, e conhecidos =, 1, Tpik_1,..., Tnr1, pode-se obter

o valor de x,, uma vez que f;(n) # 0. Da mesma forma obtém-se os valores de x,_1,
Tp—2y ...

Se forem dadas k condicOes consecutivas mas nao iniciais procede-se da mesma forma.
Com efeito, se se substituir n por ny em (1.17) pode-se escrever x,,i; em termos de
Tngtk—1s Tngtk—2s -5 Tng, 1StO €, tem-se

Tpgtk = L [9 (no) = f1(n0) Tngrh—1 — - = fre—1 (0) Tngr1 — fr (N0) Tno)

Jo (no)
portanto x,,ir estda determinado. Para se determinar x,,4x+1 substitui-se n por ng + 1
em (1.17) e tem-se

Tno+k+1 = ol . [9(no+1) = fi(no+ 1) Tpgrk — .. = fie (o + 1) Tppra] -

un + 1)
Repetindo este processo, é possivel determinar todos os valores de x,, tais que n > ng > 0.
No caso de as condicoes impostas nao serem consecutivas o processo de determinagao
dos valores é analogo, mas agora € necessario um nimero superior de iteracoes, por forma
a serem determinados todos os valores intermédios da sequéncia.
[lustra-se este processo com os seguintes exemplos.

Exemplo 1.42 Para a equacao de diferencas de 4* ordem dada por

Tpya — NTpy3 + Tpi1 — 3Ty = 17, (1.18)
n

+1
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onde tg =0, x1 = —1, 19 = 2 e x3 = —2, tem-se que
Tngd = Ny — ——Tpi1 + 3Ty + 0 (1.19)
n+4 n+3 n+ 1 n+1 n . .

Fazendon =0 em (1.19) vem
Ty = 31’0 =0.
Para n =1 resulta

1
x5:x4—§x2+3x1+1:—3,
e para n = 2 tem-se

2 16
x6:2x5—§x3+3x2+4:§,

quando n = 3 vem

3
27 = 3x6 — Z:z:4+3:z:3+32 = 19.

Por exaustao determinamos x,,.

Exemplo 1.43 Seja a equagao v, o — 42,11 + 42, = 0, para a qual se sabe as condigoes
r3 = 8 e x5 = 32. Entao x5 = 4xy — 4dx3 = 4xy — 32 = 32, isto ¢, x4y = 16. Por outro
lado da equacao vem xy = 4wz — 4dxy = 32 — 4dxy = 16, ou seja, x9 = 4. Desto modo
determina-se ainda que x1 = 2 e xg = 1. Todos os valores de x,, sao obtidos sucessivamete
a partir da equagao como no exemplo anterior.



Capitulo 2

Equacoes de diferencas lineares de
primeira ordem

Neste capitulo faz-se o estudo das equacoes de diferencas lineares de primeira ordem.

Na Seccao 2.1 determina-se a solucao geral de todas as equacoes lineares de 1* ordem.
Na seccao seguinte particulariza-se este estudo a equagoes com coeficientes constantes.
Esta subclasse de equagbes da classe de equagoes lineares (incluindo as equagoes de ordem
superior a um, como se vera nos proximos capitulos) representa um grupo de familias de
equagoes que se pode resolver explicitamente.

Na Seccao 2.3 estuda-se o caso de equagoes com coeficientes variaveis que podem ser
reduzidas a equagoes com coeficientes constantes. Na seccao seguinte utiliza-se a funcao
gama para resolver alguns tipos de equagoes com coeficientes variaveis.

Na Seccao 2.5 apresenta-se um forma alternativa de resolver equagoes de diferencas
lineares de 1* ordem com recurso as propriedades dos operadores A e A~!, introduzidos
no capitulo 1.

Finalmente na tultima seccao deste capitulo estuda-se a estabilidade das solucoes. Este
conceito é conhecido como teoria da estabilidade e tem muitas aplicacoes na area da
biologia, da economia, da engenharia, da fisica, etc.

2.1 Solucao geral
Seja a equacao de diferencas linear de 1* ordem dada por

tuss = [ (n) 2, + g (n) (2.1)

onde f(n) e g (n) sdo fungoes de Z§ — R e f(n) # 0, Vn > ny > 0.
Em primeiro lugar considere-se a equagao homogénea associada a equagao (2.1), isto
¢,
Tnsr = f (1) 2 (2:2)
Para um determinado valor inicial z,,, n > ng > 0, pode-se determinar o valor de z,,
Vn € Z$ da equagao (2.2), através do processo iterativo descrito em 1.3. Assim,

Tpo+1 = f (nO) Lng
Tngrz = f(no+1)Tpgr1 = f(no+1) f(no) T,
Tpgrs = f (0 +2) Tngr2 = f(no+2) f(ng+1) f(ng) 2,

21
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Mais geralmente,

ro= F= 1) f(=2)f (o4 ) F )y = [[ F D (23

i=ng

Observagao 2.1 Sempre que se justifique usa-se a notagio [[ f(i)=1e > f(i)=
i=n+1 i=n+1
0.

Aplicando o processo iterativo a equagao (2.1), também se pode determinar o valor de
x, para um determinado valor inicial z,,. Com efeito,

Tpgr1 = f(ng)xn, + g (no)
Tnorz = [(no+1)Tngr1 +g(no+1) = f(no+1)[f (1n0) ¥ny + g (n0)] + g (no+1)
f(no+1) f(no) @y + f (no+1) g(ng) +g(no+1)
Tnots = [ (no+2)Tugr2 +9(no+2) = f(no+2)[f(no+1)f(no+)zn,
+f (no +1) g (no) + g (no + 1)] + g (no + 2)
= f(no+2)f(no+1)f(no)xo+ f(no+2)f(no+1)g(no)
+f(no+2)g(no+1)+g(no+2)
Tngra = [ (no+3)f(no+2)f(no+1)f (1) vn, + f(no+3)f(no+2)f(no+1)g(no)
+f(no+3) f(no+2)g(no+1)+ f(ng+3)g(no+2)+g(no+3)

= 1@+ [H f(i)lg(/f)

1=ng k=ng Li=k+1

Mais geralmente,

m:ﬁfw%+i[ﬁfmpw (2.4)

i=no k=no Li=k+1
A prova de (2.4) é feita por indugao sobre n. Para tal suponha-se que (2.4) é verdadeira
com vista a provar que

mf{hm%+zlnfdum

i=ng k=ng Li=k+1

Portanto,

Tnyr = f(n)z,+g(n)

=fwhhm%+i[ﬁﬂ4mo

i=ng k=ngo Li=k+1

- Hf(i)xnoJrf(n)z_: []:[ f(i)lg(/f)Jrg(n)

+g(n)

i=ng k=no Li=k+1
[ Dt S Hfmumynfdum

i=ng k=ng Li=k+1

= [Ir@z+> | 1] r@9®)

i=ng k=ng Li=k+1
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Acabou-se assim de provar que a férmula (2.4) é a solucao particular da equagao (2.1) . Nao
sendo conhecido o valor inicial z,,, pode-se sempre supor x,, ¢ uma constante arbitraria
e a solucdo (2.4) passa a ser a solucao geral.

Exemplo 2.2 Determine a solucao da equacao
Tpi1=Mm+1Dx, =3"(n+1), zg=1.

Solugao. Da férmula (2.4) vem que

T, = Hz+1x0+z H (i+1)| (=3°) (k + 1)
= k=0 Li=k+1
n—1
= nl =Y (k+2)(k+3)...(n—1)n3" (k+1)!
k=0
n—1
= n'—n!ZSk
k=0

1 — 3n
= n!l|l-— 3 , ver Tabela 1.2
1-3

Embora a expressao (2.4) seja a solugao de todas as equagoes de diferengas lineares
de 1* ordem, por vezes surgem equacoes de diferencas com um “aspecto” mais simples
(isto é, s6 em alguns casos é que a equagao de diferencas linear de 1* ordem assume a
forma mais geral, como a da equagao (2.1) com f e g fungoes de Z; — R, contendo n
nas suas expressoes). Isto acontece por exemplo quando as fungdes f e g sdo constantes,
ou quando apenas uma delas é constante. Nestes casos um tratamento a parte pode
tornar mais simples a tarefa de se encontrar a solucao da equagao. O estudo destes casos
também é importante na medida em que aparecem muitas vezes associados a importantes
problemas do quotidiano. Sendo assim, na seccao seguinte estuda-se alguns desses casos
particulares.

2.2 Equacao com coeficientes constantes

Quando f é constante na equacdo (2.1), diz-se que se tem uma equacao de diferengas
linear de 1* ordem com coeficientes constantes. Pode-se estudar separadamente os casos
em que a fungdo g é constante ou nao.
Considere-se em primeiro lugar o caso em que a fungao g é constante, isto é, a equacao
(2.1) toma a forma
Tpi1 = ax, +b (2.5)

onde a e b sao constantes com a # 0.
De acordo com (2.4), para um determinado valor inicial x¢, tem-se que

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
n:xOHa+E Ha b:xoa"—l—bg a”’k’lzxoa"ija"’lE ak
=0 k=0 Limkt1 k=0 k=0
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A A
x a>1 X 0<acx<l A —1<a<0
n n . xn
.
L] L]
.
. L]
.
.. . * b >
0
P . . ° n
: » S e oo °
L L
n n
.
A
a<-1
xn
a=1
¢ xn a=-1
xl’l
° e e 0 0 00000 00 . . . . .
.
o. - > I » |
* . n n n
. L] L] L] L] L]
.

Figura 2.1: Limite de z,, = a"x¢ com xq > 0

Se a =1 vem

n—1
Tp =29 +0b E 1=x9+bn
k=0
e para a # 1 tem-se
n n—11 —a"
T, = a"xg+ ba"" " ———, ver Tabela 1.2
1—at
m—1
= a”:p0+ba .
a—1

Portanto a solu¢ao da equagao (2.5) é

n a”—1
xn:{axo+bal sea#1 (2.6)

xo+bnsea=1

Tem particular interesse o estudo do comportamento assimptético da solucao da
equacao (2.5) e a sua dependéncia dos parametros a, b e x.

Quando b = 0 a solugao da equagao (2.5) é z,, = a"xg. O limite x,, depende de a e do
valor absoluto de xy. Na Tabela 2.1 apresenta-se um resumo de todos os casos.

Considere-se agora o caso em que b # 0. Para a # 1 a soluc¢ao da equacao (2.5) tem a
forma

b

1—a

= a"(rg— ")+ 2%, com 2" =

Portanto se:
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a>1 a=1|la]<1|a=-1 a<—1
400, n par, g > 0
. +00, 9 >0 Zo, N par —00, n par, rg < 0
lim T, s 40 To 0 0 p ) ) P s 40
n—+00 —00, £g < 0 —xy, n Impar —00, n impar, xg > 0
400, n fmpar, xy < 0

Tabela 2.1: Limite da solucao de z,.1 = ax,

a#1exy=x"vem que x, =19 = 2",
a>1exy)>z* tem-se que x,, > r* e x,, ¢ uma sucessao monodtona crescente ja que
Tpt1 — Tp =a" (zg—2") (a—1) > 0,

sendo que neste caso x,, — 400,
n—-+00
a>1lexy<ax*vem z, < z* e tem-se que x, é uma sucessao mondtona decrescente
com r, — —0Q,
n—-—+o0o
0<a<lexy>z* vem z, > x*, sendo x,, uma sucessao mondtona decrescente.
Neste caso xz,, — 2%,
n—-—+00
0<a<1lexy<az* decorre que z,, < x*. Neste caso x,, ¢ uma sucessao monotona
crescente convergindo para x* a medida que n — 400,

—1<a<0euxy# 2" r, 6 uma sucessao oscilante convergindo para x* a medida
que n — 400,

a=—1exy# x* x, é uma sucessao divergente pois oscila entre dois sub limites
finitos diferentes,

a < —1exy#x*, x, é uma sucessao divergente pois oscila entre limites infinitos.

Para a = 1, a solucao tem a forma x,, = z¢ + bn e tem-se 2 casos a considerar:

se b > 0 tem-se x,, > x(y e x,, ¢ monotona crescente com x,, — 400,
n—-+o00

se b < 0 tem-se z,, < xg e x, ¢ mondtona decrescente com x,, — —o0.
n—-+00

Vé-se como a solucao é sensivel as condicoes iniciais, assim como aos valores das
constantes a e b. Estes parametros vao ser determinantes para o estudo de modelos
concretos que se regem pela lei (2.5).

Exemplo 2.3 Resolva a equac¢ao 2z, .1 — x, = 2 com xqg = 4 e determine o comporta-
mento da sua solucado.
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Solucgao. Para esta equagao tem-se que z,,1 = %xn + 1 e portanto a = % eb=1.De
(2.6) resulta que

n _(1\"
xnz(l) 4+1,ﬂ_i+2(1_i):2i+2.

2 1-1 2 2" 2"

Quando n — +00, 5= — 0 pelo que z, — 2 (neste caso z,, é monétona decrescente).

’ on
n—-4o0o
|

Exemplo 2.4 (Juros) Suponha-se que € feito um depdsito de €200 no fim de cada periodo
fizo num banco. Sabendo que a taxa de juro por cada periodo é de 2,8% e que no periodo
0 houve um depdosito de €500, qual a quantidade acumulada ao fim de 20 periodos?

Solugao. Seja ¢, a quantidade acumulada ao fim de n periodos. A quantidade
acumulada no fim do periodo n + 1 é igual a quantidade acumulada no periodo n com o
juro ganho neste periodo mais o depédsito efectuado. A seguinte equacao traduz o que se
acabou de descrever

Gn+1 = (14 0,028) ¢, + 200

De (2.6) sabe-se que a solucao da equagao é
1,028" — 1

1,028 — 1
= 7642,857 x 1,028" — 7142, 857

g, = 500 x 1,028 + 200

Assim, ao fim de 20 periodos a quantidade acumulada é de €6134,7, aproximadamente.
[ |

Exemplo 2.5 (Datagao através do carbono-14) Foi observado que a propor¢ao de carbono-
14 nas plantas e animais € a mesma que a da atmosfera desde que a planta ou o animal
esteja vivo. Quando o antmal ou a planta morre o carbono-14 dos seus tecidos comega a
decrescer sequndo uma razao r.

1. A "meia-vida” do material radioactivo é o tempo necessdrio para que metade do ma-
terial se dissipe. Se a "meia-vida” do carbono-14 é de 5700 anos, qual € a razao de
decrescimento?

2. Se a quantidade de carbono-14 observada num osso de um animal é 70% da quantidade
original de carbono-14, que idade tem a ossada?

Solugao. Seja R, a quantidade de carbono-14 que o osso contém no ano n. A quan-
tidade de carbono-14 no ano n + 1 é igual a quantidade de carbono-14 no ano n menos a
quantidade respeitante a razao de decrescimento, ou seja,

R,.,1=R,—rR,=(1-7)R,
De (2.6) vem que a solugao geral desta equagao tem a forma
Rn = (]. - T’)n RO

onde Ry é a quantidade de carbono-14 que o animal possuia no exacto momento que
morre.
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1. Pretende-se que para n = 5700 a quantidade de carbono-14 seja metade da quantidade
inicial, ou seja,

1
SRo=(1=r)"" Ry e r=1-"405

2. Usando o facto de que r = 1 — °%/0, 5, pretende-se saber o niimero de anos que uma
ossada possui, se for observado 70% da quantidade original de carbono-14. Esta situacao
traduz-se em

0,7Ro = (1 — )" Ry,

ou seja,
In(0,7) = nln (0, 5ﬁ> ,
isto é,
In (0,7)
= 5700
In (0,5)

donde n = 2933 anos. m

Considere-se agora o caso em que apenas a fun¢ao f na equacao (2.1) é constante. A
equacao toma a forma
Tpy1 = ATy + g (n) )

com a € R\ {0} e g (n) uma funcio de ZJ — R.
Usando a férmula (2.4) , para um determinado valor inicil g, vem

n—1

T, = a"vo +a""? Z a g (k) (2.7)

k=0
Exemplo 2.6 Resolva a equac¢do x,.1 = %xn +nb™ com z (0) = xg = 2.

Solugao. De (2.7) pode-se escrever

1 n 1 n—1n—1
= (=) 2+(= 2F k5"
. (2) +(2) S 24ks
k=0
B n—1
= ol 1+Zk10’f]
L k=0

9(n+1)10" — 1072+ 10
I 81
[(9n — 10) 10" + 91

T

= 21+ —n10™| , ver Tabela 1.2

Exemplo 2.7 (Amortizacdo de empréstimos) A amortizagdo € um processo pelo qual um
empréstimo bancdrio é pago, através de uma sequéncia de pagamentos periodicos. Nestes
pagamentos, uma parte diz respeito ao juro e a outra parte € para reduzir a divida.

Se E, representa o total em divida apds o n — ésimo pagamento g(n) que se supoe
constante, qual a expressao que traduz a prestacao, sabendo que se aplica uma taxa de
juro r por cada pagamento periodico?
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Solugao. O total em divida apds o (n + 1) — ésimo pagamento é igual ao total em
divida apds o n — ésimo pagamento mais o respectivo juro, menos o n — ésimo pagamento,
ou seja,

Bt = (147) By — g (n)
De (2.7) sabe-se que
Ey=1+7)"E—(1+r)"Y 1+r)"g(k), (2.8)
k=0

3
—

onde Ej é o valor inicialmente emprestado. Como g (n) é constante represente-se por P
esse pagamento. De (2.8) resulta

n—1
E, = Q47 "Eo—Q+7)""PY (147"
k=0
n w14 =1
= (14+7r)"Ey—(1+nr)""'P
(L+7)"Ey—(1+7) Qa1

P —n
= (1+7)" lEO+?((1+T) —1)}
Quando a divida ficar saldada, E,, é 0 e nesse caso vem que
n P —n
0=(1+r) [E0+?((1+r) —1)},

ou seja,
r(1+r)"Ey rEq

(L4r)" =1 1-(1+n)"
Para um empréstimo a 30 anos de €125000 a uma taxa de juro de 3,5% ao ano, tem-se
que o pagamento mensal é

P =

295 x 125000

p= 1 _ (1 n %)—1%30

isto é, a prestacao é de €561,31. m

2.3 Equacoes redutiveis a equacoes com coeficientes
contantes

Alguns tipos de equacoes de diferencas lineares, com coeficientes variaveis, podem ser
reduzidas a equagoes com coeficientes constantes. Considere-se o seguinte caso

af (n+1)zni1 +bf (n)xn = g(n) (2.9)

em que a e b sdo constantes, f (n) e g (n) sdo fungdes de argumento discreto.
A substituicao u, = f(n)x, transforma a equagao (2.9) na equacdo com coeficientes
constantes
alpy1 + bu, = g(n).
Note-se que este método pode ser usado sempre que as parcelas da equagao de diferencas
contém produtos entre fungoes discretas e sucessoes de argumento e ordem iguais.
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Exemplo 2.8 Resolva a equagio e x, 1 — 2¢"x, =n, com x(0) = zo = 2.
Solucao. Fazendo a substituicao u,, = e™x, vem
Upy1 = 2Uy, + N, COM Uy = ry = 2.

A solugao geral desta equacao é

n—1
w, = 2"x2+27y k27F
k=0

g 4 gn-1 [_% r+)E" -G+ (1)]

= 3x2" —n—1.

Como u,, = e"x,, resulta que

2.4 Equacoes com coeficientes nao constantes

Podem-se resolver algumas equagoes de diferencas lineares com coeficientes nao constantes
através da funcdo gama. A funcao gama é uma funcao especial definida por meio do
integral impréprio

+o0
I (p) :/ P e d. (2.10)
0

Pode-se decompor I (p) na forma

1 —+o00
I'(p) :/ xp_le_””dx—i-/ e dr. (2.11)
0 1

O segundo integral é convergente para qualquer p € R (pois lirf 22 (2P te™®) = 0 <

+00). Assim, a convergéncia do integral da equacao (2.10) depende apenas da con-
vergéncia do primeiro integral de (2.11) . Este existe no sentido de Riemann para p > 1,
porque é o integral duma fungao continua em [0, 1] e quando 0 < p < 1 o referido integral

também é convergente, ja que xP~le™® < P! = zll,p para = € ]0,1]. Por outro lado,
1 1 -1 . . 1 o1 )
aP~le™ > aP~le”! = £ para x € ]0,1] e, assim, o integral [j 2P~'e"*dx diverge para

p < 0. Em suma, o integral definido em (2.10) é convergente para qualquer valor real p
positivo.
A funcao gama goza de algumas propriedades, nomeadamente

F'(p+1)=pl'(p),¥p>0 (2.12)

Para se demonstrar este resultado, pode-se determinar I' (p + 1) a partir de (2.10),
integrando por partes. Assim,

+oo
F'p+1) = / e dr = —xpe*x}goo + /pxple“dx = pl' (p)
0
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Facilmente se vé que I' (1) = 1 e usando (2.12), por indugao em p, pode-se provar que
Fp+1)=p,p>0 (2.13)

Para se poder obter um prolongamento da funcao factorial aos reais p > —1, coloca-se
por definicao
pl=T(p+1) (2.14)

Esta maneira de definir o factorial de um real maior que -1, coincide com o valor usual
do factorial quando p € Z; e também verifica a propriedade p! = p (p — 1)!, Vp > —1.
As relagoes (2.14) e (2.12) permitem escrever

p=T(+1)=pI'(p)=pp-1)

A relagao (2.12) também permite prolongar, de uma maneira natural, a fungao I' aos reais
negativos nao inteiros (inicialmente definidada sé para reais positivos). Ao substitur-se p
por p+ 1 na relagao (2.12), vem

1
F(p+1)=—T((p+2), p>—1
(p+1) | (p+2),p

O mesmo acontece para p € |—2,+oo[\ {1} pondo

F(p+1)= T'(p+3).

(p+1)(p+2)

Através deste processo consegue-se definir naturalmente a funcao gama em todos os
nimeros reais excepto nos inteiros negativos.
Por consequéncia do que se acabou de descrever, fica-se com a funcao

p=T(p+1),YpeR\Z . (2.15)

Estas propriedades que se acabaram de descrever, podem ser utilizadas para resolver
equagoes de diferencas com coeficientes lineares em n. Assim, seja a equagao

a(n+b)x, 1 +b(n+d)x, =0 (2.16)

onde a, b, ¢ e d sao constantes reais com b e d positivas.
Usando (2.12) pode-se escrever

F<n+b+1) _ fn+1

n+b = = 2.17
I'(n+b) I (217)
nid — F'(n+d+1) _ Yni1
I'(n+d) Gn
Substituindo em (2.16) e agrupando os termos com o mesmo indice, obtém-se
oty Il (2.18)

In On

A equagao (2.18) pode ser reduzida a uma equacao de diferengas, com coeficientes
constantes. Para tal utiliza-se o método introduzido na Seccgao 2.3.
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Se os coeficientes da equacao de diferencas linear de 1* ordem, com coeficientes nao
constantes, incluem produtos e quocientes de factores lineares, por exemplo %,
cada factor pode ser escrito de forma andloga a (2.17), e agrupando termos com a mesma
ordem, obtém-se uma equacao redutivel a equagao com coeficientes constantes linear de
1* ordem.

Quando a constante d na equagao (2.16) pertencer a Z~ (d = —m, m € Z"), a solugao
sera uma sequéncia finita, ja que para n = m obtém-se x,,,1 = 0 e qualquer outro termo
de ordem superior a m serd nulo. Se o valor de m for baixo, s existirao alguns termos na
sequéncia e sera possivel calculd-los directamente a partir da equacao de diferencas. Se m
for elevado, para reduzir a equagao a uma equagao com coeficientes constantes, escreve-se
o factor (n —m) da seguinte forma

n—m:—(m—n):—wz—f" (2.19)
r (m - n) f n+1
A mudanga de sinal é necessaria devido ao facto de que a fungao I' (m — n) existe para
n=0,1,2,....,m— 1, enquanto que I' (n — m) é indefinida.

Exemplo 2.9 Se xy = 2, determine a solu¢ao da equacdao de diferencas

n? + 5n + 4
2)x, —1x, =0.
(n+2) i1 + n+7 v
Solucao. Podem-se usar factoriais para escrever os coeficientes da equagao na forma
frt1
fn -
2)!
(n+1)!
n+1)(n+4)!
n+5m+4  (n+1)(n+4) ((n)%
n+7 N n+7 - o3
(n+6)!

Substituindo na equacao de diferencas e reagrupando os termos vem que

(n+2)!(n+7)! (n+ 1) (n+6)!
Tpi1 + T, =0
(n+ 1) (n+4)! n!(n+ 3)!
Usando a substituicao u, = %xm obtém-se a equacgao

Upt1 + Uy =0,

que é uma equagao com coeficientes constantes para a sucessao u,. A solucao geral desta
~ 7 |
equagao é u, = (—1)" ug, e como xg = 2 resulta que uy = %2 = 240. Portanto

(n+ 1) (n+6)!
n!(n+ 3)!

240 x (—1)"

Tn = (=1)"240 = &, = (n+1)(n+4) (n+5)(n+06)

Exemplo 2.10 Calcule a solugdo da equagdo (n + 1) x,4142 (n — 20) 2, = 0 com zo = 3.
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Solugao. Escrevendo os coeficientes da equagao com recurso a fungao gama, vem

(n+1)!
n!

(20 — n)!
(19 — n)!

n+1= en—20=—(20—n)=—

e substituindo na equacao obtém-se

(n+1)! (20 — n)!
- 1 “4n —2—= n — 07
nl L (19—n)!x
ou seja,
(n+ 1! (19 — n)lz,q — 20! (20 — n)lz, = 0.
Se u, = n!(20 —n)lz, a equagdo anterior transforma-se na equagao com coeficientes
constantes

Up1 — 2uy, =0,

~ |
que tem como solucao geral u,, = 2"ug, € como o = % resulta que uy = %, donde

20121

=20 — n)!

2.5 TUso dos operadores A e A™!

A abordagem que se fez relativa a determinacao da solucao geral das equacoes de dife-
rencas lineares de 1* ordem, podera ser feita com recurso aos operadores A e A~ que se
introduziu em 1.1.

Viu-se que a solugao geral da equagao homogénea

Tnr1 = f(n)x, (2.20)
Ty, = T, ﬁ f (i) =z, P(n) (2.21)

n—1
para algum valor inicial x,,, com n >ng>0e P(n) = [[ f (). De (2.21) vem

i=ng
Tn Tn+1 Tn,
Al——) = — =Azx,, =0
(P(n)) Pln+D) P "
Esta equagao é equivalente a equacao (2.20) se se multiplicar ambos os membros desta
por m, ou seja,
Tnt1 f(n) xn f(n) f(n) _

= —_= l‘n:

Pn+1) P(n+1) &
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isto é,
Tni1 . T -0
P(n+1) P(n)

Usando esta ideia pode-se determinar a solucao geral da equagao nao homgénea

Tpy1 = f(n)x, +9g(n). (2.22)

Assim, ao multiplicar-se ambos os membros de (2.22) por P(++1), resulta que
P (n) Pn+1)
Portanto a solucao geral de (2.22) é
N (A UM ™ R. 2.23
x (n) (P(n—i—l) +cP(n), ce (2.23)

Fazendo g (n) = 0 tem-se que cP (n) é a solucao geral da equagdo homogénea associada,

g(n)
P(n+1)

e quando ¢ = 0, tem-se que P (n)A™! ¢ uma solucao particular da equacao

completa.
Exemplo 2.11 Calcule a solu¢ao geral da equagdo x4 = (k —n)x, comxy =k, k € Z.

Solucao. Para esta equagao tem-se que

n—1

Pn)=J[k=)=(k-1)(k=2)...(k—n+1)

i=1
e por (2.23) resulta
tn=xP(n)=k(k-1(k=2)...(k—n+1)=k"
u

Exemplo 2.12 Determine a solug¢ao de x,11 = nx, + (n+1)! com xs = 2.

n—1
Solugao. Como f(n) = n vem que P(n) = [[i = (n—1)L. A solugao geral da
i=2
equacao é
1)!
r, = (n—1)A"" (w) +c(n—1)!
n!
= (n—1DI A (n+1)+c(n—1)!, ver Tabela 1.1
-1
Mas como z9 = 2 resulta que ¢ = —1 e portanto
2
—2
o= (n— 1)!%
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Exemplo 2.13 Resolva a equa¢io x,11 = x, + cos (kn), zo = 1.
Solugao. Como P (n) =1 vem
r, = A" (coskn) + ¢

ou seja,
sin (k:n — E)

2
2sin (g)

Ty = +

3
5 (ver Tabela 1.1)

2.6 Estabilidade das solugoes

Os conceitos de ponto de equilibrio e érbita peridédica tém particular interesse no estudo
de modelos regidos por equagoes de diferengas.

2.6.1 Orbitas e pontos de equilibrio

Na Seccao 1.3 viu-se como classificar uma equacao de diferencas. Considere-se uma
equacao de diferencas de primeira ordem escrita na forma

Tass = f (w2) (2.24)

em que f é uma funcao linear ou nao.

Pode-se interpretar a relagao (2.24) da seguinte forma: o termo da sequéncia (z,), de
ordem n+ 1, é uma funcao do termo de ordem n. Ou ainda, qualquer termo da sequéncia
(2,), ¢ uma fun¢ao do termo imediatamente anterior. Pode-se por exemplo interpretar
T, como a grandeza de uma populagao na geracao n, e dir-se-ia que a geracao de ordem
n+1, z,.1, ¢ uma funcao da geragao de ordem n, x,. Se a populacao inicial for z(, entao
a aplicacao sucessiva da funcao f, permite determinar a sequéncia de estados

wo, [ (o), f (1) = f(f(20))=F*(x0), f(x2) = [f(f(f(20)))=f(w0),...
Note-se que fO (o) =0 € Tpy1 = fn+1 (wo) = f (" (w0)) = [ (zn) -

Definicao 2.14 Chama-se a iterada de ordem k da funcao f mo ponto xg a expressao

¥ (o) = f (f (. (f (x0)))), k € Zg .

7

v
k vezes

O valor de f (xy) é conhecido como a primeira iterada de f no ponto zy.

Definicao 2.15 (Orbz'ta) Chama-se orbita positiva de xy ao conjunto de todas as ite-
radas positivas da fungao f no ponto g, isto €, OF (xg) = {f” (o) : Vn € Z(J{} e drbita
negativa de xo ao conjunto O~ (x9) = { ™ (zo) : Vn € Zg } . O conjunto O (x) UO™ (1)
¢ denominado de orbita de xq e representa-se por O (zy) .

Definigao 2.16 (Ponto de equilibrio ou estado permanente) Um ponto x* pertencente ao
dominio de f diz-se ponto de equilibrio da equacao (2.24) se é um estado fizo de f, ou
seja, se f(x*) = x*.
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.
X

Figura 2.2: Pontos fixos de f (z) = 2? — 2z — 3

H& autores que chamam a x* ponto fixo ou ponto permante ou estado de equilibrio.
Estas diferentes designagoes vém da sua interpretacaso intuitiva nos variados contexos a
que se aplica.

A Defini¢ao 2.16 diz que x* é um ponto que iterado permanece invariante. Grafica-
mente, um ponto de equilibrio é a abcissa do ponto onde o grafico de f intersecta a recta
y = x. Na Figura 2.2 pode-se visualizar a representacao grafica dos pontos de equilibrio
da equacao de diferencas r,,,; = 22 —2z,,—3 quando se considera f (z) = 22 —2z—3. Ana-
liticamente, para se determinar os pontos de equilibrio, resolve-se a equagao f (z*) = x*,
ou seja, (x*)2 — 22" — 3 = 2" e chega-se a conclusao que -1 e 3 sao os referidos pontos.

E possivel que uma solucao de uma equacao de diferencas nao seja um ponto de
equilibrio, mas poderd sé-lo apés um nimero finito de iteragoes. Ou seja, um estado de
nao equilibrio podera passar para um estado de equilibrio em tempo finito. Esta ideia
leva a seguinte definicao.

Definigao 2.17 (Eventual ponto de equilibrio) Se x é um ponto que pertence ao dominio
de f, x* um ponto de equilibrio da equagao (2.24) e existe um inteiro positivo k tal que
fE(x) =a* e fF=1(x) # 2%, entdo diz-se que x é um eventual ponto de equilibrio.

Para melhor se compreender esta defini¢ao, considere-se um exemplo. Seja a equagao
ZTpr1 = T (x,) onde

) 3xpara0 <z <
T(x)_{ 3(1—x) para 1

Os pontos de equilibrio desta equagao sao 0 e %. Para se encontrar um eventual ponto

de equilibrio considere-se xy = %. Para este valor inicial, tem-se que z; = T (%) = %,

2o =T?(§) =1exy=T3(}) = 0. Entao § é um eventual ponto de equilfbrio. Existem
mais eventuais pontos de equilibrio desta equacgao. Se se considerar xr = 3%, com k en
inteiros positivos tal que 0 < 3% < 1, tem-se que = é um eventual ponto de equilibrio.
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n

*
x +0

| | I
01 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 n

v

Figura 2.3: Ponto de equilibrio estével

2.6.2 Estabilidade e diagramas em “teia de aranha”

O estudo do comportamento assimptdtico das solugoes de uma determinada equacao nas
proximidades dos pontos de equilibrio é conhecido como teoria de estabilidade. A seguinte
definicao é um conceito basico neste dominio.

Definigao 2.18 O ponto de equilibrio x* da equagdo (2.24) diz-se:
1. Estdvel (Figura 2.3) se
Ve > 030 > 0Vn e N:|zg —2*| <6 = |f" (zg) —2¥| < e
Caso contrario x* diz-se instdvel (Figura 2.4).

2. Repelente (Figura 2.5) se

*

Je > 03y e NV >N 0 < | — 27| < e = |f (z,,) — 27| > |2, — @

3. Assimptoticamente estdvel ou atractor (Figura 2.6) se for estdvel e

*

50 1 ro — 2" <p= limuz, =2
n—od

Quando n = oo diz-se que x* tem uma estabilidade assimptotica global (Figura 2.7).

Em geral nao é uma tarefa facil determinar, a partir da defini¢ao, a estabilidade de um
ponto de equilibrio, e em alguns casos é mesmo uma tarefa impossivel. Uma maneira de
tentar superar este obstaculo pode ser recorrendo a técnicas graficas. O grafico em forma
de “teia de aranha” ou diagramas de degraus (Cobweb diagrams) é uma ferramenta muito
poderosa e que nos ajuda a compreender o comportamento da solugao na vizinhanca dos
pontos de equilibrio da equac@o. Este consiste no seguinte: dada a equagao x,+1 = f (x,)
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Figura 2.4: Ponto de equilibrio instavel
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Figura 2.5: Ponto de equilibrio repelente
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Figura 2.6: x* assimptoticamente estavel

Figura 2.7: Estabilidade assimptética global
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NJ

v

X Xoi X X5 X,
+

X,

Figura 2.8: Estabilidade dos pontos fixos

representa-se o grafico de f no plano (z,,x,41). Toma-se um valor inicial xy no eixo das
abcissas. Traga-se uma linha vertical a partir de x( até se encontar o gréafico de f e lé-se esse
valor no eixo das ordenadas. Marca-se o valor de f (x() encontrado no eixo das abcissas,
x1 = f(x), para o qual se determina novamente o valor de f, e assim sucessivamente.
Graficamente este ciclo pode ser feito tracando uma linha horizontal desde o ponto do
grafico (zo, f (%)) até a funcao identidade f (x) = x (a bissetriz do primeiro quadrante), e
dai novamente uma linha vertical até ao gréfico de f. Continuando este processo pode-se
determinar a érbita xg, f (zo), f* (x0) , ..., f" (x0) , ...

Se x for um ponto inicial suficientemente préximo de um ponto de equilibrio z*, a
orbita de zy dd uma indicacao clara da estabilidade de x*, pois indica como evolui g
quando ha um pequeno desvio de x*.

Na Figura 2.8 representa-se um diagrama em “teia de aranha” para se estudar a
estabilidade do ponto de equilibrio 23 de uma equacao com trés pontos de equilibrio.
Observa-se que este é instdavel, uma vez que, para qualquer valor xg, relativamente préximo
de x3, a 6rbita xg, f (xo) , f2 (7o) , ... vai afastando-se, progressivamente de 5. Também se
veé que, no caso dos outros dois pontos de equilibrio, a 6rbita converge para os mesmos.

Nota-se que o estudo por diagramas em “teia de aranha” usa uma aproximagao da
funcao discreta por uma funcao continua. Apesar de ser um método eficiente chama-se a
atencao para a necessidade de ter métodos gréaficos convenientes.

Exemplo 2.19 (Fendémeno de “teia de aranha” em Economia)

Pretende-se neste exemplo estabelecer o "prego justo” ou o "prego certo” para um
bem (produto) fornecido por uma empresa.

Seja S, o numero de unidades fornecidas (vendidas) pela empresa no periodo n, D,
o numero de unidades pedidas (encomendadas) no periodo n e p, o prego por unidade.
Assuma-se ainda que se tem um modelo de mercado simples, ou seja, as encomendas
dependem linearmente do preco por unidade, que se traduz por

D, = —ap, +b
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em que a e b sdo constantes reais positivas. A constante a na equacao anterior, também
conhecida como a curva de procura, representa a sensibilidade dos consumidores em ao
preco. O sinal negativo aparece porque, em geral, os aumentos de precos implicam um
descréscimo de encomendas.

Por outro lado, a capacidade do fornecedor depende do preco que praticou no periodo
anterior. Vai-se supor que essa dependéncia também é linear, ou seja, que

SnJrl = CPpn + d

em que c e d sao constantes reais positivas. Esta equagao é conhecida como a curva da
oferta. Aqui o coeficiente de p, tem sinal positivo, pois quanto maior é o preco mais
possibilidades tem a empresa de fornecer bens no periodo seguinte.

Finalmente, assuma-se que o prego certo de mercado é tal que a quantidade de bens
procurada ¢é igual a quantidade fornecida, ou seja,

Dyy1 =511 —apps1 +b=cp, +d

ou ainda
onde A=—-2eB = %. A equagao (2.25) é uma equagcao de diferengas linear de 1* ordem.
Neste caso, o ponto de equilibrio (prego de equilibrio) é p* = %. Este é o ponto de

interseccao da curva da oferta e da curva da procura. Neste ponto a quantidade procurada
¢é exactamente igual a quantidade oferecida. Para precos acima do preco de equilibrio
havera excesso de oferta, enquanto que para pregos abaixo do prego de equilibrio havera
excesso de procura. Neste sentido, a razao entre os declives das curvas de fornecimento e
procura determina o comportamento da sequéncia de precos, que neste caso é representado
pela constante A. Assim, tem-se 3 casos a considerar, conforme o declive da curva de
pregos:

1. -1<A<0
2. A=-—1
3. A< —1

O estudo destes casos é feito graficamente usando o diagrama em ”teia de aranha’.
De acordo com o comportamento grafico, pode-se concluir, respectivamente, que:

1. O preco alterna, mas convergindo para o preco de equilibrio p*. Neste caso p* é
assimptoticamente estdvel (Figura 2.9). Note-se que este caso é equivalente a —¢ >
—1, ou seja, ¢ < a, que se interpreta como um mercado onde a sensibilidade dos
fornecedores ao preco é menor que a dos compradores.

2. Os pregos oscilam entre dois valores, ja que, se pyg vem que p; = —py + B € ps = py.
Assim, o ponto de equilibrio é estavel (Figura 2.10). Neste caso a sensibilidade dos
fornecedores e compradores ao preco é a mesma.

3. Os precos oscilam indefinidamente a volta do ponto de equilibrio p* mas afastando-
-se progressivamente deste. Neste caso p* é instdvel (Figura 2.11). Tem-se que a
sensibilidade ao preco dos fornecedores é maior que a dos compradores.
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Figura 2.9: Prego de equilibrio assimptdticamente estével
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Figura 2.10: Preco de equilibrio estavel
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Do A
pn+l = pn

A
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Po) \ D,

p 4

v

Figura 2.11: Preco de equilibrio instavel

A solugao analitica da equagao (2.25), com uma condigao inicial py é

Y U .
Pn = | Po 1- A 1—A

Calculando o limite de p, quando n — +o00, chegam-se as trés conclusoes tiradas a
partir dos diagramas em “teia de aranha”. Assim, no 1° caso lim p, = % = p*, no 2°

n—~o0

caso, se n é par limp, = py e se n é impar limp, = B — py e, no 3° caso p, nao tem
n—oo n—oo

limite.

Exemplo 2.20 (Equagdo logistica de Pielou) Calcule os pontos de equilibrio positivos da
equacao
ax
Tpp1 = ———, a>1, >0
Ll e, g
e prove, usando o diagrama em “teia de aranha”, que o ponto de equilibrio positivo é

assimptoticamente estdvel quando o =2 e = 1.

Solucgao. Para se determinar os pontos de equilibrio, resolve-se a equagao

ar*

= Trpe

x*

ou seja,
" (1+ px*) — ax™ = 0.

‘o a4k a—l _ _ _ 2,
O tnico ponto de equilibrio positivo é z* = Rt Paraa=2e =1 tem-se x, ;1 = T
: _ _ 2 : g2 9
ou seja, Tpt1 = f (xn) com f(z) = 5. Obser‘van.do 0 ~chagrama em “teia de aranha
(Figura 2.12), conclui-se que, os valores das varias iteragoes convergem para o ponto de
equilibrio z* = 1. Neste caso, o ponto de equilibrio * = 1 é assimptoticamente estavel.



Estabilidade das solucoes 43
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Figura 2.12: x* = 1 é assimptoticamente estavel para x,.1 =

O estudo grafico da estabilidade dos pontos de equilibrio de uma equacao, através
dos diagramas em forma de “teia de aranha”, nao fornece uma prova analitica da es-
tabilidade das solucoes. Seguidamente apresentam-se alguns critérios para determinar o
comportamento assimptoético dos pontos de equilibrio.

Teorema 2.21 Seja * um ponto de equilibrio da equagdo (2.24), f continuamente dife-
rencidvel em x*. Se:

L |f' (z%)| < 1, entdao x* € assimptoticamente estdvel (atractor).
2. |f (z*)] > 1, entao z* € instdvel (mais especificamente, x* é um ponto repelente).
3. f'(z*) =1, entdo:

(a) x* € instdvel se f" (x*) # 0.
(b) a* éinstavel se f" (z*) =0 e f" (z*) > 0.

(c) x* € assimptoticamente estdvel se f" (z*) =0 e f" (z*) < 0.
4. f'(x*) = —1, entao:

(a) 2* € assimptoticamente estdvel se -2 f" (z*) — 3 [f" (z*)]* < 0.

(b) z* é instavel se -2 f" (z*) — 3[f" (x*)]Q > 0.

Prova. 1. Suponha-se que |f'(z*)] < M < 1. Como f é continua em z*, entao
Ver > 036, > 0 : |z —a*| < 6 = |f(x)— f(2*)| < ;. Entdo existe um intervalo
I =]z* —61,2" + 6] tal que Vo € I se tem |f' (z)] < M < 1.

Seja xg € I, entao |z1 — x*| = |f (x9) — f (*)| e pelo teorema de Lagrange, existe (3
entre xg e x* tal que

|f (o) = f (z)| = 1" (B)] w0 — 7],
ou seja, |1 — x*| < M |zg — x*| . Esta desigualdade mostra que, x; estd mais perto de x*
do que zq esta de z*, donde z; € I.

De modo andlogo tem-se que |zy —a*| < M |z — 2*|, e assim, xo estd mais perto

de z* do que z7 estd de x*, donde x5 € I. Mais geralmente, tem-se que |z, —z*| <
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M |x,_1 — z*|, pelo que, x, estd mais perto de x* do que x,_1 estd de x*, donde x,, €
1,%Yn > 0.

Também por indugdo, pode-se concluir que |z, —z*| < M™ |xg — z*|. Seja e > 0 tal
que 0 = 557. Tem-se que se |zg — z*| < 0, entao |z, — z*| < M"55 < e, Vn > 0, ou seja,

€
Ve>0d0=—: |xg— 2| <= |z, — 2% <e,
portanto z* é estavel.
Também se tem que

lim |z, — 2" < lim (M" |z —2"|) =0,
n——+oo n—-+o0o

ou seja, lim z, = x*.

n—-+00

Conclui-se assim que x* é assimptoticamente estavel.

2. Suponha-se que |f' (x*)] > M > 1. Seja I nas condigoes da demonstragao do ponto
anterior tal que Vx € I se tem |f’ (z)| > M > 1.

Seja xy € I, entao tem-se pelo teorema de Lagrange que existe [ entre xy e x* tal que

1 — 2" = |f" (B)] |wo — 27|,

ou seja, |y — x| > M |xg — z*| e como M > 1 vem que |z; — z*| > |zg — z*|. Isto quer
dizer que a distancia de x; a x* é superior a distancia de xy a x*. Mais geralmente, vem
que |z, —a*| > M|z, —z*| Yn > 0, ou seja, a distancia de z,41 a x* é superior a
distancia de z,, a x*. Assim, existe § > 0 tal que se g — z* < 4, entdo |z, 1 — z*|>¢ para
um dado € > 0, ou seja, z* ¢ instavel. Mais concretamente, tem-se que

30 > 03IN e N¥n > N : |zg — 2| < § = |xp1 — 27| > |2 — 27|,

ou seja, ¥ é um ponto de equilibrio repelente.
3. Seja f'(x*) = 1.
(a) Se f"(z*) # 0, entdo a curva tem concavidade voltada para cima quando
f"(z*) > 0 e a concavidade voltada para baixo quando f” (z*) < 0.
Se f"(x*) > 0, entao Vz € |z*, z* + €] tem-se que [’ (z) > 1 com £>0 relativamente
pequeno. Seja f'(x) > M > 1 e xy € |z*,2* 4 €[, pelo teorema de Lagrange, existe [3
entre z* e x* + ¢ tal que

1 — | = [ (B)| [wo — 2| > |wo — 27

Usando os mesmos argumentos de 2. prova-se a instabilidade de z* (Figura 2.13).

Se f"(x*) < 0, entdao Vx € Jz* — g, 2*] tem-se que f’(z) > 1 com £>0 relativamente
pequeno. Novamente, seguindo as ideias da prova precedente, conclui-se que x* é instavel
(Figura 2.14)

(b) Seja f”(2*) = 0 (z* é um ponto de inflexdo) e f” (z*) > 0. Usando uma
aproximagao da funcao pela série de taylor, em torno do ponto z*, vem que

(¢ —a)* (¢ — )’

2' f// (x*) + 3' f/// (x*) ,

ou seja,

f(z) =2+ ——f"(2"). (2.26)
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X,

n

Figura 2.13: Instabilidade de 2* quando f" (z*) = 1 e f” (z*) > 0 (semi estével a esquerda)

X, =X

n

n

* —
/ X 0 X X 0 'xn

Figura 2.14: Instabilidade de z* quando f'(2z*) =1 e f”(2*) < 0 (semi estavel a direita)
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=X

n+l T “Vn

n+l

v

P
Xo X X X,

Figura 2.15: Instabilidade de z* quando f’'(z*) =1, f"(2*)=0e f" (z*) > 0

Se x > x* vem que x — z* > 0, pelo que f(z) > x e assim a recta z estd ”abaixo” de
f(x), Vo € ]z*, " +¢[. Se x < x*, entdo f(x) < x e assim a recta x estd "acima” de
f(x), Vo €]a* —e,2*[. Em ambos os casos conclui-se instabilidade (Figura 2.15).

(c) Seja f"(z*) = 0e f”(z*) < 0. Por (2.26) se x > x* vem que f (z) < z e
portanto o grafico de f (x) estd "abaixo” de z, Vx € |2*,2* + ¢[ e se © < z* conclui-se que
o grafico de f () estd "acima” de z, Vo € Jz* — €, 2*[. Em ambos os casos tem-se que z*
¢ assimptoticamente estavel (Figura 2.16).

4. Suponha-se agora que f’(z*) = —1 e considere-se a equagao

Ynt+1 =g (Yn) (2.27)

onde g (y) = f(f (y)). Observe-se que o ponto de equilibrio z* também é um ponto de
equilibrio de f?, ja que f2(z*) = f(f (2*)) = f(2*) = 2* e assim o ponto de equilibrio
x* de (2.24) também é ponto de equilibrio de (2.27). Portanto, se z* for um ponto de
equilibrio assimptoticamente estdvel (ou instavel) na equacao (2.27), entdo também é
assimptoticamente estavel (ou instavel) na equagao (2.24).

Usando a regra da cadeia, vem que

IO = LT = )W

e assim
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n+l

xo X x(; X,

Figura 2.16: Estabilidade assimptética de 2* quando f/ (z*) =1, f” (¢*) =0e f" (2*) <0

e portanto pode-se usar 3. Para tal tem-se de calcular% (g (z*)).

T W) = LGS )

= U F+F (W) )

Portanto ,
d

a7 (g (%) = f" (@) (=1)* + (=1) f" (z") = 0
Para se poder estabelecer o comportamento assimptético de x* tem-se que determinar o
sinal da terceira derivada.

d3 . d 17 / 2 / "

W) = GO O+ W) I )

= U QP +3F" (L) @) F W)+ (W) " ()

e assim,
d3

a9 @) = —2f" (2%) = 3[f" ("))’

Portanto, se —2f" (2*) =3 [f” (#*)]* > 0, entdo por 3.(b) z* ¢ instével e se —2f" (x*)—
3[f" (z*)]* < 0 por 3.(c) z* é assimptoticamente estivel. m

Exemplo 2.22 Determine a estabilidade dos pontos de equilibrio da equacdo x,y1 =

1127;,04>1eﬁ>0.
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ax

Solugao. Seja x,41 = f(z) com f(z) = Os pontos de equilibrio da equagao

1+8z "
sao 0 e QT*l Como f'(z) = (H%x)g vem que f'(0) = a > 1 e portanto 2* = 0 é instavel e
1 (%) = é < 1, logo * = O‘T’l ¢ um ponto de equilibrio estavel. m

Por vezes surgem pontos de equilibrio semi-estéaveis, ou seja, o ponto de equilibrio
pode ser estavel a direita (ou a esquerda) e ser instavel a esquerda (ou a direita). Este
conceito de estabilidade é expresso na seguinte definicao.

Definigao 2.23 (Semi-estdvel) Um ponto de equilibrio x* da equagdo (2.24) diz-se semi-
-estdvel a direita se

Ve>030 >0:20> 2" 00 —2"<d=>ux, —2"<c¢
e semi-estavel a esquerda se
Ve>03d0 >0:xpg<a’,2" —x9g<d=a"—x, <ec.

Teorema 2.24 Seja x* um ponto de equilibrio da equagdo (2.24) tal que f'(z*) =1 e
f" (z*) # 0. Entao:

1. z* € semi-estdvel a direita se f" (z*) < 0;
2. x*é semi-estavel a esquerda se f" (z*) > 0.

Prova. 1. Suponha-se que f (z*) < 0, entao o grafico de f tem a concavidade voltada
para baixo. Seja I = |a* x* 4+ [, 6 > 0 suficientemente pequeno. Como f'(z*) =1 e
f () < 0, entdo f'(z) < 1, Vo € I. Seja ainda zy € [ e § = %, € > 0. Tem-se que
xo—a* < § eexiste B € I tal que x; —x* < f'(B) (xo — 2*), ou seja, z1 —x* < (29 — x%).
Mais geralmente, por inducao, vem que x, — x* < o — z*, Vn > 0. Assim,

3
xn—x*<x0—x*<5:§<€,

ou seja, .
V€>OEI5:§:x0>x*,x0—x*<5$xn—x*<s,

portanto z* é semi-estavel a direita (Figura 2.14 ).
2. Seguindo os mesmos argumentos da demostragao do ponto precedente, considerando
agora I = |a* — 0, 2*[, conclui-se que z* é semi-estavel a esquerda (Figura 2.13). =

Exemplo 2.25 Determine a estabilidade e semi-estabilidade dos pontos de equilibrio da
eqUACA0 Tpyy = T3 + 22 + 1.

Solugao. Seja x,,1 = f(x,) com f(x) = 23 + 2% + z. Os pontos de equilibrio da
equagao T, 1 = 25 +12 41z, sdo —1 e 0. Como f' (z) = 3z°+2x+1, entao f (1) =2 > 1
e pelo teorema 2.21 vem que z* = —1 ¢é instdavel. Tem-se que f' (0) =1e " (z) = 6z + 2
pelo que f”(0) = 2 # 0 e assim, pelo ponto 3. do teorema 2.21, o ponto de equilibrio
é instavel. Em relagdo a semi-estabilidade, apenas f'(0) = 1 e como f”(0) > 0, pelo
teorema 2.24 o ponto de equilibrio z* = 0 é semi-estavel a esquerda (Figura 2.17). =
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Figura 2.17: Semi-estabilidade a esquerda de z* =0

2.6.3 Orbitas periodicas
Definigao 2.26 Seja b um ponto do dominio de f (x). Entao:

1. b € um ponto periddico da equagio (2.24) de periodo k (ou k— periddico) se existe
um inteiro k tal que f* (b) = b. Portanto, o ponto é k—periddico se é um ponto fizo
de f*, ou seja, se é um ponto de equilibrio da equacdo de diferencas

Tni1 = g (n) (2.28)

onde g = f*. A drbita periddica de b, OF (b) = {b, f (b), f2(b), ..., fF1(b)} € usu-
almente denominada por k — ciclo.

2. b é eventualmente k-periddico se para algum inteiro positivo m, f™ (b) é um ponto
k-periédico, ou seja, b é eventualmente k-periédico se f™* (b) = f™ (b).

Graficamente, um ponto k-periédico ¢ a abcissa do ponto onde o grafico de f* inter-
secta a bissectriz dos quadrantes impares. Na Figura 2.18 pode-se visualizar os pontos
fixos de f e f? da equacdo x,,1 = f (7,) onde f (z) = 3.4z (1 — ) e zy = 0.32. Observa-
se que f2 tem quatro pontos fixos, sendo que dois destes sao também de f. Assim, os
dois pontos fixos de f?, que nao sao pontos fixos de f formam um 2 — ciclo. Neste caso,
o 2-ciclo é {0.45196,0.84215} ja que f(0.45196) = 0.84215 e f(0.84215) = 0.45196, ou
seja, f2(0.45196) = 0.45196, portanto o ponto 0.45196 ¢ 2-periédico. Também tem-se
que 0.45196 é um ponto eventualmente 2-periddico, ja que existe um inteiro m = 1 tal
que f172(0.45196) = f(0.45196). Ao se construir o diagrama em teia de aranha de f2
constata-se que xj = 0.45196 e 23 = 0.84215 sao pontos de equilibrio assimptoticamente
estdveis em relagao a f? (Figura 2.19).

Na Figura 2.20 pode-se ver o grifico de ¢* (z) onde g (z) = 3.83z(1 — x). Verifica-
-se que ¢g° tem 5 pontos fixos, sendo que dois sao os mesmos que os de g. Os 3 pontos
fixos que nao sao pontos fixos de g formam um 3 — ciclo. Como ¢ (0.156149) =0.504666,
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Figura 2.18: Pontos fixos de f e f2 onde f (z) = 3.4z (1 — z)
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Figura 2.19: Estabilidade assimptética de z* = 0,45196 da funcao f? com f(x) =
34z (l—x)exg=0.3
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Figura 2.20: Pontos fixos ¢ com g (z) = 3.83x(1 — x)

g (0.504666) =0.957417 e ¢ (0.957417) = 0.156149, entao {0.156149, 0.504666, 0.957417} é
um 3 — ciclo relativamente a g.

J& se viu como determinar orbitas periddicas. Assim, o proximo passo serda o de
determinar se as mesmas sao atractoras ou nao. Para tal introduz-se em primeiro lugar a
nocao de estabilidade dos pontos periédicos.

Definicao 2.27 Seja b um ponto k-periodico de f. Entao b é:

1. estdvel se é ponto fizo estdvel de f*;
2. assimptoticamente estdvel (atractor) se é um ponto fizo atractor de f*;

3. repelente se é um ponto fizo repelente de f*.

Note-se que a estabilidade de b determina a estabilidade de todos os pontos do k—ciclo
{zg=b,a1 = f(b),20=f*>(b),....xp-1 = [F1(b)} . Assim 0 2—ciclo {0.45196, 0.84215}
relativamente a fungao f(x) = 3.4z(1 — x), é assimptoticamente estdvel, uma vez que,
x* = 0.84215 é assimptoticamente estdvel em relacao a f.

Deste modo, para se estudar a estabilidade de um ponto k-periédico da equagao (2.24)
é sufuciente estudar a estabilidade do ponto de equilibrio da equagao (2.28) e aplicar o
teorema 2.21 & funcao g = f*.

Teorema 2.28 Seja f uma fun¢ao continuamente diferencidvel e
OJr (b) = {b = To,L1,T2,y ..., l’kfl}

um k — ciclo de f. Entdo o k — ciclo Ot (b) é:
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1. atractor se |f' (xo) f/' (x1) X ... X f'(xp_1)| < 1;
2. repelente se |f' (xg) f' (z1) X ... X f'(xp_1)] > 1.

Prova. Suponha-se que f é uma funcao continuamente diferencidavel e O (b) é um
k — ciclo de f. Pela regra da cadeia tem-se que

[ (o)) = [F (7 @o)] = 1 (1" )[Jf'“ " (o))’
= [ (zi-1) f (¥ (o)) [F572 (w0)]
= (ak1) £ (wr2) £ (F73 (20) [F572 (20)]

= [ (xe) [N (wr—2) o f (1) [ (20)

Pelo teorema 2.21 vem que se |f' (zg) f' (z1) X ... X f'(xr_1)| < 1, entdo b = zg é um
ponto fixo atractor de f*, ou seja, o k — ciclo Ot (b) é atractor.
Se | f" (o) f' (x1) X ... X f'(zx_1)| > 1 conclui-se que o k — ciclo O (b) é repelente. =

Exemplo 2.29 Considere a aplicagao logistica F, (v) = pr(l—z),u > 0, z € [0,1].
Calcule 0 2 — ciclo e determine a sua estabilidade.

Solugao. Para se encontrar um 2-ciclo resolve-se a equagao [’ 3 (x) = . Assim tem-se
uE, () (1= F () — 2 =0
ou seja,
prr(l—2)(1—pr(l—2)—2=0 (2.29)

Esta equacao tem 4 raizes, sendo que duas destas sao os pontos de equilibrio de F},. Assim,
Oe “Tfl sao solugdes de (2.29) . Deste modo, pode-se factorizar (2.29) dividindo a equagao

-1 . ’
por x <x — ”T> . Assim, obtém-se

pwA—a)(1—pr(l—z) -1
pr —p+1

=0

e, aplicando o algoritmo da divisao, vem que
—pPe* 4+ (W4 p)z— (p+1) =0,
Os outros dois pontos de equilibrio de F 5 que nao sao de F), sao entao
(t+1) =/ (u+1) (n—3)
24

(L + 1)+ (p+1)(p—3)
24

Trg =

ry =

Note-se que /(n+ 1) (p — 3) € R sse > 3. No caso = 3 vem que xg = x; e portanto
nao se tem um 2 — ciclo. Assim, o 2 — ciclo {xg, z1} existe para p > 3.
Do teorema 2.28 sabe-se que o 2 — ciclo é atractor se ’Fl; (z0) F), (:L‘l)’ < 1.

Fl(wo) = =1+ (n+1) (n=3) e F(x1) = =1 = /(u+1) (n—3)
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Donde
L (w0) Bl (1) = 11— (1) (s — 3)| = |~ + 200 + 4

Assim

le—l<—p*+2u+4<1
— 122 +3<ON—p2+2u+5>0

ue [(]—oo,—l[U]3,+OOD N (]1 - \/E’H\@m

ue}3,1+\/6[, 0> 3

|F, (o) F, (21)|

T ¢ A

Para ;= 1 4+ v/6 vem que
[F2 (w0)] = Fy (wo) Fy (1) = — (1+ \/6)2 +2(1+v6) +4=-1
Tem-se entao de aplicar o ponto 4. do teorema 2.21.
—2[F2 ()] - 3 [[Fj (xo)]”]2 = 2 8% — 3 [—2p% (1 — 2uy) — 242 (1 — 220)]” < 0

Assim, quando p =14+v/6 0 2 — ciclo é assimptoticamente estével.
Em resumo, tem-se entdo que o 2 — ciclo {xg,x1} é atractor se 3 < pu <1+ V6.
Pelo teorema 2.28 0 2 — ciclo torna-se instavel quando p > 1+ v/6, ja que

|Fy, (x0) F}, (z1)] > 1€ —p®+2u4+3>0V —p* +2u+5<0
& pe]-13[U]-o00,1-v6[U]1+ V6, +oo]

o ,uE}l-F\/é,—l—oo[
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Capitulo 3

Equacoes de diferencas lineares de
ordem superior

Neste capitulo estudam-se algumas técnicas essenciais a resolugao de equacoes de dife-
rengas lineares de ordem superior ou igual a 2.

Na Seccao 3.1 apresenta-se a teoria fundamental para a resolucao de equacgoes de
diferencas lineares de ordem superior. Na seccao seguinte desenvolve-se o método de
variacao das constantes para determinar a solucao particular de uma equagao.

Na Seccao 3.3 estuda-se a importante classe de equacoes lineares com coeficientes
constantes. Para além de se apresentar a solucao geral da equacao completa, desenvolvem-
se alguns métodos para determinar solugoes particulares, nomeadamente, o método dos
coeficientes indeterminados, o uso dos operadores A, e E e o método das funcoes geradoras.

Alguns tipos de equacgoes lineares com coeficientes varidaveis podem ser resolvidas ana-
liticamente. Assim, na Seccao 3.4 apresenta-se a resolucao de algumas formas especificas
de equagoes de diferencas.

Na Seccao 3.5 estuda-se a estabilidade das solucoes das equacoes com coeficientes
constantes. Faz-se uma particularizacao deste estudo as equacoes de segunda ordem.

Por fim, na Seccao 3.6 apresentam-se alguns exemplos de aplicagoes em que se usa a
teoria desenvolvida nas seccoes anteriores para resolver equacgoes relacionadas com casos
concretos.

3.1 Resultados iniciais
Considere-se a equacao de diferencas linear de ordem k dada por
Tk + ()Xo + ..+ fr(n)z, =g (n) (3.1)

onde fi (n), ..., fr (n), g (n) sdo fungoes reais definidas em Z; . Note-se que nio hd perda de
generalidade ao se considerar esta equacao em vez da equagao (1.16), pois como fy (n) # 0,
pode-se sempre, por divisao, obter uma equacao equivalente, com o coeficiente de x4
igual a 1.

Quando g (n) = 0 tem-se que a equagao homogénea associada é

Totk + f1 (0) Tpgr—1 + oo + [ (n) 2, = 0. (3.2)

25
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No Capitulo 1 viu-se que quando sao dadas k condigoes, as equagdes (3.1) e (3.2) tém
uma solugao tnica (solugao particular). Se nao for dada nenhuma condicao, a solucao da
equagao de diferencas de ordem k dependerd de k constantes arbitréarias (solu¢ao geral).

Antes de se passar a determinacao da solucao das equagoes de diferencas lineares
de ordem superior, abordam-se alguns conceitos, nomeadamente, o de dependéncia e/ou
independéncia linear. Este conceito sera importante na abordagem que se faz as solugoes
de uma equacgao de diferencas e esta relacionado com o casoratiano de uma matriz, ou
seja, com o determinante da matriz de Casorati de uma determinada sequéncia, como se
vera adiante.

Definicao 3.1 Diz-se que as fungées fi (n), fa(n), ..., fr (n) sdo linearmente independen-
k

tes para n > mng sempre que para todos os aq,..,ar € C, se > a;fi(n) = 0,
=1

entao a; = 0, para todo © = 1,2,....k. Se existir algum o; # 0,1 E_{l,...,k} tal que

k
Yo a;fi (n) =0, entdo as funcoes dizem-se linearmente dependentes.
i=1

Na pratica, duas funcoes sao linearmente dependentes se uma é multipla da outra.
Ou seja, f1(n) e fo(n) sdo linearmente dependentes se f;(n) = afs(n), para algum
a e C\{0}.

A equagao (3.2) pode ter vérias solugdes particulares. Para se representar cada uma
dessas solugoes, usa-se a notacao i, a2y, ..., onde o primeiro indice identifica uma di-
ferente solugao e o segundo indice representa a varidvel discreta independente, que em
muitas situagoes se interpreta como sendo um tempo. Assim, representa-se o conjunto
{Z1n, T2, ..., Tpn} como sendo um conjunto de k solugdes particulares da equagao (3.2).

Definicao 3.2 Diz-se que o conjunto {1, Tan, ..., Trn}t € um conjunto fundamental de
solugoes da equagio (3.2) se Ty, Tan, ..., Tpn SG0 k solugoes linearmente independentes
desta equacao.

Exemplo 3.3 Mostre que {1,n,2"} é um conjunto linearmente independente.
Solucao. E necessario provar que, para quaisquer constantes aq, as e ag, da relacao
a; + aen + az2" =0 (3.3)

sal que a; = ap = ag = 0. Para se determinar as trés incognitas, sao precisas mais duas
equagoes. Estas duas equagoes podem ser obtidas por derivacoes sucessivas da relagao
(3.3) em ordem a n. Neste sentido, obtém-se as relagoes ag+a32"In2 = 0 e 32" In?2 = 0.
Da ultima conclui-se que a3 = 0 e por substituigdo nas anteriores, conclui-se que (3.3) s6
¢é verdadeira para a; = oy = a3 = 0, logo o conjunto é linearmente independente. m

Exemplo 3.4 Mostre que {1,n,(—2)"} € um conjunto linearmente independente.
Solugao. Seja ay,as,a3 € R. A equagao
a; +agn + a3 (—=2)" =0 (3.4)

nao permite determinar o valor das trés constantes ay, s e a3. Também nao se podem
obter equagoes simples, como no exemplo anterior, por derivacao em ordem a n. Sabendo
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que (3.4) terd de ser vélida para qualquer n, pode-se substituir n por n + 1 e por n + 2,
obtendo-se o sistema

a; +an +az(—2)" =0
o 4ay(n+1)+as(=2)"" =0, (3.5)
o+ (n+2)+as(—2)"? =0

que resolvido em ordem a «q, oy e ag origina a; = as = ag = 0. Consequentemente, o
conjunto dado ¢ linearmente independente. m

Note-se que, no caso de se ter um conjunto com muitas fungoes, a resolucao de sistemas
com recurso a técnicas de Algebra Linear é mais simples e rapida que os métodos de
eliminagao e substituicao.

No exemplo anterior, a matriz que caracteriza o sistema (3.5) é

1 n (—2)"
K=1|1 n+1 (=2)""

1 n+2 (=2)"
O sistema tem uma tnica solugao se |K| # 0. Com efeito, |K| =9 (—2)" #0,Vn € Z7, o
que permite concluir a independéncia linear.

Definicao 3.5 Sejam x1,,, %2, ..., Tk k solugoes da equagao (3.2). A matriz de Casorati
K (n), de dimensdo k X k, da sequéncia de solugoes é dada por

Tin Tan Tt Tk,n
T1n+1 Toant1 Thn+1
K (n) = . . .
Tin+k—1 T2n+k-1 °°° Tkntk—1

Ao wvalor do determinante de K (n) chama-se casoratiano e representa-se por C'(n) .

Exemplo 3.6 Determine o casoratiano da sequéncia de solugoes 1,(—2)" 3™, (—4)" da
equagao Tpyq + 2Tpy3 — 132,40 — 142,11 + 242, = 0.

Solucao.
1 (=2 3* (=4 1 1 1 1
L (=2 g (gt moms om| 1l =2 3 —4
1 (=2)"" 3nt3 (—g)n s 1 —8 27 —64
3 -5 7
= —2"3"4"| —3 =5 =T |=17x5%x 3" x23n+2
9 —35 91

[ ]
O casoratiano de uma sequéncia de solugoes de uma equacao linear pode ser determi-
nado pela formula de Abel. Para se obter esta féormula, em primeiro lugar calcula-se o
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casoratiano para uma equacao de ordem 3. Em seguida procede-se a uma generalizagao
para uma equacao de ordem k.
Sejam x,, ¥y, € z, trés solugoes linearmente independentes da equacao

Tnts + f1 (0) Tpio + f2 () Toyr + f3 (n) 2, =0 (3.6)
e n > ny. Para esta sequéncia de solugoes tem-se que

Tn Un Zn
C (n) = | Tn+1 Yn+l Rn+l
Tn4+2 Ynt2 2n42

e, substituindo n por n + 1 vem

Tn4+1 Yn+l Zn+l
C (7’L + 1) = | Tnt+2 Yn+2 2n42
Tn43 Yn+3 Zn43

Escrevendo (3.6) na forma
Tnis = —f3(N) Tp — f2 (n) Tnsr — f1(N) T2

e substituindo, para cada uma das solugoes particulares, a terceira linha de C'(n + 1)
resulta

Tnt1 Yn+1 Zn41
Cn+1) = Tn+2 Yn+2 Zn+2
—fas()zn —fs(M)yn —fs(n) 2,
Tn41 Yn+1 Zn41
+ Tn42 Yn+2 Zn+42
—fo(n) i1 —fo () Ynp1 —f2(N) 2upa
Tn+1 Yn+1 “nt1
+ T2 Yn+2 “n+2
—fi(n) Tnyo —f1(N) Yy —f1(N) Znyo

Pelas propriedades dos determinantes vé-se que os dois tltimos sao nulos (basta por em
evidéncia —f; e —f3). O primeiro determinante, depois de se por em evidéncia —f3 e
trocar a primeira linha com a terceira obtém-se C' (n), ou seja,

Cn+1)=—f3(n)(=1)°C(n) = (=1)" fs(n) C (n) (3.7)

Pode-se interpretar (3.7) como sendo uma equagao de diferengas linear de primeira ordem,
cuja solugdo tem a forma obtida em (2.3), ou seja, para n > ng é

C (no)

O (n) = [H (—1° £y (1)

i=ng

C (no) = (—1)2—) [H £ (i)

i=ng

Em geral, se @1, %2, ..., T, sa0 k solucoes linearmente independentes da equagao
(3.2), entao o casoratiano desta sequéncia de solugbes para n > ng é

C (n) = (~1)H [H fi(0)| € (o) (3.8)

i=ng
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Para se estabelecer esta relagao, note-se que

Tin+1 L2n+1 -~ Tkntl
c (n n 1) _ xl,TIA’Q 952,7+2 T xk‘,.n+2
Tin+k L2n+k " Tkntk
e que para cada 1 <1 < k tem-se
Tinik = —fr (M) Tip — o1 (0) Ty — o — 1 (0) Ty i1

Ao se substituir esta relacao na ultima linha do determinante e ao se aplicar as proprie-
dades vem

T1n+1 T2 n+1 T Tk n+1
c (n n 1) _ xl,TL+2 'CL.Q,TL+2 T xk,'TLJrQ
—fr(M)zrn —fr(n)zon - —fi(n)ap,

= —fi(n) (=1)""C(n).
Ou seja,
C(n+1)=(=1)" fi(n)C (n), (3.9)
que é uma equagao linear de primeira ordem de solugao (3.8).
A férmula (3.8) para se determinar o casoratiano de um sistema de solugdes é conhecida

como férmula de Abel. Assim, o processo precedente usado para determinar a formula de
Abel é a demonstracao do seguinte teorema.

Teorema 3.7 (Formula de Abel) Sejam xy ., Top, ..., Trn k solugdes linearmente inde-
pendentes da equacdo (3.2) e C'(n) o seu respectivo casoratiano. Entdo para n > ng

C (n) = (~1)) [H fi(i)| € (no).

i=ng

Quando a equacgao (3.2) tem coeficientes constantes e para nyg = 0 o casoratiano é

C(n) = (=) [fi (0)]" C(0).
Entao C (n) # 0 sempre que C (0) # 0. Esta ideia conduz ao seguinte resultado.

Corolario 3.8 Suponha-se que fi (n) # 0, VYn > ng, entao C (n) # 0, Yn > ng se e so se
C (no) # 0.

n—1
Prova. Pelo teorema 3.7 sabe-se que C (n) = (—1)F"0) l I1 fx (z)} C (ng). Como
i=ng
n—1
por hipétese fi (n) # 0, Yn > ng, entdao [ fx (i) = f(n) # 0, portanto, C' (n) =
i=ng
f(n)C(ng) com f(n) # 0, Vn > ny. Daqui decorre que, sempre que C (n) # 0, entdo
C (ng) # 0 e vice-versa. m

Da analise que se faz ao resultado precedente, uma condicao suficiente para garantir
que um conjunto de solugoes seja linearmente indendente, é garantir que o seu casoratiano
seja sempre diferente de 0. O seguinte teorema expressa esta ideia.
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Teorema 3.9 O conjunto de solugoes {x1 , Ton, ..., Tkn} da equagdo (3.2) € um conjunto
fundamental de solugoes se e sé se para algum ny € Z, C (ng) # 0.

Prova. (=) Seja {x1, o, ..., Tk} um conjunto fundamental de solugoes da equacao
(3.2). Entéo 1, Top, ..., T, s80 linearmente independentes, pelo que, C' (n) # 0, Vn >
no, logo Ing € Z§: C (ng) # 0.

(<=) Suponha-se que para algum ng € Zd se tem C (ng) # 0. Pelo coroldrio 3.8
existe n > ng tal que C'(n) # 0. Entao pelas propriedades do determinante sai que
Tim,T2p, .-, Tk Sa0 solugoes linearmente independentes. m

Exemplo 3.10 Prove que a sequéncia de solugées x1, = n e Tz, = n* € linearmente
independente.

n TL2

n+1 (n+1)>
C'(ng) # 0 e assim conclui-se a independéncia linear. =

Solugao. C'(n) = =n?+n #0,Vn > 1. Logo Iny € Z7:

Exemplo 3.11 Considere a equacao de diferencas de 4* ordem dada por
Tpya + 2Tny3 — 3Tpyo — 4Ty + 42, = 0.

Prove que {1,n,(—2)" ,n(—2)"} é um conjunto fundamental de solugdes da equagao.

Solugao. Em primeiro lugar tem-se de provar que a sequéncia dada é um conjunto

de solucoes da equagao. Essa verificagao é imediata pela substituicao de cada sequéncia

~ A . ~ n n ’

na equagao dada. Para se afirmar que a sequéncia de solugoes 1,n,(—2)" e n(—2)" é

linearmente independente, tem-se de provar que o casoratiano desta sequéncia de solugoes
¢ nao nulo para algum ng € Zg .

1 n (—2)" n(—2)"
1 n4+1 (=2)"" (n41)(=2)""
C (TL) - __og\n+2 __og\n+2
1 n+2 (-2) (n+2)(—-2)
1 n+3 (=27 (n+3)(-2)""
Para n = ng = 0 vem que
1 0 1 0
11 -2 =2
C(0) = 12 4 8 |7 —162
1 3 -8 —24

logo pelo Teorema 3.9 o sistema de solucoes ¢é linearmente independente, ou seja, é um
conjunto fundamental de solugoes. =

Falta garantir em que condigoes uma equacao de diferencas linear de ordem k possui
um sistema fundamental de solugoes. Este é o conteudo do teorema fundamental.

Teorema 3.12 (Teorema fundamental) Se fi (n) # 0, Vn > ng, entdo a equagao (3.2)
possui um sistema fundamental de solugoes para n > nyg.
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Prova. O teorema da existéncia e unicidade da solucao de uma equacao linear de
ordem k, abordado na Secgao 1.4, garante que existem as solugoes i, Tan, ..., T &
partir das condigoes iniciais ; pot+i—1 = 1, Ting = Ting+1 = - = Ting+i—2 = Tingti = - =
Timgtkh—1 = 0 com 1 <7 < k.

Assim, para cada i vem

' .
Tipg =1€Tip4j=0comj=1 .., k-1

Topgt1 = 1 € Topgyj = 0com j=0,2,....k—1
T3 pgt2 = 1 € Topgy; =0 com j =0,1,3,... k-1

Thmoth-1= 1€ Tpperj =0 com j=0,1,..k—2

pelo que
1 0 0
0 1 0 0
C(ng) =] : =1l =1.
0 --- 0 1

Ent&o pelo Teorema 3.9 o conjunto {1, Z2n, ..., Tkyn} ¢ um conjunto fundamental de
solugoes da equagao (3.2). =

Considere-se S o conjunto de todas as solugoes particulares da equagao (3.2). O con-
junto S tem uma estrutura de espago vectorial sobre o corpo k (k = R se as solugoes sao
reais e k = C se as solugdes sao complexas), de dimensao k. Para se provar esta afirmagao
¢é necessario introduzir os seguintes lemas:

Lema 3.13 Qualquer combinac¢ao linear de elementos de S pertence a S.
Prova. Sejam x1,,%2,,...,Zjn €S € a1, ...,a; € k. Tem-se que

Ttk + fi(n) Tipqp1+ .+ fr(n)z1,, =0
Tontk + f1(n) Topyh—1+ ... + fr(n)z2, =0
Tjntk + f1 () Tjpsk—1 + .. + fro (n) 2j, =0

Multiplicando a primeira equagao por o, a segunda por as e assim sucessivamente até a
ultima que se multiplica por «;, tem-se que

(11 ik + T2 gk + T jmik) + f1 (0) (Q1T1 k1 + QT2 k1 + T pyk—1) +
o+ [ () (an@1, + Q22 + ..jzj,) =0,

ou seja, 1Ty, + oy + ... + 04T, €5. N

Observacao 3.14 Uma das consequéncias que se pode tirar do lema anterior, é que se
T, € Zo, forem duas solugoes particulares de (3.2) e o, § € k, entao axy ,+Fxa, também
¢ uma solugao particular da equagao (3.2) .
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Lema 3.15 Se 21,224, ..., Tkyn sao k solucoes linearmente independentes da equagdo
(3.2), entdo qualquer outra solugdo xyi1, € linearmente dependente das solugoes
anteriores.

Prova. Seja x1,,Ton, ..., Tk k solugdes linearmente independentes da equacao (3.2)
e suponha-se, com vista a um absurdo, que o conjunto {1, Zan, .., Thn, Tkt1.n ¢ ainda
linearmente independente, com 1, uma outra solu¢ao de (3.2). Entdo o casoratiano
desta sequéncia de solugoes ¢é

T1n Tan Tt Tk,n Tk+1,n
T1n+1 T2 n+1 tet Tk n+1 Ll+1,n+1
C{ (n) — . . . .
Tin+k—1 T2n+k—-1 *°° Tkntk—1 Lk+ln+k—1
L1 n+k X2 n+k te Tk n+k Lk+1,n+k

Como para cada 1 <7 < k+ 1 tem-se

Tintk = — [t () Tin — fom1 (0) Tipgpr — oo — [ (0) Ty i,

entdo substituindo na dltima linha de C'(n) cada valor de ;44 e aplicando as proprie-
dades dos determinantes sai que C'(n) = 0, Vn € Zg. Entao nao existe nenhum ny € Zg
tal que C'(ng) # 0, logo pelo teorema 3.9 o conjunto {Zi,, 2, ..., Tk, Tht1n} NAO E
linearmente dependente, o que contraria a hipétese. m

Teorema 3.16 O conjunto S de todas as solugoes da equagao (3.2) € um espago vectorial
sobre k, de dimensao k.

Prova. Usando o lema 3.13 prova-se que as propriedades de espaco vectorial sao
satisfeitas. Pelo teorema 3.12 a equagao (3.2) possui um sistema fundamental de solugoes
para n > ng, ou seja, possui k solugoes linearmente independentes. O lema 3.15 garante
que qualquer outra solucao da equagao pode ser expressa como combinacgao linear das
sequéncias do sistema fundamental de solugoes, pelo que dim (S) = k. =

Observacao 3.17 Se {1, %on, ..., Trn} for um sistema fundamental de solucoes da
equacao (3.2), entao a partir dos resultados anteriores sai que a solugdo geral de (3.2)

é
k
Ty = E QT n
i=1
para constantes arbitrarias o; €k, 1 <1 < k.

Note-se que qualquer solu¢ao da equagao (3.2) pode ser obtida a partir da solugao
geral escolhendo adequadamente as constantes «;.

A estrutura de espago vectorial de S garante que existem infinitos conjuntos funda-
mentais de solugdes da equagao (3.2). A solugao geral da equagao linear homogénea de
ordem k, depende de k constantes arbitrarias. A unicidade de solucao s6 é obtida apds a
imposicao de k condicoes, obtendo-se assim uma solugao particular.

Teorema 3.18 Se z;, e x2, sdo solu¢oes da equagdo (3.1), entdo 1, — T2, € uma
solugdo da equagdo (3.2).
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Prova. Por hipotese tem-se que

Tippk + f1(0) Tinpp—1 + o+ fo () 210 = g (n)
otk + f1 (0) Tonik—1 + .. + fr (N) 22, = g (n)

Ao se subtrair estas duas relagoes tem-se

(1 04k — Tantk) + [1 (0) (X1 ptk—1 — Tontk—1) + .. + [ (n) (210 — 22,,) =0,
ou seja, Ty, — T2, ¢ uma solu¢do da equagao (3.2). m

A resolucao da equagdo nao homogénea (3.1) depende da resolugao da equagao ho-
mogénea (3.2) que lhe estd associada, assim como da determinagao de uma solugao par-
ticular da equacao completa, como se vé no seguinte resultado.

Teorema 3.19 Se {x1,, ..., Tkn} € um sistema fundamental de solugées da equagao (3.2)
e Ty, € uma solugcdo particular da equagao (3.1), entdo a solugdo geral da equagdo (3.1)
¢ dada por

k
Tp = Tpn + Z Q5 n
i=1
coma; €k, 1 <7<k

Prova. Represente-se por z,, uma solugdo da equagao (3.1). Pelo teorema 3.18,
Tn — Zp, € solucdo da equagdo (3.2), logo z,, — z,, € S. Pelo lema 3.15, x,, — x,, pode

k
ser expressa como combinacao linear de xy ., ..., Tgn, OU S€jA, Ty, — Tpp = Y AT, , DAra
i=1

ag;€kecoml1<i<k m

Observacao 3.20 O teorema 3.19 diz que a solu¢ao geral da equag¢ao nao homogénea
(3.1) € xy, = Tpp + xp,, onde xp, € a solugdo geral da equagao homogénea associada e
Tp.n uma solugao particular da equagdao completa.

3.2 Meétodo de variacao das constantes

Na secgao anterior viu-se que a determinacao da solugao geral da equacdo (3.1) passa
pela determinacao de uma solugao particular dessa equagao. Esta determinacao, feita por
inspecgao, pode ser uma tarefa simples ou complicada.

Essa solucao particular de (3.1) pode ser determinada a partir da solugao geral de
(3.2) pelo método de variagao das constantes.

A solugao geral da equacgao (3.2) é

k
Ty = chxj,n (3.10)
j=1

com {1y, Tan, ..., Tpnt um sistema fundamental de solucoes da equacao (3.2) e ¢; € k,
1<j<k
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Suponha-se a partir de agora que ¢;, 1 < j < k sao fungoes que dependem de n, ou
seja, tem-se ¢; (n) onde ¢; (ng) = ¢; e exija-se que as fungoes

k
Ty = ch (n) ., (3.11)
j=1

satisfagam a equagao (3.1).
De (3.11) tem-se

Tn1 = ¢ (n+1)Zjnp

W

1

J

k
¢; (n) Tjmi1 + Y Acj (0) Tjni1-

1 j=1

Il
]~

J

k
Imponha-se que ) Ac; (n) xj,41 = 0. Entao
=1

k
Tnt1 = Z ¢j (n) Tjns1-
j=1

k
Daqui decorre que se » Ac; (n) x;,+2 = 0, entdo
J=1

k
Tnt2 = Z ¢ (1) T2
j=1
Deste modo, se se considerar que
k
D Aci(n)ajnei =0, i=1,2,...k—1 (3.12)
j=1
vem que
k
Togi = 3¢ (0) Tjnyis 1 =1,2, k=1 (3.13)
j=1
Para o caso de ¢ = k tem-se
k k
Tpag = Z ¢ (n) Tjnir + Z Ac; (n) Tjntk (3.14)
j=1 j=1

Substituindo as identidades (3.13) e (3.14) na equacdo (3.1) e usando a notagao fo (n) =1
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resulta

k
Z fi(n) Tngw—i = @pan + Z i (n) Tnqp—
i =1

k

k
= > A () Tinik+ fo(n)D ¢ (0) Ty
j=1

j=1

k k
+ Z fi(n)> ¢ (n) @ik

j=1
k

k k
= D A () Tk + Y fi(0)D ¢ (0) Tjmire
=1 i=0

= g(n) :

Uma vez que z;, é a solugao da equacdo (3.2), entdo

Z Ac; (n) xjpik =g (n). (3.15)

As equagoes (3.12) e (3.15) formam o seguinte sistema de equagbes lineares com k
incégnitas

Acy () 21 pp1 + Aca () Za i1 + oo + Ack, (n) T 1 =0
Acy (n) X1 py2 + Aca () Za o + oo + Ack, (n) Tp g2 = 0

Acy (n) 1 pik—1 + Aca (n) Topik—1 + ... + Ack (0) Tppsk—1 =0
Acy (n) 21 gk + Acy (0) To gk + ... + Ack (0) Tp ik = g (n)

ou seja,
Tin+1 L2n+1 “°° Tkntl Acy (n) 0
Tin+2 L2n+2 *°° Tknt2 Acy (n) B :
: S : : B 0
Tin+k T2n+k " Tkntk Acy, (n) g (n)

Como {1, Tam, ..., Tpn ; ¢ um conjunto fundamental de solugoes, a matriz dos coeficientes
¢ a matriz de Casorati K (n + 1), pelo que C (n+ 1) # 0, e assim a soluc¢do do sistema é

Acy (n) 0
ACQZ (n) _ gl (n+1) :
Acy, (n) g(n)

Denotando por My (n + 1) o elemento da linha i e coluna k& da matriz adjunta da matriz
K (n+1) vem que
C(n+1)

A resolugao da equacio (3.16) poderd ser feita de duas formas diferentes.

Aci (n) = gn), i=1,2,...k (3.16)
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1. Aplicando A~! a ambos os membros resulta

ci(n)=A"" (%g (n)> +w;, ¢ (ng) =¢

onde w; é uma constante.
2. Como Ac¢;(n) =¢;(n+1) —¢;(n) vem que a equagao (3.16) é equivalente

¢i(n+1)—c¢(n)= Tt

gn), i=1,2,...k

que é uma equagao linear de primeira ordem. De (2.4) sabe-se que a solucao é

n—1

() =i 0) + Y Sk g

=0

=}

Se se substituir os valores de ¢; (n) em (3.11) sai que a expressao resultante satisfaz
(3.1). Como se conhece a solugao geral de (3.2), entao a solugao particular da equagao
(3.1) é a expressao remanescente.

Exemplo 3.21 Sabendo que a solug¢dao geral da equag¢ao homogénea associada a equag¢do
Tpyo + 8Tpy1 + Txy = €" € xpy = 1 (—1)" + o (=7)", determine a solugao particular
usando o método de variacao da constante.

Solugao. Suponha-se que ¢; e ¢y s@o fungoes de n com ¢; (0) = ¢; e ¢ (0) = ¢y tais
que x, = ¢ (n) (—=1)" 4+ ¢z (n) (=7)" satisfaz a equagao dada.

Tpt1 = C (n + 1) (—1)"+1 + ¢y (n + 1) (_7>n+1
= () (1" e () (<7)" 4 Acy () (—1)" + Acy () (<7)"

Impondo
Acy (n) (=) 4+ Acy (n) (=7)" =0

resulta
Tnpr = c1 (n) (=) ey (n) (=7)". (3.17)

Tnio =c1(n) (=) + ¢ (n) (=7)" + Acy (n) (=1)"7* + Acy (n) (=7)"7* (3.18)
Substituindo estas duas identidades na equacao dada resulta
Acy (n) (=) 4+ Acy (n) (=7)"T = e
Daqui decorre o seguinte sistema

{ Acy (n) (=1)"" 4 Aey (n) (=7)" =0
Acy (n) (1) + Acy (n) (=7)" = en

que na forma matricial é

(Ce G ) (5580)-(2)
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e cuja solucao é dada por

Aey(n) ) _ (=)™ (=0T 0

ACQ (n) - (_1)n+2 (_7)n+2 en .

A matriz adjunta da matriz K (n+ 1) é

adj (K (n+1)) = ( _((_j)7§n+1 _((__1;7211 )

eC(n+1)=—6x 7" pelo que

(36 (i 25 ()

Daqui decorre que Acy (n) = —% e Acy (n) = 55 (—%)n Assim,
1 e (—e)" —1
= ——A_l — = —— — ¢ —
¢ (n) (—e)" 4+ wy 61:0( e) + wy 6 e+ 1) + wy

rm =530 (=5) b= (7)) v

Deste modo a solugao geral da equacao dada é

o =[S ] s [ (5 - 1) ] o

e o e I
= exDexD 6D Toern T Fw(=T)

Como a solugao geral da equagao homogénea associada é zp,, = ¢; (—1)"4c2 (=7)", entdo

~ . , e —1)nt! -n"
a solugao particular é z,, = e T (6(?“) + 6((;)7)'

Exemplo 3.22 Determine a solugao particular da equa¢ao T, 343, 0+3Tp 1+, = 27
comxg =1, z; = —1 e 3 = 2 sabendo que T, = (c1 + can + czn?) (—1)".

Solugao. Suponha-se que ¢; (n), ¢y (n) e cg(n) tais que

zn = (c1 (n) + 2 (n) n+ ¢35 (n) n?) (—1)"
é solucao da equacao dada. Calculando x,,1, x,2 € x,3 € fazendo as imposigoes exigidas
resulta o sistema

(Acy (n) + Acy (n) (n + 1) + Acz (n) (n +1)%) (=1)"" =0
(AﬁUU+A@00W+2%+A%00@+95M—UMQ=0
(Acy (n) + Acy (n) (n+3) 4+ Acz (n) (n + 3)°) (—=1)"+% = on
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que na forma matricial é

1 n+1 (n+1)° Ac; (n) 0
1 n+2 (n+2)? Acy(n) | = 0
1 n+3 (n+3)° Acz (n) —(-2)"
Calculando a matriz inversa vem
Acy (n) mP+5n+3 —n?—4n-3 In’+3n+1 0
Acy(n) | = —n—32 2n+4 —n—3 0
Acs (n) : —-1 : —(=2)"
Daqui resulta as equacoes
Aci(n) = — (%nZ + ;n - 1> (—2)"

Acy(n) = (mg) (—2)"

1 n
Acg(n) = —3 (—2)
cujas solugoes sao
1 5 n
1 5 n
c(n) = (—gn - 1_8> (—2)" 4+ wy
1 n
C3 (n) = 6(—2) +w3
Assim, z, = (w; + waon + w3n?) (—1)" + %, pelo que z,, = % n

3.3 Equacoes com coeficientes constantes

Quando os coeficientes f; (n) da equagao (3.1) sdo todos constantes, obtém-se uma im-
portante classe de equacoes de diferencas - as equagoes com coeficientes constantes.
Considere-se a equacgao de diferencas de ordem k

Ttk + D1Tnik—1 + DoZnik—2 + ... + Drpn = g (n) (3.19)

onde py, ..., pr sdo constantes com py # 0. Pode-se reescrever a equacao (3.19) na forma

k
Zpianrk—z‘ =g(n), po=1. (3.20)
i=0

A sua correspondente equacao homogénea é

k
Zpixn+k_i =0. (3.21)
=0

O objectivo é encontrar um conjunto fundamental de solugdes da equagao (3.21) e
obviamente determinar a sua solucao geral. Depois de se saber a solugao geral da equagao
homogénea, pode-se aplicar o método de variacao da constante ou outro (o método dos
coeficientes indeterminados, como se verd mais a frente) para determinar uma solugao
particular da equagao (3.20) e consequentemente a sua solugao geral.
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3.3.1 Solucgao geral da equagao completa

Comeca-se esta discusao sobre a solucao da equacao com coeficientes constantes por pro-
curar solugoes da equagao (3.21) na forma z,, = A", A € C.

Substituindo A™ na equagao (3.21) vé-se que o problema se reduz a resolugao da
equacao algébrica

N p N e p N2 pe =0 (3.22)

Pelo Teorema Fundamental da Algebra, esta equagao tem k raizes nao nulas
Definicao 3.23 Diz-se que o polindmio \F 4+ piA\¥=1 + poAF=2 4+ . 4+ p. € o polindmio
caracteristico da equagdo (3.21). A equagdo (3.22) chama-se equagdo caracteristica da

equacdo (3.21). As solugoes A1, Ao, ..., \i, da equagdo caracteristica sdo conhecidas como
raizes caracteristicas.

Teorema 3.24 Se as raizes caracteristicas Ay, A, ..., \p sao todas distintas, entdo o con-
gunto {N, AL, .., AL} € um conjunto fundamental de solugoes.

Prova. Pelo teorema 3.9 sabe-se que {A}, A}, ..., A7} é um conjunto fundamental de
solugoes sse C (0) # 0, onde C' (n) é o determinante da matriz de Casorati K (n).

)\1 )\2 Ce )\k
KO=| A A - X
)\llc.fl )\]2’»‘.72 . )\z.fl

Esta matriz é conhecida como matriz de Vandermonde e o seu respectivo determinante
C'(0) como determinante de Vandermonde. Neste caso

co= T &-»

Como por hipétese \; # A;, Vi # j, entao C (0) # 0, pelo que o conjunto {A}, A5, ..., AL}
é um conjunto fundamental de solugoes. =

Observacao 3.25 Pelos teoremas 3.24 e 3.16 conclui-se que o conjunto fundamental de
solugoes { N7, N, ..., \l'} forma uma base de dimensdo k do conjunto S de todas as solugoes
da equagdo (3.21), pelo que, a sua solugdo geral é

k
Thp = Zci)\?, ¢; € C. (3.23)

=1

Usando a propriedade E*z,, = z,,1, k € N (teorema 1.5) pode-se escrever a equagao
de diferencas completa de ordem k£ com coeficientes constantes a custa do operador E.
Para esta propriedade, a equacao (3.19) assume a forma

(B*+p B + po B+ L+ pea B+ pi) 2 = g (n) (3.24)



70 Equacoes de diferencas lineares de ordem superior

Denotando o operador polinomial por f (F) vem
f(E)xn =g (n) (3.25)

J& se viu que a solugao geral da equagao homogénea associada (f (E)z, = 0) é determi-
nada & custa das raizes caracteristicas, ou seja, das solugoes da equagao f () = 0. Como
esta equacao tem grau k vem que

e assim
f(E)=(E—=X\)(E—=X)...(E— )
Os factores (E — \;) comutam, ja que, por exemplo
(E—a)(E-0z, = (F—a)(zys1 —br,) =xh9 — brpy1 — axyg + abz,
(E=b)(F—a)x, = (F—-0)(ry1 —ax,) = Tpi2 — aTpi1 — brpyq + abz,
Assim, a equacao reduzida assume a forma
(E—=MN)(E—=X)...(E—=X)xp, =0 (3.26)

Como cada factor (E — \;) comuta, entdo cada um contribui para a solugdo z,. Assim, a
solugao de (E — \;) x, = 0 é uma solugao particular de (3.26). O mesmo acontece se uma
raiz A; tem multiplicidade m;. Neste caso, o factor (E — A;)" também contribui para a
solugao de z,,. Deste modo, pode-se escrever (3.26) na forma

h(E)(E—X\)" 2, =0

Daqui decorre que as solugoes de (E — \;)"™ x, = 0 sdo solugdes da equacao (3.26) .

No teorema 3.24 supos-se que as raizes caracteristicas eram todas diferentes, ou seja,
tinham todas multiplicidade 1. Suponha-se agora que as raizes caracteristicas nao sao to-
das distintas. Sejam \q, Ag, ..., A, raizes caracteristicas com multiplicidade mq, ms, ..., m,,
respectivamente. Neste caso, pode-se escrever a equacao (3.21) na forma

(E—=X)" (E=X)™ .. (E=X\)"" 2, =0 (3.27)
Assim, as solugoes de
(E—=X\)"2,=0 (3.28)

sao solugoes da equacao (3.27) . Para se determinar a solugao de (3.27) tem-se de encontrar
um conjunto fundamental de solugées da equagao (3.28), 1 <1 <r.

Teorema 3.26 O conjunto G; = { A\, nA?, n?\?, ..., n™ " I\?} € um conjunto fundamental
de solugoes de (3.28).

Prova. Em primeiro lugar prova-se que nfA\, 0 < ¢ < m; — 1 é solugao de (3.28).
Pelo teorema 1.14 sabe-se que
(E—=X)" (nIA) = X' (ME—X\)™nl
= A\M(E—-1)™ns
— )\ZLerZAm’TLq

= 0, pelo teorema 1.11, uma vez que m; > q
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Como \; # 0, entdo o conjunto G; é linearmente independente se o conjunto
{1,n,n? ...,n™~1} for linearmente independente. Seja n > ng e a1, asy, ..., y, constantes
nao nulas. Da relagio ajl + agn + ..., n™ ! = 0 sai que @ = ay = ... = a,, = 0,
pelo que, o conjunto {1,n,n?, ...,n™ 1} ¢é linearmente independente e portanto G; é um
conjunto fundamental de solugoes. =

Ja se sabe como determinar a solucao de (3.28). Para calcular a solugao geral de
(3.27) também se tem de encontar um conjunto fundamental de solugoes. E o contetdo
do seguinte teorema.

Teorema 3.27 O conjunto G = O G; € um conjunto fundamental de solugoes da equagao
(3.27). .
Prova. Tem-se que o conjunto G é dado por
PP D ) 7D V7D 7 5D L TED VORI T Vi
(D VR AR VI (UL Y

E necessario provar que para cada i, 1 < ¢ < r a expressao nI\', 0 < g <m; —1¢
solugao da equagao (3.27). Seja i = 1 (para os outros valores de i é andlogo). Substituindo
a expressao nI\ na equagao (3.27) vem

(E—=X)"™ (E—=X)"™ ... (E—X\)" N}
e pela comutatividade dos factores resulta
(E—=X)™ . (E=X)""(E=X)""nIN} = (E—=X)"™ ...(E=X\)"" AP (EXAy — M) nf
= (E—=X)™ ... (E—=\)" APt A™pd
= 0, pois m; > ¢
Em relacao a independéncia linear basta ver que da relacao
Z )\ZL (Oé@o + a; 1N + OJLQHQ + ...+ O{Lmi,lnmifl) =0
i=1
saique ; ; =0, 1<i<r, 0<j7<m; —1. =
Corolario 3.28 A solu¢do geral da equagao (3.27) é
Z )\? (041‘70 + ;1N + OZZ"QTLQ + ...+ ai,mi_lnmfl) (329)
i=1
onde a; ; € k.
Prova. Usando a definicao 3.17 e o teorema 3.26 sai que
)\ZL (al,O -+ Q11N —+ 06172712 + ...+ OéLmZ.,lnmiil)

¢ a solugao geral de (3.28) e consequentemente uma solucao de (3.27) . Novamente, usando
a definicao 3.17 e o teorema 3.27 vem que

r
2 i—1
E )\? (Oé@o -+ a; 1N -+ QoM + ...+ o%mi,lnml )
=1

¢ a solucao geral de (3.27). m
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Observagao 3.29 (Raizes caracteristicas complexas) Suponha-se que ao se determinar
as raizes caracteristicas da equacao Tpio + P1Tni1 + Paty, = 0 obtém-se um par de raizes
complexas conjugadas \y = o+ i e Ay = a — i3 com «, € R. Neste caso a solug¢do
geral da equacgao é

T, =0 (a+i8)" + 2 (@ —ifB)", c1,c0 € C (3.30)
Pela formula de Moivre resulta

T, = c1[p" (cosn +isinnb)| + co [p" (cosnh — isinnh)]

= p"[(c1 +¢2) cosnb +i(cy — cz) sinnb)]

com p =+/a?+ (3?2 e § = arctan (g) . Suponha-se sem perda de generalidade que ¢1 = cs.
Substituindo vem

p" [(c1 + 1) cosnb +i(c; — 1) sinnd]

p" [k1 cosnb + ko sin nd)

comki=c+c€Reky=i(c; —7) €R.

Exemplo 3.30 Resolva a equacao x,¢— 102,14 — 202,13+ 5,10+ 1322, + 180z, = 0.

Solugao. As raizes caracteristicas sao \; = 3, Ay = —2 com multiplicidade 2, A3 =
—1+2i e Ay = —1 —2i. Para as raizes complexas tem-se p = v/5 e § = — arctan 2. Assim,
a solucao geral da equacao é

n

T, = (a1 + agn) 3" + (a3 + ayn) (=2)" + (\/5) (a5 cos (nl) + agsin (nf)), a; € R

3.3.2 Meétodo dos coeficientes indeterminados

Para se determinar a solucao geral da equagao ndo homogénea (3.19) é necessério conhecer
uma solucao particular da mesma. Esta pode ser obtida através do método de variacao
das constantes. No entanto, este método pode ser longo e trabalhoso.

Para as equacoes com coeficientes constantes existe um método mais simples que
permite obter a solugao particular - o método dos coeficientes indeterminados. Este nome
deve-se ao facto de se escolher uma funcao para solucao particular. E facilmente aplicavel
quando g (n) se pode exprimir na forma de fungoes elementares. Basicamente o método
consiste no seguinte:

1. Se g (n) for uma das fungdes da Tabela 3.1, escolhe-se para z,, a opcao indicada
na tabela.

2. Se a opcao escolhida constituir uma solucao da equacao homogénea associada,
multiplica-se a opgao para z,, por n?, onde ¢ ¢ o menor inteiro positivo tal que
niz, , nao ¢ solucao da equagao homogénea associada.

3. Se g (n) ¢ a soma de um conjunto de fungoes correspondentes a diferentes entradas
da tabela, toma-se para z,, a soma das correspondentes opgoes.
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g(n) OpGao para
ra” ca”
rnk cot+cn+...+ cknk
rnfa” (co +ecn—+...+ cknk) a”
rsinbn, rcosbn c1sinbn + ¢ cosbn
ra™sinbn, ra™ cosbn (c1 sinbn + co cosbn) a”
kom o kon (co+cln+...+cknk) a" sin bn+
rn”a” sin bn, rn”a” cosbn o on
(do +din+ ...+ dgn ) a™ cos bn

Tabela 3.1: Solugao particular z,,,

Exemplo 3.31 Determine a solugao geral da equacao o + 8xpi1 + Tx, = n2™.

Solugao. As raizes caracteristicas sao -1 e -7 pelo que a solucao da equagao homogénea
associada é xp,, = a1 (—1)" + a2 (=7)", a1 € R. Como o 2° membro da equagao é n2"
e nenhuma das solugoes da equacao homogénea assume esta forma, entao usa-se a opgao
ZTpn = (Co + c1n) 2™, Substituindo na equagao dada vem

(co+e1(n4+2)2"2 +8(co+c1 (n+1)) 2" + 7 (o + e1n) 2" = n2"

ou seja,
27cy + 24c1 + 27cin =n

8

—3543- Assim, a solugio geral da equacio ¢

Daqui decorre que ¢; = 5= € ¢op =

|
Exemplo 3.32 Calcule a solugcao geral da equa¢ao x,.9 — x, = n2"sin ("2—”) .

Solucao. E facil ver que Tp, = o+ as (—1)", ago € C. Entao para este caso tem-
se de usar a opgao T, = (co + c1n) 2"sin () + (do + din) 2" cos () . Substituindo na

equagao vem cy = %, = —%, dy=d;=0. m

3.3.3 Uso dos operadores A e E

Pode-se usar as propriedades dos operadores A e E para determinar uma solucao parti-
cular da equagao (3.20) . Para tal introduz-se a seguinte defini¢ao e apresenta-se algumas
propriedades necessarias a obtencao desse objectivo.

Definigao 3.33 O inverso do operador (E — ) € o operador (E — XI)™" tal que
(E-X)(E-X)"'=IX eC.
Teorema 3.34 Seja \ € C, entao o inverso de 2 — A\l pode ser dado por

(E—X)"' = \tAI (3.31)



74 Equacoes de diferencas lineares de ordem superior

Prova. Aplicando (E — AI) em ambos os membros de (3.31) e usando o teorema 1.14
vem

(E=X)(E=X)" = (E=A)XNTIATIAT = AT OAE - M) A™IA™
= NTIAATINT =T

Corolario 3.35 Para m € N tem-se
(E—X)"™" = \"""ATAT (3.32)
Prova. E facil ver que

(E—AD)™(E—M)™ = (E— )" \""mA=m\™"
'

n
Pode-se usar a relacao (3.32) para determinar a solugao de (3.28) . De facto, da relagao
(3.28) e usando (3.32) vem que

t = (B = AT (0) = X7 ATAT (0) = ATTHAT™ (0)

mas A~ (0) = ¢; (n) onde ¢ (n) é um polinémio de grau inferior a m;. Portanto, =, =
Al T™Mg(n), i =1,2,...,r. Deste modo, a solucdo geral de (3.27) pode ser apresentada na
forma

T

Ty = Z a; A\ " (n) (3.33)

i=1

e como A~™ nao depende de n, entdo a;A~™ é uma constante, pelo que (3.33) assume a
forma

Ty = Z a; A\ (n)
i=1
que ¢ equivalente a (3.29).

Teorema 3.36 Seja f (\) um polinémio de grau k, A € C com f (\) # 0. Entdao

fHE)\" = fA(Z) (3.34)

Prova. Aplicando o operador f(E) em ambos os membros de (3.34) e usando a
relagao (1.11) vem
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Teorema 3.37 Seja f(\) um polindmio de grau k e \y € C uma raiz de f com multip-
licidade m. Entdo fazendo f(\) = (A —X)" g(\) tem-se

B NI (m)

FHE)A = SO ml (3.35)

Prova. Aplicando o operador f (E) em ambos os lados de (3.35) e usando o teorema
1.14 vem

—1 n f (E) )\?_mn(m) nfmf (AlE) n(m)
FE BN = g (A1) m! = 9 (A1) m!
' g( )m
ng( E) A™

g(A )
ng (M E)m! )
Al 200 m , por (1.8)
= [, por (1.11)
u

Teorema 3.38 Seja f (\) um polinémio de grau k e z,, uma sequéncia. Entao
FHEY Nz, = \"f Y (AE) z,, Vn €N (3.36)
Prova. Aplicando f (F) vem
FE)FHE) N, = f(E)A"f T (AE) 2 = A" f (AE) f 71 (AE) 2 = Nz,

]
Estes resultados podem ser utilizados para se calcular a solucao particular da equacao
(3.25). Os seguintes casos sao os mais frequentes:

1. g(n) = ¢, ¢ constante. Se f (1) # 0 por (3.34) vem

1" c
Tpn=f"(E)e=cf (E)1"=c =
) 1 k

2. g(n) = > @\ com f(A) #0

B A =D af (BN = Zaif/(\)\ )
=1 =1 =1

g(n)= Z a; AL, f(Ni) # 0e ); é uma raiz de f () com multiplicidade m. De (3.34)
e (3. 35) vem

A m)
ACY )m'

Zaz

1=1,i#j] Z

onde f(A)=(A—=X;)"g(N)
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4. g(n) = e Neste caso usa-se 2. ou 3. fazendo \ = e%.

5. g(n) = cosnb, g(n) = sinnf. Faz-se como em 4. tomando a parte real ou parte
imagindaria conforme o caso.

3.3.4 Método das funcoes geradoras

O método das fungoes geradoras é um outro método que permite resolver equagoes de
diferencas lineares com coeficientes constantes.

Definicao 3.39 Chama-se série de poténcias a uma série da forma

—+00

2 n _ n

ag + a1 x + asxr” + ... +apx” + ... = g Ay, X
n=0

onde a,, (n=0,1,2,...) sao nimeros reais ou complexos e x designa uma varidvel.

+o0 +o0
Se > a,z™ e Y byax™ sdo duas séries de poténcias, entdo a soma destas duas séries de
n=0 n=0

poténcias é a série de poténcias dada por

“+00

Z (an + by) 2"

n=0
e o produto é a série de poténcias cujo coeficiente de ™, n =0,1,2,... é
a,obn + albn_l -+ a,gbn_g + ...+ (lnb() = E aibj,
1,j20; i+j=n
ou seja, a série de poténcias produto é dada por

+o0

Z Z aibj "

n=0 Li,j>0; i+j=n

Definicao 3.40 A funcdo geradora para a sequéncia (a,), de nimeros reais ou comple-
oS € a série de poténcias

+oo
f(x)= Z anx".
n=0

Note-se que qualquer polinémio é uma série de poteéncias particular. Por exemplo, o
polinémio 522 + 223 4 32° pode ser escrito na forma 0 4 0z + 522 + 223 + 0x* + 02° +
32% + 027 + ... que é uma série de poténcias com os coeficientes quase todos nulos.

Teorema 3.41 1. Se a, € o coeficiente de x™ na funcdo geradora

f(z)= (1+x+x2—|—x3+...)k,

k—l—n—l).

n I

entao a,, = (
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2. (1—a™)" =1—(Da™+ (5)z*™ — ..+ (=1)" z"™;

S (I+z+22+. .+ H),'=01-2)"Q+x+2+..)".

oo k k +o0
Prova. 1. f(x)= (;xz) =(=)'=1-2)"= Py (75 (=1)" 2™, onde
—k (—Fk)! —k(=k—=1)..(k—n+1)
(n> - n!(—kz—n)!: n!
B nk(E+1) . (E+n—1) n(k+n—1)!
= =D n! = (=07 (k—1)!

_ (k+z—1)

Substituindo na relagdo anterior, vem

f(x):io(—l)” (k+Z—1> (—1)”x":+f(k+z_l>x"

k=0 k=0

e assim o coeficiente de z™ é (

2. Basta fazer t = (—2™) no desenvolvimento binomial de (1 +¢)" e obtém-se o
pretendido.

k—l—z—l) )

3. Pode-se ver que
l+z+2”+. 42" ' =1-a™) (1+z+2"+..)

e tomando a poténcia de ordem n de ambos os membros obtém-se a igualdade apresentada.
|

Teorema 3.42 Se f (z) e g (x) forem as fun¢oes geradoras associadas as sucessoes (ay,),
e (bn), , respectivamente, entdo:

1. af (x)+ Bg (x) € a fungao geradora associada & sucessao (aa, + Bby,), ;

2. (1—x) f(z) € a fungio geradora associada & sucessao (a, — an—1), (com a con-
vengdo a_; = 0);

8. (1+x+2*+..) f(x) € a funcio geradora associada & sucessdo

(ag+ a1 +as+ ... +a,)g ;

4. f(z)g(x) € a funcdo geradora da sucessao (agby, + arbp_1 + asby,_o + ... + anby)y ;

Y

5. xf' (x) € a funcdo geradora da sucessio (nay), onde f'(z) € a derivada relativa-
mente a .
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+o00 +o00
Prova. Seja f () = > aya™ e g(z) = > bya™. Entao

n=0 n=0
+o00
L af(z) + g (z)= 2 (atn + Gbn) 2"
2. -
+o0 +o0
1—2)f(x) = Zan:p" — Z ant" ™ = ag — agr + a1r — a1z’ + ..
n=0 n=0
= (ap—a_1)+ (a1 —ap)x+ (ag —ay) > + ... + (@, — ap_1) 2" + ...
3.

(I+z+2>+..) f(x) = (I+z+2”+..) (a0 +amz+ a2’ + ...
= a0+(ao+a1)9€+(ao+a1+a2)x2+...
+(ap+ a1 +as + ... +ay) " + ...

i f@g@) =Y [2”3 ajbnj] ",

n=0 | j=0

+00 +oo
5. f'(x) =Y na,z" ' e assim zf' (x) = Y. na,z". ®
n=1 n=1

Observacio 3.43 E fdcil ver que (1 —x) (1+ x4+ 2%+ ...) = 1 pelo que f (z) =1+ 2z +
2?4 ... = 7= (esta série converge absolutamente para |x| < 1) € a fungio geradora da

sucessao constante (1);°. A funcao g(x) = (f (2))F = (ﬁ)k ¢ a fungao geradora da
SUCessao ((HZ_I));O (pelo teorema 3.41).

Exemplo 3.44 Determine a fungdo geradora associada a sucessio (3n + 5n?);

Solugao. A funcao f(z) = ﬁ ¢ a fungao geradora associada & sucessao (1), .
Tendo em atengdo o ponto 5. do teorema 3.42, zf’ (x) = ﬁ é a funcgao geradora
_ z(l+=)
CEE

é a fungao geradora de (n?); . Assim, a fungao geradora de (3n+ 5n?);" ¢ a funcdo

3af' (x) + 52 (af' (2) = 240 m

da sucessao (n),”. Aplicando novamente este principio, vem que (ﬁ)

Na Tabela 3.2 pode-se visualizar a fungao geradora de algumas sucessoes.

Viu-se que, dada uma sucessao, é possivel escrever a funcao geradora associada. Esta
funcao geradora contém toda a informagao relativa a sucessao em causa, e por vezes €
mais facil de manipular do que a propria sucessao. O termo geral da sucessao, pode ser
recuperado a partir do coeficiente de 2™ no desenvolvimento em série de poténcias. Faz-se
uso desta ideia para resolver equagoes de diferencas.

Para se resolver a equacao de diferencas linear de ordem k com coeficientes constantes

A4k +plafn+k—1 + ... +pk;an =g (n) y Pk 7é 0

segue-se 0s seguintes passos:
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1. Multiplicam-se ambos os membros da equacao por x™

2. Escreve-se a nova equagao em termos da funcao geradora f (z) =

(an)y fungao geradora f (x) | Dominio de convergéncia
1 — lz| < 1
n (12)2 lz] <1
n? % lz| <1
n et o] <1

3 2

i z(x +Ei;)r5nx+1) o < 1
(n +m)"™ # lz| <1
n(m % x| <1
k" iz o] < 3
(n+m)™ kn W 2] < 3
e e 2] < &=
k™ cos 6n % z| < ¢
k™ sin 6n % z| < ¢
) i a<1
(5) (1+2)" 2| <1
(%) = ol <1

Tabela 3.2: Fungao geradora de f (z)

-se em ordem a f (x);

+k

)
—+00

n=0

79

a,x" e resolve-

3. Expande-se a expressao encontrada para f(z) em série de poténcias de x de tal
modo que o coeficiente a,, de x™ possa ser identificado;

4. A solucao da equacao é a expressao encontrada para a,,.

Exemplo 3.45 Resolva a equacao anyq — 2a, =
geradoras.

+o0o
Solugao. Seja f(z) = > a,a™. Multiplicando ambos os membros da equacao por
n=0

2" obtém-se

+

Qpy1x" L 2a,z"

_n
3

+1

n
__:En—l—l

3

Escrevendo esta equacao em termos da fungao geradora f (x) resulta

ou seja,

—+00 “+00
E A" =2 E a,z™ !

f(x)—ag—2zf(x) =

1R
=3 E na™
n=0

z <X
—3 E nax"
n=0

ag = 1 pelo método das funcgoes
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Mas

+00 /
an” = x(1+2x—|—3x2+...):x(x+x2+x3+...)/:x<—1+ ! )
n=0

1—2z
B x
(1—a2)*
e assim,
_1»2 2 1 1
r) (1 —2x) = +1e f(z) =< 24
P =)= e ) = ((1_@2 )
Portanto,
400 +o00
1 2 -1 2
f(z) = 3 ( —H;; >$n + 3 Z 2"z"™, ver Tabela 3.2
n=0 n=0
=D
n=0
Consequentemente, a solucao da equagao é a,, = 7"“22"“. m

Exemplo 3.46 Resolva a equagao a,io — 2a4p11 + ap, = 2", ag = 1,a; = 2.

+oo
Solugao. Seja f(z) = > a,x™. Multiplicando ambos os membros da equacao por
n=0

2"*2 ¢ escrevendo a nova equagao em termos da funcao geradora f () resulta

+00 +00 +00 +00
§ an+2xn+2 —9 E :an+1xn+2 4 E :ananrQ — E :annJrQ,
n=0 n=0 n=0 n=0

ou seja,
+00
(@) = arw —ag — 2z (f () — ag) + 2° f () = 2 Y _ (22)"
n=0
portanto
f(@)(1—22+2%) = - +1& f(z) = !
’ SR A
+o00o
donde f(z) = > 2"z"™, logo a solucdo da equagao dada é a,, =2". m

n=0
Para se encontar o termo geral da sucessao a,, é necessario expandir a funcao geradora
encontrada em série de poténcias de x. Na Tabela 3.3 apresenta-se a expansao de algumas

funcoes geradoras.
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Funcao geradora | Expansao

(1+ ) 9+ Ba+ B2+t (b= 3 (e

_ak
(1—z)*+?

(
(1 +7ra)" (&) + (Nra + (§)r2a? + .+ (§)rkak = ngo (FYrman
Aam O+ O (e ot (a7 = 3 (e
(1+2)* () + (D (D = 2 ()" ()
(1+rz)" (Y + (Fra+ (F)rra?+ .. = ni( )" (Frre ) pngn
(1-2)" () + () () + () (=) o= 2 (47
A-ra) ™ @)+ () (ra) () (o) 4= 3 ()

(

Tabela 3.3: Expansao da funcao geradora

3.4 Equacoes com coeficientes variaveis

A maioria das equagoes lineares com coeficientes variaveis de ordem superior ou igual a
dois, nao tém uma solucao analitica. Contudo, existe algumas equagoes que é possivel
determinar uma solucao explicita. E o caso das equagoes que sao do mesmo tipo (embora
de ordem superior) das que se desenvolveu nas seccoes (2.3) e (2.4) do capitulo sobre as
equagoes lineares de 1* ordem. Uma generalizacao dos métodos descritos permite resolver
tais equacoes.

Nesta seccao abordam-se outros métodos que permitem encontrar-se uma solucgao
explicita para alguns tipos de equacoes com coeficientes variaveis.

Por vezes consegue-se identificar uma solucao nao nula da equacao homogénea. Neste
caso, pode-se reduzir a ordem da equacao. Para uma equacao de 2*ordem, por exemplo,
é possivel encontrar a 2% solucao sabendo a primeira.

Assim, assuma-se que x;, ¢ uma solugdo conhecida (nao trivial) da equagao

Tpao+ f1(n) zpir + fo(n)x, =0 (3.37)
e seja T2, a outra solugdo (a determinar). Pelo teorema 1.15, sabe-se que

A$2,n . xl,nAxQ,n - xZ,nAxl,n

Tin T1nT1n+1

)

(3.38)

e como {xy ,, T2, } ¢ um conjunto de solugao, entao C' (n) = 1 T2 n11— 21 nt1T2,n. Assim,

A.Tgm _ C(n)

T1in T1,nT1n+1

(3.39)

n—1
Pelo férmula de Abel (teorema 3.7) sabe-se que C'(n) = [ II f2 (z)] C'(ng), pelo que, ao

i=ng
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se aplicar A™! em ambos os membros de (3.39) resulta

[H £2 ()| € (no)
Top = T1p Zzno Tt (3.40)
Deste modo a solugao geral da equagao (3.37) é
_ - ;
_— Lli[m f2(4) | € (no)
Ty =1, |1 + g ;J o : (3.41)

Exemplo 3.47 Resolva a equagao T, o — Tpi1 — n%rlxn =0,n¢€ Zar.

Solucao. E f4cil ver que 71, =n + 1 ¢ uma solu¢ao da equacao e que

¢n)= [H n_+11

Entao

— 5 (_1)Z
Tom = (n+1);¢!(¢+1)(i+2>'

Deste modo a solugao geral da equacao ¢

n—1 i

Tp =01 (n+1)+ay(

z:O

]
Também se pode usar o método das funcoes geradoras para determinar a primeira
solucao da equacao e seguidamente usar o método precedente para determinar a segunda.

Exemplo 3.48 Calcule a solugio de (n+ 2) ayio — (n+ 3) ani1 + 2a, =0, n € Zg .

+oo
Solugdo. Seja f(z) = Y. a,z™. Multiplicando cada termo da equagdao por z"2 e
n=0

aplicando somas em n quando este varia entre 0 e oo resulta

+o0 +00 +00
Z (7’L + 2) (ln+2fL’n+2 o Z (TL + 3) an+1xn+2 42 Z anl,n—I—Q —0.
n=0 n=0 n=0

Aplicando as propriedades de somatério vem

+o0 +00 +oo
Z na,x" — x Z (n +2) apa™ + 227 Z a,x" =0
n=2 n=1 n=0
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+o00
Mas f'(z) = Y na,z" ', pelo que
n=1
+00 +oo
Znanx” =x(f (x) —ay) e xZ(n—i—Q)an:p” =22f" (z) 4+ 22 (f (z) — a)
n=2 n=1
e assim vem
r(l—2xz)f () —2x(1—2x)f(x) = ayz — 2za,
ou seja,
ay — 20,0
! . 2 _ - =
£ (@) - 2f ) = L2
Quando a; = 2aq esta equagao tem a solugao f(z) = €** = > 22’!”", pelo que uma

n=0
~ , n . ~ ,
solucao ¢ a;, = % Para se determinar a segunda solucao procede-se de forma andloga

n—1

ao descrito no exemplo precedente. Como C' (n) = Ho H%, entao o casoratiano satisfaz a
1=
equagao C' (n+1) = %HC (n) . Daqui decorre que C'(n) = (nzTnl)!’ pelo que a 2 solucao é
B on n—1 (ZLQH)! B on n—1 il
G2n = 7 PP - Qi+l
T i=0 4! (i+1)! T =0
Assim, a solugao geral da equacao dada é
ol
i=0

J4& se viu que em alguns casos a equagao com coeficientes variaveis pode ser reduzida
a uma equacao com coeficientes constantes. Com efeito, considere-se a equacao

kTt + 1 f (N) Tpyp1 + . +cof (n) f(n—=1) .. f(n—k+ 1z, =g(n), (3.42)
onde ¢;, i =0, ..., k sao coeficientes numéricos. Fazendo a substituicao
tn=fn—Fkfn—k—=1)...f(b)y,, n>k+Db
e dividindo ambos os membros de (3.42) por f(n) f(n—1)...f (b) vem

g(n)
f)f(n—=1)..f(b)

que é uma equacao linear de ordem k, nao homogénea com coeficientes constantes.

CklYnt+k T Ck—1Yntk—1 + - T QYny1 + GYn =

Exemplo 3.49 Resolva a equa¢io x, 9 — 3nx,i1 +2n(n—1)x, =0.
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Solugao. Seja z, = (n—2)(n—3)...-2-1-y, = (n—2)ly,, n > 2. Dividindo
ambos os membros da equagao por n! vem vy, o2 — 3y,11 + 2y, = 0, cuja solugao geral é
Yn = 1 + 2" e assim z, = (n — 1)! (a1 + @22"). =

Podem aparecer equagoes na forma
Crngr + Co1d" Ty g1 + Ch—od® Tpyp—g + ... + cod™x, = g(n), d€R (3.43)

Neste caso pode-se escrever d', v =1, ..., k da seguinte forma

Sy=1)

A" =d"dv A

e fazendo a substituigao d" = f (n) a equagao (3.43) pode ser reduzida a uma equagao do
tipo (3.42).

3.5 Estabilidade das solucoes

Na sequéncia dos conceitos introduzidos na Secgao 2.6, pode-se dizer que uma solucao x,, ,,
da equagao (3.1) é estdvel, se para qualquer outra solugao x,, da equagao (3.1) a diferenca

D, =z, —2,,, Vn € ZaL ¢ limitada. Quando nliIEOODn = 0, z,, ¢ assimptoticamente

estavel. E obvio que Zp.n € instdvel se nao for estavel.

Em geral nao se pode tecer conclusoes acerca do comportamento assimptético das
solugoes de uma equacao linear de ordem k. Contudo, para as equagoes com coeficientes
constantes podem-se estabelecer alguns resultados.

Teorema 3.50 A solucao x, da equacao (3.20) é assimptoticamente estdvel se as raizes
caracteristicas estao todas dentro do circulo unitdrio no plano complexo.

Prova. Sabe-se que z,, = xp,, + 7, € da identidade (3.29) vem

r

lim |xn - xp,n‘ = lim Z )\ZL (Oé@o + ;1N + Oé@gﬂz 4+ ...+ O(ivmiflnmifl)
e SR o
r
< m A" (Jewol + |aian| + [aizn®| + .. + |@im,-1n™ )
- n—-+o0o

=1

Se [\;] <1, entao lim |z, —z,,| =0 e vice-versa. m
n—-+00 ’

Teorema 3.51 A solugdo x,, da equagio (3.20) é estdvel se o valor absoluto das raizes
caracteristicas € menor ou igual a 1 e para o caso em que o valor absoluto for 1, so o ¢,
se as raizes forem simples.

Prova. Se o valor absoluto das raizes caracteristicas for menor do que 1, entao pela
identidade (3.29) D,, é limitada. Quando o valor absoluto de alguma raiz for 1, entdao D,
s6 ¢ limitada se a raiz for simples, ja que, no caso contrario, um polinémio em n de grau
maior ou igual a 1 nunca ¢ limitado. m
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ot xl(nT_ xl(n>l h

Figura 3.1: Raizes caracteristicas reais distintas

Por forma a simplificar a discussao sobre a estabilidade das solugoes, particulariza-se
este estudo, as equacoes de diferencas lineares de 2* ordem homogéneas com coeficientes
constantes. Seja

Tnt2 + P1Tpy1 + P22, =0 (3.44)

Suponha-se que \; e Ay sdo as raizes caracteristicas. Entao se:

1. A1 e A\ sdo reais distintos, a solugao geral da equagao é x,, = a3 A7 + @A}, Deste
modo x; , = AT e 22, = Ay sao duas solucoes linearmente independentes da equagao
(3.44). Suponha-se que |\1| > |Az| (0 caso em que |A;| < |A2| é andlogo). Neste caso
chama-se A\; de raiz dominante e z,, de solu¢ao dominante. O comportamento do
limite da solucao é condicionado pela solugao dominante, ja que

A n
l‘n:)\? |:OZ1+OZ2 ()\—j) :|

n
< 1, entao lim <%> = 0 pelo que lim z, = lim ayA}. Tem-se seis
n—-+o0 1 n—-+oo n—-+o0

situagoes a destacar (ver Figura 3.1):

Como

Ao
A1

. +00, se a1 > 0
(a) Ay >1: lim z, = ’ !
n—-+00 —00, se ap < 0

a solucao ¢é instavel,

, a sequéncia (A7), diverge e assim

(b) Ay =1: lirf T, = oq, a sequéncia (aqA}), € constante pelo que a solugao é
n—roo

estavel;
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() 0< A <1: lim z, =0, asequéncia (yA}), ¢é mondtona decrescente sendo
n—+0oo

que a solucao ¢é assimptoticamente estavel ;
(d) =1 <X <0: lim z, =0, asequéncia (i A}), oscila convergindo para zero
n—-+00
sendo a solugao assimptoticamente estavel;
) aq se n é par . .
(e) Ay =—-1: lim z, = ba , a sequéncia (aq A7), oscila entre
n=+4oo —aq se n é impar
—ay e ap pelo que a solucao é estével (existem autores que consideram esta
situacdo como sendo uma instabilidade controlada);
(f) My < —=1: lim z, = oo, a sequéncia (a;A}), oscila mas aumentando a mag-

n—-+00
nitude pelo que a solucao ¢é instavel.

2. A = A1 = Ay é uma raiz real dupla. A solugao geral da equacado é z, = (a; + agn) \"
e neste caso é facil de ver que se |A| > 1, entdao lim z,, = oo, pelo que a solugao é
n—-—+00

instavel. Para [A| <1 tem-se que (nA™);" ¢ um infinitésimo pelo que lim z, =0e

n—-4o0o

assim a solucao € assimptoticamente estavel.

3. A1 e Ay sd@o um par de raizes complexas conjugadas da forma a + ib. A solucao da
equagdo ¢ x, = p" (a; cos (nf) + aysin (nd)) onde p = Va2 +b% e § = arctan (2).

a

. _ -1 ag . o aq . o a9
Seja w = tan <a1>, ou seja, CosSw = T esinw = 7\/01%—(12 Portanto,
1 2 1 2

T, = p"i/a? + ai[cos (w)cos (nh) + sin (w)sin (nd)]
= ap”cos(nd —w).

Neste caso a solucao da equagao oscila, ja que a fungao coseno também oscila. Tem-
se 3 situagoes distintas (ver Figura 3.2):

(a) p > 1, as raizes A\; e A\ = Ay estdo no exterior do circulo unitério. x, oscila
aumentando de magnitude e consequentemente a solugao ¢ instavel;

(b) p =1, asraizes \; e A\; = A\, estdo sobre a circunferéncia unitéria. x,, oscila de
forma constante mantendo a magnitude, pelo que a solugao é estéavel;

(c) p < 1, as raizes A\; e \; = Ay estdo no interior do circulo unitario sendo que
T, oscila mas convergindo para zero pelo que a solugao é assimptoticamente
estavel.

Observagao 3.52 Note-se que a solugdo da equagao (3.44) oslica em torno de zero se e
so se nenhuma das raizes reais caracteristicas é positiva ou se sao complexas conjugadas
e ¢ assimptoticamente estdvel se e sé se max {|\i|, |[Xo|} < 1.

Observacao 3.53 No estudo da estabilidade da solugdo da equacao (3.44) nao se consi-
derou a dependéncia de condigoes iniciais. As solugoes particulares podem ter comporta-
mentos diferentes conforme as condi¢oes que forem impostas.

Considere-se agora a equag¢ao nao homogénea com coeficientes constantes

Tpt2 + P1Tpt1 + P2y, = C, (345)
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3. (c) 3. (a)
x(n) |

3. (b)

v

Figura 3.2: Raizes caracteristicas imaginarias

onde ¢ é uma constante nao nula.

Depois de se conhecer a solucao da equagao homogénea associada, é necessario deter-
minar uma solugao particular, para se poder escrever a correspondente solucao geral.

No caso da equagao (3.45) e se a constante nao faz parte da solu¢do homogénea, entao
a solucao particular s6 pode ser constante.

Ao se determinar os pontos de equilibrio da equagao (3.45), ou seja, os valores para

0S quais Tpio = Tny1 = T, = x*, verifica-se que x* = m ¢ uma solugao particular
de (3.45). Assim a solugdo geral é x, = x5, + 2*. E evidente que x, — 2" se e
n—-—+00
s6 se xp,, — 0. Mas x,,, — 0 quando |\| > |Xa] e |[A;| < 1, ou seja, quando
" n—+oo " n—+oo

max {|A1], [A2]} < 1. Também se verifica que todas as solugoes da equagao (3.45) oscilam
em torno de z* se e sé se nenhuma das raizes caracteristicas é um real positivo ou sao
complexas conjugadas.

Exemplo 3.54 Determine as condi¢oes para os quais a solu¢ao da equacao
Tpao —a(l+b)xyq +abr, =1, a,b>0
oscila em torno do ponto de equilibrio.
Solucgao. A solucao oscila em torno de z* = ﬁ, a # 1 quando as raizes caracteristicas

sao reais negativas ou quando sao complexas conjugadas.

No caso de serem reais negativas, tem-se a® (1 + b)2 > 4ab < a > 2

(14b)?
2
a(b;l) + Y a2(1+2b) 1% 6 g (b+1) > \/@2 (14 b)* — 4ab, entdo é impossivel ter-se este caso.

. Como Ao =




88 Equacoes de diferencas lineares de ordem superior

4b
(14b)?

Para o caso de \; = Ay vem a < e assim todas as solugoes da equacao oscilam em

4b
(1+4b)*

torno de z* se a < ]

Como consequéncia das observagoes anteriores surge o seguinte teorema.

Teorema 3.55 Os pontos de equilibrio das equagoes (3.44) e (3.45) sao assimptotica-
mente estdveis (isto é, x, - x¥)ssel+p+py>0,1—p+py>0el—py>0.

Prova. (= )Por hipétese tem-se que max {|\|,|A\2|} < 1 onde A\; e Ay sdo as raizes

_ 2_ o 5
de A2+ LA+ pa = 0. Sejam A = PRI noriin

No caso em que A\; e \y sao reais tem-se

—2+p1 < /P —4dpa <2+p

—24p1 < —\pi—Ap <2+

A soma destas raizes é —p; e como se estd a assumir que as raizes variam entre -1 e 1,
entdo certamente que se tem —2 < —p; < 2 (<2< + Ay < 2). Assim, 2+ p; > 0 e
2—p; > 0. De |\ | < 1sai que \/p? — 4py < 2+ py, ou seja, p3 —4py < (2 +p1)2, portanto
14+ p1+p2>0ede [N <1 tem-se \/p? —4py <2 —p; eassim 1 — p; + py > 0.

—p1+iy/4p2—p? e\ — —p1—iy/4pa—p? o
2 2=

Se A1 e Ay sao complexos conjugados tem-se \; = 5

como —1 < Ay, Ay < 1, entao A\ Ag < 1, ou seja, po < 1.
(<=)Suponha-se que 1 +p; +p2 >0, 1 —p; +p2 > 0e 1 —py > 0. Tem-se de provar
que max {|A{|, [A2|} < 1 onde Aje Ay s@o as raizes caracteristicas.

—p1£iy/4p2—p?

. com 4py — p? > 0.

Se A\je Ay sao complexos conjugados, entao Ao =
Desta tultima relagao sai que p, > 0. Entao

2 4 o2
| = [No| = %+7p24 Pl <1

Se A\ie Ay sao reais, entao da relacao 1 + p; + po > 0 sai que —4py, < 4p; +4 e
14+ p; > —py pelo que 2+ p; > 1 —py > 0. Entao

—p1 + /D3 — 4ps —p1 + /Pl +4p1 +4
2 2

A1 =

< ‘

:‘—p1+(p1+2)

-
2

Da relacao 1 — p; + po > 0 sai que —4py, <4 —4p; e 2 —p; > 1 — py > 0 pelo que

|)\2|:|—p1—\/p%—4p2 —p1+\/p%—4p1+4
2

=1

em -2 p)
2

2

< |
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n+2

n+l n+2 n+3

Figura 3.3: Massas conectadas por molas

3.6 Aplicacoes

3.6.1 Estrutura de um cristal

A estrutura de um cristal pode ser modelada matematicamente considerando o cris-
tal como sendo uma coleccao infinita de objectos ligados por molas. Vai-se considerar
vibragoes ao longo de uma direcgao fixa. Seja v,, o deslocamento do n — ésimo objecto a
partir do ponto de equilibrio. Entao a equacao do movimento é

d?v,,
anrlT;l = knJrl (Un+2 - UnJrl) + kn (Un - UnJrl) ) (346)

onde m,, é a massa do n — éstmo objecto e k,, e k,1 sao constantes das molas.

. . o~ _ d2
Fazendo a substituicao v, = u,e "' tem-se que ZZ:Q“ = —wUpqie

equagao (3.46) é equivalente a

—iwt o gssim a

2 —twt —iwt —iwt
M 1 W U 1€ = kg1 (Ungo — Ungr) € 4 Ey (Un — Uny1) €,
ou seja,
2
kn+1un+2 + (mn—l—lw - kn+1 - kn) Up+1 + knun = 0.

Para um cristal ideal assume-se que os coeficientes sao independentes de n. Portanto
m, =m ek, =k, Vn € Z$. Neste caso, a equagao anterior assume a forma

mw?
Upyo + ( P 2) Upyy + Up = 0, (3.47)

que é uma equacao linear de 2* ordem homogénea com coeficientes constantes. As raizes
caracteristicas sao

N meil muw? 22 L1 meiw m Jw?m A
12— ok 2 k - ok 2VEV %

AT + oA\ se“ﬁTm—4>0

(cl+02n)< —“’;—km) se“’QTm—ll:O

A solugao geral de (3.47) é u,, = {

’ s g ~ . . 2
Quando as raizes caracteristicas sao complexas conjugadas, ou seja, quando *7*—4 < (

vem
w?m . wi [m w?m

Mp=1- L0y T

b2 ok 2V k k
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pelo que
w2m 2 w [m w?m ’
— (1= Ly . —1
P ( 2k)'+<2VkV k)
e
w /M w3m
5\/%\/4_ k
f = arctan ——
1=
Assim
. C1 | C2\ ng C1 G2\ _ing
= et = (345 ()
u c1 cos (nf) + ¢y sin (nd) 5 T5)¢" T3 735)¢

_ aleznG + 0[267"“9

Portanto, o deslocamento do n — ésimo objecto a partir do ponto de equilibrio é

nf—uwt) —i(nf+wt)

v, = el + ane )

3.6.2 Racionamento de agua

Devido a necessidade de racionar agua, o Joao pode apenas regar a sua relva das 21 horas
as 9 horas. Suponha-se que o Joao pode adicionar uma quantidade ¢ de 4gua ao seu relvado
durante este periodo, mas que metade desta agua é perdida por evaporagao durante o
periodo das 9 horas as 21 horas. Assuma-se que o relvado contém uma quantidade inicial
qo de agua as 21 horas do 1° dia de racionamento.

Seja vy, a quantidade de dgua no solo apds n — ésimos periodos de 12 horas. Entao

_ w4
vy = yO+Q7y2—2 5
_w e
Yys = 2+Q7y4—2+2
_w T
Ys = 2+Q7y6—2+2

Assim, se n é impar tem-se 4,0 = %yn + g esen épar vem y, o = %yn + 2. Em geral
tem-se

1 q n
— gy =~ (3= (=1)").

A solucao da equacao homogénea associada é

(2 ()

Se se usar o método dos coeficientes indetermonados vem que y,, = 2 (3 — (—1)") . Assim,
a solugao geral do modelo é

Yn = C1 (?) + ¢ <_\/7§> + g B3—(=1)").

Como as condicoes iniciais sao yo = qo € Y1 = qo + ¢ entao

1++/2 1—v2
= 9 (QO—Q)902: 5

Note-se que para valores de n grandes, ¥, essencialmente oscila entre g e 2q.

C1 ((]0 - Q) :
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3.6.3 Negociacao de salarios

Considere-se um modelo simples para a negociacao de salarios entre os trabalhadores e a
administracao de uma empresa.

A negociacao centraliza-se no facto de que o trabalhador solicita um salario de Ly
euros/meés, ao passo que a administragao oferece My euros/més. Em muitas situagoes reais
estas negociagoes duram meses, levando com que as duas partes se reinam muitas vezes.
A cada passo da negociagao, o representante dos trabalhadores submete uma proposta de
salario a consideracao da geréncia que entao apresenta uma contraproposta. Em geral,
a proposta de salario apresentada pela geréncia ¢ inferior a exigida pelos trabalhadores,
consequentemente, mais negociagoes sao necessarias.

Um modelo matematico para esta situacao pode ser construido assumindo que, a cada
passo da negociacao, a nova proposta apresentada pela geréncia adiciona ao ultimo salario
oferecido uma fraccao o da diferenca entre o tultimo salario exigido e o oferecido. Do
mesmo modo, o representante dos trabalhadores actualiza o salario exigido anteriormente
subtraindo a ultima proposta uma fraccao § da diferenca entre o exigido e o oferecido na
etapa anterior.

Seja M, e L,, respectivamente, o salario oferecido pela geréncia e o exigido pelos
trabalhadores na n — ésima reuniao. Entao as equagoes que traduzem as negociagoes sao
dadas por

Mn+1 - Mn + « (Ln - Mn) € Ln+1 - Ln - ﬁ (Ln - Mn) ) (348)

onde o e § sao constantes positivas tais que 0 < a, 5 < 1.
As equagoes (3.48) podem ser reescritas na forma

Myoi=01—-a)M,+al, e L, =pM,+ (1—73)L,.
Eliminando L, da 1* equacao vem

M,.1—(1—a)M,
+1 ( Oé) +ﬁMn 7

Mo =(1—0a) My +al|(l—0)

ou seja,
Mn+2_(Q_Q_ﬁ)Mn-H—’_(l_a_ﬁ)Mn:O (349)

A equagao caracterfstica de (3.49) 6 A2 — (2—a — ) A+ (1 — a — 3) = 0 que tem as
solugdes Ay =1 e Ay =1 —a — . Assim, a solucao de (3.49) é

M,=A+B(1l—-a-p)"

onde A e B sao constantes arbitrarios.
A solugao L,, pode ser obtida a partir da relacdo L, = M Substituindo o
valor de M,, vem

:A+B(1—a—ﬁ)"—(1—oz)[A—FB(l—oz—B)"] :A—Bﬁ

o «

Ly,

1-—a-p)"

As constantes A e B podem ser determinadas impondo as condigoes iniciais, isto é, A+ B =

Mye A— Bg = Ly. Destes duas relagoes sai que A = QL%%MO e B = a(zgof*ﬁ%) Como
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n | M, L, n | M, L,

0 1|900 1000 13 | 943,77 | 945,37
1 ]912 985 14 | 943,9 | 945,12
2 1920,76 | 974,05 | 15 | 944,04 | 944,93
3 1927,15 | 966,05 | 16 | 944,15 | 944,8
4 1931,82 | 960,82 | 17 | 944,23 | 944,7
5 1935,23 | 955,96 | 18 | 944,29 | 944,63
6 | 937,71 | 952,85 | 19 | 944,33 | 944,58
7 1939,53 | 950,58 | 20 | 944,36 | 944,54
8 1940,86 | 948,92 | 21 | 944,38 | 944,51
9 941,82 | 947,71 | 22 | 944,4 | 944,49
10 | 942,53 | 946,83 | 23 | 944,41 | 944,48
11 | 943,05 | 946,18 | : : :

12 1 943,42 | 945,71 | oo | 944,44 | 944,44

Tabela 3.4: Salario oferecido versus saldrio exigido

Ly > My, entao A > 0 e B < 0. Substituindo o valor das constantes nas respectivas
expressoes tem-se

aly+ My (Lo — M) a

M, = e (1—a-p)
_aLg+ My (Lo—Mo)B .
Ln = a+p * a+p (1-a=5

Da anélise que se faz a estas duas relacoes podem-se tirar as seguintes conclusoes:

1. O salério oferecido pela administracao e o exigido pelos trabalhadores é estavel se
O<a+p<2

2. Se ha medida que as negociagoes decorrem houver convergéncia, isto é, M,, cresce
lentamente e L,, decresce lentamente, entdo 0 < a+ /3 <1 (1 —a— > 0, pois caso
contrério, originaria uma oscilagdo indesejada e nao haveria convergéncia);

3. O salério final que satisfaz ambas as partes é

w= lim M, = lim L, = 2Lo 0o
n—o00 n— oo Og—kﬁ

Note-se que o salédrio final esperado w varia entre My e Ly, isto é, My < w < Ly.

Na Tabela 3.4 apresenta-se um caso concreto em que Ly =€1000, My =€900, o = 0, 12
e =0,15.
3.6.4 Propagacao anual de plantas

Uma planta produz sementes na fase final do seu desenvolvimento. Apds este periodo a
planta morre. Apenas uma pequena parte das sementes produzidas sobrevive ao inverno



Aplicagoes 93

e uma parte das que sobrevivem germinam no inicio da primavera dando origem a uma
nova geracgao de plantas.

O objectico é o de encontar um modelo que descreva o nimero de plantas numa
qualquer geracao. Seja

e ~ o numero de sementes produzidas por planta na fase final do seu desenvolvimento,
e « a fracgdo de sementes que germinam na primavera apds o seu desenvolvimento,

e 3 a fraccao de sementes que germinam na segunda primavera apés o seu desenvol-
vimento,

e 0 a fraccao de sementes que sobrevive a um dado inverno.

Seja p, o numero de plantas na geracao m, ou seja, o numero de plantas geradas a
partir das sementes com um ano (fracgdo «), mais o numero de plantas geradas a partir
das sementes com dois anos (fracgao f3).

Se $1,, representa o total de sementes que sobrevivem apenas a um inverno e So.n
representa o total de sementes que sobrevivem a dois invernos, entao p, = asy , + 352,.

As sementes que restam apés o perfiodo de germinacao sao s1, = (1 — ) 51, para as
sementes com um ano e sg, = (1 — [3) 52, para as sementes com dois anos.

50,, representa o nimero total de novas sementes produzidas na razao v por planta, ou
seja, So., = YPn. Apés um inverno, apenas uma fracgao o desstas sementes sobrevivem, ou
seja, S1n41 = 0S¢ (n) = 07yp,. Analogamente, So,11 = 051, = 0 (1l — a) s, e portanto
S2n4+1 = o? (1 —a)ypn-1

Como py 41 = sy pt1 + BS2n+t1, €ntao

Pny1 = QOYP, + 50-2 (1 - O{) YPn-1,

ou seja,
Pni2 — XOYPnt1 — 50-2 (1 - O‘) VPn = 0.

A equagao caracteristica é A2 — acy\ — B2 (1 — a)y = 0 cujas solugoes sao

My — aoy £ /2022 + 4602 (1 — a)y ooy |y iy
’ 2 2 Yo

46 (1 — «)

2

A1 € Ay sao raizes reais, ja que 1 —a > 0 pelo que Ay > 0e Ay < 0.

Para que a propagacao de plantas cresca indefenidamente quando n tende para infinito
deverd ser A\; > 1 (nao se faz o estudo para A9, uma vez que este é negativo o que originara
uma oscilagdo indesejada no nimero de plantas). Assim

46 (1 — «) 1

1 I+ ———|>1&e9> .
2 * * ya? 7 ac+o2f (1 —a)

Qo

Se # = 0, entao nao existe nenhuma semente que sobreviva a dois invernos e germine.
Para este caso a condigao é v > é Esta condicao diz que a propagacao da planta ocorre
se o produto do nimero de sementes produzidas por planta com a fraccao de sementes
que germinam na primavera seguinte ao seu desenvolvimento e com a frac¢ao de sementes
que sobrevivem a um dado inverno é superior a 1.
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3.6.5 Produto nacional
Nos paises capitalistas o produto nacional P, no periodo n é dado por

onde C,, representa as despesas de consumo publico em geral, I,, as despesas dos investi-
mentos privados e GG, as despesas governamentais. Em geral o periodo n é apresentado
em anos.

Em seguida, assume-se alguns pressupostos universalmente aceites em economia:

1. As despesas de consumo publico no periodo n sao proporcionais ao produto nacional
no periodo n — 1, ou seja, C,, = aP,_1, a > 0. A constante « é conhecida no mundo
econdémico por ”propensao marginal ao consumo”.

2. As despesas de investimento privado no periodo n sao proporcionais a diferenca do
consumo publico no periodo n com o do periodo n — 1, isto é, I,, = BAC,,_1, § > 0.

3. As despesas governamentais sdo constantes ao longo do tempo. Suponha-se sem
perda de generalidade que G,, = 1.

Assim, o produto nacional no periodo n é dado por
P,=aP, 1+ A[aP, 5]+ 1, n=2,3, ..
Esta equacao é equivalente a equagao

Poo—a(f+1)P1+afP, =1, n=0,1,2,..

O ponto de equilibrio desta equagao é P* = ﬁ No exemplo 3.54 viu-se que as
solugoes desta equacao oscilam em torno do ponto de equilibrio, ou seja, P, — P* se
n—oo
48

a < a7 (isto acontece quando as raizes caracteristicas sdo complexas). Pelo teorema
3.55 o ponto de equilibrio P* é assimptoticamente estavel (ou simplesmente estével na

linguagem econdmica) se
l—a(l+p)+af>0el+a(l+6)+ab>0el-af>0.

A segunda condi¢ao é automaticamente verificada ja que a e (3 sao valores positivos.
Assim as outras duas condi¢oes podem ser reescritas na forma

1
a<lea< —.

8

Estas duas condigoes sao necessarias e suficientes para que o produto nacional P* seja
estavel. Significam que a "propensao marginal ao consumo” ¢é inferior a 1 e que quando
multiplicada por § também ¢é inferior a 1. Se estas duas condigoes forem satisfeitas,
a sequéncia dos valores do produto nacional converge para P*, independentemente dos
valores iniciais. Na Figura 3.4 pode-se visualizar o dominio de estabilidade em funcao dos
parametros a e 3.
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Capitulo 4

Miscelanea de equacoes de diferencas

Neste pequeno capitulo apresenta-se a resolucao de certos tipos de equacoes de diferencas,
que nao foram abordados nos capitulos anteriores. Em particular estudam-se alguns tipos
de equacoes nao lineares.

Na Seccao 4.1 desenvolve-se o método de resolucao de equacoes exactas. Nas secgoes
4.2 e 4.3 apresenta-se o caso discreto das equacoes de Clairaut e de Euler, respectivamente.
Na Seccao 4.4 estuda-se a equacao de Riccati. Na seccao seguinte apresenta-se um método

Tn+1
Tn

seccao abordam-se as equacoes que sao dadas na forma de produto de poténcias. Final-
mente na ultima seccao estuda-se o caso discreto da equacao de Bernoulli.

de resolucao de equacgoes nao lineares homogéneas do tipo f ,n) = 0. Na pentltima

4.1 Equacoes exactas

Inicia-se esta seccao definindo equacao exacta.
Definicao 4.1 Diz-se que a equacgao

fon)zpio+ f1r(n) X1 + fo(n)x, =0 (4.1)
¢ exacta se pode ser expressa na forma A[f (n)x,+1 + g (n)x,] = 0.

Uma vez que
Alf () @i+ gn)zn] = f(n+ 1) @2 + (g (n+1) = f (1) Tus1 — g (n) 20,
entao por comparagao quando a equagao (4.1) é exacta tem-se
fn+1)=fo(n), g(n+1)=f(n)=fi(n) e —g(n)=fa(n).
Daqui decorre que a condi¢ao para uma equacao ser exacta é
fom)+ filn+1)+ fa(n+2)=0. (4.2)

Tem-se que f(n) = fo(n—1) e g(n) = —fs(n), pelo que, quando a equagao (4.1) é
exacta vem

Alfo(n =1z — fo(n)z,] =0.

Quando a diferenga é calculada, o coeficiente de z, 11 é f1 (n) = —fo(n+1)— fo(n —1).

97
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Definicao 4.2 Diz-se que a fun¢ao M (n) é um multiplicador da equagdo de diferencas
se a equagdo multiplicada por M (n) € exacta.

A partir de (4.2) decorre que M (n) é um multiplicador de (4.1) quando a condigao
fom) M)+ filn+1)M (n+1)+ fo(n+2) M (n+ 2) = 0 é satisfeita. Ora, isto acon-
tece quando M (n) é a solugao da equagao adjunta da equacao (4.1), ou seja, da equagao

fa(n42) yni2+ f1 (04 1) Ynia + fo () yn = 0 (4.3)
A equacao adjunta da equagao (4.3) é a equagao
fom+2)xpo+ filn+2)z,+ fo(n+2)z, =0

Efectuando a substitucao m = n + 2 vem

Jo (m) T + f1 (m) Tm-1+ fo (m) T =0
que é necessariamente uma equagao equivalente a equacao (4.1).

Exemplo 4.3 Resolva a equagao 2x, 9 — Z—ﬁ’xnﬂ + %xn =0,n>1.

Solugao. Como a equacao dada nao é exacta, entdao o seu multiplicador é a solugao

da equacao adjunta
1 n+4

nt 2 T Y T

Como 2" é solucao desta equagao, entdao M (n) = 2". Ao se multiplicar ambos os membros
da equacao dada por M (n), vem que a equagao

3)2" 2"
2n+1xn+2 - MJL‘TN& +—x, =0
n+1 n

n

, . n .
é exacta. Daqui decorre que A [Q"an — %:pn} =0, ou seja, 2"y — 2, = ¢;. Como

n
esta equagao é equivalente a equagao x,41 = %xn + 127", sal que

1 n—1 n—1 1
= R
Tn C2(n—1)!+ H 2] 1
k=1 Li=k+1
n—1
1 k!
= =1 02—1—012?]
k=1

Mais geralmente, a condicao que determina se a equacao de ordem k

Jo(n) ik + 1 () Tngpr + o+ fi (0) 20 = 0 (4.4)
é exacta ou nao é

fom)+fAin+D+fo(n+2)+ ...+ filn+k)=0 (4.5)
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Em particular, para a equagao de primeira ordem

fon)zpir + fr(n)x, =0 (4.6)

tem-se que se fo(n) + fi (n+1) = 0, entdo a equagao é exacta. Para este caso, tem-se
que A [—f1(n)x,] =0, ou seja, fi1 (n)zx, = ¢, ¢ constante.

A equagao adjunta da equacao (4.6) é a equacao f1 (n+1)y,+1 + fo(n)y, = 0, que
tem como solucao geral

n—1 .
Portanto, M (n) = [] f:{&(% ¢ o multiplicador da equagao (4.6) .
i=ng

Exemplo 4.4 Encontre o multiplicador da equa¢ao x,11 + (n—1)(n+ 1)z, = 0 e de-
termine a sua solucao.

Solucgao. E fécil de verificar que a equagao dada nao é exacta. O multiplicador da
equagao é a solugao da equagao adjunta n (n + 2) y,+1 + y, = 0, ou seja,

n—1

~1 2(—1)"""
M =11 57% = oo

i=1

Multiplicando ambos os membros da equagao dada por M (n) vem que a equagao

2(-1"" 2(-p""
=D+ D1 T gl
é exacta, pelo que A [(271(:721)),2,3:”] =0, ou seja, x, = cw [ ]
A equacao com coeficientes polinomiais de primeira ordem
a(n—ay)..n—ay) Tps1 —b(n—">01)...(n—by) x, =0 (4.7)

admite o multiplicador

B a'l'(n —ay)..I'(n — ay)
bt T (n—b +1)..T(n—b,+1)

e assim, ao se multiplicar ambos os membros de (4.7) pelo multiplicador vem

a'l'(n —ay)..I'(n — ay)
bl (n —by)..I'(n — by)

T, =0

donde, a solugao geral de (4.7) é

. b"I'(n —by)..I'(n —by)
a'l' (n —ay)..I'(n — ay)

Tpn =

Exemplo 4.5 Resolva a equa¢io x,1o+ (n+ 1)y —nz, =0, 20 =1, 1 = %
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Solugao. A equacgao nao é exacta. O multiplicador da equacgao é a solucao da equagao
adjunta, ou seja, da equacdo — (n+2)yYpi2 + (N 4+ 2) Yps1 + yn = 0. Esta equagdo é
equivalente a equagao — (n+2) Ay (n+ 1) +y (n) = 0, que admite uma solu¢ado quando
Yo =n+2eAy(n+1) =1. Assim, o multiplicador da equagao dada é M (n) = n + 2.
Ao se multiplicar ambos os membros da equacao pelo seu multiplicador, sai que

m+2)xpo+(n+1)(n+2)zp1—n(n+2)x, =0

¢ uma equagao exacta. Daqui decorre que A[(n+ 1) x,11 +n(n+2)x,] =0 e portanto

m+Dxp1+nn+2)z, =¢ (4.8)
~ . . . n —_1)ntl!
A equacao (4.8) admite o multiplicador M (n) = (_l)nﬂl;((nfl))r(n%) = ((nlJ)rQ)! , pelo que
2) (—1)" —1)™*
Ar 20
(n+2)! (n+2)!
e assim,
—1)"(n+1)! | & (=)
SRS S
n — (i +2)!
[

4.2 Equacao de Clairaut

O caso discreto da equacao de Clairaut, utilizada no célculo diferencial, pode ser escrito
na forma

T, = nAr, + f (Ax,), n € Z§ (4.9)

onde f é uma fung¢ao nao linear.
Fazendo a substitui¢do Ax,, =y, vem que a equagao (4.9) é equivalente a

Aplicando o operador A em ambos os membros de (4.10) vem

Yn =+ 1) Ynt1 — 10 + f Wn1) = f Wn)

ou seja,
(n+ 1) Ayn + f (Ayn +yn) — f(yn) =0 (4.11)

E facil ver que Ay, = 0 é uma solucao de (4.11), ou seja, y, = ¢, ¢ € k. De (4.10) resulta
que =, = cn + f(¢) é uma solugdo de (4.9). Se Ay, # 0, entdo a solugdo de (4.11) é

determinada através da solugao da equacao (n + 1) + %W = 0.

Exemplo 4.6 Resolva a equagao de Clairaut dada por x, = nAx, + (Axn)Q, neZg.
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Solugdo. Fazendo a substituigdo Ax, = y, tem-se z,, = ny, + y>. Ao se aplicar o

operador A em ambos os membros desta ultima identidade, resulta a equacao (n + 1) Ay, +
2 2 . ~ ~ ~ ~

(Yn + Ay,)” — y2 = 0. Daqui decorre que as solugbes desta equagao sao as solugoes de

2
Ay, =0ou (n+1)+ W = 0. Assim, z,, = cn + ¢® é uma solucao da equacao
dada. Da 2? relacao sai que

—(TL—I— 1) Ayn = (yn+Ayn+yn) (yn+Ayn _yn),

ou seja,
Yn+1 T Yn = _(n_'_l)

cuja solucao geral é

isto é,

Exemplo 4.7 Resolva a equa¢ao x, = nAx, + A%Dn, neZg.

Solugao. Fazendo a substituicao Az, = ¥, sai que x,, = cn + % é uma solucao. A
outra solucao sai de

(n_|_ 1) + Yn+1 Yn — 0’

ou seja,
Yn — Yn+1 1
= —(n+1)AY, & YnsiYp = ——.
i (n+ 1) Ayn & Ynirtn = =
Nao é facil determinar uma expressao explicita para a solucao desta equacao. Contudo,

se se iterar a expressao Y+1 = m pode-se verificar que
n

nlyo 4
| =T se n é par
I Bl (CO D
—— 2, se n é impar
Yo

n—1
. ~ ~ , — n
Assim a 2* solugdo da equacao é z, = A lylg =Y yi+c m
=0

(2
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4.3 Equacao de Euler
O caso discreto da equacao diferencial de Euler
an™y"™ + ap_12" Y + L+ azy +agy =0
¢é dado na forma
ag (n+k — 1)(k) Az, +ap_y (n+k— 2) D AR- Yew 4 oo+ ainAx, + apxy,
ou seja,
k
Zai(n—i-i—l)(i)Aixn:O, ne€Z’, apar #0, a; €C, 0<i<n
i=0
Procurem-se solugoes desta equagao na forma

L'(n+A) _
= —" 7.
Tn, T 00 , AeC, n+ e C\

Tem-se que

A(F(n+/\))_F(n+1+/\)_F(n+)\)_)\F(n—|—)\)
I'(n) ) T(n)+1 L'(n)  T(n+1)

o (T(n+A)\ Al(n+ M)\ L+
A( I'(n) >_A(F(n—|—1)>_)\(>\ 1>F(n—|—2)

e mais geralmente
Al ['(n+ M) _ /\(i)l“(n+).\)
I'(n)

Substituindo (4.14) na equacao (4.12) vem

n+i—1D)Y=(m+i-1)(n+i—2)..(n) ("_1* _T(n+9

e assim a equagao (4.15) assume a forma

Como F(”J“)‘ # 0 resulta

Portanto (4.13) ¢ solugao de (4.12) se e s6 se A é raiz do polinémio (4.16).

=0,

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)
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Exemplo 4.8 Resolva a equagio (n + 1) nA%x, — 6nAx, + 10x, =0, n € Z .
Solugdo. O polinémio (4.16) reduz-se a agA® + a; A + auA@ = 0, ou seja, 10 —

6A + A(A—1) = 0, cujas solugdes sao 2 e 5. Portanto, z1, = F(FTE:)Q) =n(n+1)e
Tonm = F(FTEZ)E’ ) = (n+ 4)(5) sao duas solugoes linearmente independentes da equacao dada.
Assim

Tpn=cmn+1)+c(n+ 4)(5) .
|

Exemplo 4.9 Resolva a equagdio (n + 1) nAz, + TnAx, + 9z, =0, n > 4.

Solugao. O polinémio (4. 16) é dado por A2 46X +9 = 0 que admite -3 como raiz real.
F(n 3) _

Entao z,, = N—20=3) ¢ uma solucao da equagao. Para se calcular a outra
solucao hnearmente m(gependente note-se que a equacao dada é equivalente a equagao

5-2n (n —3)°
e Ty =
n+1 "™ n+1)n

Como zy, ¢ solugao desta equagao, entao por (3.40) vem
i—1
(-3)°
n-l }34 <j(j+1>> g
Toan = Tin Z 1 = 14433'17” 24 m

i=4 i(i—1)%(i—2)%(i—3)

Tn+2 +

¢ a outra solucao linearmente independente. Portanto, neste caso a solucao geral é

n—1

Cl‘i_CQZ%

1
(n—1)(n—2)(n—3)

Tp =

|
Exemplo 4.10 Determine a solugio geral da equagdo 4 (n + 1) nA%x,+4nAz,+9z, = 0.
Solugao. O polindmio (4.16) reduz-se a 4A\* + 9 = 0 que tem como solugao \ = :I:%i.

Cr(ed) L T(ned)

As duas solucoes linearmente independentes sao 1, = ) Ton =~
Se z=x+yi, x,y € R, i =+/—1, entao

r (Z) = / tzfleftdt — / tzfltyzeftdt — / ta:fleftezylntdt
0 0 0

+00 +o0
= / t" e tcos (yInt) dt +i / t" e tsin (yInt) dt
0 0

Neste caso tem-se

3 Foo +°° 3

r (n + —i) = / " et eo ( In t) dt + 2/ ~sin (— In t> dt
2 0 0 2
3 Foo +°° 3

r (n - —i) = / t"le7tco ( lnt) dt — 2/ “le~tsin (— lnt) dt
2 0 0 2

pelo que a solucao geral da equagao dada é

1 tee ‘. +°° 3
= — t" e Int | dt —Int | dt|.
Ty F(n) {01/0 e ( n) +02/O sm<2n) }
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4.4 Equacao de Riccati

Existem dois tipos de equagoes de Riccati. A equacao reduzida e a equacao geral. A
primeira é apresentada na forma

Tny1Zn + f1 (N) Tnpr + f2 (n) 2 = g (n) (4.17)

e a segunda

T _ f3 n)xn—i—f4(n)
T () 2 + fe (n)

com f5 (n) #0 ¢ f3(n) fo (n) = fa(n) f5(n) # 0, Vn = 0.

Se g (n) = 0, entdo para resolver (4.17) é suficiente efectuar a mudanca de variavel

Yn = —, e neste caso, a equacdo assume a forma
Tn >

(4.18)

1 +f1 (n> yn+f2 (n>yn+1 = 07

ao passo que, se g (n) # 0 é necessario efectuar a substituigao

T, = Yn+1 f1(n).

n

Neste caso, esta transformacao origina a equacao

Yniz + (fo(n) = fi(n+1) Y1 + (=g (n) = fi(n) fo(n)) y, =0 (4.19)

A equagao (4.17) é de primeira ordem, pelo que, a sua solu¢do geral depende de uma
constante arbitrdria, ao passo que, a equagao (4.19) por ser de segunda ordem terda duas
constantes arbitrarias. Contudo, se y; 5, € y2,, sao duas solucoes linearmente independentes
da equacdo (4.19), entao a solugao geral pode ser escrita na forma vy, = c1y1., + C2Y2.n-
Deste modo a solugao de (4.17) é

C1Y1,n+1 T C2Y2,n+1
Tn = - fl (n>
C1Y1,n + Co2Yon
Yinel + CY2ny1

Yin + CYa.n

onde ¢ = &,
C1

5

Exemplo 4.11 Resolva a equagao x, 1T, — %xnﬂ + %:cn =5

Solucao. Fazendo a mudanca de variavel x, = % + % tem-se que a equacao assume
n

a forma

n 2 n 2 2 (Yn 2 1 (yn 2 5

y+2+_ y+1+_ _ y+2+_ Lz 3/+1+_ _ 2

Yn+1 3 Yn 3 3 Yn+1 3 6 Yn 3 18
Simplicando, obtém-se a equacao Y, 2 + %yn-i-l - %yn = 0, cuja solugao geral é y, =
e (3)" + e (=1)". Assim

B o (%)TLJrl + ¢ (_1>n+1 9 6—n—1 - C(_1>n+1

Tp = n n a5 _ n
¢ (g) +e2(-1) 3 6" +c(—1) 3
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|
Para se determinar uma solucao explicita da equagdao (4.18) pode-se efectuar a
substituicao f5 (n)x, + fe(n) = yz“ ou seja, T, = J%y("Tgly - ;g(zg Para esta mudanca de

variavel, a equagao (4.18) assume a forma

Yn+2 fo(n+1) f()[f5y€+)1 _fs(n + fa(n ).

fs () Yni1 5 (n+1) %

Simplificando esta equacao, obtém-se
Yni2 + A (n) Yn+1+ B (n> Yn =0

onde A(n) = —fo (n+1) = fs (n) S5 0 B (n) = BOUEEE — £y (0) fy (n 4 1)

Exemplo 4.12 Determine a solucao da equa¢ao x,11 = izf{, 1#a>0.

Solugao. Seja x, = % — 1. Para esta mudanca de variavel, a equacao dada toma a
forma v, 10 —2yn1+ (1 — a) y, = 0. As rafzes caracteristicas sdo 14+/a pelo que a solugao
da equagao é y (n) = c1 (1 ++/a)" +cz (1 — \/a)" . Assim, a solucio geral da equagao dada
é

(4 va) + (- vaye (54)

— -1
1+c<;£>

Ty =

4.5 Equacgoes homogéneas do tipo f (x;—zl, n) =0

"“,n) = 0, entao através
n

Se uma equagao nao linear se consegue escrever na forma f <m

da mudanga de varidvel y, = =+ ¢é possivel resolver a equacao na variavel y,,.

Exemplo 4.13 Resolva a equagio 2., — 22,17, — 322 = 0.

2

Solucao. Dividindo ambos os membros da equagao por z;, resulta

1

que é uma equagao do tipo f <x;+ ,n) = 0. Fazendo a mudanca de varidvel = = y,,,
n n

entdo a equagao reduz-se a y> — 2y, — 3 = 0. Pela férmula resolvente decorre que vy, = 3
ou y, = —1. Assim z,,1 = 3%, Ou T, 11 = —T,, ou seja, x, = c3"oux, =c(—1)". m

Exemplo 4.14 Resolva a equagdo nxl , + (2" + 2n) 22 v, + (—2"" — 3n) 122 —3 X
24 = (),
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Solugdo. Ao se dividir ambos os membros da equagao por z2, obtém-se a equagao

3 2
n [x”“] + (2" + 2n) [x”“] + (=2 —3n) [x”“] —3x2"=0
xn n xn

e efectuando a mudanga de variavel x;—:l = Y, vem
nys + (2" + 2n) Y2 + (—2”+1 — Bn) Yp —3 X 2" =0

E f4cil ver que y, = —1 e y, = 3 sao duas solugoes, pelo que, a equagao anterior se pode
decompor em

(Yn —3) (Yo + 1) (ny, +2") =0

. _9on .
Assim 11 = 3%, OU T, 1 = —Tp OU Tpy1 = Tan, ou seja, x, = c3"ou ,, = ¢(—1)" ou
—1
e i
n=C¢C—Gor - "

4.6 Equacoes com produto de poténcias

Se se considerar a equacao nao linear dada na forma

m1 mo mep4+1
T T T, =g(n)

e ao se aplicar logaritmos em ambos os membros, resulta
milnz, g +molne, p 1+ ... +mpyInz, =1Ing(n).

Efectuando a substituicao Inz, = y,, obtém-se a seguinte equacao linear nao homogénea
com coeficientes constantes

M1 Yn ik + M2Ynik—1 + oo + Mpp1yp = Ing (n).
Exemplo 4.15 Resolva a equa¢ao T, = x2.

Solugao. Aplicando logaritmos tem-se Inx,,; = 2Inz, e fazendo a substituicao
Inz, =y, vem ¥y,+1 = 2y,, cuja solucao geral é y,, = c2" e assim, x, = e?", Vn € Z(J{. [

Exemplo 4.16 (Equagdo logistica com r = 2) Resolva a equa¢io T,+1 = 2x, (1 — ).

Solugao. Para se poder aplicar o método descrito a esta equacao é necessario em pri-
meiro lugar efectuar a mudanca de varidvel z, = 3(1—y,). Para esta substi-
tuicio obtém-se a equagio y,.; = y>. Portanto a solucio geral da equacio dada é

xn:%(l—e'ﬁn). [ |
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4.7 Equacao de Bernoulli

No célculo diferencial, uma das equacoes nao lineares que pode se resolvida analiticamente
¢é a equacao de Bernoulli. A equivalente discreta é dada por

x:::f - ng71 = (p (n) —q(n) xnmil) xnmJ:ll (4.20)

onde p (n) e ¢ (n) sao fungoes de argumento discreto e m # 0,1 com n > ng € Zg .
Fazendo a substituicao 2™~ ! = y,,, a equacao (4.20) é equivalente

Ynt1 = Yn = (p(n) — ¢ (1) Yn) Yn+1,

ou seja,
Ynt1Yn + A(N) Y1 + B (1) yn =0 (4.21)

onde A (n) = 1;&(;1) e B(n) = ﬁ. A equacdo (4.21) é uma equacao de Riccati. Neste

tipo de equacoes faz-se a substituicao z, = yL, e assim vem
n

1 1 1 1
— 4+ A(n) + B(n) — = 0.
Zn+1 ”n Zn+1 Zn

Multiplicando ambos os membros por z,.12, vem

B __B(n)Z 1
n+1l — A(TL) n A(n)a

que é uma equacao linear de primeira ordem.
Exemplo 4.17 Resolva a equagio 25, — 28 = (n — 328) a8, n > 2.
Solugao. Fazendo a substituigao 28 = y, vem que a equagao dada é equivalente a

Yn+1Yn +2 (1 - n) Yn+1 — 2yn =0.

Seja ainda y, = ZL Entao a equacao assume a forma
n

1
Zny1 = — (n — 1)zn+§,
cuja solucao geral é
n—1 n—1 n—1 1
S (SRS Sl T RS
i=2 k=2 Li=k+1
n—1 k
I (=D
= (=D)"(n=2!]ec—=
k=2
Assim, 28 = 1 |
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Capitulo 5

Sistemas lineares de equacoes de
diferencas

Neste capitulo estudam-se os sistemas lineares de equagoes de diferencas (SLED). Usam-
se, para além de outros conceitos, os ja desenvolvidos nos capitulos anteriores.

Para o estudo dos SLED ¢ necessério utilizar alguma teoria relativa ao calculo matri-
cial. No Apéndice A, apresenta-se a teoria matricial necessaria ao desenvolvimento deste
capitulo.

Nos capitulos anteriores estudaram-se equacgoes de diferencas com apenas uma variavel
dependente (e também uma varidvel independente). Em muitas situagoes, nao sé a nivel
tedrico bem como no campo pratico, surgem equagoes com duas ou mais variaveis inde-
pendentes. O estudo destas equacoes ¢é feito através dos sistemas.

Assim, na Seccao 5.1 estuda-se a teoria basica necessaria para o estudo das solugoes
dos SLED. Na Seccao 5.2 apresenta-se um método para determinar a solucao geral de um
sistema nao homogéneo a partir da solugao geral do correspondente sistema homogéneo.
Na secgao seguinte sera apresentado um método para representar uma equacao de dife-
rengas linear de ordem k sob a forma de um SLED de 1* ordem.

Na Seccao 5.4 estuda-se o importante conceito de estabilidade das solugoes dos sistemas
lineares. Na sec¢ao seguinte sera feito o estudo das solugoes periddicas de alguns sistemas
lineares.

Finalmente, na ltima seccao deste capitulo, estudam-se as propriedades das solugoes
dos sistemas lineares auténomos, com apenas duas variaveis dependentes. Este estudo do
comportamento das solugoes é feito no plano de fases e permite obter-se uma compreensao
global do comportamento das mesmas.

5.1 Teoria basica

Suponha-se que se tem k equacoes lineares dadas na forma

Tintl = Q11T + A12T2n + oo + Q1T
Tontl = 21T1,n + A22T2p + ..o + Q2T

Tpptl = QOk1T1,n + Qp2Ton + ..o + QppTip

109
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Escrevendo o sistema anterior na forma matricial vem
Tpt1 = Ay, (5.1)

onde z,, = [ Tin Tom - Thkn }T eRFe A =a;],a; €R,i,j=1,.., k é uma matriz
nao singular (determinante diferente de zero).

Um sistema escrito na forma de (5.1) é considerado auténomo ou invariante no tempo,
ja que todas as entradas da matriz A sdo constantes.

Se se tomar um inteiro ng > 0 fixo, tem-se que x,, é um valor inicial especifico (é
por esta razao que o sistema (5.1) é conhecido por problema do valor inicial). Iterando o
sistema a partir de ng vem

Ty =A"""2,, (5.2)
com A° = I, onde I; é a matriz identidade de dimensao k x k. Para ng = 0 tem-se que
as solugoes (5.2) sao dadas na forma x,, = A™x,.

Tint+l = 2l'l,n + Ton + T3n + Tan
Toant+1 = 2$2,n
Exemplo 5.1 Resolva o sistema { 3,411 = 2T3, + Tap ,n>0comxy=
Ton+1 = Tan + L5 n
Tsn+l = —Ton — T3n — Lan

(1111 1]"

Solugao. O sistema dado é equivalente a z,,1 = Ax, com

21 1 1 0 Tim
0O 2 0 0 O Ton
A=10 0 2 1 0| ex,=| T34
o 0 0 1 1 Ty
0 -1 -1 -1 0 Tom

A matriz A é a matriz do exemplo A.21. Entao

x, = A'xg
ron oontl g9 onfl 9 onfl 9 2" 1717
0 2n 0 0 0 1
_ 0 n(n2+1) —on 4 n(n2+1) +1 n(n+1) n(n2—1) 1
| 0 —-n —-n —-n -n+1 | [ 1]
23 —4n — 7
on
= —2"+n(2n+1)+2
n(3—2n)+1
i —4n +1

n

Considere-se agora uma matriz nao singular A (n) = [a;; (n)], Vn > ny de dimensao
k x k onde os elementos a;; (n) sdo fungoes reais ou complexas definidas em Z; e x,, € R
(ou C*).
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Seja
Tnt1 = A (n) Tn+9g (n) ) (5'3)

com g(n) € R¥, um sistema linear ndo homogéneo. O correspondente sistema linear
homogéneo ¢ dado por
Tpi1 = A(n) zy, (5.4)

O sistema (5.4) é muitas vezes referido como nao auténomo ou variante no tempo, uma
vez que, as entradas da matriz A (n) dependem de n.

Teorema 5.2 Para cada vector inicial z,,, € R¥ e ng € Z& existe uma tinica solugdo w,
do sistema (5.4) .

Prova. De (5.4) tem-se

Lo+l = A (TLO) Ly
Tnore = A(no+1)xue11 = A(no+1)A(no) T,
Mais geralmente tem-se

ﬁA(z’)

i=ng

Tng (5.5)

onde

I, se n = ng
HA { An—1)A(n—2)...A(ng) se n > ng

i=ng

A relagao (5.5) fornece uma tnica solugao do sistema (5.4). =

Recorde-se que as solugoes z;,, 1 < i < k do sistema (5.4) s@o linearmente indepen-
k
dentes se Y ¢;xi, = 0, Vn > nyg, entao ¢; =0, 1 < i < k. Se existir um ¢ tal que ¢; # 0,
i=1
entao neste caso as solucoes sao linearmente dependentes.
Seja ® (n) uma matriz de dimensao k X k tal que as suas colunas sdo solugbes do

sistema (5.4), ou seja,

¢ (n) = [ Tin T2n - Tkn } .
Tem-se que
P(n+1) = [ Z1 n+1 Tont+l *°° Thkntl }
[ Y1, A(n)xe, - AN) Tk, }
= A()[mln Top - 0 Tpn | =An)®(n)

Portanto ® (n) satisfaz a equagao
O(n+1)=AMn)P(n). (5.6)

Daqui decorre que as solugoes z; ,,, 2 = 1, ..., k sao linearmente independentes para n > ng
se e 80 se a matriz ® (n) é nao singular ¥Yn > ny.

Toda a matriz ® (n) nao singular Vn > ny que satisfaz o sistema (5.6) é chamada de
matriz fundamental do sistema (5.4) . Repare-se que se ® (n) é uma matriz fundamental e
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B é uma matriz nao singular, entao a matriz ® (n) B é também uma matriz fundamental,
ja que a matriz ® (n) B é nao singular e ® (n +1) B = A (n) ® (n) B, ouseja,  (n+ 1) =
A(n)®(n). Portanto ® (n) B satisfaz ao sistema (5.6). Deste modo existem infinitas
matrizes fundamentais para um dado sistema. Entre essas, existe uma que pode ser
determinada como se pode observar de seguida.
n—1
Se @ (ng) = I, entdo por indugao conclui-se que ® (n) = [[ A (7).
i=ng
Note-se que no caso auténomo quando A é uma matriz constante vem ¢ (n) = A"
e senyg =0 tem-se & (n) = A".

Teorema 5.3 Euxiste uma unica solu¢io V (n) da equacao matricial (5.6) com W (ng) =
1.

Prova. A equacao de diferencas matricial (5.6) representa um sistema com k? equacoes
de diferencas de 1* ordem. Pelo teorema 5.2 obtém-se um tnico vector solucao v com k?
componentes tal que

v(ng)=[10 -+ 00100001000 - 0 1],

onde o 1 aparece nas nk+n+1 (n=20,1,....k — 1) componentes do vector. O vector v
pode ser convertido na matriz W (n) do tipo k x k, agrupando as primeiras k componentes
para a 1* coluna de ¥ (n), as segundas k componentes para a segunda coluna e assim
secessivamente. E obvio que W (ng) = I;,. ®

A partir de agora escrever-se-4 ® (n,m) = ® (n) ®~! (m) para dois inteiros positivos
n,m com n > m.

Como® (n+1,m)=®(n+1)® ! (m), entao a matriz fundamental ® (n, m) é solugao
de ®(n+1,m) = A(n) P (n,m). Pode-se assim estabelecer algumas propriedades inte-
ressantes sobre a matriz fundamental ® (n, m).

1.
o~ (n,m) = [ (n,m)] " = [®(n) &7 (m)]
= [0 (m)] &7 (n) = D (m) & (n) = D (m,n);
2.
B (n,m) =@ (n) &1 (m) = @ (n) &~ (r) & (r) @~ (m) = @ (n,7) &~ (r,m);
3.
(n,m) = ®(n)d" (m) = H A (i) ﬁA<i> |
= An-1)..A (nol)jzlo: (1n0) :Zlo Lm—1)
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Corolario 5.4 Se ® (ng) = I, entdo a unica solu¢do x,, do sistema (5.4) é dada por
Ty = O (n,ng) T, com x,, uma condi¢do inicial imposta.

n—1
Prova. Se ® (ng) = I, entao ® (n) = [] A(i). Assim
T, =@ (n)z,, =P (n) ¢! (ng) Tny = P (1, 10) Ty
n

Teorema 5.5 (Fdrmula de Abel para sistemas) Para ¥n > ng > 0

@ ()] = | (n)| [T 14 (5 (5.7)

i=ng

Prova. De (5.6) tem-se que |® (n+1)| = |A(n)||® (n)| que é uma equagao de dife-
rengas linear de 1* ordem e cuja solucao geral é a expressao (5.7). m

Observagao 5.6 Se A é uma matriz constante no sistema (5.4), entdo
| (n)] = [A]" [@ (no)]

Corolario 5.7 A matriz fundamental ® (n) € nao singular Yn > ngy se e sé se @ (ng) €
nao singular.

Prova. Decorre da férmula (5.7) notando-se que neste caso |A (i) # 0, Vi > ng. =

Observagao 5.8 Do coroldrio 5.7 decorre que as solugcoes ;,, i = 1,...,k da equagao
(5.4) sao linearmente independentes ¥n > ngy se e s6 se ® (ng) € nao singular.

Teorema 5.9 Existe um conjunto fundamental de solugdes do sistema (5.4) de dimensao
k.

Prova. Seja e; = (1,0,...,0), e; = (0,1,0,...,0), ..., e = (0,...,0,1) os k vectores
unitarios de R*. Pelo teorema 5.2, para cada e;, i = 1, ..., k existe uma tnica solugao ;,
do sistema (5.4) com x,,, = e;. Portanto z; ,, i = 1, ..., k sd@o k vectores solugao do sistema
(5.4).

Como @ (ng) = I, entdo |® (ng)| = 1 e assim pela observagao 5.8 tem-se o pretendido.
[ |

A semelhanca do que acontece com as equagoes de ordem superior estudadas no
Capitulo 3, se se considerar o conjunto S de todas as solugdes da equagao (5.4), tem-
se que S é um espago vectorial sobre o corpo k (R ou C). O espago S também ¢ linear
pois se z,, e y, sao solucoes de (5.4) e a, # € k, entao z, = ax, + [y, € S, uma vez que

Zpnt1 = OTpp1 + By = @A (n) T, + BA (n) Yn = A (n) Zn

Lema 5.10 Qualquer solugdo x,, do sistema (5.4) pode ser expressa como combina¢ao
linear dos elementos do conjunto fundamental de solugoes encontrado no teorema 5.9.
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Prova. Seja x,, uma solugao de (5.4) com z,,, = ¢ € R¥. Pela linearidade de S e sendo
k k
c =Y cei, ¢ € R tem-se que y, = Y ¢;x;,, satisfaz (5.4), sendo yp, =ce xipn, i = 1,..,k
i=1 i=1
o conjunto fundamental de solugoes encontrado no teorema 5.9. Entao pela unicidade da
solucao vy, coincide com x,,. m

Teorema 5.11 O espago S é um espago linear de dimensao k.
Prova. Decorre do lema 5.10 e do teorema 5.9. m

Observagao 5.12 Se z;,,, i = 1,...,k, sao k solugoes linearmente independentes do sis-

tema (5.4) e ¢ = [ cp Cy -+ Ck ]T € um vector constante arbitrdrio, entao o vector
z, = ®(n)c € a solugdo geral do sistema (5.4) com @ (n) = [ @1, T2y -+ Tpn |, ou
seja,

k
T, = g CiTin, ¢; € R.

=1

Lema 5.13 A diferenca entre duas solugdes x,, e y, do sistema (5.3) € uma solugao de
(5.4).

Prova. Tem-se que 2,41 = A(n)z, + g(n) € Yypy1 = A(n)y, + g(n), pelo que
Tpi1 — Ynt1 = A(n) [x, — yn], 0 que prova o lema. m

Ir-se-& agora direccionar a atengao para o sistema (5.3).

Uma solucdo particular x,, do sistema (5.3) ¢ uma fungao vectorial que satisfaz o
sistema nao homogéneo. O préximo teorema fornece um processo para determinar a
solugao geral do sistema (5.3).

Teorema 5.14 Qualquer solugao x,, do sistema (5.3) pode ser escrita na forma
T, =@ (n)c+ xp,, (5.8)

onde x,, € uma solugdo particular de (5.3), ® (n) é a matriz fundamental do sistema
(54) ec= [ c1 Cy o G }T, c=€R comi=1,.. k.

Prova. Pelo lema 5.13, z,, — x,,, € S e qualquer elemento de S pode ser escrito na
forma ® (n) ¢, ou seja, z, — z,, =P (n)c. W

E necessario entao encontrar um processo para determinar a solucao particular do
sistema (5.3) . Este é precisamente o contetido teorema seguinte.

Teorema 5.15 A solucao particular do sistema (5.3) pode ser escrita na forma

n—1
Tpp = Z O (n,i+1)g (i), xpn, =0.

i=ng
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Prova.
Ty = Y O(n+1i+1)g(i)
i=ng
n—1
= Y @+ Li+ g+ (n+Ln+1)gn)
i=ng
Como

Pn+1ln+)=0d(n+1)0d ' (n+1) =1,

dn+1,i+1) = <I>(n+1)¢>_1(i+1):ﬁA(z’)@‘l(i+1)
= A(n)l:[A(i)q)1(i—|—1):A(n)<I>(n)CI>1(i—|—1)
= A(n)é(;,iﬂ)
vem que

tpner = S A(m)® (m,i+1) g (i) + g (n) = A(n)z, + 9 (n)

i=ng

pelo que, z,, ¢ uma solucao de (5.3) com x,,, =0. =

Exemplo 5.16 Resolva o sistema xp41 = Axp,+g(n), onde A = { ; ? ] ,g(n) = [ 7; }

en >ng=0.

Solugao. Tem-se que

n—1
B N e O | (=)™ 0 = 2
v = [ao=a=[ 7 ][5 5|71
1=0
[ (—1)"43"  3n— (-1 ]
_ 2 2
- 3n—(—=1" (=1D)"+3" |
2 2

pelo que

) 2 ) 2 )
3n—z—17(71)n—1—1 (71)n—l—1+3n—1—1
2 2

' (,1)n—i—1+3n—i—l 3n—i—17(71)n—i—1
B (ni+1)= Al =
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Assim

Ty, =

3
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n—1

nye+ > @ (ni+1)g(i)

i=0
8]
C2

(- 43" 3 —(=1)"
2 2
31" ()T

2 2
n—1 (,1)"*i*1+3n7i71 3n7i717(71)n7i71 .
o e e | )
3n72717(71)n [ (71)71 7 +3n77,71 1
=0 2 2
(=D™(c1=ca)+3"(c1ter) | Pl [ G=D(=D" T (G1)3nTitt
2 gn + 2 o
(=1)"(ca—c1)+3"(c1+c2) (1—i)(=1)" L (i41)3n—i-L
2 | = 2
e 1n—1 ] i 1n—l ) ]
(D"(er—e) 8 eten) | (—1) ZO (t—=1)(=1) " +3" ZO (i+1)37"
(=1)"(c2— 612)+ 3" (c14c2) + 5 — ’:Lil 7@, ;Lil ‘
2 i =D)"" > A=) (=1)"+3" Y (i +1)37"
L =0 i=0
(=D)"(c1—c2)+3"(c1tc2) ] 1 [ 3(=1)"43n+1_¢
n 2 + - 4 n
(=1)"(ca—c1)+3™(c1+c2) 9 | 3" =3(=1"—4n
2 i L 4
4(c1— 02+3)( 1) +4(c1+c2+3)3"—6

8
4(ca—c1—3)(—1)" +4(c1 +ea+3)37—dn ] ; a, 2 €R
8

5.2 Método de variacao das constantes

Viu-se que a solugao geral de (5.4) é dada por z,, = ® (n,ng) ¢, ¢ € R¥. Suponha-se que ¢
é uma fungao vectorial definida em Z§ e imponha-se que z,, = ® (n, ng) ¢, satisfaz (5.3).

Entao

Assim

ou seja,

isto é,

Como &1

Tor1 = P(n+1,n0)chp1 = A1) P(n,ng) st
= A(n)®(n,ng)c, +g(n)

® (n,10) Cat1 = P (n,10) ¢, + A7 (n) g (n),
Cni1 = Cn+ [A () @ (n,10)] " g (n),

Cnt+1 = Cp + @—1 (TL + 17”0) g (TL)
(n+1,n9) = ®(ng,n+ 1), entao a solugao geral da tultima equagao é

n—1

Cn:Cno+Zq)(n07Z+1)g(Z)

i=ng
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Assim, a solugao de (5.3) pode ser escrita na forma

n—1
T, = ®(n,ng)c, =P (n,ng)cy, + Z ® (n,ng) P (ng,i+ 1) g (7)
i=ng
n—1
= ®(n,no)cng + ) ®(ni+1)g(0)
i=ng

Observacao 5.17 Para c¢,, = x,, vem que a unica solugdo de (5.3) €

n—1

n = ® (n,10) Tny + Y P (n,i+1)g (i), (5.9)

i=ng
ou seja,

T]46)

i=ng

Ty =

g (1) (5.10)

Ty + i []j A())

i=ng Lj=i+1

Quando A é uma matriz constante tem-se que ® (n,ng) = A" e ® (n,ng) = ¢ (n — ne,0).
Portanto a solucao anterior reduz-se a

n—1

T, = A"x,, + Z ATl (1)

i=ng

Note-se que neste caso A" "1 =®(n—i—1,0)=®(n,i+1).

Tin+1 = 21‘1,71 + 2x2,n - 2x3,n +1 1
Exemplo 5.18 Resolva o sistema { Tapi1 = 3Tay + T3, + 1 com xg = 0
T3 pi1 = Top + 33, + 1 -1

Solugao. Para este sistema tem-se

2 2 =2 1
A=10 3 1 egn)=1{ n
01 3 n?

Como A é uma matriz constante, entdo ® (n,0) = A”. Usando a forma canénica Jordan
da matriz A tem-se

-4 0 0 210 -1 0 0
A= 0 -11 020 0o -1 1
0 1 1 00 4 0 3
pelo que
-4 0 0 2" n2t 0 -3 0 0
®(n,0) = A"=] 0 -1 1 0o 2" 0 0 -1 3
0 1 1 0 0 4 0 3 3

2" n2" —n2"
— 0 2n—1 + 22n—1 _2n—1 + 22n—1
O _2n—1 + 22n—1 2n—1 + 22n—1
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A solucao do sistema que obedece a condicao particular dada é

el (1+mn)2"
A'zo+ Y AMTlg (i) = | 2nt— 22t
1=0

_2n—1 _ 22n—1

+

n-1 [ 2n—i—1 (n — 17— 1) on—iml (n — 17— 1) gn—i—l 1
+ Z 0 gn—i=2 4 92(n—i)=3  _gn—i—2 4 92(n—i)=3 i
i—0 0 _gn—i=2 + 22(n—i)—3 on—i—2 4 22(n—z‘)—3 2
_ 1 -
2SN (1 —k+ kn — K?n + k%) 27k
(1 + TL) 2" nflizo n—1
— 2n—1 _ 22n—1 + 2n72 Z (]i] _ ]{]2) 2719 4 % Z (/f + k2) 4,]{
_2n—1 _ 22n—1 =0 =0
- ; 2" 9 ok | A" N 2y 41—k
2 2(—k+k)2 +§§(k+k)4

(14 n)2"
2n71 _ 22n71

I _2n—1 _ 22n—1 | on _ %712 _ gn +

(14 —n) 2™ — 2n* — 6n — 13
_ n-1_ 194n 2.2 16, _ 58
B 5><21 19544 233 79n3127
n— _ i9q4gn __ = _ __ o1
| 2 54" — 3Nt —gn — 5

[ 13 x 2" — 2n2% — 6n — 2n2" — 13
+ 2X2"—§n2—%n+%22n
i22n
27

58

27
31

27

5.3 Representacao de equacoes de ordem superior

sob a forma de sistemas

Inicia-se esta seccao considerando a equacao linear de ordem k

Tnyk + 01 (N) Tkt + P2 (N) Tngk—2 + o + e (0) T = g () (5.11)
onde py (n),...,pr (n), g (n) sdo fungoes definidas em Z .
Introduzindo as k — 1 relagoes x,,1; = 4, 1 < i <k — 1, obtém-se o sistema
(
Tn+1 = Tn+1
Tn4+2 = Tn42
Tnt+k—1 = Tptk—1
([ Tntk = —P1 (1) Tk — P2 (1) Tnge—2 — . — P () T + g (1)
que pode ser escrito na forma
Xpi1=AMn) X, +G, (5.12)
onde
Tn 0 Lng
Tn : Tn,
X, = AR A R D ort (5.13)
: 0
Tntk-1 g (TL) Tno+k—1
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‘ i 1 0 0 i
0 1
Am)=|° : (5.14)
- 0
0 0 1
| —p(n) —pr1(n) -+ —pa(n) —pi(n)

sendo X, as condicdes iniciais impostas. A matriz (5.14) chama-se matriz companheira
(ou de Frobenius) da equacao (5.11). Esta matriz possui algumas propriedades interes-
santes que caracterizam a solucao de (5.12):

1. O |A(n) — M| é o polinémio (—1)" (A +p1 () N1+ .+ pi (n)) . Quando A ¢
uma matriz constante este polinémio coincide com o polinémio caracteristico;

2. [A(n)| = (=1)" pr (n) e uma vez que a equacio (5.11) tem ordem k, entdo A (n) é
nao singular;

3. Quando A é independente de n e tem Aq,...,\p vectores préprios simples, entao
pode-se escrever A na forma VDV ~! onde V ¢ a matriz de Vandermonde e

N O o 0
D 0 X :
: 0
0 -+ 0 M\

De (5.9) sai que a solugdo do sistema (5.12) é dada na forma

n—1
Xy = (n,n0) Xpy + Y_ @ (n,i+1)G (i),

i=ng
ou seja,

40

i=ng

X, = G (). (5.15)

&ﬁZLHA@

i=ng =i+1

Como se quer descobrir a solugao z,, da equacao (5.11), entao a primeira componente de
(5.15) é a expressao pretendida.

Exemplo 5.19 Revolva a equag¢ao usando a notacao matricial
Tpys — TTpy1 — 62, = (=2)", zo=1, 21 =2 e x3 = —1.

Solugao. Usando as equagoes auxiliares o1 = Tp 41 € Tpio = Tpio tem-se o seguinte
sistema
Tpt1 = Tpy
Tpy2 = Tny2
Tpyg = 6z, + Ty + (—2)"



120 Sistemas lineares de equacoes de diferencas

cuja forma matricial é

Tn+1 010 Tn 0
H o)) = 0 0 1 Tn+1 + 0 )
Tn43 6 70 Tn42 (—2)n

ou seja, X411 = A(n) X,, + G (n). Como a matriz A é uma matriz constante tem-se que
®(n,0) = A"e ®(n,i+ 1) = A» L. Diagonalizando A vem

1 1 3 1 1
TS S T S e O B
=t 2 o3| % B O IR R

6 7 0 1 11 0 0 3 = x4

]_ n—1 0
X, = A" | 2 | +> A 0
-1 i=0 (—2)

20
s ((—212: —2(-1)"+ 553" — £n(-2)"
- 7 n n 3 an
o, AT Em s D gt
T T Tkt
2(—1)" = 52 (=2)" + 553" — zn (-2)
Portanto, a solucao da equacao inicial é
34 9 1
n=2(-1)" - —=(=-2)"+ —=3" — —n(=2)"
= 2= = 5 (PO 53— g (=)

Exemplo 5.20 Considere a sequéncia de triangulos rectangulos da Figura 5.1 onde
po=(0,0), p1 = (%, %) € py = (%,O). Para p, = (zp,yn) comn > 3 tem-se

o Tp+1 + Tp o Yn+1 + Yn
Tpy3 = f € Ynt3 = T

Escreva cada equacao sob a forma matricial e determine a sua solu¢ao. Qual o lim p,?
n—oo
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A

D

D

Ps
Do )2 (1.0)

v

Figura 5.1: Sequéncia de triangulos rectangulos

Solugao. As equagoes dadas podem ser apresentadas na forma

Tni1 010 Ty Yn+1 010 Yn
Tn42 = 0 0 1 Tn+1 € Yn+2 = 0 0 1 Yn+1
Tnys $ 20 Tnt2 Yn+3 530 Yn+2

que sao sistemas lineares homogéneos de primeira ordem e cujas solucoes sao

Ty [0 1 0]"[0
Topr | = [0 01 :
Tot1 32 0] s
(1 -2 20 1 0 0
= |1 =1+4i —1—i | |0 (-3-1)" 0
11 1 0 0 (—5+30)"
B 5 : 0
[ 10— 5 5T 1" 10T 10 2
() (=) = (= ) (3 ) 2]
= | (B E) (e (i (E
| (35— 10%) (2= 29)" + (5 +168) (=3 +30)" +3 |
m ][ G () = ) (b )+
o | = | (55— m0) (-2 = 39) " + (55 + 267) (-3 +31)" +3
mer ] L= G+ ) (100" = (5 =) (S3+ 40"+

Assim

+
o|’_‘

|
7N
o
o|’_‘
|
(2 W= S
-~
~__
/l_\
DN | =
|
N —
~
~__
3
|
7N
—_
o|’_‘
+
] =
-~
~__
/l_\
DN | =
+
DN | =
~
~_
+
| =
——— N

121
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Como }—% - %z} = }—% + %2’ = g < 1 entao

. 21
imp,=[(=,-].
n—>oop 55

5.4 Estabilidade das solugoes

5.4.1 Preliminares

Considere-se a equacao de diferencas vectorial

Tonr1 = f(n,x,), (5.16)

onde x, € R¥ f:7Z* x R¥ — R¥, f(n,z) é uma fungdo continua em z e ,, é uma
condicao inicial.

A equagao (5.16) é auténoma ou invariante no tempo se a varidvel n nao aparece
explicitamente no lado direito da equagao, isto é, f(n,z,) = f(z,) e é periédica de
periodo N se Vn € Z* se tem f (n+ N,z) = f (n,z) para algum inteiro positivo N.

Um ponto x* € R* é um ponto de equilibrio da equacio (5.16) se f (n,z*) = z*,
Vn > ng. Se se efectuar a mudanca de variavel y,, = x,, — * vem

Yn+1 = f(nayn _'_x*) —rt = g(nayn)'

Quando ¥, = 0 tem-se x,, = x*. E por esta razao que muitos autores assumem que z* é a
origem 0 de um referencial e neste caso x* é chamado de solucao zero.
Seguidamente apresentam-se as varias nocgoes de estabilidade do ponto de equilibrio

*

x*.
Definigao 5.21 O ponto de equilibrio x* da equagdo (5.16) é:

1. Estdvel (E) se dado ume > 0 eng > 0 existe § = § (g,ng) tal que se ||x,, — z*|| < 4,
entdo ||z, —x*|| < e, Vn > ng, uniformemente estdvel (UE) se 0 pode ser escolhido
independente de ng e instdvel (1) se nao for estdvel;

2. Atractivo (A) se existe p = p(ng) tal que ||xn, —2*|| < p implica lim z,, = z*,

uniformemente atractivo (UA) se p pode ser escolhido independente de ng. Pode-se
redigir a condi¢ao de uniformemente atractivo de outro modo. Se existe p > 0 tal
que para todo € > 0 e ng > 0 existe N = N () independente de ngy tal que se
|zn, — 2*|| < p, entao |z, —z*|| <e, Yn >ng+ N ;

3. Assimptoticamente estdavel (AE) se € estdvel e atractivo, uniformemente assimpto-
ticamente estdvel (UAE) se é uniformemente estdvel e uniformemente atractivo;

4. Exponencialmente estdvel (EE) se 30 > 0, 3IM > 0, In € |0, 1] tal que

2y = "Il < 6 = lln — 2% < M [|wn, — [ 7"~

5. A solugao x,, € limitada se ||z,|| < M, Vn > ng para alguma constante M positiva.
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[
»

B2

Figura 5.2: Ponto de equilibrio z* = 0 estavel no plano de fases

Se no ponto 3. u = 0o e no ponto 4. § = 0o, entao diz-se que a estabilidade é global.
Na Figura 5.2 pode-se visualizar o comportamento do ponto de equilibrio z* = 0, no caso
deste ser estavel. Suprimindo o tempo n e tomando ¢ dentro da bola de raio ¢ observa-se
que o estado futuro z,, n > 0 estd sempre dentro da bola de raio €. Este diagrama ¢é
conhecido como o retrato no plano de fases e sera estudado na Seccao 5.6. Na Figura 5.3
ja se considera n como uma variavel do plano tridimensional.

Na Figura 5.4 apresenta-se uma hierarquia entre os conceitos de estabilidade apresen-
tados na definicao 5.21

Para melhor se compreender a defini¢ao 5.21 seguem-se alguns exemplos:

1. A solugao da equagdo x,.1 = &, é x, = X,,, pelo que a solucao zero (z* = 0) é UE,
uma vez que, dado € > 0 e ng > 0 se se tomar § = § tem-se que |x,,| < 0 implica
[ Zn| = |2p,| < 0 = 5 < . Por outro lado a solucao zero nao ¢ AE ji que nao ¢ uma
solucgao atractiva, uma vez que, lim z,, = z,, # =* sempre que x,, # 0.
n—oo

n—1
2. A solucao da equacao x,11 = %xn, n>1¢éx, = {H %} Ty = ﬁxo. O ponto
i=1

de equilibrio z* = 0 (ou solu¢ao zero) é UAE, uma vez que lim z, = 0, ou seja,

a solugao zero ¢ UA. Por outro lado, dado € > 0 e ng > 0 tome-se 0 = 5. Entao
sempre que |zo| < 0 tem-se que

IR S S S
- S ) T -2~

pelo que, a solugao zero também é UE. Consequentemente a solucao zero é UAE.

|zn| =

3. A solucao da equacao escalar =, = ax,, n > 0 ¢é z,, = a"xy. Entao:
S s n-+ ns n 0
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Y2 /

g

v

75

Figura 5.3: Estabilidade de um ponto de equilibrio no plano tridimensional

EE
AE < ‘/UAE
\ y
A
v v
E < UE

Figura 5.4: Hierarquia da nocao de estabilidade



Estabilidade das solucoes 125

(a)

(b)

()

Se |a| < 1 tem-se que a solucao zero é UAE, ja que é UA uma vez que Ju > 0

tal que |zg] < p = limz, = 0 e é UE pois para um dado ¢ > 0 e 30 = 2|Zn|

tal que sempre que |zo| < 0, entdo

€
|z,| = |a"| |xo| < |a™| 6 = 5 < e.

Se |a| = 1 tem-se que a solucao zero ¢ UE, uma vez que se se tomar § = § para
um dado ¢ > 0, entao

|zo] < & = |xn] = |20 <0 <e.

Se |a] > 1 tem-se que a solugao zero é instavel, uma vez que, nao existe nenhum
d =6 (e,n0) para um dado € > 0 e tal que |zo| < 0 implique |z,| < €, j& que a
solucao nao é limitada.

n—1
4. A solugao da equagdo x,.1 = a(n)x,, é x, = [ I] a (z)] Tp,- Entdo podem-se tirar

i=ng

as seguintes conclusoes:

(a)

n—1 )
11 a(d)
i=ng
constante positiva que depende de ny.

A solucao zero é estavel se e s6 se < M (ng) = M, onde M é uma

Para se provar esta afirmacao considere-se que a solucao zero é estavel. Isto
quer dizer que, para um dado € > 0 e ng > 0, 36 = § (g, np) tal que |x,,| < 0
implica |z,| < . Entao

n—1 n—1
. . g
2| < &= | T a(i)|lzng] <= ][] a ()] < o < M(ng) =M
i=ng i=ng 7o

Reciprocamente, para um dado € > 0 e ng > 0 tome-se § = d (g,ng) =

T ()

i=ng

T a(i)

i=ng

€
2M (ng) "

Entao de |z,,| < 0 tem-se que |z, | = |Tp,| < M6 < e.

A solugao zero é UE se e s6 se < M, onde M é uma constante

positiva que nao depende de n.

A prova no sentido directo é feita supondo-se que a solucao zero é UE, ou seja,
parae > 0eng > 0,30 > 0 tal que |z,,| < ¢ implica |z,| < €, Vn > ny. Entao

n—1 n—1
€
a(t)| |y, | <e= a(t)| < —— < M.
Z1_;1[ ( ) | Tl0| H ( ) |:L‘no|
=ng 1=ng
No sentido inverso pode-se tomar § = 577 e tem-se que |z,,| < 0 implica

|z, | = |zn,| < MJ < g, ou seja, a solugao zero é UE.

T o)

i=ng
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T ati) =o.

i=ng

(c¢) A solucado zero é AE se e s6 se lim

n—~o0

n—oo

n—1
Supondo por hipétese que a solucao zero é AE, entao lim { I a(@)

T a()

i=ng

T a(i)

i=ng

|zn,| = 0, ou seja, lim

n—o0

Portanto lim

n—oo

|zn,| é uma constante. Reciprocamente, suponha-se que lim

n—oo |,

T o)

i=ng

T a ()

i=ng

Isto quer dizer que ¢é limitado. Seja

i=ng

}xno =0.

= 0, uma vez que

= 0.

< D, entao para um

dado e > 0 e ng > 0 tome-se 0 = 55. Assim, sempre que |z,,| < d vem que

2D

ol = | T a )

i=ng

Para se provar que a solucao ¢é atractiva basta notar-se que lim

n—oo |,

n—1

0= lim [] a(i) =0, pelo que Iu = p(ng) tal que |z,,| < J, entao lim z,

n—o0,;_n.

(0] -

(d) A solugado zero é EE se e s6 se

n—1

[Tat)

i=ng

0<n<l

T a ()

|zn,| < D& < €, 0 que prova que a solugdo zero é estavel.

< Mn"~"™, para algum M>0 e

Suponha-se que 30 > 0, IM > 0, In € |0, 1] tal que |x,,| < ¢ implica |z,| <

M |z,,| n" ™. Entao

n—1 n—1
jn] = [ [T @ ()| [ns| < M |0y " = | [ [ @ (5)
i=ng i=ng

n—1

[Tat)

i=ng

0 <n<1. Sejad >0 tal que |z,,| <. Entao

Ta0)

i=ng

Reciprocamente, suponha-se que

|| = || < Mn"™" o] .

5.4.2 Estabilidade dos sistemas lineares

Considere-se o sistema linear
Tpr1 = A(n) z,

S Mnn—no )

< Mn"~" para algum M>0 e

(5.17)

onde n > ny > 0 e para todo n > ng A (n) é uma matriz nao singular de dimensao k x k.

O sistema (5.17) é ndo auténomo. O correspondente sistema auténomo é

Tpy1 = A:En

(5.18)
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Seja ® (n) a matriz fundamental de solugoes dos sistemas (5.17) ou (5.18). Recorde-se
que ® (n,m) = ®(n) @' (m) é a matriz de mudanga de estado. Para o sistema (5.18)
tem-se que ® (n,ng) = A" e portanto a solucao do sistema é x,, = A" "0z, .

Teorema 5.22 Se p(A) < 1, entao toda a solugio x, do sistema (5.18) satisfaz a

condi¢gdo lim x, = 0. Além disso, se p(A) < 6 < 1, entdo existe uma constante c¢>0

n—oo

tal que ||z, || < 0™ ||z, ||, 7 > no.

Prova. Seja o (A) = {A1,..., At} e 0 tal que p(A) < < 1. Pelo algoritmo de Ptuzer
pode-se determinar as poténcias de A. Neste caso a solugao do sistema (5.18) é

k
_ . . I.set1=0
— [;ul(n)]\/[(z—l)] Ty, M (i) = { (A—NL)M(i—1), 1<i<n
n—1 .
up(n) =M, u (0) =1ew;(n) = Zo A (7)1 =2, ..., k. Daqui decorre que
i=

ur (n)| = " < [p(A)]" < 0", n € Zg.

n—1 : :

Como uy (n) = S Ay 77N = ))‘zjg, entao
j=0

(] = (3= <

Analogamente tem-se |u; (n)| < b;0", i =1,..., k.
Sabe-se que para qualquer matriz M, existe uma constante d > 0 tal que [|[Mz| <
d||z||, Vr € R*. Assim, as solugoes z,, do sistema (5.18) satisfazem

al AT = A3l < a (A + [AZ]) < 2a[p(A)]" = 020", n € Zg.

k
[22n]] < Z i ()M (0) o || < D 036" d |00, || = €0 [, -

i=1

Como 0< 0 < 1, entao limz, =0 m

n—oo

Corolario 5.23 A solugdo zero do sistema (5.18) € assimptoticamente estdvel se e s se

p(A) <1
Prova. (<=) Suponha-se que p (A) < 1, entdo pelo teorema 5.22 tem-se que lim z,, =
0, pelo que a solugao zero é atractica. Para um dado e > 0 e ng > 0 tome-se § = W.

Entao sempre que ||z, | < 0 tem-se
laall = |47 laoll < [JA"][6 = < <<,

pelo que a solucao zero ¢é estavel. Provou-se assim que se tem estabilidade assimptética
da solucao zero.
(=) Por hipdtese tem-se que Ju = p (ng) tal que lim z,, = 0 sempre que ||z, || < .
n—oo
Assim lim A" ™x,, = 0 (z,, ¢ uma constante). Daqui decorre que lim A"~ = (.

n—00 n—00
Pela forma canénica de Jordan sabe-se que A"~ = PJ" ™ P~1 E obvio que a matriz
J'7" — 0 sempre que || < 1. Como lim A" = 0, entdao lim J" ™ = 0, e isto

n—oo n—oo n—oo

implica que lim J" ™ =0, ousejap(4) <1. =
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Vs

bs
v

Xy e »

Figura 5.5: Estabilidade assimptdtica da solugao zero (solu¢ao em forma de espiral con-
vergente para a origem)

Exemplo 5.24 Prove que a solugao zero do sistema é assimptoticamente estdvel

. _{1 —5}90
n+1 — 1 n-
1 —1

Solugao. O polindmio caracteristico € p(X) = X* + 1. Entdo o (A)

que p (A) = % < 1 e assim em virtude do coroldrio 5.23 a solugao zero é AE. Na Figura

. . . 1
5.5 ilustra-se esta situacao com xg = [ 10 } .

Teorema 5.25 Se p(A) > 1, entdo a solugio x, do sistema (5.18) satisfaz a relagdo

lim ||z, | = oc.
n—oo

Prova. Suponha-se p(A) > 1. Entao 3\ € o (A) tal que |A| > 1. Seja v o correspon-
dente vector préprio. De Av = v tem-se que A?v = A\v = AAv = \?v. Mais geralmente,
por inducao prova-se que A" "0y = A"y, Entao x, = A" "0 é uma solucao do sistema
(5.18) e ||z, || = A" ||v|| o oo

Corolario 5.26 A solugdo zero do sistema (5.18) € instdvel se p (A) > 1.

Prova. Pelo teorema 5.25 a solugao zero nao ¢ limitada, pelo que nao existe nenhum
d =9 (e,ng) para um dado € > 0 e ng > 0 tal que ||z,,|| < implique ||z,|]| <e. =

Teorema 5.27 Se p(A) < 1 e cada valor préprio X de A com |A| = 1 € semi-simples,
entdao Jc > 0 tal que ||z,] < c||xn, ||, n > ng > 0 com x, solu¢ao do sistema (5.18).

Prova. Enumerem-se os valores préprios de A da seguinte forma: |\;| < 1 para
i=1,...,5—1e|N| =1parai=j, .. k. Neste caso tem-se que z,, = A" "z,,, pelo que
|znll = || A" || |22, || - Pela forma canénica de Jordan sabe-se que A"~ = pPJjr—mop~1
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onde ~ -
J 0 - e 0
0 J, - :
J. 0
J = 0 A 0 0
0 Ajp
: : .. .0
] 0o --- 0o .- 0 )\k_

onde J;, i = 1,...,r é uma matriz do tipo s; x s; tal que > s; = j — 1. E obvio que
i=1
J" — 0 pelo que cada bloco é limitado. Em relagdo aos restantes k — j + 1 blocos

n—oo
de dimensao 1x1 tem-se por hipdtese que |\;| = 1, ¢ = j,..., k, ou seja, cada um destes
blocos tem norma 1. Consequentemente ||J"~ ™| < d, d > 0, e assim

lall = [1PI T [ 27H] Hlamg Il < llamg I -
|

Corolario 5.28 A solucao zero do sistema (5.18) € estdvel se e sé se p(A) <1 e cada
valor proprio X de A com |A| =1 € semi-simples.

Prova. (<) Pelo teorema 5.27 sabe-se que ||z,| < ¢||z,,||. Para um dado ¢ > 0,
ng > 0 tome-se 0 = 5. Portanto sempre que ||z,,|| < § vem que ||z, || < ¢ ||z,,|| < cd < e.

(=) Suponha-se que para um dado € > 0e ng > 0 35 = J (¢,n0) tal que ||z,,]| <
implica ||z, || < e. Assim, tem-se que

[A 7 [ Nlzno | = 1PI{] 7" [ |27 H[ o | < &

Entéao existe uma constante positiva d tal que ||[J" ™| < d .
Portanto cada bloco de Jordan J!* é limitado e assim tem-se |\;| < 1 ou |\;| = 1 com
A; semi-simples; ou seja, p(A) < 1. =

Exemplo 5.29 Determine se a solu¢do zero do sistema x,.1 = Az, € estavel, AE ou
Lo ] = 0 1 -1

N | o

ou -

N

N —
N —

-1 = —
—2 1 0 1

O i lowo|—

instdvel quando a matriz A é [

O wolw

1 1
3 2

Solugao. No 1° caso tem-se que o (A) = {1}, pelo que tem-se de ver se este valor
préprio é semi-simples. A forma candnica de Jordan da matriz A é

e bR b

pelo que o valor proprio 1 nao é Semi simples e consequentemente a solugao zero do sistema
é instavel. No 2° caso 0 (A) = { 3 0 3} pelo que p(A) =2 < 1 e assim a solucao zero
é AE. Por ultimo tem-se que o (A) = {—1,1 1} e assim p (A) = 1. Mas como 1 é valor
préprio simples, entao a solucao zero deste sistema ¢é estavel. m

[N

O seguinte resultado estabelece as condigoes de estabilidade em termos da matriz
fundamental ® (n) do sistema (5.17).
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Teorema 5.30 A solucdo zero do sistema (5.17) é:

1. Estavel se e so se existe uma constante positiva d tal que

1@ (n)|| < d, n>ng>0; (5.19)

2. Uniformemente estdvel se e so se existe uma constante positica d tal que

| (n,m)|| <d parang <m <n < oo; (5.20)

3. assimptoticamente estdvel se e so se

lim ||® (n)|| = 0; (5.21)

n—oo

4. Uniformemente assimptoticamente estavel se e so se existe uma constante positiva
d en€]0,1] tal que

1P (n,m)]| <dn™™™, ng <m <n < oo. (5.22)

Prova. Seja @ (n) a matriz fundamental do sistema (5.17), com ® (ng) = I;. Portanto
Ty =D (n) Ty,

1. Suponha-se que a relacao (5.19) se verifica. Entao ||z,|| < d||x,,||. Para um dado
e > 0, ng > 0 tome-se § = 5. Portanto sempre que [[z,,|| < 0 vem ||z,|| < dsy < €, ou
seja, a solugao zero ¢ estavel.

Reciprocamente, suponha-se que 30 = 0 (g, ng) tal que ||z,|| = ||® (n) x,,|| < € sempre
que |2, || < 8. Como ||z, || < 0 se e 86 se $||@y,|| < 1, entdo

1
1© ()] = sup [|@(n)v]| =< sup & (n)an| <5 =d

o || <8

Shl ™

2. Suponha-se que a relagiao (5.20) é satisfeita. Entao ||® (n)|[|®~! (m)|| < d. Seja
_ efletem]]
T

J

, entao sempre que ||z, || < J vem

d
[znll = (1D ()| |2, || < o770 <€
[&= (m)]

Como 9 nao depende de ng entao a solugao zero é UE.

Reciprocamente, suponha-se que para um dado € > 0, ng > 0 3§ = 6 (ng) tal que
||| < 6 implica ||z,]] < . Como @ (n) = & (n,m)P (m), entdo [P (n,m)|| ||zl <
”c}j—m)”, e portanto

1 €
|® (n,m)|| = sup ||®(n,m)v]| == sup ||®(n,m) | < =7 =d.
ol <1 O |l <b T (m)]]

3. Suponha-se que lim [|® (n)|| = 0, ouseja ||® (n)]] é limitada. Portanto ||® (n)| < d,

d > 0. Para € > 0, no > 0 tome-se § = o;. Entao sempre que ||z,,[| < § vem

lznll = | ()| f|n, || < db <&
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e assim a solucao zero é estavel. Para se provar que ¢é atractiva basta ver que
lim |[z,[| = Tim ([[® ()] {|zn, ]| = 0 X ||, ]| = 0.
n—oo n—oo

Daqui decorre que lim z,, = 0 e assim tem-se a estabilidade assimptotica da solucao zero.

n—oo

Reciprocamente, suponha-se que a solugao zero é AE. Entao

i [l = lim (& ()] ] = 0
Daqui decorre que lim [|® (n)|| = 0.

4. Suponha-se que a relagao (5.22) é valida. Por 2. conclui-se que a solugao zero

é UE. Seja e € ]0,d[, p = 1 e N tal que n" < £. Assim se ||z, || < 1, entdo ||z,|| =

|D (n,10) Ty || < dn™™™ < e para n > ng + N. Daqui decorre que nlLIEO |z,|| = 0 e assim

lim z,, = 0. Provou-se assim que a solugao zero é UAE.

n—~oo

Reciprocamente, suponha-se que a solucao zero é UAE. Pela estabilidade uniforme,
sal que ||® (n,m)| < d para ng < m < n < oo (ponto 2.). Como a solugdo zero ¢é

uniformemente atractiva tem-se que Ju > 0 tal que ||x,,|| < w implica limz, = 0,
n—oo
ou seja lim |z,|| = 0. Tem-se entdao que |z,|| < 1 e assim para ¢ € ]0,1[ existe
n—oo

d > 0 tal que ||®(n,ng)|| < € para n > ng + N sempre que ||z,,|| < p. Para n €
[no +md,ng+ (m+1)d], m > 0 tem-se

1D (n,10)|]| = ||®(n,n0+md)|||® (no +md,ng+ (m—1)d)|| ... |® (n + d,no)||
< de™ = d <g%>(m+l)d — d'ym+Dd
15

IN

dnm ) md <n—ng < (m+1)d.
m
Corolario 5.31 A solugdo zero do sistema (5.17) é:

1. Estdvel se e so se todas as solugcoes sao limitadas;

2. FEzxponencialmente estdvel se e s se é UAFE.
Prova. 1. Pelo teorema 5.30 a solugao zero ¢ estavel se e sé se ||® (n)|| < d. Assim
[zall = 12 ()] |z, | < d |z, || < "

2. Novamente usando o teorema 5.30 a solucao é UAE se e s6 se existe uma constante
positiva d e n € 0, 1] tal que

| (n,m)|| <dn"™™, ng <m < n< 0.
Assim, 35 > 0 tal que ||z,,|| < 0 implica

[ znl < dn™" [, |
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Exemplo 5.32 Determine a estabilidade da solugao zero do sistema x,1 = [ _11 g } Tn-

Solugao. A solucao do sistema é

x:{j iH(Q_o) <2+O>Hz —}

Como o (A) = {2 —14,2 41}, entdo p(A) = v/5 > 1 pelo que a solucio do sistema nio é
limitada. Pelo corolario 5.31 a solucao zero é instavel. m

Corolario 5.33 A solugdo zero do sistema (5.17) é:
k
1. UE se ) |a;j(n)] <1, 1< 5 <k, n > ng;
i=1

k
2. UAE se ) |aij (n)] <1 —w, para algum 0 <v <1, 1< j <k, n > ny.
i=1

k
Prova. Seja ||All, = &1]8%; |a| -

1. Tem-se que ||A (n)||, <1, Vn > ng, entdo
n—1

[T4@

i=m

1@ (n, m)[|, = = [lA =Dy JA )], < 1.

1

Pelo ponto 2. do teorema 5.30 conclui-se a estabilidade uniforme.
2. Neste caso ||A (n)||, <1 — v, para algum 0<v < 1.

1@ (n, m)lly = [[A (n = DIy .. [A(m)]],
<(1=v)(1—=wvg). (1 —wvp)

Seja n = max {1l —vy,1 —vq,....,1 — v, } . Entao
|® (n,m)|ly <nn..np=n"""

Logo pelo ponto 4. do teorema 5.30 conclui-se que a solucao zero é UAE. =

Exemplo 5.34 Use o corolario 5.33 para determinar a estabilidade da solu¢ao zero do

_1 cosn e} 0 =5
sistema Tpy1 = A(n)x, onde A(n) :[ Si;‘;n},A(n) = Toosan o com o gy
0% L0 0
n+2
e 000
Am)=| 0 10
1 01
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2
Solugao. Para o 1° caso tem-se que a solucao zero é UE ja que > |a; (n)] =1 e
i=1
2 .
> aie (n)| = %‘W < 1, mas nao é UAE pois nao existe nenhum v € |0, 1] tal que
i=1

1=1-v. Para o 2° sistema a solugao zero é¢ UAE, uma vez que

: 11 1 _19
;ml(n)‘ ntl 4 5-20° "
> |sinn|
Z |aiz (n)| = — S 1=

i=1

3 :

2

Z laiz (n)] = |cosn| + 2 [sin n <1,

i=1 4

3
No 3° caso nada se pode concluir, uma vez que, »_ |a; (n)| = Z—ﬁ e para n = 1 sai

=1

3
Z ‘ail (1)‘ =2>1 =
=1

5.5 Sistemas periodicos lineares
Seja N um inteiro positivo superior a 1 e A (n) uma matriz real nao singular de dimensao
k x k. Suponha-se que A (n) é periddica de periodo N, ou seja, A (n+ N) = A(n). Uma
solucao periddica de periodo N é uma solucao da forma x, .y = x,, Vn € Z*.
Definicao 5.35 Diz-se que o sistema

Tpi1 = A(n)z, (5.23)
¢ um sistema periddico de pariodo N se A (n) for periddica de periodo N, ¥n € Z*.

O seguinte teorema é uma consequéncia da periodicidade de sistemas

Teorema 5.36 Se o sistema (5.23) é um sistema periddico de periodo N, entdo a matriz
fundamental ® (n) satisfaz as sequintes relagoes:

1. & (n+ N) também € uma matriz fundamental;

2. ®(n+ N)=o(n)C, para alguma matriz nao singular C,
3. d(n+ N,N)=®(n,0);

4. ®(n+ N,0) = (n,0)d(N,0).

Prova. 1. Como ®(n) é a matriz fundamental do sistema, entdo satisfaz a relagao
®(n+1)=A(n)d(n), pelo que

dPn+N+1)=An+N)®d(n+N)=An)®(n+ N).
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Logo sai que ® (n 4+ N) é também uma matriz fundamental.

2.
d(n+N) = nH A(i)=An+N—-1).., AN +no) A(N+mno—1)..A(ng)
= 14;_(77;0— 1)A(n—2)..A(ng) A(N +ng—1)...A(ng)
= & (n)C,
com C=A(N+ny—1)A(N+ny—2)...A(ng).
3.
n+N-—1
®(n+N,N) = ][] A@)=A(m+N-1). AN +1)A(N)
= A(n—-1) A(l)A(O):ﬁA(z)z@(n,O)
4.
®(n+N,0) = nH A()=An+N—-1)..A(N)A(N —1)..A(0)

= A(n)..A(0)A(N —1)..A(0) = @ (n,0) & (N,0)

]
Existem algumas consequéncias deste teorema, nomeadamente o seguinte resultado.

Teorema 5.37 Para toda a matriz fundamental ® (n) do sistema (5.23), existe uma mat-
riz P (n) ndo singular, periddica com periodo N, tal que

o (n) = P (n) B™. (5.24)

Prova. Pelo lema A.22 existe uma matriz B tal que BY = C, onde C' é uma matriz
especifica. Seja P (n) = ® (n)[B"]"". Entio

P(n+N) = ®(n+N)[B*N] " =&(n+N)B VB
= ®(n)CBYB™, pelo ponto 2 do teorema 5.36
= &(n)B"=P(n)

Portanto P (n) tem periodo N e é ndo singular, uma vez que, ||P (n)|| = ||® (n)|| ||B7"|| =
—”fféﬁ{"' # 0. A partir da definigdo de P (n) sai que ® (n) = P(n) B". =

Observe-se que se y, é a solugao do sistema

Yn+1 = Byn, (5.25)

entao
x, = ®(n)c= P(n)B"c, ¢ vector constante
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ou seja,
Ty = P (n) yp. (5.26)

Isto mostra que o estudo do sistema (5.23) reduz-se ao estudo do sistema auténomo (5.25) .

A matriz C' (C' = BY) determinada no ponto 2. da demonstraciao do teorema 5.36
denomina-se por matriz de monodromia da matriz fundamental de solugdes ® (n) do
sistema (5.23) . Aos valores préprios p de B chamam-se expoentes de Floquet do sistema
(5.23) e aos correspondentes valores préprios Y de BY chamam-se de multiplicadores de
Floquet do sistema (5.23). Deste modo também se chamam aos sistemas (5.23) sistemas
de Floquet.

Lema 5.38 Um nimero complexo u é um expoente de Floquet do sistema (5.23) se e sd
se existe uma solu¢do nao trivial do sistema (5.23) da forma u"q(n), onde q(n) é uma
fungao vectorial com q(n+ N) =q(n), Vn € Z*.

Prova. (=) Seja p um expoente de Floquet do sistema (5.23). Entao |B — pli| = 0.
Seja xo € R* 2y # 0 tal que (B — uly) zo = 0, ou seja, Bxg = pwg. E facil provar por
indugdo que B"xy = u"xy. Portanto (B™ — u™Iy)xe = 0, Yn € Z* com xy # 0. Deste
modo tem-se que P (n) B"zy = u"P (n)xg, onde P (n) é a matriz periédica definida em
(5.24). Pela férmula (5.24) resulta

x, = P (n,ng) xog = P(n) B"xg = u"q(n).

Encontrou-se assim as solugdes periddicas da forma desejada onde g (n) = P (n) xo.

(<=) Suponha-se que o sistema (5.23) tem solucoes da forma p"q(n), g(n+ N) =
q (n) # 0. Pelo teorema 5.37 tem-se que u"q (n) = P (n) B"xg, xo # 0. Daqui decorre que
u g (n) = P(n) B"™Nxo. Também tem-se que u"™Vq(n) = puN P (n) B xy. subtraindo
as duas ultimas identidades vem

P (n)B" [BY — pNIi] 2 =0

e consequentemente

|BY — pNIi| = 0.
Isto quer dizer que p ¢ um multiplicador de Floquet e portanto é um expoente de Floquet.
[ ]

Corolario 5.39 Se o sistema periddico (5.23) tem um multiplicador de Floquet p =1 e
nenhum dos restantes multiplicadores € igual a -1, entdo o sistema (5.23) tem uma solugdo
periodica de periodo N. Se existir um multiplicador de Floquet i = —1, entao neste caso
o sistema (5.23) tem uma solucdo periodica de periodo 2N.

Prova. Suponha-se que o sistema (5.23) tem um multiplicador de Floquet p = 1
e nenhum dos restantes é igual a -1, ou seja, |C'— Iy| = 0. Pelo lema 5.38 o sistema
(5.23) tem uma solugdo da forma ¢(n), onde ¢ (n) é uma funcao vectorial da forma
gn+ N) = q(n), Vn € Z*. Isto é o mesmo que dizer que o sistema (5.23) tem uma
solugao periodica de periodo N.

Suponha-se agora que o sistema (5.23) tem um multiplicador de Floquet p = —1.
Entao pelo lema 5.38 (—=1)"¢(n), com ¢(n+ N) = ¢(n), Vn € Z*, é uma solugdo do
sistema. Isto quer dizer que, para n par a solucao é ¢ (n) e para n impar a solugao é —q (n),
ambas com periodo N. Consequentemente, num periodo de 2N as solucoes coincidem. m
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Observacao 5.40 No ponto 2 do lema 5.36 encontrou-se uma forma de obter a matriz
de monodromia C = BY e cujos valores proprios sio os multiplicadores de Floquet do
sistema (5.23). Viu-se que ® (n+ N) = ®(n)C. Pondon =0 com ®(0) = Iy, resulta
que a matriz de monodromia é

C=d"1(0)®(N)=A(N—1)A(N—2)..A(1) A(0). (5.27)

Exemplo 5.41 Determine a matriz de monodromia, os multiplicadores de Foquet e a
periodicidade das solugcoes do sistema

o= | o f

Solugéo. E facil verificar-se que A (n+2) = A (n), V¥n € Z*. Entéao

CzA(1>A(0>=[_01 éH? é]:[é —01]

Os multiplicadores de Floquet sao py = 1 e pg = —1. Em virtude do corolario 5.39 a
solucao do sistema tem priodo 4. m

Teorema 5.42 Seja x,, a solugdo do sistema (5.23) .

1. Se se wverificar a condi¢ao || < 1 para todos os multiplicadores p de Floquet do

sistema (5.23), entdo lim z, = 0;
n—+0oo

2. Se se verificar a condigao |p| < 1 para todos os multiplicadores p de Flogquet do
sistema (5.23) e se todos os multiplicadores de Floquet p com |u| = 1 sdo semi-
simples, entao existe uma constante d tal que ||z,|| < d ||z, Vn € Z§;

3. Se algum multiplicador p de Floquet do sistema (5.23) satisfaz a condig¢ao |u| > 1,
entdo ||z,|| —, oo

Prova. Tem-se que
x, = O (n,ng) Tp, = P (n,n9) B" "z,

onde P é uma matriz nao singular tal que P (n+ N,ng) = P (n,ng). Viu-se que efectuar
o estudo do sistema (5.23) reduz-se ao estudo do sistema auténomo, ou invariante no
tempo (5.25). Os valores préprios de B s@o os expoentes de Floquet. Entao, o ponto 1
decorre do teorema 5.22, 0 2 do teorema 5.27 e finalmente o ponto 3 do teorema 5.25. m

Exemplo 5.43 FEncontre os multiplicadores de Floquet e determine a estabilidade da

solucao do sistema
Tintl | _ 0 w T1n
T2 n+1 # 0 Ton .
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Solugao. Para este sistema N = 2 uma vez que A(n+2) = A(n), Vn € Z*. Os
multiplicadores de Floquet sao os valores proprios da matriz

5010 02|
9
4

ou seja, p = i e uy = 5. Como p (C) =2 > 1, entao ||z, T +00. W

Corolario 5.44 (FEstabilidade dos sistema de Flogquet) A solugdo zero do sistema (5.23)
é:

1. Estdvel se e so se |u| < 1 para todos os multiplicadores v de Floquet e aqueles com
|| =1 sao semi-simples;

2. AE se e s se |u| < 1 para todos os multiplicadores p de Floquet.

Prova. Como o estudo do sistema (5.23) reduz-se ao estudo do sistema auténomo, ou
invariante no tempo (5.25), a prova decorre dos coroldrios 5.28 € 5.23. m

Exemplo 5.45 Determine a estabilidade da solucao zero do sistema

0 Cos(2§”) ] .

Tpt1 = |: — cos (27§n> 0

Solugao. A matriz deste sistema tem periodo 3, uma vez que A(n+3) = A(n),
Vn € Z*. Assim
0 1] [0 —%
-1 0| [+ o0

Tem-se entao que o (C) = {ii} pelo que p(C) = i < 1, logo a solugao zero é AE. m

C=A(2)A(1)A(0) = [g 0%} {

N[

O_
10

5.6 Analise no plano de fases

Num sistema com duas variaveis dependentes o vector de estado contém duas compo-
nentes. Quando o sistema ¢é autéonomo e sem entradas exteriores, o estudo do vector de
estado, que residirda num plano, o plano de estado, permite obter-se uma compreensao
global do comportamento do sistema.

Assim, nesta seccao estudam-se as propriedades dos sistemas lineares com duas va-
riaveis dependentes, auténomos ou invariantes no tempo. Mais precisamente, sera feito o
estudo do comportamento das solugoes do sistema

Ty = Axy, (5.28)

| 11 Q12 o | T1in
com A = nao singular e x,, = .
Q21 A22 Ton

O polinémio caracteristico de A é |A — Ao| = A% — (a1 + ag2) A + aj1a9n — ag1a19. As
solugoes desta equagao sao os valores proprios de A, ou seja,

tr (A
Mo — r(4)
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A(4)<0
A
4
A(4)=0
6
a=0
4
a<o0 a>0
3
A <A, <0 2 0<A <A
1
— A <0=4 ‘ 0=4 <A ——»
L i )
A A
A <P<A,
A(4)<0

Figura 5.6: Valores proprios de A no espago trago-determinante
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AM#X2 (A(A)>0) | Mi=do=) (A(A)=0) | A=atpi (A(A)<0)
tr(A)>0el|A|l >0 AL <A2<0 A<0 A 2=atBi, a<0
tr(A)=0e|A| >0 - - At2=48i (a=0)
tr(A)>0el|A|l >0 0< A <Ag A>0 M2=a£Bi, a>0
|A] <0 A1<0<As - ,
matriz de Jordan J )(\)1 )(\]2 3 i\ _Oéﬁ g

Tabela 5.1: Blocos de Jordan para matrizes do tipo 2 x 2

2
em que tr (A) = a3 +ax e A(A) = (#) —|A|, com |A] = aj1a99 — asass.

Pela forma candnica de Jordan A = PJP~!. Tem-se 3 representacoes possiveis para a
matriz J tal como se ilustra na Tabela 5.1.

Viu-se nas secgbes anteriores que z* é um ponto de equilibrio do sistema (5.28) se
Ax* = z*. Se (A —I;) é uma matriz nao singular, entdo z* = 0 é o tnico ponto de
equilibrio do referido sistema. Por outro lado, se (A — Ij) é singular, entdo existe uma
familia de pontos de equilibrio. Para este caso ao efectuar-se a mudanca de varidvel
Yn = Ty — TF, Vem

Yni1 = Tpy1 — 2" = Az —2" = A(y, + 2°) — 2" = Ay, + Az — 2" = Ay, + 2" — 2" = Ay,,

ou seja, obtém-se um sistema equivalente ao sistema (5.28) . Deste modo, as propriedades
de estabilidade dos pontos de equilibrio z* # 0 sao as mesmas do ponto de equilibrio
r* = 0. Perante este facto, considera-se que z* = 0 é o Unico ponto de equilibrio do
sistema (5.28).
Efectuando a mudanca v, = P 'x,, entdo y,.1 = P 'z, = P"'PJP 12, = Jy,.
Assim tem-se a relagao
Ynt1 = Jyn (5'29)

Se z,, ¢ uma condigao inicial do sistema (5.28), entao y,, = P~'z,, ¢ a correspondente
condicao inicial do sistema (5.29). Note-se que as propriedades dos pontos de equilibrio
destes dois sistemas sao idénticas.

Designem-se as duas componentes da variavel de estado por z; e x5 (ou y; e yz).
As condigdes iniciais z,, (ou y,,) condicionam a evolugao do estado do sistema (5.28)
(ou (5.29)), ou seja, o seu comportamento. O que se pretende é desenhar a trajectéria
dos sucessivos pontos de x, (ou y,) no espaco das variaveis de estado, isto é, represen-
tar os pontos no plano (O;x,22) (ou (O;y1,y2)). Essencialmente, desenha-se a drbita
{z, :n >0} (ou {y, : n > 0}).

Uma vez que os sistemas em estudo utilizam uma variavel de estado com apenas duas
componentes, entao as érbitas sao planas. A sua representacao existe e é unica. Ao
conjunto de todas as 6rbitas (mesmo no caso em que ha mais de duas variaveis de estado)
da-se o nome de retrato de fases do sistema. Ao espaco onde as Orbitas se encontram
definidas chama-se espaco de fases. No caso dos sistemas em estudo, o espaco de fases é
designado por plano de fases ou plano de estudo.

Em sistemas de ordem superior a dois, nao é possivel efectuar uma representacao
grafica de todo o retrato de fases. O que se faz é representar as érbitas mais significativas,
em numero suficiente para se poder concluir, por observagao, como é que qualquer outra
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orbita se comportara. A esta representacao chama-se esboco do retrato de fases. Para
se efectuar o esboco do retrato de fases, podem-se utilizar métodos analiticos, graficos ou
numéricos, com o auxilio de uma boa calculadora ou computador.

5.6.1 Valores proéprios reais distintos

Quando os valores préprios sao reais e distintos, a solugdo do sistema (5.28) é z,, =

A0
np—1 _ 1
PJ"P~ x,,, onde J = 0 A

préprios associados a A e Ay, respectivamente. Portanto

:|,)\17é)\26P: [’Ul ’Ug}comvlevgvectores

AT 0 n n
Ty = [ V1 Vg } [ 01 )\g :| |: g; :| :cl)\lvl +C2)\2U2

No caso do sistema (5.29) tem-se

RV N nl 0
= [ = o]+ [1]
Caso 1: 0 < A1 < Ay <1 (nodo estavel)
Se ¢; = 0, entdo z, — 0 ao longo da recta que contém vy (isto é, a sequéncia de

pontos {a,} e {b,} na Figura 5.7). Se ¢ = 0, entao z,, — 0 ao longo da recta que

n—oo

contém v; (sequéncia de pontos {u;} e {w;}). Se ¢; # 0 e ¢y # 0, entao

T = Ay (01 (ﬁ) vy + 021}2)
Ao

e assim {# — cov. Neste caso tem-se que as sequéncias de pontos {6}, {an}, {B.} e

2 n—oo

{v»} aproximam-se da origem por um angulo que é determinado pela recta que contém o
vector préprio vs.

Cada uma das trajectérias de pontos representadas no plano de fases corresponde a
uma solucdo particular do sistema (ou seja, provéem de uma condigao inicial distinta).
Diz-se que se trata de um nodo (ou né) estéavel.

Se a trajectéria de pontos fosse a do sistema (5.29), o raciocinio era anédlogo. Neste
caso representa-se a sequéncia de pontos (di A}, daA\y) . Para d; = 0 os pontos estao sobre
o eixo das ordenadas e aproximam-se da origem a medida que n aumenta. Para ds = 0
é analogo mas agora os pontos estao sobre o eixo das das abcissas. Para d; # 0 e
dy #0 a sequéncia de pontos tende para 0, sendo que, para n grande, a abcissa é em
valor absoluto superior a ordenada (Figura 5.8). As setas colocadas com cada trajectéria
indicam o sentido da sua evolucao a medida que n aumenta.

Repare-se que, a menos da mudanga de base, as trajectorias tém o mesmo comporta-
mento.

Caso 2: 1 < \; < )\, (fonte ou né instavel)

Este caso é semelhante ao caso 1, excepto no facto de todas as solugoes divergirem da
origem a medida que n aumenta. Neste caso diz-se que a origem é um ponto de equilibrio
instavel. A trajectéria no espago de fases é a indicada na Figura 5.9 e diz-se que se trata
de uma fonte ou né instavel.

Caso 3: —1 <)\ <0< ) <1 (né com reflexao)
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Figura 5.7: 0<\A; < A9 < 1 — nodo estavel

V2
4
Y J
,f!’
~ - - ;}‘ {\\ v - ~—> ),
/ \
b h

Figura 5.8: Nodo estavel no plano (O;y; y2)

141
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Figura 5.9: 1<)\; < \g - fonte ou no instavel

AT alterna de sinal e portanto para c; # 0. As solugoes vao alternando a sua posicao.
Na Figura 5.10 pode-se visualizar a trajectoria no plano de fases e diz-se que se trata de
um né com reflexao.

Caso 4: \; < —1 <1 < )\, (fonte com reflexao)

A Figura 5.11 ilustra o movimento das solugbes a medida que n aumenta. Para esta
trajectoria de pontos diz-se que se trata de uma fonte com reflexao.

Caso 5: 0 < A\; < 1< Ay (ponto de sela)

As solugbes no espago de fases tém o andamento indicado na Figura 5.12, ao qual
chama-se ponto de sela. Repare-se que existem algumas solucoes que comegam por se
aproximar da origem mas que acabam por se afastar. A origem é um ponto de equilibrio
instavel.

Caso 6: —1 <\ <0< 1<\ (ponto se sela com reflexao)

Andlogo ao caso 5, excepto que se estd na presenca de um valor préprio negativo
que originara reflexdo na solucao em cada iteracao. A trajectéria no espaco de fases é a
indicada na Figura 5.13 e diz-se que se trata de um ponto de sela com reflexao.

Caso 7: Um dos valores proprios é 1 (pontos degenerados)

Se um dos valores préprios for igual a 1, entao as solugoes degeneram em pontos que
estao sobre rectas paralelas. Estas rectas sao paralelas ao eixo das abcissas se Ay = 1 e
ao eixo das ordenadas se A; = 1 (Figura 5.14).

5.6.2 Valor préprio real duplo

Quando apenas existe um valor préprio duplo a solugao do sistema (5.29) é

B yl,n o B )\n n/\nfl dl
o[- [0 )

Y2,n

ou seja, (Y1n,Yan) = ((di + doA™'n) A", doA™) . Repare-se que lim 22 = (),

n—oo Yi,n

Caso 8: )\ <1 (nodo estavel)
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Figura 5.10: -1<A; < 0 < Ay < 1 - n6 com reflexao

Figura 5.11: A\; < —1 < 1 < Ay - fonte com reflexao
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W,

Figura 5.12: 0 < A\; < 1 < Ay - ponto de sela

W,

Figura 5.13: —1 < A\; <0 <1 < A - ponto de sela com reflexao
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A =LA <A A =14 <A,
)’1A y1“
Yy vV VY V¥
n A R
\ \
A =LA > A A =LA > A
)/1“ y1“
2020 25 2 2t ’
/
v Vv V Vv v ) R
Figura 5.14: Nas duas primeiras imagens tem-se um nodo degenerado, ao passo que

duas tultimas uma fonte degenerada

145
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Figura 5.15: A < 1 - nodo assimptéticamente estavel

Se o valor proprio A < 1, entao as trajectérias convergem para a origem. A forma das
trajectérias depende dos valores das constantes d; e dy. As trajectérias no espacgo de fases
sao as da Figura 5.15. A origem ¢ estavel.

Caso 9: A =1 (pontos degenerados)

Quando A = 1 tem-se que representar a sequéncia de pontos (d; + dan,dy). Como a
ordenada na origem ¢é constante, entao a sequéncia de pontos estd sobre rectas que sao
paralelas ao eixo das abcissas. Como dy + dan e +00 (00 se dy > 0 e -00 se dy < 0),

entdo trata-se de pontos degenerados instaveis (Figura 5.16).

Caso 10: A\ > 1 (nodo instavel)

Se o valor préprio A > 1, entao as trajectérias divergem da origem. A forma das
trajectérias continua a depender do valor das constantes d; e dy (Figura 5.17). A origem
¢ instavel.

5.6.3 Valores proéprios complexos

Quando os valores préprios sao complexos eles sao da forma A = a+i3, 7 > 0. A solucao

do sistema (5.29) é
Yin n « 6 ! Yin
n pum ’ pum J n pu— Y .
S PR BT b

Escolha-se o angulo 6 tal que cos () = e sin(f) = ——2— (§ = arctan (2)).

/CM2+,32 E
Entao 0 n (0)
=5 | cos sin
7= OﬂjLﬁQ[—sin(@) cos(@)]:wRe’

onde Ry é a matriz de rotacao. Portanto

Yn = |)\|n RnGyO

A trajectéria dos pontos depende de |A|.
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. > . [ g g
. . .
b 2 b M e M > A
M
<. <.
. < L4 <] . < hd ~N hd
. < . < . < A < A
Figura 5.16: A = 1 - pontos degenerados
Y 2 A
N
.. | >
"~.§ ............ T ...."""V"'
g, G | &
& & N N N [
v < v A4 A4 rd A4 7 hd P L
P2 AR N
................ - \% N
e ' ",
Y AL
| T .

Figura 5

A7: A > 1 - nodo instével
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v

M

Figura 5.18: o® + 32 = 1 - centro

Caso 11: |A\| =1 (centro)

Se |[A\| = 1 as solugoes sao oscilatérias, sem amortecimento ou expansao. As solugoes
mantém a amplitude constante, nao convergindo para a origem nem se afastando dela
como se observa na Figura 5.18 (estao situadas sobre uma circunferéncia centrada na

origem e raio ﬁ/yino + y%no). A origem é um ponto de equilibrio criticamente estavel,

designado por centro.

Caso 12: |)\| < 1 (foco estavel)

Se || < 1 as solugoes tém um andamento oscilatério, em forma de espiral, convergindo
para a origem, a medida que n aumenta, como se pode observar na Figura 5.19. A origem
é um ponto de equilibrio assimptoticamente estavel, designado por foco estavel.

Caso 13: || > 1 (foco instavel)

Este caso é semelhante ao caso 11, excepto que a espiral diverge da origem. A tra-
jectéria no espago de fases é indicada na Figura 5.20. A origem é um ponto de equilibrio
instavel designado por foco instavel.

5.7 Aplicacoes

5.7.1 Populacao de bisontes da América do Norte

Suponha-se que u,, = [ Uy Uy Uy }T é um vector que representa a populacao de
bisontes da América do Norte, onde u; ,, u2,, € us,, representa, respectivamente, o nimero
de nascimentos, bisontes com um ano e adultos, no ano n.

Assuma-se que em cada ano o nimero de recém-nascidos é de 42% do ndmero de
adultos do ano anterior, 60% dos bisontes nascidos vivem um ano, 75% dos bisontes com
um ano atingem a idade adulta e 95% dos adultos sobrevivem mais um ano. Assim,

Ut g1 = 0,42u3 5, Uz pnir = 0,6uU1, € Uz = 0, 75Uz, + 0,95u34,.
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v

Wi

Figura 5.19: o + 3% < 1 - foco estdvel

v

Figura 5.20: o? + 3% > 1 - foco inst4vel
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O vector populacao satisfaz o sistema linear

U1 ,n+1 0 0 0, 42 U1n
U2 n+1 = 07 6 0 0 U2 n >
U3,n+1 0 0, 75 0, 95 U3,n

ou seja, Up 1 = Auy,.
Para esta matriz tem-se que o (A) ~ {—0.077 £ 0.406¢,1.105} pelo que p(A) =
1.105 > 1. Em virtude do teorema 5.25, lim u, = 400 pelo que, para este modelo, a

n—oo

populacgao de bisontes tende a aumentar ao longo do tempo.

5.7.2 Modelo de comércio

Considere-se um modelo de comércio entre dois paises com as seguintes restrigoes:

1. Produto nacional = consumo total + investimento + exportagoes - importacoes.
2. Consumo doméstico = consumo total - importagoes.

3. Tempo é dividido em periodos de igual comprimento, denotados por n =0, 1, 2, ...

Sejam j = 1, 2 dois paises. Represente-se no perfodo n, o produto nacional por p; ,,
o consumo total por ¢;,, o investimento por %;,, as exportagoes por €;,,, as importacoes
por m;, e o consumo de produtos domésticos por d; .

Para o pais 1 tem-se

Pin=Cpn + Z-1,n + €1n — Min . Pin = dl,n + Z-1,n + €1.n
, ou seja,
dl,n =Cin — Min dl,n =Cin — Min

Analogamente

Don = d2,n + 2.n + €2.n
d2,n = Cop — Manp

E razoével considerar-se que o consumo doméstico d;, e as importagoes m;,, para cada
pais, no periodo n+1 sao directamente proporcionais ao produto nacional p; , no perfodo
anterior. Entao

dl,n+1 = Q11P1,n € M1 nt+1 = A21P1,n

d2,n+1 = Q22P2.n € M2 nt+1 = A12P2,n

As constantes a;; sao denominadas no mundo econémico de ”propensao ou tendéncias
marginais”. Além disso, a;; > 0, 7,5 = 1, 2.

Uma vez que se estd a considerar um mundo com apenas dois paises as exportagoes
de um tém de ser for¢osamente iguais as importagoes do outro, isto é, €1, = mg, e
€on = Min.

Substituindo nas equacoes anteriores vem

Dintl = Q11P1,n T A12P2,n + 11 41
P2+l = A22P2.n + A21P1,n + 12,041
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ou seja,
Pin+1 | | @11 Q12 Pin + U1
P2n+1 ag1 Q22 DP2n 22 n+1
Assuma-se que os investimentos sao constantes, isto ¢, i1 ,41 = %1 € 2,41 = 2. Entao
Pin+1 | | Q11 Q12 Pin + )
= A
P2n+1 ag1 Q22 DPan (%)
ou seja, tem-se a equacgao matricial p,,1 = Ap, +i. A solugao desta equacao é

n—1
Pn = Anpo + Z An_r_1i~
r=0

Ao efectuar-se a substituicao r —n+ 1 =k vem

n—1 0 n—1
Sae Y ate S

— — )
r=0 k=1—-n k=0

n—1
pelo que p, = A"py + > A¥i.
k=0
Para ter-se uma economia estavel é razoavel considerar-se que a soma do consumo
doméstico d; 41 com as importacoes m; 1 no perfodo n+1 seja menor do que o produto

nacional p;, no perfiodo n, ou seja,
djny1 + Mjnt1 < Pjn, J=1,2.

Portanto ai1p1,, +a21p1,n < P1n, OUseja a1 +ag; < 1. Analogamente tem-se a2 +ag < 1.
Destas duas condigoes decorre que p (A) < 1, pelo que lim A™ = 0. Assim

n—o0o
o0
. . k-
lim p,, = g A%
n—oo
k=0

Mas S A¥ = (I — A)™', j4 que T — A é uma matriz nio singular (basta provar que de
k=0

(I—A){Zj} =0 implica x =y =0) e

I-AI+A+A2+ . +A)=1-4"

pelo que
n—1
A= (1A (- A
k=0

€ assim

n—oo

n—1 00
lim Y AF=lim (I-A)7" —(I—A)"A") oY AF=(1-A4)7".
k=0 k=0
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Deste modo lim p, = (I — A)_1 1. Daqui decorre que o produto nacional entre os paises 1
n—oo

e 2 aproxima-se de um valor de equilibrio independentemente do valor inicial do produto
nacional p; o e p2o. Seguidamente ilustra-se este facto com um exemplo concreto.

Suponha-se que a1, = %, Ao = %, A1g = 13—0, Aoy = %, 11 = 25 bilices de euros, i, = 20
bilides de euros, p1 o = 500 bilides de euros e py o = 650 bilides de euros. De acordo com
a formulagao do problema tem-se

Pin+1 _
P2n+1

A solucao deste sistema é

|
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Assim,
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transformada Z

H& algumas transformacoes integrais que fazem parte da maior parte dos curriculos uni-
versitarios, como por exemplo as transformadas de Laplace ou as de Fourier.

A transformada Z é a equivalente discreta da transformada de Laplace. Transforma
uma sequéncia num polinémio. A transformada Z esta também ligada a transformada de
Fourier discreta. Estas duas ligacoes sao 6bvias porque, como ¢ sabido, no caso continuo,
existe uma ligacao entre as transformadas de Laplace e de Fourier.

Esta transformada tem uma série de propriedades que se obtém directamente da de-
finicao. A aplicagao desta a varias fungoes permite construir uma tabela de resultados,
que servem de apoio ao calculo de transformadas Z, técnica esta, equivalente a utilizada
no caso das transformadas de Laplace.

Embora se defina a inversa da transformada Z, nas aplicacoes é muitas vezes suficiente
a tabela de resultados obtida no estudo da transformada directa.

Tal como outras transformagoes, esta transformada é uma técnica que permite resolver
uma equacao algébrica em vez de uma equacao de diferencas. A resolucao de equacoes de
diferencas, em particular, as nao lineares, de tipo convolucao, bem como a resolucao de
problemas com valor inicial sdo as aplicacoes mais importantes da transformada Z . E
também uma ferramenta importante na andlise da estabilidade de sistemas.

Para problemas com condigoes de fronteira, usam-se outros tipos de transformacoes, as
transformagoes discretas de seno (TDS) ou de coseno (TDC), que nao vao ser abordadas.

Assim, na Seccao 6.1 apresenta-se a defini¢ao da transformada Z e sua a regiao de con-
vergéncia. Na seccao seguinte serao abordadas as suas principais propriedades. Também
se fard o célculo da transformada Z de alguns exemplos importantes. Os resultados
permitirao construir uma tabela de resultados.

Na Seccao 6.3 apresentam-se as trés técnicas mais usuais para a determinagao da
inversa da transformada Z. Na Seccao 6.4 faz-se uma breve relagao entre a transformada
Z e a transformada de Laplace e Fourier. Nesta seccao também se fara uma transformacao
de dominio complexo de um plano para outro plano.

Na Seccao 6.5 estudam-se equacgoes e sistemas de tipo convolucao bem como a esta-
bilidade das suas solugoes. Na tultima seccao deste capitulo serao apresentados alguns
exemplos de aplicacoes com recurso a transformada Z.
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Figura 6.1: Transformacao Z

6.1 Definicao e regiao de convergéncia

T, sen € Zg

A partir desta seccao considera-se x,, = { OsencZ

Definicao 6.1 Seja (xn)aroo uma sequéncia qualquer. A transformada Z de x,, € a funcao
complexa definida pela série

+o0
Zr,] (2) = anz_”, zeC (6.1)

Pode-se interpretar a transformada Z como uma funcional que a cada elemento do
espaco inicial z, (onde n é muitas vezes tomado como medida discreta) faz corresponder
um elemento Z [z,,] (z) do espago final, com z € C (por exemplo, dominio complexo). Na
Figura 6.1 pode-se visualizar a representagao da funcao que caracteriza a transformada
Z da sequéncia x,,.

O conjunto dos nimeros z no plano complexo onde a série (6.1) converge é denominado
regiao de convergéncia de Z [z,] (z) e nota-se por ROC' (region of convergence). O seu
estudo é importante porque caracteriza a regiao do plano z onde a transformada Z existe.
Portanto

ROC (Z [x,] (2)) = {Z eC: +i.ozzcnz_” < oo} :

Nesta regiao a convergéncia da série é uniforme. Isto vai permitir que, no céalculo de
exemplos, operagoes de derivacao e integragao permutem com o sinal de soma, como se
vera mais a frente.

Para encontrar-se a ROC normalmente utiliza-se o teste da razao. Assim, para a série
Tn+1
Tn
série (6.1). Deste modo, a série (6.1) converge se

(6.1), suponha-se que lim = R, onde R é denominado raio de convergéncia da

n—oo

—(n+1)
. Tp+1 %
lim [ | < 1,
n—+00 Ty 277
isto é
' Tpg1 2 -1
lim |~ <l Rx|z ' <le|z] >R,
n—+oo | Iy, AL
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4
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Figura 6.2: Regiao de convergéncia e divergéncia de Z [x,] () .

e diverge se

' Tpg1 Zf(nJrl)
lim

n—-4o0o

>1< |z < R.

Ty 270

Verifica-se que a convergéncia da transformada Z [x,] (z) depende do valor de R. Se
R =0, a transformada Z [z,] (z) converge em todo o plano, excepto na origem. Por outro
lado, se R = o0, a transformada Z [z,] (z) é divergente em todo o plano.

Na Figura 6.2 estd representada a regiao de convergéncia e de divergéncia de Z [x,] (2),
onde R representa o eixo real e I o eixo imagindario.

A definigao 6.1 é referida por alguns autores como transformada unilateral. Também
é possivel estabelecer uma definicao bilateral para transformada Z. Esta é dada por

Z [z, (2) = Z Xy 2"

n=—oo

A diferenca entre as duas defini¢oes esta relacionada com as regioes de convegeéncia.
Os valores de n negativos serao incluidos na definigao bilateral, desde que se assegure a
convergeéncia da série.

Na abordagem que aqui se faz a transformada Z, apenas se ira trabalhar com defini¢ao
unilateral.

6.2 Propriedades e exemplos da transformada Z

6.2.1 Linearidade

Seja Z [z,] (2) a transformada Z de z,, com raio de convergéncia Ry e Z [y,] (2) a trans-
formada Z de y, com raio de convergéncia R,. Entao para quaisquer a, 3 € C tem-se
que

Zax, + Oyn) (2) = aZ [z,) (2) + BZ [yn) (2) , com |z| > max (Ry, R2) (6.2)
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Prova.

Z [axy, + Byn] (2)

6.2.2 Translagoes

transformada Z

Seja Z [x,] (2) a transformada Z de x,, com raio de convergéncia R.

Translagao para a esquerda

(6.3)

1.
+oo
Zlrni](2) = 3 e 2
n=0
= @ +Tp 2 tx3 i tag 2
= z (—xo + 20+ 11 2l X9 2724 T3 2734 Ty 2y )
+o0
= z (—xo + an z") =zZ[x,)(2) —xg 2
n=0
Assim,
Zxn1)(2) = 22 [x,] (2) — 29 2, |2] > R.
2.
+oo
Z [Tnyo] (2) = anﬁ z "
n=0
= X9+ 3 271 + x4 272 + x5 P
P(—zo—m 2 taota 2 A 2 oy 2 b 2 L)
+oo
= 2 (—xo —x 2+ an z") =2’ Z [x,] (2) — 2° (xo + 21 27")
n=0
Assim,

|z| > R.

(6.4)
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3.
+oo
Zlens)(2) = Y gz 2"
n=0
= 23 (—xo — I P To 272 + 20+ 21 271 + 9 272 + x5 273 + )
= 2°Z[x,](2) = 2° (o + 21 27 + 12 277)
Portanto,
2
Z [Tnys] (2) = 222 [2,] (2) — an 27"zl > R. (6.5)
n=0
4. Mais geralmente,
k—1
Z [wnin] (2) = 2 Z [2a] (2) = ) _aa2", |2 > R. (6.6)
n=0

Prova. Por indugao sobre k a partir de (6.6).

Quere-se provar que Z [T,4x41] (2) = 2X1 2 [2,] (2) — i T, 2" 2] > R.
n=0

+o0 +o0
Z [Tpiri] (2) = Z Tpiht1 2 =2 Z Tophrr 2
n=0 n=0

= z (—xk + T + Tt 24 L) 272 4 )

+o0o
= —xpztz2 Z Tpik 2 "= —x2 + 22 [Tpyk] (2)
n=0
k—1
= —xpz+2 (ZkZ [z,] (2) — anzk_”> , por (6.6)
n=0

k-1
= MM Z[2,](2) — zpz — Z A
n=0

k
_ Zk+1Z [l'n] (Z) o Z xnzkfnJrl

n=0
]
Traslagao para a direita
1.
+oo
Zrn)(2) = an,l z"
n=0
= ! xr_1 2 To + 11 2l Lo 2724 I3 2734
~—~

=0

+o0
= z ! an =212 1] (2)
n=0
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Assim,
Zlrna](z) =2 Z[x,) (2),]2] > R. (6.7)
2.
+oo
Zlr, o] (z) = an_g 2"
n=0
= 272 T_9 22 + 4 2t + 20+ 11 271 + 9 272 + 23 273 + ...
- =~
=0 =0
+oo
= 27?2 Z Ty 2" =222 2] (2)
n=0
Portanto,
Zltn_o] (2) = 2722 [1,] (2),]2| > R. (6.8)
3.

Zrnil(2) = an,k 27"

—k k 1 -1 -2 -3
= z T 2 +...+T 12 +Xog+2T12  + Tz “+xT32 "+ ...

=0 =0

+o0
= z7F Z T2 =2 Z 2] (2) .
n=0

Donde,
Zlap i) (2) =222, (2),]2] > R. (6.9)
6.2.3 Valor inicial e valor final

Seja Z [z,] (2) a transformada Z de x,, com raio de convergéncia R. Entao

1. | ‘lim Z [x,] (2) = x¢ (Teorema do valor inicial).
z|——+o0

2. Too = limz, =lim (2 — 1) Z[2,] (#) (Teorema do valor final).

n— o0 z—1
Prova. 1.
—+o00
. . 'Z‘TL
lim Z[z,](z) = lim —
|z| —>+o00 |z] =400 e zZ"
1 T2 3
|z| =400 z z
2. Sabe-se que
—+o00
Tp+1 — T
Z|Xpy1 — T, = _ 6.10
rer =) (2) = 0 2L (6.10)
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e pela linearidade resulta que
Z[Tp1 — 2] (2) = Z [1041] (2) — Z (2] (2) -
De (6.3) tem-se que

Zenn] (2) = Zleal (2) = —wo 2+ 22 [2a] (2) — Z [2a] (2)
= —x0 2+ (z2—1)Z[x,] ()

e usando (6.10) obtém-se
+o00 Lo T
o n+1 7 4n
(z—=1) Zx,] (2) = o2z + nE_O —

Tomando o limite quando z — 1 em ambos os membros desta ultima igualdade, vem
que

Z—)l

+o00
. o . Tn4+1 — Tn
lim(z —1) Z[x,] (2) = lllg (:coz + E — )

n=0

+oo
= X9+ Z (xn—l—l - xn)
n=0

= xo+ (1'1 —l’o)+(l‘2 —1'1)+(ZL‘3 —ZL‘Q) + ...

= limz, =25
n—oo

6.2.4 Convolucao

A convolucao * de duas sequéncias z,, e y,, ¢ definida por

n n
Tp *Yp = E Tn—kYk = § TnYn—k
k=0 k=0

Assim,

[eS) T % Un o0 n .
2l (0= 32 -3 S
n=0 n=0 Lk=0
00 00 00 k
E como o produto de séries é definido por > apz® Y bpa* = 3 ( albkl) a*,
k=0 k=0 k=0 \i=0
resulta que

) [Z y] =Y w Y e = 2 (0] (1) 2 [yl (2)
n=0 [k=0 n=0 n=0

Portanto tem-se que
Z [ * yn] (2) = Z [20] (2) Z [yn] (2) , [2] > max (Ry, Ry) (6.11)

ou seja, a transformada Z do produto de convolucao é um produto de transformadas.
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6.2.5 Mudancga de escala

Suponha-se que Z [z,] (z) é a transformada Z de x, com raio de convergéncia R. Entao

Z[a"x,] (2) = Z [x,] (2) , para |z| > |a| R (6.12)
Prova.
Zla"x,] (2) = i ax, 27" = i 2, (a7'2) " = Z [z, <§)

Para a determinagao do raio de convergéncia, basta verificar que

n+1
a Tnt1

a™x,

lim

n—oo

= ‘a‘ R,

portanto Z [a"z,] (z) é convergente para |z| > |a| R. =

Note-se que esta propriedade mostra que a multiplicagao de x,, por a™ transforma-se

z
na transformada de x,, de argumento —.
a

6.2.6 Derivada

Suponha-se que Z [z,] (2) é a transformada Z de z,, com raio de convergéncia R.

d d [ & )
d

= — (xo + I 271 + 9 272 + 23 273 4 )
dz
4

—xy 22— 2y 2% — 3rs 27— ..
—zt (O +ax 27 4200 2724 325 273 + )
1 <= nay, 1
= =Y e 2w ().
n=0

z Ak z

1)z,
Esta série é convergente se |z| > lim M = 1.R, portanto,
n—00 Ny,
d
Z[nz,] (z) = —zo (Z[x,] (2)),|2] > R (6.13)

Note-se que esta propriedade mostra de que forma uma multiplicacdo por n se
transforma numa derivada em ordem a z. A multiplicacao por n? deve levar a duas
derivagoes. Com efeito,
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Z [n’x,] (z) = Z 0o

- 22 23 z4 T
— 22ZL'2 321'3 421'4
:_Z(22_23_Z4_25_)
d T 2[L‘2 3[L‘3
- @ (z R )
= L (Z ] (2)
dz "

Ou seja,

2 [nP2,] (=) = (—z%)2 (Z[0.](2)). 2| > R (6.14)
onde <—zd%)2 (2 [2] (2)) representa —zdilz <—zd% (2 [22] (z))) |

3. De uma maneira geral,

k
Z [n*z,] () = (—ZE> (Z[x,] (2)),|2] > R (6.15)

Prova. Por inducéo sobre k a partir de (6.15) .

d

_Z%)Hl (Z[z,] (), 2] > R

Quere-se provar que 2 [nk“xn] (2) = (
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0o
Z [nk-i-lxn} (Z) _ an+1xn P
n=0

x 2 4 2k+1$2 2724 3k+1x3 i

—z(—xy 277 = 2Py 27 =3y 27— L)

d
= —zd— (:L‘l 2y Qkxg 2724 3kx3 2734 )
z

6.2.7 Transformada da sucessao periédica

Seja (z,,).—, uma sequéncia periédica de perfodo N, isto é, x4 n = ¥, , Vn € Z§. Entao

N
z
25 (2) = ot 2l ()] (2). 2] > 1 (6.16)
N—1
onde Z[x; (n)](z) = >_ x1(n) 2™ e é conhecida como sendo a transformada Z do pri-
n=0
meiro periodo.
Prova. Seja
Osene€Z”

xz1(n) sen=0,1,.... N —1
Tn =19 x9(n) sen=N,N+1,....2N —1

Assim, tem-se que

Zim @)= m e e Zmm) ()= 3 wa(n) s

Fazendo a substituicio n — N = k e tendo em atengao que x1 (n) = x9 (n + N), resulta

Z [$2 (n)] (2) = Z_ T9 (N + /{3) pm(NHR) — =N Z_ T (/{7) h=2NZ [171 (TL)] (Z)
k=0 k=0

Invocando os mesmos argumentos, verifica-se que

Z oz (n)] (2) = 27" Z [21 (n)] (2)
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Propriedade Sequéncia | transformada Z ROC
Linearidade Ay, + By, | aZ[x,] (2) + BZ [ya] (2) |z| > max (R, Ry)
Desl. de 1 uni. p/ esq. | Tpi1 2Z 1] (2) — 0 2 |z| > R,
Desl. de 2 uni. p/ esq. | Tpi0 22Z [x,) (2) — ZL‘QZ —112 | 2| > R,
Desl. de k uni. p/ esq. | Tpik 2 Z[x,) (2) — Z 2,25 | 2] > R,
Desl. de 1 uni. p/ dir. | z,_1 21 Z ] (2) B |z| > R,
Desl. de 2 uni. p/ dir. | z,,_» 272 Z [x,] (2) |z| > R,
Desl. de k uni. p/ dir. | 2,4 2 FZ 1] (2) |z| > R,
Valor inicial Ty, Ty = . |1im Z[x,] (2) |z| > R,

—+00
Valor final Ty, Too = limx, = hrq% |z| > R,
Convolugao T * Yn Z [x,] (2) Z [yn) (2) |z| > max (R, Ry)
Mudanga de escala azx, Z [z, (E> |z| > |a| R,
a
d
1* derivada n,, —z (Z [x,] (2)) |z| > R,
N2
2% derivada n’x, (—zd—) (Z [z,] (2)) |z| > R,
2
I\F
Derivada de ordem k | nfxz, <— P (Z [x,] (2)) |z| > R,
z
Sucessao periddica TN = T | sv—521 [Tn] (2) |z| > 1
Tabela 6.1: Transformada Z
Assim,
Zlx,)(2) = Zx1(n)](2) + Z[x2(n)] (2) + ...
(1+2z" 4272V 4+ ) 2z (n)] (2)
L2l m)() = o Z [ )] (2
e - €T n zZ) = xXr n z
1—2zN ! 2N —1 !

Na Tabela 6.1 apresenta-se um resumo destas propridades, onde as sequéncias ar-
bitrarias z, e y, tém transformada Z, respectivamente, Z [z,,] (2) e Z [y,] (z) , com regides

de convergencia R, e R,.

6.2.8 Exemplos

Em seguida calcula-se a transformada Z de algumas sequéncias. Em geral, pode-se deter-
minar a transformada Z directamente a partir da definicao, mas em muitos casos, é mais
simples aplicar conjuntamente com a definicao algumas das propriedades da transformada
Z que estao expressas na Tabela 6.1.

Como muitos dos exemplos que se seguem aparecem com muita frequéncia, os resul-
tados constarao numa tabela resumo no final deste capitulo (Tabela 6.2).

Exemplo 6.2 Calcule a transformada Z da sequéncia x, = {

1, sen=1
0, seneZ\{1} -
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Solugao. Z[z,](2) = Y 2,2 " =271 =
n=0

Exemplo 6.3 Determine a transformada Z da sequéncia nula, excepto para os termos
um, dois e trés que sao 2, 1 e 2, respectivamente.

Solugao. Z[z,](2) =21+ 224273 =

A _J 1, sene€ Z(J)r
Exemplo 6.4 Calcule a transformada Z da sequéncia x, = { 0. sen € Z-
> 1 1
Solugao. Z[z,)(z) = >, — = 7= : 2 >1 m
n=0 2" 12 z—1
z

(-1)", sen €Z§

Exemplo 6.5 Calcule a transformada Z da sequéncia x,, = { 0, sen € Z-

Solugao. Z[z,](z) = io (=1) = i <_—1) _ ! 7= zj—l’ 2] >1 m

A " 7+
Exemplo 6.6 Encontre a transformada Z da sequéncia x,, = { a”, sen € Zg

0, seneZ”
Solucgao. O raio de convergéncia R da transformada Z é dado por R = lim ot =
la| . Assim,
2 =3 (4) =g =2l
=~ \z 1% z-a
[ |

Note-se que também se pode escrever

Zla"](z) = Z[a".1](z)
— z[] <§) , por (6.12)
-1
= #, pelo exemplo 6.4
za=t —1
oz
 z—a

n—1 Z+
Exemplo 6.7 Calcule a transformada Z da sequéncia x, = @ 5 sene —0
0, seneZ

0 n—1 © n 1
Solugdo. Z[a" ] (z) = 3. “t =a 1y ()" = -—=
n=0

n=0 az—

|2l > fa| =

Exemplo 6.8 Determine da transformada Z das sequéncias sequintes:
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na®, sen € Z;
1xn:{ ’ 0

0, seneZ~
Solucgao.
d
Zna"|(z) = —zo (Z[a"](2)), por (6.13)
d
= —z— ( : ), pelo exemplo 6.6
dz \z —a
~
(:-a)?
= ——.l:|>la
(z—a)”
u
n?a", sen € Zg
2 x”_{ 0, sen €z
Solucao.
Z [n*a"] (z) = —zi —zi (Z[a"] (2)) |, por (6.14)
dz dz ’
d ( az > . tori
= —z— | —— ], pelo caso anterior
dz \ (z — a)2 P
a(z—a)’ —2az(z—a) za(z+a)
= —Z 4 = 3 7‘2‘ > ‘a|
(z—a) (z—a)
u
[ nda™, sen € Z§
3 xn_{ 0, sen€Z”
Solucgao.
3. n d 2. n
Z [n*a"] (z) = —z (Z [n*a"] (2)) , por (6.15)
d (za (z + a)>
—2 =3
dz \ (z—a)
B _Z(2az +a?) (z—a)’ —3za(z+a) (z — a)?
- (z—a)°
z(az? — 4a*z — a?)
= 1 a|Z| > |(l|
(z—a)
n

4 g — nka™, sen € Zg
" 10, seneZ”
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Solucgao.

Z [n*a"] () = (—zi) (Z[a"](2)), por (6.15)

Zn|(z) = P |z| > 1

Exemplo 6.9 Calcule a transformada Z das sequéncias (sin (wn)),~ e (cos(wn))g -

Solugao. Da identidade de Euler sabe-se que € = cos@ +isinf e e ¥ = cos (—0) +
isin (—f) = cos @ — isin @, para todo o real 6. Se se somar estas duas identidades resulta

0 | —if
. . e +e , :
que € 4 e7 = 2cosf, portanto cosf = — De modo analogo, ao subtrair-se as
i0 _ o—ib
duas identidades, obtém-se sin = ——— . Assim
9 9

Zn(n) () = 2| T @

i = ] “ 3 {Z(z__e ;ww_) ((5 — 220;

22 —2zcosw + 1

Como a série Z [(e™)"] (z) ¢ convergente para |z| > |e™| = Vieos2w + sin?w = 1 e a série
Z [(e7™)"] (2) também ¢ convergente para |z| > 1, resulta que a série Z [sin (wn)] (z) ¢
convergente para |z| > max(1,1) = 1.

Por outro lado,

Z [cos (wn)] (z2) =

AN

(2) = % (2 [ (2) + Z [ ] (2))

|: zwn+€—zwn:|
z _z 2z — 2cosw
2(
z

1
5 _ ezw 2 — e~ w | > — eiw) (Z _ efiw>

(z — cosw)

> 1
—2zcosw + 1’ |Z|
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Exemplo 6.10 Determine a transformada Z das sequéncias (a"sin(wn)),; e

(a™ cos (wn)), .

wn + efiwn
. . 2

e multiplicando em ambos os membros desta identidade por a”, resulta que a” cos (wn) =

(aez’w)" + (aeiiw)n

~ , e
Solugao. Usando a técnica do exemplo precedente sabe-se que cos (wn) =

5 , pelo que
Zla" cos (wn)] (z) = % [Z [(ae™)"] (2) + Z [(ae™™)"] (2)]
1 z z
T 2 |z—ae® ' z—aew
o z2z—a(e4e™)
 2(z—ew) (z — eiw)
z(z —acosw)

2% —2acosw + a?
com |z| > max(|ae™|, |ae™™|) = |al.
Para determinar-se a transformada Z da sequéncia (a”sin (wn)), , pode-se usar uma
técnica semelhante & anterior, ou entao, utilizar a propriedade (6. 12) Deste modo,

Zla"sin(wn)] (z) = Z[sin(wn)] <§>

Zsinw
a
2
4 4
(a) 2acosw—|—1
azsinw

, pelo exemplo 6.9

2| > [a|

22 —2acosw + a?’
n

Exemplo 6.11 Calcule a transformada Z da sequéncia delta de Kronecker definida por

lsen=%k
O (n) = {Osen#k‘ '

)
Solugdo. Z [0, (n)] (z) = 3. ’“ZEL”) =2k 2] >0 m
n=0
@ €L
Exemplo 6.12 Determine a transformada Z da sequéncia x, = { n!’ sen 0
0, sene€Z”
Solucgao.
= o ()
21l () nz; z_; ),

com |z| > lim
n—+o0o
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Exemplo 6.13 Calcule a transformada Z das sequéncias (sinh (wn)),~ e (cosh (wn)), .

- e’ +e "
Solugao. Como cosh (z) = ——5— vem que

Zleosh ()] () = 2|5 )

(21" (2) + 2 [(e7)"] (2)]

L _Zew + - _Zew} _ 2(22 (e 4 ev)
2 (z — cosh (w))

— > w —w
22 — 2z cosh (w) + 1’ 2 > max (¢, ™)

N — N

xz —x

e sinh () = —Te’ resulta que

Z [sinh (nw)] (z) =

N — N

z—ev z—eV
zsinh (w) v —w
= >

22 — 2z cosh (w) + 1’ [2] > max (", e7)

|

1 7+
Exemplo 6.14 Calcule a transformada Z da sequéncia x, = { n’ sen e

0, sen € Z,

Solugao. Para o calculo da transformada Z desta sequéncia observe-se que

1
1—2a

l4+o+22+23+.... =

Integrando ambos os membros desta identidade em ordem a varidvel x, obtém-se

[
L L _m(-
R A R n(l—x)

e fazendo a substituicao x = —, resulta que
z

Assim,
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Exemplo 6.15 Calcule a transformada Z da sequéncia (e~""x,,)

Solucgao.

Zle x| (2) = Z[(e7)" ] ()

= Z|[x,](e“z), por (6.12)
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onde |z| > e ™R, e Z[x,](z) é a transformada Z de z,, com raio de convergéncia R. m

Exemplo 6.16 Calcule a transformada Z da sequéncia (n(k))

n® =nn-1)n-2)..n—k+1).

0’

onde

Solugao. Para determinar-se a transformada Z desta sequéncia, comega-se por cal-
cular a expressao da transformada Z para valores de k pequenos, isto é, para k = 2 e

k = 3. Assim, para k = 2 tem-se que

Z [nm} (z) = Znn—-1)](2) = [n - n} (2)
— Z[](2) - Z[n] (), por (62

1
= ?(2 —:)3) — ( 21)2, pelo exemplo 6.8 com a =1
z— z—
2z
= G |z| > 1.

e para k = 3, vem que

Z9(z) = Zn(h—1)(n—2)](z) = Z [n* = 3n*+2n] (2)
Z [n®] (2) = 3Z [n®] (2) + 2Z [n] (2), por (6.2)
_ 2(22—1—42—1—1)_32(,2—1—1) z
(=1 (=17 (z-
A
(z—1)
Generalizando,
klz
Z W] (z) = o |z| > 1.

A prova terd que ser feita por inducdo sobre k a partir de (6.17).

+2 1)2, pelo exemplo 6.8 com a =1
z

(6.17)
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uerem-se mostar que Z [n* 1] (z) = b+ Dz z
Q tar que Z [n**V] (2) @_1wmdl>1
Z [n(k“)] (z) = ZlIn(n—=1)(n=2)...(n—k+1)(n—k)](2)

= Z[na, — kx,) (2), onde z,, = n®

k'z
= Znxn|(2) —kZ|x,](2), com Z|z,] (2) = ———03
[n@,] (2) 2] (2) [24] (2) 1)
= 2 (2w (2)) ~ k2 [ (2), por (6.13)

d klz k!z

mu—1wﬂ—ku@+¢ﬂz—nk_k klz
(-0 (z = 1)

—zk! z—1—2z2k—2
N (z— 1) z—1 Tk

= —z

oz (k+ 1)
(Z o 1)k+2
]
nk) o
Exemplo 6.17 Calcule a transformada Z da sequéncia (Fan)
: 0
n2
Solugao. Usando a técnica do exemplo precedente, prova-se que Z {TCL”} (z) =
2 (3) 3
@z s eque Z {n—a"} (z) = @z 7- Mais geralmente tem-se que
(2 —a) 3! (2 —a)
nk akz
A prova desta identidade terd de ser feita por indugao sobre k a partir de (6.18).
n(k:+1) aktls
uere-se provar que 2 | ———a"| (2) = ——, |2| > |a].
(k+1) 1 (k) ,n
Z [ha”} () = 1 [Z [nz,] (2) — kZ [x,] (2)], com z, = r k!a
1 [ 4 akz akz
ey _— —Z— _— J— kji
k+1| “de\(z— o) (z —a)**!
1 [ e (z—a)" —dbz(k+1)(z —a) I akz
= _— —Z J—
E+1 I (z — a)2k+2 (2 — a)k;—f—l
B —zaF [z—a—zk:—z_i_k}
(k+1)(z —a)*"! z—a
zak-{—l
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6.3 A inversa da transformada Z

Como ja foi referido na introducao deste capitulo, a transformada Z, transforma uma
equagao de diferencas de uma sequéncia z,, desconhecida, numa equagao algébrica da sua
transformada Z.

A sequéncia x,, pode ser obtida a partir de Z [x,] (z), por um processo que se chama
a inversa da transformada Z. Este processo ¢é simbolicamente representado por

Z7 2 2] (2)] = 2. (6.19)

SendoZ uma transformacao linear, entdao Z~! também ¢é linear.
Pode-se estabelecer a unicidade da inversa da transformada Z supondo-se que existem
duas sequéncias x, e ¥y, tais que as suas transformadasZ sao iguais, isto é,

Zr,](2) = Zyal (2) & anz—” = Zynz_”

o
& Z (n —yn) 2 " =0,]|2| > R.
n=0
Tem-se entao uma diferenca de duas séries uniformemente convergentes, identicamente
nula, portanto todos os coeficientes de z tém que ser nulos, isto é, z, — y, = 0,Vn € Z7,
donde as sequéncias coincidem.
As técnicas mais usuais para se determinar a inversa da transformada Z, para além
da utilizacao directa das ja determinadas sao:

1. Método da divisao,

2. Uso das tabelas da transformada Z, depois de decompor a fracgao racional numa
soma de fracgoes parciais,

3. Integral de linha.

6.3.1 O método da divisao

Para obter-se a inversa da transformada Z através deste método, é necessario expandir
Z la,) (2) numa série de poténcias de z~!, na sua regiao de convergéncia.
z
Assim, se Z [z,] (z) for uma fracgao da forma %, onde g (2) e h(z) sdo polinémios
z
9(2)

) em poténcias de z~!. Seguidamente, aplica-se o al-
z

goritmo da divisao para se obter uma expansao em série de poténcias de z~! da funcao
Por comparagao com a defini¢ao de Z [z,] (z), determina-se os valores dos coeficientes
das poténcias de z, obtendo-se assim a sequéncia (z,), .
Este método determina a inversa de Z [x,] (z), no entanto, nao resolve todos os prob-

lemas, uma vez que, ao se comparar os coeficientes das poténcias de z, por vezes, nao é

possivel escrever uma expressao para o termo geral da sequéncia (z,,)," -

em z, comeca-se por escrever
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1
Exemplo 6.18 Calcule a inversa da transformada Z de Z [z,] (z) = %
Z J—

Solugao. Em primeiro lugar escreve-se Z [x,](z) como sendo a razao entre dois
polinémios de poténcias de 271, isto é,
z(z4+1) 21+ 1427t

(—1° 2(1-z1)P 1-21+z7

Aplicando o algoritmo da divisao tem-se

14271 ‘ 1 =214 272
—142z7t— 22 14321 +52 24723494+ .
3271 — 272

B3z 46272 - 3273
5272 —3z273
5272410273 — 527t
723 — 5274
2 14yt — 7S
9z=4 — 7275

Donde,
Zlzn) (2) =143z 4522+ 7273 9274+ .
Assim,
Ty = 1,.1'1 = 3,33'2 = 5,.%'3 = 7, vy
ou seja,
T, =2n+1n€Zj.
|

6.3.2 Decomposicao em fracgoes parciais

Este método é usado quando a transformada Z[z,](z) é uma fraccdo racional em z
irredutivel, tal que o grau do numerador é inferior ou igual ao grau do denominador, isto
é’

bozm + blszl + ...+ bm_12 + bm
o2 dam 4 ta, 2+ ap
Este método s6 é util quando m < n, pois caso contrario, esta-se a calcular a inversa da
transformada Z de poténcias de z com expoente positivo, que nao figuram nas tabelas da
transformada Z.

Escrevendo Z [z,] (z) como a soma de frac¢oes parciais vem

Z [z, (2) = 21 [x0] (2) + 22 [x,] (2) + Z3[2,] (2) + ... .
Pela unicidade e linearidade da inversa da transformada Z tem-se que
T = Z7 2 2] (2)] + 27 [Z2 2] (2)] + 271 [ 25 [2n] (2)] + ...

Usando as tabelas da transformada Z pode-se determinar Z7! [Z; [z,] (2)],i = 1,2,3, ...
Note-se que os zeros do numerador da expressao (6.20) sao chamados zeros de Z [z,,] (2)
ao passo que, os zeros do denominador, sdo conhecidos como pdlos de Z [x,] (2) .

, m<mn. (6.20)
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Observagao 6.19 Uma vez que o objectivo é o de utilizar a tabela de Z [z,)(z) é mais

conveniente decompor numa soma de frac¢oes parciais em vez de Z [x,] (z) , pois

z
os exemplos da tabela, mostram que z aparece no numerador de muitas transformadas.

9(2)
(z—a)" (z=b)" ()"
a €R,bbeC en,méeN, deverd ser numa soma de fraccoes que evidenciem todas as
multiplicidades das raizes reais e imagindrias, ou seja,

Observagao 6.20 A decomposicao de uma fraccao do tipo

g(2) B Ay T A " By - By, I
(z—a)"(z—b)m(z—g)m o (z—a) T (z—a)" (z=b) T (z—D)™
@ Cm
+ ..+

(z=0)"

(=-0)

em que as constantes A; € R, B;,C; € C, 1 =1,...,n ej=1,..,m, devem ser calcula-
das, por exemplo, pelo método dos coeficientes indeterminados ou qualquer outro método
adequado.

Exemplo 6.21 (Pdlos reais simples) Resolva a equagdo de diferencas x,.o + 3T,41 +
20, =0, 20 =1, v1 = —4.

Solucgao. Aplicando a transformada Z em ambos os membros da equacao e usando a
propriedade (6.2) tem-se

Z [tn4] (2) + 32 [wn1a] (2) + 22 [2n] (2) = Z[0] (2)
De (6.3) e (6.4) resulta que

(2% + 32 +2) Z[x,] (2) — 2°mg — 221 — 3229 = 0
22—z

2243242
z(z—1)

(z+1)(2+42)

& Zlr](2) =

& Zlz)(2) =

Z |y,
Expandindo w em soma de fracgoes parciais resulta que
Z [.fll'n] (Z) _ (Z — 1) _ Al 1 A2
z +1D)(z24+2) 2z+1 2z+2’
isto é,
(2—1) _(A1+A2)Z+2A1—|—A2
(z+1)(z+2) (z+1)(z2+2)

Usando o método dos coeficientes indeterminados tem-se

A1—|—A2:1 PN A1:—2
2A1+A2:—1 AQIB
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Donde
—2z 3z

Z[xn](z):z+1+z+2'

Aplicando Z~! em ambos os membros, usando a linearidade de Z~! e a tabela 6.2, vem
que

z+1 zZ+ 2
= —2(—1)" +3(—2)"

ol

Exemplo 6.22 (Pdlos reais multiplos) Calcule a solugdo da equagao de diferencas ., 4+
92,43 + 302,10 + 4421 + 242, =0, xg =21 =0, 29 = 1, 23 = 10.

Solugao. Aplicando a transformada Z em ambos os membros da equacgao, vem que

P Z (2, (2) = (woz" + 212° + 122 + 232) +92°Z [1,] (2) — 9 (w02” + 212”4+ 222) +
302°Z [1,) (2) — 30 (202” + 212) + 4422 [,) (2) — 44woz + 242 [1,] (2) =0
& (24928 + 3022 + 442 + 24) Z [2,)] (2) = 2° + 192
z(z +19)
(2+3)(z+2)°

Z [wn] (2)

& Zlr](z) =

Decompondo em soma de fracgoes parciais resulta que

z+19 A Bl BQ Bg

13 (+2° 13 12 G+2? (+2)

(6.21)

Para determinar-se o valor de A, multiplica-se ambos os membros de (6.21) por z + 3, e
substitui-se z por -3, obtendo assim

z+19

A= 3
(Z + 2) z=-3

= —16.

Ao multiplicar-se ambos os membros de (6.21) por (z 4 2)* obtém-se

2

= —16 B, + B 2)+ B 2 6.22
z+3 z+3 + Bt By (24 2) + By (24 2) ( )
donde,
19
B, = 2F —17.
z2+3 |,

Para se determinar o valor By, deriva-se ambos os membros de (6.22) em ordem a varidvel

z. Portanto )
—16 (z4+2)°(22+7)
= —16 + By +2Bs (2 +2). 6.23
(2 +3)° (z +3)? 2+ 285 (2 +2) (6.23)
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Substituindo z por -2 obtém-se

—16
By = 5 = —16.
(Z + 3) z=—2
Derivando (6.23) tem-se
32 &? [(z+2)°
=—-16— 2B
(z+3)° dz2< ats )T
e tomando o valor -2 para z vem que
1
Bg - 6 3 - 16
(Z + 3) z=—2
Substituindo em (6.21) tem-se
—162 172 —162 162

Zr,] (2) = ) +(z+2)3(z+2)2+(2+2)'

Aplicando Z~! em ambos os membros da tltima identidade, usando a linearidade e a
tabela 6.2 vem que

n 17Tn(n—1) .  —16 n n
17 , 47
= —16(-3)"+ <§n2 +gnt 16) (=2)"

Observacao 6.23 Pode-se generalizar o processo usado para determinar as constantes

Z |xn o
Bi1, By e By do exemplo precedente. Assim, se M tem um polo de multiplicidade
z
m, para a raiz z = 2y, entao
Z x| (2 B B B,
@) B R
z (z — 2) (z — z0) (2 — 20)

onde 0os By, k= 1,2,....m podem ser determinados usando a formula

(z — 20)"

1 adt Z[x,]) ()
Be= =g 7}

2=20

Exemplo 6.24 (Pdélos complexos) Calcule a solu¢io da equagao de diferencas xpi3 —
Tpyo+ 220, =0, 29 =21 =29 = 1.

Solugao. Aplicando a transformada Z vem que

(2> = 22 +2) Z[z,] () — (w0 + 2°w1 + 222) + (02" + 712) =0,
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ou seja,
Zlxn) (2) 22
2 (22 =22+42)(2+ 1)
Z |y 8 .
Expandindo M na soma de fraccoes parciais da forma

z

2’2 . Al 4 AQ + A3
(2—224+2)(z+1) z+1 2z—(144) z—(1-1i)

pode-se determinar as constantes A;, As e Az usando a técnica do exemplo precedente.

2
1
A = — = _ -
22 =242 _, 5
o 22 C(L+d)? 2
L (z—(1—2))(z+1) z:1+i_2i(2+i)_ 5
2 1—4)2 244
Ag = Z. = ( Z). = +Z:A2
G-+ G|y, —2@-3 5
e portanto,
1, 2-i 24i
Z 5 5 5
2] (2) z+1 z—(1+z)+ (1 —1)
aplicando Z~1
1 no 2—1 n o 2+ 7
o= = (=1 1 1—
T 5()+5(+Z)+5(z)
1 +<\/§>n 2—@( mr+ n7r>+2+i< nmwo . n7r>
= — — in— — —isin —
5 = (\cos i8S 1 £ \cos - —isin—
1 n 4 2
e () [t 2]
1 2 n nw nm
- L () o e
5( )—1—5\/_ cos = +sin—

Observacao 6.25 Quando a multiplicidade dos polos complexos for superior a um, proce-
de-se de modo andlogo ao caso do pdlos reais miltiplos, de acordo com a observagao 6.20.

6.3.3 Integral de linha

Da teoria das fungoes complexas de uma varidvel complexa, sabe-se que se C' é uma linha
que fecha uma regiao simplesmente conexa, que contém o ponto z = 0, entao

n 2misen = —1
2tdz = L.
0 caso contrario
c

(formula integral de Cauchy generalizada).
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Sabe-se que Z [z,] (z) = > x;27%, pelo que ao multiplicar-se ambos os membros desta
i=0

igualdade por z"~! vem

L Z 2] (2) = Z P = Ry a2 R 4 (6.24)
i=0

A equagao (6.24) é a expansao em série de Laurent de 2" "' Z [z,] (z) em torno do ponto
z=0.

Considere-se uma circunferéncia C, centrado na origem do plano z, que contém todos
os polos de 2" 1 Z[x,] (z). Calculando o integral de linha, na regiao de convergéncia de
Z [x,] (2), de (6.24) resulta

fznlz [z,] (2)dz = ..04+ 271 ©,, + 0+ ...,
c
ou seja,
o= L f 12 (0] (2) de, (6.25)

e pelo teorema dos residuos sabe-se que
p
Ty = Zk‘z (n), onde k; (n) sdo os residuos do pélos de 2" Z [z,,] (2) (6.26)
i=1

A equagao (6.25) é uma expressao formal da inversa da transformada Z. O seu uso envolve
o calculo de um integral de linha ao longo de uma curva fechada e tem como pré-requisitos
o conhecimento de analise complexa.

Suponha-se que 2" 1 Z [z,] (z) = ——= tem um pdlo em z = z; de multiplicidade 1,

9(2)

entao o seu residuo k; (n) é dado por

k; (n) = lim [(z ~ ) M] . (6.27)

z2—2z;

No caso do pélo de 2" 1 Z [z,] (2) ter multiplicidade m, entao o residuo k; (n) é determi-
nado pela férmula

() = — - lim l(z—zi)m h(ﬂ . (6.28)

(m — 1)! z—zidzm—1

z(z—1) '
(z—2)*(2+3)

Exemplo 6.26 Calcule a inversa da transformada Z de Z [z,] (z) =

Solugao. Para se calcular a inversa da transformada Z de Z[z,](z) note-se que

n—1 _ 2" (Z - 1)
SR = ey

. Esta funcao tem um pélo simples para z; = —3 e um
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\ 4

Figura 6.3: Pélos de 2" 1Z [z,,] (2).

pélo duplo para zo = 2. Assim, pela férmula (6.26) =, = ky (n) + k2 (n), onde k; (n) e
ko (n) sao os residuos dos pélos de 2" 1 Z [z,] (2) em 2, e 29, Tespectivamente.

= lim |(z @z —1) _ gy
b = Jim (23 o) - 2

_ 1 . d2_1 9 o (Z . 1)
) = (2 — 1)!%6&24 {(z —2) FRT T 3)}
G oD (2 43) - (- 12"
z—2 (Z + 3)2

— 8 + 5n 2n—1
25

Assim, Ty = ;_54 <_3)n + (ngn) 2n—1. -

6.4 Relacao entre a transformada Z e as transforma-
das de Laplace e Fourier

6.4.1 A transformada Z e a transformada de Laplace

A transformada de Laplace (TL) de uma fungao x (t) continua é a func¢ao definida por
400
Lz (t)](s) = / x(t) e *'dt, t € Ry. (6.29)
0

Também é possivel estabelecer uma definicao bilateral para a TL, mas em geral, qu-
ando se refere a TL, esta-se a fazer referéncia a versao unilateral. Uma vez que a abor-
dagem que se esta a fazer para a transformada Z é unilateral, também se fara o mesmo
tipo de abordagem a TL.
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Plano s Plano z
A A

4 1

v

v

QV
<

Figura 6.4: Transformacao do plano s no plano z

As propriedades da TL tornaram-na muito 1til na andlise de sistemas dinamicos li-
neares. Transforma a integracao e a derivacao em multiplicagao e divisao, da mesma
maneira que, o logaritmo transforma a multiplicacao e divisao em adi¢ao e subtraccao.

A TL também permite transformar uma equacao diferencial numa equacao polinomial,
tornando assim mais simples a resolucao de algumas equagoes diferenciais.

Discretizando o integral da férmula (6.29), tem-se que a TL de argumento discreto é

oo
Lz (s) =) wpe™. (6.30)
n=0
o
Fazendo a substituicao z = €°, resulta que o 2° membro de (6.30) é dado por > z,z~",
n=0
que é uma transformada Z.
Assim, existe uma relacao entre as variaveis s e z que é dada por
z=¢" (6.31)

Seja s = a + i um ponto do plano s. De (6.31) resulta que

2= 0Bl = @B — B2y e 7,

isto é,
s=Inz— 2imn, n € Z.
Portanto, um ponto no plano z corresponde a infinitos pontos no plano s.

Uma vez que |z| = €%, entdo a transformagao do plano complexo s no plano complexo
z, dada por (6.31), processa-se da seguinte forma:

1. Os pontos que pertencem ao eixo imaginario no plano s (a = 0), correspondem por
esta transformacao, a uma circunferéncia centrada na origem de raio 1.

2. O semiplano a esquerda do eixo imaginério no plano s, corresponde aos pontos que
estao no interior do circulo unitdrio no plano z, pois para a < 0, |z| < 1. Portanto,
para cada o < 0 fixo no plano s, tem-se uma circunferéncia no interior do circulo
unitario no plano z.
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Plano s Plano z
Im s
|:| A
A X
0”
EEEEEER * ’0’

< S < S
-~ Re s 1 O
h AEEEEER * .

v \ e,

a <0 ‘a

Figura 6.5: Plano s versus plano z.

3. O semiplano a direita do eixo imaginario no plano s, corresponde aos pontos que
estao no exterior do circulo unitario no plano z, pois para « > 0, |z| > 1. Portanto,
para cada o > 0 fixo no plano s, tem-se uma circunferéncia no exterior do circulo
unitario no plano z.

4. A origem do plano s corresponde a z = 1 no plano z (z = €°).

5. Para valores de s € |—00,0[ do plano s, corresponde no plano z o intervalo |0, 1].
Para o eixo real positivo do plano s, corresponde o intervalo |1, 400[ no plano z.

6. Os pontos pertencentes a uma semirecta no semiplano a esquerda do eixo imaginario
no plano s, transformam-se em pontos sobre um segmento de recta pertencente ao
interior do circulo unitario, e que é uma linha radial.

7. Pode-se dividir o plano s em faixas horizontais, de igual amplitude. Cada faixa do
plano s corresponde a uma diferente superficie de Riemann do plano z.

A Figura 6.5 ilustra o que se acabou de descrever. Na Figura 6.6 pode-se visualizar a
relagao entre as areas do plano s e as do plano z.

6.4.2 A transformada Z e a transformada de Fourier
A transformada de Fourier (TF) de uma funcao continua z (), define-se por

o0
Flz(t)] (w) = / x(t) e ™dt, t € RY. (6.32)

[e.o]

A Fisica, a Analise Combinatéria, a Teoria das Probabilidades e Estatistica, a
Criptografia, a Acustica, a Oceanografia, o Processamento de Sinal e outras areas do
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Plano z

Figura 6.6: Areas do plano s versus areas do plano z

conhecimento cientifico, véem nas transformadas de Fourier uma ferramenta muito ttil
para a resolucao de alguns dos seus problemas. Em particular, na area relacionada com
o processamento de sinal, a TF é tipicamente utilizada para decompor um sinal nas suas
componentes em frequéncias e em amplitudes.

Discretizando o integral definido em (6.32), tem-se que a transformada de Fourier de
argumento discreto (TFD), de uma sequéncia x,, é definida por

+o0
Fla )] (w) =Y we™. (6.33)

Note-se que para valores de n € Z~—, x,, = 0.
Para que a TFD de uma sequéncia exista é necessario que a série definida em (6.33)
seja convergente, o que implica que x, deve de obedecer a relagao

Z |z, = S < 0. (6.34)
n=0

Existem algumas sequéncias que nao obedecem a esta condicao, e portanto nao possuem a
TFD. Por exemplo, para as sequéncias x,, = 1 ou z,, = sin (nwy) nao é possivel determinar
a TFD.

Para superar este problema desenvolveu-se uma outra transformada - a transformada
Z.

Da definicao de transformada Z sabe-se que z € C. Portanto z = a + bi = pe™, com
p=+a®+ b ew=arctan 2. Assim

Zx,] (2) = anz’" = an (peiw)fn = Z (p’"xn) e = F [p’”xn} (w)

Pode-se concluir que Z [z,] (z) é a TFD da sequéncia p~"x,, cuja regiao de convergéncia
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¢ determinada pelos valores de p para os quais

“+00

Z }p‘”xn} < 00.

n=0

Assim, o célculo da transformada Z quando |z| = 1 corresponde a TFD, isto é

f[xn] (w) =Z ["En] (2)| =Z [xn] (eiw) .

z=elW )
Portanto a TFD ¢ a transformada Z calculada no circulo unitario do plano z.
Note-se que, para que a TFD de uma sequéncia exista é necessario que a circunferéncia

unitaria esteja contida na regido de convergéncia de Z [z,] (2) .

Observacao 6.27 As transformadas de Laplace e de Fourier de argumento discreto
relacionam-se entre si e com a transformada Z pela mudanca de varidvel z = e* = e,
com z,s,w € C.

6.4.3 Estabilidade

Em 6.4.1 viu-se que o semiplano a esquerda do eixo imaginario no plano s, corresponde
aos pontos que estao no interior do circulo unitario no plano z.

Sabe-se que a estabilidade assimptotica das solugoes de uma equacao diferencial é
obtida se todas as raizes do polindémio caracteristico tém partes reais negativas. Nas
equacgoes de diferengas esta é obtida desde que todas as raizes da equacgao caracteristica
estejam no interior do circulo unitario (teorema 3.50).

Existe um outro método que permite estudar a estabilidade das solucoes quando se
faz uma transformacao do plano s no plano z.

Suponha-se que o polindémio caracteristico da equacao de diferencas é dado por

p(2) =ap2" + a2 '+ ...+ a, 12 +a, =0.

Considere-se a transformagao bilinear

s+1
s—1"

Zz =

Seja s = a + 13 tal que Res < 0. Entao

s+ 1
s—1

2 (a+ 1)+ -
C(a— 1) 4 R a0

2" =

Assim o semiplano a esquerda do eixo imaginario no plano s é transformado na regiao do

plano z interior ao circulo unitério (Figura 6.7).

Substituindo z por £ em p (z) tem-se

s+1\" s+1 -l s+1
aop + a; + ... +a,1 + a,, = 0,
s—1 s—1 s—1

obtendo-se assim um polinémio ¢ (s) de grau n dado por

q(s) =bos" +b18" '+ ...+ b, 15+ b, =0.
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Plano s Plano z

A =

Figura 6.7: Transformacao bilinear

Aplicando o critério de estabilidade de Routh[22] a ¢ (s) pode-se verificar se todos os zeros
de ¢ (s) estdo na metade esquerda do plano. Se isto acontecer, entdo os zeros de p(z)
estao todos no interior do circulo unitario.

Inversamente considere-se a transformagao

z+1
§=——, com |z| < 1.
z—1
Seja z = u + iv. Assim
u+w+1
§= —————
u4iv—1
w? — 1+ v? . —2v

+1
(u—17%4v2 (u—1)>402
Como |z| = vVu? +v?% < 1, entao

w402 —1
Res=a=———F——<
(u—1)" 402

Conclui-se assim que, o circulo unitario no plano z é transformado no semiplano a
esquerda do eixo imaginario do plano s.

Seguindo o mesmo argumento do caso anterior conclui-se a estabilidade das solugoes
através da transformacao.

Note-se que, estes dois casos sao apenas duas transformagoes possiveis entre dois pla-
nos, e portanto um caso particular de transformacoes. O que é importante realcar é que
uma transformagao de dominio complexo leva sempre a mesma conclusao.
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6.5 Equacoes e sistemas de tipo convolucao

6.5.1 Equacoes lineares de tipo convolucgao

Considere-se a equacao linear de tipo convolucao dada por

b = ar, + 3 f (0 ), (6.35)

J=0

coma €Re f:Z§ — R uma fungio de argumento discreto.

Na equagao (6.35) o estado futuro z,.; nao depende apenas do estado actual z,,
mas também depende de todos os estados passados, isto é, também depende de x,_1,
Tp_o,..., 1, Tg. Este tipo de equagoes sao normalmente conhecidas por equacoes here-
ditérias.

Seja xp uma condigao inicial da equacao (6.35). Entao z; = (a+ f(0))xg € 29 =
((a +f (0))2 +f (1)) xo. Generalizando este processo encontra-se a solugao xz,, da equacao.
Para cada condigao inicial a solugao é tinica. Com efeito, por reducao ao absurdo, sejam
x, ey, duas solugbes distintas da equagao (6.35) que obedecem a mesma condi¢ao inicial.
Estas duas solugoes obedecem as equagoes

Toy1 = azy+ Y f(n—j)
=0

Yn+1 = ayn+2f(n_j)yj

que para n = 0 originam

r1=(a+ f(0)zo ey = (a+ f(0))vo

Mas xy = yo, logo 1 = y; o que contraria a hipotese.
Reescrevendo a equagao (6.35) na forma de convolugao tem-se

Tpi1 = ax, + f * . (6.36)

Aplicando a transformada Z a ambos os membros de (6.36) e tendo em atengao as prop-
riedades (6.2), (6.3) e (6.11) resulta que

2Z [wn] (2) = w0 2 = aZ (] (2) + Z[f (n)] (2) Z [2a] (2) ,

ou seja,
(z—a—Z[f(n)](2)) Z [za] (2) =m0 2,
portanto o
ST IE) (6.7
ou seja,
Z ] (2) =20 2 (9 (=), (6.38)
onde

9(z)=z—a—Z[f(n)](2). (6.39)
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Sabe-se que que uma fungao de variavel complexa ¢ analitica numa determinada regiao
do plano complexo se for diferenciavel nessa regiao do plano.

Seja E o espago de todas as sequéncias infinitas de nimeros complexos (ou numeros
reais) tais que x = (x¢, 21, z3....) . As 3 normas mais usuais em subconjuntos de E sdo:

o
1. amnorma ly: [lzf,, = > |z,

=0

o0
2. anorma euclidiana (ou norma ly): ||zf[,, = /> EAR

1=0
3. amnorma l: [[z]|, = sup |z
i>0
Como consequéncia destes conceitos resulta o seguinte teorema.
Teorema 6.28 Seja x,, € l;. Entao:
1. Z[x,](2) € uma fungao analitica para |z| > 1.
2. |Z [n] ()] < lzlly, para |z] = 1.

o
Prova. Como z, € [y, entdo a série ) _ |z;| é convergente.
i=0

1. A série Z[z,] (2) = > x,2~™ é convergente para |z| > R onde
n=0

Tni1
Ln

R = lim

n—oo

<1

Entao Z [z,] (z) é diferencidvel termo a termo na sua regiao de convergéncia. Assim,
Z [x,] (2) ¢ analitica para |z| > 1.
No caso de |z| = 1 tem-se que Z [x,](z) também é analitica, uma vez que, da con-
oo
vergéncia da série ) | |x;| sai a convergéncia de Z [z,] (2).
i=0
Consequentemente, Z [z,] (z) é uma func¢ao analitica para |z| > 1.
2.

12 [zl (2)] =

o o
g Tn < g }xnz’"’
n=0 n=0

o
< Y a2 21
n=0

=, -

Note-se que se |z| > 1, entao 2| "< 1. =

Teorema 6.29 Os zeros da fungio g(z) definida em (6.39) pertencem todos a regido
|z| < ¢, para algum ¢ € RY. Além disso, g (z) tem wm nimero finito de zeros para |z| > 1.
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Prova. Suponha-se com vista a um absurdo que os zeros de g (z) nao pertencem a
uma regiao do tipo |z| < ¢, para qualquer ¢ € RT. Entao existe uma sequéncia {z;} de
zeros de g (z) com |z;| — oo.

71— 00
Como 0 =g (z) =2z —a— Z[f(n)](2), entao

ST rm) | < ST |

n=0

|z —al = [Z[f (n)] (z:)| =

Portanto
f(1)

)

f(f)’ + ... (6.40)

%

- ol <1ro+ | 2]

Aplicando limite em ambos os membros de (6.40), verifica-se que a medida que ¢ — oo,
o lado direito tende para |f (0)| ( |z;] — oo = |z " — 0,n € ZJ) e o lado esquerdo

1— 00

tende para oo, o que é uma contradicao.

Portanto, todos os zeros de g (z) com |z| > 1 pertencem a regiao do plano 1 < |z| < ¢,
para algum ¢ € RT. Pelo teorema 6.28 g (z) é analitica em 1 < |z| < ¢, assim ¢ (z) tem
um numero finito de zeros na regiao |z| > 1. =

Seja I' o circulo que contém todos os zeros de g (z) (o teorema 6.29 garante a existéncia
de T'). Multiplicando ambos os membros de (6.38) por 2"~ e por (6.25) obtém-se

1

Tn =5 202" (g (2)) " d=. (6.41)
T
Por (6.26) se existem p polos, entao
P
Ty = Zkl (n), onde k; (n) sao os residuos dos pélos de zoz" (g (2)) " . (6.42)
i=1

Seja z, um zero de ordem m da fungdo g (z). O residuo em z, pode ser determinado a
partir da formula (6.28), ou em alternativa, pela determinagao do coeficiente de Laurent
da poténcia (z — z,) " . A expansio em série de Laurent de (g (z))”" é dada por

o0

(GN"= D gz—=),

j=-m

em que g; ¢ o coeficente de Laurent.
Por outro lado,

S (o () =Y WESIERY

=0 \J

Multiplicando as duas tltimas identidades, conclui-se que o residuo de 292" (g (z))” em
2z 6 ¢ vezes o coeficiente de (z — z,) " em 2" (¢ (2))”". Esse coeficiente é dado por

n n—m-+1 n n—m-+2 "\ n
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Assim z,, pode ser dada na forma
P
To =Y pr(n)2, (6.43)
r=1
onde p, (n) é um polinémio em n de grau m — 1.

6.5.2 Estabilidade da solucao da equacao de tipo convolucao

Inicia-se esta sec¢do com uma importante consequéncia da férmula (6.43).
Teorema 6.30 A solucao zero da equacdo (6.35) é uniformemente estdvel sse
1. z—a—Z[f(n)](2) #0 para todo |z| > 1 e

2. Se z, é um zero de g(z2) = z—a — Z[f (n)](z) com |z.| = 1, entao o residuo de
202" (g (2))"" em z, € limitado & medida que n — co.

Prova. (<=)Suponha-se que as condigoes 1. e 2. sdo satisfeitas. Se z,. ¢ um zero de
g (2) com |z.| < 1, entao de (6.43) resulta que a solugao de x,, é limitada, uma vez que,
lim p, (n) 2 = 0 pois |z.| < 1 e p, (n) é um polinémio em n.

Por outro lado, se 2z, é um zero de g (z) com |z,| = 1, na qual o residuo de zoz" (g (z)) ™"

é limitado a medida que n — oo, entao de (6.42) conclui-se que z,, é também limitada.

Destas duas conclusoes tem-se que |z,| < L |zo| para algum L > 0. Consequentemente,
para um dado € > 0 se se tomar § = 57 vem que se || < 6, entdo |z,| < L|zo| < L < ¢,
ou seja, a solugao zero da equacao é UE.

(=)Suponha-se que a solu¢ao zero da equagao (6.35) é uniformemente estével. Entao
existe um ¢ > 0 tal que |xo| < ¢ implica |z,| < L |x| para algum L > 0. Por (6.43) tem-se
que > pr(n) 2| <> |pr (n) 27| < L|xo|. Esta desigualdade sé ¢ verificada se |z.| < 1e
assim ¢ (z) # 0, para todo |z| > 1.

Por outro lado, de (6.42) tem-se que |> k;| < > |ki| < L|zo|, portanto o residuo k;

do pélo de 2" (g (z))”" em z, é limitado & medida que n — co. m

Teorema 6.31 A solugdo zero da equagao (6.35) € uniformemente assimptoticamente
estdvel sse z—a — Z[f (n)] (2) #0, Vz : |z| > 1.

Prova. (=) Suponha-se que a solugao zero da equagao (6.35) é UAE. Entao por
definigdo tem-se que a solucao zero é UE e UA. Como a solucao zero é UE, entao pelo
teorema 6.30 z —a — Z[f (n)] (2) # 0, Vz : |z|] > 1. Do facto da solugao ser UA, entao
Ju > 0 : |zg] < p implica nhrgoxn = 0. De (6.43) sai que nhr{)lo d>opr(n) 2 = 0. Isto
acontece sempre que |z,| < 1. Assim, ndo existe nenhum zero de g (2) tal que |z| > 1.

(<=) Suponha-se que g (z) # 0, Vz : |z| > 1. Por (6.43) sabe-se que x,, = > _ p, (n) 2",
sendo que esta soma tem um numero finito da parcelas. Entao

|2n] < 1 ()] [27] + Ip2 ()] 22| + . + |pj ()] [} ],
Seja |z| = max {|z1], ..., |zj|} e p(n) = max {|p1 (n)], ..., |p; (n)|} . Entao

|zn] < jlp (n)]2"].
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Como p(n) é um polinémio de grau menor ou igual a m — 1, onde m é a maxima ordem
dos polos z; e por hipdtese os zeros de g (z) sao em valor absoluto inferiores a 1, entao
Ip (n)] |2" — 0 e assim |, | — 0. Portanto Ju > 0:|zo| < p = lim z;, = 0, ou seja, a
solucao zer% go UA. Como z, gerrio limite, entao é limitada e assimnpaoroa um dado ¢ > 0,
existe §>0 tal que |zg| < ¢ implica |x,| < €, ou seja, a solugao zero é UE.

Provou-se assim que a solucao zero é UAE. m

Exemplo 6.32 Resolva a equagdo x,1 = 2z, + Y 2" "z, e determine a estabilidade da
r=0
solucao zero.

Solugao. Aplicando a transformada Z em ambos os membros da equacao, resulta
que
(z—=2-=Z212"(2)) Z [x,] (2) = 202,
ou seja,
ToZ 20z (2—2)
2 —2— 2 225z +44

z
z—2

Z[wn] (2) =

Como 22 —5z+4=(2—4)(z—1), entdo

z—2
CEIEE)

Z[x,] (2) = xoz

Por (6.41)

e por (6.42)

p
-2
Ty = Zki’ onde k; sao os residuos dos polos de xgz" e _Z) Co1)

i=1

O residuo de xoz”% em 4 é x( vezes o coeficiente de (z — 4)_1 em z”#’(g_l).
Este coeficiente é dado por

n z—2 2

g1 4n—1+1 — 4" = _4n’

0 z—1,_, 3
portanto, ky = 2%4”.
Seguindo os mesmos argumentos tem-se que ky = %. Consequentemente,

Zo n
_ S s | _ . " N

Como g(z2) = 2 —2— 55 = 25— = 0se z = 4, entao a solugao zero da equagao

inicial é instavel. m

Exemplo 6.33 Determine a estabilidade da solucao zero da equacao

-1 n
Tpa1 = 795” + E 3" ",
r=0
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Solucgao. Seguindo os passos do exemplo precedente conclui-se que

z—1)(2z+1
com g (z) = % Os zeros de g(z) sao 1 e b, entdo z + 5 — Z[37"] (2) # 0,

L1

Vz :|z| > 1 e o residuo de 2" ) em 1 é limitado quando n — oo. Pelo teorema

3
(zfl)(zf%
6.30 a solucao zero da equacao inicial é uniformemente estavel. m

Dado que a manipulacao directa das definicoes dos varios tipos de estabilidade pode
ser uma tarefa dificil, usam-se muitas vezes técnicas alternativas. Uma delas envolve o
conceito de funcional de Lyapunov.

Definigao 6.34 (Funcional de Lyapunov) Considere-se o espaco E de todas as sequéncias
nfinitas dos numeros complexos. A fun¢aoV : E — R € um funcional de Lyapunov se
para x, € £ tem-se

1. V (x,) é definida positiva,

2. AV (z,) <0onde AV (2,) =V (2p1) — V (2,), Vn € Z.

Teorema 6.35 A solucdo zero da equagdo (6.35) é UE se |al + > |f (5)| <1, Vn € Z§.
j=0

Prova. Seja x,, € E tal que

n—1 oo

V(@) = lzal + Y > 1f (s =)l |- (6.44)

r=0 s=n
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Entao
AV (z,) = V(:cn+1)—V(xn)

n—1 oo
4303 1 (5= 1) o] - (muzzu o m)

r=0 s=n+1 r=0 s=n
= axn—l—Zf n—j); +Z Z If (s —=7)| |z, —
r=0 s=n+1
n—1 oo
<I$n|+ZZ|f(S—T)II$r|>
r=0 s=n
< (laf=1) \anZ\fn 7) |%|+Z Z f (s =)l || =
r=0 s=n+1
n—1 oo
Y1 (s =)l
r=0 s=n
= (la[ = 1) \anZ\fn 7) I%I+Z Z |f (s =)l || +
r=0 s=n+1
S 1 s—n) \xn\—z > 17— mw—Z\fn—r |
s=n+1 r=0 s=n+1

= (la] - 1) \xn\+2\fn Dz +1£ (0 |xn|—Z|fn—r |2, | +

Z | (s = n)l ]

s=n+1

- <|a\—1+§:|f(s—n)\> o
- <|a\+2\f |—1)|xn|.

e por hip6tese vem que AV (z,,) < 0. Consequentemente, V' é um funcional de Lyapunov.
Como AV (z,) <0, entao V (z,41) < V (x,), Vn € ZJ, isto é, V (z,,) é decrescente.
Deste modo V (z,,) <V (xg), Vn € Zg .

-1 oo
0) = lzol + ) Y 1f (s =)l ] = |ao]
r=0 s=0
Como |z,| < V (), entdo sai que |z,| < |zo|. Se se tomar § = § vem que para um
dado € > 0, 30 = § tal que sempre que se |zo| <, entdo |z,| < |zo| < § < €, ou seja, a

solucdo zero da equacgao (6.35) ¢ UE. m

Exemplo 6.36 FEstude a estabilidade uniforme da solu¢ao zero da equac¢ao

1 n 1 n+1l—r
Tpt1 = —an—FZ (g) Ty
r=0
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Solugao. Para esta equacao tem-se

n

al+ Y1 G = 5+

Jj=0

_3 ! <1
4 2 x 3ntl —

)

entao pelo teorema (6.35) a solugao zero da equagao é UE. m

Y

6.5.3 Sistemas de tipo convolugao e estabilidade
Considere-se o sistema de equacoes de diferencas de tipo convolucao dado por
Tpp1 = Az, + Z B(n—j)xj, (6.45)
§=0

onde A e B (n) sdo matrizes reais de dimensao k x k com B (n) definida em Z; e z,
¢ um vector com k componentes, isto é, x, € R*. Assuma-se que B (n) € Iy, isto &,

> 1B ())] < oc.

Definicao 6.37 Se C for uma matriz qualquer, a transformada Z de C é a matriz obtida
pela transformada Z  de cada uma das suas entradas.

1 na
Exemplo 6.38 Calcule a transformada Z da matriz A= | % (-1)"
a” 1
Solugao.
Z[1(z)  Z[na"](2) 1 Goa?
G = 2[2]e) 2016 | = | et =
Z[a"(2)  Z[1](2) i

Aplicando a transformada Z em ambos os membros de (6.45) obtém-se
2Z 1] (2) — 202 = AZ [1,] (2) + Z[B (n)] (2) Z[z,] (2), |2| > R, (6.46)

onde R ¢é o raio de convergéncia de Z [z,] (2) .
Simplificando (6.46) vem

(21 — A—Z[B(n)](2)) Z [z,] (2) = zo2,
ou seja,
Zzn) (2) = (2l — A= Z[B(n)](2)) 20z, |2| >R (6.47)

com (2] — A — Z[B(n)] (2))”" ndo singular.
Daqui decorre que, uma condi¢ao necessaria e suficiente para que o sistema (6.45)
tenha estabilidade assimptética uniforme é

det [2I — A— Z[B(n)](2)] #0,|z| > 1. (6.48)
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Seja e; = (0, ..., 0, 1,0...,0)T um vector unitario de R*¥ com 1 < i < k. Entao existem
k vectores solucao 1., %2, ..., Tp, do sistema (6.45) com ;0 = €;, 1 < i < k. Este
conjunto de solugoes ¢é linearmente independente em ZJ , pois da relacio

C1T1p + C2T2y + ... + CpThy, = 0,
com ¢y, Ca, ..., ¢, constantes, sai que para n = 0 tem-se
cler+coes+...tceer=0=>cr=c=..=c¢, =0,

0 que prova a independéncia linear.

Considere-se a matriz quadrada X,,, de dimensao k x k, onde as suas colunas sao
os vectores solugao 1., T2y, ..., Tk, OU seja, X, = [ Tin Ton Thom } é a matriz
fundamental do sistema (6.45). Tem-se que X,, é nao singular (det X,, # 0, pois as suas
colunas sao vectores linearmente independentes) e Xy = 1.

Como consequéncia deste raciocinio tem-se o seguinte teorema.

Teorema 6.39 Dado a condi¢ao inicial g, a solu¢io do sistema (6.45) é x, = X, z9 em
que X,, € uma matriz fundamental do sistema (6.45) .

Prova. Seja D (z) = z (2] — A— Z[B(n)](z))"". Entdo de (6.47) resulta que
Z [wn] (2) = D (2) 20

isto é
Zx1n] (2) R ; T10
Zloa (o) | _ [ B
2 o] (2) B (@) A @) ) g

Daqui decorre que
Zxin] (2) =dn (2) x10 + dia (2) T2 + ... + dig (2) 20, 1 < i < k.

Aplicando em ambos os membros desta identidade a inversa da transformada Z, vem que
Tin =2 da (2)] 210 + 27 [diz (2)] 20 + . + 271 [dir, (2)] Tho0-

Assim tem-se que

Tin Z-1 [dll (Z)] T10 + Z-1 [dlg (Z)] 2,0 + ...+ zZ-1 [dlk; (Z)] Tk,0

Ton Z7 doy (2)] w10 + 27 [daa (2)] wa0 + .. + 271 [dok (2)] 10

o 21 [dy (2)] r0 + 2 [deo (2)] 220 + . + 2 [die ()] k0
Z7 du (2)] 27 [dia (2)] Z7 du (2)] T
Z7 dy1 (2)] 27" [doa (2))] Z7 doy (2))] 72,0
2 A ()] 27 ()] o 2 [ (2)] ) \ oo

anO
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Exemplo 6.40 Determine a solu¢do do sistema x,11 = Az, + > B(n—j)x;, onde

(4o (7 B)ene (1)

Solugao. Seja z,, = ( Tin ) De (6.47) tem-se que

xQ,n

B 10 2127 (2) 0 -
Zlm] () = (( ) ( 0 1 ) ( 0 Z[27 (2) oz
a z—1- 2z2i1 o
2z—1
— ( 2225241 2201 )foz
0 222—-52+1

(2z—1)z
= < g )

222—52+1

Assim
(2z—1) =
Zlryn] (2) = 57 5.r1 2 [2,n] (2)

Para se determinar z;,, aplica-se um dos trés métodos definidos na sec¢ao 6.3. Por
exemplo o método das fracgoes parciais.

Zlwa)(z)  (2z-1) EZVIT+3 N ST+ L

z _222—52—1—1_2_5+T\/ﬁ 2_574_\/?’
pelo que
- \/— Z-1 z 3\/1—7 1 Z-1 z
xl,n = + 2_5"’\/1_7 —+ 3—4 +§ 2_5_‘/ﬁ
4 4
5417\ (-3 1\ (5 VI7
= —V1
(\/_+>< 7 >+<34\/_7 2)( ; )
Consequentemente
o GVITEY) () + GVIT ) ()
Tp = l)
2

|
Para se estudar a estabilidade da solugao zero do sistema (6.45) ¢ 1til o seguinte lema:
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Lema 6.41 Seja G = [g;j] wma matriz quadrada de dimensao k X k. Se zy € um wvalor
prorio de G, entao:

k k
1. |20 - gn‘| |20 —gjj| < (21 |gir| - |gzz|> (21 |gj7"| - |gjj|) , para algum i, j:i# j, e

k k
2. |20 - gtt| |ZO - gss| < (21 |grt| - |gtt|> (21 |9js| - |gss|) , para algum ¢, s:t # s.

Prova. Ver [4]. =

Teorema 6.42 A solugcdo zero do sistema (6.45) é uniformemente assimptoticamente
estdvel se uma das sequintes condigoes € satisfeita:

k
1. > (Jaij| + Bij) < 1, para cada i, 1 <1i <k,

<.
[y

k
2. > (laij| + Bij) <1, para cada j, 1 < j <k,

.
—_

onde f;; = > |b;; (n)],1 <i,j <k.
n=0

Prova. Para se provar a estabilidade assimptética uniforme a partir da hipotese 1. é
necessario usar a condi¢ao (6.48). Portanto, suponha-se com vista a um absurdo que

det [z20] — A — Z[B (n)] (2)] =0, para algum z, com |z| > 1.

Entao zg é um valor préprio da matriz A + Z [B (n)] (o) . Pela primeira condi¢ao do
lema 6.41 resulta que

|20 — (aii + Z [bii (n)] (20))] [20 — (a5 + Z [bj; (n)] (20))| (6.49)

k
(Z |air + Z [bir ()] (20)] — |ai + 2 [bis ()] (Zo)|>

X <Z |ajr + Z [bjr (n)] (20)| — [a;; + Z [bj; (n)] (Zo)|>

Mas,

|20 — (i + Z [bi (n)] (20))] = 20| = |ai + Z [bii (n)] (20)]
> 1= (|au| + |2 [bi (n)] (20)])

> (lair| + Bir) — |ais + Z [bii (n)] (20)], por hipStese

Mw

r=1
Seguindo 0OS MesImos argumentos tem-se que

k

|20 — (az; + Z [bj; ()] (20)] > D (agel + Bjr) — laz + Z [bj; (n)] (20)] -

r=1
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Combinando estas duas inequagoes vem que

|20 — @i — Z [bis (n)] (20)] 20 — Zbjj (n)] (20)| >
z z
(Z (lair| + Bir) — lai + Z [bii (n ) (Z (laje| + Bjr) — laj; + Z [bj; (n)] (ZO)|>
r=1 r=1
o que contraria (6.49), uma vez que, V1 < s,t < k se tem i bst (n) 25| < >0 |bst (n)] =
n=0

Bsta ou Sejaa Bst Z |Z [bst (n)] (ZO)| € |a'st|+ﬁst Z |a5t|+|z [bst (TL)] (ZO)| Z |a'st + Z [bst (TL)] (ZO)| .
Analogamente prova-se o teorema partindo da hipotese 2. =

Exemplo 6.43 Determine a estabilidade da solugao zero do sistema

Tpa1 = Axn—l—ZB(n—j)xj,

J=0

Jeao=(73" %)

Solugao. Como

onde A = (

Wik O
W [ =OT =

2 oo
1 —n—1 1 8
Z‘alj‘_'_ﬁlj ﬁll"‘g—f‘ﬁlzzzél +SIE<1
j=1 n=0
€
2
1 1 1 9
— - +z= <1
]Zl |a2j|+/62] 3 +4+ 3 12 ,

entao, pelo teorema 6.42 a solugao zero do sistema é UAE. m

Teorema 6.44 A solucao do sistema (6.45) € uniformemente estavel se

k
> lagl +85) <1,V j=1,2,..k

=1

. Tem-se

k
Prova. Seja V (z;,) = > ||@in| + Z Z Z |bij (s =) ||

i=1 7j=17r=0 s=n

AV (zin) = V(xin+1)_v(xin)

|xm+1|+zz S s w] .

7j=1 r=0 s=n+1

k n—1 oo
|xz n| + Z Z |bij (s — )| |, r‘]

=1 r=0 s=n

M- -

-
I
N
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Mas

entao

T n+1

transformada Z

T1n+1 a1 - Alg Tin
Tin+1 = Qi1 - Qg Tin | +
| Tkn+1 | k1 - OQkk | L Tkn
n bll (n — 7") s blk (n + 7") T1,r
. 9
=0\ by (n—r) - bgp(n—r) Ty

anTip + oo + QipZpn + Z (bin (n —7r)x1, + oo + big (D — 1) Tk ,)
r=0

= Zamx]n—i—Zwa )T

j=1 r=0

Assim, |2 41| < Z i |2n] + >3 [ij (n = 1) | ] -

j=1r=0
Portanto
k k
AV (5,) < Z{Z\ammnwzm ks
i=1 j=1 j=1 r=0

Sabe-se que

Entao

n o0

2.

@

|03 (5 = 1)| [2)0|
1 r=0 s= 1

J n+
1

n—1 oo
— |z 0l _ZZZV)U Hx]7"|}

j=1 r=0 s=n

k [ S)
{Z sl [zjnl + > big (s = n)| |2jm] — |x@-,n\}

j=1 7j=1 s=n

Il
-
IIMw
I

k k k k
Yo lagllzinl =D 0> lasil |zl

i=1 j=1 i=1 j=1
k koo k koo
222 b (s=mlles (=33 > Ibis(s =)l ()]
i=1 j=1 s=n i=1 j=1 s=n

IN

>

7j=1

S|

=1

\aﬂ|+2|bﬂ 5—n ] —1}|xm\
k

{ [az| + Bji] — 1} |z; | <0, por hipdtese.
1 7j=1

I
M™M=1I

7
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Assim V (z;,,) ¢ um funcional de Lyapunov. Entao é uma fun¢do decrescente limitada
superiormente por V (z;), ou seja,

k k 0-1 oo
Vi(@in) < Vizio) =) [lz @1+ > > by (s =)l |z (r)]
i=1 j=1 r=0 s=0
= Z\xz )| = llz (0]
Para um dado € > 0 tome-se 6 = 5. Entdo sempre que |[lzo| < § vem que |z, <

V(2in) < [laol| <6 =5 <e.
Provou-se assim que a solucao zero é UE. m

Exemplo 6.45 Determine a estabilidade da solugao zero do sistema

Tyl = Axn+ZB(n—j)xj,

Jj=0

00 27n71 efnfl
ondeA—(O O)eB(n)_( 0 5n1>.

Solugao. Para este sistema tem-se

2

i i = = 2—71-1 = — — ]_ < ].
?1 (lai| + Bi) = P + B T?:O 5791 <
e
2 0 1 1
n—1 —n—1
7 [ — ) R - S ]-7
;:1 |a2|+ﬁ2) Bia + Poa = nEO + e—1+4

logo pelo teorema 6.44 a solucao zero do sistema ¢ UE. m

Pode-se associar ao sistema (6.45) um sistema nao homogéneo, dado por

Yni1 = Ayp+ Y B(n—j)y;+g(n), (6.50)

=0

onde A e B(n) sao matrizes reais de dimensao k x k com B (n) definida em Z7 e y,,
g(n) € Rk
A matriz fundamental do sistema (6.45) também satisfaz a equa¢ao matricial

Xpi1 = AX,, +ZB (n—j)X;. (6.51)

7=0
Teorema 6.46 Suponha-se que a transformada Z de B (n) e g (n) existe, entdo a solugdo
do sistema (6.50) € dada por

n—1

Yn = Xpyo + Zanrflg (T)

r=0

onde yo € uma condi¢ao inicial.
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Prova. Aplicando a transformada Z em ambos os membros de (6.51) resulta que
2Z [ X,] (2) — Xoz = AZ [X,] (2) + Z[B (n)] (2) Z [X,] (),

com |z| > R, para algum R > 0.

Portanto
(21 — A= Z[B(n)](2) Z[X,](z) ==I. (6.52)

Como a matriz do segundo membro de (6.52) é uma matriz nao singular, isto implica que,
a matriz zI — A — Z [B(n)] (2) terda que ser nao singular (se M, N e P sao matrizes tais
que MN = P com det P # 0, entao det M x det N # 0 o que implica que det M # 0 e
det N # 0). Consequentemente,

Z[X,)(2)=2(zI—A—Z[B(n)](2)"", || >R (6.53)
Aplicando a transformada Z em ambos os membros de (6.50) resulta que
(21 = A= Z[B(n)](2) Z [ya] (2) = 250 + Z [g (n)] (2)
com |z| > Ry, para algum R, > R, ¢ assim
Zlya)(2) = (:I = A= Z[B(n)](2)) " (290 + Z[9 ()] ().

Usando (6.53) esta férmula é dada por

Zynl (2) = Z[Xa] (2) yo +

Aplicando Z~! vem

Z[Xa] () Z]g ()] (2)

jo = Z7Z[X.] <z>yoJ+z-1[

= XnyO + anflfrg (T) )
ja que
22X () 2l ()] (2)] = 272 [Xam] (2) 29 (0)] (2)]
Z7 2 [Xpo1 x g (n)] (2)]
|

Exemplo 6.47 Determine a solugao do sistema

Yn+1 :Ayn+ZB(n_j>yj+g(n)7
j=0
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Solugao. Aplicando a transformada Z no sistema homogéneo vem

2l = (T L) )

z+1
—1
— 22—42+3
o 2+1 Yo
( 0 z27J2rz72
Usando o método dos coeficientes indeterminados tem-se
z—1 B Y242 ) =242
—4z+3 2= (24V2)  z—(2-V2)
241 B 3+2\f 372\/5
22-922—-92 Z_(1+\/_) _(1_\/5)
Assim,
1 \/§+22 7\/4§+22
- 4
Yin o 2 [Z—(Q—f—ﬂ) + Z—(2—\/§):| 0
B 8+2V3 323 Yo
Ya.n 0 Z*l N 28,
(1+\[) z7(17\/§)
_ ( L2+V2)" + e (2 \/i)” 0 )yo
= Xalo
onde ¢; = \[” , Cy = 2%4\/57 3 = 3+§\/§ ecy= 373\/5'

g;anMm::§f< 2+vf"1T+@@_¢®"1 >

r=0 0

242 1—2_\/5
0

2+\f (2—\/5)"71
1+f C2 1-v2

( 2V R o vy e

Consequentemente,

" 2+v2)" -1 2-v2)" -1
- (R - (R )

(1+v3)" +ei(1-

— <1+\f [(2+\/_) l - [(Q—ﬁ)n—1]>
e (1+V3) +ea(1 _\/5)”

Quando B (n) = 0 tem-se um importante caso particular do sistema (6.50) . O seguinte
teorema apresenta a solucao do sistema resultante.
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Teorema 6.48 Suponha-se que a transformada Z de g (n) existe. Entdo a solugdo do
sistema

¢ dada por
Yo =Z [z (2] = A) yo+ Z7H (2] — A 2 (g (n)] (2)] (6.55)
onde A = [a;;| € uma matriz quadrada de dimensdo k x k com a;; € R, y,, e g(n) € R¥.

Prova. Aplicando a transformada Z a ambos os membros de (6.54) vem

(21 = A) Z[yn] (2) = 20 + Z[g (n)] (),

ou seja,
Zyal (2) = (21 = A) 7 (290 + Z[g (n)] (2)),
ou ainda,
Zlyal (2) = 2 (21 = A) T yo + (21 — A Z[g ()] (2),
donde
yp = 271 [z (21 — A)_l] Yo+ 271 [(z[ — A)_1 Z[g(n)] (z)]
[ |

Tp+1 = Tp + Yn

, Lo = 1Yo = 1.
Yn+1 = Tn — Yn 0 Ho

Exemplo 6.49 Resolva o sistema {

Solugao. Escrevendo o sistema na forma matricial tem-se

()4 4w (8) e (1)

De (6.55) tem-se que

Aplicando o método dos coeficientes indeterminados para decompor os elementos da mat-
riz em fracgoes mais simples, vem

Z"—l _ 2+4\/§ N 2—4\/i
22 =2 2—V2 z+V2
1 V2 -2

_ 4 + 4
2 =2 2—V2 z+V2
2—2 242

z—1 1 1

- = +
2 =2 2=V2 z+V2
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e portanto,

L=z 2 -2 n24V2 0 S\
2|y ] = R ()
Consequentemente,

ou seja,

6.6 Aplicacoes

Como foi visto nas seccoes anteriores, uma das aplicacoes da transformada Z é a resolucao
de equacoes de diferencgas. Para as equacoes lineares de coeficientes constantes, bem como
para a resolucao de sistemas, ja se viram alguns exemplos.

E possivel resolver algumas equacoes lineares de coeficientes nao constantes com re-
curso a tranformadaZ. Na sub-seccao que se segue, apresenta-se a resolucao de algumas
dessas equagoes. Nas sub-secgoes seguintes faz-se uma abordagem com a transformada Z
a resolucao de alguns problemas aplicados ao quotidiano.

6.6.1 Resolucao de equacoes

Exemplo 6.50 Resolva a equagio (n+ 1) x4 — nz, =n+1, com xy = 0.

Solugao. Aplicando a transformada Z vem que

Znwnn] (2) + Z [wn] (2) = Znan] (2) = Z[n] (2) + Z[1] (2) . (6.56)
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Mas

Znwypl(2) = Z NTpp12 " = w92 4 2w327% + 34273 +

n=0
= z (xgz’2 + 223273 4+ 3ay2 7t + )
d
= Z@ (—:Engl — x3272 — IL‘4273 — )
d
= 2 [z (xo + 2127 — Z[z,] (z))]
d
= zxog— 22 (1, (2) — z2d— (Z [xa] (2)) .
z

Substituindo em (6.56) e usando os resultados das tabelas, resulta que

zx0— 22 [2,] (2) —szilZ (Z [xn] (2))+ 22 [2,] (2) — 220 — (—Zdilz (Z [x,] (Z))) = z i )%
ou seja, p B
7 EEE) =
Portanto,
o) = [ e
2z —1
= m +c ceR

Assim tem-se que

2z —1
r, = Z! [72 +c]

1 1
= n—a(n—1)+(—§+c>5k(n)
n+1 1
- 9 (—54—0) 519 (TL),
lsen==~Fk
com 0, (n) = Osensk

Mas xy = 0, entao
1 1
0:§+(—§+c)5k(0)®c:Ocomk:0,

donde

1
- 550 (n> )
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ou seja,
"T“ sen>1
Ty =
0sen=20
]

Exemplo 6.51 Determine a solugao da equagao x,y1 =1+ —, com xy = 0.
x

n

Solucao. Fazendo a substituicao x, = yn+1, vem que
Yn+2 -1 + Yn :
Yn+1 Yn+1

ou seja,
Ynt2 = Yn+1 + Yn-

Aplicando a transformada Z em ambos os membros da ultima relacao, resulta

P2 ya] (2) = 2%y — 21 = 2Z [y] (2) — 290 + Z [ya] (2) ,

isto é,
2yo (2 — 1)
Zyn] (2) = prR—
B 5—5 z 5+ 5 z
-0\ "0 s 10 L_Lé
2 2

e aplicando a inversa da transformada Z , vem que

y0<5—\/5 z +5+\/5 z )]

_ —1
o = 2 0 . 155 10 . L1

5—\/5<1+\/5>"+y5+\/5<1—f>"
%10 2

(@4

BRI 2

Assim,

203
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I I

Figura 6.8: Circuito eléctrico

R
—>

<V> i O—ill R

Figura 6.9: Primeiro sub-circuito

6.6.2 Circuito eléctrico

Considere-se um circuito eléctrico em forma de escada como o que se mostra na Figura
6.8, constituido por k + 1 sub-circuitos fechados. Todas as resisténcias sao iguais, ou

seja, para todas, R = ¥ em que V representa o potencial eléctrico medido nos bornos da

resisténcia e i a intensildade da corrente que passa nessa resisténcia.

Considere-se ainda que em cada sub-circuito, a intensidade da corrente tem o sentido
indicado na figura.

Em primeiro lugar vai-se analizar o primeiro sub-circuito (Figura 6.9), no qual foi
inserido um voltimetro. Seja ig a corrente que passa na resisténcia superior horizontal e
19 — 11 a corrente que passa na resisténcia vertical.

Em V mede-se o potencial eléctrico dado pela lei de Ohm (para duas resiténcias em
série), como sendo,

V:R20+R(20—21),

ou seja,

i1 = 21 — % (6.57)
Deste modo, sabendo iy (intensidade da corrente introduzida no primeiro elemento do
circuito, R é uma quantidade conhecida a partida, V' também ¢é conhecido pois lé-se no
voltimetro) sabe-se qual a intensidade da corrente que passou para o segundo elemento
do circuito.

No segundo elemento nao se tem um instrumento de medida (Figura 6.10) mas pode-
se aplicar a segunda lei de Kirchhoff, que estabelece a lei de conservacao de energia num
circuito fechado, dizendo que, “a soma algébrica das diferengas de potencial encontrada
num circuito fechado é nula”.
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Figura 6.10: Segundo sub-circuito

Entao pode-se dizer que no ponto A do circuito, o potencial eléctrico é V4. Percor-
rendo o circuito no sentido da corrente, depois de passar pela resisténcia vertical do lado
esquerdo, o potencial eléctrico é V4 — R (i1 — ip). Quando fechar o circuito, o potencial
tem que ser igual ao inicial, ou seja,

Va— R (iy —ig) — Riy — R (i1 —i2) = Va,
isto é,

Daqui se conclui que, nao é necessario medir V4 para saber a intensidade da corrente
19 que passou para o 3° elemento do circuito, sabendo a que tinha passado do circuito
anterior 19 = 311 — ig.

Tem-se entao um processo no qual se pode afirmar que, no elemento n + 2 ter-se-a

Z’TL+2 - 32'”+1 -+ 'ln = O, (659)

que é uma equacao de diferencas de segunda ordem, cuja solugao da o valor de 7, para
qualquer elemento n do circuito.
Aplicando em (6.59) a transformada Z, obtém-se

2 Z [in] (2) — 2%ig — 21 — 322 [in] (2) + 3219 + Z [in] (2) = 0,

ou seja,
(22 =32+ 1) Z[in] (z) = 2% + 2i1 — 3ziy.
Mas,
2. . . . 2 . V
z% + 211 — 32190 = 19 (z —32)—1— (220—E)Z
_ %4
= 10(22—2) _EZ
v
= qo 22 —2(1+——
zo(z z( +i0R>)’
donde
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e consequentemente,
2 _ v
. z z (1 + P R)

22 —-324+1

In =2~ io| - (6.60)
Observando a tabela 6.2 da transformada Z, verifica-se que as fracgdes em z que tém
2% e z no numerador, sao as transformadas do coseno hiperbélico e trigonométrico. Para
ser uma transformada de um coseno trigonométrico, deve-se interpretar o coeficiente de
z como sendo 2cosw, ou seja, 3 = 2cosw o que é impossivel, pois o valor méaximo da
funcao coseno é 1.
Contudo, ja é possivel considerar 3 = 2 cosh w e pela relagao fundamental das funcoes
hipebdlicas tem-se sinh w = ? Assim, de (6.60) resulta que

22— zcoshw Zcoshw—z<1+i0LR>'

22 — 2z coshw + 120 + 22 — 2zcoshw + 1 ‘0

3 v
42! Gk,

22 — 2zcoshw + 1

2 .
1 —=zsinhw
= igcosh (nw) + (— - L) 02! [ V6

= z !

= iy cosh (nw)

2 iR 22 —2zcoshw + 1

1 2
= igcosh (nw) + (5 - ZOLR) 2'0% sinh (nw)

Donde, a solucao da equacao de diferencas é dada por

in = ig cosh (nw) + (% - %) sinth (nw) .

6.6.3 Industria financeira

Suponha-se que um empréstimo bancario obedece as seguintes regras:

e 1, representa uma transaccao mensal, do cliente com o banco, de depdsito ou de
levantamento (x,, é negativa quando o cliente faz o levantamento do empréstimo e
é positiva quando paga as prestagoes, havendo apenas uma transacgao por meés),

e y, representa o saldo depois da operagao mensal,

e mensalmente, ha lugar ao pagamento de um juro 7,1, com 0 < 7" < 1 do cliente
ao banco .

Pode-se representar o modelo de funcionamento deste empréstimo, por uma equacao
de diferencas. Ao saldo do més anterior acresce o juro cobrado pelo banco e o valor do
depdsito relativo ao abatimento da divida.

Assim a equacao de diferencas é

Yn = Tp + (1 +T) yn-1. (6.61)
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Suponha-se ainda que, o saldo no més —1 é nulo e que no meés zero o banco concede
um crédito de 100 000 euros. Além disso a partir do més 1 o cliente deposita regularmente
P euros neste banco, com o objectivo de saldar a divida ao fim de 20 anos.

Pode-se calcular, através de uma abordagem com a transformada Z, o valor da pre-
stacao P a pagar, sabendo por exemplo, que a taxa de juro mensal é de 0,5%. Assim, a

transaccao mensal do cliente é dada por

|

x, = —1000008, (n) + PU (n — 1),

—100000se n =0
Psen>1 ’

ou seja,

lsen—1>0 _ l1sen=0
OndeU(n_l)_{Osen:O eéo(n)_{()sen%o
Z em (6.62), resulta
Pzt
Zlr,](2) = —100000+1_ —

(6.62)

. Aplicando transformada

—100000 + (100000 + P) z~*

1—z71
e de (6.61) tem-se

—100000 + (100000 + P) z~*

+(14+T) 27" Z [y (2),

ou seja,
2y (2) —100000 + (100000 + P) z~*
nj\%Z) =
Y (1—21)(1—1,00521)
~ 100000 + P — 1000002
(z—1)(z—1,005) ’
portanto

100000 + P — 100000z

p
Yn = Z k;, onde k; sao os residuos do podlos de z
i=1
k—1100000+ P—100000z
(2—1)(2—1,005)
Yn = k1 (n) + k2 (n)

(z—1)(z—1,005)

tem dois polos simples um em z = 1 e o outro em 2z = 1,005. Assim,

—-P

k’l = lim

z—1

100000 4 P — 1000002]

{(z — 1)z (z—1) (= — 1,005)

ks

zi1%%05 (z—1)
1, 005 P

—100000 x 1,005" .
X BT 0005

{zk 100000 + P — 100000z

= 0,005

}:
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Donde
_F + 100000 x 1,005™ + 1,005"P
0,005 ’ 0,005 °

Para o saldo ser nulo ao fim de 20 anos, tem-se que y949 = 0, e portanto resulta que

Yn

(1,005%40 — 1) P

—1 1 240
0,005 00000 x 1,005,

ou seja
P =1716,43.

6.6.4 Gestao de turmas

Suponha-se que se tem um sistema discreto em que x, representa o nimero de novos
alunos que, no inicio do ano n se inscreve a uma disciplina e y,, representa o niimero total
de alunos que frequenta essa disciplina no ano n. Sabe-se que a taxa de aproveitamento
¢ de 60%. Entao a equacao de diderencas que caracteriza este sistema é

Yp = Ty +0,4y,_1. (6.63)

Para que valor tende o ntimero de alunos a frequentar a disciplina, se o niimero de novos
alunos for 757
Ao aplicar-se transformada Z em (6.63), tem-se que

200 () = g = T

Pelo teorema do valor final vem

z z 74

= ~ 123.
z—1z2—-0,4 0,6

Yoo = lin% (z—1)74

Ou, em alternativa, pode-se evidentemente calcular y,,.

1 —0,4
Zynl (2) _ T4z T A X
2 (z—=1)(2—0,4) z—1 2-0,4)"
donde,
74
n = 1—0,4"),
i =g ( )
e assim 4 4
Yoo = lim — (1—0,4""") = 0 =123

Y

6.6.5 Populagcao mundial de baleias

Suponha-se que a populagao actual de baleias no mundo ¢ 3000 e que em cada ano o
aumento natural (nascimento e mortes naturais) da populagao é 30%. Admita-se também
que o numero de baleias abatidas pelos pescadores em cada ano é 950 e que esta tendéncia
vai se manter nos proximos anos.
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Seja P, a populacao de baleias no ano n. O aumento da populacao durante esse ano,
devido a nascimentos e mortes naturais ¢ 0,3F,. Assim, o aumento (ou diminui¢do) da
populacao durante esse ano é dado por

0,3F, — 950.
No ano n + 1, a populagao é
P,.1=PFP,+0,3P, —950.

Como o ano 0 corresponde ao ano actual, entao a condi¢ao necessaria para resolver a
equacao de diferencas é Py = 3000.
Aplicando a transformada Z a equagao determinada, vem

950z

2Z [P, (2) — 2Py = 1,3Z [P,] (2) 1

ou seja,
Z [P, (2) 3000z — 3950

2 C(z—-1)(2—-1,3)

e aplicando o método dos coeficientes indeterminados resulta

0500 = 500 =z
2Rl == "33

Aplicando a inversa da transformada Z tem-se

9500 500
P,="=_—22(1,3)".
3 5 (1,3)

Obviamente, a populagao de baleias nao pode ser negativa e portanto a expressao anterior
sO podera ser valida, para os valores de n tais que

9500 500
(1,3 >0
3 3 (13720,

isto é,
(1,3)" <19,

e aplicando logaritmo a ambos os membros desta identidade, vem que
nnl,3 <Inl19 = n < 11,22,

logo, a solucao do problema é

3 3

9500 300 (1.3)" se 0 <n <11
P, = )
O0sen>11

ou seja, neste modelo a populagao de baleias extingue-se ao fim de 10 anos.
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transformada Z

Ne. Sequéncia x,, transformada Z
1, sen=1 -1
1 z
0, se n € Z\ {1}
2 1 > 1
N
3 -1)" — 1
D >
4 a” —— 12l > |
I =z
5 T el >l
6 na™ ai, |z| > |al
(2(— a)z)
n za(z+a
7 na Wu |z| > |a
N 2 (az? — 4a*z — a®)
8 n3a (2—&)4 7‘2‘ > ‘CL|
b om d\" z
9 n*a —z P ,|z| > al
Zsinw
10 1
sin (wn) (22 — 2z 00310 +1
2 (z — cosw
11 > 1
cos (wn) 22(— 22 cosw %)— 1’ 12
z(z —acosw
12 " >
a” cos (wn) 22 — 2acosw + a?’ 12 > lal
az sin w
13 " si >
¢ sm(wn)k 22 — 2acosw + a?’ 121> lal
lsen= _
14 {Osen#k %)zl >0
a” a
15 — ez,|z| >0
n
2 (z — cosh (w))
16 h > voe v
cosh (wn) 7~ 2 cosh () £ [)# > max (v, e™)
zsinh (w)
17 inh > we
sinh (wn) 2~ 2 cosh (w) £ 1 |z| > max (e, e™")
1
18 —. nezt 1 ( © ),|z|>1
z—1
19 e, Z [z, (e¥2),|z| > e ™R
2
20 n? ( 21)3, 2| > 1
|
21 n® L s 1
(z=1)
KT
22 n) o f,m, 2| > 1
n® akz
23 ?CL ( )k-i—l’ |Z| > |a’|
Tabela 6.2: Transformada Z de z,




Apéndice A

Matrizes

A.1 Teorema de Cayley-Hamilton

Seja A uma matriz definida por A = [a;;], a;; € C, i,7 € {1,...,k}. Um valor préprio de
A é um escalar A € C tal que existe um vector nao nulo v € C* tal que Av = Mv. Neste
caso v diz-se um vector préprio associado ao valor proprio .

Da relagdo Av = Av decorre que (A — Al) v = 0. Esta equacao tem solu¢do nao nula
quando |A — AIi| = 0, ou seja,

Nra 1y  +ap A+a,=0 (A1)

A equagao (A.1) é conhecida como equagao caracteristica de A e as suas raizes como
valores préprios de A. Se A1, Ay, ..., Ay forem os valores préprios de A (ndo necessariamente
distintos), entdo factorizando (A.1) vem

pN)=J[r=x) =0 (A.2)

i=1
Teorema A.1 (Cayley-Hamilton) Se p(\) € o polindmio caracteristico da matriz A de
dimensao k x k, entao p(A) = 0.

Prova. Ver [21]. =

Exemplo A.2 Verifigue o teorema de Cayley-Hamilton na matriz A = l Z 2 ] .

Solucgao. O polinémio caracteristico de A é

PN =|A =N, =X — (a+d)A+ad — cb

e assim
- 2
a b a b 10
p(A) = B d} —(a+d)[c d]+ad—cb{0 1}
[ a*+bc—a*—ad+ad—cb ab + bd — ab — db
| ca+dc—ac—cd cb+d?> —ad—d?>+ad—cb
_Joo
~ 100
m

211
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Observagao A.3 O teorema de Cayley-Hamilton implica que A™ pode ser escrito como
combinacdo linear de I, A, A2, ..., A*=1 se A é uma matriz do tipo k x k. Ainda é vdlido
paran = —1, o que pode facilitar o cdlculo de algumas inversas.

1 2
-1 0
pelo que A2 — A + 21, = 0, ou seja, A> = A — 2I,. Para se calcular A* tem-se que
A3 = (A-20L)A = —A — 21, pelo que A* = (—A—20,) A = —3A + 2I,. Utilizando
esta técnica recursiva, pode-se determinar qualquer poténcia inteira positiva da matriz
A. Também se pode obter A~ a partir de A~ (A? — A+ 2I,) = 0 obtendo-se assim
At =1(A-1D).

Exemplo A.4 Seja A = { } . O polinémio caracteristico é p(\) = N\ — X + 2,

A.2 Algoritmo de Putzer

O equivalente discreto do algoritmo de Putzer também serve para determinar a poténcia
de ordem n de uma dada matriz.
Para uma matriz A de dimensao k x k, a representacao de A™ é dada da forma

A = Zu (n) M (i—1) (A.3)

) = (A= X)) M (i—1),
(A — X\il) . Pelo teorema

onde u; (n) é uma funcdo escalar (a ser determinada) e

M (0) = I. Iterando esta férmula recursiva vem M (n) = []
i=1

k
Al M(k) = [[(A—XNIx) = 0, pelo que M (n) = 0, Yn > k. Portanto, pode-se
i=1

reescrever (A.3) na forma
k

A = Zu (n) M (i —1) (A.4)

Para n =0, de (A.4) sai que Iy = uy (0) Iy +uz (0) M (1) + ... +ux (0) M (k — 1). Esta
equagao é satisfeita se u; (0) =1 e ug (0) = uz(0) = ... = uy (0) = 0.
Para n > 0 vem que

k k
duin+1)M(i-1) = A"“:AZui(n)M(i—l)

i=1

= Zul(n)AM(z—l)

k
- Zuz (n) (M () + A\iM (i — 1))

Comparando os coeficientes de M (i), 1 < i < k tem-se

up(n+1) = Mui(n), u (0)=1 (A.5)
uwn+1) = Nu;(n) +ui—1(n), u; (0)=0, i1 =2,3,...,k



Algoritmo de Putzer

As solugoes das equacgoes de (A.5) sao

n—1 n—1

n—1
up(n) = Al ew; (n) = Z H i1 (J) = Z)\?’Flui,l (), i=2,...
=0

7j=0 r=j+1
1 30
L : 0 21
Exemplo A.5 Calcule a poténcia de ordem n da matriz A = 00 2
0 00

o algoritmo de Putzer.
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 k (A.6)
0

' usando
3

Solucao. Os valores préprios da matriz sao Ay =1, A\y3 =2 e A\y = 3. Entao

M) = L4
[0 30 0 ]
01 1 -1
M (1) - (A - )\1[4) M (O> - 0 0 1 0
|00 0 2 |
[0 0 3 =3
001 -2
M(2) - (A - /\214)M(1) - 000 0
00 0 2 |
[0 0 0 =3 ]
000 -2
00 0 2 |
De (A.6) sabe-se que
u(n) = 1"=1
n—1 n—1
) = St oS
=0 =0
n—1
ug(n) = Y 2" (20—1) =n2"' -2 41
=0
n—1 3n 1
n—1-j (:oj—1 j n—1
uy (n) = ;3 T (j2 7 =27 1) =5 —n2" -

Assim, aplicando a férmula (A.4) resulta que

A" = wup(n) Iy +us (n) M (1) + uz (n) M (2) + ug (n) M (3)

1 3(2n—1) o2l 3 3o 2
N 2 —3" + 2
o0 o 0

0 0 0 3"
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Observacao A.6 Este processo de determinar a poténcia de uma matriz é trabalhoso e
nem sempre € possivel obter uma expressio analitica explicita a partir de (A.6). Quanto
maior for a ordem da matriz, mais trabalhoso é o método.

Na seguinte seccao apresentam-se outros métodos para determinar a poténcia de uma
matriz.

A.3 Poténcia de matrizes diagonalizaveis

Como foi referido, o Teorema de Cayley-Hamiltona e o método de Putzer podem ser
itilizados para determinar qualquer poténcia inteira de uma matriz. No entanto, se a
matriz é diagonal, o calculo de qualquer poténcia é imediato.

Seja A a matriz diagonal

M 0 - 0 A0 e 0
A=Y A2 |, entdo A" = 0 XA

: 0 : 0

0 - 0 M 0 -~ 0 A

Se a matriz A nao é diagonal, mas existe uma matriz P tal que A = PDP~!, em que

AN O o 0
D 0 X : ,

: 0

0 -+ 0 M\

entao

A" = (PDP7Y)(PDP7")..(PDPT")
= PD(P'P)D(P'P)..(P'P)DP!
= pp"p!
Para se determinar as matrizes P e D, quando elas existem, tais que A = PDP~! ¢

necessario calcular os valores e vectores proprios da matriz A. Ao processo de encontrar
as matrizes P e D chama-se diagonalizacao.

Definicao A.7 Diz-se que uma matriz A de dimensao k x k é diagonalizdvel, se existem
matrizes P e D tais que A = PDP™', ou equivalentemente, D = P~YAP, em que D ¢
uma matriz diagonal.

Teorema A.8 Seja A uma matriz de dimensao kxk com k vectores proprios linearmente
independentes vy, Vg, ..., Vg associados aos valores proprios Ai, g, ..., A\, respectivamente.
Entao as matrizes

M O -0

P:[Ul Vg - 'Uk] e D=
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sio tais que D = P7YAP, ou seja, A € diagonalizdvel. Reciprocamente, se A é diagona-
lizavel, entao ela possui k vectores proprios linearmente independentes.

Prova. (=)Sejam vy, vg, ..., vx k vectores préprios linearmente independentes asso-
ciados aos valores proprios Ay, Ag, ..., A, respectivamente. Defina-se as matrizes

N O - 0
P:[’Ul Vg v Uk} eD = 0 X
. S
0 0 M
Como Av; = \ju; para i =1, ..., k, entao
AP = A[Ul Vg - ’Uk]:[A’Ul AU2 Avk]
= [)\1?}1 )\21)2 )\kvk}
N O - 0
= [vl Vg - vk} 0 X =PD
: 0
0 -+ 0 M\

Como vy, v, ..., v, sao linearmente independentes, entao a matriz P é invertivel, pelo que
ao se multiplicar a relagao anterior por P~!(a esquerda) sai D = P7'AP, ou seja, A é
diagonalizavel.

(<=) Suponha-se agora que A é diagonalizdvel. Entao existe uma matriz P tal que
P7'AP = D, em que D ¢ uma matriz diagonal. Multiplicando por P ambos os membros
da relagao anterior (a esquerda), obtém-se AP = PD. Sejam P e D nas condigoes do
enunciado, em que v; representa a coluna i de P. Tem-se entao que

AP:[Avl A’UQ Avk} GPD:[)\l’Ul )\21}2 )\kvk}

Da relacao AP = PD sai que Av; = \ju;, parat = 1,..., k e como a matriz P é invertivel,
entao vy, vy, ..., Vg SA0 vectores proprios linearmente independentes. m

Observacao A.9 Se uma matriz quadrada A é diagonalizdvel e D = P~*AP, entdo
os valores proprios de A formam a diagonal de D e os k vectores proprios linearmente
independentes associados aos valores proprios formam as colunas de P.

Exemplo A.10 Diagonalize a matriz A =

N DN~
DN =~ DN
=N N

Solugao. Para esta matriz o polinémio caracteristico é p (A\) = —A3 +12X\% — 36\ + 32.
Portanto os valores proprios sao A\j2 = 2 e A3 = 8 . Para se calcular o vector préprio
associado ao valor préprio 2, resolve-se o sistema (A — 2/3) X = 0, ou seja,

2227 [ 0
222 lyl=1]0
22 2| =2 0
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A solugao geral deste sistema ¢ Vi = {(—y — 2,y,2) € R3:y,2 € R}. Este ¢ o conjunto
de todos os vectores proprios associados ao valor proprio 2. Assim, pode-se escolher para
vectores préprios v = (—1,1,0) e v = (—1,0,1). Em relagdo ao outro vector préprio,
ele é determinado pela solucao do sistema

—4 2 2 x 0
2 -4 2 y| =10
2 2 —4 z 0
O conjunto Vo = {(z,z,z) € R? : x € R} ¢ a solucdo geral do sistema, pelo que, pode-se
escolher o vector (1,1,1) como sendo vector préprio associado ao valor préprio 8. Entao
12 1
4 2 2 -1 1 2 00 i3
2 4 2 0 1 020 -5 —3 3
2 24 1 1]]00 8 503 3

A.4 Forma canonica de Jordan

Quando a matriz nao é diagonalizdvel, entao pode-se usar a forma candnica de Jordan
para determinar a poténcia da matriz.

Definicao A.11 Uma matriz quadrada diz-se um bloco de Jordan associado a um valor
(real ou complexo) A se os elementos da diagonal principal sao iguais a A\, os elementos
da supradiagonal (diagonal "acima” da diagonal principal), quando ezistem, sao iguais a
1 e os restantes elementos sao iguais a 0.

Exemplo A.12

A1 0O

0O X 10 .

00 ) 1 ¢ um bloco de Jordan de ordem /
00 0 A

[ g\ i\ } ¢ um bloco de Jordan de ordem 2

[A] € um bloco de Jordan de ordem 1

Como consequeéncia da definicao anterior, tem-se que uma matriz do tipo k X k esta na
forma candnica de Jordan se consiste na justaposicao, canto a canto, de blocos de Jordan
ao longo da diagonal principal, sendo nulos os restantes elementos. Por exemplo, a matriz

—2 1 0 0 0000
0 -2 1 0 0000
0 0 =2 1 0000
S_] 0 0 0 20000
0 0 0 0 1100
0 0 0 0 0100
0O 0 0 0 00710
|0 0 0 0 000 3|
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estd na forma canénica de Jordan. Trata-se de uma matriz do tipo 88, constituida por
4 blocos de Jordan: o primeiro, de ordem 4 é associado ao valor -2, o segundo de ordem
2 é associado ao valor 1 e os terceiro e quarto blocos ambos de ordem 1, sao associados
ao valor 1 e 3, respectivamente.

Definicao A.13 Os vectores nao nulos vy, vs, ..., v, formam uma cadeia de Jordan asso-
ciada ao valor proprio A de uma matriz A do tipo k X k se

(A — )\Ik) v = O, (A — )\Ik) Vg = V1, ..., (A — )\]k) Up = Up—1 (A?)
E usual se representar a cadeia de Jordan (A.7) na forma

(%

pr—>vp_1r—>,,,r—>1)2r—>vlr—>(),

Observacao A.14 Dos vectores da cadeia de Jordan (A.7) hd apenas um (vy) que € vec-
tor préprio de A. Dos restantes, v, ..., v, diz-se que sao vectores proprios generalizados.
Assim, um vector v # 0 € vector proprio generalizado da matriz A associado ao valor
proprio A se Im > 1, m € N tal que (A — \I},)" v = 0.

Teorema A.15 (Forma candnica de Jordan) Qualquer matriz A do tipo k X k de ele-
mentos reais ou complexos é semelhante a uma matriz J na forma candnica de Jordan,
isto é, existe uma matriz P invertivel tal que A = PJP~1 em que

Ao 1 0 0
J. 0 0 Ao 1 0
J = 0 , 1< r <k, com J;= 0
: .0 .. 0
0 - 0 : 0N
| 0 0 A
e onde:

1. Os elementos \; que figuram na diagonal principal dos blocos de Jordan sao os
valores proprios da matriz A,

2. 0 numero total de blocos de Jordan € igual ao nimero de vectores proprios linear-
mente independentes (multiplicidade geométrica-mg),

3. A soma das ordens dos blocos que correspondem ao mesmo valor proprio (isto €, em
cuja diagonal principal figura o mesmo valor proprio de A) € igual a multiplicidade
algébrica (nimero de vezes que o valor préprio se repete - ma) desse valor proprio.

T

4. Ji é uma matriz do tipo s; X s; tal que Y s; = k.
i=1

Prova. Ver [9] =

Observacao A.16 1. As colunas da matriz P formam uma base para R* (ou CF,
consoante o caso) denomicada base de Jordan.
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2. Quando ma (A\)=1 (isto é, \ ndo se repete), entio diz-se que \ € simples. Se
mg (A) = ma(N\) > 1 (isto é, cada bloco de Jordan associado a A\ corresponde a
uma matriz do tipo 1 X 1), entao diz-se que o valor préprio A é semi-simples. Por
exemplo, a matriz

1 0 0 00
0 -1 0 00
J=10 0 -1 00
0 0 0 31
0o 0 0 03

tem um valor proprio simples, o 1, um valor proprio semi-simples, o -1 e um valor
proprio que nem € simples nem semi-simples, o 3 .

Os vectores da base de Jordan estao organizados em cadeias de Jordan. Assim, para
se determinar a poténcia de uma matriz tem-se de encontar estas cadeias. Cada cadeia
contém um conjunto de vectores linearmente independentes. Esta afirmacao é o contetido
do teorema seguinte:

Teorema A.17 Os vectores de uma cadeia de Jordan sao linearmente independentes.

Prova. Seja vy, s, ...,v, (p € N) uma cadeia de Jordan associada ao valor préprio A
da matriz A de dimensao k£ x k com k > p. Se se fizer B = A — A\, pode-se afirmar que
se trata de uma cadeia de Jordan associada ao valor préprio 0 da matriz B. A prova é
feita por indugao em p.

Para p = 1 tem-se apenas um vector, vy, que é nao nulo, portanto a afirmacao
verifica-se.

Suponnha-se (hipdtese de inducdo) que vy, vy, ..., v, sao linearmente independentes,
com vista a provar que vy, Vg, ..., Up, Up+1 Sa0 ainda linearmente independentes. Ou seja,
para aj, ..., a4 constantes tais que

a1V + Uy + ...+ Ap1Upt1 = O, (A8)

tem-se de provar que tem de ser o; = ... = a4 = 0.
Multiplicando ambos os membros de (A.8) por B obtém-se

O[lel + OéQBUQ + ...+ O[p+1BUp+1 = O,

ou seja,
Uy + ...+ Qpvp = 0.

Por hipétese de inducao os vectores vy, v, ..., v, sao linearmente independentes, por-
tanto tem de ser as = ... = apy; = 0. Substituindo em (A.8) vem ayv; = 0 e como vy é
nao nulo sai que a; =0. =

Segue-se um processo que permite obter-se os vectores da cadeia de Jordan.
Seja vy, Vg, ..., v, (p € N) uma cadeia de Jordan associada ao valor préprio A da matriz
A do tipo k x k com k > p, ou seja,

(%

p > Up_1 = .o = Uy = vy = 0. (A.9)
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Fazendo B = A — A}, tem-se

Bv; = 0, ou seja, v; € Nuc(B)
Bvy, = v #0e B*vy =0, ou seja, va € Nuc (Bz) \Nuc (B)
Bvs = wy, B*vs =1, #0e B3v; =0, ou seja, v3 € Nuc (Bg) \Nuc (BQ)

Bu, = wv,_1, B" v, =v; #0, ou seja, v, € Nuc (B”) \Nuc (B"™1)
Sabe-se que Nuc (B™) C Nuc(B™™), ¥m € N, pelo que, neste caso
Nuc(B) C Nuc(B?) C ... C Nuc(BP)

Se for Nuc (B?) = Nuc (BP*!), nao existe nenhum vector nao nulo v, tal que BP™ v, =
0 e BPv,41 # 0, ou seja, a cadeia nao pode aumentar. Mais geralmente, neste caso tem-se
Nuc (B?) = Nuc (BPT™)  ¥m € N. Diz-se que o comprimento da cadeia é p e nao pode
haver nenhuma cadeia de Jordan associada ao valor préprio A com comprimento superior
ap.

Na pratica, para se determinar a cadeia (A.9), escolhe-se adequadamente v, e itera-se
0 processo nas condicoes descritas.

Nos exemplos seguintes apresenta-se este processo de construcao da base de Jordan.

10 2 5 11

. -2 6 3 — 1

Exemplo A.18 FEscreva a matriz A = 0 08 32 | ™ forma PJP™".
0 00 8

Solugao. O polindmio caracteristico da matriz é p(\) = (A — 8)4 pelo que o valor
proprio 8 tem may—g = 4. E facil de verificar que

Nuc(A—8Iy) = {(a,b,c,d) eR*:a=-bAc=d=0}

pelo que Nuc (A —81y) = ((—1,1,0,0)), donde a mgy—s=1 e assim a matriz da forma
canodnica de Jordan tera apenas um bloco de Jordan. Também tem-se que

Nuc ((A—-81)°%) = {(a,b,e,d) eR*:c=d =0} =((1,0,0,0),(0,1,0,0))
Nuc ((A-81)°) = {(a,b,c,d) eR*:d =0} ={((1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0))
Nuc ((A-8L)") = R*

Como Nuc ((A — 814)4) = Nuc ((A - 8[4)4+m) ,Vm € N, entdo o comprimento da cadeia
¢ 4, ou seja, vy — v3 — vy — v — 0. Entao o bloco de Jordan é de ordem 4, pelo que
neste caso vem

o O O
S O 00—
S 00— O
o = O O
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Se se considerar a base canénica de R*, tem-se que e4 € Nuc ((A — 814)4) \ Nuc ((A— 814)3)
e (A—8I)% e, #0.Sejavs=[0 0 0 1] Entio

11 176 512

-3 80 —512
:(A—8[4)’U4: 39 ,U2:<A_8[4>U3: 0 Ulz(A—8[4): 0

0 0 0

Observe-se que v; é um valor préprio da matriz A. A base de Jordan é {v;, va,v3,v4} pelo
que a matriz P de mudanca de base é P = [ V1 U U3 4 } , isto é,

512 176 11 0
—-512 80 -3 O
P=1"9 0o 320
0 0 0 1
Consequentemente
A = pJjpT!
5 11 11
512 176 11 O 8 1 0 0 102 S92 376 0
B =512 80 -3 0 0 810 556 556 o1 U
- 0 0 32 000381 0 0 = 0
0 0 0 1 00 0 8 0 0 0 1
]
2 1 1 1 0
0 2 0 0 0
Exemplo A.19 Seja A= |0 0 2 1 0 |. Determine as matrizes P, J e P~1
0 0 0 1 1
0O -1 -1 -1 0

tal que A= PJP~1.

Solugao. Os valores préprios da matriz A sao 1 e 2 com multiplicidades algébricas 3
e 2, respectivamente. Tem-se que

Nuc (A —1I5) ((0,0,1,-1,0))
Nuc ((A-I5)*) = ((1,0,-1,0,1),(0,0,~1,1,0))
Nuc ((A-I5)°) = ((-2,0,1,0,0),(~2,0,0,1,0),(~1,0,0,0,1))
Como mgy—1 =1 e Nuc ((A — I5) ) Nuc ((A - )3+m) Vm € N, entao para este valor
proprio tem-se um bloco de Jordan de comprimento 3, ou seja,
1 10
Ji=1011
001

associado a cadeia v3 — vy — vy — 0. Como

[—2 0 1 0 0] € Nue((A— L)) \Nue (A~ I5)?),
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entao vy =[ -2 0 1 0 O}TeObtém—Seng(A—])ng[—1 010 —1]Te

n=MA-Nv=[001 -1 0 }T. Também ¢é fécil de se verificar que
Nue (A —21,) = ((1,0,0,0,0), (0, —1,1,0,0))

pelo que mgyx—2 = 2 e assim tem-se dois blocos de Jordan e como a may—s = 2, entao
estes blocos tém necessariamente comprimento 1. Sejam Jo = [2] e J3 = [2] os dois
blocos associados as cadeias vy — 0 e vs +— 0, respectivamente. Ora, os dois vectores
da base de Nuc (A — 21,) sdo vectores préprios da matriz, pelo que pode-se por vy =

[1 0 00O ]Tev5: [ 0 -1 100 }T. Construiu-se assim as matrizes
110 00 0O -1 -2 1 0 0O 0 0 -1 0
01 100 O 0 0 0 -1 0O 0 0 0 -1
J=|l0010O0|,P=|1 1 1 0 1 |,P'=|0 1 1 1 1
00020 -1 0 0 0 O 1 2 2 2 1
0000 2 0O -1 0 0 0 0O —-1.0 0 O
[
3 0 -1 0 0 1 0o 0 -2 2 ]
1 1 0 0 O 1 1 0O -1 1
_1 1 1 o -+ -1 1 _1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2
1 -1 0 1 1 1 1 1 -1 1
. -1 1 0 0 1 -1 -1 -1 1 -1
Exemplo A.20 Seja A = 0 -1 0 0 o0 9 9 0 0 0 . Deter-
0O 0 0 0 0 0 2 0 0 0
0O 0 0 0 0 o -1 2 0 0
_1 1 o & -1 _1 1 _1 5 1
1 7 2 1 1 1 1 1 1
_1 1 1 L -1 1 _1 _1 1 3
4 2 4 4 4 4 1 1

L 4
mine a matriz P e J tal que A = PJP™L.

Solugdo. O polinémio caracteristico desta matriz é p(A) = (A —1)> (A —2)°, pelo
que tem-se may—; = may—o = 5. Para esta matriz tem-se que

Nuc (A — [10) = <U1,U2>

onde u; = (1,0,0,0,0,0,0,0,1,0) e us = (—1,0,0,0,0,0,0,0,0,1). Como mgy—1 = 2,
entao tem-se dois blocos de Jordan.

Nuc ((A — IlO)2> = <1,L1, Ug, U3, U4>
onde uz = (0,0,1,0,0,0,0,0,0,0) e us = (0,0,0,1,0,0,0,0,0,0).
Nuc ((A - 110)3) = (uy, us, uz, ug, us) = Nuc ((A — [10)3+m) ,Vm e N

com us = (0,0,0,0,1,0,0,0,0,0). Isto quer dizer que o 1° bloco associado ao valor préprio
1 tem comprimento 3 e consequentemente o 2° bloco tem comprimento 2. Sejam

110
J1: 011 8J2:|:(1)1}
001



222 Matrizes

associados as cadeias v3 +— vy — v +— 0 e vy — vy — 0, respectivamente. Como usz €
Nuc ((A— 110)3) \Nuc ((A - 110)2) , entdo ponha-se vz = ul. Daqui decorre que vy =

(00 210000 = 2] enu=[20000000 1% 0]". Sabe

se que v terd de pertencer ao Nuc ((A — IlO)Q) \Nuc (A — Ip) tal que seja linearmente
independente com w3, vy e v;. O Unico vector nestas condigoes é o uy. Seja entao vs = uy
eportantom:[() 000 O0O0O0O© O % %]T

Nuc (A — 2[10) = <U6, U7>

com ug = (—1,0,0,0,0,1,0,0,0,0) e ur = (0,0,0,0,—1,0,0,1,0,0), pelo que mgy—o = 2
o que quer dizer que se tem 2 blocos de Jordan. Também tem-se

Nuc ((A - 2[10)2) = (ug, U7, ug)
onde ug = (1,1,0,0,0,0,0,0,0,0),
Nuc ((A — 2[10)3) = (ug, us, g, U10)
com wg = (—1,0,0,0,1,0,0,0,0,0) e uo = (—1,0,0,0,0,0,0,1,0,0).
Nuc ((A = 25p)") = (us, us, g, wio, t1)

onde ui; = (—1,0,0,0,0,0,1,0,0,0). Como Nuc ((A —2I1)") = Nuc ((A - 2I0)""™),
Vm € N, entao um bloco terd ordem 4 ao passo que o outro terda ordem 1. Sejam

e Jy = [2]

S OO N
S O N =
SN = O
N = OO

os blocos associados as cadeias vg — vg — vy — vg — 0 e vy — 0, respectivamente. Como
uy1 € Nuc ((A - 2[10)4) \Nuc ((A - 2[10)3) entdo ponha-se vy = uf;. Iterando o processo
vem vg = [ -1 000020 -100 ]T, Uy = ugT, Vg = u6T. O comprimento do
ultimo bloco é 1 pelo que, o vector associado a este tera de ser um dos vectores de
Nuc (A — 2I4p) , linearmente independente com vy, vs, v7, vg. Esse vector é vyg = u?
Acabou-se assim de construir as matrizes

—1

o O
N[ =

|

—_

o O OO

SO OO
|
—_

O OO O =
(lololNoNoNoll oo Nl
|
—_
SO DO OO DD OO O
SO OO OO

NwiFE- O O O O O O O O
]

O O O O O O O O
DO DD DODO OO OO

PN N

o O OO

OO O OO O oo
OO R OO

o
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OO OO NN O O oo
SOOI, OO OO O
SO N OO oo oo
O RO OO oo oo
N O OO OO oo oo

SO DD DO OO
SO DD DD OO OO
S OO OO OO = O
SO OO oo OO 0o
OO OO OO+ EFEFOOOO

Provou-se que se A for uma matriz do tipo k x k, entao é sempre possivel ter a relacao
A= PJP™! pelo que A" = (PJP™)" = PJ"P~! onde

Jyo0 - 0
Jn = O % Sl 1<r<k
: o0

[0 10 07
0 0 1 :
N; = :
1
L 0 0]

¢ uma matriz do tipo s; X s; nilpotente, isto ¢, N/® = 0, Vm > s;. Portanto,

Jzn = (/\ZISz + NZ)n - Z (7;) (/\ijsi)nij sz

J=0

n n n n
= AT NN, AN2NZ 4 \positlpysi—l
(O) ’ - (1) ’ - (2> ’ ' * - (Si - 1) ' '

e calculando as poténcias de N; vem

— )\7 n)\?fl (721))\?72 (Siril))\?—si—l—l -
0N N ()N
Jr = 0 - (A.10)
' (B
0 A APt
L 0 0 0 AP |

Observe-se que cada diagonal desta matriz tem os elementos todos iguais.

Exemplo A.21 Determine A™ onde A € a matriz do exemplo A.19.
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Solugao. Para a decomposi¢ao de Jordan encontrada para esta matriz tem-se que

1 n 2D o 0

000 01 n 0 0
Jt=10 Jr 0|=l0o0 1 0 0|,

0 0 Jy 00 0 200

00 0 0 2

pelo que

A" = PJ'PT!
on rtl_p—2 2MHl_p—2 M _p_2 2"—pn—1

0 2m 0 0 0
o n(n+1) n n(n+1) n(n+1) n(n—1)
B I SR S P (#n)
0 2 —z — Tl —2
0 -n —-n -n —-n-+1

Lema A.22 Fuxiste uma matriz C de dimensdao k X k tal que C™ = B com B uma matriz
nao singular de dimensao k X k e m € Z™*.

Prova. Pela forma candnica de Jordan sabe-se que

J 0 -+ 0
P'BP = 0 J :
: 0
o --- 0 J,

Viu-se que J; = NI, + N;=)\; <Isi + /\LNZ) , onde I, é a matriz identidade e N; é uma
matriz nilpotente de dimensao s; X s;.
Construa-se a seguinte matriz

H = emi) — pmn(N(la+iin)

= €

(A.11)
Isto quer dizer que H; ¢ uma matriz bem definida com H" = J;. Seja
H 0 - 0

H= QHQ

o

0O --- 0 H,
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onde H; é uma matriz do tipo (A.11). Entao

H" 0 - 0

m 0 Hj iy
: w0
0O --- 0 H™

Defina-se C' = PHP~!'. Entao C™ = PH"P '=PJP'=B. n

A.5 Norma de uma matriz
Uma vez que uma matriz pode ser interpretada como um conjunto de vectores linha ou de
vectores coluna, entao para definir a norma de uma matriz ha que ter em conta a norma

de um vector.
Comece-se entao por apresentar a definicao de norma de um vector.

Definigao A.23 A norma de um vector é uma fungdo ||| : R¥ — R que satizfaz as
sequintes propriedades:

1. ||z|]| >0 e ||z|| = 0 sempre que x = 0;
2. |lazx|| = |a|||z]|, z € RF e a escalar;

3. lz+yll < llzll + llyll, Va,y € RE.

H4 muitas fungoes que satisfazem esta definicdo. Entre elas a p — norma (ou norma

em L,)
K 5
ol - (z |xi|p>
=1

l2llo = max fai] -

e a norma em L,

Pode-se considerar as seguintes normas como casos particulares da p — norma :
k
A norma em Ly: ||z]|; = D |z ;
i=1

k
A norma em Lo: ||z, = /> 2.
i=1

A definicao A.23 pode ser estendida a uma matriz A de dimensao k x k.

Definicao A.24 Se A é uma matriz real de dimensdo k x k, define-se operador norma
de A como sendo

A
|A|]| = max | Az] = max ||Aul| .
lzl0 [[z]|  ful=1
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dh
NI

[, =1 [, =1 [l =
0

Figura A.1: Conjuntos de pontos com norma 1 para diferentes normas

L, L, Lo
k = k
IAI] roax 3 lag| | Vo (ATA)] gg%Zmul

Tabela A.1: Normas

A semelhanca do que acontece com a norma de vectores, também existem muitos
operadores norma que satisfazem esta definicao, como por exemplo

41, = (zz \aiﬂp) g

i=1 j=1

Toda a matriz A de dimensao k x k admite k valores préprios. Sejam Ay, ..., A\, esses
valores. Ao conjunto dos valores préprios de A chama-se espectro de A e denota-se

por o (A). Neste caso o (A) = {A1,..., \x}. O raio espectral da matriz A é o nimero
p(A) = max |Ail, ou seja, p(A) =max {|\|: A € 0 (A)}. E facil verificar que
ll=ll [Az]] [ Az|
p(A) = mas NI = _max 1] = max 127l .
i 0 H:cH el 2]~ fio (]

Na Tabela A.1 pode-se visualizar as normas mais usuais no calculo matricial.

21 0
Exemplo A.25 Determine ||A|,, [|All,, |All. e p(A) da matrizA= |0 2 0
03 —4
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Solugao. Como os valores préprios da matriz sdo -4 e 2, entao p (A) = 4.

3

3 3 3
Al = g?ggzmiﬂ:max{zl|az‘1|>2|ai2|,Zl|az‘3|}:{2,674}:6

=1

4 2 0
AL, = VAT = |p| |2 14 —12 ||~ 27,121~ 5,208
0 —-12 16
3 3 3 3
1Al = fgfggzl |aij| = max {21 ‘a1j|72 |ag;] ,Zl |a3j|} ={3,2,7} =7
J= J]= 1= 1=

Observacao A.26 1. Note-se que quaisquer duas normas sobre um espaco vectorial
de dimensdo finita sao equivalentes.

2. A norma de uma matriz real € sempre finita.



228 Matrizes



Conclusao

Este trabalho teve por base a teoria conducente a resolucao de equacoes de diferencas e
ao estudo qualitativo das solucoes.

Toda a teoria que se desenvolveu é conhecida e consta nos livros que se apresentam
na bibliografia.

Pensamos ter atingido os objectivos a que nos propusemos, uma vez que, apresentaram-
se as técnicas mais usuais para a resolucao de equacoes de diferencas bem como para o
estudo da estabilidade das suas solucoes.

A necessidade de se redigir um texto com este tema, surge da dificuldade em se encon-
trar bibliografia, que aborde estes contetdos. Assim, pensamos que este trabalho podera
ser util a quem queira conhecer ou ensinar uma introducao a Teoria de Equacoes de Di-
ferencas. E por esta razao que sao apresentados muitos exemplos, a maioria dos quais
estruturados na forma de exercicios.

Naturalmente, nao se cobriram todos os desenvolvimentos desta teoria, que poderao
ser objecto de trabalho futuro. Realga-se em particular os métodos de linearizacao de
equacgoes, o estudo das equagoes de diferencas-diferenciais e as equagoes de diferencas
parciais.
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