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EQUACOES ALGEBRICAS

Iesumo

() presente trabalho aborda o tema das equagdes algébricas numa
perspectiva analitica e historica. Conhecer como se resolviam e como se
renalyvem equagdes do 1° ao 4° grau constitui uma seccéo deste trabalho.

() conhecimento de uma férmula para a resolugdo de uma equagio
(uadiatica sugeriu a existéncia de férmulas que exprimissem por meio de
fndicain as solugdes de uma dada equag@o de grau superior. Assim, ao longo dos
fempos alguns matematicos dedicaram-se ao estudo de métodos de resolugdo de
ciungbes cubicas e quarticas procurando encontrar uma formula que se aplicasse
i lodos o8 casos.

Ao longo do trabalho e de uma forma faseada procurdmos apresentar ao
leitor 0 evolugio do conceito de equagdio e os métodos de resolugdo (por
tndicnin) de equagdes do 1° ao 4° grau.

() facto de varios homens se terem dedicado entusiasticamente & procura
din Tormula da cabica resolvente foi motivo para que se relatasse com algum
detulhie o historia fascinante da referida formula. A partir da resolugdo de
diungoes cabicas e usando a féormula da cubica resolvente surgiram os agora
denomiinados nimeros complexos que até a altura eram conhecidos como
Hmeron impensaveis.

No que concerne as equagdes do 5° grau alertamos o leitor para o facto das
esinny serem insoluveis por meio de radicais. Indo mais além referimos o
l'vorema Fundamental da Algebra que garante a existéncia de n raizes para cada
duungho de grau n.

O facto de que expressdes com radicais, a partida de dificil simplificagio
serem iguais a nimeros inteiros fez com que se dedicasse uma secgio do trabalho
A mnnipulagiio algébrica de radicais.



ALGEBRAIC EQUATIONS

Summary

This work relates the theme algebraic equations in an analytic and
historical way.

Knowing how to solve a quadratic equation give us some reasons to
believe that exist others formulas for equations of higher degree.

In a constructive way we tried to show the evolutions of the equation’s
concept and method of resolutions (by radicals) of higher degree.

Some mans dedicated their life enthusiastically to search for the cubic
formula. That’s why we dedicated a section to relate that story.

From the resolution of cubic equations using the cubic formula appeared
new numbers, called complex numbers, until then unknown.

The insolubility by radicals of equations of 5™ degree is referred in a
peneral way. Going a little further away we make reference to the Algebraic
l‘undamental Theorem, that guarantees that every n ™ degree equation as n
solutions.

The fact that some expressions with radicals appeared in formulas, which
looked complicated, were equal to integer numbers made that we dedicated a
section to the algebraic manipulation of radicals.
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Prefacio

O presente trabalho foi elaborado como Dissertagdo de Mestrado, do 2°
ano do Curso de Mestrado em Matematica para o Ensino, da Universidade da
Madeira.

O tema do trabalho proposto pelo orientador, Professor Doutor Jorge
Nuno Silva, foi Equagdes Algébricas, tema esse que veio de encontro as minhas
preferéncias, uma vez que pretendia que o tema pertencesse a 4rea da Algebra.

Enquanto aluna do curso de Matematica, sempre tive a preocupagdo de
querer saber como € que aconteceu, como é que era, quem descobriu, como 0
fizeram, ... ndo apenas saber, mas indagar como o0 sabemos. Gostar da
Matematica passa por conhecer as suas raizes...

Assim quando pesquisei bibliografia relativa a resolugdo das equagdes,
nomeadamente as do 3° e 4° graus, conheci uma histéria fascinante, a historia da
vida de quatro homens que viveram nos séculos XV e XVI, que se dedicaram ao
estudo da resolugdo de equagdes que, perante as dificuldades imanentes da
escassez de simbologia, resolveram com palavras o que durante séculos ninguém
havia conseguido. Essa historia ¢ uma ligdo de vida: ndo devemos desanimar
nunca A primeira, segunda ou terceira tentativas. Nio ha nenhum problema
excessivamente dificil ou inacessivel, mas até os que parecem (e sdo) simples
podem derrotar os fracos de dnimo. Tal como me ensinou o Professor Doutor
I'tanco de Oliveira, “na geometria e, de facto, em toda a matematica, devemos
Iy xsempre presente o perigo das figuras € viver perigosamente. Fagcam muitas
funras!” A algebra ndo é mais do que geometria escrita com simbolos € a
yeometria ¢ simplesmente algebra expressa em figuras.

Para descobrir vale tudo, todos os recursos da intuigdo e inteligéncia,
wutticln ou simples ingenuidade. A historia dos algebristas italianos dos séculos
WV ¢ XVI é um exemplo de que o que parecia impossivel revelou-se possivel.

Provavelmente devido as dificuldades com que os algebristas se
delinteram. ao tentarem resolver a equagdo cubica, em parte provenientes da
sxluténetn de nimeros complexos, foi possivel explicar a origem desses numeros.
4 mesmo modo, actualmente outros campos embatem em situagdes
seelhantes. . tal como outrora, o simples facto de se escrever o impossivel
Ao e winn existéncia simbolica, também hoje acontece 0 mesmo.

ol com alguma dificuldade que li parcialmente uma tradugdo de Richard
Wit da obrasprima de Gerolamo Cardano, Ars Magna. Apaixonante foi o
fuet e gue wobre a resolugdo de uma equagdo cubica, que actualmente se faz em
otin e ity phginas, Cardano escreveu um livro no qual, para cada tipo de
S A ein exibida uma regra geral, através de uma exemplificagdo muitas vezes
dcsnatinda peometricamente.

Yidse l.-qrhlau ilo 'llllll!]il'l o II‘I(!YUI' na Obra:
CUAPPEI 1 & I T TROYER — Metric affine geometry, Dover, 1989, p. 7.




() presente trabalho foi organizado em seis capitulos.

() 1° capitulo aborda uma breve histéria das origens da Algebra e alguns
conveitos preliminares relativos a estruturas algébricas.

() 2° capitulo comega com uma breve incursdo por aspectos historicos da
Mpebirn, desde os primordios egipcios e babilonicos, abordando a resolugdo das
sipunyoes do 1° grau.

() 3 capitulo descreve métodos geométricos e algébricos da resolugdo de
ciingOes do 2° grau, nomeadamente as regras de al-Khwarizmi, que consistem
v vompletar o quadrado.

() 4° capitulo menciona os varios tipos de equagdes dos 3° e 4° graus,
dencievendo os processos utilizados pelos algebristas italianos na resolugdo das
iestmns ¢ a consequente origem dos nimeros complexos.

() 5° capitulo abrange parte da teoria de Galois, a qual é capaz de justificar
# innolubilidade de resolugdo de uma equagdo do 5° grau por meio de radicais.
Hente capitulo, os teoremas foram apresentados sem demonstragdo, podendo as
menimns  serem  encontradas em qualquer livro de Teoria de Galois,
nomendamente os assinalados na bibliografia com o simbolo *

() 6° capitulo enuncia o Teorema Fundamental da Algebra e uma sua
demonstragio que recorre a Analise Complexa. Neste capitulo foi dedicada uma
seeylio & manipulagdo algébrica de radicais dado que, a férmula resolvente da
dijunylio cabica fornece, em certos casos, expressdes complicadas com radicais
(jie wio 1guais a niimeros inteiros.

I'spero que este trabalho contribua para mostrar que muitas vezes da
tiigho ¢ do nada se descobrem maravilhas e que... a elaboragdo da resposta ou
suluglio com justificagdo surge, muitas vezes, natural e necessariamente, depois...

Marcia Freitas Teiveira Furtado

Funchal, 9 de Julho de 2001
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1. Origens da Algebra

A algebra, no sentido lato em que hoje se toma o termo, ocupa-se das
operagdes em forma simbolica.

No presente trabalho, estamos interessados na algebra num sentido mais
restrito, naquela parte da algebra a que se chama a feoria das equagdes. Foi
com este significado mais limitado que ao principio se utilizou a palavra
algebra. O termo ¢ de origem arabe: “al” € o artigo “o0” e “gebra” € o verbo
compor, “restituir”.

E possivel que o termo algebra tenha sido adoptado de um titulo de um
livro escrito por Mohamed Ben Musa Al Kwarizmi, que tanto contribuiu para
0 desenvolvimento da numeragdo de posigdo. O titulo completo do livro €
“Algebar wal Muquabalh” cuja tradugdo literal sera “Restituigdo e
ajustamento”. Al Kwarizmi utilizou a palavra restituigdo com o sentido que
hoje damos a transposigdo, ou seja, a mudanga dos termos de um para outro
membro de uma equagdo como, por exemplo, a passagem de 3x + 7 = 25 para
by =25-17.

Encontram-se vestigios de uma algebra primitiva nos tijolos de barro dos
Sumérios, e a ciéncia alcangou, provavelmente, um grau de desenvolvimento
bastante avangado entre os antigos Egipcios. Na verdade, o papiro de Rhind,
nllo posterior ao século XVIII a. C., trata de problemas sobre a distribuigdo de
alimentos e outros abastecimentos, problemas esses que conduzem a equagdes
simples.

De um modo geral, a algebra, na sua evolugdo nas varias regides, passou
por trés fases sucessivas: a retorica, a sincopada e a simbolica.

A hlgebra retorica caracteriza-se pela completa auséncia de simbolos, com
excepghio, evidentemente das proprias palavras utilizadas, no sentido
simbolico, Ainda hoje se usa a algebra retdrica, por exemplo, quando se
alitmn "na soma, a ordem das parcelas é arbitraria”, o que, por meio de
simbolos, seria expresso por a+b=b+a.

A Algebra sincopada, de entre as quais a egipcia € um exemplo tipico,
constitul um avango da retorica. Certas palavras de uso frequente vdo sendo
pindunlmente abreviadas e, finalmente, as abreviaturas contraem-se, ao ponto
e we enquecer a sua origem e os simbolos deixam de ter conexdo aparente
Lom e operagdes que representam. Deste modo, a palavra sincopada torna-se
i stinbolo

A lustorin dos simbolos + e — pode ilustrar este ponto. Na Europa
iedieval, o altimo era anotado pela palavra minus, por extenso, € mais tarde
gk ddeinl e com um trago por cima. A letra acabou por desaparecer, ficando
AP O o que se sobrepunha. Por semelhante metamorfose passou o sinal
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mialy, Para ficarmos com uma ideia da evolugdo dos simbolos mais correntes
podemos observar a figura seguinte.

Operagdes St | Sublragdtultictiagi Divisio | Expaentes| Toualdade| fredqmit
SimaDios Mookrnos + — [x-ab |+ 2 Ja'af] = [xyx
Orﬁam Setuls
7&,([’6;0 17 AL It ‘984
te e A 1y S
Hindw 1% a%'sro ;v:_:\% x*:0] |~=— | &
dtaliana .| 7 w
fllemanha 6. + —
I AT fe~| + - 5B |fmegate| O
Ao o+ | = e
AL O e 2 T
Golateeral o] + — X 2 <@
(oo .| + — TS| = | abd,
st ) ~] + — 3 [z o8 [xy2
Pt 18 | 4 — 2 |ah@e| — |

Figura 1 — Evolugdo dos simbolos

Quanto a algebra simbélica, um exemplo usual € a grega, na qual
designava-se a incognita de um problema por letras minusculas do alfabeto
grego. No entanto, julgamos que esses simbolos ndo foram usados no sentido
“operacional”, mas somente como “rétulos” para designar diferentes pontos
ou elementos de uma figura geométrica. Esses mesmos simbolos sdo usados
actualmente para identificar pontos de figuras geométricas, por isso devemos
recordar que herdamos esse habito dos gregos.

H4 uma analogia notavel entre a histéria da algebra e a da aritmética.
Nesta, a humanidade durante milhares de anos /ufou com uma numeragao
inadequada por falta de um simbolo para o nada. Naquela, a auséncia de uma
notagio genérica reduziu a ciéncia a uma série de regras do acaso para a
solugio de equagdes numéricas. Assim como a descoberta do zero criou a
aritmética de hoje, a notagdo literal abriu uma nova era na historia da algebra.

Antes da introdugdo da notagdo literal apenas se podia falar de
expressdes individualizadas. Cada expressdo como 2x+3; x*+4x+7 tinha
personalidade propria e tinha de ser manuseada de acordo com as suas
caracteristicas individuais. A notagdo literal tornou possivel a passagem do
individual para o colectivo, do “alguns” para o “quaisquer”.

Cada uma das formas linear ax+b e quadratica ax’+bx+c €
considerada actualmente como uma espécie singular.




S¢ a, b e ¢ forem nimeros racionais quaisquer e se a ndo for nulo,
¢xiste sempre um namero racional x, e sO um, que satisfaz a equagdo
iy + b e e Esta equagdo chama-se linear e, de uma grande variedade de tipos
de equagdes existentes, esta ¢ a mais simples. Depois da linear vem a
(qundritica, depois a cubica e, geralmente falando, as equagdes algébricas de
(unlquer grau, designando-se por grau » a mais alta poténcia da incdgnita x na
expressio

ax" +bx"" +ex"? +..+ px+q=0.

Resolver cada uma destas equagdes algébricas, descrever as
dificuldades sentidas e as impossibilidades existentes ao longo dos tempos,
constitui o principal objectivo deste trabalho.
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! Nogbes Preliminares

I'oda esta secgdo é dedicada a descrigdo de definigdes que serdo uteis mais
wlinnte

1.1 Estruturas Algébricas

Definicdo 1:

§¢ja A um conjunto ndo vazio. Definamos um aplicagdo a: A* = A

Ao par (4, o) chamamos grupdide, A diz-se o suporte do grupdide ¢ o,
s we 1w operagdo bindria definida em A.

Definigdo 2:
((;,+) éum grupo se é um grupdide tal que:
() A operagdo . ¢ associativa.
(i)  Existe elemento neutro pata a operagao considerada, ou seja,
deeGVxeG:e-x=Xx-e=X.
(iii) cada elemento xe G € invel.'tivel

VxeGlx'eG:x-x'=x"-x=e.

Definigdo 3:

Um grupo diz-se abeliano se a sua operagao for comutativa.

Definigdo 4:

(Jim subconjunto H dum grupo € um subgrupo de G se H ¢ um grupo para
4 uperagho definida em G e escrevemos H <G.

11
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Wiinigdo 5.

(‘linmn-s¢ anel a uma estrutura constituida por um conjunto A e duas
perngOes bindrias definidas em A, arbitrariamente designadas por “adigdo” e
multiplicagho”, tais que:

(1) a adigdo é associativa e comutativa.

(i)  existe em A um elemento, designado por 0, que € neutro para a
adigio e cada elemento de A tem simétrico.

(i)  a multiplicagdo € associativa.

(lv) a multiplicagdo é distributiva em relagdo a adigdo.

(O anel diz-se comutativo quando:

(v)  amultiplicagdo é comutativa.

Diz-se ainda que o anel tem identidade quando:

(vi) existe em 4 um elemento, designado por 1, que € neutro para a
multiphcagio.

Num anel com identidade, os elementos que possuem oposto para a

wnltiplicagiio dizem-se invertiveis, também se podendo dizer que sio unidades.

Fxemplos.

Sho exemplos de anéis os conjuntos Z, dos numeros inteiros, Q, dos

nuimeros racionais, R, dos nimeros reais € C, dos niimeros complexos, com as
aperagOes usuais.

12
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Pafinigae o,
[Mzne que um anel A é um anel de divisdo se:
) A={0}.
(i) A tem identidade.

(iti)  todo o elemento a e A\ {0} ¢ invertivel.

Definigdo 7;

Di-se 0 nome de corpo a qualquer anel de divisdo comutativo, ou seja, um
siel comutativo com identidade no qual todo o elemento ndo nulo tem inverso.
Befinigdo 8

Diz-se que um a anel 4 tem caracteristica zero ¢(A)=0, se
m-a=0=>m=0, VaeA.

[lzue que um anel A tem caracteristica q (q>0), se se tem
4 40l VaeA, sendo g o menor inteiro positivo que satisfaz esta condigdo,

fali @

Vg@eZ: 0<q'<q JacAd: q-a=#0.

Hefinigdo 9;

Nen A um anel. Da-se o nome de subanel de A a qualquer subsistema
algdhinion de A que seja anel.
Foaemplon;

| ¢ subnnel de A (denomina-se subanel proprio).

(0} ¢ subanel de A (designa-se subanel nulo).

13
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1 1 Cenernlidades Sobre Polinémios

A nogilo de polindmio estd intimamente ligada & historia recente da
ennlugho de equagdes algébricas. O presente topico é consagrado, basicamente,
ai eatido de “polinémios”. Consideraremos que 4 designa um anel comutativo e
com identidade.

Definigdo 10:

ado um anel A e um simbolo x, da-se o nome de polindmio, na varidvel
(ol Inddeterminada) x, a qualquer expressio do tipo

px)=ap+ax+ axi+ ... +ax",
onde ay , ay, az, ..., a, € A enéum inteiro ndo negativo.

O)s elementos a;, com i = 0, 1, .. n, sdo os coeficientes de p(x).

A proposito desta definigdo, convém fazer, de imediato, algumas
uhmervagoes.

{Mwervagdes:

1. De um modo mais rigoroso, poderiamos dizer que um polinémio ¢ uma
wivenso (ag, ay, az, ..., a, ...) de elementos de 4, satisfazendo a condigdo de
(e, n partir de certa ordem, todos os termos sdo nulos.

2. Uma consequéncia da defini¢do anterior € que dois polinémios

2
plx) = ap+ a,x+a2x2+... +ax", q(x) = bo + byx+bx*+..+bx",
Wl [izails se, e sO se, n = m e, para cada i =0, 1,. nsetema;=b;.

3. Por vezes, usa-se a seguinte notagdo abreviada para representar um
polinomio;

p(x)=a, +ax+ax’ +..+ax"=3.ax,
i=o

x 0
S e, por convengao, dpXx =dp € xl =X

14



Uelintmos em seguida o “grau” de um polinoémio. Este grau sera um
Salers Infelro nilo negativo, o que permite em muitos casos, fazer
Aeinatingbes por indugdo sobre o grau dos polinémios envolvidos.

PBafinigdo 11;

udo um polinomio

p(x)=Yax,

i=0

w0 cnso dos seus coeficientes ndo serem todos nulos, chama-se grau de
v ) o miaximo dos indices i =0, 1, ... n para 0s quais a, # 0 e parai >n, ;= 0.

Mo caso de todos os coeficientes do polinomio serem nulos p(x) serd o
polindmio nulo ¢ o seu grau serd, por convengao, -<c.

Ne p(x) tem grau n, o coeficiente a, chama-se 0 coeficiente director de
201 Ouando a, = 1, o polinémio p(x) chama-se manico.
(‘onvém notar que é usual omitir na pratica corrente as parcelas que
b voeficiente nulo.
Assim, por exemplo, tomando 4 = Z, temos:
5+ax+xt=5+4x+x*+x =5 +ax+ X2+ +x =
p=xt =0+ 1x + 024+ 0P Bt 402 =,

(s elementos do anel A podem ser encarados como polindémios: ©
Aeinento 0 serd o polinémio nulo, todos os outros terdo grau 0.

Ouando encarados como polinémios, os elementos de 4 tomam o nome de
U ney

[tepresentaremos por A[x] o conjunto de todos os polinomios com
coehiclentes no anel A.

15




! AMarfismos

A nogio de “homomorfismo” permite, de certo modo, relacionar uns
PHHpOs Com outros.

Definigdo 12:

Sejam G e G’ grupos. Chama-se homomorfisno (ou simplesmente
motflymo) de G para G’ qualquer aplicag@o

6:G->G

il fque

Vx,yeG:0(x-y)=0(x)-0(y).

Definigdo 13:
[Jm homomorfismo de G para G’ chama-se:
()  um monomorfismo quando € injectivo;
(i)  um epimorfismo quando é sobrejectivo;
(il)  um isomorfismo quando € bijectivo;
(lv)  um endomorfismo quando G =G

(v)  um automorfismo quando é endomorfismo e isomorfismo.

Ouando ha um isomorfismo entre os grupos G e G, escrevemos G = G

16



14 Eapngos vectoriais

Hefinigdo 14;

Nejn /' = hb',&‘,...} um conjunto qualquer e (K,+,-)um corpo em que
k (H./‘,,(..‘.}.

Suponhamos que em E esta definida uma operagdo binaria designada por
condigio e tal que:

() F+y=y+% ViyeE.
() (F+p)+z=%+(p+Z) V% jy,ZeE.
() FeE:0+X=X Viek.

(ivy VieEd-%eE:%+(-%)=0.
Suponhamos ainda que, para cada 1 € K e cada X € E'se define A-¥ e E:

(W A(F+y)=AX+4p, VAeK, VI, yeE.
) (A+p)x=I%+1% VAueK, Viek.
wl) (A-p)i=A-(u-%) VA,uek, Viek.
(vil) 1.¥=% ViekE.

Mestas circunstancias diz-se que E constitui um espago vectorial sobre o
pipo A

(31 elementos de E tomam o nome de vectores € os de K de escalares.

Yo diz-se que E é um espago vectorial real.

17




Befinigao 15;
Nejam X, %,,...,%, €E, a,0,,.,¢, €K,
¥=a,X +a,X, +...taX,

Aie we wini combinagdo linear dos vectores X,,%,,...,%, por meio dos escalares

LT

Dafinigdo 16:

On vectores X,X,,..,X, € Egeram 0 €spago vectorial E (geradores)
Juando qualquer vector do espago é combinagdo linear deles.

I'serevemos E=(5c'l,i'2,-.5c',,).
Definigdo 17:

O vectores %,%,,..,%, num espago vectorial E qualquer, dizem-se
Unearmente independentes quando o vector nulo se pode obter como sua

Somibinaghio linear de uma s6 manreira. Caso contrario, dizem-se linearmente
depndentes.

Se ¥,,%,,..., %, sdo linearmente independentes entao

ax +a, X, +.+a X, =0=>a =a,=..70,; =0.

Definigdo 18:
(‘hama-se base de um espago vectorial E a uma lista ordenada de vectores

¢ .. ¢ e Ilincarmente independentes e que geram 0 €Spago.

Dafinigdo 19:

Ui espago vectorial finitamente gerado se admite um conjunto finito de
gu.»lmlnlt‘u

18




Heftuiyo 20

N I ¢ um espago vectorial finitamente gerado, o namero de vectores de
W base gqualquer de £, chama-se a dimensdo do espago e representa-se por

diml

Ll enpigo  vectorial finitamente gerado também se chama espago
sectninl de dimensdo finita.

Pafinigio 21:

Sefuim I e I espagos vectoriais sobre o mesmo corpo K e seja ¢ 1 E > [
i aplivagho.
[2-ne que @ ¢ uma aplicagdo linear quando:
) pE+y)=0F)+e(7) VIyeE

(i) ola-%)=a-p(X), Vaeck, VicE
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Capitulo I —Equacgdes do 1° grau

L lntradugho

i dos primeiros conhecimentos da Matematica pela humanidade, para
alim das contagens, provém das civilizagdes egipcia e babilonia. Ambas
desenvolveram a Matematica de uma forma similar em alguns aspectos mas,

e mmente distinta noutros, como seguidamente iremos observar.

! Factos bisicos no Antigo Egipto

Mo antigo Egipto era abundante o uso de hieroglifos, que permaneceram
widecitavers até 1799, quando em Alexandria se descobriu a pedra trilingue

detioninnda roseta.

Na sociedade egipcia a religido era uma figura central pois a morte era

Wi constante preocupagdo.

A construgdo de projectos de grande escala era usualmente levada a cabo.
th Uprojectos” de  construgdo requeriam todo o tipo de conhecimento

salemntico

Ounnto & Matematica no antigo Egipto sabe-se que:

> os numeros 1, 10, 100, 1000, 10000, 100000 e 1000000 eram
denotados por simbolos.

» a base usada era a decimal.

» na aritmética eram conhecidas as operagdes de adigdo por
aprupamento, multiplicagdo e divisdo do tipo binaria.

» as fracgdes eram apenas unitdrias (fracgdes cujo
denominador era igual a 1)

> na geometria predominavam o calculo de éareas e de
volumes,

» relativamente 4 teoria dos numeros, esta era praticamente
iexintente,
> no campo da Algebra conheciam-se as solugdes de equagdes
de 1" grau,
22



O nosso conhecimento da sabedoria matematica do antigo Egipto ndo €
ortunda dos hieroglifos gravados nos templos que eram considerados sagrados,
wine sim de dois papiros que contém colecgdes fabulosas de problemas
mitemiticos, bem como das suas solugdes: o papiro de Rhind e o de Moscovo.

O papiro de Rhind é um pergaminho com cerca de 6 metros de
comprimento e 33 cm de largura que foi assim denominado pelo escocés A.
Henry Rhind (1833 — 1863) que o comprou em Luxor em 1858. A sua origem
remonta a 1650 a.C. e foi escrito pelo escriba Ahmes que copiava um documento
(e ern 200 anos mais velho. Por isso o papiro de Rhind também ¢ denominado
pol papiro de Ahmes.

() papiro de Moscovo cujo autor é desconhecido foi adquirido por V. S.
Colenishehev (1947) sendo posteriormente vendido ao Museu de Arte de
Moncovo, dai o seu nome. A sua origem remonta a 1700 a. C. e contém cerca de
% exemplos praticos .

(‘omo base do conhecimento matematico do antigo Egipto encontra-se o ja
ielerido papiro de Rhind, um documento que incluia problemas em diversas
siens da Matematica, nomeadamente sobre a mnotagdo usada (fracgdes),
atitiméticn, algebra, geometria (medigdes de objectos). Dada a vasta importancia
dir papiro, faremos de seguida uma referéncia a0 mesmo, no que respeita a
wotngo (sistema numérico), a adigdo, a multiplicagdo, a divisdo e as fracgOes
Hptens utilizadas.

1.1 ) Sistema Numérico do Antigo Egipto

A notagiio simbolica utilizada para os numeros era a seguinte:

or Tq coom |we e

Nwto | ( =1000 |

9 =100 | £ =100000 |

Lk : 23



L0 slpniticndos de cada um dos simbolos utilizados sdo os seguintes :

1 = trago vertical (vertical stroke)

10 = “heal bone”

100 = lago (“snare”

1000 = flor de lotus

10000 = um dedo curvado (“a bent finger”)
100000 = “a burbot fish”

1000000 = uma figura ajoelhada

(16 festantes numeros eram obtidos através de grupos dos numeros
sileriinen

Faemplo

! 1 Operngoes Basicas do Antigo Egipto

L Adigho

COunnto d adigdo de nmeros esta era feita por agrupamentos.

For exemplo:

“He e que existem muitas interpretagdes acerca do que estes hieroglifos possam
L LY

24



Llke e (ue existem muitas interpretagdes acerca do que estes hieroglifos possam
IB.'H!\'\N*NHH

1. Multiplicacio

A multiplicagdo era basicamente binaria, isto é, usava somente
duplh HyOen Nuoessivas.

Feemplo
I fectunr a operagdo: 41 x 59.

41 59

1 39 %9
2 118
4 236
8 472
1 944
3 1888

Como 64 =32 x2 > 41, entdo ndo ha necessidade de duplicar o nimero
i+ Ausiin efectuando as seguintes subtracgoes tem-se que:

41-32=09;
9-8=1;
1-1=0

Sile we observa que 41 = 32 + 8 +1. Seguidamente assinalamos 0s numeros na
i du direita correspondentes a 32, 8, 1 (cuja soma como vimos totaliza 41)
¢ wlivionamo-los.

41 39
1 50 =
2 118
4 236
8 a7 *
16 944
32 1888  *
41 x 59 = 2419

Iteparemos que a multiplicagéo € obtida unicamente através de somas.

25




41 %59 =(

8248+ ]

- _=

P constatarmos como € que este método funciona repare-se que.

)x 59 =

soma de elementos da coluna da esquerda

=32% 89 +8xS9+1x59=

1888 +472 +59 |=

=24

1 Diviaho

Faemplo

I lectunr a divisdo 91+7.

19.

soma de elementos da coluna da direita

A divigho era também basicamente binaria.

Vejnmos o seguinte exemplo de uma divisdo exacta.

()4 epipeios ndo consideravam a divisio como uma nova operagio,
s i equivalente a encontrar um namero, designemo-lo por x, tal que,

xx 7=91.
Auslin teme-se que:
X 7
1 7 *
2 14
4 28 E
8 56 ¥

1+4+8=13 91

Lugs  13x7=91, ouseja, 91+7=13

26
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¥ vvimple

I'fectuar a operagdo 329 +12

X 12

12
24
48
96
* 16 192

32 384

*

0 AN

£ oo

3129-192=137,
13796 =41,
41-24=17,
17-12=5

© Wecenshnio adicionar aos niimeros com * o namero 5 para perfazer 329.

o

329=(16+8+2+1)-12+5
329=27-12+5

B2

12 12

12 3 12

Vejnmos ainda um outro exemplo de uma divisdo ndo exacta.
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Fremplo

I'fectuar a operagdo 35 : 8.

. 8
1 8
2 16
*4 32
11 1)=)
A5 precisamon de ter 3
S8 salin da direita ou 2
BUELUE Uifn soma seja
igiial 8
Va 4
* Va )
*1/8 1
4+Y+1/8 35

|1 11
A4—+—[x8=35 35+8=4+—+—.
( 4 s) logo 48

Au lels distributivas para a multiplicagdo e divisdo eram bem
cospeendidas,

4 Vracghes
Au (ue parece, os egipeios permitiam apenas o uso de fracgdes unitarias,
. " .2 N ;
LUl i unlen excepgdo a fracgdo = Todas as outras frac¢des deveriam ser
Colvetidas em fracgdes unitarias. O simbolo utilizado para denotar uma fracg¢do

, , . 2
widiasin e denominador n era 7 e para a fracgdo 3 era 3. Por exemplo, a

B io unitaria ; era representada por 3.

Au decomposigdes de uma fracgdo ndo unitiria numa soma de fracgdes
Luiiaas nllo ern necessariamente Gnica. Actualmente conhecem-se métodos para
Lo por exemplo, o método de Fibonacci-Sylvester e o Splitting method, aos
JUAEs i tremos fazer referéncia.
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pur exemplo, o método de Fibonacci-Sylvester € o Splitting method, aos
i liemon fazer referéncia.

NII‘O e Rhind existe uma tabela de fracgdes na qual dada uma fracgdo

i (vom n natural impar até 101) converte-a numa soma de fracgdes
Parte dessa tabela esta transcrita abaixo.

[ U
P q r

3 15

4 28

6 18

6 66

8 52 104

10 30

nposigio.
b 4 dos problemas do papiro de Rhind envolviam na sua resolugdo o
ol fnoges unitdrias.
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+ 1§ tus Bisicos na Antiga Babiléonia

‘4 4" milénio, antes da nossa era (cristd) foi um periodo notavel de
*wcalvimento cultural, oriundo com o uso da escrita, do ferro e dos metais.
Ial como no antigo Egipto também no vale da Mesopotimia existia uma
Cau i de elasse superior. Os sumérios do vale da Mesopotamia, construiram
C b devorndos com loigas de barro artisticas e mosaicos com modelos
EHEH I On
Cuvernndores poderosos tornaram o local num império, no qual foram
“bubdon diversos trabalhos publicos, tais como, um sistema de irrigagdo por
SULs i tepar s terras e controlar as inundagdes.

A4 vivilizagOes da antiguidade da Mesopotamia sdo muitas vezes referidas
L Babilonin”, contudo esta designagdo da Babildénia ndo € rigorosamente
~ivotn A cidade da Babilénia ndo era no principio o centro da cultura da
“Locpidinin nesociada aos rios Tigres e Eufrates, mas convencionalmente o
C e Habilonin” era usado para descrever a referida regido durante o periodo de
SERE 8 Bl p

4 sistemn de escrita da antiga Babilonia era denominado cuneiforme e era
Sl i serie de simbolos compostos por linhas rectas. O uso da escrita
S tbne formou uma forte unifio. As leis, os calculos dos impostos, as ligdes
. les an cartas pessoais eram impressos em tabuas de argila maleaveis e
A4 s queimadas sob o calor do sol ou em fornalhas.

it mendos do século XIX um grande namero (cerca de 500 000) de placas
+ wpils turnm encontradas na Mesopotdmia. Algumas delas eram matematicas,
“o o comtendos foram primeiramente decifrados apenas entre 1929 e 1930 e
& b we um novo mundo da Matematica da antiga Babilonia. Basicamente
. bss resumiam-se a textos ou problemas.

Ao thbuns de textos continham tabelas de multiplicagdes, de numeros
s wo quadrado, ao cubo, entre outros. As outras tabuas continham relatos
~ ol es e problemas.

L wmionin das tabuas eram da antiga Babilonia, isto €, datam da dinastia de
St (18001600 a.C.). Durante o periodo intermédio a linguagem e a
* s e encrever os simbolos alteraram-se, € essas mudangas tornaram possivel
* dats precinn das tabuas. O que ndo mudou foi o conteido matematico dos
iEahis

4 tueto surpreendente € que a maioria desses textos continham problemas
© L bipo que se reduziam a equagdes quadraticas, que abordaremos no
Saa i vapitulo,
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{unto & Matematica da antiga Babilonia sabe-se que:
» n notagio era posicional e sexagesimal;

# 1nilo usavam o zero,

» usavam fracgdes mais gerais se bem que nem todas as fracgdes
Sonn wliitidas,

» wabiam calcular a raiz quadrada de um niimero;
» unbiam resolver sistemas lineares;

» resolviam equagdes cibicas com a ajuda de tabuas.

110 Sistema Numérico Babilonio

Millinres de tabuas do tempo da dinastia de Hammurapi (1800-1600 a.C.)
Uustimin o sistema numérico que ficou bem estabelecido. O sistema decimal,
S A madoria das civilizagBes, tanto antigas como modernas, foram
Sl aon nn Mesopotamia onde emergiu uma notag@o que tornou fundamental a
Hase sennentn

Mo existe uma razdo que justifique a selecgdo por parte dos babilénios
A sistemn sexagesimal. Possivelmente a base 60 adoptada e legalizada no
Wdeteane dan metrologia® e o facto dos nimeros 2, 3,4, 5, 6, 10, 12, 15, 20 ¢ 30
Lok dividirem 60 (ou seja, 60 tem dez divisores proprios).

Ounlquer que seja a origem, o sistema da numeragdo sexagesimal tem tido
Wis lnpn existéncia, pois ainda hoje existem vestigios na unidade de tempo e
Sodide anpular; dividimos uma hora em 60 minutos € um minuto em 60
septilon

'urn enumerar os babilonios usavam apenas dois simbolos, um cunho
Botteumial @ um vertical:

g~ L -
o o e j A Y o e e D

I sten simbolos eram impressos com uma vara fina nas tdbuas de argila
Js s iy tarde queimadas.

L Wieln que trata principalmente da medigdo precisa das trés quantidades
Sodaimeniaie comprimento, massa € tempo.
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{adon on outros nimeros eram obtidos através de combinagdes destes
simbiilig

Evsmmypily

4 shinbiolo para 57 é mostrado na figura abaixo.

== VVV — 57
===V V¥

I e realgar que a notagdo era posicional, isto €, os valores dependiam das
0 puslyhen relativas na representagdo do nimero. Os numeros de 1 a 59 eram
“+ wdun wsando o principio aditivo com os dois cunhos atras descritos.

i1 satabelecimento de posigdes era através de espagos apropriados entre 0s
“ps e vunhos, Lendo da direita para a esquerda, que corresponde a subida do
b b enpoente, Cada grupo tem um “valor local” que depende da sua posigao.

) nimero 222 na notagdo decimal usa a mesma cifra (algarismo) trés
s com um diferente significado em cada uma das vezes. A primeira vez
 Wleatiamn 2 ogignifica duas unidades, a segunda vez significa 2x10 , e
Soabiente 200 (isto é, 2x10%). De uma forma analoga, os babilonios fazem
Sotipdin weon do simbolo VY. Quando escrevem

vvovvyo vy,

nte separndos por trés grupos com dois cunhos cada, entendiam o grupo
. Wieis como sendo 2 unidades, o grupo seguinte como 2x60 € 0 grupo da
il oo 2x60°, Este namero, consequentemente denota

260 +2-60+2

(ou 7322 na nossa notagao).

e 206‘34‘ 20

VV W <Y =2-60°+2-60+21=7,331
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{ sitiido, vom este tipo de notagdo, os babildnios tinham um problema
b win posiglio “vazia”, pois, ndo conheciam um simbolo para o zero.
" oo deixavam um espago onde tencionavam escrever o zero. Isto
~ s ique o forma dos nameros 22 e 222 assemelhava-se imenso.

Foila

VV VV -

£l slgnifionr tanto 2-60+2 ou  2-60% +2.

A wecennidade do simbolo zero era algo incémodo. Assim aquando da
~quista e Alexandre o Grande, um sinal especial foi criado: dois pequenos
b ubillguon. A partir dessa altura, o namero

44 144 ou D 60% 4 0:60 42

S8 apidsente distinguido de
Vv V¥V ou  2-60+2.

{ untudo o simbolo para o zero dos babilénios ndo resolvia todas as
“bigiidaiden, pois este sinal era usado unicamente para posigdes intermédias.
“ . cudstem tabuns em que o sinal do zero aparega numa posigdo terminal. Isto
“uuiliin yue os babilonios na antiguidade nunca elaboraram um sistema

£l shsoluto,

ar exemplo, o simbolo

Yy vv poderia representar
2:60+2

ou 2-60°+2-60

ou 2-60°+2-60?

Ul yuaiaguer nameros onde estariam envolvidas duas posigOes sucessivas.
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Ui das vantagens da Matematica da antiga Babilonia relativamente ao
o Lylplo ¢ o facto de que a notagdo posicional sexagesimal continha
S as BsogOes, Isto €, a notagdo

18044

0 wwds o s6 para 2-60+2, mas também para 2+2-60"ou para

- 0" ou para outras formas fraccionarias que envolviam duas posigdes
B Ee\He

Actunlmente a notagdo posicional sexagesimal é representada da seguinte

Bt

did,d,. =d+24%
60 60,

onde os valores d,;d,,d,,... sdo todosinteiros.

FUle s que a parte inteira € separada da parte fraccionaria por um ponto e
CU 0l i separar as posigdes sexagesimais usamos somente uma virgula.

Eesmply

< WV < <= v <
AT = =
. 24§51 10
’ 60 602 &0
= 1.414212G6

4 wnero neima foi encontrado numa tabua da antiga Babilonia (Yale
C Wi i 7289) e é um dos valores estimados de 2 com uma grande

??lﬂu (hote-se que o valor exacto dev/2, com 8 casas decimais, é
PR )
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Iisicas da Antiga Babilénia

o e divisio

(a+b) —a*=b’
2

bubilonios usavam o facto de que a-b=

b) ~-b) x
HEnle e a b= (a: ) o 4b) para fazer sucessivas multiplicagdes.

% fdllﬂum usar esta formula para multiplicar dois niimeros, o que
¢ii de uma tabela de quadrados.

hNMnIon possuiam como ja fizemos referéncia, tabuas de textos, que
W tubwlun de multiplicagdo, tabelas de reciprocos, tabelas de quadrados e
‘ e ralzes quadradas e cibicas em escrita cuneiforme, na base
L

ennny tabelas, por exemplo, consistia em duas colunas de niimeros
it doy elementos da mesma linha era em todos os casos igual a 60, a
1w dos babilonios. Esta tabela foi aparentemente construida com a
* determinar reciprocos.

2 30
] 20
1 15

5 12
6 10
N 7:30
il 6,40
10 6

12 5

15 4

16 3,45
1] 3;20
20 3

kL) 2,30
24 224
20 213,20

~ A westi linha, por exemplo, denota que o reciproco de 8 € 7,30 (isto €,

’!
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iue os reciprocos de 7 e 11 ndo constam da tabela, porque néo era
vi-los usando a base 60, tal como na nossa base decimal os
i, 6,7 ¢ 9 sdo infinitos quando expandidos infinitamente.

iis & operagio de divisdo esta era uma tarefa mais dificil. Os
avatn o facto de que

ab=a-—.
b

i problemas de divisdo.

do, a divisio era efectuada multiplicando o dividendo pelo

¢ os babilonios quisessem dividir um nimero por outro, o que
it Je uma tabela de reciprocos, como a que vimos atras.
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4 Wesulugho de Equagdes do 1° grau

41 Fyungbes do 1° grau do Antigo Egipto

" ppiro de Rhind constam alguns problemas que se traduzem por uma
“us i linear do 1° grau da forma (moderna)

ax+b=0 ou x+ax+bx=c,

thle o b e ¢ sdo conhecidos e x é desconhecido, sendo denominado por
Hattiih

Ui denses problemas é niimero 24 que passamos a referir:

Lielermine o montdo, se o montdo e a sétima parte do montdo é 19.”
N x
{0l s, resolva a equagdo x+7 =19

A twnolugho deste problema recorre a um palpite inicial (supostamente
S i woluglio. Por isso este método de resolugéo ¢ denominado por métoedo
A4 falan posigito.

4 1 1 Método da Falsa Posicdo

Wemon aplicar o método da falsa posigdo ao presente problema como
Sl o antigos egipcios usando, no entanto, a notagdo moderna.

Al sejn g = 7 um palpite para a solugdo do problema.
! o substituindo g no 1° membro da equagdo tem-se que:
7+1.7=8 ()
i
Lo dividindo o 2° membro pelo valor obtido em (1) vem que:
3 1 1

19+8=2+—=2+—+—.
8 4 8

Asslin n solugdo da equagdo dada ¢é 7-[2+%+%)=16+%+é—, que na

Sobau i eplpein escrever-se-ia 1628.
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Ui demonstragio actual desse método € a seguinte.

Hemanstragio do Método da Falsa Posigiio

i unsidere-se a equagdo linear de 1° grau da forma x +ax=25.
14 & uim palpite para a solugdo da equagéo dada.
Substiiuindo g na equagdo tem-se que g+ag =c.
“¢ ¢~ b entdo g é a solugdo pretendida.
% ¢ # b entdo pretende-se encontrar o valor de y tal que:
cy=b, ouseja (g+ag)y =il

< gy+agy=>b,

“ b deste modo gy a solugdo da equagdo x+ax=>.

Il pequena generalizagdo deste método é a suposigdo de dois palpites
i solugoes da equagdo. Por este facto este “novo” método denomina-se por
Wittuidn i dupla falsa posicio ou método do excesso e do defeito.

4 1 1 Método da Dupla Falsa Posigao

¢ wnnlderemos a equagdo linear do 1° grau da forma px+¢g=0.  (2)
e we que a equagdo usada anteriormente X +ax = b € equivalente a
(1+a)x+(— b)=0 (3)

* 4 b forma patente em  (2), considerando p=1+a € g=-b.

I e renlgar que a equagdo (3) néo era usada na altura pois 0s numeros
“ s nllo eram “conhecidos”.
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Sejam g, e g; dois palpites para a solugio da equagio dada.

Logo p&i+q=fi ©)
pg:tq=/; ().
fSubtraindo membro a membro, tem-se que:

B =P St~ 8—4

0l weja,
f;—f2=p'(g1—gz) (6)

Multiplicando as igualdades (4) e (5) por g, e g, respectivamente, vem

p'gi'g2+Q°gz=f;'gz (7)

P-8-8&+9:8=58 8
Subiraindo membro a membro, as igualdades (7) e (8), obtém-se:

h &L &=p& &+ g-—PeEs—a8

fg=Lm=9ls=5 ©
'.ft-Dlvldlndo membro a membro as igualdades (6) € (9) vem que:

fi-& - q-(g,-&)
fi-f p(g-g)

fi'gz =_i 10
) (10)

lorma escrevemos os coeficientes da equagdo dada inicialmente em

“l palpites g, e g
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Recorde-se que ~9 ¢q solugdo da equagio px+g =0, logo, a igualdade
p

(10) fornece a solugdo da equagdo linear de 1° grau dada em fungdo dos dois
palpites (g; e g22).

Para exemplificar este método, recorremos ao exemplo anterior.

loxemplo:

X : -
x+==19 que equivale a escrever, usando a notagdo modemna,
i
[1+—]x—19 =0.
7

Note-se que escrevemos a equagdo do problema na forma px+g¢=0

onde p = 1+% e g=-19.

Consideremos os seguintes palpites: g, =7 ¢ g, =14

Assim tem-se que:

1
=7+1-19
=-11
€
, 1
j2=(1+—)-14—19
7
=14+2-19
=3,

Logo, pela aplicago da ignaldade (10) vem que:
(—11)-14 —(=3).7

_4_
r —-11-(=3)
@_12—1544—21
p -8
g 133
4 8

que em notagio egipcia equivale a escrever 1628.
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Capitulo 11l -Equagdes do 2° grau

1. Equacdes Quadraticas no Antigo Egipto

Como escreveu Carl Benjamin Boyer, na 2° edigéo do seu livro “4 History
of Mathematics”:

“4 solugdo de uma equagdo quadrdtica de trés lermos parece ler
excedido de longe as capacidades algébricas dos egipcios”, pois ndo sdo
conhecidos documentos que provem que os antigos egipcios se tenham ocupado
da resolugdo de equagdes quadraticas.

No entanto, no papiro de Rhind, hd dois problemas que dependem da
resolugiio de duas equagdes, uma do 1° grau e a outra do 2°.

Os sistemas, em notagdo actual, sio os segumtes:
¥ +34=100 e x2+37 =400

4x = 3y 4x =3y

O primeiro sistema ¢ para resolver o seguinte problema:

“4 drea de um quadrado é 100 e tal quadrado é igual a soma de dois
quadrados menores, em que o lado de um é igual a % do lado do outro”.

O segundo sistema ¢ para resolver um problema analogo.

A resolugio é feita por um método que abordamos no capitulo I
denominado regra da falsa posigdo.

Resolvamos entdo o 1° sistema.
Observe-se que a 2° equagdo é satisfeitapor x=3 ¢ y=4.

F+yf=32 +47=25

Assim, para obter, a soma 100, bastaria multiplicar ambos os membros por
4, 1sto &, bastaria assumir outros valores parax € y.

x=2x3=6 e y=2x4=8
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x>+ =36+64=100

dx =24 = 3y.

Desta forma a solugfio do referido sistema ¢ x=6 e y =8 (isto &,
i, 8) na notagfo actual).

E de realgar alguma admiragdo e estranheza na designagdo deste método,
numa ciéncia cuja fungdio € procurar a verdade. O certo ¢ que este facto motivou
alpuns a pedir desculpas, como é o caso de Humphrey Baker (1568) que
vBCIevelr

“A regra da falsidade é assim chamada, ndo porque ela ensine fraude ou

fulsidade, mas porque, por meio de niimeros tomados a sorte, ensina a encontrar
o imero verdadeiro que é pedido”.
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2, Equagdes Quadraticas na Antiga Babilonia

Muitos textos de problemas do periodo da antiga Babilénia mostram,
sepundo a descoberta de Otto Neugebauer, em 1930, que a solugdo da equagio
quadratica de trés termos foi estudada pelos antigos babildnios para resolver
problemas muito antigos. A resolugdo de tais equagdes produziram poucas
dificuldades aos babilénios devido ao desenvolvimento e flexibilidade das
operagdes algébricas. Eles podiam:

> transpor termos numa equagio através da adigdo de quantidades iguais
em ambos os membros
€

> multiplicar ambos os membros por quantidades iguais para remover
fracgdes ou eliminar factores.

Os babilénios conheciam muitas formas simples de factorizagdo. Por
exemplo, duas tabuas foram encontradas em Senkerah no Eufrates em 1854 e
datam de 2000 a.C. forneciam os quadrados dos niimeros superiores a 59 e cubos
superiores a 32.

Os babilonios usavam a formula

x_yz(ﬂy)zz(x-y)z

para auxiliar na multiplicagdo (que € equivalente a (x+y) =dx-y+(x- ).

Os babilénios ndo usavam letras para quantidades desconhecidas, pois o
alfabeto ainda ndo tinha sido inventado. No entanto estes denotavam os nimeros
desconhecidos por termos especiais em vez de simbolos: “comprimento”,
“largura”, “area” e “volume”.

Estas palavras talvez tenham sido usadas num sentido muito abstracto,
dado que os babilénios nio hesitavam em somar “comprimento” com “drea” e

“drea” com “volume”.
Problema:
Por exemplo, num desses problemas da antiga Babilonia pede-se o lado de

um quadrado, em que a 4area menos o lado € igual a 14;30 (ou seja,
14%60+30=870).
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- Assim na notagdo actual a resolugdo do problema considerado €
. squivalente 4 resolugdo da equagdo x®—x=870 (ou, mais precisamente, a
7 gudcurar uma raiz positiva desta equagdo).

A resolugdio do referido problema pelos babilonios é expressa como se

N |
sepiie V-

“Tome metade de 1, que é 0;30. (0,5)
Multiplique 0;30 por 0,30, que é 0;15.  (0,25)

Junte o resultado a 14,30. (870)

parir obter 14,30;15. (870,25)
Iste niimero é o quadrado de 29;30 (29,5 pois 29,57 = 870,25)
Junte agora 0;30 a 29,30 e o resultado é 30 (29,5 + 0,5 = 30)

gue ¢ o lado do quadrado™.

A solugfio Babilonica é exactamente equivalente a formula

2

P 14
x= £ +g+£

[2]‘]2

(ue ¢ uma raiz da equagdo x° — px = g, que é a formula quadratica familiar a que
st parende hoje em dia no 3° ciclo do ensino basico.
Frohlema:

Num outro texto a equagdo 1x* + 7x = 6;15 foi reduzida pelos babilénios
s0 tipo standard x* + px = g, através da multiplica¢do por 11 obtendo-se

11x* +7-(11x) = 1,8;45

" Entre paréntesis encontra-se o significado dos valores numéricos na base 10.
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6:15 = 6x 1>
60

11x(6+£]:66+@
60 60

~—--60+6+2+4—5
60

——-60-4-8+ié
60

=1x60+8x60°+45x607", ouseja, 1,8;45 em notagio babilénica.

Esta é uma equagiio quadratica na forma normal cuja quantidade
desconhecida é y =11x e a solugdo em y é facilmente obtida pela regra familiar

2

P 4
= — 4 ———
r=(2]) +a-2

onde o valor de x ¢ de seguida determinado.
Esta solugdo € notavel pois realga o uso de transformagdes algébricas.
Arté aos tempos modernos ndo se pensava resolver a equacdo quadratica
na forma
x +px+qg=0, ondep e g sdopositivos.

Consequentemente, a equagdo quadratica nos tempos antigos, foi classificada em
trés tipos, designadamente:

(1) x*+px=gq
(2) x*=px+q

(3) x* +q=px
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Todos estes trés tipos foram encontrados nos textos da antiga Babilonia ha
cerca de 4000 anos atras. Os primeiros dois tipos sdo ilustrados pelos problemas
dados acima, enquanto que o 3° tipo aparece frequentemente em textos de
problemas, onde ¢ tratado equivalentemente ao seguinte sistema:

X+y=p
X y=q

Numerosos sdo os problemas nos quais se pedem para determinar dois
numeros desconhecidos, denominados “factor” e “inverso”, cujo produto e
soma (ou diferenga) sdo dados. Citamos de seguida, um problema desse tipo.

Problema:

“Um factor e o seu inverso é 2;30.”

Na nossa notagdo, este problema pode ser escrito como se segue:

x+y=a

x-y=1
onde x € o “factor” e y é o “inverso”, e a=2;30. Na nota¢do decimal 2;30 ¢

ipual a

2x60° +30x 607

O que se segue ¢ uma solugdo retérica do problema acompanhada por
ifnas “tradugdes”, uma decimal e outra literal.
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LINGUAGEM TRADUCAO DECIMAL | TRADUCAO LITERAL
RETORICA
X Y=25 xty=a
“factor e inverso 2;30” x-y=b
x-y=1
0;30= L. 0,5
“multiplica-se por 0,30, =g . a
obtendo-se 1;15” 1 2
2.9% > =125

“multiplica-se 1,15 por
1;15 obtendo-se 1;33;45”

1,25x1,25 =15625

“subtrai-se 1 ao valor
obtido: 0;33,45”

1,5625-1=0,5625

“Qual é o valor que se
deve multiplicar por si

mesmo para se obter: 0,5625 = 0,75

0;33,45? E 0;45”

“adicione-se 0;45 a 1,15, 1,25+0,75=2 4 )\
obtendo-se o factor 2” [igual a x] i * [EJ -b=x
“subtrai-se 0;45 de 1,15 1,25-0,75=2 a 2V
obtendo-se 0,30, o [igual a y] T [E) -b=y

inverso”

Observamos que processo para se obter a solugdo consiste numa sequéncia

~ . ~ ~ 7.t 2 _
de operagdes requeridas para a solugdo da equagdo quadratica z° —az+b=0,
que € equivalente ao sistema atras.

O texto ndo contém explicagdes. A generalidade do algoritmo foi ilustrada
por aplicagdo a um vasto niimero de problemas do mesmo tipo.
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}. Regras de Al-Khwarizmi

3.1 O Homem e o seu Trabalho

Antes de relatarmos alguns factos da vida de al-Khwarizmi faremos
referéncia a época cultural e cientifica em que viveu.

Harun al-Rashid tornou-se o 5° Califa da dinastia de Abbasid em 14 de
Setembro de 786, altura em que al-Khwarizmi nasceu. Harun governou na sua
corte, na cidade de Baghdad, sobre o império islamico, o qual alargou-se desde o
Mediterraneo até a India.

Harun trouxe cultura para a sua corte e tentou estabelecer disciplinas
intelectuais que naquele tempo ndo estavam prosperando no mundo arabe.
Durante o seu reinado parte da obra de Euclides foi traduzida. Harun tinha dois
filhos, o mais velho era al-Amin e o mais novo al-Mamun. Harun morreu em 809
¢ iniciou-se um conflito armado entre os dois irm&os. Al-Mamun ganhou a luta
armada e al-Amin foi derrotado e morto em 813. Depois disto, al-Mamun tornou-
se Califa e governou o império de Baghdad.

Al-Mamun continuou a defender o ensino comegado pelo seu pai e fundou
uma academia chamada a “Casa de Wisdom” onde eram traduzidos trabalhos
lilosoficos e cientificos gregos, nomeadamente, A/magest de Ptolomeu e Os
I'lementos, de Euclides. Al-Mamun também construiu uma biblioteca de
manuscritos, a primeira biblioteca desde Alexandria, coleccionando trabalhos
importantes de bizantinos.

Mohammed ibn-Musa al-Khwarizmi,
cijo nome, tal como o de Euclides tornou-se
familiar na Europa Ocidental, era estudante na

"('asa de Wisdom” em Baghdad. As suas
tnrefas envolviam a tradugdo de manuscritos
cientificos gregos. No entanto também
¢studava e escrevia sobre algebra, geometria
¢ nstronomia.

Certamente al-Khwarizmi trabalhou
sobre a orientagdo de al-Mamun e dedicou
dois dos seus trabalhos ao Califa. Esses
eram os seus tratados de algebra e astronomia.
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3.2 Al-jabr e Al-muqabala

Segundo as proprias palavras de al-Khwarizmi, foi encorajado a ...

“..escrever um pequeno trabalho sobre cdlculo por completagdo e
redugdo conferindo isso ao que é mais facil e mais util na aritmética, tal que o
homem constantemente requere em casos de heranga, doacgdes, parti¢oes,
acgdes judiciais e negdcios e, em todas as suas relacbes uns com oS outros ou,
no que diz respeito, a medi¢do de terras, na escavagdo. de canais, nos cdlculos
yeométricos e outros objectos de variados comprimentos e tipos.”

O tratado de algebra A/ jabr e al-mugabala foi 0 mais famoso ¢ importante
de todos os trabalhos de al-Khwarizmi. E o titulo desse tratado que nos da a
palavra “dlgebra”.

Al-Khwarizmi foi o primeiro autor islimico que escreveu “sobre a solugdo
de problemas por al-jabr e al-muqabala’.

Usualmente por jabr", entende-se a operagdo de adicionar termos (um
niimero ou expressdo algébrica) iguais a ambos os membros de uma equagdo,
pira eliminar termos negativos. Também se diz jabr a operagdo de multiplicar
ambos os membros de uma equagdo por um mesmo nimero, para eliminar
lracgoes.

Por mugabala® entende-se a operagdo de subtrair termos (nimeros ou
expressdes algébricas) de quantidades iguais a ambos os membros de uma
eqjuagdo a fim de mudar um termo de um membro para o outro.

A combinagdo das duas palavras, al-jabr e al-mugabala € usada algumas
vezes num sentido mais geral: efectuando operagdes algébricas. Também pode
sipnificar: a ciéncia da algebra.

Iremos fornecer alguns exemplos destas palavras no trabalho de al-
I hwarizmi intitulado “Algebra de Mohammed ben Musa” que foi traduzido por
tosen.

""" jabr significa restauragio/completagdo.

"' muqabala significa redugdo.
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l'xemplo:
“Dividi 10 em duas partes. Multipliquei cada uma das duas partes pela
outra. Depois disto, multipliquei uma das duas por si mesma, ¢ o produto da

multiplicagdo por si mesmo é quatro vezes tanto como uma das partes pela
outra,”

Al-Khwarizmi denomina cada uma das partes por “coisa” e a outra
por “dez menos a coisa”. Multiplicando as duas, ele obtém “dez coisas menos o
yuadrado”. ‘

Finalmente, ele obtém a equagdo:
“um quadrado, que é igual a 40 coisas menos 4 quadrados.”

Em notagdo moderna, podemos escrever esta equagdo como sendo

x* =40x — 4x*.

Depois usando a operago al-jabr, adiciona-se 4x* a ambos os membros,
pbtendo-se

5x® =40x
ou
x> =8x
donde se obtém que
x=8.

Na obra de al-Khwarizmi consta utna outra equagio
50+x*=29+10x
i qual é reduzida por al-mugabala a

214+ x% =10x.
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3.3 Resoluciio de Equacdes Quadraticas

Al-Khwarizmi introduziu na primeira sec¢do do seu /ivro “Al-jabr e al
mugabala”, o topico principal, denominado a solugdo de equagbes. As suas
equagdes eram lineares e quadraticas e, eram compostas por unidades, raizes ¢
quadrados.

Por exemplo, para al-Khwarizmi uma unidade era um namero, uma raiz
era X ¢ um guadrado era x°. Contudo, usaremos a notagdo algébrica familiar para
melhor se entender as notagdes, pois a Matemética de al-Khwarizmi era feita
inteiramente sem usar nenhum simbolo. Os arabes desconheciam 0$ progressos
dos hindus relativamente as quantidades negativas e as abreviaturas de
quantidades desconhecidas.

Na primeira parte do seu livro, al-Khwarizmi explica a resolugéo de seis
tipos de equagdes (se bem que apenas de exemplos numéricos de cada tipo), pois
nio conhecia 0 zero nem os nimeros negativos, aos quais todas as equagdes
lineares e quadraticas podem ser reduzidas:

(1) Quadrados igual a raizes

. - 2 _

isto €, ax“ = bx

(2) Quadrados igual a niumeros

. , 2 -

1sto €, ax” = ¢

(3) Raizes igual a niimeros

isto é, bx=c¢

(4) Quadrados e raizes igual a numeros

isto é, ax’ + bx=¢

(5) Quadrados e nameros igual a raizes

1sto €, ax®+ ¢ = bx

(6) Raizes e niimeros igual a quadrados
2

isto é, bx +c=ax

onde g, b e ¢ sdo nimeros positivos dados.
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Al-Khwarizmi forneceu regras para resolver estas equagdes e apresentou
demonstragdes, ilustrando-as com exemplos. Seguidamente exemplificamos a
iesolugdo de cada um dos referidos tipos.

1° tipo: ax® = bx

No caso “quadrados igual a raizes” os exemplos usados em notagido
moderna foram

5x* =10x,

?

x*=5x, - =4x;
3

onde as solugdes eram  x = 5, x=12 e x=2 respectivamente,

{Note-se que a raiz x = 0 ndo era reconhecida).

2° tipo: ax’=c¢

Relativamente a este caso nfo encontrei nenhum exemplo ao qual al-
+Khwarizmt tenha usado.

3° tipo: bx=c¢

No caso “raizes igual a numeros”, novamente se recorrem a trés
ilustragdes para cobrir os casos em que o coeficiente do termo com variavel ¢é
igual, maior ou menor que 1.
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4° tipo: ax’+bx=c

Al-Khwarizmi usou dois métodos gerais para resolver equagles
(uadraticas da forma

x> +bx=c.
Ixemplo:

Na terminologia de al-Khwarizmi, um exemplo deste tipo de equagdo
{“raizes e quadrados igual a nimeros ) enuncia-se do seguinte modo:

“um quadrado e dez raizes da mesma quantidade é igual a trinta e nove
nnidades. ”

Isto € 0 mesmo que dizer que:

“Quanto é que deve ser o quadrado que, quando adicionado com dez das
suas raizes, dard uma soma total de trinta e nove?”

A equagdo dada equivale a escrever na notagdo moderna

%+ 10x = 39.

(note-se que al-Khwarizmi também exemplificou este método para as equagdes
- 1 . N "
2" +10x =18 e Exz +5x=28 ). Em cada caso sd a solugio positiva era

dada.

O método de resolugdo deste tipo de equagdo consiste em completar o
quadrado como a seguir se descreve:

) Toma-se metade do niimero das raizes mencionadas, que neste caso
totaliza 5.

II) Ao valor obtido multiplica-se por si mesmo, o produto € 235.
III)  Adiciona-se o valor obtido a 39, a soma € 64.

IV)  Toma-se a raiz quadrada do valor obtido, que € 8 ¢ subtrai-se a esse
valor metade do niimero de raizes, que é 5. O resto € 3.

V) O nimmero 3 representa uma raiz do quadrado, que € claro 9 (nove
da entdo o quadrado ).
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Em notagdo moderna, como ja observamos, a equagdo x* +10x =39,
a qual pode ser transformada em:
(x+5) =39+25

(x+5) =64

x+5=\/_6—5

X+5=8

I

x=3.

Uma exemplificagio geoméirica da resolugdo deste tipo de equagio feita
por al-Khwarizmi que consiste em completar o quadrado seré agora descrita.

1" exemplificaciio geométrica do método:

Al-Khwarizmi comega por desenhar um (%uadrado cujo lado mede x (a
pretendida raiz) e que portanto representa-se por x“ (Figura 1)

Figura 1

Em cada um dos quatro lados do quadrado ele constrol rectangulos, cada

C 5 .
um tendo de largura de 10 ou 2% (isto é, 2 + % == 2,5) (Figura 2).

5x/2 5/2
5x/2 X 5x/2
5x/2
Figura 2
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O quadrado juntamente com os quatro rectingulos tem de area 39

(pois x’ +4.5?x=x2 +10x=39).

Para completar o quadrado devemos adicionar quatro vezes o quadrado de
lado 2% (isto é, 2,5), refere al-Khwarizmi, que tem de drea %x%=% (a

tracejado na figura 3).

25/4 25/4 } 5/2
5x/2

5x/2 x* 5x/2

25/4 5x/2 25/4

Figura 3

Entdo o quadrado maior da figura 3 tem de &rea

4><2?5+39m25+39m64.

O lado do quadrado maior é por conseguinte igual a 8. Como o
gomprimento do lado do quadrado maior é dado por

E+x+%, ouseja, x+35

entdo tem-se que
x+5=8,

- obtendo-se x = 3.

Uma outra forma de completar o quadrado € a seguir exemplificada para o
saso da referida equagio  x° + 10x = 39
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2" exemplificacio geométrica do método:

Neste caso, a demonstra¢do geométrica ¢ muito semelhante a anterior. O
desconhecido x era representado por um segmento, x° pelo quadrado e 10x por
dois rectangulos de lados x e 5 (Figura 4).

5

Figura 4

Assim, completa-se o quadrado pela adi¢do de um quadrado de lado 5 (a
tracejado na figura 5).
5

Figura 5

Entdo o lado do quadrado obtido é por um lado x + 5 e por outro 8 (pois a
area do quadrado maior ¢ igual a 39 + 25 = 64), logo x = 3.

Observamos com base num mesmo exemplo, duas formas de resolugdo de
uma equagdio do tipo

ax® + bx = c.

Assim sendo, iremos agora descrever esses dois métodos gerais, que al-
~Khwarizmi usou para resolver equagdes quadraticas da forma x* + bx =c.




3.3.1 1° Método de Al-Khwarizmi

I. Constréi-se um quadrado de lado x e, sobre esse lado, para o exterior do

.. . b
quadrado, constroi-se um rectangulo, de lados x ¢ T

b/4
bi4

bi4 b/4

Figura 6

2. Completa-se a figura 6, construindo em cada um dos quatro cantos um

quadrado de lado igual a %

bi4 bl4

b4 bi4

Figura 7

3. Entdo a area do quadrado mator é

1
x? +4xlb+4—lléxx2 +bx+—b"
44 4




1 ~
4. Somando sz a ambos os membros da equagio x* + bx = ¢, vem

x? +bx+ib2 =c+—}-l—b2
4 4

2
¢:>[x+-é] =~1~b2+c
2 4

donde

e, por consequéncia

3.3.2 2° Método de Al-Khwarizmi

O outro método de al-Khwarizmi assenta na construgio da figura 8.

b2
xz
b2 b4
Figura 8

Entdo a area do quadrado maior €

2 2
[x+§) = x’ +2b—x+b—

2 4

2
=x" +bx+—.
4
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Logo

¢, consequentemente

8° tipo: ax*+ ¢ = bx

Na resolugio da equagio “quadrados e nimeros igual as raizes”, apenas
um exemplo foi dado, designadamente

x*+21 = 10x,

no qual ambas as raizes sio determinadas, correspondendo a regra

x=52425-21.

Neste caso al-Khwarizmi chama a atengdo para o facto de que o que
dJesignamos por bindmio discriminante'”, tem de ser positivo. Citando-o:

“Devem compreender também que quando se toma a metade das raizes
desta forma de equagdo e depois multiplica-se essa metade por si mesma, se 0
valor obtido, antes ou depois da multiplicagdo é menor que as unidades airds
mencionadas que acomparham o quadrado, tem-se uma equagdo.”

A demonstragio geométrica deste tipo de equagio, bem como do tipo que
abordaremos a seguir, ¢ um pouco mais “delicada”. Assim exemplificaremos a
resolugdo da referida equagdo

x*+21=10x.

Al-Khwarizmi desenha o quadrado [ABCD] para representar x*e o
rectangulo [BEDF] para representar as unidades.

M A= b* —dac onde ax® + bx+¢=0,a20, a bece C
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D C F

Figura 9

O rectangulo [AECF], que contém o quadrado [ABCD] e o rectdngulo
[BEFC], deve ter uma 4rea igual a 10x (pois x* + 21 = 10x).

A B E
10 x
D C E
Figura 10

Assim sendo, ;\—D =X.
AE=DF=10

Fagamos a mediatriz de [DF] (perpendicular a [DF] passando por M,
ponto médio de [DF]), designado-a por GM.

Marcamos o ponto H tal que
GH =GE

e completamos os quadrados [GEIH] e [MJKH].

A B G E
M ] F
D C
H K I
Figura 11
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A area do rectingulo [BGMD] ¢ igual a area do rectangulo [JFIK].

Como GE = § entdio a area do quadrado [GEIH] ¢ igual a 25 e a area do
poligono [GEIKJM] ¢ igual a 21 (pois o poligono [GEIKIM] ¢ equivalente ao
poligono [BEFC]).

A G E
M T F
D C
H K I
Figura 12

Entdo, o quadrado [MJKH] tem de area 4 e logo o seu lado mede 2
(poisa  area [MJKH] = area [GEHI] — area [GEIKIM],
ou seja,
area [MJKH] =25-21

area [MJKH] = 4).

Como nﬁﬁ=6_1\;[_ e BﬁwS

Entio x=DC=5-2=3, que constitul uma solugdo da equago dada.

Um esquema modificado do acima construido fornecerd a outra raiz da
equagdo (x=5+2=7).
6 tipo: bx+ ¢ = ax?

No caso “quadrados igual as raizes ¢ mimeros”, al-Khwarizmi utiliza um
inico exemplo,

X =3x+4




pois, sempre que o coeficiente de x? nfio & igual a 1, aconselha em primeiro lugar
a dividir por esse mesmo coeficiente.

Uma vez mais, os passos para completar o quadrado sdo indicados
meticulosamente, sem justificagio, o processo de resolug@o € equivalente a

2
solugdo x = 1%+(1 %j +4 (isto ¢, equivalente a x = 4).

Mais uma vez apenas é fornecida uma raiz, pois a outra ¢ negativa.

“’I—l-=1+l=
2 2

b W
i
funey
wh
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3.4 O Pai da Algebra

Como acabamos de observar, os seis tipos de equagdes descritos abordam
todas as possibilidades das equagdes lineares e quadraticas terem uma raiz
positiva. Neste sentido, al-Khwarizmi ¢ intitulado “o pai da Algebra”.

Segundo as palavras de al-Khwarizmi, “a predilec¢do pela ciéncia,... essa
amabilidade e condescendéncia que Deus mostrou ao habil, essa prontiddo com
que ele protege e suporta-os na elucida¢do de obscuridades e na remogdo de
dificuldades, encorajou-me a compor um pequeno trabalho em cdlculo por al-
-jabr e al-muqabala, conferindo isso ao que é mais facil e 4til na aritmética.”

No seu trabalho al-Khwarizmi examinou como as leis da aritmética se
estenderam a uma aritmética para os seus “objectos algébricos”. Por exemplo, al-
-Khwarizmi mostrou como multiplicar expressdes, tais como

(@ + bx)- (c +dx),

embora novamente se enfatize que al-Khwarizmi, usava apenas palavras para
descrever as suas expressdes (os simbolos ndo eram usados).

Rashed, refere uma notavel profundidade e inovagdo nos calculos de al-
-Khwarizmi que nos aparece, quando examinados numa perspectiva moderna,
com uma relativa elementaridade. Ele escreveu:

“O conceito de dlgebra de al-Khwarizmi ndo pode ser entendido com uma
grande precis@o: resume-se a teoria de equagdes lineares e quadrdticas com
uma variavel, e a aritmética elementar de binémios e trinémios... A solug¢do
deveria ser simultaneamente geral e calculdvel e, numa maneira Matemdtica,
Isto é, encontrada geometricamente...

A restricdo do grau, bem como a do nimero de termos simples, é
Instantaneamente explicada. Do seu verdadeiro aparecimento, dlgebra pode ser
vista como a teoria das equagdes resolvidas por meio de radicais e de cdlculos
algébricos em expressdes relatadas...”

Se a sua interpretagdo esta correcta, entdo al-Khwarizmi foi como Sarton
escreve:  “o maior matemdtico do seu tempo, e se tomarmos todas as
circunstdncias em linha de conta, um dos maiores de todos os tempos..."

A importincia da algebra de al-Khwarizmi foi uma das suas mais

relevantes contribuigdes para a Matematica. Assim terminamos este topico com
uma citagdo de Mohammad Kahn:
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“Na primeira linha de matemdticos de todos os tempos encontra-se al-
-Khwarizmi. Ele compés os mais velhos trabalhos em aritmética e dlgebra. Eles
foram a primeira fonte do conhecimento matemdtico durante séculos no Este e
no Oeste. O trabalho em aritmética introduziu em primeiro lugar os niumeros
hindus na Europa, como significa o proprio nome algarismo; e o trabalho de
dlgebra deu o nome a este importante ramo da Matematica...”

A St R o S

e T o
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3.5 Problemas Algébricos

O trabalho de al-Khwarizmi contém mais do que as solugdes de equagdes.
Por exemplo, contém regras de operagdes com expressdes binomiais, incluindo
produtos, tais como, (10+2)-(10-1) e (10+x)-(10 ~Xx).

Um dos contetidos do trabalho de al-Khwarizmi ¢ a grande variedade de
problemas ilustrativos de cada um dos seis tipos de equagdes anteriormente
abordados. Como uma referéncia aos mesmos e no caso do tipo de equagdo da
forma

at+c= bx,

al-Khwarizmi questiona sobre uma divisdo de 10 unidades em duas partes, tais
que:

“a soma dos produtos obtidos a partir da multiplica¢do de cada parte por si
mesma é igual a cinquenta e oito”

(em notagdo moderna, o problema equivale a resolver a equagdo, 2x% + 42 = 20x).

Segundo algumas tradugdes do trabalho de al-Khwarizmi, existem
referéncias sobre problemas de heranga, tal como o seguinte:

“Um homem morre, deixando dois filhos. No seu testamento deixou um
tergo do seu dinheiro a um estrangeiro. O homem deixa 10 dirhems em dinheiro
¢ o direito a 10 dirhems a um dos seus filhos.”

A resposta ao problema ndo é o que se esperaria, pois o estrangeiro herda
apenas 5 dirhems. De acordo com a lei arabe, um filho que deve bens do seu pai
num valor superior ao que herda desses bens, fica com tudo o que deve; uma
parte que respeita a sua parte dos bens e a restante recebe como uma oferta do
seu pai. Em grande parte parece que foi na natureza complicada das leis sobre
heranga, que encorajou o estudo da algebra na Arabia.
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4. Regra dos Chineses
4.1 O Apice do Desenvolvimento da Algebra Chinesa

Os problemas matemaéticos chineses pareciam ser mais pitorescos do que
praticos. Mesmo assim a civilizagdo chinesa era responsavel por uma inovadora e
surpreendente tecnologia numérica. O uso da escrita e da polvora (século VIII),
do papel e da agulha de marear (século XI) era visivel na China antes de outro
local qualquer.

O periodo de “maré-cheia” na Matematica chinesa ocorreu no século XIII,
no periodo de Sung. Nessa altura haviam matematicos a trabalhar em varias
partes da China. No entanto as relagdes entre eles pareciam remotas, quase
inexistentes.

O ultimo grande matematico do periodo Sung foi Chu Shih-chieh. Pouco
s¢ sabe sobre a sua vida, apenas que passou cerca de 20 anos como um erudito
incerto que ganhava a vida ensinando Matematica.

Chu Shih-chieh teve a oportunidade de escrever dois tratados.

O primeiro foi escrito em 1929 e intitulava-se Suan-hsiieh ch’i-meng
(Introdugdo a estudos matemdticos), um trabalho relativamente elementar que
fortemente influenciou a Coreia e o Japdo e que foi perdido, sendo sé recuperado
no século XIX.

De grande interesse historico e matematico foi o segundo tratado de seu
nome Ssu-yuan yu-chien (O preciso espelho dos quatro elementos) escrito em
1303. Desapareceu da China no século XVIII e foi redescoberto no século
seguinte. Os quatro elementos eram denominados, céu, terra, homem e matéria, e
constituiam as representagdes de quatro quantidades desconhecidas numa mesma
equagdo. Este livro caracteriza o apice do desenvolvimento da algebra chinesa,
pois trata de equagdes simultineas e de equagdes de graus até 14. Nesta obra, 0
autor descreve um método de transformagdo que denomina por fan-fa, método
esse que parece que surgiu na China ha muito tempo atras, mas que geralmente
sustenta o nome de método de Horner, que viveu ha mais de 500 anos.
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4.2 Método de Horner ou fan-fa

A preocupagio dos chineses em resolver as equagdes do segundo grau foi
registada por Tsu Chung, no ano 450 d.C.. Segundo este, os problemas de areas e
inventarios exigiam tal resolugdo.

O método utilizado pelos chineses que descreveremos a seguir, era
denominado fan-fa (“fazer até aparecer”).

Eles enunciaram a solugdo da seguinte forma:

“Pense na solugdo do problema do quadrado (equagdo do segundo grau)
e acrescente o numero dois. A solu¢do aproximada do segundo problema que se
formou é obtida dividindo o nimero resultante pela soma dos coeficientes do
quadrado e do comprimento. Some esse valor com a solu¢do pensada do
primeiro problema e faga o cdlculo novamente, até aparecer (fan-fa) o nimero
que ndo se modifique.”

para resolver problemas do tipo:

“a drea de um quadrado (x-x=x")menos o seu lado (x) resultou em 20.
Quanto mede o lado desse quadrado?”

Utilizando a algebra, o problema pode ser equacionado assim:

2 —x=20.

O método chinés permitia arbitrar o nimero dois como raiz ou solugdo da
equagdo do segundo grau. A solugdo verdadeira era escrita como

x=2+d,

onde a letra d representava a diferenga entre a solugdo verdadeira (x) e a solugdo
arbitrada (2).

Este algoritmo interactivo era dividido em trés partes, que se repetiam
objectivando a convergéncia da solugéo.
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O procedimento era como se segue:

x=2+d

2" parte:

Tomando a equagdo do problema, que era x* = x = 20, e substituindo o
valor x acima, tem-se:

(2 +dy’ - (2 +d)=20.

Desenvolvendo o quadrado, e eliminando-se os parénteses, tem-se que:

4+4d+d-2-d=20.

Reunindo as varidveis no primeiro membro e os resultados no segundo
membro, tem-se que:

& +3d=18.

3" parte:

Seguindo-se os passos do “algoritmo” para resolver a equagdo, que diz:
“a solu¢do aproximada do segundo problema que se formou é obtida
dividindo o niimero resultante pela soma dos coeficientes do quadrado e do

comprimento. Some esse valor com a solugdo pensada do primeiro problema”.

Entéo, ficaria assim:




Repetindo o procedimento inicial, s6 que o 6,50 serd considerado como
valor arbitrario “e fazendo o cdlculo novamente, até aparecer um numero que
ndo se modifique ”.

x=650+d
(6,50 + d)* — (6,50 + d) = 20
4225+ 13d+ & — 6,50 —d =20
o d+12d=-15,75

~15,75
1+12

x=6,50+ =5,28.

Repetindo o processo outra vez, considerando agora o 5,28 como valor
arbitrado: ‘

x=528+d
(5,28 + d)* —(5,28 + d) = 20
< 2787+1056d+d—528~d=20

o +9,56 d=-2,59

x=528+ =299 _ 5,03
149,56

>

Repetindo outra vez, s6 que considerando o 5,03 como valor arbitrado,
tem-se:

x=503+d
(5,03 + d)* —(5,03 +d) = 20
<> 2530+ 10.06d + & — 5,03 - d =20
& F+9,06=-027

-027 _,

x=503+ = 5,0.
1+9,06
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Repetindo novamente e usando como valor arbitrado o namero 5,0, tem-se
x=5+d
(5+d’-(5+d)=20
&25+10d+d-5-d=20

SE+9d=0

x=5+~2—:5
148

Neste caso, ndo é necessario continuar, pois o valor convergiu, ou seja,
ficou igual ao valor arbitrado, e no algoritmo dos chineses a operagdo termina

quando “aparecer um niimero que ndo se modifique”.

Embora o método seja bastante trabalhoso, ndo deixa de ser uma técnica
espectacular para resolver equagdes do segundo grau.

E motivo de muita admiragdo pensar que os chineses, j4 no século 500

d.C., tinham nogéo de interacgéo sucessiva.

Boyer também cita outros exemplos de resolu¢do da equagdo quadratica
pelo método de fan-fa, que constam no segundo livro do matematico chinés Chu
Shih-chieh, marco representativo do apice do desenvolvimento da algebra
chinesa.

Exemplo:

Na resolugdo da equagdo x> + 252x — 5292 = 0, Chu Shih-chieh primeiro
obteve um valor para x,

x=19
como uma aproximagéo (pois a raiz encontra-se entre 19 ¢ 20).
Seguidamente usa o método fan-fa, através da transformagédo x = 19 + d,

obtendo a equagdo  d®+290 d=143 (que tem uma raiz entre 0 e 1).
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Depois fornece a raiz (aproximada) da tltima equagdo como sendo

143 143
14290 291

Entdo, o valor correspondente de x €

E de realgar que em alguns casos ele determinou as raizes aproximadas.




5. Método Actual

Actualmente com o conhecimento da simbologia na escrita de equagdes e
dos nimeros complexos a resolugdo de equagdes do 2° grau com uma variavel
reveste-se de uma simplicidade e eficacia surpreendentes.

Definicaol:
Uma equagdo do 2° grau ou equagdo quadrdtica é toda a equagdo da forma
ax’ +bx+c=0

onde a, b e ¢ sdo nimeros reais ou complexos € a # 0.

Exemplo:
Na equagiio 2x* —6x+3 =0 a varidvel € x e os coeficientes sdo:
a =2 (coeficiente de x*)
b =7 (coeficiente de x)
¢ =3 (coeficiente constante).

Observacgoes:

1. O coeficiente de a deve ser diferente de zero pois, se ndo o fosse, a
equagdo deixaria de ser do 2° grau. Teriamos, por exemplo:

0x*=5x+2=0-5x+3=0
que é uma equagdo do 1° grau.

2. O coeficiente constante ¢ também chamado termo independente, pois
este termo ndo varia, qualquer que seja o valor atribuido a variavel.

3. A forma ax®+bx+c=0 é chamada forma geral ou forma normal da

equagdo do 2° grau.

Como vimos, na forma normal a deve ser diferente de zero, porém b e/ou
¢ podem ser nulos. Assim consoante  ou ¢ sdo ou néo nulos podemos classificar
as equagdes do 2° grau.
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Definicdo 2:
Seja ax® +bx+c=0, com g=0,uma equagdo do 2° grau.
Se b e ¢ foram ambos diferentes de zero, a equagdo chama-se completa.
Se b elou ¢ forem nulos, a equagdo chama-se incompleta.
Temos trés tipos de equagdes incompletas, designadamente

axt=0, ax’+bx=0 e ax’+c=0.

5.1 Resolugiio de Equacdes Incompletas

1° Tipo: ax® + ¢ =0, onde a e c sdo diferentes de zero.

A solugdo geral é obtida do seguinte modo:

ax’ + ¢ =0 < ax? =—c, dividindo ambos os termos da equagdo por 4, dado que

a # 0, obtém-se que:

oSx=*% ——-c-.
V a

Logo o conjunto das solugdes da equagdo dada, denominado por conjunto
solugdo (abreviando C. S.) € dado por:

2° Tipo: ax® +bx =0, onde a e b sdo diferentes de zero e ¢=0.

Solugdo geral é obtida do seguinte modo:

Como a ygriavel x é comum aos dois termos do primeiro membro,
colocamo-la em evidéncia, obtendo-se:

ax® +bx =0 x-(ax+b)=0.
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Ora, para ser nulo um produto de dois factores, basta que um dos factores
s¢ja nulo.

Entdo, x=0 ou ax+b=0.

A primeira equagdo ja nos fornece uma raiz que € o 0 (zero).

A segunda equagéo é uma equagdo do primeiro grau
ax+b=0&ax=-b

S x=——
a

Logo temos que C.§.= {O;—é}.
a

3° Tipo: ax* =0,onde a#0 ¢ b=c=0.

Como a#0 podemos dividir cada membro por a.

Assim ax’ =0 x* =0.

Quando um dos factores for igual a zero, o outro também o sera
x=0 ou x=0
x=0,.

Logo C.§.= {00} ou simplesmente, C.S. = {0}. Dizemos que a equagéo
ax’ =0 tem uma raiz dupla igual a zero.
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5.2 Resolucio da Equa¢iao Completa

Existem varias demonstragdes da resolugdo de uma equagdo do 2° grau
que conduzem & chamada formula resolvente das equagdes do 2° grau.

1° METODO:

Para resolver uma equagdo quadratica completa da forma
ax*+bx+c=0 com a#0,b#0 e c#0.

Consideremos um quadrado de lado 2ax+5 como mostra a figura abaixo

T

2ax

:

b

v

I ;) . ST W ;T

<—<:~)(—-—-——l§——>

e TR sy Ty,

que ¢ composto por dois quadrados de lados 2ax e b e por dois rectingulos
equivalentes de lados 2ax ¢ b.

A area do quadrado inicial é dada por ou, pela soma da sareas dos
quadrilateros que o compde, ou seja,

(2ax +b) =4a’x* +4abx+b* (1)

como mostra a figura seguinte.
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<«— 2ax — > b>

!

ax 4a’x* 2abx

i
!

2abx b?

<—o~><—-——‘§’—-——>

«—2ax 5 by

Tomemos agora a forma normal da equagdo do 2° grau, ax’*+bx+c=0e
procuremos uma equagao equivalente que lhe fornega a solugéo.

Como ¢ ¢ o termo independente de x, transportemo-lo para o 2° membro.
Entdo
ax’ +bx+c=0& ax’ +bx =—c.

Vamos tentar obter, no 1° membro, o quadrado de uma soma, ou seja, 0
(uadrado de 2ax+b.

Multiplicando ambos os membros por 4a, vem:
ax’ + bx = —c & 4a’x* + 4abx = —dac.
Comparando o primeiro membro desta equagdo com a expressio do

quadrado considerado anteriormente (1), observamos que lhe falta o termo 52,
Assim, vamos acrescenta-lo aos dois membros.

LLogo, obtemos:
d4a*x* +4abx + b* =b* - 4ac.

Observando que o 1° membro é igual a (2ax +5)’, podemos escrever:

(2ax +b) =b* - 4ac.
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Assim

2ax +b=+b* —dac

=—bi«/b2—4ac

, pois a=#0.
2a e

=X

Esta dltima equagdo, chamada formula de Bhaskara ou formula
resolvente, mostra-nos o conjunto solugdo da equagéo completa do 2° grau, ou

seja
cs -_{—b+\/b2 ~4ge —b—b* —4ac}
- o — b] 2a .

2a

A aplicagdo da férmula resolvente de equagdes do 2° grau é um conteudo
do programa de Matematica do 9° ano de escolaridade. A sua demonstra¢do néo
faz parte do referido programa, no entanto, alguns dos manuais contém, com
curiosidade, uma sua demonstragdo que passamos a referir.

2° METODO:

Consideremos a equagdo de 2° grau na sua forma normal,
ax*+bx+c=0 com a#0

dividem-se ambos os termos da equagdo por a (a # 0), obtendo-se:

adiciona-se

2
(—;—] . a ambos os membros da equagdo (o0 quadrado da metade de 2),
a a

transformando o primeiro membro no quadrado de um binémio
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() (3
X t—x+|—| | —]| =——
a 2a 2a a

. L - bY
substitui-se o trindmio do primeiro membro por [x + -é——]
a

( b )2 b? c
X+ — T m——
2a 4a A4a

[ b ]2 b* —4ac
Sx+|—| =———
2a 4a
por definigdo de raiz quadrada vem:
*
o L =+ o= tzlac
2a 4a
b b* —4ac
oOx+—=x%
2a 2a

lixemplo:
Resolver a equagéo X -5x+6=0

Sabemos quea=1;b=-5 ¢ c=6.
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Assim
x2=5x+6=0

_5E4/(=5)" —4x1x6
gl

=X

S&l1
SOx=—.
2
Denominando uma das raizes por x; € a outra por Xz, t€mos que:

5+1 5-1
X, =—2— VX,

oOx =3vx,=2

Entdo C.5.={2;3}

5.3 Existéncia de Raizes Reais

E de relativa facil observagdo que a expressdo b* — 4ac (designada por
radicando da formula de Bhaskara) condiciona a solugéo da equagdo, pois se 0
seu valor numérico for negativo, entdo

\b? —4dac ¢ IR.

Dada a sua importincia, é denominado por discriminante, pois discrimina
a existéncia ou ndo de raizes, sendo simbolizado por A .

Assim a solugdo da equagdo do 2° grau pode ser escrita do seguinte modo:

C.S.={—b+J-A—,—b—JK}

2a 2a
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Um dos temas de discussio nas raizes de uma equagdo ¢ o facto de estas
serem reais ou nio €, No primeiro caso, s€ sio distintas ou ndo. Para isso, basta
determinar o valor numérico do discriminante.

1° Caso: A>0

Se A for positivo entdo JA é um nimero real diferente de zero ¢ a
equagdo dada tera duas raizes reais distintas.
Exemplo:

Determinar as solugdes (reais) da equagdo ¥+Tx+12=0.

Temos que a=1;b=7 ¢ c=21. Assim A=7*-4x1x12=1. Vemos que
A >0, entdo
—7+41

f12 = 2x1

e as raizes sao:

x=-3Vv x,==4
Logo C.S.={-3-4}

2° Caso: A=0
Se A for nulo entdo JA é igual a zero € a equagdo tera duas raizes reais

iguais designadamente
b

%, ==y m——

2a

Exemplo:
Determinar as solugdes (reais) da equagdo x*+6x+9=0.

Tem-se quea=1;b=6 ¢ c=9. Assim A=6"-36=0
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-6+
_EL"_@QX_—_
2x1

Entdo x,, = =3.

As duas raizes sdo iguais a -3, ou seja, x; = Xz = -3.

Dizemos que a equagdo possui uma raiz de multiplicidade dois ou uma
raiz dupla igual a -3.

Beste caso, tem-se que C. S. = {-3}.

3° Caso: A<O0

Se A for negativo, entdo VA ndo é um numero real e a equagio dada, ndo
possui raizes reais. No entanto, se considerarmos o corpo dos numeros
complexos, C, a equagdo tem duas solugdes, isto &,

_—b+\f5. X —b-+A

2a . 2a

1

Entio C.S.= {
2a 2a

—b+fJE_—b-iJZ}
Exemplo:

Determinar as solugdes (reais) da equagdo x> +4x+13=0.
Tem-sequea=1;b=4 e ¢=13.

Logo
A=4*x1x13
A=-36.

Vemos que A <0.

a— +.‘f_.
—-————4— 8 ¢ IR.
2x1

Entdo x =
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Se considerarmos valido o conjunto dos nimeros complexos, tem-se que

—4+4/36-4/-1

2x1
-4+6i
S x=
2
S x=-2%3i

Assim, em IR, temos que C. S. = {}, isto ¢, a equagdo ndo tem raizes no
conjunto dos nimeros reais, mas em C temos que:

C.S.={-2-3i;-2+3i}
Em jeito de resumo tem-se que:
= Se A> 0 entdo a equagdo admite raizes reais distintas.
= Se A =0 entio a equagiio admite raizes reais iguais.

» Se A <0 entdo a equagdo ndo admite raizes reais distintas

5.4 Relagdes entre Coeficientes e Raizes
(Soma e produto das solugdes de uma equagdo do 2° grau)

Dada a equagdo ax® + bx + ¢ = 0 e as respectivas raizes x; e x;, ¢ de
grande utilidade na Algebra, relacionando a soma e o produto das raizes com 0s
coeficientes da equagdo.

Sejam as raizes

—b+JA
T

_-b-vA

- (2)

(1) W

Assim para obtermos uma primeira relagdo determinamos a soma das
raizes da equagdo.
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1. Soma das raizes
Adicionando (1) e (2) membro a membro, vem:

—b+~./_A_+(—b—x/K)

X +x,= :

2a

Reduzindo os termos semelhantes tem-se que:

2b :
xl+x2=—-2;, ou seja, x1+x2=—;.

Desta forma, podemos concluir que a soma das raizes € igual ao simétrico
do coeficiente de x, dividido pelo coeficiente de x’.

Exemplo:

Dada a equagiio x> —5x+6=0 e aplicando a 1° relag@o, temos que:

m+x2=:%£l=i

De facto, sabendo que as raizes dessa equag@o sdo 2 e 3, verificamos que

X, +Xx,=2+3=3.

2. Produto das raizes

Multiplicando (1) por (2), membro a membro, vem:

—b+JA —b-A
AR ETT T 2a
¢:>x1'x2=(_b+JK2;1£_b_JK)'
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Observamos que o numerador € o produto da soma pela diferenca de duas
expressdes, podemos escrever:

(-o) -(Va
X X% = 44>
b -A
X Xy S

Substituindo A por b* —4ac, temos que:

b* -—(bz —4ac)
B, 4%, = "

4ac
i

c
X X, =;

Podemos concluir que o produto das raizes € igual aos coeficiente
constante dividido pelo coeficiente de x*.

Exemplo:

Na mesma equagio dada anteriormente, x* —5x+6=0 temos que:

De facto, como as raizes sio 2 e 3, facilmente se constata que
X,-X, =2x3=6.
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3. Forma da equagiio do 2° grau usando os valores da soma (S) e do produto
(P) das raizes da equacgio

Uma aplicagdo das relagdes atras referidas ¢ a escrita de equagdes de 2°
grau conhecendo as respectivas raizes.

Dada a equagdo ax’ +bx+c=0 (a=0) e dividindo-se ambos os membros
por a, teremos:
P2l (1)
a a

Aplicando as relagdes entre coeficientes e raizes, vem que:

b b
S=x+x,=——&—=-§
a a
g
-
P=x-x,=—&—=P
a a

Substituindo estas expressdes na equagio (1), resulta que

x2-Sx+P=0,
ou seja,

= a soma das raizes é igual ao simétrico do coeficiente x

= o produto das raizes ¢ igual ao do coeficiente constante.

Quando as raizes de uma equagdo quadratica sdo reais faz sentido referir os
sinais das mesmas. Em todo o processo evolutivo da Matematica procuram-se
técnicas de resolugdo cada vez mais rapidas. Conhecer o sinal das raizes de uma
equagdo quadratica, sem as determinar ¢ obviamente, uma delas.
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4. Sinal das raizes
I- Numa equagio dada, com raizes reais e distintas (A >0) temos que:

1° Caso: Se o produto dessas raizes for positivo entdo € evidente que as
raizes devem ter o mesmo sinal. Neste caso, ou ambas sdo positivas ou negativas,
conforme o sinal da soma.

Exemplo:

1. Sem resolver a equagdo, vamos descobrir qual ¢ o sinal das raizes da
equagdo 2x* —7x+3=0. '

Temos que P=3 e S:—i=z>0.
2 2 2

Logo as duas raizes sio positivas.

2. Analogamente ao exmplol, iremos descobrir o sinal das raizes da
equagdo x* +5x+6=0.

Temos que P=6 e S=-5<0.

Logo as duas raizes s3o negativas.

2° Caso: Se o produto for negativo, entdo é evidente que as raizes terao
sinais contrarios. Neste caso, a maior das raizes, em valor absoluto, sera positiva
ou negativa, conforme o sinal da soma, pois esta levara o sinal da maior parcela,
em valor absoluto.

Exemplo:

1. Sem resolver a equagio, iremos descobrir qual é o sinal das raizes da
equagdo 4x’ —4x-15=0.

Temos entdo que:

P=—E<0 e Szf-=1>0.
4 4
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Logo as raizes tém sinais contrarios, sendo positiva a maior em valor
absoluto.

2. Sem resolver a equagdo iremos descobrir o sinal das raizes da equagao
x*+2x-15=0.

Temos que P=-15 ¢ S=-2<0.
Logo, as raizes tém sinais contrarios, sendo negativa a maior em valor

absoluto.

3. Iremos descobrir, sem resolver a equagéo, o sinal das raizes da equag@o
2
x°=9=0.

Sabemos que P=-9 ¢ S=0.

Logo as raizes tém sinais contrarios e, como a soma € nula, concluimos
que sdo simétricas, isto €, tém o mesmo valor absoluto e sinais contrarios.

3° Caso: Se o produto for nulo, pelo menos uma raiz sera nula e a outra sera
igual 4 soma e, portanto, tera o sinal desta.
Exemplo:

1. Sem resolver a equagio, iremos pesquisar qual é o sinal das raizes da
equagdo 3x’>—4x=0.

Sabemos que P=0 e S=%>O.

v , " g 4
Logo, uma raiz é nula e a outra é positiva (igual a 5 3

2. Pesquisemos o sinal das raizes da equagdox” +3x =0, sem as calcular.

Temos entdo que P=0 e §=-3<0.
Logo, uma raiz é nula e a outra é negativa (igual a -3).

I1I- Uma equagio de raizes reais e iguais, isto €, uma equagdo que admite uma
raiz dupla (A=0), terd sempre o mesmo sinal da soma ¢ vale a metade da

b ) . i b
mesma. Portanto, sendo S =——, a raiz dupla sera igual a o
a a
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Exemplo:
Descubramos entdo o sinal das raizes da equagdox” —6x+9=0,

Dado que A=6*—-4x9x1=0 (raizdupla) e S=6>0,entdo a equagdo dada

admite uma raiz dupla, positiva e igual a %= 3.
III- Sendo A <0, a equagio ndo admitira raizes reais.

Facilmente se verifica que, sendo a >0, entéo:

» o produto das raizes da equagdoax” +bx +c =0 terd o mesmo sinal de ¢

» asoma, o sinal contrario ao de b.




Capitulo IV — Equacdes do 3° e 4° grau
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Capitulo IV —-Equacdes do 3° e 4° grau

1. A Teoria das Equacdes nos séculos XV e XVI

1.1 Introdugio

O Renascimento — séculos XV e XVI — foi um periodo de desenvolvimento da
arte, ciéncia e literatura na Itilia, Espanha, Franga e Inglaterra, bem como um periodo
de familiarizagio com as “herangas da antiguidade”. Este periodo parecia ser o
renascimento da cultura da Grécia e de Roma.

Actualmente, o conhecimento adquirido da antiguidade tornou possivel a
construgio dos fundamentos para uma nova ciéncia e cultura.

O lider deste movimento foi a Italia, o qual mais tarde ostentou pintores
brilhantes (Boticelli, da Vinci, Raphael), escultores (Michel Angelo, Cellini) e, um
pouco mais cedo, no século XIV, escritores e pintores (Boccaccio, Petrarch).

Esta foi uma época de grandes descobertas geogréficas, tais como, a descoberta
da América por Colombo (1492) e a viagem de circum-navegagdo de Magalhdes (1521).

A peninsula italiana ndo era s6 um pais, mas uma colecgdo de cidades estado
com muitos comerciantes ricos, nas quais se faziam ouvir protestos matematicos de
senhores das cidades. Em particular, um dos problemas frequentemente por resolver,
que se tornou uma disputa j& com velha tradi¢do, era a determinagdo das solugdes de
uma dada equagdo cubica da forma

X +ax’ +bx+c=0,
onde a, b e c eram niimeros racionais, usualmente inteiros.

E de salientar que a notagio moderna expressa na escrita da equagdo acima, ndo
existia no inicio do século XVI, e entdo a proeza de encontrar as solugdes envolvia, ndo
s6 a ingenuidade matematica, mas também uma habilidade para superar os obstaculos
linguisticos.

Assim, no que respeita 3 Matematica, o século XVI foi a idade da algebra.
Comegou pois, com a solugdo das equagdes cubica e quartica através de radicais, a
primeira grande proeza, além das da antiguidade, e terminou com a realizagdo de
calculos algébricos e com a introdugdo dos nimeros complexos.
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1.2 A Notacio

A escassez de uma “boa notagdo”, nos séculos XV e XVI, foi um grande
impedimento para a resolugdo das equagdes ctibicas. Por exemplo, a equagdo clibica

¥ +2x*+4x-1=0
seria descrita do seguinte modo:

“Tome o cubo de uma coisa, adicione-lhe o dobro do quadrado dessa coisa; a
isso adicione quatro vezes a coisa, e tudo isto deve ser igual a um”.

Note-se que a equagdo acima escrita em notagao moderna, utiliza um nimero
negativo e o zero, que ndo eram aceites na altura. Assim a equagdo seria apenas dada na
forma

L +2x +4x=1

e uma equagdo da forma
x}—4x*-2x+5=0,
seria dada por
¥ +5=4x+2x.

Deste modo existiam imensas formas de equagdes ciibicas, dependendo do facto
dos coeficientes serem positivos, negativos ou nulos.

A designagio de variaveis por letras fol inventada em 1591 por F. Viéte (1540 —
1603), que usou consoantes para denotar constantes € vogais para denotar varidveis (a
notagdo moderna de usar letras a, b, ¢, ... do inicio o alfabeto para denotar constantes €
letras x, y, z, ... do fim do alfabeto para denotar variaveis foi introduzida por R. Descartgs
em 1637 no seu livro 4 Geometria).
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1.2.1 Nota Historica

Como nota histdrica salientamos a introdugdo de certa simbologia usada nos
nossos dias aquando da resolugdo de equagdes algébricas:

" A notago exponencial A%, A>, A%, ... foi essencialmente introduzida por J.
Hume em 1636 (ele usava a notagdo A", A", A",...).

= (Os simbolos +, - ¢ ,j'- , bem como o simbolo / , para a divisdo foram
introduzidos por J. Widman em 1486.

= O simbolo x para multiplicagdo foi introduzido por W. Oughtred em 1631 e o
simbolo + para divisdo por J. H. Rahn em 1659.

= O simbolo = foi introduzido por Oxford don Robert Recorde em 1557, na sua
Whetstone of Wit:
&)

“E para evitar a repeti¢do tediosa destas palavras é igual a, eu irei rotular
como usualmente faco no meu trabalho, um par de paralelas, ou duas linhas
paralelas de um comprimento, tal como =, porque ndo existem duas coisas que
possam ser mais iguais”’.

©

Todos estes simbolos ndo foram adoptados de uma s6 vez, e muitas vezes
existiam notagdes competitivas. Apenas no século seguinte, com a publicagdo de
Descartes, 4 Geometria, ¢ que a maior parte desta notagdo se tornou universal na
Europa e subsistiu até aos nossos dias.
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1.3 Histéria da Resolugiio das Equagdes Cabicas e Quarticas

A solugdo geral das equagdes cubica e quartica € devida aos algebristas italianos
do século XVI, Scipione del Ferro, Tartaglia, Cardano e Ferrari. No entanto algum
tempo antes outros matematicos, como Luca Pacioli, ja tinham tentado resolver essas
equagdes.

1.3.1 Luca Pacioli V

1.3.1.1 A sua Vida

Pouco se sabe da vida de Luca
Paciolii. Em 1477 Pacioli iniciou
uma vida de viagens, ensinando
Matematica, particularmente aritmética,
em varias universidades.

1.3.1.2 O seu Trabalho

Escreveu varios trabalhos sobre
aritmética, mas o seu livro mais famoso
foi “Summa de arithmetica, geomeiria,
proportioni et proportionalita”,  conhecido por Suma, escrito na Italia em 1487,
cuja primeira edigdo surgiu em 1494 em Veneza.

O livrto Suma consiste basicamente numa sumarizagdo de conhecimentos
matematicos da época, no qual poucos avangos foram feitos. Suma abrange diversos
temas:

» aritmética,
> algebra,

» geometria,
» trigonometria

e, apesar da falta de originalidade, foi um trabalho muito influente pois, contribuiu para
‘ um maior progresso da Matematica que teve lugar na Europa pouco tempo depois. Tal
como referem: | |

() Nasceu em 1445 Sansepolcro e morreu em 1517 Sansepolcro, Italia.
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“Suma ndo era dirigida a uma sec¢do particular da comunidade. Um
trabalho enciclopédico (600 pdginas de impressdo) escrito em italiano, contém um
tratado geral sobre aritmética tedrica e pratica; 0s elementos de dlgebra; uma
tabela de pesos e comprimentos usada nos vdrios estados italianos; um tratado de
contabilidade de dupla entrada; e um sumdrio da geometria de Euclides. Pacioli
admitiu ter copiado livremente de Euclides, Boethuis, Sacrobosco, Fibonacci, ... "

6\

_J

N’

Na obra Suma é de realgar o estilo quase moderno da notagdo e da escrita de
calculos.
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1.3.1.3 A sua Notagio
Luca possuia uma notagio algébrica relativamente simples. Ele denotava a raiz
quadrada por R ou R2, a raiz cibica por R3 e a raiz quartica por R4 ou RR (raiz raiz).
Numa equagio o desconhecido era denotado por co (cosa, isto €, coisa), 0 seu
quadrado por ce (censo) € um nimero a quarta por ce.ce (censo de censo). Para a adigdo

e a subtracgdo eram usados os sinais p € m.

Exemplos:

1. R V 40 m R 320 significay/40—+/320. A letra V" indica que a raiz deve ser
extraida a toda a expressio que se lhe segue (V' = U = Universal).

"
6.p.R. 10
18. m.R. 90
108.m.R.3240.p. R.3240. m. R. 900
hoc est 78.

Na nossa notagéo

(6+10)-(18 ~ 90 )= (108 ~ ¥3240 + 3240 ~ ¥500)

que ¢ igual a 78.
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1.3.1.4 Solugdes das Equacdes Cubica e Quartica

Durante o periodo em que Pacioli ensinou na Universidade de Bolonha (1501 —

1502) trabalhou com Scipione del Ferro e certamente existiram muitas conjecturas entre
os dois na discussio de solugdes algébricas das equagdes cubicas.

Luca Pacioli no final do seu livro, Suma, afirma que, para as equagdes, nas quais

ocorrem
numero, cosa e cubo (n, xe x°)
ou
x2 3
numero, censo e cubo (n,x € x°)
ou

numero, cubo e censo de censo (n, x* e x*)

ndo foi possivel “até ao momento” descobrir uma regra geral.

Contudo relativamente a equagio quartica da forma
x* =a+bx* (denominada biquadrada)

refere que “pode ser resolvida por métodos quadrdticos”, enquanto que as equagdes
quarticas da forma

t+axt=b e xt+a=>bx’

sdo “impossiveis no presente estado da ciéncia.”
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1.3.2 Scipione Del Ferro "

1.3.2.1 Breve Introducgao

Scipione del Ferro teve um papel importante na historia da Matematica e merece
“todo” o crédito por ter resolvido um problema antigo de Matematica: a equagéo
algébrica do 3° grau.

Num sentido, del Ferro é bem conhecido, pois o seu papel, na resolugdo de
equagdes ciibicas, é explicado na maioria dos trabalhos em historia da Matematica. No
entanto, surpreendentemente, o seu nome permanece relativamente desconhecido.

1.3.2.2 A sua Vida

Os pais de Scipione del Ferro foram Floriano e Filipa del Ferro. Floriano
trabalhava na realizagdo do papel, na altura, um negocio importante devido a invengdo
da imprensa em 1450 que contribuiu para a crescente natural necessidade do papel.

Quanto a educagdo de Scipione del Ferro pouco se sabe, mas € provavel que
tenha estudado na antiga Universidade de Bolonha (fundada no inicio do século XII).

Del Ferro foi nomeado professor na Universidade de Bolonha em 1496 e
manteve esse trabalho até ao resto da sua vida.

1.3.2.3 Historia da Resolucdo das Equagdes Cubica e Quartica: 1° Parte

A histéria da resolugio das equagdes cubicas comegou quando Scipione del Ferro
resolveu a equagdo

x*+px=q, com p,g>0

por radicais, mas a historia ¢ um pouco mais complicada...

(M Nasceu a 06/02/1465 Bolonha e morreu a 05/11/1526 Bolonha, Italia.
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O problema consistia em determinar as raizes por adigdo, subtracgdo,
multiplicagdo, divisio e tomando as raizes quadradas ou cubicas de expressdes com
coeficientes da equagdo cubica, ou seja, o problema que del Ferro resolveu, resumia-se a
determinar uma formula para resolver a equagdo cibica, semelhante a formula que era
conhecida desde o tempo dos babilonios para resolver equagdes quadraticas. Hoje
escrevemos as solugdes de

ax*+bx+c=0
como

=—b+\/b2~—4ac ~b—+b*—4ac

% g &=
2a 2a

No tempo de del Ferro, ainda que essas solugdes fossem conhecidas, ndo o eram
nesta forma pois, em meados do século XVI na Europa:

»  ndo era usado o zero;
>  0s numeros negativos ndo eram utilizados;
>  nio havia conhecimento de que a equagdo quadrética tivesse duas raizes.
A equagdo cubica geral
| Yy +ay+by+c=0
pode ser reduzida, pela introdugdo de uma nova variavel

—x+2
g 3

a forma simples
X+ px+q=0.

Mas se apenas sdo admitidos coeficientes positivos e valores positivos de x, entdo
tem-se trés tipos de equagdes cubicas:

X +px=q (tipol)
x’=px+q (tipoll)

x*+q=px (tipolll), com p,qg>0.
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Acreditamos que Scipione del Ferro tenha resolvido apenas o tipo (I) de equagédo
ciibica. Contudo, sem o conhecimento dos nimeros negativos oriundo dos hindus, del
Ferro nio foi capaz de usar a sua resolugdo para resolver todas as equagdes cubicas.

Notavelmente, del Ferro resolveu a equagdo cubica (D) por volta de 1515, mas
manteve o seu método e resultados em segredo. Manter um segredo era na altura tdo
vulgar como a tendéncia actual de publicar as descobertas o mais rapido possivel. O
dono de tal método poderia desafiar o seu rival a um “duelo cientifico” e propor-lhe
problemas soltveis pelo método que o adversario ignorava. A vitoria nesse “duelo”
trazia fama a um e colocava o outro em desvantagem quando pretendesse ocupar um
determinado cargo.

Scipione del Ferro, manteve uma espécie de agenda, na qual guardava as suas
mais importantes descobertas. Antes da sua morte, del Ferro revelou o seu método a
alguns amigos mais proximos e estudantes, nomeadamente, ao seu genro, Hannibal
della Nave, e ao seu aluno, Anténio Maria Fior, entregando a referida agenda a della
Nave.

1.3.2.4. Comentario ao Trabalho de del Ferro

Segundo J.J. Connor, Pompeo Bolognetti que leccionava Matematica na
Universidade de Bolonha desde 1554 a 1568, teve também acesso a solugdo original por
del Ferro. Também Bombelli teve acesso a detalhes do trabalho de del Ferro que
actualmente ja ndo existem e expressou maravilhas ao génio de del Ferro descrevendo-o
como:

“ _um homem unicamente dotado desta arte [a dlgebra ]...”

E pena que a agenda de del Ferro ndo tenha sobrevivido. E provavel que ele
tivesse alcangado consideravelmente mais fama se se pudesse fornecer detalhes dos
problemas que resolveu e escreveu na sua agenda.

1.3.2.5. A Histéria Continua ...

Em 1535, Fior, o aluno a quem del Ferro revelou o método de resolugdo da
equagdo ctibica, que ndo era muito dotado em Matematica, desafiou para um “duelo” o
conhecido matemadtico italiano Niccolo Tartaglia.
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1.3.3 Niccold Fontana

1.3.3.1 A sua Vida

Niccolo Fontana  nasceu
numa familia pobre na cidade de
Brescia. O seu pai morreu quando
o filho tinha seis anos.

Quando os  franceses
saquearam Brescia em 1512, o
rapaz de doze anos de idade foi
seriamente ferido no queixo e na
laringe. A sua mde era muito pobre
para consultar um médico e tratou-
o com remédios caseiros. Mas na
sua vida Niccold sempre usou uma
barba para camuflar as suas cicatrizes e gaguejou durante anos. Actualmente
Tartaglia é uma alcunha e significa “o gago”. Apesar de todas estas dificuldades
Niccold tratou de adquirir conhecimentos de Matematica e Mecanica.
Consequentemente ele escreveu um tratado notavel, para a época, intitulado “A4
nova ciéncia”, no qual ele considerava uma variedade de resultados de mecénica.

Para ganhar a vida, Tartaglia leccionou durante muito tempo na sua cidade
natal bem como em Verona e em Veneza. Foi também convidado como um
consultor para redigir tratados comerciais. Como um humilde professor de
Matematica em Veneza, Tartaglia gradualmente ganhou uma reputagédo como um
promissor matematico através da sua participagdo em varios debates publicos.

1.3.3.2 Historia da Resolu¢io das Equacdes Cubica e Quartica: 2°
Parte

Tartaglia aceitou o desafio proposto por Fior. As regras eram as seguintes:
cada um dos intervenientes fornecia ao outro 30 problemas para os resolver em
40 ou 50 dias. O vencedor era aquele que resolvesse o maior numero de
problemas e um pequeno prémio era também oferecido por cada problema
resolvido.

(1) Nasceu em 1499, Brescia, Republica de Veneza (actual Itdlia) e morreu em 1557,
Veneza, Republica de Veneza (actual Italia).
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Tartaglia apresentou uma variedade de questdes de diferentes areas da
Matematica e Mecanica. Fior, por outro lado, propds a Tartaglia 30 questdes para
resolver o problema de “a coisa e o cubo” (isto €, resolver a equagdo
x* 4+ px =q) pois, acreditava que Tartaglia seria incapaz de resolver este tipo de

equagao.

Fior estava bastante confiante de que a sua habilidade em resolver a
equagio ciibica seria suficiente para derrotar Tartaglia mas, porque os nameros
negativos nio eram usados, existia mais do que um tipo de equagdo cubica e a
Fior foi apenas mostrado por del Ferro como resolver o tipo (I).

Por outro lado, Tartaglia sabia que Fior possuia a solugdo da equagédo
ctibica do tipo (I) de del Ferro e realizou esforgos persistentes em 0s descobrir
por si mesmo. Assim, nas ultimas horas do dia 12 de Fevereiro de 1535, Tartaglia
estava inspirado e descobriu o método de resolugdo da equagdo cubica do tipo

(D).

Como todas as 30 questdes propostas por Fior eram casos especiais da
equagdo (I), Tartaglia resolveu-os rapidamente em menos de duas horas. Uma
vez que Fior fez poucos progressos com as questdes de Tartaglia, era 6bvio para
todos quem era o vencedor. Apenas a honra de ter ganho era satisfagdo suficiente
para Tartaglia que renunciou o prémio.

1.3.3.3 A Historia Continua ...

E neste ponto da situagdo da historia que, em 1539, surge Gerolamo
Cardano, um famoso médico, astrélogo, filosofo e matematico, que viveu em
Mildo.
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1.3.4 Gerolamo Cardano

1.3.4.1 A sua Vida

Gerolamo Cardano era um filho
ilegitimo de Fazio Cardano e Chiara
Micheria. O seu pai era um advogado em
Mildo mas, a sua habilidade em
Matematica era tal que foi consultado por
Leonardo da Vinci sobre questdes de
geometria. Além da pratica das leis, Fazio
leccionou geometria na Universidade de
Pavia e, com grande fascinio, na
Fundagdo de Piatti em Mildo. Quando
tinha cinquenta e tal anos, Fazio conheceu
Chiara Micheria, que era uma jovem

viuva com cerca de trinta anos.

Chiara ficou gravida mas, antes de dar a luz, a praga atingiu Mildo e ela
foi persuadida a deixar a cidade e a mudar-se para Pavia. Assim, Cardano nasceu
em Pavia. A alegria de sua mae foi curta pois, ela recebeu a noticia de que o seu
filho mais velho tinha morrido de praga em Mildo. Chiara viveu longe de Fazio
por muitos anos mas, anos mais tarde, casaram.

No inicio Cardano tornou-se assistente de seu pai, mas como era uma
crianca doente, Fazio pediu a ajuda a dois dos seus sobrinhos quando o trabalho
era muito para Cardano. Contudo, Cardano comegou a desejar ser mais do que
assistente de seu pai. Fazio ensinou aos seus filhos Matematica e Cardano
comegou a pensar numa carreira académica. Quando jovem tinha uma obsessdo
pela fama. Ele escreveu:

(0

“O ideal que procuro ndo sdo bens ou a ociosidade, ndo sdo
honras, nem alta posi¢do social, nem poder mas, obter, assim que puder,
a imortaliza¢do do meu nome.”

Quando a guerra comegou, a universidade foi obrigada a fechar e Cardano
mudou-se para a Universidade de Padua para completar os seus estudos.

™ Nasceu a 24/09/1501, Pavia, Territério de Mildo (agora Italia) e morreu a 21/09/1576,
Roma (agora Italia).
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Cardano estudou medicina e tornou-se num cirurgido famoso e habil.
Também estudou matematica, mecanica, astrologia e filosofia. Ele viajou até a
Europa e tratou de membros da aristocracia inglesa e escocesa e foi, durante
algum tempo, o fisico da corte do jovem Eduardo VI. Ele tragou o horéscopo do
rei e previu para ele uma vida longa. Mas, Eduardo morreu poucos meses mais
tarde e Cardano regressou a casa.

Cardano ficou frustrado e com grande pesar, quando o seu filho querido
foi condenado a morte por ter envenenado a esposa.

Durante algum tempo, Cardano foi professor na Universidade de Bolonha,
no entanto, uma queixa por envolvimento em magia negra, levou a que Cardano
fosse perseguido pela Inquisigdo, tendo sido obrigado a fugir de Bolonha e
privado do direito de leccionar.

Cardano passou os ultimos anos da sua vida em Roma, para onde foi
convidado pelo papa Pio V, como um fisico famoso. Ai Cardano retomou a sua
pratica medicinal e no wltimo ano da sua vida escreveu a sua famosa
autobiografia: “O livro da minha vida”, que foi traduzido em todas as linguas
europeias.

Cardano era um homem de um caracter impetuoso que faria tudo para
alcangar os seus objectivos. Conta-se uma histéria, de que Cardano tragou o seu
proprio horéscopo e previu que iria morrer a 21 de Setembro de 1576. Para
aumentar a sua fama, como astrologo, ele, presumivelmente, deixou de comer
para morrer no dia previsto. Verdade ou ndo, a historia é uma excelente reflexdo
da esséncia do caracter de Cardano

1.3.4.2 Histéria da Resolucio das Equacdes Cibica e Quartica: 3°
Parte

Em 1539, Cardano estava preparando para publicar um livro “Pratica
Arithmeticae”, quando descobriu que Tartaglia sabia o segredo da solugdo da
equagdo cubica. Até entdo, Cardano, professor de Matematica na Fundag@o Piatti
em Mildo, conhecia o problema da “coisa e do cubo” mas, até¢ a disputa,
assumia, tal como Pacioli no seu trabalho a Suma, publicado em 1494, que as
solugdes eram impossiveis. Bastante intrigado, Cardano, quando soube da
disputa entre Fior e Tartaglia, comegou imediatamente a trabalhar, no sentido de
descobrir o método de Tartaglia, mas ndo obteve sucesso.
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Assim em 1539, Cardano aproximou-se de Tartaglia, enviando-lhe o
livreiro Zuan Antonio de Bassano a Veneza como um intermediario, para que lhe
revelasse o seu método e assim inclui-lo num livro que iria publicar naquele ano.
Tartaglia recusou essa oportunidade, manifestando a sua intengdo em publicar a
sua formula num livro que ele proprio escreveria mais tarde. Cardano aceitou tal
facto e pediu-lhe que Ihe mostrasse o método, prometendo-lhe que se o fizesse,
manté-lo-ia em segredo. Tartaglia, contudo, recusou.

Um Cardano, agora provocado, escreveu directamente a Tartaglia,
expressando a sua amargura, desafiando-o para um debate ¢ a0 mesmo tempo
informando-o que esteve a discutir o brilhantismo de Tartaglia com o governador
militar de Mildo, Alfonso d’Avalos, um dos grandes abonadores de Cardano. Ao
receber esta carta, Tartaglia radicalmente reviu a sua atitude, concluindo que uma
relagdo com um influente governador de Mildo poderia ser muito gratificante na
medida em que, algumas invengdes militares lhe poderiam proporcionar um
trabalho mais lucrativo na corte de Mildo.

Assim, Tartaglia escreveu a Cardano com palavras amigas, procurando
uma apresentagdo ao referido governador. Cardano ficou satisfeito com a
aproximagdo de Tartaglia e, convidando-o para sua casa, assegurou-lhe, que lhe
arranjaria um encontro com Alfonso d’Avalos.

Deste modo, em Margo de 1539, Tartaglia deixou Veneza e viajou até
Mildo. Para grande desinimo de Tartaglia, o governador estava temporariamente
ausente de Mildo mas, Cardano atendeu a todas as necessidades do seu
convidado e, cedo, o tema da conversa era o problema da “coisa e do cubo”.

Tartaglia, depois de muita persuasio, concordou em contar a Cardano o
seu método, se Cardano jurasse nunca o revelar e, quando o escrevesse sO 0
fizesse em codigo para que, quando morresse, ninguém descobrisse o segredo
através dos seus papéis. Cardano rapidamente concordou e Tartaglia divulgou a
sua formula em forma de poema, para ajudar a proteger o segredo, se este caisse
em maos erradas.

A descrigdo de Tartaglia do juramento de Cardano prestado a 25 de Margo
de 1539 foi a seguinte:

(D

“Juro-te, pelo Santo Evangelho do Senhor e como homem de
honra, nunca publicar as tuas descobertas, se me as ensinares, mas
também prometo, ¢ empenho a minha fé como verdadeiro cristdo, ndo
divulgar o cédigo, para que, depois da minha morte, ninguém seja capaz
de o compreender.”
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Ansioso por deixar a casa de Cardano, Tartaglia obteve do dono da casa,
uma carta para se apresentar ao governador e partiu para procurd-lo por toda a
parte. Contudo, em vez disso, Tartaglia partiu de regresso a casa em Veneza,
perguntando-se a si mesmo se a sua decisdo, de ceder a sua formula, tinha sido

um €11o.

1.3.4.3 A Historia Continua ...

Cardano e Ferrari, o seu assistente, baseados na foérmula de Tartaglia,
fizeram notaveis progressos encontrando provas para todos os casos da equagdo
cubica e, surpreendentemente, resolver a equagdo quartica.
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1.3.5 Ludovico Ferrari

1.3.5.1 A sua Vida

Ludovico Ferrari era um jovem notavel, que chegou a casa de Cardano
com 14 anos de idade, como servente. Cardano, notando a habilidade do rapaz,
dado que sabia ler e escrever, nomeou-o seu assistente. Cedo, tornou-se claro
para Cardano, que Ferrari era um jovem excepcionalmente dotado e decidiu
ensinar-lhe Matematica.

1.3.5.2 Histéria da Resolu¢cio das Equagdes Cubica e Quartica: 4°
Parte

Cardano e Ferrari fizeram progressos notaveis baseados nos principios que
Tartaglia tinha revelado.

Ferrari descobriu a solugdo da equagdo quartica em 1540, com um belo
raciocinio, usando, no entanto, a solugdo da equagdo ciibica. Assim sendo, ndo
poderia publicar a resolugdo da equagdo quartica antes da solugdo da equagdo
cubica. Ndo havia pois, forma de tornar isso puablico sem quebrar o juramento
feito por Cardano a Tartaglia.

Entretanto, Cardano descobriu que del Ferro foi o primeiro a resolver a
equagdo cubica e ndo Tartaglia.

Perdida quase a esperanga de alguma vez publicar os seus trabalhos,
Cardano e Ferrari, em 1543, viajaram até Bolonha para falar com o matematico
della Nave, genro de Scipione del Ferro.

Cardano e Ferrari satisfizeram della Nave de que sabiam resolver o
problema da ‘“coisa e do cubo” e entdo, della Nave mostrou-lhes os
apontamentos de del Ferro, provando que Tartaglia ndo foi o primeiro a resolver
a equagdo cubica por radicais. Consequentemente, Cardano sentiu que, apesar de
ter jurado ndo revelar o método de Tartaglia, nada o impedia de publicar a
formula da equagéo cubica de del Ferro.

() Nasceu a 02/02/1522, Bolonha, Estado Papal e morreu a 05/10/1565, Bolonha, Estado
Papal (agora Italia).
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Ferrari escreveu (a 1 de Abril de 1547) acerca da viagem para encontrar-

-se com della Nave:

©

sabiamente apresentada.”

“Ouatro anos atrds quando Cardano ia para Florenga eu
acompanhei-o. Encontrdmo-nos em Bolonha com Hannibal della Nave,
um homem esperto e humano, que nos mOSIrou um pequeno livro
[agenda] de Scipione del Ferro, 0 seu sogro, escrito hd muito tempo, no
qual aquela descoberta [solugdo da equagdo cubica] era elegantemente e

\/

Assim, em 1545, Cardano publicou o seu maior trabalho matematico, a
sua “Grande Arte”, ou “As Regras da Algebra”, ou “Ars Magna”, como €
mais conhecida, a qual incluia as regras para as solugdes das equagdes cilibicas
(tipos (I), (Il) e (III) ), bem como da equagdo quartica, descoberta pelo seu

assistente Ferrari.

1.3.5.3 Ars Magna

1.3.5.3.1 Breve Introdugio

Publicada pela primeira vez em
Janeiro de 1545 como “Artis Magna Sive
de Regulis Algebraicis”, a Ars Magna de
Girolamo Cardano foi um dos grandes
livios do Renascimento e um virar de
esquina na historia da Matematica. Entre
muitas inovagdes, Ars Magna contém 0s
principios para resolver ambas as
equagdes cubica e quartica, fornecendo as
solugdes através de expressdes formadas
por radicais, de certa forma similar com o
método que era conhecido desde os
tempos antigos para equagdes do segundo
grau.

Ars Magna foi traduzida em 1968
para a lingua inglesa por T. Richard
Witmer e contém 40 capitulos.
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Como um verdadeiro filosofo renascentista Cardano procurou as chaves
para a compreensio profunda da natureza. Ele acreditava que a sua “Ars Magna”
revelava perfeitamente a chave para a arte da algebra.

Cardano comegou o seu trabalho por especificar os limites que
proporcionaram no seu meio a sua Matematica. Ele explicou que apenas os
problemas que descreviam alguns aspectos do espago de trés dimensbes eram
reais ¢ verdadeiros. Nas suas palavras:

(D
“Por positio fa 1° poténcia do desconhecido] refere-se a uma
linha, quadratum [0 quadrado do desconhecido] a uma superficie e
cubum [o cubo do desconhecido] a um corpo sdlido, seria muito
disparatado para nos ir além desse ponto. A natureza ndo o permite.”
./

Consequentemente, Cardano preservou o fundamental do conhecimento
dos seus antecessores. Ele considerou que apenas as equagdes de ou redutiveis
aos graus 1, 2 ou 3 faziam sentido, porque, apenas essas equagoes descreviam a
natureza, Além disso, desde que ele seleccionou as demonstragdes geométricas
de factos algébricos, evidente no trabalho de matematicos arabes, entre outros, a
geometria restringiu-o a considerar quanto muito a equagéo de 3° grau.

1.3.5.3.2 Agradecimentos aos Descobridores

E de realcar que Cardano néo reclamou como sendo seu 0 que seu ndo era.
Em Ars Magna, Cardano escreveu com grande respeito a proeza de del Ferro:

0

CD “Scipione del Ferro de Bolonha, hd mais de 30 anos atrds,
descobriu a solucdo de cubo e coisas igual a nimeros [que na notagdo
actual consiste no caso x> + px = qJ, com uma resolu¢do bela e
admiravel.

Esta descoberta excedeu toda a ingenuidade mortal, ¢ toda a
subtileza humana. E verdadeiramente um presente dos céus, se bem que
ao mesmo tempo uma demonstragdo do poder da razdo tdo brilhante que,
quem quer que o alcance, provavelmente acreditard que é capaz de
resolver qualquer problema.”
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Cardano no capitulo XI da sua Ars Magna, intitulado “Cubo e primeira
poténcia igual a um nimero” refere-se ao trabalho dos matematicos, Ferro e
Tartaglia, nas seguintes palavras:

9

—~
) “Scipione del Ferro de Bolonha ha 30 anos atrds descobriu a regra
¢ revelou-a a Antonio Maria Fior de Veneza, cujo debate com Niccolo
Tartaglia de Brescia deu a Niccolo a ocasido para a descobrir. Ele
[Tartaglia] revelou-me a formula devido as minhas stplicas, se bem que
L/ detendo a demonstracdo” : _J

e salienta o seu trabalho na resolugdo das mesmas

“.. possuindo esses conhecimenlos, eu pesquisei a demonstragdo
em [vdrias] formas. Foi muito dificil”.

Cardano nio reclamou essas inovagdes como sendo inteiramente originais,
mas sim, foi capaz de construir a partir delas a sua propria teoria geral, incluindo
todos 0s casos possiveis.

Como Oystein Ore aponta:

)

/_
\D “Estes varios casos, produzidos amplamente pela necessidade de
separar 0s numeros positivos dos negativos e pela escassez de uma
notagdo algébrica eficiente, conduz a lista elaborada de tipos de
equagades.

Cardano estudou o que considerou como sendo propriedades
gerais, por exemplo, relagdes enire raizes e coeficientes, regras para o0s

sinais ou localizagdo de raizes.”
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1.3.5.3.3. Resolucio da Equacio Cuabica: x>+ px=q (tipo I)

Iremos entdo analisar a explicagio de Cardano do método da resolugdo da
equagdo cibica do tipo (1), o cubo e a 1°poténcia igual a um niimero, dado no seu
livro Ars Magna, capitulo XI.

1.3.5.3.3.1 Resolugio de Cardano

Consideremos entdo a demonstragio de Cardano, do “cubo e da primeira
poténcia igual a um niimero”, isto €, a resolugdo da equagdo

X*+px=q (tipol).
Cardano baseia-se em exemplos numéricos para estabelecer uma regra de

resolugdo, em todos 0s casos possivels.

Para resolver o tipo de equagéo (I), Cardano comega com o exemplo
x* +6x =20,

através da linguagem da sua “digebra retérica”, que passamos a citar.

Figura 1
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“Seja GH’ mais seis vezes o seu lado GH igual a 20.”

Isto &, seja um cubo e seis vezes o seu lado igual a 20.

E E

Figura 2

Cardano assume ainda que:

9

o)

113

... e seja AE e CL dois cubos, cuja diferen¢a é 20 e tal que o
produto de AC, o lado [de um] e CK o lado [do outro] é 2, nomeadamente,
um tergo do coeficiente de x”.

\_/
Ou seja,

1°)  AE-CL =20 (onde AE e CL séo cubos).

2°)  AC x CK =2 (onde AC e CK sdo arestas de cubos e 2 a terga parte do
coeficiente de x, que no exemplo dado € 6).

Figura 3
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6)\

“Marcando BC igual a CK eu afirmo que, se isso for feito, a restante
linha AB é igual a GH e é, consequentemente , o valor de x, pois GH ja foi
dado [como igual a x].”

./

Tem-se que BC =CK logo AB=GH =x.

o

(D

“De acordo com a 1° proposigdo do sexto capitulo deste livro...
[a formula em notagdo moderna, (a + By = a@ +3db +3ab® + b ],
eu completo os corpos DA, DC, DE e DF; e como .

DC representa BC®,
entdo

DF representa AB’,
DA representa 3 (BC x ABY)

DE representa 3 (AB x BC?).” J

Assim tem-se que:
DC = BC?;
DF = AB?;
DA =3 (BC x AB?);

DC =3 (AB x BC?).
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Aqui, Cardano solicita os seus leitores a completarem os cubos formados
em AB + BC, da mesma forma que os arabes completaram o quadrado.

Figura 4

Isso resultou no sélido exibido na figura 4, onde, por exemplo, DE € a
regido sombreada.

Na construgdo de Cardano,

AC? correspondia ao cubo AE (AE = ACY)

CK? representava o cubo CL e era equivalente a BC® (CL= CcK®=BC).
Assim, tem-se que

AC? -BC*=AC’ - CK’=DA + DE + DF

AC® —BC? =3 (BC x ABY) +3 (AB x BC») + AB* (1)
por construgao.
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Além disso,

o)

“desde que ... AC x CK é igual a 2, AC x 3CK serd igual a 6, o coeficiente
de x; logo AB x 3 (AC x CK) perfaz 6x ou 64B, pelo que trés vezes o
produto de AB, BC e AC é 6 AB.

Isto fornece a Cardano uma equivaléncia algébrica essencial (em oposi¢do a
geométrica) de 6AB, nomeadamente,
6 AB =3 (AB x BC x AC) 2)
Invocando a 2° proposigdo do capitulo 6, que consiste em,
AC? +3(AC x CB?) = (AC— CB )’ + CB® + 3 (CB x AC?).
Cardano usou a formula equivalente
AB®=(AC - CB)’
AB’ = AC® + 3(AC x CB?) + (-CB} + 3 (- CB x AC?). (3)
Substituindo (3) em (1) e, verificando que
. 3 (BC x AB?) + 3 (AB x BC?) iguala a (2),
o 3 (BC x AB) (AB + BC) =3 (BC x AB x AC) =6 AB,
Cardano determinou que
AC*—BC®=AC®+3 (AC x CBY) +3 (- CB x AC?) + (-BC’) + 6 AB=20. (4)
Adicionando 6 AB a ambos os membros de (3) e usando (4), ele concluiu
que:

AB® + 6 AB =20,

e entdio o GH pretendido era o construido AB, pois AB verifica a equagdo
x* +6x=20.
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1.3.5.3.3.2 Explicacio Algébrica da Resolucio de Cardano

A ideia de Cardano em resolver a equagdo
©+6x=20 (5),

étomar x=u-v (6).

Cardano expressa a igualdade (6) na sua terminologia geométrica como de
seguida se descreve. Ele representa o nosso # por um segmento AC, 0 nosso v por
CK e depois afirma:

“Marcando BC igual a CK, eu afirmo que, se isso for feito, o segmento que
resta AB é igual a GH [isto é, o nosso x].”

l | |

I
A B L K
Substituindo x =u —v na equagdo (5), obtém-se que

X+6x = u-vyY+6W—-v)
= @ -v)-3uvu-v)+6u—v)=20.
Agora u e v sdo sujeitos as seguintes condigdes:
#-v=20 (7)
3 uv=6 (8).

Depois segue-se que x = u — v satisfaz a equagdo requerida x* + 6x = 20.
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Na terminologia geométrica de Cardano a redugdo (v —v ) em
(u3-~v3)—3 uv(u-v)

é um tanto ou quanto pesada, mas a ideia fundamental ¢ a mesma.

Determina-se # ¢ v a partir das condigdes (7) e (8) como veremos ja a
seguir.

De (8) determina-se que u-v=2 e entdo u’-v’ =8 (9).
Agora, como a diferenga e o produto dos dois cubos u® ¢ v sdo conhecidos
(pois tem-se (7) e (9) ), determina-se, usando a notagdo moderna, os valores

positivos de > e v° através da resolugio abaixo.

Assim,

uw—=v' =20 w=v'+20

= = s
WV =8 (¥ +20p* =8 |(*} +201°-8=0
(
&9 =
s —20++/400+32 v’ =-10£+/108
- 2

Como —10-+/108 <0, assumia-se o valor positivo, ou seja,
v =4/108 —-10,

logo
u* =+/108 =10+20 < u° = /108 +10.
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Entdo u e v sdo as raizes cubicas de numeros conhecidos, isto €,

u =3//108 +10

v=3/4/108 - 10,

e tem-se que x =3/v/108 +10 —/+/108 —10.

Cardano completou o capitulo XI da sua Ars Magna, com uma descrigdo
retorica da formula, para o cubo e a primeira poténcia igual a um niimero.

120



1.3.5.3.3.3 Regra Geral de Cardano

Cardano formula a sua resolugdo numa regra geral:

LINGUAGEM RETORICA DE CARDANO

NOTACAO USUAL

O cubo de um tergo do nimero de lados.

o cubo de um tergo do coeficiente de x

VAR

Adicione isso ao quadrado de
metade da constante da equagdo...

8+[20) =108
2

.. e fome a raiz quadrada de tudo

108

Ira duplicar isso...

108 e +/108

.. a um dos dois ird adicionar
metade do nimero que elevou
ao quadrado...

~108 +10

. e do outro ird subtrair metade do
mesmo.

\/108 =10

Ira entdo obter um binomio...

A/108 +10

.. € a sua apotema.

~108 —10

Depois, subtraindo a raiz cubica da apétema da

cubica do binomio...

3/V/108 +10 —3/+/108 - 10

.. 0 resto é o lado requerido.

o valor de x. Isto é,

3/J108 +10 -3

~v108 -10

121




1.3.5.3.3.4 Resolugio do Caso Geral

Ao resolver a equagdo x*+ px=gq (tipol), Cardano assumiu que uma das

raizes era da forma
X=u-—v.

Entdo a equagéo cubica do tipo (I) reduz-se a forma
u' =v +(u—v)-(p—3uv)=q.
Se impusermos a # e v a condigdo adicional 3uv=p,

entio u e v podem ser determinados a partir do sistema

—F Y
Uu-v=-— 3, 3= Y o

Fazendo z = & observamos que este sistema € equivalente a uma equagéo

quadratica
3
' —qz - EJ =,
(2

Resolvendo a equagdo quadratica acima, tem-se que

3
g+
_ 27 _ .3
e =
2
ou seja,
3=£]___t
€ como,

2

2 3
U _.q_.+.p_
V 4 27
w =1 ngi+!i <0
2 4 27
2 3
entdo u =3\/g+1fg—+£—.
2 4 27
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Dado que # + V=g tem-se que: V=u —q.

2 3

Logo, V’ =g—+ q—+£———q,

4 27

2 3

isto é, v=3\/—1+ 438
2 4 27

O que significa que, como x=u-—Vv

2 3 2 3
entdo x= 3\] A L B 3‘/— 9414 +2  ¢uma solugdo da equagdo (I).
2 4 27 2 4 27

Ou seja,

./ se X+px=gq \

entdo

Antes de continuarmos a relatar a histéria dramatica das relagdes entre Tartaglia e
Cardano, nas quais, o assistente de Cardano, Ferrari teve também um papel significativo,
regressemos as equagdes cibicas.

Apbs a visita de Tartaglia, Cardano conseguiu estender o método da solugéo da
equagdo (I) aos outros tipos, (II) e (III). Nestes casos, deve-se escrever a solugdo
como # + v, em vez de u — v. Quanto ao resto os calculos sdo basicamente 0s mesmos.
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1.3.5.3.4 Resolucio da Equacdo Cubica: x* =px +q (tipo II)

1.3.5.3.4.1 Resolugiio de Cardano

Cardano, no capitulo XII da sua Ars Magna, enuncia a regra para resolver
uma equagio do tipo x*=px+q fornecendo, de seguida um exemplo que

passaremos a descrever.

1° Exemplo:

Para resolver a equagio x* =6x+40, Cardano enuncia 0s seguintes

passos:

LINGUAGEM RETORICA DE CARDANO

NOTACAO USUAL

Aumente 2, um ter¢o do coeficiente
de x, ao cubo, o que perfaz 8;

Subtraia o valor obtido a 400, o
quadrado de 20, metade da constante,
perfazendo 392;

400-8=392

Tome a raiz quadrada do valor
obtido , adicionada a 20, o que perfaz 20
+ v (392), e subtraia ao valor obtido
perfazendo 20 - V(392);

20++/392,

20-+/392

Tome a soma das raizes cubicas do
valor obtido que é o valor de Xx.

x =320 44392 +§/20-392

Cardano fornece mais um exemplo no qual, os radicandos das raizes cubicas

sd0 nimeros inteiros.
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2° Exemplo:

Na resolugdio da equagdio clibica x’ =6x+6, Cardano refere os seguintes

procedimentos:

LINGUAGEM RETORICA DE CARDANO

NOTACAO USUAL

Eleve ao cubo um tergo do coeficiente
de x, que é 2, perfazendo 8;

3
o coeficiente de x € 6, [g) =8

Subtraia isso a 9, o quadrado de
metade de 6, a constante da equagdo,
obtendo-se o valor I;

a constante da equagio é 6,

2
[§-] =9, 9-8=1
2

Tome-se a raiz quadrada de 1 que é I;

Tome-se o valor obtido adicionado e
subtraide a 3, metade da constante,
perfazendo 4 e 2.

A soma das raizes cubicas de 4 e 2
fornece-nos *v4 + V2 como valor de x.

. N . 3 .
Cardano ao referir estes passos na resolugio do tipo x” = px + g considera as

solugdo x da forma u + v.
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1.3.5.3.4.2 Resolugdo do Caso Geral

Assim, seja x = u + v logo, substituindo em x> = px + q (II), vem que:

(u+v)3=p(u+v)+q,
ou seja,
WV +3uv (@ +v)-pUtv)=q.
Assumindo que 3uv=p e w+vi=q

tem-se que, tomando z= u®, resolver o sistema

que equivale a resolver a equagao quadratica

3
z’—qz +[—‘;i} =1

Logo aplicando a formula resolvente para a equagdo quadratica tem-se que:

s ORC

2 3
Logo sej S (i] —[3).
goseja u' =2 5 :

. 3
Assim sendo, V' =¢q-u’,

2 3 2 3
R a ORGSR O}
2 2 3 2 2 3
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Donde a solugéo x ¢ dada por:

X=u+v & x=} 1+(1

N
Ou seja,

/ se X=px+q

entao
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1.3.5.3.4.3 Regra Geral de Cardano

Cardano na sua Ars Magna refere uma regra geral para resolver equagdes do
tipo x° = px + g, que passamos a descrever.

LINGUAGEM RETORICA DE CARDANO NOTACAO USUAL

Quando o cubo de um tergo do

coeficiente de x ndo é maior que 0 rY (qY

quadrado de metade da constante da Quando (—} 5(&‘}

equagdo, ...

... Subtraia-se o primeiro do ultimo... g} (pY

5 -5)

.. e adicione-se a raiz quadrada do obtido q g} (pY

a metade da constante da equagdo. E+ (-2—) —(gJ

E  novamente, subtraia isso a mesma q q 2 » 3

metade,... s (-) —[—]
2 2 3

... e, obterag, 0i dito, um binomio e a
rad, ComOf IN x=J/-g—+ (g_j2 _[E)J . -q-_ (g]! —(3)3
2

sua apétema, a soma das raizes ctibicas que
constituem o valor de x.

Cardano ao estabelecer a regra acima descrita  suple  que
3 2
2) (2]
3 2
pois, caso contrario, a diferenga do radicando na formula seria negativa, no sendo
possivel calcular a raiz quadrada.
Essa suposigdo resultou numa nova dificuldade para Cardano, o chamado

“caso irredutivel’, no qual ndo ¢é possivel calcular a raiz quadrada de nameros
negativos. Este “caso irredutivel” sera abordado numa proxima secgao.
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1.3.5.3.5 Resolucio da Equagdo Ciibica: X’ + ¢ = px (tipo III)

Para resolver o tipo de equagdo (III), que enuncia como “o cubo e constante
igual a 1° poténcia” no capitulo XIII da sua Ars Magna, Cardano descreve o
método de resolugdo através de uma regra geral seguindo-se uma exemplificagdo da

mesma.

1.3.5.3.5.1 Regra Geral de Cardano

Cardano formula a sua resolugdo numa regra geral:

ao mesmo nimero de y's e a mesma
constante.

LINGUAGEM RETORICA DE CARDANO NOTACAO USUAL
Quando o cubo e a constante é igual a X +q=px
1° poténcia,
... determina-se a solugd@o para o cubo igual y=py+q

Tome 3 vezes o quadrado de metade
dessa solu¢do e subtraia isso do coeficiente
da 1°poténcia.

y 2
_3.| 2
P (2}

Seja yo a solugdo da equagdo Y =py+q.

E a raiz quadrada do resto ...

. adicionada ou subtraida de metade da
solugdo do cubo igual a'y mais a constante
fornece a solugdo para o cubo e a constante

igual a x.

129




1.3.5.3.5.2 Resolugiio de Cardano

Consideremos entdo a exemplificagio de Cardano, do “cubo e da constante
igual & primeira poténcia”, isto é, a resolugdo da equagdo

X +3=8x

Para resolver o exemplo da equagdo ciibica do tipo (III), Cardano enuncia a
referida resolugio enumerando diversas etapas, que passamos a descrever no

seguinte quadro.

LINGUAGEM RETORICA DE CARDANO

NOTACAO USUAL

Resolvemos y' = 8y + 3 que, de acordo
com o método anterior, obtemos 3 como
solucdo

O quadrado de metade da solu¢do 3 ¢

1 @
4
Multiplica-se o valor obtido por 3. 3 [21 _e2
4) 4
Subtraindo i 8 ente de x,
ubtraindo isso a 8, o coeficiente de x, perfaz 8-—6«3—m8—~6,75:4,25:1—1—
L : 4
4

Toma-se a raiz quadrada de 1% adicionada

ou subtraida a 1—;—, que ¢é metade da

solu¢do do cubo igual a 1° poténcia e
constante, que fornece as solugdes que eram
procuradas.

Uma é 11+1/1~1-

2 4

g a outra € 11-—1/13.
2 4

() Esta afirmagdo nio ¢ valida pois ao aplicarmos o método anterior a equagio y =8y +3

4o .

conduz--nos ao caso irredutivel, isto

I3, (1805 /3 | 1805
equagdo ¢é do tipo (II) tem-se que ¥~ 5 + ~Tog + Vo8

@, 1 esta escrito na forma de numeral misto, ou seja, 3

4
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1.3.5.3.5.3 Resolucdo do Caso Geral

Segundo Cardano tem-se que:

j se x3+q=px \

e ypéuma solugdo da equagdo y’=py+q

entdo

\ 2

-

No entanto, assumindo x = % + v COmO Nos outros dois casos abordados,
tem-se, efectuando basicamente os mesmos calculos, a seguinte regra.

/ se x> +q=px \

:tﬁo x.__iﬁ%m-i[‘%'m‘

/’
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1.3.5.3.5.4 Determinacio de uma Solugio da Equagido Cibica do Tipo

(IIT) Conhecendo Outra

Mostraremos agora como determinar uma solugdo conhecendo outra (dada).

LINGUAGEM RETORICA DE CARDANO

NOTACAO USUAL

Eleve ao quadrado metade da 1° solugdo e
multiplique por trés;

Subtraia o valor obtido do coeficiente de x...

... e lome a raiz quadrada do restante, menos
metade da 1°solugdo, é a solugdo pretendida

Exemplo:

Cardano resolveu o exemplo X’ + 60 = 46 x conhecendo a solugdo 6 para x, (x, = 6)

realizando os seguintes passos.

LINGUAGEM RETORICA DE CARDANO NOTACAO USUAL
Eleve ao quadrado 3, metade da 1° solugdo, que 6\ )
perfaz 9,.. [—) =3"=9

2
... e a isso multiplique por 3, obtendo-se 27. 3x9=27
Subtraia 27 a 46 e obtém-se 19, 46 -27=19

& raiz quadrada do valor obtido subtraia 3,
metade da 1° solugdo, e obteremos o 2° valor para

x como J19 _% = J18=73

\/1_*§=«/1_§—3
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Cardano também refere no capitulo XIII da sua Ars Magna, que se
conhecermos a solugio V19 =3, como a 1° solugdio, a outra solugdo sera 6.

Assim, assumindo que V19 -3 é a 1% solugdo

46-3-

@3}2\/—3

2 2

2

46-3-

2

{
\/46 3[19+9 wl Ji5 -3
v

28— 6«f"]

\]46 3(7—— ) V19 -3
2
=J46—21+%J— ﬁi"B

19 —
=1/25 +%\/1_9— - J1_92_3 que segundo Cardano ¢ igual a 6.

9 \/—‘_\/5—3

Como ¢é que algebricamente provamos que /25 -5 5

=6 7

Recorrendo ao programa Mathematica 4.0 apenas obtemos a igualdade
acima se solicitarmos um valor aproximado.
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oo Simplify| 254 = V19 - i |
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O problema de mostrar, por métodos algébricos, que deteminadas
expressbes, & primeira vista complicadas, sdo iguais a nameros inteiros ¢é
fantattica! Dada a surpresa de tal facto iremos adiante dedicar uma sec¢do a esse
tema.
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1.3.5.3.6 Generaliza¢io do Método de Ferro-Tartaglia-Cardano

Apesar de ser verdade que Cardano se referiu no 1° capitulo do seu livro
Ars Magna a del Ferro e a Tartaglia, como os descobridores da férmula da solugdo
da equagdio cubica, a verdade é que, a fama permaneceu no seu nome pois, até
hoje, as férmulas para a solugdo das equagdes dos tipos (I} e (II) tém o seu nome
(férmula de Cardano). Assim parece-nos ser mais correcto denomind-la por
método de Ferro - Tartaglia - Cardano (ou formula cubica resolvente de IFerro -
-Tartaglia - Cardano), uma vez que, todos estes trés algebristas italianos
contribuiram, de certa forma, para a resolugdo da equagdo cibica, nomeadamente,
0s varios tipos de equagdes ciibicas.

Apresentaremos, de seguida, o desenvolvimento tedrico do método de
Ferro- Tartaglia - Cardano, usando a notagdo moderna.

Uma equagdo geral do terceiro grau na variavel x, é dada por
3 2 -
ax’ +bx"+ex+d=0

e se o coeficiente a do termo do terceiro grau € ndo nulo, dividiremos esta
equacfo por g para obter:
b c d
¥ +—xt+=x+—=0.
a a a

Assim, consideraremos apenas as equagdes em que o coeficiente de X seja
1gual a 1, isto &, as equagdes cuja forma geral € dada por:

X+ Ax* +Bx+C=0, onde Az-b—, B= e C=

c
a a

d
"
e A .
Fazendo a substituigdo x=y ) na equagdo acima, obteremos:
2 3
¥+ B-A0 ¥+ c-AB A 1,
3 3 27

g, tomando

3 27
simplificaremos a equagdo do terceiro grau na variavel y, para V +px+q=0.

2
szmé«w e q=C—%+[—2—]A3,

Como toda a equagdo desta forma possui pelo menos uma raiz real,
encontraremos esta raiz na forma

y=utv.
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Substituindo y por u + v, na tltima equagdo, obteremos:
(u+v)3+p(u+v)+q=0
S V3w +3uv t+pu+v)+qg=0
S UV 3w+ rpU+v)+g=0

0 que equivale a
WV +Guv+p) w+v)+g=0.

Usando esta ultima equagio e impondo as condigdes:
p=-3uv (1)
g=-(’+v') @

teremos encontrado valores de u e v para os quais, y = u + v deverd ser uma
raiz da equagdo.

As condigdes (1) e (2) implicam que

u+v =—q. 4)

Considerando #° = z, o problema equivale a resolver uma equagéo do 2°
grau da forma z* ~Sz+P =0,

onde S é a soma das raizes
e P é o produto das raizes.

Assim resolveremos a equagio do 2° grau

3

Frqz-L =0,
7

para obter as “partes” # e v da 1° raiz, designemo-la por y,

n=utv
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utilizando a férmula de Bhaskara'”’, mais conhecida como formula resolvente da
equagdo quadratica, obtemos

3 3
P 2 P
—g+.,q*+4- ~g—.lq*+4-
s\ 2 27 . - \ 2 27
2 3 2 3
T - BT
2 2 3 2 2 3

Mas como z, <0, assumimos z; como “valida”.

2 3
Logo u=1l-Z+ [zj (..B] .
2 2 3

2 3
Como V' =-g— 1’ tem-se que v’ =~g~ {-—1 + (QJ +(£J }

logo v=3 4 [-EI—J +[£) :
2 2 3

Entdo araiz y, =u+ v daequagio )’ + py + ¢ =0 é dada por
2 3 2 3
yo=i-La (z} NEANWNS (z) ,{_.zz],
2 2 3 2 2 3

Note-se que a raiz, designemo-la por, r| da equagio original

ou seja,

L+AC+Bx+C=0

dependera da translagdo realizada no inicio e sera dada por

K=Y, .._% (onde y; = u + v dado acima).

vy . o~ " s
! &epundo Bhaskara relatou num trabalho, a formula resolvente da equacio quadratica ndo ¢ da
g5 atorna mas sim do matematico hindu Sridhara.
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Como | é uma raiz, utilizaremos a divisio
(> + Ax® + Bx + C)/ (x— 1)
para obter o polinémio quociente do 2° grau.

Assim aplicando a regra de Ruffini, tem-se que:

1 A B C
2 2 3
ry ry Artr Br+Ar +nrn
1 A+r BrAnt+r’ C+Br+Ar+H

O polindmio (quociente) do 2° grau (Qx)) ¢

Q(x)=x2+(A+r1)x+B+Ar,+r12

e o resto (R) éigual a

R=C+Br+An+tr,

que serd nulo.

Os zeros de Q(x) que é um polinémio do 2° grau, poderdo ser calculados
facilmente obtendo-se assim as outras duas raizes da equagdo original.

Assim para resolvermos uma equagio cubica basta encontrarmos uma
solugfio, apds o que, determinamos as restantes duas, visto que a equagio obtida €

do 2° grau.

O método acima descrito serd exemplificado numa secgéo adiante aquando
da resolugfo de uma equagio quartica.
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1.3.5.3.7 Debate entre Tartaglia e Ferrari

Apds a publicagdo de Ars Magna por Cardano, as relagdes entre este e
Tartaglia tornaram-se insustentaveis.

Recorde-se que Cardano publicou no livro atrds mencionado as
solugBes da equagdo clibica ¢ da solugdo quartica que motivaram o0s
desentendimentos com Tartaglia.

Ferrari, assistente de Cardano que colaborou na elaboragdo da Ars Magna,
escreveu entdo Tartaglia desafiando-o a um debate publico.

Ferrari era na altura um matematico ainda desconhecido pelo que Tartaglia
teria pouco a ganhar num debate, mesmo que o vencesse. A situagdo oposta
verificava-se com Cardano uma vez que este era uma figura principal da
matematica, medicina e literatura.

Neste contexto, Tartaglia responde a Ferrari tentando trazer Cardano para o
debate.

Muitos insultos pessoais se trocaram entre Tartaglia e Ferrari sem que
houvesse grandes progressos a realizagdo da disputa, até que, em 1548 o primeiro
recebe uma oferta surpreendente para ocupar o cargo de professor na sua terra
natal. Nessa altura, para demonstrar que era o homem indicado para o trabalho,
Tartaglia foi convidado a viajar até Mildo e participar no debate com Ferrari.

Este debate suscitou grande interesse por parte de toda a comunidade
italiana ja que a correspondéncia entre os dois se tinha tornado piiblica.

Assim a 10 de Agosto de 1548 realizou-se o debate estando ambos
convencidos da vitorta final.

No final do 1° dia de debate era evidente que as coisas ndo estavam a
decorrer como Tartaglia previu. Ferrari compreendera claramente as equagles
ciibica e quartica methor que o seu oponente, que decidiu deixar Mildo nessa
mesma noite e, consequentemente deixar o debate por resolver, dando a vitéria a
Ferrari.

Tartaglia sofreu as consequéncias do debate pois, apos ter tido leccionado
durante um ano em Brescia, foi despedido, regressando ao seu antigo trabalho em
Veneza.

Tartaglia € agora recordado por alguns na designagdo da fOormula para
resolver a equagdo cibica que se denominou por formula de Cardano - Tartaglia.

Quanto a Ferrari, com a fama de ter ganho o debate, foi inundado de muitas
ofertas de trabalho, incluindo um pedido do préprio imperador, para ser o tutor do
sen filho.
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1.3.5.3.8 Resolugio da Equacio Quartica
1.3.5.3.8.1. Resolugio de Ferrari

Ferrari, o amigo e assistente de Cardano, descobriu que a equagdo de grau 4
podia ser reduzida a uma equagdo de grau 3, ¢ entdo ser resolvida por meio de raizes
quadradas e ctibicas.

Cardano explicou o método de Ferrari no capitulo XXXIX da sua Ars Magna,
afirmando que:

“.. foi Ludovico Ferrari, quem me deu [a formula da quartica] a meu pedido.”

1.3.5.3.8.1.1. Demonstra¢io Geométrica por Cardano de um Teorema

A exposigdo de Cardano do método comega com um teorema sobre quadrados e
rectingulos, que na notagdo moderna consiste em:

TEOREMA: Tem-se a identidade (s+a+5)*=(s+a)’ +2sb+2ab+ B
¢ que Cardano demonstra como se segue.

1° - “Seja o quadrado AF e dividamo-lo em dois quadrados AD e DF, e dois
apéndices DC e DE.”

Figura 1
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2° - “Para completar o quadrado AH [ver figura 2]

H

E M F

D
A B C G

Figura 2
adicionamos a volta do poligono KFG [ver figura 3].”

K N H
£ M F

5 L
A 8 C G

Figura 3

141




3° - “Afirmo que esse poligono [KFG] consistird em GC? mais o dobro da soma
da linha GC x CA, pois FG é GC x CF e CF ¢ igual a CA pela definicdo de um
quadrado.”

| Q- s H
A B ¢ G
Figura 4

4° - “Como KF é igual a FG, as duas superficies GF e FK consistem em GC %
2CA, ¢ GC” igual a FH”

GC x CA GC?

GC xCA
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KF = FG
GF=FK=GCx2CA
e GC*=FH.

5° - “Consequentemente a proposi¢do é clara. Se, por conseguinte, AD é igual a ;
x' ¢ CD e DE [cada um] é igual a 3x%, ¢ DF igual a 9, BA serd igual a x> e BC serd
necessariamente igual a 3.”

K N H
M
E F
3x 9
D L
x* 3x*
A % e R} 3 J} C G
Figura 6
Se
AD = x*;
CD=DE=3x%
DF =9,
enfdo
BA = x?
BC=3.

6° - “Desde que, desta forma, queremos adicionar mais quadrados a DC e DE,
esies serdo CL e KM, Com vista a completar todo o quadrado, é necessdria a superficie
LMN.”
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7° - “Esta, como foi demonstrado, consiste no quadrado de [lado] GC [mais 2
GC x BCJ], metade do [original] nimero de quadrados, [isto é, BC é metade do nimero
original de quadrados] pois CL é a superficie produz:da por GC x AB, como foi
mostrada, e AB é x* porque assumimos que AD é x* e, consequentemente FL ¢ MN sdo
construidos a partir de GC x CB”

K N H
M
E o
F £
D e |
A B C G
Figura 7

“Consequentemente a superfi cze LMN (este é o nimero a ser adicionado) ¢
GC x 2 BC (isto é, vezes o coeficiente de x°, que é 6) mais GC vezes ele pi‘OpI‘IO (isto é,
vezes o niimero adicionado de quadrados). Fsta demonstragdo é nossa.’




1.3.5.3.8.1.2. Explicaciio do Teorema Demonstrado por Cardano

Explicaremos de seguida a resolugio apresentada por Cardano, usando a notagio
algébrica moderna.

Se tomarmos AB=3s, BC=a e CG=b,

o teorema provado por Cardano ¢ equivalente a identidade

(s+a+b)2=(s+a)2+25b+2ab+b2.

Na aplicagdo desta identidade na resolugdo da equagio de 4° grau, Cardano toma
s = AB

como sendo o quadrado do desconhecido x, istoé, AB=s= x* onde se obtém

(x2+a+b)z:(x2+a)2+2x25+2ab+b2, (1)

evidente na figura 8.

K N H
bx* M| ab b }b
E F
ax a ab a
D L
x! ax’ | b
2
x
A B C G
Figura 8

Note-se que (*+a+ b)* equivale, de acordo com a figura 8, a escrever

=x*+ax?+ ax2+a2+bx2+bx2+ab+ab+b2

=(x2+a)2+2x2b+2ab+b2.




1.3.5.3.8.2 Resolugiio de um Exemplo por Ferrari
O que se reconhece que Ferrari conseguiu, foi resolver um problema que o
matematico Zuanne de Tonini da Coi propds a Cardano. O problema € o seguinte:

“Divide 10 em trés partes proporcionais, o produto da primeira e da segunda é
6' LE

Coi afirmou que o referido problema néo tinha solugdo, no entanto, Cardano,
embora ndo conhecendo o método de resolugio, discordou e na sua Ars Magna afirmou:

“Isso foi descoberto por Ferrari.”

Ferrari considerou x como o valor pretendido na resolugdo do problema. Assim ©

. : o 1
primeiro valor seria 6/x € o terceiro igual a —6—x3.
Logo todos esses valores igualariam a 10, isto €,

é~1—x+lx3’:10. (2)
x 6

Multiplicando todos os termos da equagdo (2) por 6x obtemos
36+6x° +x'=60x
o Frexr+36=60x  (3)
que consiste na equagio quartica original que Ferrari conseguiu resolver.
Note-se que a equagio (3), que em notagdo moderna equivale a

¥+ 6xt-60x+36=0

¢ uma equacdo de 4° grau incompleta, pois falta o termo em x’. Tal facto ndo é relevante
pois, numa equagio de 4° grau, (isto €, da forma ax* + b+ ex® +de+e=0), o termo
em x° pode sempre desaparecer, mediante uma mudanga de variavel adequada, que
veremos numa proxima secgdio, permanecendo apenas 0s termos em XX xe g o
terino constante.




Passamos entdo a descrever o método de Ferrari aplicado a resolugdo da equagio
(3), nomeadamente,

Y H+6x2+36=60x .

Com vista a reduzir o 1° membro a um quadrado da forma (x* + a)’, Ferrari
adiciona 6x° a ambos os membros da equagdo (2), obtendo:

X+ 1254 +36=6x>+60x
o (XF+6P=6x*+60x (4).

Pretende-se obter também no 2° membro um quadrado como relata Cardano na
sua descrigdo:

“Agora se 6x° + 60x tem uma raiz quadrada, teremos a solu¢do. Mas ndo tem.
Consequentemente deve-se adicionar a ambos os membros o nimero suficiente de
quadrados e um nimero tal que num membro se oblenha um trinomio com uma raiz ¢ a
mesma no outro”.

Isto significa que:

Se 6x% + 60x é o quadrado de um binémio px + g, goderemos entdo extrair a raiz
quadrada de ambos os membros de (4). Mas como 6x° + 60x ndo € um quadrado
completo, temos de adicionar o termo 2bx* da ignaldade (1), e um termo constante a
ambos os membros da equagdo (4), com vista a obter quadrados completos em ambos 0s
membros.

Assim, tomando a = 6 na identidade (1), obtém-se a igualdade

<+ 6+ b)Y =(x*+6)+2bx"+12b+ b

fintiio se adicionarmos 26 x* + 126 + b° a ambos os membros de (4), obtém-se

(2 +6+ b =6x"+60x+(2b 5+ 12+ b%)

& (PH6+bP=(2b+6)x*+60x+(b*+128) (5)
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Agora b ¢ escolhido de modo que o 2° membro de (5) se torne num quadrado
completo de um binémio px +g.

A condigfo para isso € a seguinte:
(2b + 6) (b* + 12b) = 307 (6)
pois, se considerarmos
(px + g)* = (2b + 6) x* + 60x + (b* + 12b)

<> p2x2+2pqx+q2=(2b+6)x2+60x+(b2+ 12b)

entdo vem que
2pq = 60
< pg =30, isto ¢, (6), dadoquep=2b+6 ¢ g= b’ + 125
Logo (6) equivale a escrever-se
2 b + 306 + 72b = 900
ou seja,
B +156% + 36b =450 (7).
Assim sendo, obtivemos uma equagdio do 3° grau em b, que pode ser resolvida
pelo método de Ferro - Tartaglia - Cardano ja descrito.

Repare-se que, Ferrari ao resolver o problema da equagio quartica, reduz o
mesmo a resolugdo de uma equagdo do 3° grau, cujo método ja era entdo conhecido.

Assim, basta determinarmos o valor de b de (7), substituimo-lo em (5), aplicar as
riizes quadradas a cada membro da equagdo (5), pois o 2° membro de (5) ¢ um
quadrado completo, e obter-se-4 uma equagio do 2° grau em X, cujo método de
iesoluglio também ja é conhecido.




Consequentemente, aplicando a formula de Ferro - Tartaglia - Cardano a equagdo
(7), b+ 15b%+36b = 450,

Efectuamos a seguinte mudanga de varidvel
b:x“};@b:x-—i

Logo (x—5)* + 15 (x— 51 +36 (x— 5) =450
& 1 — 158 + 75x — 125 + 15x° — 150x + 375 + 36x — 180 = 450
& x -390 =380

que equivale a escrever-se
x’ = 39x+380,

que consiste numa equagio do tipo (II) de Cardano, cuja férmula resolvente é

Neste exemplo, tem-se que  p=39 e g=380.

Assim,

R RO COR

o x =190+ 1907 —13° +1/190 - 190" — 13’

o x =3/190+ /33903 +3/190 — /33903

o x ~9,009791229%

& x=9 (com 0 casas decimais),

4 Caloulo efectuado na caleuladora grafica TI-83.
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Logo b=x-5,istoé, b=9-35 < b=x4.
Assumindo b =~ 4 vem que:
(FPH6+4 ~(2x4+6)x*+60x+(47+ 12 x 4)
& (P + 10~ 14 x* + 60 x + 64
& (K + 101 ~ (V14 x +8),
donde

X2+ 10~ £ (V14 x + 8)

que equivale a escrever

[ | FtJlAdx+10+£8~0 | ‘

- 14x+10-8~0 X+ 14x+10+8~0
J14 +6 J14 +i4/58
x:—————z— <:>xz———£-m—

<> x = 3, 095573565
ou
x =0, 646083822.

! faizes imagindrias (conjugadas) que Ferrari desconhecia.
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1.3.5.3.8.3. Generaliza¢do do Método de Ferrari

Ludovico Ferrari foi o descobridor do método de resolugéio da equagio quartica,
Assim, o método de resolugdo de uma equagdo de grau 4 ¢ conhecido por quartica
resolvente de Ferran.

Apresentaremos, de seguida, o desenvolvimento tedrico do método de Ferrar,
usando a notagio moderna.

Para utilizarmos o método a seguir, a equagdo quartica deve ter a forma
e b+ ex +d=0,
caso contrario, isto €, se o polindmio quartico  x* + ax + bx’ + ox + d ndo tiver
coeficiente director iguala 1, massim e ¢ {0, 1}

(logo da forma ex® + ax >+ bx’ + cx + d), divide-se cada termo, do referido polindmio
por e, obtendo-se um polinémio quartico com coeficiente director igual a 1.

O método processa-se da seguinte forma:

.. a o
1° passo; Faz-se a mudanga de varidvel x=y—— para eliminar-se o termo em
4

x>, e obtém-se

P ‘3 3
@%-—Z—Zyﬂ—%azyz —ay’ +y' —3—3—4-4—2613)/—102}’2 +ay’ +by’ +
a’b ab

-~—y+cy~—%+dﬂ0
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o yepl=agr-r ),

2

onde p=b-3-q——;

8
_a_ab
8 2
e
rmg—zé—3£-£+d
16 4° 4

2° passo; Soma-se a ambos os membros da equagdo (1), py* + p°, com vista a
obter o quadrado de um bindmio no 1° membro de (1).

Assim sendo,
VApteptpt=-qy-r+pf+p

& FP+pl=pt+pi-qg-r (2

3° passo; Adiciona-se a ambos os membros de (2), 2/ +p)z+7,
com vista a completar-se o quadrado no 2° membro de (2).

Logo vem que:

P +pl+207+p)z+ =20 +p) s+t +pS+pi—qy—r
o (Prp+2=Qz+py +2p+Zp—qy-r

o (PHprzf=Qz+py-qp+ @ -r+2pz+2) (3)

4" passo: Para que o 2° membro de (3), isto €,
4_passo: q

(2z+p)y—qy+ (P —r+2pz+2),

sufn 0 quadrado de alguma coisa, € necessario que o bindémio discriminante seja zero,
i seja, b*—4 ac=0.
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Assim, obtém-se que:
(@ -4Qz+p) (P -r+2pz+2)=0
& F-4Qz+p) PP -r+2pz+2)=0
S 4Q2z+p) PP -r+2pz+)=¢" (4.
5° passo: Resolve-se a equagdo (4) cubica em z pelo método de Ferro-
Tartaglia - Cardano.
Desenvolvendo a equagdo (4) obtém-se
2p%2—2 rz+4pt+22+p —pr+ 2 p’z+pz* = g4
o 22+5pF+@pt-20z+p' —pr = ¢4
= 223+5pz2+(4p2—2r)z+(p3 -q2/4—pr)=0,
que € uma equagdo cubica em z.
6° passo: Conhecido o valor de z, substitui-se em (3) e, extraindo a raiz quadrada

a ambos os membros da igualdade, obtém-se o valor de y, através da resolugdo da
equagdo quadratica obtida em fungdo de y.

; . : a
7° passo: Determinado o valor de y, substitui-se na igualdade x=y—— o valor

de x pretendido, ou seja, uma solugdo da equagdo quartica, designemo-la por x;.

8" passo: Efectua-se a divisdo

o+’ +ex +d)/ (x—x))

1 a b C d
X X ax+ x12 bx,+ ax|2 + x|3 et bxl2 +ax13 + x14
z 2 3 2 3 3
1 a+x; b+ axtx o+ bit-ax® +xi d+oxit bxi™taxi +xi
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Assim P raxt b’ +ox+d=0

o [PH@rxD (b aet x2)x + (¢ + bxyt ax’ +x°) 1 (x—x) =0,

ou seja, uma equagdo cibica em x que se resolve pelo método de Ferro - Tartaglia -
~Cardano, obtendo-se, desta forma, as restantes solugdes da equagdo quartica.
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1.3.6 Origem dos Niimeros Complexos
1.3.6.1 Introducio

Ao contrario do que muitos pensam +-1=i, ndo surgiu associada a
resolugdo da equagéo de 2° grau.

Até a Idade Média, os matematicos nfo tiveram dificuldade em ignorar as
raizes quadradas de nameros negativos quando s¢ tratavam de equagdes
quadraticas. Por exemplo, considere-se o problema de determinar o0s lados x e y
de um rectingulo conhecendo a area A e o perimetro p.

Asequagbes x-y=A e 2&+2y=p

conduziam i equagdo quadratica 2x* — px + 2A = 0, ¢ a formula quadratica

fornecia as raizes
_pEyp’-16A

4

X

Se p’—16A >0, entdo determina-se x (¢ ¥);

Se p®~ 16A <0, apenas afirmava-se que néo existia um rectdngulo, cujo
perimetro e area eram dados pela relagdo acima.

Qualquer matematico até ao século X VI classificaria a equagio ¥+1=0
como absurda, obviamente impossivel, sem solugio. Nio perderia tempo com
cla. Mas, a formula cibica ndo permitia renunciar as raizes quadradas de
niimeros negativos, porque como iremos ver, uma raiz real positiva, mesmo uma
natural, pode aparecer em termos de nameros complexos.

E ao resolver a equagdo de grau 3, a cubica, ¢ exactamente 0 caso em que
¢sta possui trés raizes reais ndo nulas, que aparece o primeiro percurso pelo
mundo dos complexos.




1.3.6.2 Os Primérdios

Cardano ao resolver a equagéo cubica

X' =px+gq(tipol) (D),

deparou-se com uma nova dificuldade. Recorde-se que a solugdo da equagdo (1)
era dada por '
2 3 2 3
A T
2 2 3 2 2 3

4 3
€, s¢ considerarmos w = [—g—] -(gj (3),

a solugdo (2) vemiguala x = 3\/%4— 1% +3\/—;Z—w (4).

A dificuldade com que Cardano encontrou consistia no caso, denominado
“Irredutivel”, em que a diferenca do radicando em (3) era negativa, isto &,

2 3
q) (2).
2 3
Curioso é que no “caso irredutivel” existiam trés raizes reais. Esse caso
surgia aquando da resolugdo das equagdes cuibicas

X =px+q (tipoll) e x +q=px (tipo IlI).

Contudo, Cardano evitou-o cuidadosamente dado que, em todos os seus
exemplos na Ars Magna, w é sempre uma raiz positiva € existe apenas uma raiz
(positiva). No entanto, apesar de praticamente em todo o seu trabalho, Cardano
lér evitado assumir solugdes negativas da equagdo € o “caso irredutivel”. E
especialmente notavel, na Ars Magna de Cardano, a constatagio da existéncia de
imaginarios ou raizes complexas e a construgio de exemplos com o objectivo
#xpresso de lidar com problemas que envolvam raizes imaginarias.
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Assim no capitulo XXXVII da Ars Magna, que Cardano intitulou por “4
regra onde se considera o negativo”, é feita referéncia a trés casos onde surgem
0s niuneros negativos. O primeiro caso assume um numero negativo como
solugdo de equagdes, que Cardano denominou o puro negativa. O segundo caso
assume raizes quadradas de numeros negativos na resolugdo de equagdes e 0
terceiro caso assume ambos os casos anteriores, isto €, exemplos de numeros
compostos por puros negativos e raizes quadradas de nimeros negativos.

1.3.6.2.1 Os Puros Negativos (1° Caso)

Cardano ao iniciar uma abordagem a este caso, verifica que as solugdes
das equagdes
X=4x+32 e x*=x+20

coincidem, no caso positivo.

Seguidamente, Cardano refere:

“Se pretendermos ir para além da verdadeira solugdo, x serd igual a 8 na
primeira [equagdo], mas na segunda sera 5. Se alterarmos as equagdes,
mudando de membro alguns termos, isto ¢, X +dx=32 e x=4;

Sera também verdade para X+ x =20 Asslm se +4 resolve ambos os
problemas -4 é também uma solu¢do para x* =4x +32 bem como para
x> =x +20."

Desta forma Cardano concluiu:

“Se 0 caso é impossivel de resolver quer com uma solugdo positiva quer
com uma hegativa, entdo o problema é falso.
[o problema] é verdadeiro com uma solugdo positiva, serd um
problema verdadeiro com uma solugdo negativa.”

Seguidamente Cardano descreveu trés problemas cujas solugbes sdo
infimeros negativos, dos quais iremos descrever o primeiro.

“O dote da mulher de Francis é 100 aureis mais que os proprios bens de
Francis. O quadrado do dote é 400 mais do que o quadrado dos seus bens.
[3etermine o valor do dote e dos bens.”




RESOLUCAQ: Cardano ao resolver este tipo de problema assume que Francis
tem -x como valor dos seus bens. Entdo o dote da esposa de Francis ¢ 100 —x.

Elevando ao quadrado as duas partes (dote e bens), obtemos x> e
10000 + x* — 200x, cuja diferenga é 400 aqureis, isto €,

10000 + x° = x? + 200x + 400.
Subtraindo os termos comuns obtém-se 9600 = 200x.

Logo x = 48 ¢ entdo Francis tem um valor negativo, isto €, tem
necessidade, ¢ o dote tera o restante de 100, ou seja, 52. Assim sendo, Francis
tem - 48 gureis, logo sem dinheiro ou bens e o dote da sua esposa € 52 aqureis.

Segundo as proprias palavras de Cardano “... trabalhando desta forma
podemos resolver os problemas mais dificeis e complexos”.

1.3.6.2.2 As Raizes Quadradas de {Nameros] Negativos (2° Caso)

A segunda espécie de nameros, obtidos ao assumirmos numeros
negativos, envolve a raiz quadrada de nimeros negativos.

Cardano apresenta o seguinte problema:
determinar dois niimeros cuja soma s¢ja 10 e o produto seja 40,
que descreveu e resolveu como a seguir se refere:

“Divida 10 em duas partes, o produto das quais é 30 ou 40. E claro que
#xte caso é impossivel. Contudo, iremos trabalhd-lo:

Divida-se 10 em duas partes iguais, perfazendo cada 5. Esta elevamos ao
iradrado, totalizando 25. Subtrai-se 40, se quiser, de 25 atrds produzido, como
vy mostrei no capitulo das operagdes no liveo 6, deixando um resto de -15, a
viiz quadrada do qual adicionada ou subtraida a 5 fornece as partes cujo

" produto é 40, Estas partes sGo 5++-15 e 5-+-15."

Deste modo a resolugdo de Cardano levou-o a considerar as expressoes

5+4-15 e 5-+/-15.
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Seguidamente Cardano verificou que os dois nimeros assim obtidos
satisfaziam as condigdes requeridas.

“Pondo de lado a tortura mental envolvida, multiplique-se 5++-15 por
5-+-15, obtendo-se 25—-(-15)=40 ", escreveu.

Cardano ficou por aqui, pois ndo deu significado as expressdes acima, mas
tem o mérito de ter sido o primeiro a considerar expressdes deste género. Note-se
que neste tempo os numeros negativos eram evitados e desprovidos de
significado.

Ele escreveu:

“...isto é verdadeiramente tdo refinado quanto inutil”.

Repare-se que o problema acima consiste em resolver a seguinte equagio
quadratica, em notagdo moderna:

x (10 —x) =40
& 10x —x2 =40
e x2-10x+40=0

_10£+/100-160

2

=X

L 10:+4-60

2

oOx=5% ——6-0~
4

< x=5%24-15
- Verificando-se que:

(5+v=15)+(5-v=15)=10

(5+v=15)x(5-v=15)= 40
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1.3.6.2.3 Numeros Compostos por Negativos e Raizes Quadradas de
Negativos (3° Caso)

Para exemplificar a existéncia de tal “espécie” de nimeros, Cardano
apresentou o seguinte problema:

“Encontre trés numeros proporcionais [tal que], a raiz quadrada do
primeiro subtraida do primeiro perfaz o segundo ¢ a raiz quadrada do segundo
subtraida do segundo perfaz o terceiro.”

Na resolugdo deste problema, Cardano assumiu o primeiro nimero como
sendo igual a x* (x > 0).

Assim o segundo sera igual a x> —x ¢ o terceiro x* —x—+/x* —x.
Seguidamente, Cardano escreveu:

“Multiplicando o primeiro pelo terceiro e 0 segundo por si mesmo e,
Jazendo isso, obteremos as seguintes quantidades:

rr

4 4 4

Embora Cardano tenha assumido expressdes com raizes quadradas de
nimeros negativos, evitou contudo, o caso irredutivel. No entanto, outro
matematico 1taliano, Bombelli, admirador do trabatho de Cardano, aprofundou o
estudo do caso irredutivel.
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1.3.6.3 Rafael Bombelli

1.3.6.3.1 A sua Vida

O pai de Rafael Bombelli era Antonio Mazzoli que mudou o nome
Mazzoli para Bombelli, provavelmente devido ao passado da familia.

Desde 1443 que Bolonha era governada pela familia Bentivoglio, cujo
signore (isto €, o lorde) era Sante Bentivoglio. Este foi sucedido por Giovanni II
Bentivoglio que modernizou a cidade de Bolonha, em particular, os canais de
irrigacao.

A familia Mazzoli era defensora da familia Bentivoglio. Tudo mudou
quando em 1506 o papa Julius II tomou controlo de Bolonha, exilando a familia
Bentivoglio. Em 1508, numa tentativa falhada de recuperar o controlo, o avd de
Antonio Mazzoli (bisavd de Bombelli), bem como outros defensores dos
Bentivoglio, foram executados.

Durante 1muitos anos a familia Mazzoli sofreu, nomeadamente, a
confiscagdio das suas propriedades. Mas, a Antonio Mazzoli, pai de Rafael
Bombelli, foi cedida a propriedade de Bolonha dos seus antepassados e este ai
recomegou o seu negdeio, como comerciante de 14 Casou com Diamante
Saudieri, a filha do alfaiate e tiveram seis filhos, sendo o mais vetho Rafael
Bombelli.

Rafael nio teve uma educagio universitaria, no entanto, adquiriu alguns
conhecimentos de um engenheiro-arquitecto, Pier Francesco Clementi. Assim
ndo surpreende o facto de que Bombelli tenha essa mesma ocupacdo. Bombelli
encontrou um protector em Alessandro Rufini, um nobre de Roma, que mais
tarde se tornou o Bispo de Melfi.

Pouco se sabe como é que Bombelli aprendeu Matematica e conheceu os
trabalhos matematicos mais importantes da época, no entanto, deve ter
contribuido para despertar curiosidade sobre o tema, o facto de que viveu em
Italia e estava envolvido por uma serie de eventos em torno das solugdes das
equagdes cubicas.

Recorde-se que Scipione del Ferro, o primeiro a resolver a equagio
cubica, era professor em Bolonha, a cidade natal de Bombelli mas, del Ferro
morreu no ano em que Bombelli nasceu. A disputa entre Fior e Tartaglia ocorreu
em 1535 quando Bombelli tinha 9 anos e, o principal trabalho de Cardano, Ars

(1) Nasceu em Janeiro de 1526 em Bolonha, Italia e morreu em 1573, provavelmente em Roma,
Italia.

161




Magna foi publicado em 1545. Evidentemente Bombelli estudou o trabalho de
Cardano e também seguiu de perto as varias discussdes publicas entre Cardano,
Ferrari e Tartaglia, que culminaram com a disputa entre Ferrari ¢ Tartaglia em
Mildo em 1548.

Foi em 1549 que Alessandro Rufini, o patrono de Bombelli, adquiriu os
direttos de reclamar a parte dos pantanos do Val di Chiana que pertencia aos
Estados do Papa.

O Val di Chiana era uma regifio situada justamente na regido central que
ndo era bem drenada nem pelo rio Arme nem pelo rio Tiber.

Em 1551 Bombelli iniciou o trabalho de projecto no Val di Chiana,
registando as fronteiras da terra que iriam ser reclamadas, que foi interrompido
em 1555. Assim, enquanto Bombelli esperava que os trabalhos do projecto em
engenharia hidraulica no Val di Chiana, recomegassem decidiu escrever um livro
de algebra.

Bombelli admirava a Ars Magna de Cardano, mas achava que Cardano
ndo tinha sido suficientemente claro na sua exposigdo, dado que ndo era acessivel
a maioria das pessoas sem um completo dominio da Matematica. Bombelli era da
opinido que as razdes para os varios debates entre os mais ilustres matematicos
era a escassez de uma exposi¢do cuidadosa do tema.

Deste modo, Bombelli sentia que um texto independente que pudesse ser
lido por todos aqueles que nfo possuiam um alto nivel de treino matematico seria
benéfico. Assim sendo no prefacio do seu trabalho escreveu:

“Eu comecei por rever a maior parte dos autores que escreveram [sobre

a dlgebraf até ao presente, para ser capaz de ser itil em vez deles no tema, pois
existem muitos deles.”
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1.3.6.3.2 A sua Obra

Rafael Bombelli foi o autor de um trabalho muito influente composto por
trés livros intitulado 4/gebra, que foi imprimido pela primeira vez em Veneza em
1572 ¢ a seguir em Bolonha em 1579.

A Aigebra de Bombelli tinha sido inicialmente projectado para conter
cinco livros. Os primeiros trés foram publicados em 1572 e no final do terceiro
livro, Bombelli escreveu:

“... a parte geométrica, livros IV e V, ainda ndo estd pronta a publicar,
mas a sua publicacdo seguir-se-d rapidamente.”

Infelizmente Bombelli ndo foi capaz de completar os Gltimos dois livros,
pois morreu pouco tempo depois da publicagio dos primeiros trés livros.
Contudo, em 1923, os manuscritos de Bombelli foram descobertos por Bortolotti
numa livraria em Bolonha, bem como um manuscrito com os trés livros
publicados que continha outro manuscrito incompleto dos outros dois livros.
Bortolotti publicou a parte geométrica incompleta do trabalho de Bombelli em
1929.

A Algebra de Bombelli fornece uma completa descrigio da algebra entdo
conhecida e inclui a importante descrigdo de Bombelli para os nameros
complexos.

Antes de relatarmos a notavel contribui¢do para os miimeros complexos
observaremos como Bombelli procedeu para escrever e efectuar calculos com
NUMeEros negativos.

1.3.6.3.3 Aritmética dos Nitmeros Negativos

Bombelli introduziu meno, um nimero negativo, através da defini¢io da
regra dos sinais da multiplicacdo, As referidas regras tomam a forma de uma
tabela na qual piu significa mais e merno menos.

Piu via piu fa piu

Meno via piu fa meno
Piu via meno fa meno
Meno via meno fa piu




Como Crossley denota:

“Bombelli estd explicitamente trabalhando com niimeros com sinais. Ele
ndo tem reservas ao fazé-lo, ainda que nos problemas que seguidamente ele frata
q
ndo faca caso das possiveis solugdes negativas.”

Na sua Algebra, Bombelli abordou o calculo de radicais, particularmente
de raizes quadradas e cubicas e referiu-se as solugdes de equagdes de graus
superiores a 4. Relativamente as equagdes citbicas e quarticas ele seguiu
Cardano. No entanto, contrastando com Cardano, Bombelli aprofundou o caso
irredutivel, através da resolugio da equagdo

X =15x+4 (1)
Na obra citada de Cardano, obtém-se para a equagao

x3=px+q

onde p e g sdo nlimeros positivos, a solugdo dada por

oil9y (g],(_z) e [1]2-[2)3 @
) 2 3 2 2 3

Assim Bombelli, na sua Algebra (1572) considerou a equagdo (1) ¢ aplicando-
-lhe (2) obteve:

x=3244-121 +¥2-+=121, (3)
expressdo estranha, tanto mais que ele conhecia as raizes todas:
4, 2+ e 2-413.

A formula de Cardano (2) parecia ndo ajudar muito neste caso. Mas, Bombelli
teve uma boa ideia:

. lalvez x = J 2++v-121 +\/ 2-+-121, estejam relacionados entre si como
oS reapect:vos radicandos.”

Mais precisamente, ele tentou equacionar a primeira raiz cibica de (3) com um
numero complexo da forma p + 4/~ ¢, ou seja, determinar os valores de p e g, positivos,
tais que
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V24-121 = p+J—q, (4
-V-21=p-y=q. 5

Assim desenvolvendo (4) obtemos:

2++4/-121 =(p3 --315?9')4—(?51!92 —q)-ﬁ.

Esta equagfo pode ser satisfeita tomando-se

2=p°-3pg (6)

J-121=(3p* ~q)}y=g. ()

Assim, multiplicando (4) e (5), Bombelli obtém-se

Yl+v-121) R-v=121)= pi+g
ou sgja,
V125 = p*+q,
logo S5=p°+q (8.
Substituindo (8} em (6),
2=p~3p(5-p),
obtém uma equagdo cibica em p:
4p* - 15p=2 (9).
A solugdo daequagio (9) é p=2, ede (8) tem-se que:
g=5-4=1,

entdo, substituindo p=2 e g=1em (4) ¢ (5), obtém-se:
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2 +4/=121 =2+4/-1
V2121 =2~+/~1,

e, consequentemente

x=42+4-121 +§2-J_121
S x=2+-1+2-4/-1

o x =4,

Assim Bombelli, apds alguma manipulagdo algébrica conseguiu obter uma
solugdo inteira da equagdo (1). Ou seja, mostrou que, usando os céalculos com os
nimeros complexos, as solugdes reais correctas podiam ser obtidas a partir da formula
de Ferro-Tartaglia-Cardano para a solugio da equagfo cubica, mesmo quando a
formula fornece uma expressio envolvendo raizes quadradas de ndmeros negativos.
De algum modo, os niimeros que viriam a ser chamados complexos, podiam produzir
raizes reais. Bombelli, depois de ter descoberto este resultado, ficou muito satisfeito e
escreveu:

“E embora a muitos isto vd parecer algo extravagante, porque ainda que eu
tenha sido dessa opinido hd um tempo atrds, ainda que isio me pare¢a mais sofista
que verdadeiro, investiguei muito e encontrei a demonstragdo, que serd referida a
seguir... Mas deixemos o leitor aplicar toda a for¢a da mente pois [caso contrario] ele
ird notar que estd iludido”.

Bombelli foi o primeiro a escrever as regras para a adigdo, subtracgdo e
multiplicagio de nameros complexos. Assim, quando Bombelli introduziu
formalmente os niimeros complexos, procedeu da mesma forma que no caso da
defini¢dio de nimeros negativos através de uma labela de multiplicagdo.
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Bombelli denominou ++—~n, que “nem ¢é positivo nem negative”, por “piu di

meno "(mais de menos) e denominou —+/—#, por “meno di meno’ (menos de menos)
e seguidamente, estabeleceu a seguinte tabela:

NOTACAO DE BOMBELLI

LINGUAGEM ACTUAL

NOTACAO ACTUAL

Piu di meno via piu di
meno fa meno

O produto de mats de menos
por mais de menos da menos

+Jm_n-(+ —»n)z -n

Piu di meno via meno di
meno fa piu

O produto de mais de menos
por menos de menos di mais

+ —n-(—\/——n)=+n

Meno di meno via piu di
meno fa piu

O produto de menos de menos
por mais de menos da mais

- »-n-(+ -n)=+n

Meno di meno via meno di
meno fa meno

O produto de menos de menos
por menos de menos da menos

e )

Depois de fornecer esta descricio da multiplicagdo de numeros
complexos, Bombelli elaborou as regras para adicionar e multiplica-los.

Consequentemente, ele multiplicou

adicionou a-v—1+5-4/~1,

V2+4-3 +¥2-4-3,

elevou a+b-+—1 ao quadrado, ao cubo, etc.
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1.3.6.3.4 A sua Notacio

Embora alguns autores, como Pacioli, limitassem o uso da notagdo, outros como
Cardano ndo usaram quaisquer simbolos. Contudo, Bombelli, usou uma notagdo um
tanto ou quanto sofisticada, que passaremos a exemplificar.

A expressio 3\/ 2+4-121 = 3\/ 2 +11+—1 que ocorre na sua solugdo da equagdo
cibica atras referida, € escrita como

Rec| 2pdim11] .
Assim R.c. significa raiz cubica. A Ietra'— ¢ a invertida J no fim desempenha
o papel de parénteses: a raiz cilibica é para ser extraida de toda a expressdo entre|

e ainvertida |. A abreviatura p.di m. significa pitr di meno (mais de menos).

Outros exemplos:

4+\/g > Rg L4qu6_]

2+40-121 » Rel2pRqlomizt] |

1.3.6.3.5 Comentarios ao Trabalho de Bombelli

Apesar do atraso na publicago, a Algebra de Bombellt foi um trabalho muito
influente e conduziu Leibniz a elogiar Bombelli, afirmando que ele era um...

“... mestre ilustre da arte analitica.”
Jayaderne escreveu que no seu tratado sobre nitmeros complexos, Bombeili

“... mostrou uma visdo muitfo moderna para o seu lempo, pois o seu tratamento
era quase o que se faz hoje em dia.”
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Crossley também escreveu que:

“Deste modo temos um engenheiro, Bombelli, fazendo uso prdtico dos niumeros
complexos, talvez porque eles the proporcionam resultados iteis, enquanto Cardano
encontrou raizes quadradas de nitmeros negativos intiteis. Bombelli é o primeiro a dar
um tratamento de qualquer mimero complexo... E notdvel como ele é completo na sua
apresenta¢do das leis do cdlculo de niimeros complexos...”

Parece-nos assim ser bastante justo descrever Bombelli como o mnventor dos
niimeros complexos, Ninguém antes dele forneceu regras para trabalhar com tais
niimeros, nem sugeriram que trabalhando com tais niimeros pudesse ser util.

Conclui-se esta secgdo com uma citagdo de E. F. Robertson,

“A Algebra de Bombelli é uma das mais notdveis realizagdes da Matematica do

século XVI, e ele deve ser considerado um grande matematico por ter compreendido a
importdncia dos mimeros complexos numa altura em que mais ninguém o fez.”
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Capitulo V — A Insolubilidade por Radicais
da Equacio 5° grau
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Capitulo V — A insolubilidade por radicais da equagio
quintica

1. Introducgao
O desafio de resolver equagdes polinomiais
ax"+. . +ax+a,=0 (1)
tem sido um dos mais importantes na historia da algebra.

Métodos para resolver equagdes do primeiro e segundo graus remonta o
antigo Egipto e Babilonia.

No século XVI, os matematicos italianos (del Ferro, Tartaglia, Cardano ¢
Ferrari) conseguiram resolver a equagdo cibica (do terceiro grau) ¢ a quartica (do
quarto grau). As suas solugdes consistiam em formulas que forneciam as raizes
em termos dos coeficientes a,,a,,....a,, tal como a conhecida férmula quadratica

resolvente para as equagdes do segundo grau. Tornou-se entéo um desafio fazer o
mesmo para as equagdes de grau superior a quatro. Especificamente, 0 problema,
como ¢ habitualmente interpretado, conmsistia em mostrar que era possivel
expressar as raizes de uma equagio (1) em termos dos coeficientes a,,q,,...,@

T2
usando apenas adigdes, subtrac¢des, multiphicagdes, divisdes e extracgdo de
raizes, cada operagdo aplicada um namero finito de vezes. Quando as raizes
podem ser expressas desse modo, dizemos que a equagdo ¢ soluvel por meio de
radicais.

No inicio do século XIX, o italiano Paulo Ruffini e o noruegués, N.H. Abel,
orientados pelas ideias de Lagrange, mostraram que, de facto, as equagdes de
grau superior a quatro ndo sdo soldveis por meio de radicais. No entanto a
resposta completa & questdo da solubilidade por radicais de equagSes de grau
superior a quatro foi finalmente dada pelo matematico francés, Evariste Galois.

Galois foi capaz de mostrar que a cada equagdo polinomial (1) se podia
associar um grupo e que a solubilidade da equagdo era o resultado de uma
determinada propriedade existente no referido grupo. Esta propriedade do grupo
¢ denominada por solubilidade € é definida numa secgdo adiante.

O trabalho de Galois tornou-se a base para o que ¢ actualmente conhecido
como a feoria de Galois. Hoje em dia esta teoria estd intimamente ligada a teoria
dos grupos de automorfismos entre extensdes de corpos. Assim, a secgéio relativa
a teoremas sobre a solubilidade por radicais é meramente uma parte especial
desta teoria.
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2. Nota historica

EVARISTE GALOIS®

Galois nasceu nos arredores de Paris,
foi educado por sua mie até aos seus 12
anos de idade, tendo depois ido estudar
para a escola em Paris, Louis-le-Grand.

O seu sentido de justiga era
Continuamente humilhado numa escola
na qual, para além de considerar uma
prisdo (rodeada de grades nas janelas),

os alunos ¢ os administradores reflectiam
a agitacio politica da época.

Galois ndo considerava inspiradores
os estudos artificiais que se faziam da
literatura classica e que constituia a parte
mais importante do curriculum de um
Jovem da época.

Quando finalmente chegou a altura de Galois tirar um curso de Matematica
elementar, que consistia em dois anos de estudo sobre a geometria de Legendre,
ele leu todo o livro de geometria como se de uma novela tratasse,
compreendendo-a profundamente.

Mais tarde ele estudou algebra, mas foi orientado para textos vulgares, nada
refinados como o trabalho elegante ¢ completo de Legendre. Aos 14 anos de
idade, Galois descobriu o que os matematicos criativos descobrem mats cedo ou
mais tarde, que deveria estudar directamente dos trabalhos originais. Ele ignorou
os estudos requeridos ¢ tornou-se num autodidacta quando se debrugou na leitura
de obras originais. Ele leu algebra directamente de Lagrange e também leu os
papéis de Abel,

A forma como Galois se desenvolvia divergia daquela que na €poca
requeriam. Galois deve ter sido um aluno dificil para um professor vulgar. O
facto de que Galois realizasse todo o trabalho mentalmente, ndo o ajudou
aquando da realizagfio de exames, nos quais os professores eram confrontados na
matoria das vezes com conclusdes. Dado que Galois trabalhava apenas na
“fronteira da Matematica” que era conhecida na altura, as suas conclustes eram
na maior parte das vezes, originais ¢ de dificil compreensdo.

Y Nasceu a 25 de Outubro de 1811 em Bourg La Reine (proximo de Paris) e morreu a
31 de Maio de 1832 em Paris.
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Se Galois era um aluno dificil, certamente considerava os seus professores o
suficientemente dificeis para o compreender. Os requisitos da academia onde
estudava faziam pouco sentido para o caso especial de Galois, tal como seria um
absurdo exigir a um grande poeta que tenha uma caligrafia perfeita.

Aos 16 anos Galois reprovou os exames de admissdo 4 Escola Politécnica,
pois apenas exigiam os conhecimentos da Matematica elementar e classica que
Galois se recusava a estudar.

Aos 17 anos de idade Galois encontrou inesperadamente um excelente
professor, de seu nome, Richard, o professor de Matematica avancada na Escola
Louis-le-Grand. Richard acreditava na capacidade extrordinaria de Galois, pois
eram verdadeiras as solugdes que apresentava para a resolugdo de problemas
dificeis, e encorajou-o nas suas pesquisas. No entanto, Richard ndo conseguiu
alterar a ma sorte do seu aluno.

Cauchy tinha prometido apresentar o trabalho que Galois tinha realizado até
aos seus 17 anos na Academia Francesa. Esses trabalhos incluiam novidades e
conclusdes de Galois sobre a teoria das equagdes que, cem anos depois da sua
morte, 0s matematicos ainda completavam certos detalhes e pesquisavam novas
aplicagdes. Todavia, Cauchy esqueceu-se do prometido.

Aos 18 anos Galois falhou novamente o exame de admissdo a Escola
Politécnica, chegando mesmo ao ponto de atingir com o apagador um dos
examinadores, quando j4 sabia eu nfo iria ser admitido.

Aos 19 anos ele submeteu um dos seus trabalhos a Academia das Ciéncias. A
que parecia ser uma boa oportunidade para ganhar o Grande Prémio das
Matematicas, mais uma vez revelou-se numa decepgdo, pois a secretiria levou o
manuscrito para casa e morreu antes de lé-lo. O referido trabalho nunca foi
encontrado.

Frustrado com a vida académica, Galois tornou-se activo na vida politica.
Em Maio de 1831 foi preso por supostamente ter feito uma ameaga a vida do Rei
durante um banquete. Tendo sido considerado inocente foi mais tarde novamente
preso e considerado como um perigoso radical tendo permanecido preso cerca de
6 meses por uma alegada falsa acusacio.

Pouco depois de ter sido solto, uma das historias que se conta é que 0s seus
inimigos politicos prepararam-lhe uma armadilha: um duelo - no qual Galois
pressentia que iria morrer. Uma outra histéria conta que a origem desse duelo é
devida a um caso de amor, Segundo se conta Galois passou toda a noite antes do
duelo escrevinhando sobre algumas das suas conclusGes matematicas a um seu
amigo Chevalier. Parte dessa carta revela o desespero em que Galois se
encontrava: “Eu ndo tenho tempo”, escreveu.
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Na madrugada do dia 30 de Maio Galois foi baleado nos intestinos e deixado
a morrer. Um camponés encontrou-o ¢ levou-o ao hospital, onde Galois ainda
pronunciou algumas palavras ao seu irm&o mais novo:

“Ndo chores. Eu preciso de ter coragem para morrer aos vinie.”

Galois morreu na manha seguinte.




3. Polinomios

Alguns conceitos sdo essenciais na compreensdo da Teoria de Galois,
nomeadamente, o de polindmio que passamos a definr.

Seja R um anel comutativo,® a,,4;,..,a,eR ¢ x&eR.

H
Entio @, +ax+ax’+..+ax" =y ax (1) ¢&um elementodeR.
i=0

A expressdo (1) é um polinmio em x ¢ consiste numa soma de termos, cada
um dos quais ¢ um elemento de R que multiplica uma poténcia inteira, néo
negativa de x.

No que se segue necessitamos de trabalhar com estas expressdes quando o
simbolo x denota, ou ndo, um elemento de R.

Definigio 1:
Seja R um anel comutativo.

» Um polindmio sobre R na indeterminada x ¢ uma expressdo da forma
(1) onde a,,q,,...,a, € R sdo os coeficientes.

» O grau de um polinémio p(x) ndo nulo ¢ o maximo 7 para g, #0. Se
a,#0 entdo o inteiro n é o grau do polinémio e a,é o coeficiente
director. Designamos por gr{p(x)] o grau do polindmio p(x).

= Dois polinémios em x sdo iguais se € so se as poténcias iguais de x tém
coeficientes iguais.

» Se R tem identidade multiplicativa 1 e o coeficiente director € igual a
1, entdo o polindmio diz-se mdnico.

= Qs polinémios de grau zero, correspondendo a elementos de R, sdo
denominados escalares, os de grau 1 sdo os polindmios /ineares, os de
grau 2 quadrdticos, 3 cubicos, 4 quarticos, 5 quinticos. Considera-se
que o polinémio de grau zero nao tem grau.

= R[x] é o conjunto de todos os polinémios sobre R na indeterminada x.

™ Ver definigdo no capitulo L.
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Definicdo 2:

Sejam p(x)=a, +a,x+..+a,x" e q(x)=b, +bx+..+b,x" polindmios
sobre o anel R.

Entdo

() 4+ 4(8) = {(a0 +b,)+(a, +b, ) +..+(a, +5,)x" +a

(@, +8,)+(a, +b)x+...+(a, +b,)x" +b,,x™ +..+bx" se n>m.

x"+ . +a,x" se m=n.

n+l

Ou seja, para n>m, tem-se que

i=o

p(x)+q(x)= i ax + i bx' = i (a,+5)x'.
i=o Jj=o

Por outro lado,

P(x)- q(x) = a,b, +(ab, +a,b, )x +(a,b, +ab, +a,b, x> +..+(ab, +ab, , +..+ab, x* +
1 0™2 1 1%k-1 k™0

O 3 I

Ou seja,

m+n

ia,.x' -ib}.x" =kZ:ckx", onde ¢, = > ab,.
i=o Jj=0 =0

i+j=k
Teorema I:

Seja R um anel. Entdo R[x] é um anel. Se R é um anel com identidade
(multiplicativa), entdo R[x] ¢ um anel com identidade. Se R é um anel
comutativo, entdo R[x] também é um anel comutativo.

Demonstracdo:

Para quaisquer dois polindémios em R[x] a soma e o produto estdo em R[x]
de acordo com a definigdo 2 de soma e produto, entdo + e . sdo operagdes em
R[x]. Para adicionarmos polindmios de graus distintos, usamos o maior grau, por
exemplo # e introduzimos coeficientes nulos no polinémio de grau menor.

A associatividade € valida dada a aritmética em R, o anel dos coeficientes.

O elemento neutro da adigdo, 0, é o polinéomio nulo, que adicionado com
qualquer polinémio ndo o altera.
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O inverso aditivo de > ax’ é Y (-a,)x"
i=o

i=o

Se R tem identidade multiplicativa 1, entdo a identidade multiplicativa de
R[x] é 1, isto ¢, o polinémio a, =1, a, =0 para i>0, pois multiplicado por
qualquer polinémio em R[x] ndo o altera.

As leis distributivas a esquerda e a direita sdo validas em R[x] dada a sua
validade em R.

Teorema 2 (algoritmo da divisdo):

Se f(x) e g(x) sdo polindmios sobre um corpo F®com g(x) =0, entdo
existem polindmios unicos g(x) e r(x) sobre F tal que

F() = g(x)-q(x)+r(x), com r(x)=0 ou grlr(x)]<grlg(x)]

Os polinémios ¢(x) e r(x) designam-se por quociente € resto da divisdo de
flx) por g(x), respectivamente.

Demonstragdo:

Sejam
fx)=a,+ax+..+a,x"

g(x)=b,+bx+..+bx", com g(x)=0.

Entdo, podemos supor que b, #0.

Portanto gr{g(x)]=n.

Se f(x)=0 entdo f(x)=g(x)-0+0.

Se f(x)# 0, suponhamos que a, =0 e portanto g[f(x)]=m.

Vamos provar em primeiro lugar, que g(x) e r(x) existem (por indugdo em
m).

Se m <n entdo f(x)=g(x)-0+ f(x) da-nos a representagao pretendida, isto
€, q(x)=0, r(x)=f(x).

Suponhamos que m = n.

Se m=0 entdo g(x) e Ax) sdo polindmios de grau zero, isto ¢,

fx)=a, e g(x)=b,

@ Ver definigdo 7 no capitulo L.
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Neste caso, a, =b,b, 'a, + O da-nos a representagdo pretendida.

oy W

Resta-nos entio verificar o teorema quando gr[f(x)]=m =0, supondo por
hipotese de indugdo que o resultado € verdadeiro sempre que f{x) ¢ substituido
por um polinémio de grau menor que m.

Seja
[@ = f(x)-a,b, x""g(x)

b, txm" A(bo +hx+..+ b,,x")

— m
=qy+ax+..+a,x" —a,b,

-1 = -1 - -1
=ay, +ayx+..+a,x" —a,b, byx"" —a,b,” bx" "™ —a,b, b, x"
—
a,x"
m-1 -1 m-n -1 m—n+1 -1 m—1
=aytayx+..+a,,x"" —a,b, byx"" —a,b, bx e B B Opa® s

. Portanto gr[f,(x)]<gr[/(0)]
| Pela hipétese de indugdo existem polindmios ¢,(x) e r(x)tal que
i =g q®+r(x) com A®=0 ou grlh(®]<grlg()]
fi(x) = £(£)-a,b, " =" g(x) = g(x) - q1(x) + 1 (x)
F(x) = a,b, """ g(x) + g(x)- 41 (x) + 1y (x)
£ = 8-, 5™ + ()¢ 70,
Portanto podemos considerar g(x)=a,b, 'x" " +q,(x) e r(x)=r(x).

Para provar a unicidade suponhamos que g (x) e r'(x)sdo polinomios
sobre F'e que

fx) = g(x)-q‘ (x)+r'(x) com r.(x) =0 ou grb"(x)]< gr[g(x)]
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Entdo,
g(X)-q(x)+r(x)=gx)-q (x)+r" (x)

= ¢()- @ -4 @)=r" @ -r@.

Como grlr(n)]< grlg(®)] e grlr(0]<grls®)]
temos que gr[r'(x)—r(x)j< gr[g(x)], ou entdo, r"(x)-r(x) =0 e, portanto,
- [g0)-7'®)=0 ou grle®-le@-a' W)<gls@) M

Por outro lado, sabe-se que

£@-lg0-4"®)=0 o gle®-b@-T Wzelew] @

Concluimos por (1) e (2) que:

g g0 -4")=0

e portanto, obtemos que g(x)=q"(x) e entdo, r(x)=r"(x).

c.q.d.
Observagio: A  indeterminada x num polindmio  f(x)=a, +ax+..+a,x"
pertencente a Fx] ndo ¢ necessariamente um elemento de /. No entanto, quando
tal acontece o polindmio determina um elemento de £, ou seja,
| x=ceF = f(x)=f(c)=a,+ac+..+a,c" eF. l
i
Teorema 3 (teorema do resto): |

Se f(x)eF[x] e ceF entdo o resto da divisdo de fix) por x—c € f(c).

Demonstragdo:

Como gr(x—c)=1 temos que o resto da divisdo de fix) por x~c ¢ iguala 0

ou tem grau 0.
Entdo, pelo teorema 2, existe g(x) € I [x] tal que:

e —

f(x) =(x—c)-q(x)+r, com rek.
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Assim
f)=(c—c)-qe)+r
= Hep=
c.q.d.
Definicdo 3:

Se f(x),g(x)e F[x] com g(x)#0 entdo, dizemos que fx) é divisivel por
g(x) sobre F, se existeq(x) € F[x] tal que f(x) = g(x)-q(x).(ou seja, Ax) é divisivel
por g(x) se o resto da divisdo de f{x) por g(x) é zero). Neste caso dizemos que g(x)
¢ um factor de fix).
Teorema 4:

Se f(x)e F[x] e ceF entdo, x-céum factor de f{x) se e s6 se f(c)=0.

Demonstragdo:

(=) Suponhamos que x-cé um factor de fx). Logo, pelo teorema 2
existe g(x) € F[x] tal que:

F(x)=(x—c¢)-q(x), onde r=0.
Pelo teorema do resto, o resto da divisdo de fix) porx—c € f(c).
Assim f(c)=r=0.
" f(e)=0.
(<=) Suponhamos que f(c)=0.
Pelo teorema da divisdo de f{x) porx—c,
3q(x),r(x) € Flx]: f(x) = (x-¢)-q(x)+r(x),
onde r(x)=0 ougr[r(x)]<gr(x—c),isto ¢, grlr(x)]=0.
Mas, por hipotese,

f©)=0=(c-c)-q(c)+r=0
<r=0.

Logo f(x)=(x-c)-q(x), ou seja, x—c é uma factor de fx).
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Definicdo 4:

Um elementoce F,onde F é um corpo, diz-se uma raiz ou zero de um
polinémio f(x)e Flx] se ésése f(c)=0.

Notemos que, pelo teorema 4, ¢ € uma raiz se e s0 se x—c¢ € um factor de fx).

Teorema 5:

Se a(x) e b(x) sdo polindmios sobre o corpo F, ndo ambos nulos, entdo
existe um unico polindmio d(x) com coeficiente director 1, sobre F' tal que:

() dx)|a(x), d(x)|b(x);
(i)  c(x)eF[x] c(x)|a(x), c(x)|b(x) entio c(x)|d(x).

O polindémio d(x)¢é chamado mdximo divisor comum (abreviando m.d.c.)
de q(x) e b(x).

Demonstragdo:
Suponhamos em primeiro lugar que 5(x) # 0.
Pelo algoritmo da divisdo temos que:
3, (0,1 () a(@)=b(x)-;(®+n(x) com r®=0 ou grlr@]<erlb(x)]
Se r,(x) =0 entdo b(x)|a(x) e, portanto b(x) é o m.d.c. de a(x) e b(x).

Se r(x)=0 entdo, aplicando repetidas vezes o algoritmo da divisdo
obtemos

a(x)=b(x)-q(x)+r(x), grln(x)]<grlb()]

a(x) =R (1), (D) +ry(x), gl ()< grln @]

Feea (0) =1 ()@ () + 1, (x), gl (0)] < grlr_ ()]

T (X) = 1 () Gy (X).
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Como grfr,(x)]> grlr,(x)]... temos que obter um resto igual a zero. Seja
r,(x) o {iltimo resto ndo nulo e suponhamos que r € o seu coeficiente director.

Vamos entdo verificar que r ', (x) =r(x) satisfaz as condigdes (i) e (ii)
do teorema.

(i) Observemos em primeiro lugar que r(x)|r,_(x).

Como r(x)| r,(x) concluimos que r(x)|r,_,(x). Assim sucessivamente
obtemos que

r()| 1. (x)

r(x)| r_,(x),...,

r(x)| r(x),
r(x)| 6(x),
r(x)| a(x),

o que significa que r(x) satisfaz (i).
(ii) Suponhamos que c¢(x) € um polindémio tal que c(x)|a(x) e c(x)|b(x).
Entdo, como #{x) = a(x)-b(x)-q,(x) concluimos que c(x}{r(x).
Como r,(x)=b(x)-r(x)-q,(x), c(x)|d(x) e c(x)|r(x).
Continuando este argumento obtemos ao fim de um namero finito de

passos, que c(x) [r(x) logo, c(x)|r'r,(x) e, portanto, c(x)|r(x).

Se s(x)=0 ¢ a, coeficiente director de a(x) entdo a, 'a(x) é tal que

a,a(x)|a(x) e a, a(x)|b(x).

Se r(x)| a(x) e r(x)| b(x) entdo obviamente c(x) | @, ‘a(x).
Portanto existe m.d.c. de a(x) ¢ b(x).

Vamos agora provar a unictdade.

Sejam d(x) e d,(x)os maximos divisores comuns de a(x) e b (x).
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Entdo por (i), temos que
dy(x) |d(x) e d(x)]|d,(x).
Logo

3 (,8(): d(x) =dy (D) /()
() = d(x)- £ ().

Como o coeficiente director de d(x) e d,(x)¢é 1 concluimos que o
coeficiente director de fx) e g(x) é 1.

Mas grld(x)]> grld,(x)] e grld,(x)]= grld(x)] e, portanto, grld(v)]= grld, ()]

Logo gr[f(x)]: gr[g(x)]= 0, ou seja, fix)=1=g(x) e, portanto, d(x) =d,(x).
c.q.d.

Exemplo 1: Determinemos o m.d.c. (a(x), b(x)), onde a(x)=x’-3x*+3x-2 e
b(x) = x* — 5x +6, polindémios em QO[x].

Aplicando o algoritmo da divisdo

x> —3x2+3x-2 | x*-5x+6
— x> +5x%-6x xe2
2x* -3x -2
-2x* +10x-12
Tx-14

x2—5x+6 Tx—14

=i Y lJc—3
7 7
-3x+6
3x-—-6 |
0
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temos que x’-3x®+3x-2=(x*-5x+6)-(x+2)+(7x—-14) e que
1 2

x? —5x+6=(7x—14)-(—x—~—].
7 7

Logo m.d.c. (x3 -3x* +3x-2,x* -5x + 6): x —2dado que o coeficiente
director, por definigdo, € igual a 1.

Teorema 6:

Se a(x) e b(x) sdo polindmios sobre um corpo F, ndo ambos nulos, e d(x)
€ 0 seu m.d.c., entdo existem polindmios u(x) € v(x)sobre /' tal que:

d(x) = a(x)- u(x) + b(x)- v(x).
Demonstracdo:
Da primeira igualdade da demonstragdo do teorema 5, temos que
n(x) = a(x) -b(x)-q,(x),
e, portanto, r,(x) é combinagdo linear de a(x) e b(x).

Entao
r5(x) = b(x)— 1y (x)- 45 (%)
= b(x) ~[a(x)~ b(x)- ¢ (9} ¢:()
| = b(x) —a(x)- g,(x) +b(x)- q,(x)- g5 (x)
= a(0)[- g, ()]+ b1+, (x)- g2 ()]

e, portanto, r,(x) também € uma combinagdo linear de a(x) e b(x).
Suponhamos agora que cada um dos restos r,(x),7,(x),...,7;(x) € uma

combinagio linear de a(x) e b(x).
Entdo, em particular,

rj—l (x) = a(x) g mJ‘-l(x) i+ b(x) 'nj—l (x)s
ri(x)=a(x)-m;(x)+b(x)-n,(x),
para certos polindmios m, ,(x),n, ,(x),m,(x).n,(x) sobre F.

Da igualdade r,_(x) =7,(x)-g;,,(x) +r;,,(x) obtemos que
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i (6) = £y (8) =1y () g (%)
= a(x)-m, 4 (2)+b(x)-n () = [aGe) - m () + 5 () 7, (D)} 40 ()
= () () =1, (0) @ (O} B () =1, ()1 ()]

ou seja, 7,,,(x) € combinagdo linear de a(x) e b(x).

Portanto, qualquer um dos restos, incluindo 7, (x) pode ser expresso como
combinagdo linear de a(x) e b(x).

Im(x),n(x) : r,(x) = a(x)-m(x)+b(x)-n(x).

d(x)=r _lf';, (x)=a(x) r U m(x) |+ b(x) r~n(x)
u(x) v(x)

c.q.d.
Exemplo 2:
Exprimamos o m.d.c. dos polinémios referidos no exemplo1 como
combinagdo linear dos mesmos.
Assim, do exemplo 1, tem-se que
X} =3x?+3x-2=(x*-5x+6)-(x+2)+(Tx—14).
Entdo
Tx-14 = (x3 ~3x2 + 3x—2)— (x2 -5x+ 6)- (x+ 2)
= TN(x-2)= (x3 ~3x® -1—3.!:—2)—-(x2 —5x+6)-(x+2)
> x-2= (x3 =352 & 3x—2)-%~—(x2 —5x+ 6)-(—%:——%}
1 x 2
Portanto d(x)=x-2=a(x)-u(x)+b(x)-v(x) para u(x)= e v(x) = 5
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Definigdo 5:
Dois polinémios f{x) e g(x) sobre um corpo F, dizem-se associados se
dee F\{0}: f(x)=c-g(x).
Exemplo 3:

Os polindmios f(x)=2x*-1 e g(x)=6x*-3 sdo associados em (Q
pois f (x) = 2g(x).

Observagdo:

1. Cada polindmio ndo nulo tem precisamente um polindémio
associado com coeficiente director igual a 1. Vejamos como...

Seja f{x) um polindémio com coeficiente director igual a a, e suponhamos
que Ax) estd associado a dois polindmios modnicos, designadamente

fix) e f,(x).
Entio
f()=a,f(x)
f()=a, f,(x)

a,fi(x)=a,f(x)= fi(x)= f(x)
"

f(x) polindmio ndo nulo

2. Cada polinémio de grau pelo menos 1 tem dois conjuntos de divisores
obvios, os seus associados e os polinémios de grau 0. Vejamos como...

Seja f{x) um polinémio de grau pelo menos 1 e g(x) um seu associado.

Logo 3ceF\{0}: f(x)=cg(x) o que implica que g(x)| Ax). ®
Seja a um polindmio de grau zero. Temos entdo que f(x)= ala" W (x)J

187




Definicdo 6:

Se um polindémio fix) de grau pelo menos 1, ndo tem outros divisores
entdo, diz-se irredutivel, isto é,

se  f(x)=g(x)-h(x)
fx) é irredutivel
entio um de g(x) e A(x) tem grau zero € o outro é associado a f{x). ¥

Se um polindémio ndo é irredutivel entdo diz-se redutivel.

Veremos que um polindmio ser ou néo irredutivel depende do corpo F.
Coroldrio 1:

Se F éum corpo e a(x), b(x), p(x)e F[x] com p(x) irredutivel, entéo

p()| a(x) b(x) = p(x)|alx) ou p(x)| b(x)

Demonstragdo:

Suponhamos que p(x) fa(x). Entdo, o m.d.c. de p(x) € a(x) é 1.

Logo, pelo teorema 6, Ju(x),v(x)eF [x]: 1=u(x)- p(x)+v(x)-a(x), o que
implica que b(x)=u(x)- p(x)-b(x)+v(x)-a(x)-b(x).
Como p(x)|p(x) e p(x)a(x)-b(x) concluimos que

p@u(x)- p(x)-b(x), pp(x)-a(x)-b(x),
= p(Ou(x)- p(x)-b(x) +v(x)-a(x) - b(x)

= p(x)|b(x).

| @ Se f(x)=g(x)-h(x)e F[x] entdo dizemos que g(x) divide fix), ou em simbolos
* g(x)|f(x), e h(x)|f(x).

@ Podemos fazer uma analogia entre os niumeros primos e os polinomios irredutiveis.
Assim, um nimero p é primo se tem apenas dois divisores, ele proprio e o 1. Um
polinémio p(x) ¢ irredutivel se tem apenas dois tipos de divisores, os de grau zero e os

seus associados.




O outro caso a demonstrar ¢ analogo ao anterior.

Corolario 2:

Se p(x),a,(x),...,a,(x) sdo polindmios sobre F' com p(x) irredutivel entdo

P ()2 (%)-..a,() =T € {,..n}: p)a; (x).
Demonstragdo:
A demonstragdo sera feita por indug@o.

Paran=1 o resultado ¢ dbvio.
Suponhamos que n>1 ¢ que

p(x)la, (x)-a,(x)-....a,(x)=>3ie {1,...,n}: p(x)la,. (x).

Se p(x)|(@,(x) a,(x)-..a,(x))-a,(x) entdo, pelo corolario 1,

p(x)la1 (x)-ay(x)-...-a,;(x) ou p(x)|an (%)
Pela hipdtese de indugdo

Je {1,...,n—1}: P¥ja;(9) ou p(x)a,(®).

Teorema 7 (teorema da factorizagio tinica):

Cada polinémio de grau pelo menos 1 sobre o corpo F pode ser escrito do
modo unico seguinte:

afy(x) fo(x) ... £,(x) onde aeF e fi(x),../,(x)eFlx]

irredutiveis e com coeficiente director igual a 1.
A menos da ordem esta expressao € Unica.

Demonstragdo:

Seja S o conjunto dos polindmios sobre F, de grau maior ou igual a 1 que
ndo podem ser escritos como no enunciado.
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Vamos verificar que § =&.

Suponhamos que S§=@. Pelo axioma da boa ordem®, aplicado ao
conjunto dos graus dos polindmios de S, sabemos que existe um polinémio de
grau minimo (positivo) em S.

Seja a(x) um tal polindmio e suponhamos que o seu grau € A.

a(x) ndo ¢ irredutivel (por definigdo de S).
Portanto, pode ser factorizado
a(x)=a,(x)-a,(x), com 1< grla,(0)]<n, 1< gr[a2 ()] <n.

Pela escolha de a(x) concluimos que a,(x) e a,(x) ¢ S.

Portanto, por defini¢do de S, de a,(x) e a,(x) podem-se escrever como o
produto de uma constante por um polindmio irredutivel com coeficientes
directores iguais a 1.

ay(x) = ag(x)-...- g(x)
az (x) = bhl(x)‘...' h! (x)

a(x) =ag(x)-...- g, (x)-bhy(x)-...-h,(x)
= abg (%) ... g, (x) Py (x) o By ()

sa(x)e S, o que € um absurdo.
Provemos entdo a unicidade.

Suponhamos que

f)=ap(x)-... p(x)=bg(x)-....q,(x) onde p;(x),q;(x)

sdo polindmios irredutiveis com coeficiente director igual a 1.

Como p (x)|ap,(x)-...-p,(x) concluimos que p,(x)|bg,(x)-...-q,(x)

pix)p ou py(0)|g(x)-... g, (%).

Se P«@ e Pcfaa+a,..} onde aeZ, entdo P tem um primeiro elemeto (ou elemento
minimo).
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Pelo corolario 2, Jje{,....t}: pl(x)|qj (x)
py(x) irredutive | = gr[pl(x)]> 0
q;(x) irredutive | = p;(x) € seu associado.

Logo 3ce F\{0}: ¢,(x)=cp,(x). Como os coeficientes directores de
pi(x) e q,(x)sdo iguais a 1, concluimos que ¢ =1 e portanto g;(x) = p,(x).

Logo ap,(x)-.... p,(x) =bq,(x)-...: ¢, (¥)- 4, (%) -...- ¢, (x).

Repetindo este argumento vemos que P>(x)€é um dos polinémios
irredutiveis do segundo membro da igualdade e na verdade, cada polindmio
irredutivel do primeiro membro é um polinémio irredutivel do segundo membro.

Se s<t ou t<s entdo 1¢éum produto de polinémios irredutiveis.

Portanto, s=f € 0s p,(x),...,p,(x) sd0 os mesmos, eventualmente por uma

ordem diferente.
&4.4d.

Exemplo 4:
Vejamos a factorizagdo do polinémio 3x* —3x? —6 em diferentes corpos.
= QOfx]: 3(x*-2)-(x* +1)
= IR[x]: 3(x—«/5)- (x+fi)- (x* +1)
s Clx]: 3(x=+2)- (x++/2)- (x=i)-(x+) |
Teorema 8:

O numero de raizes de uma equagdo polinomial f(x)=0,onde os
coeficientes de f{x) pertencem a um corpo /, ndo € superior ao seu grau.

Demonstragdo:

Seja d o grau de fix) e r, uma raiz da equagdo, ou seja, um zero de f(x).
Entdo, pelo teorema 4, x—r, ¢ um factor de f(x), e temos que
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f)=(x-n) g,

Comparando os graus em ambos os membros da equagdo acima, temos
que:

grlg(]=4-1.

Agora se r, #r, é também uma raiz da equagdo, temos pelo teorema 4,
que:

(x=ry ) f(x) = (x=1) g (x).

Como (x-r,)} (x-7), temos que pelo corolario 1
(-r)a() o g()=(-n)aE

onde grlg,(x)]=d-2. Se existem n raizes distintas entdo g, (x) = (x—r,)-,(x),
onde grlg, (x)]=d -n Mas ¢, (x)< F[x] ndo tem grau negativo, logo

d-n=0, e n<d.

| Teorema 9 (critério de irredutibilidade de Eiesenstein):

Seja p um niimero primo e

2
an—l, g{’an, P /KTO'

f(®) =ay +ax+ayx’ +..+a,x" € Z[x] tal que p]ao, p|a,,...,p

Entdo fx) ¢ irredutivel.

Demonstragdo:

Suponhamos com vista a um absurdo que,
u<n, v<ne f(x)= (b0 +b,x+...+b,‘x“)-(c0 +c1x+...+cvx")

Se plb, e plc, entdo p*[b,-c,, isto €, p’la, o que ndo € possivel.

Portanto, p ndo divide b, e c, simultaneamente.
ASSim p|aﬂ =b0¢:‘0 = plbo ou p|00
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Portanto p divide um e um s6 de b, e ¢. Suponhamos sem perda de

generalidade que ple, ¢ pib, .
c,b, =a, o que ¢ absurdo.

c, entdo p

pke,

Seja k o menor inteiro tal que: pAe,.

Se p

Sabemos que a, =b,c, +bc,, +...+5,C,.

Como plb,c,.... Plbic,s € pla, temos que plb,c, 0 que implica que

plpe ou ple, 0 que € absurdo.

Logo fix) ¢ irredutivel.
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4. Extensoes de corpos

Nesta sec¢do 0 nosso objectivo € construir uma extensdo £ de F que contenha
uma solugdo da equagio polinomial de grau finito » sobre F°

p(x)= p, +px+p, X’ +..+px", peF para i=0L..n p,# 0.

De facto, podemos generalizar o nosso objectivo pois, tendo a extensdo £
que contenha uma raiz r de p(x) =0, podemos factorizar p(x) como (x—r)-g(x)

em E[x] e estender E a D se necessério para incluir uma raiz de ¢(x) =0, isto €,
uma segunda raiz de p(x)=0.Continuando este processo iremos eventualmente
obter uma extensdo F que contenha todas as raizes de p(x) =0.

Observagdo:
Os resultados que de seguida enunciaremos tiverem assinalados com o
simbolo * ndo serdo demonstrados.

Definicdo 1:
Se todo o elemento de um corpo F é um elemento de um corpo £ e se em

F estio definidas as mesmas operagdes que em E, entdo /' ¢ um subcorpo de E, e
E é uma extensdo de F. Escrevemos F C E.

Diz-se que E é uma extensdo finita de F quando encarando £ como um
espago vectorial sobre o corpo F ele tem dimensdo finita. A notagdo usada para
simbolizar dimensdo ¢ [E:F]. Assim quando escrevemos [E: F]=n, significa que

E é uma extensdo finita de grau n sobre F.
Teorema 1*:
Se temos um corpo K e subcorpos, K’ e K’ tal que:

K”gK'g K.

Se K é extensdo finita de K’ e K’ é extensdo finita de K’ entdo K é
extensdo finita de K’’, tendo-se

- k:x=[k kKR

™ A partir deste momento sempre que usarmos a designagdo [ consideraremos que se
trata de um corpo.
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Definicdo 2:
Seja F

(U

(i)

Observagdo:
K[s]c

Definicdo 3:

simples de K.

uma extensiode Ke S F.

O anel obtido por adjungdo de S a K, que representamos por K[S] é
o subanel de F gerado por K US,ou seja, € 0 menor subanel de I

que contém KUS.

K{(S)

- O

O corpo obtido por adjungdo de Sa K, que representamos por K(S)
¢ um subcorpo de F gerado por K US.

K(S).

De acordo com a definigdo 2, se S ={a}, entdo K[a] chama-se extensdo

Teorema 2*:

De acordo com a definigdo 2 temos que K [a]={p(a): p(x) e K [xp

Teorema 3*:

De acordo com a defini¢do 2 temos que

K(a)= {f—@  p(x),q(x) € K[x} gla) # 0}
q(a)
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Teorema 4*:

Seja K um corpo e p(x) € K[x] um polinémio irredutivel. Existe uma extensdo
de K na qual p(x) tem uma raiz.

Definicdo 4:

Sejam K* uma extensdo de K e p(x) um polindmio irredutivel. Quando p(x)
tem uma raiz em K* dizemos que K* é um corpo de ruptura de p(x).

Exemplo:

Construimos C a partir de IR, juntando um so elemento, i. C € pois uma
extensdo simples de IR, dado que C=IR[i]. Diz-se também que C ¢ um corpo de
ruptura de x* +1 pois x*+1 tem uma raiz, alias duas, i e —/, em C.

Teorema 5*:

Seja f{x) um polinémio de grau ndo inferior a 1. Entdo existe uma extensao
de K na qual fix) se decompde em factores lineares (isto €, de grau 1), salvo a
multiplicagdo por uma constante.

Defini¢do 5:

Seja F uma extensdo do corpo K e ae F.Diz-se que a € algébrico sobre K
quando a ¢ raiz de algum polinémio ndo nulo de K[x]. Ou seja, a € algébrico
sobre K se Ip(x) e K[x]\ {0} : p(a)=0.

Caso contrario, a diz-se transcendente sobre K.

Exemplo:
(i) V2 € IR é algébrico sobre Q pois é raiz de x* -2.

(i)  ieC é algébrico sobre IR pois é raiz de x* +1.

Definigdo 6:

Seja F uma extensdo do corpo K. Dizemos que F € uma extensdo
algébrica de K quando todo o elemento de F é algébrico sobre K.
Caso contrario, F diz-se uma extensdo transcendente de K.
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Exemplo:

C ¢é uma extensdo algébrica de IR.

Teorema 6:

Seja F uma extensdo de K e a e F algébrico.
Existe um e um s polinémio irredutivel com coeficiente director igual a

1, p(x) e K|[x] tal que, a é raiz de p(x).
Qualquer polinémio de K [x] que tenha a como raiz € multiplo de p(x), o
qual tem grau minimo entre 0s polinémios que admitem a raiz a.

Demonstragdo:

Por hipétese a e F é algébrico sobre K, pelo que existe um polindmio (de

grau n)
fx)=c,+ex+ex’ +..+c,x" € K|[x]

do qual g é raiz.
Logo f(a)=0, isto é, ¢, +ca+c,a +..+c,a"=0.

. ¢ € _C c
Assim =2+ Lag+-2a*+. . +-2a" =0,

c c c c

n n n n

portanto a € raiz do polinémio

& .. 8 . O ; ; :
% 1S+ S 42+ +x"(tem coeficiente director igual a 1).
c C C

n n n

Seja p(x) um polinémio com coeficiente director igual a 1 de grau minimo
que admita a raiz a. '

Sera que p(x) é irredutivel?

Se p(x) é redutivel entdo existe g(x) divisor (ndo associado a p(x) nem
polinémio de grau zero) de p(x).

1< grlg(0)]< grlp()}
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3h(x) € K[x]: p(x) = g(x)- h(x).
Notemos que

grlp(0)]= grlg(x)]+ grlh(x)]

- grlh(o)] < grlp()]

0= p(a)=g(a)-h(a)
=g(@)=0 ou h(a)=0
=>a éraizde g(x) ou a éraizdeh(x).

0 que ¢ absurdo porque p(x) é um polinémio de grau minimo entre aqueles que
admitem a raiz a.

Portanto p(x) é irredutivel.

Por outro lado, se f(x) € K[x] admite também a raiz a, temos que
3q(x),r(x) e K[x]: f(x) = p(¥)- () +r(x) onde grlr(®)]<gr{p()] ou r(x)=0.

Assim
0= /(@)= p(@)- g(@)+r(a)

0=r(a).

Como p(x) é o polindmio de grau minimo que tem araiz a e
gr[r(x)] & gr[p(x)] e r(a)=0entdo r(x)=0.

Logo concluimos que r(x)=0.
S () = p(x)- q(x).
o f(x) émultiplo de p(x).
A unicidade é 6bvia, pois qualquer polinémio que admita a como raiz €

multiplo de p(x).
e
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Defini¢do 7:

Nas condigdes do teorema anterior, 0 polindmio p(x), chama-se o
polinémio minimo do elemento a.

Se p(x) tem grau n, o elemento a diz-se algébrico de grau n sobre 0 COIpo
K.

Teorema 7*:

Se a ¢ um elemento algébrico de grau n sobre K, entdo K[a] € um espago
vectorial sobre X de dimensdo n, sendo 1,a,...,a"" uma base de K[a] sobre X.
Reciprocamente, se K[a], encarado como €spago vectorial sobre K tem

dimensio finita », entdo a é algébrico de grau n sobre K.
Teorema 8*:
Seja F uma extensdo finita de X.

F é uma extensio finita se e so se F pode ser obtido pela adjungdo sucessiva
de um ntimero finito de elementos algébricos sobre K.

Teorema 9*:
Sejam K, F e W corpos tais que K < FcW.

Se F ¢ extensio algébrica de K e I ¢ extensdo algébrica de F, entdo V¢
extensdo algébrica de K.

Neste momento ja temos alguns conceitos da teoria dos corpos para
apreciar a teoria de Galois.
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5. Teoria de Galois

“Bonita”, “estruturada”, “rica”, “elegante”, estas sao as palavras usadas
em varias introdug@es 4 teoria de Galois, onde a teoria dos grupos ¢ a teoria dos
corpos estdo intimamente ligadas, capazes de se explicarem mutuamente.

A teoria é suficientemente capaz de navegar por si sO, assim iremos em

primeiro lugar introduzi-la (através da definigdio de alguns conceitos e da
descri¢do de alguns teoremas) para entdo depois admira-la.

Consideremos um corpo K e uma sua extensdo L.

Definigdo 9:
Chamamos automorfismo-K de L um automorfismo ¢ de L tal que

p(z)=2, Vzek.

Teorema 10*:

Designemos por G(L:K) o conjunto de todos os automorfismos-K de L.
Entédo:

() G(L:K)é um grupo relativamente a operagdo de composigdo de
aplicagdes.

(i) Se K’ é um subcorpo de L tal que K c K'c L(corpo intermédio da
extensdo K c L) entdo G(L: K")<G(L:K)

Definigio 10:

O grupo G(L: K)toma o nome de grupo de Galois da extensdo L de K.

Teorema 11*:

Seja H<G(L:K) O conjunto C(H)= freL:p(x)=x,Ype H} é um corpo
intermédio da extensdo L de K, que toma o nome de corpo fixo de H.
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Teorema 12%:

Qualquer conjunto de automorfismos (distintos) do corpo L é linearmente
independente, ou seja,

s€ @, 9,,....,, sdo n automorfismos quaisquer de L entdo

Zaiwi =0:a§ :OL’ iZl,...,n.

i=1
Teorema 13*:

Seja L uma extensdo finita de K e H :{(p,,(pz‘._.,g)m} um subgrupo de
G(L: K)
Entdo, [L:C(H)]=m=|H].

Coroldrio 14*:

Se [L:K]=nentdo |G(L:K)|<n.

Definicio 11:

Seja K um corpo € a(x)=a, +ax+ax’ +..+a,x" € K[x]

Chama-se derivada de a(x) o polinémio a'(x)=a, +2a,x+...+na,x"".
Teorema 15*:

Se K tem caracteristica 0 entdo um polindmio irredutivel em K[x] ndo
pode ter raizes miltiplas.

Demonstragdo:

Suponhamos que a(x) € K[x] é irredutivel e tem uma raiz miltipla c. Entdo
numa certa extensdo K temos que
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a(x) = (x~c)* -q(x)

= a'(x) = 2(x—c)-¢(x) + (x-0) -¢'(x)

e entdo c é raiz de a(x).

Seja p(x) o polindmio minimo de ¢ sobre K.

Uma vez que a(x) e a’(x) tém a raiz ¢ entdo
p(xa(x) e p(x)a(x).
= p(x) = a(x)
el a(x)|a'(x)
= () =1,
Sendo
ax)=a,+ax+...+a,x" com a,#0
a(x)=a,+2a,+..+nax""
e portanto na, =0 o que implica que c(K) # 0.

. a(x) ndo tem raizes miltiplas em qualquer extensdo de X.

Exemplo:

Reparemos que o polinémio x* -2 < Q[x] ¢ irredutivel. As suas raizes nio
sdo multiplas.

Coroldrio 16*:

Se um corpo K tem caracteristica 0 entdo, toda a extensdo finita de K é
uma extensdo simples.




.

Sendo K um corpo qualquer e f(x)eK [x], sabemos que existe um corpo,
extensdo de K, no qual f{x) se decompde em factores lineares.

Por exemplo, seja f(x)=x —4x*-5¢ Olx]

Entéo f(x):(x—i)-(x+i)-(x—-\/§)-(x+«/§) em C[x] O mesmo acontece
com f{x) em Q(i,\/g)c C.Como Q(I\E) ¢ a mais pequena extensdo em que

conseguimos decompor f{x) entdo, denomina-se corpo de decomposi¢do de f(x)
sobre Q.

Defini¢cdo 12:

Seja f(x)eK[x] e L um extensdo de K. Dizemos que L € um corpo de
decomposig¢do de fix) sobre K, quando:

(i)  Ax) se decompde num produto de factores lineares em Llx}

(i) Se L’ é um corpo intermédio da extensdo KcL e se fix) se
decompde em factores lineares em L [x] entdo L’ = L.

Definigdao 13:

Se L é uma extensdo de um corpo K, diz-se que ¢ uma extensdo normal
quando todo o polindmio irredutivel p(x) e K|[x] que tenha uma raiz em L se

decompde em factores lineares em L[x]. Ou seja, se p(x) tem uma raiz em L entao,
tem todas as raizes em L.

Exemplo:
()  C é uma extensdo normal de /R.

(i) IR ndo é uma extensdo normal de O pois, observemos o seguinte
contra-exemplo:

o polindémio ( - 2)- (x’ 4 l)e O[x] apesar de ter uma raiz real, J2elR,
tem duas raizes complexas, pois §i,-ijcC e i¢IR

(iij) Se [L:K]=2 entdo L é uma extensdo normal de K. Vejamos
como...

Suponhamos que p(x) e K [x] é irredutivel e seja @ € L uma raiz de p(x).
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Assim 2=[L:K]|=[L: K(2)] [K(@): K)]
Logo [K(a):K ]< 2 pelo que p(x) se decompde

x* +bx+ceK|x]

(-@)-(x= )= x" ~(a+ B)x+ap

b=a+f=>p=b-gel
ek T ek el
= el

Teorema 17*;:

Uma extensdo L de um corpo K ¢ finita e normal se e s6 se L € corpo de

decomposi¢do de algum polinémio sobre K.

Definigdo 14:

()  Um polindmio irredutivel f(x)e K|[x] é separdvel sobre K quando
ndo tem raizes multiplas em qualquer corpo de decomposigéo.
(i)  Um polinémio é separdavel sobre K quando todos os seus factores

irredutiveis o sdo.

(iii)  Se L é uma extensdo de K, um elemento a € L, algébrico sobre X é
separavel sobre K quando o seu polinémio minimo o é.

Teorema 18*:

Seja L uma extensdo algébrica separavel de K e M um corpo intermédio

entao:
M ¢ uma extensdo separavel de K

L € uma extensdo separavel de M.
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Definigdo 15:

Seja L uma extensdo algébrica de K. Chama-se fecho normal dessa
extensdo, uma extensdo N de L tal que:

(i) N éuma extensdo normal de K.

(ii)  Se M é um corpo intermédio entre L e N e € extensdo normal de K,
entdoM = N.

Ou seja, o fecho normal é a mais pequena extensdo normal de K que contém L.
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6. Solucio por radicais

O principal problema da teoria de Galois, consiste na obtengdo de
condigdes tal que, para uma dada equagdo polinomial, se encontre um algoritmo
que permita calcular as respectivas raizes efectuando sobre os coeficientes as
operagdes de adigdo, subtracg¢do, multiplicagdo, divisdo e radiciagdo. Dizemos
neste caso, que a equagdo € soluvel por meio de radicais.

Definigdo 16:

Seja G um grupo. Chamamos série em G a uma sequéncia

G,G,,....G,,G, .,
de grupos de G tal que:

(‘) G, ={1};
() G,,=G;

m+

(iii) G, <G\, i=0,..m

Stg f N |

1}=G,<G,«.<G <G, =G

m—""m+l —

Caso os grupos sejam todos distintos diz-se que a série considerada tem
comprimento m.

Uma série em G diz-se abeliana quando todos os seus factores sdo grupos
abelianos.

Quando um grupo tem uma série abeliana dizemos que G ¢ um grupo
resoluvel.

Teorema 19*:

O grupo simétrico §,,% com n>4,ndo é resoluvel.

MO simbolo « significa que o grupoG, € um subgrupo invariante de G,,,. Ou seja, H ¢
um subgrupo invariante de G, isto é, H<«Gse xHx' = H, VxeG.
)5 é o grupo das permutagdes de n elementos.
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Definicdo 17:
1. Seja L uma extensdo de um corpo K. Dizemos que L ¢ uma extensdo

radical quando L =K(,,....,) onde, para cada i=12,...,m, existe um inteiro n,
tal que

(i) a" €K;

(i) o eKlay,.aiq)i>1

2. Se K é um corpo de caracteristica 0 e f(x)€ K[x] seja L um corpo de
decomposigdo de f{x) de K. Dizemos que f¢é soltvel por meio de radicais quando
existe um corpo M, extensdo de L, que seja uma extensao radical.

Teorema 20*:

Se K é um corpo de caracteristica 0 e K< LcM onde M ¢é uma extensdo
radical de K entdo o grupo de Galois G(L:K) é resolavel.
Definigdo 18:

Seja L corpo de decomposigdo de f(x) € K[x] sobre K. Chamamos grupo
de Galois de f(x) sobre K 0 grupo

szG(L:K)

Teorema 21*:
Seja K ¢ um corpo de caracteristica 0 ¢ f(x)€ K [x]

Se f{x) é soliivel por meio de radicais entdo, G, ¢ um grupo resoluvel.

Se existisse uma formula que fornecesse as raizes de qualquer polinomio
de grau n em termos dos seus coeficientes, entdo isso iria também descrever as
raizes da equagdo x” +c, ;X" +..+¢x+¢, =0.
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Lema 22*:

Seja p um niimero primo e f(x) € O[x] um polinémio irredutivel de grau p.
Se f(x) tem dois e so dois zeros complexos ndo reais entdo G € 0 grupo
simétrico S .

Exemplo:

Mostramos de seguida que o polindmio x* —6x+3 ndo é solavel por meio
de radicais sobre Q.

Recorrendo ao critério de irredutibilidade de Eisenstein verificamos que 0
polindmio  f(x)=x* —6x+3¢ irredutivel em Ox] Pois, 3 é primo e

3B, 36 341 3P
Repare-se que
FEt=lE;
f(=)=8
f=-2
F=128,

Pelo teorema de Bolzano concluimos que f{x) tem pelo menos trés raizes
reais.

Assim, para aplicarmos o lema anterior, ¢ necessario averiguarmos se as
outras raizes sdo ou nao reais.

F1(x) =5x* 6.

Como Q tem caracteristica 0 e f{x) ¢ irredutivel, o polindmio so tem raizes
simples.

Assim, pelo teorema de Rolle® f ndo pode ter mais do que trés raizes
reais. Donde, pelo lema anteriorG, =55 nao é resoluvel.

Entéio pelo teorema 21, fndo ¢ solavel por meio de radicais.

3 Entre dois zeros da derivada existe no maximo um zero da fungao.
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Capitulo VI - Teorema Fundamental da Algebra

1. Conceitos basicos

Antes de enunciarmos o estudo do Teorema Fundamental da Algebra
iremos definir alguns conceitos que lhe sdo inerentes.

Defini¢ido 1: Chamamos polindmio complexo numa indeterminada x a
uma expressdo da forma
p(x)=a,x"+a, x"'+. . +ax+a,

onde os coeficientes a, (0<i <n)sdo nliimeros complexos. "’

> Se todos os coeficientes forem nameros reais, dizemos que se trata de um
polinémio real.

> Se todos os coeficientes forem nulos, o polinémio chama-se polinémio zero.

Definigio 2: O polindmio p(x)=a,x"+a, x""' +. +ax+a, diz-se de
grau n se a, #0 e a, chama-se o coeficiente director.

> Se n =0 o polindmio diz-se constante e nos casos em que n >0 diz-se ndo
constante.

> Se o coeficiente director for igual a 1 o polinomio diz-se monico.

Observagdo: Um polinémio de grau 1 diz-se linear ou binomial, um polinomio
de grau 2 diz-se quadrdtico, um polindmio de grau 3 diz-se cubico, um
polinémio de grau 4 diz-se qudrtico, um polinémio de grau 5 diz-se quintico, ¢
assim sucessivamente.

M Quando dizemos que z=x+yi € C é um nimero complexo, ndo estamos a excluir
a possibilidade de a parte imaginaria 3(z) =y ser nula e z se reduzir a sua parte real,
isto &, z =NR(z) = x ser um nimero real.
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Definigido 3: Os polindmios p(x) e g(x) dizem-se iguais ou idénticos se e
s0 se tiverem 0 mesmo grau e os mesmos coeficientes.

Definigdo 4: Um namero complexo ¢ ¢ uma raiz (ou zero) do polinémio
p(x)=ax"+a,_x""+. . +ax+a,
seesose p(c)=0, istoé,
pe)=ac" +a, " +..+ac+a, =0..

Também dizemos, neste caso, que c¢ € uma solu¢do da equagdo
polinomial p(x)=0.

2. Histéria resumida do Teorema Fundamental da Algebra

O Teorema Fundamental da Algebra (abreviadamente, TFA*) ¢
actualmente conhecido como a proposig¢do de que

todo o polindmio complexo ndo constante, numa indeterminada x,
possui, pelo menos, uma raiz complexa.

O TFA foi demonstrado por Carl Gauss em 1799 num trabalho que
constitui a sua tese de doutoramento, com o titulo bem descritivo “Nova
demonstrag¢do do teorema de que toda a fungdo racional inteira de uma variavel
pode ser decomposta em factores reais do primeiro ou segundo graus”. Gauss
voltou posteriormente a fazer mais trés demonstragdes deste teorema, a Gltima
das quais em 1849.

O titulo do trabalho de Gauss sugere, por um lado, que existiriam
tentativas de demonstragdes anteriores €, por outro, que a questdo essencial era a
da decomposi¢do em factores reais (isto €, com coeficientes reais) lineares ou
quadraticos (ou seja, de uma das formas ax+5b ou ax’+bx+c), questdo que &,
alias, equivalente a da existéncia de raizes complexas.

) Infelizmente, esta sigla também designa o Teorema Fundamental da Aritmética
(existéncia e unicidade da decomposigdo em factores primos) mas, nesta secgdo, refere-
-se exclusivamente ao teorema enunciado para os polinomios.
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No século XIX, a Algebra ainda era essencialmente entendida como a
teoria dos polindmios com coeficientes reais ou complexos ou, se quisermos,
como a teoria das equagdes algébricas, sendo o TFA considerado como o
teorema fundamental desta teoria. Mas, ao contrario da énfase que tinha sido
dada no passado, ndo era tanto a obtengdo de solugdes de equagdes da forma
p(x)=0 como a questdo da existéncia de solugdes (em C) que ocupava o centro

de interesse de Gauss pois, a existéncia era considerada longe de trivial.

A importancia maior do TFA para a historia das equagdes algébricas (bem
como para a dos niimeros complexos) é simplesmente o facto de ter sido possivel
demonstra-lo, o que abriu o caminho para o reconhecimento e desenvolvimento
dos nimeros complexos e da Analise Complexa em toda a sua plenitude.

Mencionemos alguns antecedentes histéricos do TFA, comegando pelos
éxitos, ja descritos no capitulo IV, dos algebristas italianos seiscentistas na
resolugdo das equagdes quadraticas, cibicas e quarticas gerais, conseguindo
exprimir sempre as respectivas raizes por meio de radicais, em fungdo dos
coeficientes. Em algumas dessas resolugdes verificou-se que se podia trabalhar
com quantidades mais gerais do que numeros complexos. Essa descoberta foi
feita aquando da aplicagdo da formula de Ferro-Tartaglia-Cardano que fornecia
as raizes de uma equagdo ciibica. A foérmula quando aplicada a equagdo
x* =15x+4 fornecia uma resposta que envolvia v—121, no entanto Bombelli
sabia que a equagdo tinha como solu¢do x =4. Com alguma pericia, Bombelli foi
capaz de manipular os seus “niimeros complexos” e obter a resposta correcta. Foi
na resolugdo de equagdes cibicas que os numeros “imaginarios” fizeram uma
fugaz e incontornavel aparigdo, ¥ como que a anunciar para a posteridade que
ndo podiam deixar de ser considerados em certas situagdes.

A quintica geral resistiu a todas as tentativas de resolugdo por meio de
radicais, mas por boa razdo, pois tais expressdes para as raizes sdo, em geral,
impossiveis de obter, como veio a demonstrar N. Abel em 1826.” Todavia, até
a altura em que Gauss se debrugou sobre o assunto, quase todos 0s matematicos
acreditavam na existéncia de raizes em alguma “terra de ninguém” (como
diriamos hoje, na linguagem da teoria de Galois, uma extensdo do corpo C) e,
desenvolviam métodos imaginativos para mostrar que tais solugdes eram, na
realidade, niimeros complexos, mas ndo existia uma prova geral de que fosse
sempre assim.

®) E claro que a equagdo quadratica ax’ +bx +c¢ = 0também tem solugSes complexas
(quando o discriminante é negativo), mas os matematicos podiam dizer (e diziam!) que
nesse caso nao havia solugdes. Até a época de Descartes, pelo menos, também diziam
que as solugdes negativas ndo eram solugdes “reais”!

“) B L. Van der Waerden, 4 history of algebra from Al-Khwarizmi to Emmy Noether,
Springer-Verlag Berlin Heidelberg, New York Tokyo, 1985, 85-88.




Albert Girard, na sua L 'invention en algébre, em 1629, foi o primeiro a
afirmar que ha sempre n solugdes (possivelmente repetidas), mas nio o
demonstrou. Descartes, na 3* parte de La Géometrie, em 1637, descreve tudo o
que se conhecia na época sobre equagdes, observa que um polindémio p(x) que se
anula em ¢ ¢ divisivel por x-c®Leibniz, na Acta Eruditorum, de 1702,
considera a questdo de saber se é sempre possivel factorizar um polinémio em
factores reais lineares ou quadraticos, mas cede pela negativa, face ao seguinte
“contra-exemplo”:

x* +qt = (x2 —azi)- (xz +a2i)
= (e + i) (- avi)- (e+ av=7)- (e —av=7),

no qual, segundo Leibniz, o produto de quaisquer dois factores lineares no
membro a direita nunca é um polindémio quadratico real. Nio ocorreu a Leibniz

que Vi e vJ-i pudessem ser da forma a+bi. No entanto,
w/l-'zg(l+i) e inz—‘gg(l—i),
donde resulta que

(x+aJ_) (x+a\/_) x* +av=i+aix+at i -i

22

=X +a—(l—1)x+ —(1+1)x+a

7 i i3

=x? +a——-—a-———-x+a—x+a—zx+a Z 2

=x? +a2x +a".

Y Resultado que j4 referimos no capitulo anterior.

214




T

O que significa que o produto do 1° e do 3° factores ¢ um polindmio real do
segundo grau. Analogamente determina-se que O produto do 2° e 4° factores ¢
polinémio real do segundo grau, igual a x? +2ax+a’ obtendo-se a seguinte
factorizagdo:

FEE = (x2 +a\[5x+a2)-(x2 —a\/—ix-%az)

O que também escapou a Leibniz foi o facto de que a factorizagdo acima
resultaria facilmente da identidade

2
x*+at = (x2 +a3) =Ja’x’.

O exemplo acima serve para ilustrar um ponto histérico importante. De
facto, as hesitagdes de Leibniz ndo sdo de espantar, pois somente no século
XVIIL antes de Gauss se debrugar sobre o assunto, a questdo que ocupava oS
algebristas ndo era tanto a de saber se as equagdes algébricas possuiam solugéo,
mas sim a de saber que forma elas tinham, ¢ ndo era de todo claro que pudessem

ser sempre expressas na forma a+bicom a, b reais (a notagdo i =+/—1foi
introduzida por Euler em 1777). Pelo contrario, acreditava-se que pudesse haver
uma hierarquia de “quantidades imaginarias”, de que as da forma a+bi seriam
as mais simples.

Euler, em carta a Bernoulli de 1742, enuncia o teorema da factoriza¢do na
forma que Leibniz formulara hipoteticamente. Na resposta, Bernoulli aponta um

presumivel contra-exemplo, o do polinémio x* —4x* + 2x? +4x+4, cujas raizes
sd0

x, =1£42+i3, x,=1£42-i3. (1)

Vejamos como, recorrendo ao processo descrito no capitulo IV, se obtém as
raizes (1) da equagdo quartica acima.

Considerando a mudanga de variavel x = y +1 eliminamos o termo em ¥,
obtendo-se a equagio biquadrada y*-4y*+7=0, cujas raizes sdo

Y =22 +i3, yi =2y2-iV3.

Logo obtém-se (1).
Perante a decomposigdo da equagdo quértica acima, Euler desfez a davida

mostrando que os produtos (x—x,)-(x-x,) e (¥~ x,)-(x—x,) sdo polinémios
reais do segundo grau.
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Note-se que, de facto, se tem:

(x——xt)-(x—x3)=[x—[l+m):|-{x—(l+ 2—i~/§]}

=(x—1—m3—)(x—l— 2-:‘«@

=x —[2+3[2—i 3 +\/2+i@Jx+l+3/2-iﬁ-\/2+i1/§l+}/2—i\/§ +2+i3
; % ;i

=x?—(2+ak+1++7 +aq,

onde a=+4+2y7, pois
a’ =|(2-i i3] =2-1 i N2-i32+i3 = .
[(\/2 J§J+(J2 JEH 2-if3+2+i3+2:42 3ﬁ\/2+ V3 =4+27

Analogamente tem-se que

(x-x,)-(r=x,)=x* - (2-a)x+1+7 -a,onde a = y4+27.

Quatro anos mais tarde, Euler tenta uma demonstragdo rigorosa para 0s |
polinémios reais (com coeficientes reais) de grau menor ou igual a 6, todavia
com algumas falhas e passos omissos. Entretanto, ja tinha descoberto e
anunciado ao seu amigo Goldbach® o facto conhecido de que as raizes

©® Cristian Goldbach (1690-1764) ¢ mais conhecido como autor de uma famosa
conjectura com o seu nome, a de que todo o numero natural par n>4¢ igual a uma
soma 7= p+q com p e g primos (possivelmente iguais).
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complexas sdo sempre aos pares (complexos conjugados a+bi)™ e que tais
pares ddo sempre factores quadraticos reais. ® Goldbach responde cepticamente,
mencionando um presumivel contra-exemplo, o do polinémio x* +72x* —20, mas

Euler ¢é 4gil a factoriza-lo (as raizes sio ++/36+2+v329 ).

Atribui-se a D’Alembert a primeira tentativa séria, em 1746, de
demonstragdo do teorema de factorizagdo na forma geral (razdo pela qual o TFA
também é conhecido por Teorema de Gauss-D’Alembert) por um processo de

minimizagdo de |p(x), que consiste em escolher convenientemente um x = x,,

, depois um x =x, tal que [p(x;)| <|p(x,)

depois um x =x, tal que |p(x,)| <|p(x,)

e assim sucessivamente até que, no limite, se obtém um x tal que |p(x)| = 0.

Na primeira parte da sua tese em 1779, Gauss critica € aponta as
deficiéncias das “demonstragdes” propostas por Euler e por D’Alembert (bem
como as de outros matematicos), mas reconhece o valor da ideia principal da
argumentagdo de D’Alembert e exprime a sua convicgdo de que ela pode ser
elaborada de modo a produzir uma demonstragdo rigorosa. E exactamente isso
que Argand consegue fazer em 1814. Também Lagrange em 1772 e Laplace em
1795 tentam demonstrar o teorema, o primeiro através de uma melhoria das
ideias de Euler (mas apelando a raizes “ficticias”) e o segundo por um processo
inteiramente novo, de natureza mais “algébrica”.

Como se observa pela descrigdo anterior, ndo foram poucas as tentativas
de demonstragdo do TFA, por métodos bastante diversos, umas mal, outras bem
sucedidas, umas topolégicas, outras algébricas, e algumas mais recentes
recorrendo a Analise Complexa e outras ideias ainda. A mais simples de todas
talvez seja a de Argand em 1814, utilizando todavia o facto verdadeiro
mas ainda ndo justificado, naquela época, de que uma fung@o real definida

’Quando se resolvem equagdes do segundo grau, as solugdes complexas ndo reais
aparecem sempre aos pares. Vejamos como essa situagio € geral.

Se p(x)=a,x" +a, x"" +..+a, éum polinomio de coeficientes reais e 4 ¢ uma
raiz de p(x), entdo S também é uma raiz de p(x), ou seja, p(ﬁ )= 0.

Sabendo que o conjugado da soma, do produto e da divisdo (bem definida) de
dois nimeros complexos, é igual a soma, multiplicagdo e divisdo dos conjugados dos

referidos nimeros complexos, respectivamente, e que, todo o niimero real complexo que
¢ igual ao se conjugado € um nimero real, tem-se que:

p(B)=a,B" +a, B +. .+a,=a,p" +a, B +..+7,
=a B +a, B +.+a,=p(B)=0=0

® Se z=a+bi,com a, b reais,entdo z-Z=a* +b* e IR .

217




continua num conjunto D limitado e fechado do plano tem um valor maximo e
um valor minimo (conhecido posteriormente por Teorema de Weierstrass no
plano, real ou complexo).® Daremos adiante uma versdo desta demonstragio.

Actualmente sdo conhecidas cerca de vinte demonstragdes do TFA (sob
qualquer das formas possiveis - existéncia de raiz complexa ou decomposi¢do em
factores lineares ou quadraticos), todavia, foi Gauss, como ja se referiu, o
principal responsavel pela mudanga de atitude dos matematicos face aos niimeros
complexos, e, tal como refere o prof. Dr. A. J. Franco de Oliveira, “removendo
uma auréola de mistério e misticismo de que estavam revestidos até entdo, de
que ainda permanecem alguns vestigios na terminologia usada.” Assim, foi so
com Gauss que fica inteiramente claro que os métodos algébrico-analiticos de
resolugdo de equagdes polinomiais p(x) =0 nunca nos levam para fora do corpo
dos niimeros complexos (que sdo, todos, da forma a+bi com a, b reais). E de
realgar ainda que com Gauss a mera questdo do “calculo” das raizes da lugar a
questdo da existéncia de raizes como questdo preliminar e fundamental para
qualquer busca subsequente.

® Argand ja tinha publicado {ois anos antes, “Essai sur une maniére de representer les
quantités imaginaires dans les constructions géometriques”. Nesse trabalho Argand
interpretou / como a rotagdo de 90° do plano, dando origem ao denominado plano de
Argand ou diagrama de Argand como uma representagio geométrica dos nimeros
complexos. Num outro trabalho, “Reflexions sur la nouvelle théorie d'analyse”, Argand
simplificou a ideia de D’ Alembert usando um teorema geral sobre a existéncia de um
minimo numa fungdo continua.
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3. Uma demonstra¢io do Teorema Fundamental da Algebra

A demonstragdo que iremos fazer recorre a alguns conceitos e teoremas da
Analise, nomeadamente:

»  a continuidade das fungdes polinomiais™”;

» o teorema de Weierstrass no plano;
> o principio do infimo“".

Para demonstrarmos o Teorema fundamental da Algebra iremos demonstrar
dois resultados preliminares (lemas), dos quais o TFA ¢ uma simples
consequéncia.

Lema I: Se p(x) é um polinémio complexo, entdo a fungdo real de variavel real
x —|p(x)| tem um minimo em algum ponto

Demonstragdo: Suponhamos que p(x) =a,x" + a,_x"* +..+a, degrau n>1",

entdo tem-se que:

|p(x)| = Ianz" +a, z"" + .,.+ao|

a a a
"la, + =
Z z 4

a a, a
=|z"|-la, + =L+ .+ =+
z 2"z
& anfl a; a, -
=|q" -la, + 22+ >, quando |z| = +e0, pois n=1.
z 2"z

(19 Definimos polinémio, numa indeterminada x, p(x) = ax"+a, x"" +..+a, como
uma expressdo de tipo especial. Outra coisa é a fungdo polinomial complexa de variavel
complexa p:C — C por ele definida, tal que para todo z €C, plEy=u,2" 4 E 0y

(Sera uma fungdo real de variavel real, se o polinomio for real). Todavia, por abuso de
linguagem, identificavel pelo contexto, também utilizamos, por vezes, a mesma
designagdo p(x) para o polindmio e para a fungdo polinomila associada.

QO principio do infimo refere que todo o conjunto ndo vazio e minorado de niimeros
reais tem infimo (o maior dos minorantes).

(12 ) caso em que 72 = 0 (polinémio constante) € dbvio.
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Deste modo, o conjunto dos numeros reais {p(z):zeC} € limitado
inferiormente e € ndo vazio, logo tem infimo, designemo-lo por m.

Por outro lado, como [p(z)| € grande para |z| grande, entdo m ¢ também o
infimo dos valores de |p(z)| para z pertencente a um disco ou circulo de raio r,

denominemo-lo por D, onde D = {z € C:|z| < r} com r suficientemente grande.

Como a fungio polinomial p(x) é continua em todo o plano e, em particular, no
disco D, que é um conjunto limitado e fechado, entdo ela tem um minimo em algum
ponto x, € D c C.

c.q.d.

Lema 2: Seja p(x) um polinémio complexo ndo constante. Se p(x,) =0, entdo
|p(x,)| ndo ¢é o valor minimo absoluto de |p(x)|

Demonstragdo: Seja p(x) um polindmio complexo ndo constante € x, e C tal que
p(x,)=0.

‘r Podemos supor, sem perda de generalidade, que p(0) =1. " Assim, como
p(0)#0 basta mostrarmos que 1 ndo é o valor minimo de |p(x)|. Usando a
mesma designagdo que no lema 1, equivale a provar que x, #1.

Seja k 0 expoente mais pequeno, ndo nulo, das poténcias de x que ocorrem
em p(x). Entdo pode-se escrever que

p(x) =1+ax* + (termos de grau maior que k).

ok T 1 . , 1
Seja ainda @ uma raiz indice k de ——,isto é, a* = -—.
a a

13 Fazendo a mudanga de variavel u = x+ x, (translagdo) obtemos um polinomio g(u)

tal que g(0)#0, e se necessario, obtemos um polindmio que toma o valor 1 na origem.
Por exemplo, se p(x)=x>-1 e x, =2,entdo fazendo a mudanga de variavel,

% =x+x, = u=x+2,0btemos um outro polinémio q(u)
qu)=pu-2)=w-2)" -1=u’ —4u+3=>qu)=u’ —4u+3. Assim tem-se que

1 q(0) =3 e, considerando A(u) = _q(Tu)_, vem que Ah(0)= @ < h(0) =1, ou seja, a

partir de um polindmio dado conseguimos obter um outro que na origem toma o valor 1.
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Fagamos agora uma mudanga de variavel x — ax, de modo que podemos
escrever

p(x) =1+ ax® + (termos de grau maior que k)
= p(a x) =1+ala x)" + (termos de grau maior que k)

= p(a x) =1+aa’x" +(termos de grau maior que k)

= plax)=1+ a(w ljx" + (termos de grau maior que k)
a

k+1

= p(ax)=1-x* +x*"q(x), paraalgum g(x).

k

Para x>0 real suficientemente pequeno tem-se x° <1, isto ¢,
1-x* >0, donde

|p(x)| = |1 —x* + x"“q(x)|
< |1 - x"| +|x’”1q(x)|

g ()

+ ‘xh—l

[—x%"
——
>0
=1-xF 42" |q(x)|

=1-x* (1 - x|q(x)|)

Ora, x|g(x)| também se torna tdo pequeno quanto se queira, de modo que

existe x, >0 tal que

Xy lq(xo )| <1

dond
—x0|q(x0)| Bee]
= 1-x,|q(x,)| > 0
=%, (1 - xolq(xo )D >0
= =X, (1 - X, [qr(x0 )i) <0
=1-x, (1= x,|g(x,)]) < 1,

e, portanto, como

|P(xo)| 21~ -’Co’c (1 - xolq(xu )D 1= xok(l = xoiq(xo )D <1,

[¢]
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entdo tem-se que
|p(x0)| < 1 = P(0)7

0 que mostra que |p(0)| ndo é o valor minimo de|p(x)| e que prova o lema.
c.q.d.

) Estamos agora em condigdes de demonstrar o Teorema Fundamental da
Algebra.
Teorema Fundamental da Algebra:

Se p(x) é um polinémio complexo ndo constante, entdo p(x) tem, pelo
menos, uma raiz em C.

Demonstragdo: Pelo lema 1,|p(x)| tem minimo em algum ponto x, € C,mas, pelo

lema 2, vem |p(x,)|=0,donde p(x,)=0,0u seja,x, ¢ uma raiz complexa de p(x).

Corolario 1:

Um polinémio complexo ndo constante factoriza-se completamente em
factores lineares (reais ou complexos).

Por outras palavras:
se p(x) e C[x] tem grau n>1, entdo p(x) tem a seguinte factorizagdo
px)=c(x-q,)..(x~a,),

onde c,q, ...,a, €C.

n

Demonstragdo: Basta considerar polindmios monicos pois, se a, # 0, as equagdes

a
ax"+.+a,=0 e x"+.+—==0
a

n

tém exactamente as mesmas raizes.
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A demonstragdo é por indugdo completa no grau # do polindmio.

Se n=1, o polindmio é linear e nada mais ha a fazer.

Suponhamos (hipétese de indugdo) que o resultado € verdadeiro para
todos os polindmios ménicos ndo constantes de grau menor do que n, € que p(x) €
um polinémio ménico ndo constante de grau n>1.

Pelo TFA, p(x) tem, pelo menos, uma raiz, digamos z,,logo x-z divide

p(x) e p(x)=(x-z)q(x)para algum polinoémio quociente (monico) g(x) de grau

n—1<n. Pela hipétese de indugdo, g(x) factoriza-se completamente em factores

lineares (reais ou complexos), ¢ € claro que também ¢ assim para p(x), cujos
factores sdo x -z, e os factores de g(x).

c.q.d.

A demonstragdo anterior contém também a informagdo suficiente para se
poder extrair a conclusdo adicional seguinte, uma vez que, de cada vez que se
divide um polinémio de certo grau por um binémio (moénico), o grau do
polinémio quociente baixa uma unidade, mas so € possivel fazer isto » vezes, se n
é o grau do polindémio inicial.

Coroldrio 2:

Se p(x) é um polinomio complexo de grau n>1 e as suas raizes
(possivelmente com repetigdes) sdo z,2,,...,z,, entao

p(x) :a(x—zl)-(x—zl)_..(x-—zl), comaeC.

Observe-se também que mais de n raizes distintas ndo podera haver. ™

Teorema 2: Um polinémio p(x) de grau n>1 sobre um corpo qualquer F tem no
maximo » raizes em F.

M Pois se ¢ é uma raiz qualquer e p(x)=alx ~z,)-(x=2,)-.-(x-2z,), entdo
p(c)=a(c-z,)-(c—zz)-...-(c—zn): 0,mas um produto de nimeros complexos (ou
reais) so se anula quando um factor, pelo menos, for nulo, de modo que tera de ser
c=z paraalgum i (1<i<n).
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Demonstragdo: A demonstragio sera feita por indug@o em 7.

~ ;. sy =1
Se n=1, entdo p(x)=a,+ax com g #0, eaunicaraiz¢ —a, d,.
Assumamos entio que 7> 1, € que o teorema ¢ valido para polindmios de
grau menor que 7.

Se p(x) ndo tem raizes tem-se o pretendido.

Se ¢ é uma raiz, entdo pelo teorema da factorizagdo {inica de polinémios
p(x)= (x-—c)pl (x) para algum p,(x) e F[xl e grp(x)=n-1.

Pela hipétese de indugdo p,(x)tem no maximo n-1 raizes em F. Segue-se
entio que p(x) tem no maximo » raizes em F se p(x) ndo tem raizes em /7 excepto
¢ e as raizes de p(x). O que ¢ verdadeiro pois, se aeF,entdo
p(a) =(a-c)p,(a),e tem-se que p(a)=0 sb se a—c=0 ou p,(a)=0(porque F
ndo tem divisores de zero). Consequentemente p(a)=0 sé se a=c ou a € uma
raiz de p,(x).

c.q.d.

Observamos que um polinémio sobre um determinado corpo pode néo ter
raizes nesse corpo. Por exemplo, x*~2 e x*+1 ndo tem raizes no corpo dos
niimeros racionais. Contudo, o TFA garante que cada polinomio sobre o conjunto
dos niimeros complexos tem pelo menos uma raiz complexa. De facto, podemos
provar um resultado mais geral, no seguinte corolario.

Coroldrio 3: Cada polindmio de grau n>1 sobre o corpo C dos nameros
complexos tem » raizes em C.

Demonstracdo: Iremos provar o presente corolario por indugdo em n.
Suponhamos que p(x)=a, +a,x+...+a,x" € C[x]

Se n=1,entdo p(x) tem uma raiz, nomeadamente, -a, a,.

Suponhamos que o presente corolario ¢ valido para todos os polindmios de
grau menor que 7.

Se n>1, entdo p(x) tem uma raiz, digamos c, pelo TFA.
Consequentemente, pelo teorema da factorizagdo tUnica de polindmios,
p(x)=(x-c)p,(x) paraalgum p,(x)eClx], gr p(x)=n-1.

Pela hipétese de indugdo, p,(x)tem n-1 raizes em C, cada uma das quais

é obviamente uma raiz de p(x), tal como é c, e entdo p(x) tem no minimo » raizes

em C. Pelo teorema 2, p(x) tem no maximo » raizes em C. Consequentemente p(x)
tem exactamente » raizes em C.

c.q.d.
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A terminar, mostramos que o TFA, na forma enunciada, ndo deixa de ser
vélido se apenas for demonstrado que todo o polindmio real ndo constante possut
uma raiz complexa. De seguida, enunciamos e demonstramos um lema
necessario a demonstragéo do corolario 4.

Lema 3: Se a+bi é uma raiz de um polinémio p(x)com coeficientes reais,
entdo o seu conjugado a—bi também € uma raiz de p(x).

Demonstragdo: Assumimos que b=0, pois, caso contrario, ¢ trivialmente
verdadeiro.

Como a+bié uma raiz de p(x) entio x—(a+bi)é um factor de p(x).
Assim é suficiente mostrarmos que x—(a-bi) é também um factor de p(x).
Iremos provar isso mostrando que

[x—(a+5i) [x- (a-bi)]= [(x - a)-bi]- [(c—a)+ bil=(x-a) +5
¢ um factor de p(x).
Como (x-a)+b* =x’ —Zax-f-(a2 +b2) ¢ um polindmio com coeficientes

reais, podemos dividir p(x) por ele, aplicando o Algoritmo da Divisdo para
polinémios em IR. Assim, existem g(x), r(x) € IR [x] tinicos, tais que:

p(x) = l(x —a) +b* ] q(x)+r(x), com r(x)=0 ou gr[r(x)] < grl(x - ?22 +bi] (1.

=2

Se r(x)#0,entdo r(x)deve ser da forma cx+d. Entdo parax=a+bi
tem-se que:

0= fla+bi)=r(a+bi)=cla+bi)+d =(ca+d)+cbi. (2)

Acima usamos o facto de que (x—a) +b°>=0 para x=a+bi pois

(x-a) +b* =[x—(a+bi)] [x—(a-bi)].
Mas por (2) tem-se que

(ca+d)+cbi=0=>ca+d=0ncb=0.

225




Como b#0, concluimos que c¢c=0 e que d=0. Consequentemente
r(x)=0 e [x—(a+bi)[x-(a-56i)] €é um factor de p(x) por (1), como se
pretendia.

c.q.d.

Coroldrio 4: Todo o polinémio p(x) € IR[x] de grau impar tem uma raiz real.

Demonstra¢do: " A demonstragdo é feita por indugdo em »>0, onde
gr[f(x)]z 2n+1, pois € um numero impar.

Para n=0 é obviamente verdadeiro. Seja n>1 e » uma raiz complexa
de p(x).

Se u é real tem-se o pretendido. Caso contrario, # =a+bi ¢ pelo lema 3 o
seu conjugado, # =a-bi também é uma raiz. Também se tem que w =& pois u
ndo ¢ real.

Pelo corolario 1 sabemos que existe uma factorizagdo de p(x)em C[x]:

p(x) = (x—u)-(x =)~ s(x),

e, por esta razdo, existe uma factorizagdo em IR[x],
p(x) = (c~u)- (x~7)-5(x)
= (x2 —-z'ix-—ux+uz?)- s(x)

= (x2 —(u +t7)x+uz'i)-s(x)

= (Jc2 -2ax+a’ + bz)- 5(x).09

Assim

_ p(x)
S X -2ax+a* + b

tem coeficientes reais e grau (2n+1)—2=2n-1=2(n-1)+1. Ou seja, como s(x)
tem grau impar menor que o grau de p(x), entdo estd nas condigdes da hipotese de

indugdo, logo s(x) tem uma raiz real, por isso p(x) tem uma raiz real.
¢4,

Para polindmios reais de grau par a questdo ndo ¢ tdo simples. Precisamos
de algumas nogdes e resultados preliminares.

) Esta demonstragdo assume que f(x) tem uma raiz complexa (que advém do TFA).

No entanto, para polinémios reais de grau impar, a existéncia de raizes reais até sai do
conhecido teorema dos valores intermédios de Bolzano, pois toda a fungdo polinomial
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real € continua e, se o polinémio ¢ de grau impar, assume valores positivos e negativos,
como ¢ facil de verificar.

19 Recorde-se que u = a + bi.

Definigdo 5:

O conjugado de um polinémio complexo p(x)=a,x"+a, x"" +..+ax+a,
¢ o polinomio complexo cujos coeficientes sdo os conjugados dos coeficientes de
p(x),

p(x)=ax"+a, x"" +. . +ax+a,

Iremos entdo enunciar e demonstrar algumas propriedades simples.

Lema 5: Para qualquer polindmio complexo p(x),
(i) p(z)=p(z), paratodo zeC,
(i) p(x) éum polindmio real se,esdse, p(x)= p(x),
(i) se  h(x) = p(x)-q(x), entdo h(x)= p(x)-G(x),
(iv) se g(x) é um polinémio complexo, entdo A(x) = g(x)- g(x) éum polindémio real.
Demonstragdo:
() Com zeC, p(z)=a,;z"+a, z""' +. . +az+a, tem-se
p(2=az"+..+a,=a,z"+..+a, = p(z),

pois, como ¢é sabido, o conjugado da soma e o conjugado do produto de dois
niimeros complexos é a soma e o produto dos respectivos conjugados. "

(ii)  Se p(x) éreal, entdo para i =0,...,n, tem-se que p(x)= p(¥).
Reciprocamente se p(x) = p(¥), entdo a, =a, para todo o coeficiente a,,
logo a, cIR e p(x)eIR[x]

U Qu seja, para quaisquer niimeros complexos z e w,

z+w=z+w, z-w=z-w e, paraqualquerinteiro positivo n, z" =2z".
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i=1

@) Sejam p(x)=Yaxr e q)=bx’.
J=t

r+s

Assim h(x) = p(x)-q(x) =Y > abx*.

k=1 i+ j=k
Logo
h(x)= f > abx' :i >abx*
k=1 i+j=k k=li+j=k
I
! = : E}xi g b_jx"
=1 J=1
=p(x)-q(x).
c.q.d.
(iv) Como
h(x)=g(x) (x)
=g(x)-8(x)
=g(x)- g(x) = h(x),
logo A(x) é real pela parte (ii).
c.q.d.

Destas propriedades resulta imediatamente o facto ja mencionado, de que
as raizes complexas de um polindmio real vém sempre aos pares. Pois se p(x) ¢

reale p(z,)=0, entdo p(z,)=0=p(Z,)= oz "

i Podemos concluir que se o TFA é valido para os polinémios reais, entéo €
vélido para os polinémios complexos. Pois seja p(x) um polinomio complexo néo
constante, € seja

q(x) = p(x)- p(x),
que ¢ real, pela parte (iv) do lema 5.

Por hipétese, isto é, pelo TFA, existe z, € C tal que

q(z,) = p(z,)- p(z,) =0,

% P(x) é um polinémio real, logo p(x) = p(x).
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logo p(z,)=0 ou p(z,)=0.

No primeiro caso, z, ¢ uma raiz de p(x), € no segundo caso, tem-se

p(zo)=.0= M 25(20):]—7(30)

o conjugado de p(z,)

também igual a 0.

pela parte (i) do lema 5, o que mostra que z, é raiz de p(x).
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4. Validade da féormula de Ferro-Tartaglia-Cardano

De acordo com o Teorema Fundamental da Algebra (TFA) todo o
polinémio complexo de grau » tem n raizes. Assim, uma equagdo cubica tem
exactamente trés raizes em C.

Sera entdo que a formula da cubica resolvente, denominada no capitulo IV
por Formula Resolvente de Ferro-Tartaglia-Cardano, fornece todas as trés raizes
de uma equagdo cubica? Antes de respondermos a essa questdo iremos mostrar
uma férmula explicita para determinar as raizes, sem reduzir a equagao cubica a
uma equagio do segundo grau. Para isso comegaremos com uma analogia
simples com as equagdes do segundo grau.

Equacdo quadratica:

1° método:

Consideremos a fungdo polinomial quadratica f(x)=x" +bx+c. A maneira
mais usual de derivar a formula quadratica é “completando o quadrado”.

x2+bx+c:x2+bx+-1-»b2+c~—lb2
4 4

1) 1
| x+=b| +=(4c-»

Entfo, se # ¢ uma raiz de f{x) tem-se que f{u) = 0.
Logo

u+%b=i%\/b2 ~4c

-b+b* —4c

2

U=

Vamos agora apresentar uma derivagdo diferente da anterior a qual
generaliza a determinagdo de raizes de polinémios cubicos e quarticos.

2° método:

Seu éumaraizde f(x)=x+bx+c, entdo u’+bu+c=0.
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Defina-se v=u+—12—b, entdo
2
(v-le +b v—lb)+c=0.

2 2

Simplificando a equagdo tem-se que:
2 1 2 1 2
+=b*—bv+bv—=b"+c=0
4 2

<:>v2——£1-1-b2+c=0

oV = %(b2 - 4c)

Segue-se que v= i-;-\/bz —4c.
Podemos agora obter a formula quadratica usual

u —v——b +_Jb-2:1?—_b
-—--—;—(—bi\/bz -4c)

—b+~b’—4c

2

JoU=

A seguinte consequéncia da foérmula quadratica serd usada na
determinagdo da formula cabica.

Lema 1: Se ¢ e d sio dois nameros dados entdo existem dois nameros « ¢
onde a+f=c e a-f=d.

Demonstragdo:
Se d =0, escolhe-se =0 ¢ S =c
Sed#0,entio sejaa#0 e f _i
a’
231




- ]

¢ substituindo em c¢=a+f tem-se que

d :
c=a+— [
a \

oat+d=ca

sal-ca+d=0.

A férmula quadratica prova que « existe, se § = . (claro que a e S podem ser
a

nameros complexos).
¢4

A demonstragio da formula cubica envolverd a substituigdo de um
polinémio cubico por um mais simples.

Definigio 1: Um polinémio clibico f(x)=x*+gx+r que ndo possui o termo x*é
chamado polinémio cubico reduzido.

Lema 2: A substituigdo x=y- %b , transforma f(x)=x’+bx’+cx+d num

polinémio cubico reduzido FO=fU —%b) =y +qy+r.
Se u é uma raiz de f(y) entdo u -%b ¢ uma raiz de f{x).

Demonstragdo: Da substituigdo x=y —%b obtém-se

flay= f[y _ %bj

B 1Y 1
:[y—gbj +b[y—-3—b] +C[y—§bJ+d (1)

Como os termos em x° sdo simétricos simplifica-se. O novo polinémio

Fo= f(y—%b] é reduzido:

fO)=y +qy+r

onde os coeficientes ¢ e r podem ser determinados a partir de (1) somando os
termos semelhantes.
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Finalmente, se » é uma raiz de F(y)entdo 0= Ffwy=f [u —%b] logo
. —%b ¢ uma raiz de f{x).

c.q.d.

Assim, o lema anterior reduz o problema de encontrar as raizes de um
polinémio ciibico ao problema de determinar as raizes de um polinémio cubico

mais simples sem termo em x”.

Equacéo cubica:

1° método: O artificio usado na resolugdo da equag@o cubica consiste em
escreveraraiz u de y*+qy+r como wu=a+f, edepoisdeterminar @ ¢ S

Assim

O=u’+qu+r
o 0=(a+B) +q(a+ p)+r.

Note-se que

(a+pB) =a’ +3a’B+3ap* + B’
=a’ + B’ +3aB(a+f)

=a’ +f* +3afu.

Por conseguinte

O=ca’+p° +3afu+qu+r
¢ entdo,

O=a’+p° +uBaf +q)+r )

Ja definimos que a+f=u e pelo lema 1 podemos impor uma segunda
condigdo
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a qual conduz ao desaparecimento do termo « da equagdo (2), obtendo-se
0O=a’+p’+r 4).

Elevando ao cubo ambos os membros da equagdo (3) tem-se que

3

@ p =—12’7 )

As equagdes (4) e (5) nas variaveis a® e B° podem ser resolvidas.
3 M 3

Substituindo fB° =-—1—  naequagdio (4) obtém-seque a’ - A=,
"7a 27a

3
que pode ser reescrita como @’ + ra’ - % = 0, uma equagio quadratica em a’.

3
A férmula quadratica permite calcular o = -;—(— rert+ __q_}

Pela equagio (3) tem-se que S = —gq— e entio = a + 8 ja esta determinado.
a

Como ja referimos o Teorema Fundamental da Algebra garante a existéncia de
trés raizes de uma equagdo clibica. Assim, conhecendo uma das raizes, quais
serdo as outras duas?

O corolario da pagina 222 refere que se u ¢ uma raiz de um polinémio f(x),
entdo f(x)=(x-u)g(x), para algum polinémio g(x).

Assim, depois de encontrarmos uma raiz u = a + B, divide-se y’ +qy+r
por y — u € usamos a formula quadratica no quociente quadratico g(y) para
determinar as outras duas raizes .

M Se g = 0 entdio ¢ = 0 e o polindmio ¢€ f(x)=x*+r. Assim a equagio

f(x)=0¢> x’ +r=0 tem solugdo que ¢ obviamente as raizes cibicas de -r (isto ¢,

V=r).

@ Ge @ ¢éumaraizde g(@), entdo & ¢também uma raizde f(@) pois g(6)=0 e
A =(0-u)g6).
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2° método: Mostraremos agora uma formula explicita para determinar as
outras duas raizes de fy) (em vez do método acabado de referir para as
determinar).

Teorema 1: (Férmula cubica)

Asraizes de x* +gx+r, onde g = 0, sdo
at+ B, wa+w'f e wa+wf,

1 4 q
onde o =—|~r+ rt+—q° |, . S
2( 27‘1] P

1 .43 (2)

W= -5 +1w2— 3 uma raiz cibica da unidade*”.

Demonstragdo: Existem trés raizes cubicas da unidade, nomeadamente,

143 1 BY

1, w=-—+i— €& W =—7—i—
2 2 2 2

Assim as outras raizes cubicas de &® siowa e w'a .

Se 84 0 “par” de «, isto &, se a + B é uma raiz de fx), entdo o “par” de wa
td 2

é B w? B, pois assim como no caso de -+ 3 tinha-se que aff = _531_ logo,
w

(wa)-(—gj =qff = -—-g—

= (wa)-[g] = —-g".

® Ou seja, w é uma raiz do polinomio w’ —1.

) A maneira mais facil para determinar a raiz cubica de 1 ¢ escrever w na forma polar
y . ) oy . (8  2knm
w|(cos 8 +isinB)(ou |w|(cis@)). As raizes clbicas sdo dadas por 3/[w|cis 375 )

com keZ. A partir de k = 3 as raizes repetem-se. Basta pois fazer ke{0,1,2}.
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Analogamente o “par” de w’a ¢ —% =w/f3, pois tal como o caso atf tem-se
w

que (wza){%] = ——3— :

Consequentemente, as formulas explicitas para as raizes de f{x) sdo
a+ B, wa+w'f e wa+rwh.
c.q.d.
Exemplo I: Determinar as raizes de x* —15x -126.
Como ndo existe termo em x?, o polindmio ja estd reduzido, e entdo
encontra-se na forma a partir da qual se aplica a férmula cibica (caso ndo estiver

reduzida, devemos em primeiro lugar reduzi-la, como no lema 1).

Neste caso, g=-15 e r=-126

logo
o =-;{126+\/(—126)2 +-247(-15)3J@ & =%(126+J15376)
oo’ =125
o a=3125
e a=5
q . -15
Como fB=--1 ,entio f=———f=1.
3a 3x5

Entdo, pelo teorema 1 as raizes, designemo-las por r, r, e r, sdo as seguintes:

n=a+f=5+1=6
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Alternativamente, tendo encontrado » =7, =6como sendo uma raiz, pelo
algoritmo da divisdo tem-se que

x* —15x =126 = (x - 6)q(x)

1 0 -15 -126

6 6 36 126

1 6 21 0

soq(x)=x* +6x+21

As raizes de g(x) sdo obtidas pela aplicagdo directa da formula quadratica
resolvente:

—-6+46% -
X 4+6x+21=0>x= 62 atoc L IR SO o)

As raizes pretendidas sio 6, -3+ 23i e -3-243i.

Note-se que acabamos de provar a formula da cubica resolvente
(designada por formula de Ferro-Tartaglia-Cardano). Vejamos como...

Como ja fizemos referéncia, a formula de Ferro-Tartaglia-Cardano para a
equagdo x° = px+q ondep e g sdo numeros positivos, € dada por

2 3 2 3
ilL4 g__P_J,iji_ P
2 4 27 2 4 27

Vejamos como esta formula fornece todas as solugdes de uma equagio
cubica.
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Euler (1707-1783) na sua obra Elementos de Algebra, introduz +~1como
algo que ndio se compara com os nimeros entdo conhecidos. Observando que
“somos conduzidos a ideia de numeros que sdo, por natureza, impossiveis.
Podemos chamar-lhes imagindrios porque existem somente na nossa imaginagdo
[...] nada nos impede de os usar nos cdalculos.”

Esta nova atitude levou Euler a investigar sem receio OS numeros
complexos. Assim em 1751, explorou as raizes da unidade (que ja referimos
atras). Para além das conhecidas raizes quadradas da unidade, +1, obteve as
raizes cubicas de 1, resolvendo a equagdo

0=x>-1=(x-1-(x*+x+1)

que sdo 1, L. R
2 2

De forma semelhante obteve raizes de ordem superior. Mostrou que
qualquer nimero (real ou complexo) tem n raizes de indice ». Foi Euler quem

introduziu a notagdo / para v—-1.

A partir da formula de Moivre (1667-1754) para w =|w|(cos@ +isin6) dada
por

w" =|w|" (cos né +isin n6), nzl

da qual se obtém a expressdo que da as raizes de indice n de w:

W(cos—gﬁgﬁﬂsmg—%{j, ke{0,1,. ,n-1}.

Vejamos como as raizes-n se revelam importantes na recuperagio da
formula de Ferro-Tartaglia-Cardano.

Comecemos entio, baseados em Euler, a mostrar que a formula (6)
fornece as solugdes da equagdo x° = px+gq (7).

Note-se que agora ndo impomos que p € g sejam posItivos.
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Sejax asolugio de (7), a ¢ b, talsque x= Va +¥b. Entdo tem-se que

x* = (3\/5+%ﬁ9-)3
=a+3¥a*h +3Vab® +b

:33\/'53-(%+2/E)+(a+b),

que comparando com (7) vé-se que se terd

Wab=p, a+b=gq, (8)

que pode ser visto como um sistema de duas equagdes nas incognitas a ¢ b.

De (8) vem que
p3
ab=%—,  a*+2ab+b’ =g,
27
logo
3
a* +2ab+b* —dab=q’ _fr}?__)
27
isto €,
4p*
a-b)y? =q" ———
(@-b)y =q" ~—
donde
3 ;
a-b= —41*-.
27

_1 _ 2_”4173
ﬁ_z(q 1 27}
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Notando que x=3a+yb, a formula de Ferro-Tartaglia-Cardano (6)
conclui-se imediatamente. Para além de p € ¢ ndo terem restrigdo de sinal,
note-se que qualquer equagdo do terceiro grau, F+azt+pfz+x=0 se pode

' reduzir a forma (7) mediante a substituigdo z =y -%— , como provamos no lema 2.

Aplicando a formula de Ferro-Tartaglia-Cardano a equagdox’ =6x+4,
obtemos

%/2+2J—_1+§ﬁ’2~—2«/:_1.

Agora as raizes cabicas podem ser determinadas, considerando w=2+2i.

Assim tem-se que  |w|= J8 e 6= arctg% = % logo as raizes cubicas de 2+2i
7/ +2km v/ + 2k
sio /8 cos/—4§—— - isin—/4—3-——— . ke{0,12}.

Ou seja, as raizes sio:

k=0—> ﬁ(cos%%— isinf-],

12

fo=1 =502 cosEsz +isin§£],
4 4

12

k=2—> J_Z_(cos%iz+ isinl—"z].

De modo analogo, as raizes cubicas de 2-2i sdo

—n/ +2kn -/ +2km
3\1\@ cos—/—43—-—+isin——/—4§——— , ke{0,1,2}.
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Ou seja,

k=0 2| cos % +isin—|,
12 12

- ~17
k:l—n/f cos Hr7[+ism 17z R
12 12

k=2— ﬁ(cos—zﬁ +isin “iﬁJ

De acordo com a deducdo da formula (6), as raizes devem verificar (8), o
que estabelece de forma inequivoca o emparelhamento de cada raiz cubica de
2+2i com uma raiz citbica 2-2i, produzindo assim as trés raizes 1, r, € 7;.

Observemos entio a realizagio do referido emparelhamento.
Como p = 6 entdo por (8) tem-se que Yai/b = -i— o Valb=2.
Se ¥a = Ji[cos:wE +isin - | entdo, como
12 12
V2| cos =L +isin—= 5 =20
12 12
-
=2p=2A—+6=0
12
=>p= Jé— AB = _1%

tem-se que, ¥b = ﬁ[cos% +isin %j, isto é, a raiz cuibica, ﬁ[cos% +isin %} ,

de 2-2i, emparelha com a raiz cubica, ﬁ(cos%-{- isin %J, de 2+2i.

® Considere-se /b = peis6 , com p 0.
“® O mimero complexo 2 na forma polar € igual a 2cis0.
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Analogamente se mostra que as raizes cibicas de 2-2J

Jf(cos mi” +isin "—i”—] e ﬁ[cos —11;77: +isin q:;ﬁ) , emparelham com as raizes

cubicas de 2+24, «/f[cos%r + isin %}J e ﬁ(cos% + isin %J respectivamente.

Assim, as trés raizes produzidas, r,,», e r,, sdo entdo dadas por:
K= ﬁ(cosi +isin= |+ NG OS2+ isin -
12 12 12 12
=242 cos| -
12

™)
T
= 2\/5 cos! —2/§~

1+cos2 1+\/§/‘
=2\/§ ———2—~v~§—=2-\/5 —?Q'ﬂ‘\f4+2\/§

r, = Ji[cos3—x visin T 442 cos L 4 isin =T
4 4 4 4
= 2&003(%} = Zﬁ .(_ £J

2
2
=-2

= fi{cos-n—n‘~frisin1—7r +wf§(cos_177r +isin -177?]
12 12 12

7
12

= 2~f2— cos(”—jr
12

=2~/§cos 7r+5—” :2\/5 —-Co Efi
12 12
1+cos§E

Sm 577
= —Zﬁcos(ﬁ} = 22 cos ——5—6— = -2\/E ———2—6

B
=22 5 2 __Ja-2f3
‘" Recorde-se que co{%] = 1+0203a
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Note-se que as raizes sdo todas reais. A formula de Ferro-Tartaglia-
-Cardano nio sé permanece valida no novo contexto dos nameros complexos,
como permite obter as trés raizes de uma equagéo ciabica.
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S. Manipulacio algébrica de expressdes com radicais

Apesar de ser verdade que a formula de Ferro-Tartaglia-Cardano, fornece
todas as trés raizes de qualquer equagdo cubica, a sua determinagdo nio €, na
maior parte das vezes, tarefa facil.

Analisemos o caso da aplicagdo da formula de Ferro-Tartaglia-Cardano ao
polindmio x* —7x+6 = (x—1)-(x~-2)-(x+3). Assim as raizes s3o, obviamente, 1,
2 e -3. Como ndo existe termo em x°, temos que ¢q =-7 e F =26
(considerando a equagdo na forma x’+qgx-+r=0). Logo as raizes sdo a + f,
wa+w?f e w'a+wp, onde

3
o = d| s i 2L e pB=-r-a’
= 27

Assim, no exemplo acima tem-se que:

a3:_]_ 6+ }36_4x343

2 27

& @ mo| 6 /36—ng
2 27

&5 i | i g
2V 27

r‘,=3l -6+ ) +3-l— -6 200
2 27 2 2

1 [ 400 1 [ 400
<:>r1=3‘}—3+~2— ——+J—3—— -y

Logo

A férmula cubica resolvente de Ferro-Tartaglia-Cardano, da assim uma
resposta “desarrumada”, pois r,€ iguala 1, 2 ou -3.

Como é que, recorrendo a manipulag¢io algébrica se prova que

I éiguala 1, 2 ou -3?

Veremos mais adiante que 7 =1.
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Expressdes da forma %/a++/b ocorrem frequentemente na literaturn, |
exemplo disso, a solugdo de Ferro-Tartaglia-Cardano da equagédo ciibica

x*-3ex=2a (1)

dada pela soma de dois radicais

x=§/a+1/a2~c3 +3\/;—«Ja2—cs 2).

Quando ¢ =-1 e a =2, aequagdo (1) vem x’+3x=4, que tem x = |
como solugdo. Contudo, a solugdo dada por (2) ¢

x=3\[’2+\/§+%/2—\[§ (3},

Uma verificagdo rapida com a calculadora TI-83, por exemplo, mostra que
esta expressdo ¢ realmente igual a 1. Mas, como é que se pode manipular a
expressdo (3) algebricamente até obter como resultado 1?

O facto de que tal combinagdo de raizes quadradas e cubicas pode
produzir um namero racional e, até mesmo, um nimero inteiro € sensacional!

Iremos entdo verificar em que casos ¢ possivel simplificar uma expressio

com radicais do tipo Ra+b +§/a—J3 . O nosso principal utensilio para o fazer ¢
o que chamamos “polindmios de Cardano” ° que denotaremos por C, (c, x).

5.1. Polinémios de Cardano

Comecemos com a expressdo

x=§‘/a+\/l;+da—\/3 (4).

Definimos ¢ como sendo

c=#a+ﬁ-%—£:~}" a’ -b,
=>c=Y%a’-b. (5)

""Usamos o nome “polinémios de Cardano™ porque a expressdo para as suas raizes
nssemelha-se imenso a solugdo de Cardano (que designamos por formula de Ferro-
Tartaglia-Cardano) para uma equagdo cubica.
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Se elevarmos ambos os membros de (4) a n, e fizermos substitui¢des
apropriadas, iremos gerar uma equagdo polinomial em x, de grau », com
coeficientes inteiros. Escrevemos a equagdo na forma

C,(c,x)=2a, (6)
que define o polinémio de Cardano de grau n.
Exemplificaremos de seguida a construgdo dos polinémios de Cardano de
graus 1,2, 3 e 4.
1°caso: n=1

Para n = 1, recorrendo a (4), tem-se que

x:a+\/l7+a-\/3

< x=2a

Por (6), vem
sl e X)=x

2°caso: n=2

Para n = 2 a expressio (4) escreve-se na forma:

x=\/a+\/3+\/a—a/3.

Elevando ambos os membros ao quadrado, tem-se que

x? =(\/a+\/3 +\/a—«/gjz
=xl=a+ b+2\/a+\/3-\/a—\/5+a—~./3

= x*=2a+2-Ja’-b
;V—J

= x? =2a+2c

=>x*-2c=2a

Por (6), obtém-se que
5 C e )= " =24
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3°caso: n=3

Para n =3, elevamos ao cubo (4), obtendo-se:

2 =(Var b 435

0 +3(§/a+ﬁ)2(3\/a—«/l7j+3(%/a+ﬁ;)(%]a—~\/3]2 +(Ya=V5)
= =a+ b+3.(a/a+\/5.a/a-Jz]-[a/a+Jz+a/a_sz+a_J3

— x° :2a+3-(3‘\/a2 15 '(‘3\/a+\/g +3\/a—\/3)

<

)

X

Usando (4) e (5) para simplificar o segundo termo do segundo membro, vem:

x* =2a+3cx.

Agora temos que x* —3cx = 2a.

Como C,(c,x) = 2a, entdo

C (¢ %)= 5" —3ex.
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4° caso: n=4

Para n = 4 , elevamos a quarta a igualdade (4), obtendo-se:

x* :[“ a+J3]4 +[“a—«/3]4

ot =(Yar B )+ Yar b ) Yavb +o a5 ) (Ya= V) +

4§/a+\/5(‘{/a—\/5j3 +(4 a—JET

=>x'=at+ bﬁ[a’“@;%-@[“(“{/ah/g)z+6%—\[5-#a7—\/5+4(‘%/;_,j5]2i\

Eerelb

=x*=2a+c 4(4\/a+\/gjz +8‘{[a—\/5‘§/a—\/3+4(4\fa—~/3jl —Z‘Va—JE-‘{/a—\/ﬂ

-

s Bpis {(Wj’ +z~;/ai\/3.a/;_£{%45)’}_2{/6,_\/3«&_@]

—=x*=2a+c 4(‘{/a+Jb_ +‘{/a—«/3]2 -2a*-b
————

%

— ¢

2

X

= x* =2a+c(ax’ - 20)

= x* —4cx? +2¢ =2a

Como por (6) setem C,(c,x)=2a entdo
5 Co(e,x) = x* —dex? +2c2.

Podemos continuar desta forma e derivar algebricamente os polinémios de
Cardano C,(c,x) de grau superior e determinar que C,(c,x)=2a.
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5.2. Construgio da tabela dos polinémios de Cardano

Tabela 1: Polinémios de Cardano

Ciles0)=n

Cilexy=x" -2¢

C,(c,x) =x* —3cx

C,(c,x)=x* —4cx? +2¢°

C.(ex)=»" =Bex* 4 Se’x

C,(c,x) = x* —6¢cx* +9c*x* - 2¢°

C,(c,x)=x" =Tcx® +14c*x® -7c’x

C,(c,x) = x* —8cx® +20c%x* —16¢*x? +2¢*

C,(c,x) =x° —9cx” +27c*x* -30cx® +9c*x

C,o(c,x) = x" —10ex® +35¢*x°® - 50c°x* +25¢*x* - 2¢°

Cp(c,x) = x" —11cx® + 44c*x” - 77c*x® +55¢*x* —11c’x

Se denotarmos os coeficientes do polindmio de Cardano C,(c,x) por
d(n,k), entdo

C,(c,x)=x"—d(mDex"? +d(n2)c’x"* —d(n3)c’x"* +...
e a tabela acima sugere que

dn,k)y=d(n-1,k)+d(n-2,k-1), onde d(n0)=1, paratodoneZ". (7

249



Exemplificamos de seguida a relagdo (7), parad(4,2) ¢ d(4,1).

Por um lado, observamos pela tabela que d(4,2) = 2, por outro lado,
aplicando a relagdo (7), tem-se que:

d(4,2) = d(3,2) + d(2,1)
=0+2
=2.

Analogamente, aplicando a relagdo (7) tem-se que:

d(4,1) =d(3,1) + d(2,0)
=3+ 1
=4

que confere com a tabela 1 (na qual observamos que d(4,1) = 4).

A relagiio (7) significa que qualquer coeficiente na tabela 1 € igual 4 soma
do coeficiente imediatamente acima com o coeficiente situado duas linhas acima
e uma posi¢do a esquerda. Usando esta relagio recursiva, podemos estender a
tabela 1 indefinidamente.

A relagiio (7) segue-se que

C c,x)=x-C, (c,x)—¢c-C,,(c,x), Vnz3. (8)

A sua prova recorre a relagédo (7).
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Assim,

x-C, _{e,xy~c-C _,(c,x)}=
= x-(x"“1 —d(n-1)ex™ +d(n—-1,2)c*x" —d(n-13)c’x" + )—
c (x""2 —d(n—-2)ex"* +d(n-2,2)c*x"* —d(n-23)c*x"" + )

3 _n-6

=x"—d(n-1Dex™? +d(n-1,2)c’x" —d(n-13)c’x"" + ..
—ex™? v d(n-2)c "t —d(n-2,2)c’x"" +d(n- 23)c " -

=x" = (d(n-11)+ex"? + (d(n-12)+d(n- 20))k?x"* —(d(n—-13)+d(n- 22k xS 5 .

= x" —{d(n-11) +d(n—-2,0))ex"? +{d(n-1,2) +d(n~ 2,0k -
[din-13)+d(n-22))k’x"" + ..

= x" —dnDex"? + d(n,2)c*x" —d(n3) " + .

=C (c,x)

Cn (C, x) =X Cnﬁ!(C, x) —c Cn-z(ca x)'

5.3. A conexio quadratica

Uma outra relagiio importante ¢ a seguinte:
+yx’ -4
Lemal: Ha+b= i——"z—f— ©)

onde, como antes se definiu,

c=tarb +8a-Vb e c=8larb Ya-b =¥a® -b.
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Demonstragdo:

Para obtermos a igualdade (9), comegamos por assumir que

i ”\/a+ﬁ;. (10)

Multiplicando (10) por 4/a-+% e usando (5) obtemos que

ytla=b =3fa+Vb Ha-b
=%a’*-b

=C.

.'.y-\l"a—\/E:c. (11)

De (10) e (11) tem-se que

v =Yardt +a vt = y+l
Y

c
S>x=y+—,
h

obtendo-se a equagdo quadratica y’—xy+c=0 com as solugdes

x++x? —4c
)’2"—2—- (12)

Comparando (10) e (12) observamos que a relagdo (9) é verdadeira.
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5.4. Uma técnica para resolver radicais

Para verificarmos se o radical da forma %a++/b pode ser reduzido a uma

“forma mais simpatica”, resolvemos em primeiro lugar a relagdo c=%a’-b,
como definimos em (5), determinando o valor de c.

Se ¢ é um nimero inteiro ou racional, ha esperanga de que o radical possa
ser simplificado, contudo, mesmo que esse ndo seja o caso, ndo devemos
desistir...

Seguidamente, examinemos a equagdo (6), C,(¢c,x)=2a, usando a tabela 1

dos polindémios de Cardano, € procuramos uma raiz x inteira ou racional onde,
como definimos em (4),

x=Ra+b +ia-b.

Se tal raiz ¢ determinada, entdo o radical pode ser escrito como em (9), na
forma

f 2
1"fa+.\/__—_£__;;_:£.

Caso o procedimento anterior falhe na simplificagdo do radical, entdo
repetimos 0s mesmos passos acima descritos substituindo » por qualquer um seu

divisor 4, onde » = de. Nesse caso, examinamos ¥/ {la++b para simplificarmos.

Exemplo 1: A calculadora TI-83 mostra que Y2445 +3/2-+/5 =1. Mostremos o
facto acima recorrendo a manipulagdes algébricas.

Resolugio:

Comparando a expressdo dada %/:'Z+J§ +3\/2-J5_ =1 com (4), observamos
que n=3,a=2 e b=5.

Usando (5) obtemos que
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A partir da tabela 1 dada e da relagio (6) obtemos que
C,(c,x)=x"-3cx=2a quesereduza x’ +3x=4, donde x=1 ¢ uma raiz exacta.

_ +
Note-se que também que a relagio quadratica (9) produz Y2++/5 = Lf 1

a partir da qual se tem que

Y2445 +32-45 = 1+2J§+}_J§

2

S 32445 #3245 =1

Exemplo 2: Mostre a seguinte igualdade numérica:

29 1 29 1
7|22 4+ — /845 +7/———+/845 =1.
2 2 JZ 2

Resolucdo:

5 e 1 9
Comparando a expressdo numerica ] 2?9+E«/845 +%-%J845 com (4),

845
observamos que n=7, a:—zzg e b= e

Usando (5), obtém-se que
(29}2 845
e=1ll —| ——
2 <

:C:T_i
V 4

=>c=-1.

A partir da tabela 1, sabe-se que o polinomio de Cardano de grau 7 € dado
por C,(c,x)=x" =Tcx’ +14c*x* = 7c’x e, pela relagio (6), tem-se que C,(c,x) = 2a.

Logo x” —7cx® +14c*x® —7c’x =2a. Substituindo os valores conhecidos,
obtém-se que x’ +7x’ +14x° + 7x=29.
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Observa-se que a soma dos coeficientes é 29, logo x =1 é uma raiz.”

Logo por aplicagdo da relagdo (9) vem que:

ERENRE

2

Assim

I—M/_ 1-+/5

2

1\/84 222845

1\/8_4—\/ J8_4§_1

Exemplo 3: Para que numeros positivos b se tem que Jz +/b +1/ 2-/b é um
mteiro?

Resolugdo:

Comparando a expressdo ‘\/ 2++/b +\/ 2-+/b com (4), observa-se que g = 2
e n=3,

Por (5), tem-se que
¢’ =4-b (13)
Por (6), obtém-se C,{c,x) = 4 ¢ pela tabela 1, tem-se que

¥’ —3cx =4

o x’ -3cx-4=0,

e resolvendo em ordem a ¢, temos:

4-x° x* ~4

c= (= , (14)
3x

- X

@ Muitos textos elementares encontrados afirmam que, nestas circunstincias, x=1 ¢
determinado “por inspec¢do”,
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0 que parece que ndo nos ajuda muito. Podemos, i enitis
sobre o problema de uma outra forma. Seja v unmi infeis & st
determinar c.

Por (13) tem-se que b=4-c" e, o facto de que esta pltimn expressio i
de ser positiva (pois b ¢ por hipdtese um niimero positivo), fimita o nilmero de
solugdes possiveis.

Se tentarmos x=1, a partir de (14), obtém-se c=-1, logo
b=4-c=b=5
100

Se tentarmos x =2, obtém-se C:% e b= e

Se repararmos, qualquer outro valor de x produz valores de ¢ que originam
valores de & <0.
9251

3
Por exemplo, para x=3, vemque c¢=-— b=
plo, P 1 5 729

Para x =-1, obtém-se C:E e b=-—<0.
3 27

00 " L " .
b=5 ou b =1?7— sdo os unicos valores de b positivos que satisfazem a

condi¢do pretendida.

Exemplo 4: Na dedicagio de um trabalho” 1&-se:
“Em memdéria de Ramanujan® no

i
4

2
146410001 146410001 [ 146410001Y’ (146410001 L
39| 20TV e T i |32 —e—— | =6 ——— | —1| -¢simo
48400 4800 V 48400 4800

aniversario do seu nascimento.”

Qual é este namero?

) Repare-se que 0 caso em que b =35 obtém-se a expressdo Y2445 3245 queé
igual a 1 como provamos no exemplo 1.

V3. C. Berndt, H. H. Chan, L. ~C. Zhang, Ramanujan’s association with radicals in
India, Amer Math. Monthiy 104 (1997), 905-911.

) fixistem varios livios de B. C. Berndt que referem o nome de Ramanujan, cujos
titulos sio: “A associacdo de Ramanujan com os radicais na India”; “Radicais e
unidades no trabalho de Ramanujan”; “Problemas submetidos por Ramanujan ao
Jornal de Matemdtica da India”.
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Resolucio:

Por observago da expressio numérica dada e estabelecendo uma analogia
com o radical ¥a+ /b +4/a— b , conclui-se que

3
ae 32(146410001J ”6(146410001

e b=a*-1
48400 48400

Assim o nimero complicado acima pode ser escrito na seguinte forma:

y:(a+\/3)y6 :y:m.

Como por (5) se deduz que 4 =a’ ~¢”, no caso acima tem-se 5 = g® — cb.
Assim, como b=a* -1 e b=aqa’~c’ conclui-se que c=1 ou ec=-1.
Repare-se que

146410001 = 146410000 +1
=14641-10% +1
=11*.10* +1
=110" +1.

Por outro lado,

48400 = 484 .10%
=4.11*.10°
=4-110%

Assim sendo, reescrevendo a, obtém-se

4 3 4
a=30. 110 +21 _6 110 +21
4.110 4.110

2-32(110%1]3 12(110““]
=2 = —

4* 110° 41 110%

3

110% +1 110* +1
=>2a={ ——- | -3. . 15
( 110? J ( 110° J (13)
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. H10% 1 _ - T T
Se constderarmos x = T reescrevemod i expressio (153 da seguinle

forma, x* —3x =2a, onde x* —3x ¢ o polindmio de Cardano de prai &, vom i+ 1,
isto é, C,(1,x)=x" -3x.
110* +1
Logo C,(,x)=2a, com x= 1ot

Observe-se que yx%/aJ,,j_:,/;/aJr B ©®

Assim, recorrendo ao maior divisor proprio de 6, que é 3, e a relagio (9),
tem-se que:

1104+1+\/[110“+1]2_4_1
ﬂ N 1107 107
J,!a' +\/~:x+ J; 4c:

2

4

110* +1 J1103+2-1104+1
+ - -
110* 110

110 +1 J11o*—2-1104+1
T+ 4
110 110

110* +1  J(110* -1Y’
2 + 2z
110 110

2

110* +1 110 -1
2 + 2
110 110

_ 2110t
2.110°

=110%

“) Note-se que o problema original envolvia a raiz de indice 6 e, consequentemente,
esperar-se-ia observar o polinémio de Cardano de grau 6. O polinémio de Cardano deve

ter falhado e quando isso ocorre deve-se usar o facto de que mifz = "{/@ para observar
s¢ 0s polinémios de Cardano de menor grau reduzem o radical.
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Ou seja, Ya++/b =110

Como

y=a+vb =V110° =110

=y =110

Dado que y=%a++b e y=110, onamero original pretendido ¢ 110

Exemplo 5: Sejam a e }f as raizes da equagdo quadratica
y'-la+By+a-p=0.
Mostre que a" + 8" =C,(a- 8,a+ )
Resolucdo: Considere-se a conexdo quadratica (12) que deriva de v' sy 1o 0

Se @ e p sdo as duas raizes desta equagdo quadratica em v, (ishe ¢
suponhamos sem perda de generalidade que

_x+x?-4c

(24 € e
2 2

entio c=a-f e x=a+p. (16)

De (9) vemos que Xa++/b = E—%—ﬁ logo obtém-se que

a:"\/a+«/l; e [j‘le”a—«/g.
Logo
a" +p" =["a+«./3jn+(”a—\/3]n

=a+ b+a-«/3
=2a.

sa"+ B =2a a7)

O resultado pretendido deriva imediatamente do facto de
C,(c,x) =2a. Vejamos como...
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Substituindo (16) e (17) em C,(c,x)=2a, vem que
C,(a-B,a+B)=a"+p", como se pretendia.

Regressando ao problema inicial desta secgdo, isto €, a simplificagio da
expressdo com radicais

1 | 400 1 | 400
rp=3=3+—-—+}-3~= -—
2 27 2 27
=3-3+J—E)-9 +3—3—‘/—m, (18)
27 27

iremos entdo aplicar o método descrito anteriormente que recorre aos polindmios
de Cardano.

Comparando a expressdo (18) com %fa +4b +Va—«/3 tem-se que

a=-3, b=-—— e n=3.
27

Por (5), obtém-se que

A partir da tabela 1, e por (6), sabe-se que o respectivo polinémio de
Cardano de grau 3 ¢ dado por

C,(e,x)=%" -3ex=2a.
Logo

C{g—,x] =x’-7x=-6.

Observe-se que x=1 é uma raiz, logo por aplicagdo da relagdo (9), vem
que
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\/ 100 \x 00 1 5 1 .
| T Y B ey B 1.
27 27 2 23 2 23

1 1

= — 4+ —

2 2

=1

SR =1

Enguanto que no exemplo 1 e no exemplo 4, referidos anteriormente, a
calculadora TI-83 fornecia o valor exacto, isto €,

exemplol: exemplo 4:
BEC2HI (a0 I+3 (2 B3z« {14641088( |1-484660 " 3~6%(14
J{322 1-,48400)~3-6%(14( 164160@1.454G6)+]
1 6410001 434885+ [(32¢(140410001-4
(I2+%(146410801 -4} 24882 3-6+({14641
24680 " 3~-6k {14641 |PBA1-48408352~1
?861x484ﬁ63)“2—1 2 118

neste caso, a referida calculadora da uma mensagem de erro pois ndo admite
valores ndo reais, isto é, raizes quadradas de niimeros negativos.

¢ -3+I(~1008.-27 ERR:HONREAL ANS
I -I=7( 1002 Quit
Ta tEoto

Recorrendo a programas matematicos mais sofisticados, nomeadamente, o
Mathematica 4.0, e 0 Maple V, verificamos que
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Fie EcR Cel F

amal loput - Kewel Find

e que...

> surd(8, 2):

surd (29/2+1/2*sgqrt (848) .

A Cm——————— T P i
v S ‘

l' > avalf{%x},

L
> avalt(%) .,

Assim sendo a manipulago algébrica permite a estes programas
matematicos obter, neste c¢aso, O valor exacto.

T -fsmmd(Zé/Z--l/Z*sqrt(845) L7

> surtl(—3+sqrt(—l{)0/?"f) , 3‘)+surd(—3—sqrt(—-100/2?) L3y,

CRunte Gl e g

obtivemos 1, enquanto que estes programas

-3, 0 que ndo ¢ muito surpreendente, pelo facto de que est

cubicas.
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