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1. Introducao

A Andlise de Sobrevivéncia consiste na anélise de dados referentes a medi¢des do tempo decorrido
desde um instante inicial até a ocorréncia de um determinado acontecimento, numa populagdo. No
entanto, nem sempre é possivel observar o acontecimento de interesse devido, em geral, a certas
restricdes no processo de recolha dos dados, situacdo em que surgem as designadas observacgdes
censuradas.

Uma situag@o particular ocorre quando a maioria das observagdes censuradas correspondem os valores
mais elevados. Este facto traduz-se graficamente na estabilizacdo da curva da estimativa de Kaplan-
Meier da funcdo de sobrevivéncia (f.s.), como ilustra a Figura 1.
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Figura 1: Dados de leucemia (Klein e Moeschberger, 1998, p.10)

Neste caso, suspeita-se da existéncia de individuos que nunca vdo experimentar o acontecimento de
interesse, ainda que o tempo em observacdo pudesse ser prolongado indefinidamente. Tais individuos
sdo considerados imunes ao acontecimento de interesse e, nesta perspetiva, a funcdo de sobrevivéncia
que lhes corresponde, em qualquer instante, € sempre um (f.s. degenerada). Neste ambito, a populagcao
em estudo € constituida por uma mistura de individuos imunes (ou curados ou ndo suscetiveis) e de
individuos ndo imunes (ou doentes ou suscetiveis); a estes ultimos corresponde uma f.s. ndo
degenerada.
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A observacdo do acontecimento de interesse permite que os individuos sejam classificados como
suscetiveis. Quando esse acontecimento ndo € observado, em geral, ndo € possivel identificar os
individuos imunes, embora a sua presenca seja admitida. Apenas no caso em que € definido algum
critério de classificago para os individuos curados é que a identificacdo é inequivoca. Laska e Meisner
(1992), Taylor (1995), Tamura et al. (2000) e Betensky e Schoenfeld (2001), fornecem dos poucos
exemplos desta situag@o. Nos trés primeiros, € definido um valor a priori e os individuos que tenham
um tempo de vida superior a esse valor sdo considerados curados. Em Betensky e Schoenfeld (2001), a
ocorréncia de um certo acontecimento (alta hospitalar) distinto do acontecimento de interesse (morte
pela doenga) possibilita a identificacio dos individuos curados.

Neste artigo, serdo definidos os modelos de cura de mistura e de ndo-mistura. Serd apresentado um
modelo de cura de mistura baseado na distribui¢dio de Chen (Chen, 2000, Abreu, 2005 e Abreu e
Rocha, 2006) e ilustrada a estimacdo dos parametros através de dois exemplos de aplicacdo a dados
reais.

2. Modelos de cura

Quando ¢é admissivel a existéncia de individuos curados na populagdo, os modelos de cura,
caracterizados por uma func¢do de sobrevivéncia imprdpria, constituem uma alternativa adequada aos
modelos mais cldssicos da Andlise de Sobrevivéncia. Estes modelos dividem-se em dois grupos: os
modelos de cura de mistura e os modelos de cura de ndo-mistura. Habitualmente designam-se apenas
por modelos de cura, sempre que seja claro no contexto qual o tipo que estd a ser considerado.

2.1 Modelo de cura de mistura

Sejam T uma varidvel aleatéria (v.a.) que representa o tempo de vida de um individuo numa dada
populacdo e Y uma v.a. bindria, onde Y=I1 se o individuo € suscetivel e Y=0 se o individuo é imune.
Seja S(tlY=1) a funcdo de sobrevivéncia (f.s.) do tempo de vida dos individuos suscetiveis e p a
propor¢do de individuos imunes na populacio.

O modelo de cura definido a custa da f.s. € dado por

S(t)=p+(1-p)S(t1Y =1)

e a custa da fung¢ao de risco é

o) (1—p)§g)w -1)

Este caso particular dos modelos de mistura, designado por modelo de mistura ndo padrao, refere-se ao
caso de uma mistura de duas distribuicdes, uma das quais degenerada. Note-se que S(¢) é uma f.s.
imprépria pois S()=p, enquanto que S(tlY=1) é uma f.s. prépria. Por outro lado, /() tem integral finito
em (0, o), logo néo se trata de uma fungdo de risco no sentido usual.

Neste tipo de modelos de cura interessa estimar ndo s6 os parametros da funcdo de distribuicdo dos
individuos suscetiveis, como também a propor¢do de individuos imunes. Maller e Zhou (1992)

propuseram uma estimativa ndo paramétrica desta proporcdo, que é obtida através do valor da
estimativa de Kaplan-Meier da f.s. calculada na maior observacao.

2.2 Modelo de cura de nao-mistura

Uma vez que num modelo de cura a f.s. populacional € uma funcdo imprépria e tendo em conta a
relacdo existente entre a f.s. e a correspondente funcdo de risco cumulativa, esta dltima vai ser uma
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funcdo limitada superiormente. Assim, seja S(¢) a f.s. de T e H(¢) € tal que S(r)=exp[-H(?)]. Se S(0)>0,
existe €<, tal que H(wo)=6. De acordo com Yakovlev et al. (1993), uma forma possivel de
caracterizar esta propriedade é considerar H(#)=6F(t), onde F(¢) designa a fungdo de distribui¢do
(prépria) de uma v.a. ndo negativa.

Deste modo, o modelo de cura de ndo-mistura pode ser escrito na forma

S(t)= exp[—@F (t)]
sendo a correspondente func¢ado de risco dada por

h()=& (),

onde f(r) é a funcdo densidade correspondente a F(f). Neste caso, S(oo):e_9

probabilidade de cura.

Neste contexto, existem duas hipdteses para obter uma f.s. impropria. Ou se modifica o espago de
parametros de alguma distribui¢do prépria como acontece, por exemplo, com a distribuicdo de
Gompertz modificada (Cantor e Shuster, 1992), ou se considera uma varidvel fragilidade para
caracterizar a suscetibilidade de cada individuo ao acontecimento de interesse. Nesta ultima situacao, é
a escolha da distribuicdo da fragilidade e ndo da distribuicdo do tempo de vida que vai dar origem a
uma funcdo de sobrevivéncia imprépria. Um exemplo deste caso € a distribuicao Qui-quadrado ndo
central com zero graus de liberdade (Rocha, 1995).

corresponde a

3. Modelo de cura baseado na distribuicao de Chen

Esta sec¢do € constituida por quatro partes. A primeira apresenta a distribuicdo de Chen, uma vez que
ainda € algo desconhecida. Em seguida, surge o modelo de cura com base nesta distribuicio, apds o
que ¢ indicado a metodologia usada para a estimacdo dos parametros. Por dltimo, é efetuada uma
aplicagdo a dados reais.

3.1 Distribuicao de Chen
A funcio de distribuicao proposta por Chen (2000) é

F()=1-ex| A -exp(P)) 1>0.

onde A e fsdo os pardmetros da distribuicdo, sendo A o pardmetro de escala e £ o pardmetro de forma.
Assim, as correspondentes f.s. e fun¢do de risco sao, respetivamente,

F(t)= exp[/l(l—exp(tﬁ))} t>0 e h*(t): /lﬁtﬁ_l exp(tﬁ) t>0.

1

A funcgido h*(t) ¢ crescente quando S>1 e, para f<I, é decrescente para t € |0, (%— Jﬂ e é

1

crescente para f 2 [’% - jﬁ .

3.2 Modelo de cura baseado na distribuicao de Chen

Considere-se a distribui¢do de Chen para a distribui¢io do tempo de vida dos individuos suscetiveis. O
modelo de cura, definido a custa da f.s. € dado por
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S()=p+ (l—p)exg{/lé—exp(tﬁ)j t>0.

Se 0 modelo for escrito a custa da fung¢ao de risco, tem-se

(1- p)/l,Bt'B -1 exp(t'g )3Xp“/l€ - exp(,‘ﬁ )j
p+(1- p)ex%ﬂé—exp(tﬁ)j '

Importa notar que, embora o pardmetro £ continue a ser um pardmetro de forma do modelo
populacional, o comportamento da funcdao de risco populacional é completamente diferente do da
funcéo de risco dos individuos suscetiveis: h(r) é decrescente para /<1 e é unimodal para f>1. Além
disso, no caso em que f>1, o valor da moda serd tanto maior quanto menor for o valor de p, o que faz
todo o sentido uma vez que p representa a propor¢do de individuos imunes. Relativamente ao
pardmetro A, de certa forma vai definir o valor de 7 a partir do qual a fungdo de risco ird estabilizar
num valor préximo de zero, ou seja, neste contexto, o valor de ¢ a partir do qual se pode esperar que os
individuos que sobrevivam até esse instante estejam curados. Mais especificamente, quanto mais
pequeno for o valor de A, maior o valor de 7 a partir da qual a funcgdo de risco é aproximadamente zero.

h(t)=

3.3 Estimacao dos parametros

Caso geral

Recorde-se que, na Andlise de Sobrevivéncia, se for admitido censura ndo informativa e censura a
direita, a funcéo de verosimilhancga para uma amostra de dimensao n pode ser expressa por

L=IT, 7Y s@)™.

onde ¢; é uma variavel indicatriz tal que & =1 se ¢; corresponde a um tempo de vida e & =0 se t; é uma
observacgdo censurada.

Considere-se uma amostra de dimensdo n e designe-se por ti, ..., t, 0s tempos de vida. Sem perda de
generalidade, suponha-se que os primeiros m (m<n) tempos de vida sdo censurados. Sejam i, ..., J,
tais que

0 se 1<i<m
1 se m+1<i<n

e Vyl, ..., yn tais que
0 seoindividuo € imune
yt =

1 se o individuo € suscetivel

Tendo em conta os valores possiveis que o par (&, y;) pode assumir, o tipo de contribui¢do para a
verosimilhanga da respetiva observacdo varia, como se pode observar na Tabela 1.

Tabela 1: Resumo das possibilidades para (&, y,).

Valores possiveis Descrigéo da Contribui¢do para a
para (&, y;) situacdo verosimilhanca
0, 0) Censurado, imune p
0, 1) Censurado, (1-p)S(tlY=1)
(1, 1) suscetivel (1-p)filY=1)
Observado,
suscetivel
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No caso do modelo de cura de mistura, a verosimilhanga total observada é

Lo=TT,[0-n)r @1y =0 [p+@-p)s@1y=n] .

Se todos os y;’s fossem observados (em geral, ndo o sdo aqueles que correspondem a observacdes
censuradas), pela Tabela 1 ter-se-ia a seguinte verosimilhanca completa

1-9;

1

re=IT.[l0-prerr=np [ [ fa-pyscrr=ny']

Tendo em conta que f (1Y =1)=h(r1Y =1)S(¢1Y =1) e que, dados os valores possiveis para (d, y;)
tem-se (1-8)(1-y;) = 1- y;, a verosimilhanga anterior pode ser fatorizada em

n o 1—y. n )-0; ).
Lo =1, (-p)" pii [I_ a1y =1y s@1y =1)".

O facto de nem todos 0s y;’s serem observados origina uma situagdo de dados incompletos, pelo que o
algoritmo EM € um método iterativo adequado para obter as estimativas de méxima verosimilhanca
dos parametros da distribuigao.

A etapa E deste algoritmo consiste em determinar o valor esperado do logaritmo da verosimilhanga
completa em relacdo a distribuicio dos Y’s ndo observados, condicional aos valores atuais dos
pardmetros e aos dados observados O, onde O = {y; observado, (t;, y;), i=1, ..., n}. No entanto, como
em relacdo as observagdes censuradas o logaritmo de L¢ € linear em Y, para calcular o valor esperado
de log L basta substituir, na verosimilhanga completa, os valores nido observados de Y pelos
respectivos valores esperados, denotados por ;. Entdo, tem-se:

p)S(t 1Y =1)

S(t;)
Assim, na verosimilhanca completa, cada y; € substituido por @, onde @ é definido na forma que se
segue:

5= E(¥10)= P(t; =11T; > 1,5 = 0) =

Na etapa E, cada observacdo censurada i € atribuida a subpopulacdo Y=1 com probabilidade 7; e a
subpopulacdo Y=0 com probabilidade 1- 7.

Depois de substituir y; por % na verosimilhanca completa, obtém-se a seguinte verosimilhanca
“esperada”

n , l—@. T S, ,
Lp=I1_a"0-a) “TI_r1y=0)""s@1y=1)" =L Lg,,

onde g=1-p.

Para efetuar a etapa M, € necessdrio maximizar as duas componentes do logaritmo da funcdo de
verosimilhanca esperada para, se possivel, obter as expressdes dos estimadores dos parametros.
Relativamente ao pardmetro ¢, a expressao do seu estimador é dada por

i=|@-m+ 3 5 |

n
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Em termos gerais, a estratégia a adotar para a implementacao do algoritmo EM, resume-se a:

determinar os valores iniciais;
calcular @ com base nos valores atuais dos parametros;
maximizar logLg e logLg, com base nos valores atuais de @ e dos pardmetros;

Sl

repetir 2. e 3. até a convergéncia.

Caso da distribuicao de Chen

De acordo com a defini¢do dos valores esperados dos valores ndao observados de Y, no caso de o tempo
de vida dos individuos suscetiveis ter uma distribuicdo de Chen, tem-se

. gex| 2 -exp()) |
=g+ gex A -exp())

Assim, como @ =1 se & =1 e @ = 7; se & =0, a referida verosimilhanga “esperada” é

Lp= H?:l qw,« (1- q)l—w,- H?:l [,w;l.ﬂ—l exp (tl'B )]”ﬁi |:6X4:/1€ —exp (tlﬂ )ﬂwl =L E, L E,

e os logaritmos de LE1 e LE2 sdo, respetivamente,

m
logLg = (n—m)logg+ mlog(1—q)+ (10gq —log(1- q))z“i=1 T;

logLg, = ﬂ,zni T ﬁ— exp(tf)]—k (n—m)(log A+1og B)+ (8- I)Z:l:mﬂlog t+
+Z m+1 ’ ﬂz?:mﬂ E_ exp (t’ﬁ )}

tendo em conta que as m observacdes censuradas estdo indexadas de 1 a m e os n-m tempos de vida
observados estdo indexados de m+1 a n.

Ap6s derivar log Lg,, é possivel obter uma expressdo explicita apenas para o estimador de 4

X apo) I, @) ]

Assim, a estimativa de £ é obtida recorrendo ao método de Newton-Raphson.
Para proceder a estimag@o dos parametros, ou seja, para usar o algoritmo EM, € necessario substituir 7
pelo respectivo valor, donde obtém-se

1o o)
= n=m)+a s q+6]eXPV’( exp(tﬂ)j

o )

h- q+qexl{/1q eXp(ﬁ)jE (ﬁ} ]+Z’ ’”“E (ﬁ}]
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3.4 Aplicacao a dados reais

A metodologia anterior € ilustrada com a aplicacdo a dois conjuntos de dados reais, que podem ser
encontrados na literatura: Maller e Zhou (1996, p.82) e Klein e Moeschberger (1998, p.10). Os
ajustamentos foram efetuados recorrendo a algoritmos programados na linguagem R (R, 2010).

O primeiro desafio que surge diz respeito a obteng@o dos valores iniciais para os pardmetros. Note-se
que existem dois tipos de pardmetros: o pardmetro g e os parametros da distribui¢do de Chen, logo
duas abordagens distintas. Para g, com base em Maller e Zhou (1992), considera-se a estimativa da

© _

propor¢cdo de suscetiveis g 1-8 (t(r)), onde f,, representa a maior observagdo ndo censurada e

S (¢) aestimativa de Kaplan-Meier da f.s. Para os parametros da distribuigdo, sugere-se duas opgdes:

1. efetuar um ajustamento apenas com os dados com valores até 7, e as estimativas obtidas

constituem os valores iniciais; este método requer a programacdo de um algoritmo para a
distribui¢cao de Chen;

2. determinar o valor da estimativa de Kaplan-Meier da f.s. em dois pontos afastados e resolver
em ordem a A para dois valores fixos de f; o valor de £ que origine valores de A mais préximos
¢ a estimativa inicial de S, a estimativa inicial de 4 é a média dos dois valores proximos.

Dados de leucemia (Maller e Zhou, 1996)

Num estudo efetuado ao longo de 5 anos, Kersey et al. (1987) compararam o efeito do tratamento da
leucemia linfobldstica aguda através de transplante de medula 6ssea em 90 doentes, 46 dos quais com
a sua propria medula (grupo 2) e 44 com medula de algum parente compativel (grupo 1). O tempo de
vida foi definido como o tempo, em anos, desde o transplante até & recaida.

Ambos os grupos apresentam uma considerdvel quantidade de observacdes censuradas para além do
maior tempo de vida observado. Como tal, optou-se por exemplificar o ajustamento apenas para o
grupo 1. A partir dos valores iniciais dos parametros q(0)=0.73662, A9=0.9930455 e ,B(O)=l, obteve-se

as estimativas que se seguem ¢ = 0.7285978, A= 0,7611151 e ﬁA’: 0.6139747, as quais deram origem

a curva representada na Figura 2. Nesta mesma figura, encontra-se o ajustamento com o modelo de
cura baseado noutras distribuicdes, nomeadamente a distribuicdo de Weibull (Maller e Zhou, 1996,
p-108) e a distribui¢ao de Burr de tipo XII (Shao e Zhou, 2004). Deste modo, é evidente que, para estes
dados, o modelo de cura é adequado e que o modelo proposto (Abreu, 2005 e Abreu e Rocha, 2006) é
uma boa alternativa aos modelos ja existentes.

— Kaplan-Meier
--=- Cnen
L Weibull

T Burr XII

Fungao de sobrevivéncia
0.6
|

Tempo (em anos)

Figura 2: Dados de leucemia (Maller e Zhou, 1996, p.82)
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Outros dados de leucemia (Klein e Moeschberger, 1998)

Os autores referem um estudo envolvendo 101 pacientes com leucemia mielégena aguda avangada. A
todos estes pacientes foi feito transplante de medula 6ssea, 51 com a sua propria medula (os do grupo
designado por auto) e 50 com medula de algum parente compativel (os do grupo designado por allo).
Como o grupo allo tem uma apreciavel quantidade de observagdes censuradas correspondentes aos
valores mais elevados das observacdes, apresenta boas perspetivas de conter individuos imunes, daf
que o ajustamento € realizado apenas para este grupo. De facto, o nivelamento da estimativa de
Kaplan-Meier da f.s. ocorre apds aproximadamente 20 meses (Figuras 1 e 3), num valor proximo de
0.5, o que € uma forte indicacdo da provavel existéncia de individuos imunes.

Os valores iniciais dos parametros sdo q(0)=0.46786, A9=0.183395 e ﬁ(o)=0.5, dos quais resultaram as

seguintes estimativas: g= 0.47060, A= 0.12508, e ,3 = 0.42100. A curva resultante estd patente na
Figura 3, onde se pode notar um ajustamento quase perfeito.

— — Kaplan-Meier
N ---- Chen

Fungéo de sobrevivéncia

T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60

Tempo {em meses)

Figura 3: Dados de leucemia (Klein e Moeschberger, 1998, p.10)

4. Comentarios finais

O desenvolvimento da medicina, nomeadamente no que diz respeito a cura de doencas do foro
oncoldgico, tem originado um forte interesse na aplicacdo de modelos de cura, em detrimento ou como
complemento dos modelos mais tradicionais. Assim, o foco passou a estar ndo s6 na estimacdo do
tempo de vida dos individuos (onde se inclui o efeito das covaridveis relevantes) mas também na
probabilidade de cura dos pacientes. Esta informacdo adicional € importante pois pode auxiliar os
oncologistas na decisdo da terapéutica a aplicar a cada doente; eventualmente, individuos com maior
probabilidade de cura podem ndo ser sujeitos a tratamentos tdo agressivos (Hunsberger et al., 2009).
Importa notar que os modelos de cura ja estdo numa fase de desenvolvimento mais avancada do que a
aqui apresentada. Por exemplo, no que diz respeito aos modelos de cura de mistura, permitem a
inclusdo de covaridveis quer na f.s. dos individuos suscetiveis, quer na probabilidade de cura.
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