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Resumo

O modelo de Ricker é um dos varios modelos utilizados em ecologia para descrever a dindmica
populacional que depende da densidade ao longo do tempo, observada em intervalos de tempo
discreto. Este modelo é adequado para estudar espécies onde as estimativas anuais (ou
geracionais) de abundancia séo caracterizadas adequadamente como dindmica populacional e para
transicBes entre estagios da historia de vida, tais como producéo de descendentes ou sobrevivéncia
de um estagio para o préximo. A Gltima aplicacdo é comum na ciéncia da pesca, onde o modelo
de Ricker é frequentemente usado para relacionar a producdo de recrutas (peixes jovens que
sobrevivem para se juntar a populacdo) a fatores na densidade observada, tais como abundancia,
biomassa total ou potencial total de desova de peixes adultos, como parte de um modelo
populacional abrangente.

O objetivo deste trabalho € aplicar alguns resultados da teoria de estabilidade de sistemas
dindmicos discretos ao Modelo de Ricker. Em particular, estudamos a dindmica populacional em

ambos 0s casos, no modelo autbnomo e no modelo ndo auténomo.

Palavras-Chave

Modelo de Ricker; Equaces de diferencas; Sistema dinamico discreto; Pontos fixos;
Periodicidade; Estabilidade.
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Abstract

The Ricker model is one of several models used in ecology to describe population dynamics that
depend on density over time, observed at discrete intervals. This model is suitable for studying
species where annual (or generational) estimates of abundance are adequately characterized as
population dynamics, and for transitions between life history stages, such as offspring production
or survival from one stage to the next. The latter application is common in fisheries science, where
the Ricker model is frequently used to relate the production of recruits (young fish that survive to
join the population) to factors in observed density, such as abundance, total biomass, or total
potential spawning of adult fish, as part of a comprehensive population model.

The objective of this work is to apply some results from the theory of stability of discrete dynamic
systems in the Ricker model. In particular, we study population dynamics in both autonomous and

non-autonomous cases.
Key words

Ricker model; Difference equations; Discrete dynamical system; Fixed points; Periodicity;
Stability.
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Introducao

Um modelo populacional € um tipo de modelo matematico aplicado ao estudo da dinamica
populacional. Os modelos possibilitam uma melhor compreensdo de como funcionam as
interacdes e processos complexos. A modelacéo de interagfes dindmicas na natureza pode facultar
uma maneira tratavel de perceber como os nimeros mudam ao longo do tempo ou em relagdo uns
aos outros. Muitos padrdes podem ser observados usando a modelacdo populacional como

ferramenta [67].

A modelacdo populacional refere-se a mudangas em parametros como a dimensdo da
populacéo e distribuicdo etaria dentro de uma populacéo. Isso pode ser devido a interagdes com o
meio ambiente, individuos da sua propria espécie ou outras espécies. Os modelos populacionais
séo usados para compreender a dindmica das invasdes bioldgicas e para a conservagao ambiental,

também sdo usados para compreender a propagacao de parasitas, virus e doencgas [68].

Outra forma pela qual os modelos populacionais séo Uteis € quando as espécies ficam
ameacadas. Os modelos populacionais podem procurar espécies frageis e trabalhar para retardar

o seu declinio.

O modelo Ricker, em homenagem a Bill Ricker!, importante promotor da ciéncia da
pesca, € um modelo classico de dinamica populacional discreta, que fornece o nimero esperado
Xn4+1 (OU densidade) de individuos na geragcdo n + 1 em fungdo do nimero de individuos na

geracdo anterior. Este modelo é definido pela equacao

- -x
Xni1 = XpeP™m,

onde x,, > 0 representa a densidade da populagdo no periodo de tempo n e 0 parametro p

representa a capacidade de suporte (ou de carga) da populacao.

Desde a implementacdo do Modelo de Ricker houve inimeras descobertas, principalmente
nas ciéncias que se dedicam ao estudo da pesca, mas também nas ciéncias bioldgicas para estudar

a dindmica de como uma populacdo reagira a qualquer efeito no seu ecossistema.

! William Edwin Ricker, (11 de agosto de 1908 - 8 de setembro de 2001) foi um importante dinamizador da ciéncia
pesqueira. Foi conhecido pelo modelo de Ricker, que desenvolveu nos seus estudos de stock e recrutamento na pesca.
Também teve projecdo internacional como entomologista e editor cientifico. Publicou 296 artigos e livros, 238
traduces e 148 manuscritos cientificos ou literarios. A publicacdo de 1958, "Manual de computacao para estatisticas
bioldgicas de populacdes de peixes" e atualizagOes posteriores foram livros padrdo sobre o assunto por décadas.

1



Modelo de Ricker Autbnomo e Periddico

O modelo de Ricker é um dos varios modelos simples para descrever a dinamica
populacional dependente da densidade, para uma Unica espécie em termos de mudancas na
abundancia observadas em intervalos discretos. E adequado para estudos de espécies para as
quais estimativas anuais (ou geracionais) de abundancia caracterizam adequadamente a dinamica
das populagdes e como o modelo para transi¢des entre etapas da histéria de vida, como a producéao
de descendentes ou sobrevivéncia de uma etapa para a proxima. Isto € uma pratica comum na
ciéncia da pesca, onde 0 modelo de Ricker é frequentemente usado para relacionar a producao de
recrutas (peixes jovens que sobrevivem para se juntar a populagdo) a algum indice da densidade
geracional, como abundancia, biomassa total, ou potencial total de desova de peixes adultos,

como parte de um modelo populacional abrangente [62].

Para popula¢Ges muito pequenas, as taxas de reproducéo e sobrevivéncia dos individuos
aumentam com a densidade populacional. Isso contrasta com populagdes maiores, onde uma

maior densidade populacional retarda a taxa de crescimento de populagédo devido a competicéo.
Existem dos tipos de modelo de Ricker:

0] O modelo auténomo onde a dindmica do sistema € dada pela mesma funcéo ao longo
do tempo. Este tipo de sistemas prevé a evolugdo sem considerar mudancgas ao longo
do tempo. Por outras palavras, a equacdo que gera o sistema tem parametros
constantes.

(i) O modelo ndo autonomo, isto &, equacdes de diferencas cujo lado direito depende
explicitamente da mudanca ao longo do tempo. Em concreto, as sequéncias de
parametros constantes sdo substituidas por sequéncias de parametros dependentes do
tempo. Consequentemente, influéncias sazonais, efeitos externos e outros mecanismos
sdo permitidos nos modelos ndo-autonomos. Serdo porventura os que melhor

descrevem a evolucdo populacional.

No primeiro capitulo, estudamos o0 modelo de Ricker autbnomo e o modelo de Ricker
periddico de apenas uma espécie. Comecamos pela apresentacdo de definicbes importantes
nesta area tais como o ponto fixo, a estabilidade, entre outros. O modelo apresenta estabilidade,
“dinamica complexa”, perdendo estabilidade e originando bifurcacGes e duplicacdes de periodo.
No modelo de Ricker autbnomo, quando o parametro p € maior que 0 e menor ou igual a 2, tende
a ser assintéticamente estavel e quando o parametro p € maior que 2 é instavel. No modelo

periddico temos estabilidade quando os parametros p,, sdo maiores que O € menores ou iguais a
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2. Também podemos ter estabilidade quando alguns dos parametros p,, sdo superiores a 2. No

entanto, se todos os parametros foram superiores a 2, entdo o sistema € instavel.

No segundo capitulo, estuda-se 0 modelo de Ricker autbnomo e periddico para duas
espécies. Damos uma andlise completa da estabilidade local e bifurcacdo e determinamos as
variedades centrais, bem como variedades estaveis e instaveis. O modelo auténomo de
competicdo de Ricker exibe bifurcacdo subcritica, bolhas e bifurcacdo de periodo duplo.
Exibimos a regido no espaco de pardmetros onde se aplica o principio de exclusdo da
concorréncia. O modelo classico de competicdo Ricker para duas espécies é dado por

— K—-xpn—a
Xn+1 = Xn € n=4¥n

J

— L—yn—bx
Yn+1 = Yn € In n

onde, x,, e y, representam a densidade populacional no periodo de tempo n, 0s pardmetros K e L
sdo assumidos como numeros reais positivos e representam as capacidades de carga da

populacdo. No sistema anterior existem 4 pontos fixos: a origem O, 2 pontos fixos nos eixos

E; =(K,0), e E, = (0,L) e um ponto fixo E* = (%%) no interior do primeiro

quadrante.

A origem O = (0,0) é um ponto fixo instavel. Isto significa que as populagdes ndo se

extinguem simultaneamente.

Se (K, L) pertence a regido R, (ver Figura 2.3), entdo E; é localmente assintoticamente
estavel, ou seja, x,, tende para K e y, tende para 0 quando n tende para oo. Isto significa que a

populacdo x sobrevive e a populagdo y extingue-se ao longo do tempo.

Se (K, L) pertence a regido Q,, entdo E, é localmente assintoticamente estavel, ou seja,
x, tende para 0 e y, tende para L quando ntende paraco. Isto significa que a populacdo y

sobrevive e a populagdo x extingue-se ao longo do tempo.

Este fendmeno é conhecido como principio de excluséo, em que uma populacédo sobrevive
e a outra extingue-se. Portanto, a competicdo leva que uma populacdo extinga a outra.
Se (K, L) pertence a regido S;, entdo E* é localmente assintoticamente estavel, ou
. K—aL L-bK . .
seja, x,, tende para Tap € On tende para PR guando n tende para oo. Isto significa que ambas

as populagdes x e y sobrevivem. Este ponto fixo é conhecido como ponto fixo de coexisténcia ja

que ambas as populagdes coexistem.
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Se (K, L) cruza o segmento k,, entdo (K, L) passa da regido R, para a regido R,. O ponto
fixo E,, perde a estabilidade e nasce em R, um 2-ciclo da forma {(x,, 0), (x;, 0)} que é localmente
assintoticamente estavel. Isto significa que a populacdo y entra em extingdo ao passo que a

populacdo x sobrevive, mas com densidades populacionais alternadas por 2 periodos.

Se (K, L) cruza do segmento [,, entdo (K, L) passa da regido Q, paraaregido Q,. O ponto
fixo E,, perde a estabilidade e nasce em Q, um 2-ciclo da forma {(0,7y,), (0,¥;)} que é
localmente assintoticamente estavel. Isto significa que a populagdo x entra em extin¢do ao passo

que a populacédo y sobrevive, mas com densidades populacionais alternadas por 2 periodos.

Se (K, L) cruza do segmento &, entdo (K, L) passa da regido S, paraaregido S,. O ponto
fixo de coexisténcia E*, perde a estabilidade e nasce em S, um 2-ciclo de coexisténcia da forma
{(x0,¥0), (X1, ¥1)} que é localmente assintoticamente estavel. Isto significa que ambas as

populagdes x e y sobrevivem, mas com densidades populacionais alternadas por 2 periodos.



Modelo de Ricker Autbnomo e Periddico

1 Analise do Modelo de Ricker para uma espécie

Neste primeiro capitulo, apresenta-se o estudo qualitativo da equacdo de diferencas regida
pelo modelo de Ricker. De entre outros conceitos, estuda-se a estabilidade de pontos fixos e pontos
periddicos, apresenta-se diagramas de teia de aranha e de bifurcacdo, tanto no caso autbnomo

como no caso periodico.

1.1 Modelo de Ricker autbnomo

As equac0es de diferencas encarregam-se de mostrar a evolucdo de um fendmeno ao longo
de um determinado periodo de tempo. Por exemplo, se assumimos que uma certa populagdo tem
evolucdo discreta, a expressao x,,., corresponde ao tamanho da geracédo, no periodon + 1, obtido

em funcéo do tamanho da populagéo no periodo n. Esta relagcdo pode ser representada na forma.

Xpe1 = f(xn). (1.1)

A equacdo (1.1) é um exemplo de uma equacdo de diferenca de primeira ordem, ou sistema

dindmico discreto.

Sendo assim, podemos dizer que um sistema dinamico discreto (ou equacao de diferencas) é

um sistema em que o seu estado evolui (muda), em certos instantes de tempo especificos
{no,ny,mp, - 3.

Assim, o estado de um sistema discreto de uma dimensdo pode ser determinado
completamente por x,, o valor da variavel de estado nos instantes {n,, n,,n,,--}. O valor da

variavel de estado nos instantes de tempo mencionados € uma sequéncia x,, x4, x..... € 0 intervalo

do tempo, entre diferentes pares de instantes consecutivos x,, € x,,.; tem de ser igual.

Sendo assim, a evolucdo de um sistema discreto de primeira ordem, é obtida aplicando

sucessivamente a funcdo f ao estado inicial x,, isto é,

X0, f (x0), f(f (x0)), f(f (f (x0)))s-- -

Ou, de uma forma mais simples,

X0 f(xO)' fz(xo)' fg(xo)r-' fn(xO)'



Modelo de Ricker Autbnomo e Periddico

Esta sequéncia de estados da-nos as iteradas de x, por f. Generalizando f™(x,), é a n-ésima

iterada de x, por f.

O modelo de Ricker € um modelo aplicado a pesca. Este modelo integra os fatores
ambientais para a limitagdo do crescimento populacional, prevendo uma recuperagéo reduzida ao
longo do tempo, isto é, o numero de descendentes em x,,,, serd inferior ou superior ao nimero de

adultos em x,,.

Este modelo é definido pela equacao

Xp41 = XpeP™m, (1.2)

onde x, > 0, representa a densidade da populacdo no periodo de tempo, n e p representa a

capacidade de suporte (ou de carga) da populagio (“Carrying Capacity” na literatura internacional
[1D.

O crescimento na maioria das populacdes é limitado por fatores tais como variacdes do meio
ambiente, mudancas na taxa de sobrevivéncia ou na taxa de reproducao, aparecimento de doencas,
interacdes competitivas, relacdes de predador-presa, etc. Estes fatores influenciam as populacées
em relacdo ao seu tamanho e sdo referidos como dependentes da densidade. Temos dependéncia
da densidade quando a nossa equacao de diferencas € ndo linear. O tamanho em que uma
populacdo vai tender a retornar em resposta a estes fatores, € conhecido como capacidade de

suporte (capacidade de carga ou “carrying capacity”).

Defini¢do 1.1 (Ponto fixo ou ponto de Equilibrio de f): Um ponto x* pertencente ao dominio de

f épontofixode f se f(x*) =x".

Observacdo 1.1: Um ponto fixo € um ponto x*  onde o estado do sistema vai ficar constante ou
invariante ao longo do tempo, isto é, sucessivas aplica¢des da funcdo f ndo modificam o valor

inicial, uma vez que f(x*) = x*.

Observacdo 1.2: Se num sistema de coordenadas, os valores de x,, sdo colocados no eixo das
abcissas e 0s de x,,, N0 eixo das ordenadas, e representamos graficamente a equacdo
Xn+1 = f(x,), um ponto fixo da funcédo f serd um ponto onde x,,; = f(x,), interseta a bissetriz

dos quadrantes impares (y = x).

Dada a equacdo de diferencas que representa o modelo de Ricker, temos que f(x) = xe?™ .
6
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Assim, os pontos fixos do modelo de Ricker sdo x* = 0 ou x™ = p.

E possivel que numa equagdo de diferencas uma solucio n&o seja um ponto de equilibrio,
mas pode chegar a sé-lo ap6s um numero finito de iteradas. Ou seja, um estado de ndo equilibrio
pode chegar a ser um estado de equilibrio num tempo finito. Isto leva-nos a seguinte definicéo:

Definicdo 1.2 (Eventual Ponto Fixo): Um ponto x pertencente ao dominio de f, € um eventual
ponto fixo da fungdo f se existe um inteiro positivo k e um ponto fixo x* de f tal que, f*(x) =

x* mas fF1l(x) # x*.

J& sabemos que x* = 0 ou x* = p, sdo os pontos fixos do modelo de Ricker (1.2). Para
procuramos um eventual ponto fixo, basta procurar um ndmero x tal que f(x) seja igual ao ponto
fixo p, com x # p. Assumindo que p € um namero qualquer por exemplo 1, 5, resulta que

f(x)=1,5 © xet®* =1,5,
ou equivalentemente
xelS X _-15=0.
Por ser uma equacao transcendente sem solucdo analitica, temos que resolver numericamente.

Na Figura 1.1 podemos observar que um eventual ponto fixo do Modelo de Ricker (1.2) é 0, 625.

Nota: Como a unica solucdo real ndo negativa da equacdo xe™ = 0 € x = 0, entdo nao existem

eventuais pontos fixos de zero no modelo de Ricker (1.2).

@

g{z) =xe’® % _ 1,

Figura 1.1: Gréfico de g(x) = xe5~* — 1,5. 0 zero de g(x) a esquerda de 1, 5 ¢ um eventual ponto fixo do
modelo de Ricker (1.2) ja que f(0,625) = 1,5.
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Um dos principais objetivos da teoria dos sistemas dindmicos discretos, é o estudo do
comportamento das 6rbitas perto de pontos fixos, ou seja, 0 comportamento de solugdes de
equacdes as diferencas quando os pontos iniciais estdo proximos dos pontos de equilibrio.

Portanto, é necessaria uma defini¢do basica neste contexto.

Definicdo 1.3 (Estabilidade Local): Seja f uma funcéo tal que f:1 — I, onde I é um intervalo
de nimeros reais, e x* um ponto fixo de f. Dizemos que x* é:

1) Localmente estavel se para todo € >0 existe 6§ >0 , tal que para todo x, €1
com |x, —x*| < 8 temos |f™(xy) — x*| < €,V n € N. Caso contrario, x* diz-se é instavel,

2) Atractor se existe n > 0 tal que |x, — x*| < 7, implica lim f™ (x,) = x*;
n—->oo

3) Localmente assintoticamente estavel se for simultaneamente estavel e atractor. Caso em 2) n =

oo, entdo x* € globalmente assintoticamente estavel.

Por exemplo, para aplicar a Defini¢cdo 1.3 no modelo de Ricker (1.2) assumimos 0s mesmos
dados do exemplo anterior, ou seja p = 1,5 e x, = 0,5. Ao fazer os calculos correspondentes
obtemos que o &, tem que ser maior que o valor absoluto da diferenca entre p e x,, neste caso
assumimos 1,1 e que o0 € € maior que |f™(x,) — x*| assumimos 0, 4. Os valores obtidos aparecem
na Tabela 1.1. Verificamos que efetivamente que se cumpre a condicéo de estabilidade local:

Tabela 1.1: Valores de x, e f™(x,).

n Xn f(x0) [ = x| 1f™(x0) — X7
0 0,5 1, 3591 1,0 0, 1409
1 1, 3591 1, 5647 0, 1409 0, 0647
2 1, 5647 1, 4667 0, 0647 0, 0333
3 1, 4667 1, 5164 0, 0333 0, 0164
4 1, 5164 1, 4917 0, 0164 0, 0083
5 1, 4917 1, 5041 0, 0083 0, 0041
6 1, 5041 1, 4979 0, 0041 0, 0021
7 1, 4979 1, 501 0, 0021 0, 001
8 1, 501 1, 4995 0, 001 0, 0005
9 1, 4995 1, 5003 0, 0005 0, 0003
10 1, 5003 1, 4999 0, 0003 0, 0001
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Para nos ajudar a compreender o comportamento de uma solugéo na vizinhanga dos pontos
de equilibrio de uma equacao, podemos utilizar o grafico em forma de “teia de aranha”, também
conhecido como diagrama de degraus ou (diagrama de Cobweb na literatura internacional). O
diagrama de Cobweb é uma ferramenta importante no estudo da estabilidade das equacdes, pois
permite-nos visualizar orbitas e detetar a dindmica na vizinhanca dos pontos fixos. Assim, num
grafico de teia de aranha, é possivel inferir o status a longo prazo de uma condic¢éo inicial sob a
aplicagéo repetida de uma funcéo.

Este consiste no seguinte: dada a equagdo x,.; = f(x,,), representa-se o grafico de f no
plano (x,, x,41). Toma-se um valor inicial x, no eixo das abcissas. Traga-se uma linha
vertical a partir de x, até se encontrar o gréafico de f e Ié-se esse valor no eixo das ordenadas.
Marca-se o valor de f(x,) encontrado no eixo das abcissas, x; = f(x,) para o qual se
determina, novamente, o valor de f e assim sucessivamente. Graficamente, este ciclo pode
ser feito tracando uma linha horizontal desde o ponto do grafico (x,, f(x,)), até a funcédo
identidade f(x) = x (a bissetriz do primeiro quadrante) e dai novamente uma linha vertical
até ao grafico de f. Continuando este processo pode-se determinar a Orbita de

xo,f (xo), f2 (xo ), wor, f™(x0 ), ... cOMO se pode observar na Figura 1.2.

Se x, for um ponto inicial suficientemente proximo de um ponto de equilibrio x*, entdo a
orbitade x, dauma indicacéo clara da estabilidade de x*, pois indica como evolui x, quando

ha um pequeno desvio de x*.

O processo de estudar a estabilidade a partir da Definicdo 1.4 ndo € pratico. Além disso, o
diagrama em teia de aranha ndo nos permite conclus@es analiticas. O seguinte teorema da-nos uma

indicacdo clara da estabilidade local de um ponto fixo.

Teorema 1.1 (Estabilidade local, [51]) Seja x* um ponto de equilibrio da equacgdo x,,,, =

f(x,) e f continuamente diferenciavel em x*. Se:
1. Se |f'(x*)| <1, entdo x* é assintoticamente estavel.
2.Se |f'(x*)| > 1, entdo x* € instavel.
3. Se f'(x*) =1, existem quatro casos distintos:
(@ Sef"(x*) >0, x*éinstavel, mas semi-estavel a esquerda;
(b) Se f"(x*) <0, x*éinstavel, mas semi-estavel a direita;

(c) Sef"(x*) =0, existem dois casos a considerar:
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i.Sef"""(x*) >0, x*éinstavel;
ii. Se f""'(x*) < 0, x* é localmente assintoticamente estavel.
4.Se f'(x*) =—1, entdo existem dois casos:
(@) x* é localmente assintoticamente estavel, se —2 f""'(x*) - 3 [f"(x*)]2 < 0.
(b) x*éinstavel se =2 f""(x*) - 3 [f"(x*)]2 > 0.

VVamos estudar a estabilidade dos dois pontos fixos do modelo de Ricker em separado. Para

isso calculamos a primeira derivada da funcéo f em cada ponto fixo.

Umavez que f'(x)=eP™*(1 — x), temos que parax* = 0, |f'(0)] = |e?P| > 1, paratodo

p > 0. Assim, x* = 0 é um ponto fixo instavel pelo Teorema 1.1.

Parax® = p, p > 0temos que |f ‘(p)| = |1 — p|. Neste caso, surgem 3 situacoes:

1) Se|l1—p| > 1, 0queacontece quandop > 2, x* = p é um ponto fixo instavel (ver Figura
1.3).

2) Se |1—p|<1 o que acontece quando 0<p <2, x*=p € um ponto fixo
assintoticamente estavel (ver Figura 1.2).

3) Se|1—p| =1 o0queacontece quandop = 2, temos f "(2) = —1. E necessario utilizar o
ponto 4 no Teorema 1.1.
Assim, como f”(x) = (=2 + x)eP™, temos f“(2) = 0.De f" (x) = (3 —x)eP7™,
vem 7 (2) = 1.

Portanto

2@ -3[f)]'= -2 < 0.

Logo x* = p é um ponto fixo assintoticamente estavel.

10
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Ln+1

JF(z

Ln
xg 1 2 3

Figura1.2: Quando 0 < p < 2,0pontofixo x* = p do modelo de Ricker (1.2) é assintoticamente localmente
estavel. Fonte: Imagem retirada da referéncia [65].

O anterior resultado apenas da-nos uma indicacao clara da dindmica local. Relativamente

a dindmica global teremos de utilizar outras ferramentas. E o que faremos em seguida.

Teorema 1.2 (W. A. Coppel, [2]): Seja I = [a,b] € Re f:I — I uma funcdo continua, se a
equagio f(f(x)) = x ndo tiver raizes a excecdo das raizes possiveis de f(x) = x é garantido
que todas as oOrbitas convergem para um ponto fixo.

Nota: O Teorema 1.2 ndo é suficiente para garantir a estabilidade global de um ponto fixo.

No entanto, se 0 ponto fixo for Gnico, entdo ele é garantidamente globalmente estavel.

Vamos estudar a estabilidade global dos pontos fixos do modelo de Ricker. Para isso,
devemos calcular as raizes da equagao f ( f (x)) = X e Ver que esta equacdo ndo tem raizes, a

excecao das raizesde f (x) = x,quando 0 <p < 2.

fF(f())=x o f(xeP™) =x & xeP™ P>’ "=y
e x=0VeP* epxeP ¥ 1 =0
= x=0v eZP—x(1+eP‘x) -1

& x=0V2p-x(1+ eP*)=0.
Seja g (x) = 2p - x - xeP™™. Vamos verificar quese 0 < p < 2,entdox = p éa
Unica solucdo de g (x). De facto, sob esta condi¢do no parametro p, g € estritamente decrescente

e, portanto, s6 tem um Unico zero.

11
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Seja h(x) = g(x)= -1+ eP*(x-1). Tem-se que h'(x)=(2-x)eP™ ¢,
portanto, A tem um Unico ponto critico em x = 2 (solucdo da equacdo h'(x) = 0). Note-se que
h'(x)> Oparax < 2eh’(x) < 0 parax > 2. Como h”(x) = (x — 3)eP™, observando a
concavidade de h, constata-se que h”’(2) < 0. Assim, x = 2 é um maximo absoluto de h. Como
h(2)= eP™2 —1,temosh (2) < Osempreque0 < p < 2.

Isto estabelece que h (x) = g'(x) < 0 (s6 se tem h(x) = O quandox = 2ep = 2).

Assim, a funcdo g (x) é estritamente decrescente sempre que 0 < p < 2.

Concluimos que, f (f (x)) = x nfo tem raizes a excegdo das raizes x = 0 e x = p
quando 0 < p < 2. Assim todas as Orbitas no modelo (1.2) convergem para um ponto fixo de f
(Teorema 1.2). Isto significa que, toda a oOrbita que comece em x, > 0 converge parax™ = p
quando0 < p < 2umavezquex* = 0 ¢ instavel (nenhuma Orbita na sua vizinhanga converge

por 0).

Se continuarmos a aumentar o valor do parametro p para além de 2, irdo ocorrer
duplicacdes de periodo, levando a uma dinamica aperiodica, intitulada caos (ilustrado na Figura

1.3). Assim é necessario introduzir as seguintes definicdes:

()

i =5

7 =

Figura 1.3: Quando p > 2, o ponto fixo x* = p do modelo de Ricker (1.2) é instavel. Fonte: Imagem retirada da
referéncia [65].

Definicao 1.4 (Ponto periodico e ponto eventualmente periodico): Seja b um ponto pertencente

ao dominio da funcéo f(x). Dizemos que:

12
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a) bé um ponto periddico de periodo k da equacdo x,,,,; = f(x,) se dado um inteiro positivo
k > 1, temos que f*(b) = b. Ou seja, b é um ponto k -periddico se é um ponto fixo da
funcido f*. A odrbita periddica do ponto b, 0*(b) = {b, f(b), f2(b), ..., f¥~1(b)}, chamamos
k-ciclo.

b) b é um ponto eventualmente k-periddico se, dado um inteiro positivo m, temos que f™(b) é

um ponto k-periddico, isto é, se f*¥*™(b) = f™(b).

Notemos que se k = 1 em b), entdo f(f™(b)) = f™(b) e, portanto, b € um eventual

ponto fixo. Ja se m = 0, entdo b é k-periddico, f*(b) = b.

Em termos gréaficos, um ponto do k-ciclo é a abcissa do ponto onde o grafico de f* e a
bissetriz dos quadrantes impares se intersetam.
Por exemplo, vamos calcular os pontos periodicos de (1.2) quando p = 2,2. Temos que
f(x) = xe??7,
f2(x) = f(f(x)) — xez,z—xez,z—xez'z—x’

g(x) = f2(x)—x = ye22-Xp22-xe?2 % _

Como podemos visualizar no grafico da Figura 1.4, um valor aproximado para o zero de
g, €%y = 1,09278. Assim,

£(1,09278) = 1,09278e%271:09278 ~ 3,30745.
f(3,30745) = 3,30745e2273:30745 ~ 1,09278.
Assim, C, = {1,09278; 3,30745}é um 2-ciclo de (1.2).

Seguidamente, vamos determinar um eventual 2-ciclo de C,. Para tal temos que igualar

g(x) ao valor x,, ou seja, a1,09278.

g(x) = 1,09278 o xe22 *e22-xe**™ _1 09278 =0 o h(x) = 0.

Visualizando na Figura 1.4 pode-se observar que o valor b = 0,01566 e substituindo em
g obtemos 0,13913. Assim:

£2(0,01566) = 0,01566e%20.015662,2-0,01566e>27001%¢¢ _ 4 gog

13
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Portanto, {0,01566; 1,0926} é um eventual ciclo de C,.

3 g(z)=7r%(z)

Zog = 1,09278 T, = 3. 30745

off 1 ] 3\5 6 7 8

f (k@) =) - |\ T

11

Figura 1.4: Grafico do 2-ciclo e eventual 2-ciclo.

Definicdo 1.5 (Estabilidade de um ponto k-ciclo): Seja b um ponto k-periddico de f. Dizemos

que b é:

1. Estavel, se for ponto fixo estavel de f*;

2. Assintoticamente Estavel, se for ponto fixo assintoticamente estavel de f*;

3. Instavel, se for ponto fixo instavel de f* .

Observacao 1.3: Se x, = b, entdo a estabilidade do ponto b determina a estabilidade de todos os

pontos do k -ciclo,

{xO = b'xl = f(b)le = fz(b)' 'xk—l = fk_l(b)}-

Assim, para estudar a estabilidade de um ponto k-periddico da equacdo x,., = f(x,) basta

estudarmos a estabilidade do ponto de equilibrio da equacdo x,., = g(x,) e aplicar o Teorema

1.1afuncdo g = f*.

p(x) = f(x) — 1,09278
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Por exemplo, para se determinar a estabilidade do 2-ciclo determinado anteriormente para

p = 2,2, procedemos como se segue. Temos que:

X

g(x) = f2(x) = xe22—xg22-xe?? %
Observamos que os pontos fixos de g sdo 1,0930 e 3,30745. Derivamos g:
g’ (x) = —(x — 1) x (e — xe??) x g Xe** T -2x+44
Assim:
lg°(1,0930)| = |—(1,0930 — 1) x (e10%3° — 1,0930e%?2) x e~¥¢** "' ~2(1,0930)+44
~ 0,214597 < 1.
Assim, o 2-ciclo é assintoticamente estavel. Ou, alternadamente
197(3,30745)| = |—(3,30745 — 1) x (e330745 — 3,30745e%?) x g ~330475¢**733715-2(330745) +4.4|
~ 0,21423 < 1.
Como os valores absolutos sdo menores que 1, isso indica que ambos os pontos fixos de g

sdo assintoticamente estaveis, portanto o 2-ciclo de C, € assintoticamente estavel.

4.4

2 201 22 273 2.4 2’5 2.6

P

Figura 1.5: Duplicacdo de periodo: O aparecimento de ciclos assintoticamente estaveis de periodo 2, 4, 8, 16, ....
Fonte: Imagem retirada da referéncia [21].

Sabemos que o modelo Ricker (1.2) tem um ponto fixo localmente assintoticamente estavel
sempre que 0 < p < 2. Assim que p aumenta além de 2, o ponto fixo positivo perde a sua
estabilidade e nasce um 2-ciclo (bifurcacdo de duplicacdo de periodo em p = 2). Este novo 2-
ciclo é localmente assintoticamente estavel quando 2 < p < 2,52646, e instavel quando p >
2,52646. A medida que p aumenta além de p = 2,52646 ..., o 2-ciclo perde sua estabilidade e

nasce um novo 2%-ciclo (bifurcagio de duplicacéo de periodo em p = 2,52646...). Este 4-ciclo é
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localmente assintoticamente estavel quando 2,52646 < p < 2,65635 ...¢ instavel quando p >
2,65635 .... Para calcular as solugBes da equagdo do 22-ciclo, {x, ,x; , %, , %3}, podemos usar
um software para resolver a equacéo f* (x) = x. Este processo de bifurcacdes de duplicacéo de
periodo continua indefinidamente e produz uma sequéncia de valores de p, {p,}n=1, ONde p; =
2, pp = 2,52646, p; = 2,65635, p, = 2,6846, ps = 2,6907, etc. (S&o os valores de p onde
ocorrem as bifurcagdes). A Tabela 1.2 ilustra alguns padrdes notaveis.

Tabela 1.2: Valores de n e p,, (onde ocorrem as bifurcacdes)

n Pn Pn — Pn-1 Pn = Pn-1
Pn+1 — Pn
1 2 - -
2 2, 52646 0, 52646 -
3 2, 65635 0, 12989 4, 05312
4 2, 6846 0, 02825 4, 59787
5 2, 6907 0, 0061 4, 63114
6 2, 6920 0, 0013 4, 69230
7 2, 692228 0, 0003 4, 67625

Da Tabela 1.2 fazemos as seguintes observacdes que podem ser visualizadas humericamente.
1. A sequéncia {p, }s=, parece convergir para p,, =~ 2,692.
2. O tamanho dajanela (p,, — p,—1 ) entre os valores sucessivos de p,,_; € p,, fica cada vez menor,
e eventualmente aproxima-se de zero quandon — oo,

X

°

= N W A& U O N NV

W

.10

p
Figura 1.6: A aparéncia do periodo 3. Fonte: Imagem tomada da referéncia [21].

3. Quandon — oo, arazdo de tamanhos de janela sucessivos,
16
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Pn — Pn-1
Pn+1— pn,

aproxima-se de uma constante § = 4,669201609, conhecida na literatura como numero de

Feigenbaum, em homenagem ao seu descobridor Mitchell Feigenbaum [3]. Na verdade,

5 = lim 22=Pr=1 & 4 669201609 |,

n—oo Pn+1~ Pn

Feigenbaum descobriu que o nimero & é universal e ndo depende da familia de fungdes em
discussédo, sendo que o mesmo sucede para uma grande classe de fun¢bes unimodais (de apenas

uma concavidade), como é no caso do modelo de Ricker.

A equacdo de Feigenbaum, pode ser usada para gerar a sequéncia {p, };=, com boa preciséo.
Pn —Pn-1

Pn+1— Pn

Para ilustrar isso, fazemos § = e resolvemos para p,,,.,. Entdo,

Pn+1 =DPn t Pn _gn_l . (1-4)

Por exemplo, dadop, = 2ep, = 2,52646 (da Tabela 1.1), entdo da equacao anterior com § =
4,6692, obtemos p; = 2,6392, que é uma boa aproximacao do valor de p; na Tabela 1.1. A

melhor maneira de visualizar a discusséo acima é com um diagrama de bifurcagéo:

1. Para uma escolha inicial do pardmetro p = p, € ]0, 2], escolhe-se uma condig&o inicial x, =
1 no intervalo (0, =) e calcula-se f¢ (x,). Por exemplo, tome-se t = 1000 e determine-se a

Orbita de x,.

xo f (X0, f2 (x0) v, £390 (20), £2O1 (x0), wov, £1090 (x0).

17
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Figura 1.7: O aparecimento de periodos impares e o caos “maximo” em p = 4. Fonte: Imagem tomada da
referéncia [21].

2. Descarta-se as primeiras 800 iteracoes,

X0, f (%0), f2(Xo), ... € £39°(xy),

e mostra-se o resto das iteragdes

F8%(xo), ... € f1990(xp),

no diagrama de bifurcacdo. Assim, apenas conjuntos assintoticamente estaveis serdo vistos no

diagrama de bifurcacdo.

3. As etapas 1. e 2. sdo feitas repetidamente para valores crescentes de p € [p,,4] com

incrementos de 0, 1.

4. (a) No diagrama de bifurcacdo, vemos que para p = p, € (0, 2], a 6rbita da condicéo inicial
xo = 1 converge para x* = p. Por exemplo, se p = 0,5, o ponto (p, x*) = (0,5; 0,5) aparece
no diagrama. Da mesma forma, quando p = 0,51, o ponto (p, x*) = (0,51; 0,51) aparece no
diagrama, etc. Emp = 2, o ponto (p, x) = (2,2) aparece no diagrama. Para valores de p além
de p; = 2, x™ = p perde sua estabilidade, desaparece do diagrama de bifurcagéo e um 2-ciclo,

denotado por {x;, x,}, nasce (x* = p sofre bifurcacdo de duplicacéo de periodo emp = p,).
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(b) Para valores de p € (p;, p,], aorbitade x, = 1, converge para o 2-ciclo. Assim, acadap €
(p1, p2] correspondem dois pontos, x; e x,. Para valores de p além de p,, o 2-ciclo perde a sua
estabilidade, desaparece do diagrama de bifurcacdo e um 4-ciclo, denotado por {x;, X,, X3, X4}
nasce ({x;, x,} sofre bifurcacdo de duplicacdo de periodo em p = p,). As bifurcacdes de

duplicacdo de periodo continuam até p = p...

Agora, voltamos nossa atencdo para os valores dos parametros p > p.,. A situacdo neste
regime de parametros € muito mais complicada do que a regido de bifurcacfes de duplicacdo de
periodo, 0 < p < p, (onde apenas ciclos estaveis aparecem no diagrama de bifurcacdo). A
melhor maneira de explicar a dindmica da érbita de x, € comecar de p = 4 e andar para tras até
Pw-EMp = 4, vemos apenas uma banda cobrindo todo 0 ]0, 20 [ (vejaa Figura 1.7). Essa banda
estreita-se lentamente a medida que p diminui. A partir do diagrama de bifurcacdo (Figura 1.5),
observamos que a maior janela ocorre para valores de p entre 3,1 ... e 3,364... Essa janela €
chamada de janela de periodo 3. Um 3-ciclo assintoticamente estavel aparece primeiro em p =
3,1 ... apds o qual as bifurcacdes de duplicacdo de periodo dominam. Este 3-ciclo perde sua
estabilidade e da origem a um 6-ciclo assintoticamente estavel. As bifurcacdes de duplicacdo de
periodo continuam até p = 3,2 ... (correspondente a p,, nha primeira parte do diagrama de
bifurcacdo) apds, entramos numa regidao de dindmica mais complicada. Janelas de todos os
periodos impares aparecem entre p., € p = 4 (veja a Figura 1.5).

Vimos que o modelo de Ricker com f (x) = xeP~*, apresenta um 3-ciclo quando p = 3.1 ....
Em 1975, Li e Yorke [5] provaram um resultado matematico abstrato que afirma que se uma
funcdo continua gera um 3-ciclo, entdo também gera k-ciclos periodicos, onde k € qualquer inteiro
positivo. O resultado significativo de Li e Yorke pode ser visto como um caso especial de um
teorema geral de A. N. Sharkovsky [4].

No seu notavel resultado, Sharkovsky [4] usou uma nova ordenacgdo dos inteiros positivos. Como

se indica abaixo;
305070900 2n+1)x 2% ...
3Xx2e5%x27x2c09x2c0 2n+1)x2 -

3X2"e>5Xx2">7Xx2">9 X 2" (2n 4+ 1) X 2™ & -

w2t 2nl o 23 & 22 & 21 & 20
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Entdo, o Teorema de Sharkovsky [4] é o seguinte.

Teorema 1.3 (Sharkovsky, [4]) Seja F: I — I uma aplicacdo continua que tem uma Orbita
periddica de periodo k. Entdo, para qualquer inteiro positivo 1 que é precedido por k na ordem de

Sharkovsky k © 1, existe uma drbita periddica de periodo 1.

O Teorema de Sharkovsky implica que se um modelo tem um ciclo de periodo 2, entdo ele
tem um ponto fixo. Se ndo tem um ciclo de periodo 4 entdo ndo tem um ciclo de periodo 8, etc.
Um modelo com um ciclo de periodo 3 tem ciclos de todos os periodos. Por exemplo, f(x) =
xeP~* tem um 3-ciclo quando p = 3.1 .... Consequentemente, tem p-ciclos de todos 0s periodos

(infinitamente muitos pontos periddicos).

1.2 Modelo de Ricker Periédico

VVamos agora considerar a equacao de diferencas

X1 = Xpe'm (1.5)

onde x, representa a densidade populacional, e , >0, n = 0,1,2, ..., € a sequéncia de

capacidade de suporte individual.

Seja f,, (x) = x,e™™*, para que 0 modelo seja periddico temos que exigir que este apresente uma
periodicidade p, e por isso temos que assumir que f,,,, = f, paratodon = 0,1,2,....Isto ¢, a

sequéncia de parametros satisfaz 7,, = 1,045, Para todo n. Mais especificamente temos:

fO = f;) = fzp = .. (TO =T, = Ty :)

f]- = f1+p = f1+2p = .. (T'l = r1+p = T'1+2p = ...)
fZ = f2+p = f2+2p = (Tz = Toyp = Togzp = )
fo-1 = fap-1 = fap-1 = (rp_l = Typq = )

Por exemplo, considerandop =2, r, =1, = 1,2ex, = 0,5, adindmica da equacao (1.5) é
dada por:
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x, = 0,5
X, = xge % = 0,5e170° = (,8244

X, = x,e 7% = (,8244 12708244 = 1 2002

X3 = XpeT07%2 = (,9827 1712002 = (,98244
X, = Xze 7% = (,99985 127098244 = 1 2212

Xg = x,e 0% = 1,2214 1712212 = (0,9788

Xg = Xge 1% = (0,9788 12709788 = 1 2211

X; = xge 0% = 1,2211 1712211 = (,9788

Xg = X,e 1% = (0,9788 12709788 = 1 2211

Um ciclo periédico é um conjunto que retoma seu valor quando a variavel, sofre um
acréscimo igual a um multiplo qualquer de uma quantidade fixa chamada "periodo”. O modelo
periddico (1.5) caracteriza-se por ser uma sequéncia de composicao de fungoes.

Define-se o operador de composi¢do @, (x) = f,_10 f,_; 0 ... fio fo(x), como gerador da
dindmica do modelo. Note-se que ®,(x) = f,,_1(P,_1(x)) & ®y(x) = x por convengdo. Seja

{X0, %1, ..., Xp_1} p-ciclo de (1.5), i.e., X, € um ponto fixo de ®,,(x).

Pela regra da cadeia sabe-se que @, (%) = fy_1 (%p—1) - fy—2 (Xp_z) .. fi (%) fy (o).
De f;(x) = 0, resulta que &, (0) = 0. Assim, a origem é um ponto fixo instavel no modelo
de Ricker (1.5) dado que:
|®,,(0)] = [(1—0)e™™® x (1—0)e™™® x..x (1—0)e™1|> 1,

uma vez que f; (x) = (1 — x)e"i %,

Vamos provar que a condi¢do de estabilidade da orbita periodica {9?0,9?1, ...,fp_l} no modelo

periddico de Ricker é dada por Hf=_01|1 —x1 <L

Queremos determinar uma condicéo tal que
(®p0) < 1
isto e,

(1 - Zp)e™ % (1— e ... (1—%,_;)e™1 1| < 1. (16)
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Pelo facto de {%, Xy, ..., %,_1 } ser um p-ciclo vem %, = @, (¥,), ou seja,
Xo= Xp-1€P717 1 &

S X=Xy, P2 p2eT 171

p—-1 p—1_
e & Xo=Xoeri=o " iz Yi &
p—-1 p—1
p—1_ _¢p—1_ —
S 1= etz iz Y ;= E X
i=0 i=0

Simplificando (1.6) resulta,

(1= %) (1= %) . (1= Fyoy)elo TS

<1

Sendo assim, a condicédo de estabilidade local é Hfz"01|1 —x1 < 1.

Por exemplo, para calcular os pontos fixos do modelo de Ricker (1.6) quando r, =

lerp,=1,2vem:
fo(x) = xe'™,
fi(x) = xel?7%,
fi (fo (x)) =®,(x) = xel-xgl2-xe'™ — , ,22-x(1+e'™™)
1.8 1
1.6 4
12l
.
H 1
fo 5
0.8 4
0.5 A
04
" @ -
: o0

Figura 1.8: Grafico dos diferentes modelos de Ricker com o ponto fixo.
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De acordo com a observacao do grafico na Figura 1.8, 0 nosso ponto é X, ~ 1,221. Entéo,

%, = fo(1,221) = xel~1?21 = (0,978. E, portanto, o 2 —ciclo é {1,221;0,978}.

1—x)

d)z'(x) = 32,2—x(1+e1_x) + X(Z,Z —x(1+ el—x))'_ez,z—x(1+e

=[1+x{—(1 +e>™) - x(_e1—x)}]ez,2—x(1+e1—x)
=[1—x(1+ (1 —x)el™)|e22-*(1+e'™),
|P,"(1,221)| = 0,021106 < 1.

|®,°(0.978)| = 0,000306 < 1.

Ambos os valores absolutos sdo menores que 1, pelo que o ponto fixo € assintoticamente
estavel. Vamos estudar agora a estabilidade global. Robert Sacker [6] estabeleceu que se nés
assumimos que r, €]0,2[, entdo, o Modelo de Ricker (1.5) tem uma solucdo globalmente
assintoticamente estavel. Primeiro estabelecemos um intervalo I = [a,b], a > 0, que é
invariante sob a aplicagéo do operador de composicéo @, e no qual todos os pontos de R* sdo
mapeados num numero finito de aplicagbes de &,. Claramente, b = exp(maxr; — 1)e a =
min{minr;; b exp(maxr; — b)} é suficiente ja que ®,(a) = a e ®,(b) < b.

Esta condicdo nos parametros pode ser ampliada no espago de pardmetros como se pode
observar na Figura 1.9 na regido S. Eduardo Liz [7], demonstrou esta observacdo parap = 2,

utilizando o Teorema 1.4.

Teorema 1.4 (EI-Morshedy e Lopez,[66]): Sejaa = 0,b > a e g:]a,b[ = [a,b] uma funcdo
continua com um Unico ponto fixo x* tal que (g(x) — x)(x - x*) < 0 para todo x # x™.
Assume-se que existem pontosa < ¢ < x < d < btal que arestricdo de g para]c, d[ tem no
maximo um ponto de viragem e sempre que fizer sentido, g(x) < g(c) para todo 0 x <
ceg(x)= g(d)paratodoox > d. Se g decresce no ponto x*, tal que Sg(x) < 0 para todo o

x €]c,d[salvo no maior ponto critico de gé—-1 < g'(x*) < 0, onde S,(x) :’;,((xx))—

3[f )

2
2 f’(x)] . Entdo, o ponto fixo x* é globalmente estavel.
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To
Figura 1.9: Regido S de estabilidade global, no espago dos parametros r, 0 4, para o
modelo de Ricker (1.6) de periodo 2. Fonte: Imagem tomada da referéncia [7].

Regido de estabilidade global para o mapa de Ricker de periodo 2

O Teorema de estabilidade global permite dar umaregido precisa para a estabilidade global

no caso p = 2. Primeiro, estabelecemos que &, = f; of, , tem exatamente um ponto fixo.
Proposicdo 1.1 [Liz, 7]. A funcdo ®,,tem mais de um ponto fixo se e, somente ser > 4 e:

No(1 + en™™M) < 7 < Ny (1 + eoM), (1.7)

onde,

r—\r2—A4r r+vr2 —4r
M=——g— M=—p—

€T=T‘0+T'1.

A condicéo de estabilidade divide o conjunto de parametros admissiveis {( ry,11): 15 > 0,

r; > 0} em duas regiGes conectadas abertas R; e R,, representadas na Figura 1.10. O conjunto
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R, U {(2,2)} é aregido onde "LAS = GAS" é valida, ou seja, contém os pares de parametros (ry,

1), para os quais a estabilidade assintética local do ponto de equilibrio implica a sua estabilidade

global.
6
5
R, R>
4 : : .
1 fixed point/ 3 fixed points
n
3
2

Ot

............................

Figura 1.10: O mapa &, possui mais de um ponto fixo na regido R, entre as duas curvas, incluindo-as, mas
excluindo o vértice (2, 2). Fonte: Imagem tomada da referéncia [7].

Se a curva similar for mostrada de forma numeérica (mas sem uma expressao analitica), 0s
pontos coincidem com as curvas de bifurcacao, isto s6 ocorre na equacéao de Ricker de periodo 2,

ou seja, quando as condigbes @, (x) = x mantem-se a0 mesmo tempo.

Em seguida, para encontrar a regido R < R; onde a equacdo de Ricker de periodo 2 tem
uma solucdo global estavel de periodo 2, temos que determinar as curvas onde o equilibrio se
torna instavel. Essas curvas definem uma bifurcacgéo de duplicacéo do periodo e sdo caracterizadas

pelas equacgdes ®,(x) = —1led, (x) = x.

Um ponto fixo K de @, satisfaz ®,(K) = — 1 se, e, somente se, uma das seguintes
condicdes se mantém:

r=u; (1 + e ™), r= u, (1 + e07%2), (1.8)
onde,
r—+r¢—4(r—2) r+.r2—4r—-2)
u]_: 2 ) u2: 2 ) T‘=T‘0+T'1.
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Estas condi¢cbes permite-nos representar a regido exata no espago dos parametros

correspondentes a um 2-ciclo globalmente estavel do mapa de Ricker de periodo 2 (Figura 1.11).

00l /LSS
00 05 1.0 1

// \ A
20 2.5 39

Figura 1.11: Regido R onde 0 mapa @, possui um ponto fixo globalmente estavel. As linhas solidas azuis
correspondem as curvas onde o equilibrio se torna instavel, e estdo incluidas na regido de estabilidade global. As
linhas azuis tracejadas correspondem as curvas onde um novo ponto aparece, ¢ eles ndo estéo incluidos na regido
de estabilidade global, com a Unica exce¢do do ponto (2, 2). Fonte: Imagem tomada da referéncia [7].

Ressaltamos que a estabilidade assintotica local de um ponto fixo de @, néo € suficiente
para a sua estabilidade global. De facto, na Figura 1.10 da regido R,, existem trés pontos de
equilibrio, dois deles podem ser localmente assintoticamente estaveis a0 mesmo tempo, mas €é
claro que ndo podem ser globalmente estaveis. Para r, = 0, &, tem um ponto de equilibrio

globalmente estavel K;(0) =~ 1,918.

O ramo de pontos fixos K; (1), comecando em K, (0), d& solucbes globalmente estaveis
de periodo 2, até que dois novos pontos fixos K, (r,), K3(1,), de F, aparecam em r; = 2.136. K, (1)
é instavel, e K3(ry) € assintoticamente estavel, até se tornar instavel em r; ~2,457. Os pontos fixos

K, (rp) e K,(1p), desaparecem em r; = 2,32.
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2 Analise do Modelo de Ricker para duas espécies

Um dos modelos de competigdo mais populares foi proposto por Lotka [11, p. 122]
e Volterra [44] na década de 1920. Embora muitos considerem o modelo de utilidade
pratica limitada em muitos organismos complexos, é geralmente aceite entre 0s
investigadores que o modelo deu o impulso para ecologia teérica.

Existem dois métodos de desenvolvimento de modelos discretos. O primeiro
método é baseado numa discretizacdo de equacOes diferenciais, usando um esquema
numeérico classico, ou um método ndo padronizado como o esquema de Mickens [13]. No
altimo método, é possivel derivar modelos discretos do zero usando as propriedades
bioldgicas subjacentes lacos de espécies.

O modelo de Leslie-Gower [14], pode ser considerado como o analogo discreto do
Modelo Lotka-Volterra. Uma variagdo deste modelo também foi obtida por Liu e Elaydi
[15] via esquema de discretizagdo ndo padrdo de Micken. Ha que ressaltar que num artigo
recente, Hone et al. [16] utilizaram um modelo do tipo Ricker no estudo de um sistema
predador-presa. Neste capitulo, adotamos a ultima abordagem e focamos em uma
competicdo autonoma do tipo modelo de Ricker.

Na Seccdo 2.1, daremos atencdo ao estudo da estabilidade dos pontos fixos de
exclusdo e do ponto fixo de coexisténcia do modelo de competicdo autbnoma do tipo
Ricker [34].

Na Seccdo 2.2, aprofundaremos as propriedades das variedades estaveis e instaveis
dos pontos fixos deste modelo.

Na Seccao 2.3, é apresentado um cenario de bifurcacdo no qual desenvolvemos um
diagrama de bifurcacdo no espaco de parametros, como esta também no [34].

Na Seccdo 2.4, é apresentado o Modelo de competicdo de Ricker periddico, a sua
dindmica, estabilidade e estuda-se fendmenos de atenuancia e ressonancia, que podem

ocorrer na ecologia.

2.1 O modelo de competicao Ricker

O modelo cléssico de competicdo Ricker para duas espécies é dado por:
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— K—cq11un—cq2v.
un+1 ] une 11%n 12Yn

— L—cyqun—=Cy v
vn+1_vne 214%n 22Vn

onde u,, e v, representam a densidade populacional no periodo de tempo n das espécies u
e v respetivamente os parametros K e L sdo assumidos como nimeros reais positivos e
representam as capacidades de carga das populagdes, c¢;; >0; 1<, j <2
representamos parametros de competicdo entre espécies, mais precisamente c¢; é 0
parametro de competicéo entre membros da mesma especie e c;; , i # j 0s parametros de

competicdo entre membros de espeécies distintas.

Atraves da mudanga de variavel c;;u, = x,, € ¢, = Yy, 0 sistema (2.1) € equivalente a

— K—xn—a
Xn+1 = Xn € n=4Yn

)
Yn+1 = Yn el n=bxn

onde,a = zﬁ e b= zz—l A equacdo (2.2) pode ser representada pelo mapa:
22 11

F(x, y) — (xeK—x—ay, yeL—y—bx )

A equacao (2.2) tem um ponto fixo de extin¢éo (0, 0), dois pontos fixos de exclusédo
nos eixos (K,0) e (0, L), e um possivel quarto ponto fixo de coexisténcia positivo (x*,
y).

Vamos escrever a aplicacdo F = (f, g). As isoclinicas de F sdo definidas por
f(x, y)=xeg(x, y)= y.Estas sdo as linhas ay + x = K denotada por s; e y +
bx = L denotada por s,(Figura 2.1 (a) e (b)). Além disso, a aplicacdo F toma um ponto
(x,y) € R% acima (abaixo) de s; até um ponto com menor (maior) coordenada x. Da
mesma forma, a aplicar F toma um ponto (x,y) € R2 acima (abaixo) s, a um ponto com

uma menor (maior) coordenada y.

(2.1)

(2.2)

28



Modelo de Ricker Auténomo e Periddico

Observe que na isoclina 1, a populacéo x ndo tem crescimento, ou seja, X,+1 = X,
e na iséclina 2 a populagdo y ndo tem crescimento, ou seja, v,,+1 = V. Se as duas isdclinas

s, € S, Se cruzam no primeiro quadrante, teremos o0 ponto fixo positivo (de coexisténcia):

K —alL L—bK)

(x'y)=<1—ab’1—ab

Ha dois casos a serem considerados aqui: (i) ab < 1 e (ii)ab > 1 (Figura 2.3 (a)
e (b)). O caso ab = 1 sera descartado, pois neste caso as duas isoclinas sdo paralelas e

nenhum ponto fixo de coexisténcia estd presente.

2.1.1 Estabilidade dos pontos de extingéo e excluséo

A Definicéo 1.3 (estabilidade local) pode agora ser estendida para modelos bidimensionais
(ou superiores), usando uma norma apropriada. Como seguira as mesmas diretrizes, vamos

omiti-lo aqui. A estabilidade local de um ponto fixo (x*, y*) da equacdo:

(xn+1')’n+1) = F(xnl)/n)l F = (f:g)

é garantido quando todos os valores préprios do jacobiano, JF (x*,y*) avaliados no ponto
fixo (x*, y*), ttm magnitude menor que um. Esta é precisamente a conclusdo do seguinte

resultado:

Teorema 2.1 (Elaydi, [21]). Seja F : D ¢ R? — R? uma aplicacéo de classe C*, onde D
é um subconjunto aberto de R?, (x*,y*) um ponto fixo de F, e JF = JF (x*,y*)a matriz

jacobiana de F avaliada no ponto fixo (x*, y*) e seja p(JF) o raio espectral da matriz JF.
Entdo as seguintes afirmacdes sdo verdadeiras:

(1) Se p(JF) < 1, entdo (x*, y*) é localmente assintoticamente estavel.

(2) Se p(JF) > 1, entdo (x*,y*) é instavel.

(3) Se p(JF) = 1, entdo (x*, y*) pode ser ou ndo ser estavel.

(2.3)
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As condicBes necessarias e suficientes podem ser determinadas usando o traco, tr, e 0

determinante, det, de JF como é resumido no seguinte resultado:

Teorema 2.2 (Elaydi [21]). Seja (x*,y*) um ponto fixo do mapa F = (f,g) e JF =
JF (x*,y*)a matriz jacobiana calculada no ponto fixo (x* y*). Entdo, p(JF) <1 se e

somente se:
ltr UF (x*,y9)| — 1 < det(JF (x*,y9)) <1
Onde, p(JF) é o raio espectral da matriz JF.

Observacao 2.1. Observe que o Teorema 2.2, afirma que o ponto fixo (x*,y*) é

localmente assintoticamente estavel, se as condigdes (2.4) forem verificadas.

O caso do ponto fixo ndo hiperbdlico é mais complicado. Existem varios cenarios de acordo
com os valores proprios que sdo 1 ou —1. Quando um dos valores préprios esta no circulo
unitario e o outro valor proprio esta dentro do circulo unitario, € comum usar a teoria da
variedade central [41, 43, 51] para determinar a estabilidade do ponto fixo, uma vez que a
dindmica no coletor central determina a dindmica do sistema original. Como 0 mapa na
variedade central, neste caso, € um mapa unidimensional, pode-se entdo usar os resultados
apresentados no Capitulo 1 e concluir a estabilidade do ponto fixo ndo hiperbolico. Neste
ponto referimos os exemplos pedagogicos presentes no livro de Elaydi [9, paginas 244—
248] e no livro de Zhang [45, paginas 286—-288].

O Jacobiano da equacéo (2.2) é dado por:

1— x)eK—x—ay _axeK—x—ay I

_|C
]F(x‘ y) - I _byeL—y—bx (1- y)eL—y—bx

Assim os jacobinos avaliados nos pontos fixos séo,

Jo=JFOO =] 5]

(2.4)
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Y Y (B)
(A)

52
5

8 N
¥ t

— - B X
K L/b

L/b K

Figura 2.1: A estabilidade do ponto fixo de excluséo e a validade do principio de exclusdo da concorréncia.
()Se0 < K < 2eL < bK ,entdo (K,0)élocalmente assintoticamente estavel e espécie y se extingue.

(i)Se0 <L < 2el > g entdo (0, L) é localmente assintoticamente estavel e a espécie x é extinta.
Fonte: Imagem tomada da referéncia [34].

X

(B)

(A)

Figura 2.2: Isoclinicas - (a) O ponto fixo de coexisténcia da equacdo (2.2) existe se bK < L < %e ab <

1. (b) SO existe o ponto fixo de coexisténcia da equagdo (2.2) se % < L < bK eab > 1, neste cenério,
este equilibrio é uma sela. Fonte: Imagem tomada da referéncia [34].
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Je=Jr,0 =[5 24 (25)
=Jrou = 0 |
e
J =JF(xty?) = [1__1,; ff’;;] .

Nesta subseccdo estudamos a estabilidade local dos pontos fixos triviais de
F,{(0,0),(K,0)e(0,L)}, através da andlise de valores préprios de J. Os valores proprios
de J, sdo ef e el. Como K,L > O resultaeX > 1¢e el > 1. Assim (0,0) é um ponto
fixo instavel paratodo K, L > 0. Os valores propriosde Jy séo1— K e L — bK. Assim
p(Jg) <1 se e somente, se 0 < K < 2eL < bK. Portanto (K,0) é localmente
assintoticamente estavel se 0 < K < 2eL < bK. No espago dos parametros, notamos

essa regido por R, (Figura 2.3).

Figura 2.3: As regides de estabilidade no espago dos parametros da solugéo do modelo de competicéo de
Ricker (2.2) quandoa > 0eb > 0talqueab < 1,onde, osvalores dos parametros de competicdo s&o
a = b = 0,5.Fonte: Imagem tomada da referéncia [34].
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Assim, a regido R, pode ser definida como:

Rh={(K,L)eER?: 0< K <2AL <DbK}

Note que da desigualdade K > % : obtemos% > aL—b e consequentemente, L < aL—b <
g . Na Figura 2.1 (a), representamos a orientacdo das isoclinas no espaco das fases.

De forma analoga, (0, L) é localmente assintoticamente estavel se 0 <L <2elL > S

A regido de estabilidade de (0,L) no espaco dos parametros K e L é denotado por

Q. (Figura 2.3) e e dado por:
K
Q1 = {(K,L)e R?: 0 < L<2AL >E}'

Note que da desigualdade §< L segue que K < % <% . Na Figura 2.2 (b),

mostramos a orientagéo das isdclinas no espaco das fases.

Estudamos agora a estabilidade do ponto fixo (K, 0) quando | p (J, )| = 1. Isso
ocorre em dois casos, 0 primeiro é quando K = 2e L < bK, em que o0s valores proprios
s80 4, = —1leA, <1lequando 0 <K< 2eL = bK, emque [1;|]<1eld,=1. (O
caso quando K = 2eL = bK em que A, = —1 e, =1, ndo serdo investigados neste
trabalho devido a falta das técnicas necessarias na literatura).

Fazendo as mudancgas da variavel u = x - K e v = y na equacdo (2.2), deslocamos

o ponto fixo (K, 0) para (0, 0). Entdo, o novo sistema é dado por:

sy = ity + ) e(nme%)

Vo1 = Uy e Vn"b@ntk) | (2.6)

Consideremos agora 0 primeiro caso, ou seja, K = 2e L < bK. O jacobiano em
(0,0) agora é dado por:

o=TFk,0) =" 2%
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Assim, utilizando as técnicas presente no Apéndice, pode-se escrever a equagao
(2.6) como:

[un+1] _ [—01 —ZCL] [un] + f(un: V)

Unt1 el=2b1 lvnl | g(u,, v,))

onde,

fwv)= (u+ 2)e ¥ -2+ u + 2av

g(u’v) — veL—v—b(u+2) + eL—Zb v.
Sejav = h(u) comh(u) = au?+ pu3+ 0(|lu*|),a,p € R. A aplicacdo h deve

satisfazer a equacdo na variedade central:
h(—u — 2ah(u) + f(u,h(w)) + e 2P h(w) — G(u, h(w)) = 0.
Utilizando o desenvolvimento de Taylor para duas variaveis [63], esta equacao €
equivalente a:
(a — el 2ba)u? + (be:?Pa + 4aa®? — B — e“?°B)ud + O[ul*= 0.
Daqui decorre que a - e ??a = 0 e be!?’a + 4aa?- f- e ™2 B =0, cuja

Unica solucdo é « = 0e B = 0. Portanto h(u ) = 0. Consequentemente, na variedade

central v = 0, e 0 novo mapa f é dado por:
fw=—u— 2ahw)+ f(u,h(u)) = —-2+4+ e % (2 4+ u).

A derivada Schwarziana desta aplicacdo em u = 0 é —1. Portanto, o ponto fixo de

exclusdo (2, 0) é assintoticamente estavel pelo Teorema 1.1.

Consideramos agora o segundo caso, ou seja, 0 < K < 2e L = bK . Depois de

substituir o novo Jacobiano em (0, 0), a equagdo (2.2) pode ser escrita como:

(2.7)

34



Modelo de Ricker Auténomo e Periddico

=l o ol (2.8)
e I e R

onde,

fauv) = @+Ke =% — (1— Ku + (av— 1)K,

f(u,v) = pe V-bU _yp,

Neste caso, a variedade central é dada por:

ho) = — av _(1—ab)av2 (2.9)
K
a(-1 +ab)(4+a(2+b(-6+K))— K
+< ( (21(2 ) )>v3'

Assim, 0 novo mapa na variedade central é

f(v) — pe~—V-bh(®) (2.10)

~ ~
N N

Daqui decorre que (f(v)) =1le (f(v)) =2 (—1 + ab). Assim, o ponto
v=0 v=0

fixo de exclusdo na variedade central u = h (v) é instavel. Mais precisamente, € um ponto

estabilidade local dos pontos fixos triviais do seguinte modo.

Teorema 2.3 (Luis et al, [34]) Para a equacdo autdbnoma de Ricker (2.2), as seguintes
afirmacoes sdo verdadeiras:

(1) O ponto fixo (0, 0) é instavel;

(2) O ponto fixo (K, 0) é assintoticamente estavel se 0 < K< 2 e L < bK;

(3) O ponto fixo (0, L) é assintoticamente estavel se 0 <L < 2eL > S
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2.1.2 Estabilidade do ponto fixo de coexisténcia: O caso ab < 1

K-alL L-bK
1—ab ' 1-ab

Lembre-se de que (x* y*) = (

) ¢ um ponto fixo de coexisténcia

quando:

K
bK<L<Eeab < L (2.11)

Nesta situagcdo, os segmentos de reta s;e s, cruzam-se conforme apresentado na
Figura 2.1 (a). A fim, de encontrar a regido de estabilidade de (x*, y*), precisamos

encontrar a regiao onde,

ltr J)]— 1 <det(J*) < 1.
(Para mais detalhes sobre este resultado, ver ([61]). Isto é equivalente a:

det () <1 Adet(J)>tr(J)—1Adet J)>—-tr(JH— 1.

Se pelo menos uma destas desigualdades for revertida, entdo (x*, y*) é instavel.

Agora temos que:

ab — 1+ (1 —-a)L + (1 - b)K — (aL — K)(bK — L)

det (J*) =

ab —1
e
. (]*)—Z(ab - 1)+ (1 —-—al + (1 -b)XK
4 B ab —1. '
Consequentemente, det (J*) < 1 se:
(aL—K)(bK —L) < (1—-a)L + (1-Db)K, (2.12)

det(J*) > tr(J*) —1se
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(alL — K)(bK — L) > 0. (2.13)

Finalmente, det (J*) > —tr (J*) — 1 se:

(aL—-K)(bK—L)> 4(ab—1)+ 2(1—-a)L + 2(1 - D)K. (2.14)

Observe que a desigualdade (2.14) é satisfeita automaticamente pela equacédo
(2.12). Assim, ( x*,y*) € localmente assintoticamente estavel se para qualquer valor fixo

a>0eb > 0comab <1, as seguintes desigualdades sdo satisfeitas:

(aL-K)(bK-L)<(1—a)L +(1- b)K

(al — K)(bK — L) > 4 (ab—1)+ 2 (1—a)L + 2 (1-b)K. (2.15)

A solucdo destas duas condicdes leva ao interior da regido identificada pela letra S;

na Figura 2.3 no espaco de parametros (K, L). A regido S; é delimitada pelas linhas L =
Se L = bK e acurva y; (pontos nesta curva podem ser incluidos conforme € mostrado

abaixo).
Em seguida, mostraremos que quando Ke L estdo em y; 0 ponto fixo de
coexisténcia é assintoticamente estavel. Isso acontece quando | p (J*)| = 1, ou seja, A; =

—1e A, < 1. Observe que na curva y, temos:

2(a—1 1+ ab)K
. (a—1)+ (1 +ab) +
2a

(2.16)

J2(@—1)+ ((1+ab)K)? + 4a(4(1—ab)+ 2(b— 1)K — bK?)
2a '

Fazendo a mudanca de variavel u, = x, —x*ev, =y, —y* na equacdo (2.2),
deslocamos o ponto fixo positivo (x*, y*) para a origem. A equagdo (2.2) agora €

equivalente a:

37



Modelo de Ricker Auténomo e Periddico

un+1 [, ]12] [un n £ (U, 1)

vn+1 ]22 g(unJ vn) ’

Onde,

fwv) = (u+x")eK-@+xD=a+y) —_x* — J oy — J,v
Jgwv) = (V+y*)€L_(v+*)_b(u+x*) =y = Jaau — Jyv.

O jacobiano em (0, 0) é dado por:

]11 ]12 - —1+4+ab —1+ab
21 ]22 __ b(bK-L) —a+ab—-bK+L
—1+4+ab —1+ab

l—1+k—a(—b+L) __a(=K+al)

Agora, precisamos diagonalizar essa matriz. Podemos escrever a matriz diagonal

como:

[,11 ]12] [511 512 M ]511 Siz
21 J22 0 211S,;, S,/

onde,

—(1+b)K + (14+a)L +V —(14+4b)K+(1+a)L-V

Su = 2b(bK — L) ’ 12 = 2b(bK — L)

_2@(@-1D+0A-bK+(1-a)L-V
1 2(ab — 1) ’

2(ab - 1)+ (1 —-bK+ (1 —a)L+V
2(ab — 1) ’

. b(bK — L) . (1+b)K—-(14+a)L+V
S11 :T' S12 = oV ’

12:

. b(—bK + L) . —(1+bh)K + QA+a)L+V
Sy = v ’ Sy = o7
com

(2.17)
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(1+2b+ (1 - 4a)b)K2+ 2(a(b—1)—b—1 + 2a%b?)
KL+ (1+2a+a?(1-4b))L2 '

Usando novamente uma nova mudanca de variaveis u = S;;z + S;;,we v=

z + w, temos o seguinte sistema:

[Zn+1 _ 01 A][ f(ZnJWn)

Wn+1 Gz, wy)

onde,

lf:(zn'wn)l — [‘?11 S:lZl + lf(un: Un)
9 (zpwy) So1 S22 G, vy) '

Seja z = h(w), onde h(w) = aw? + w3 + 0 (w*). A funcdo h deve

satisfazer a seguinte equacéo na variedade central:

R(Zw + §(h(w),w)) = Ay h(w) — F(h(w),w) = 0.

Depois de simplificar essa equacdo, escrevemos a expansdo de Taylor e
encontramos os valores das constantes a e . Como os célculos aqui sdo longos, ndo
podemos encontrar analiticamente os valores exatos de a e 8. No entanto, podemos
encontra-lo numericamente. Observe que o valor maximo de a capacidade de carga K é
dada pelo maior valor no ramo esquerdo da hipérbole, a saber:

_2(1+4a —aVb)
max — 1 _ ab "

Observe que dependente da escolha de a e b, K4, pode ser um nimero muito

grande, ou seja quando ab = 1. Reduzimos a nossa analise, quando os parametros de
competi¢do pertencem ao intervalo (0, 2). Escolhendo aleatoriamente os valores de a ¢ b
no intervalo (0, 2] tal que ab < 1 e usando o valor de L dado na equagéo (2.16), veriamos
a capacidade de carga K no intervalo (0, 3] e encontramos numericamente os valores de

a e . Depois de fazermos isso, calculamos o valor da derivada Schwarziana do mapa:

(2.18)

(2.19)
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Hw) =—-w + Gh(w),w).

As simulacoes realizadas, concluem que a derivada de Schwarz SH(0) < 0, como
é mostrada na Figura 2.4. Observe que essas simulagdes podem ser feitas para valores
muito maiores de a e b. Por calculos numéricos, pode-se visualizar que na curva y; o ponto
fixo de coexisténcia da equacdo (2.16) deve ser assintoticamente estavel. Observacgdes

semelhantes podem ser feitas se considerarmos a variedade centralw = h ( z).

oo

-1.0

SHi0)

=15}

Figura 2.4: Parte dos valores da derivada Schwarziana do novo mapa central para o ponto de coexisténcia
fixa. Nesta simulagdo, usamos valores da capacidade de carga K no intervalo (0, 3] e os parametros de
competicdo estdo no intervalo (0, 2] tal que ab < 1. Fonte: Imagem tomada da referéncia [34].

Agora resumimos estas conclusdes no seguinte teorema.
Teorema 2.4 (Luis, et al, [34]) Suponha queab < 1esejaS = Int(S; ) U y;, onde

Int('S; ) denota o interior de S;. Entdo, o ponto fixo de coexisténcia,
alL- K bK-1L
oy = (ab —1'ab — 1)'
da equacdo de Ricker (2.2) ¢ assintoticamente estavel se:
4(ab—1)+ 2(1—-a)L +2(1-b)K < (aL—K)(bK — L)
< (1—-a)L +(1-Db)K.

Equivalentemente, o ponto fixo de coexisténcia ¢ assintoticamente estavel se (K,L) € S.
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2.2 Os coletores estaveis e instaveis

Nesta secdo, estudamos (através de célculos numéricos) um cenério célebre na
teoria classica de competicdo, 0 caso de exclusdo de sela (ou equivalentemente, uma
variedade estavel e instavel). Um mapa bidimensional geral tem uma variedade estavel e

uma instavel quando as seguintes condic@es, no plano Traco-Determinante, sdo satisfeitas:

{det(]*) <tr(JH-1 {det(] )>tr(JH) -1
det(J*) > —tr(J*)— 1" (det(J*) < —tr (J*) — 1V
dt(l)<(t(])) dt(])<( (])) (2.20)

det ) > 1 Vet > tr ¢ 51
det(J*) > —tr(J*)— 1 (det(J*) > 1

Para mais detalhes sobre essas condicdes, veja [61]. Assim, temos dois cenarios a
considerar: (i) ab > 1 em que o vencedor depende das condicdes iniciais e (ii) ab < 1,
onde temos a presenca de ambos os ciclos localmente assintoticamente estaveis e pontos

fixos instaveis.

2.2.1 Caso (i): ab > 1.

No modelo (2.2), o cenario de sela ocorre quando se tem um ponto de equilibrio de
coexisténcia tal que:
al. > KebK > L. (2.21)

Daqui decorre que:

ab > 1. (2.22)

Agora determinamos no espago de parametros, a regido onde a relagdo (2.14) é

satisfeita. Os calculos diretos mostram que det(J*) > tr (J*) — 1 é equivalente a:

(aL — K)(bK — L)< 0,
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0 que é impossivel pela equacdo (2.15). Portanto, existem dois sistemas na equagéo (2.20)

que levam a uma regido vazia. Analogamente, det( J*) < tr(J*) — 1 é aregido no plano

(K,L)entreasduaslinhas L = ge L = bK, ou seja, suposicao (2.15). Observe que pela

equacdo (2.16), tem-se b > 1/a, e consequentemente bK > %

A desigualdade det (J*) < tr (J*)- 1 levaa:
2(1—a)L+2(1 —-—bK —(aL — K)(bK — L)+ 4(ab — 1) > 0.
Observe que pela equacdo (2.11), a equacao do segundo grau:
2(1 —a)L +2(1=bK - (al — K)Y(bK — L)+ 4(ab — 1) = 0, (2.23)

representa uma hipérbole no plano (K, L). Dai o sistema:
det(J*) < tr J*)- 1 edet(J*) > —tr J*)- 1, (2.24)

é satisfeito sempre que K e L estdo entre as linhas L = % e L = bK e o ramo direito da

hipérbole (2.17). A relacdo det (J*) > 1 é equivalente a:
(1—a)L + (1=b)K — (aL—K)(bK — L) > 0.

Esta é a regido no primeiro quadrante fora do ramo direito da hipérbole:

(1—a)L+(1-b)K - (aL —K)(bK — L) = 0, (2.25)
que passa pela origem.
) 2
A desigualdade det (J*) < w leva a seguinte relacéo:

(4a’b— ((a+1)>)L*+2(1+a+b — ab — 2 (ab)? )KL

+ (4ab? — (b+1))K?<0. (2.26)

Observe que a equacédo do segundo grau:
(4a’b— ((a+1)*)L* + 2(1 +a+ b —ab—2(ab)?)KL
+ (4ab? - (b + 1)?)K?2= 0,
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representa uma conica, no plano ( K, L ), conhecido como um par de linhas imaginarias que

se cruzam num ponto real (ver por exemplo [22]), desde que a condigdo de teste seja:

|( 4ab? — (b + 1)2 1+a+b—ab—2(ab)2)_0
1+a+ b — ab — 2(ab)? 4a’b — (a + 1)? '
Comao,
|( 4ab®> — (b + 1)? 1+a+b—ab—2(ab)2)
1+a+b— ab — 2 (ab)? 4a’h — (a + 1)?

= —4ab(—-1 + ab)® < 0.
Este ponto é precisamente a origem porque as equacOes dessas duas linhas que séo L =m

+ K, onde:

1+a+b—ab— 2a?b? + 2/ab(—1+ ab)3
((14+a)?2 — 4a?b) |

m+t=

Assim, o sistema:

( N %
det (J*) < —( tri] ))

< det (J*) > 1 ’ (2.27)

\det (J*) > —tr J*)- 1

representa a regido no plano (K, L) fora de ambas as hipérboles (2.17) e (2.19) e entre duas

linhasL = m + K.
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Figura 2.5: A regido de sela Z, no espaco de parametros K e L, quandoa = 2eb = 1,5. Fonte:
Imagem tomada da referéncia [34].

Calculos numéricos mostram que quando a > 1eb > 1 (0 que implica ab > 1)

tem-se:
1
my >b> p > m_.

Assim, assumindo esta restricdo nos parametros de competicao e sob a hipdtese
(2.15), o sistema (2.21) tem uma solucéo vazia. Consequentemente, sea> 1leb > 1 a

relacdo (2.14) é equivalente ao sistema (2.24). Portanto, a regido € delimitada pelas duas
linhas L = geL = bK e o ramo direito de hipérbole (2.17). Na Figura 2.5, esta

representado no espaco de parametros (K, L) esta regido quandoa = 2e b = 1,5.

Observe que se assumirmos que a < 1 ou b < 1 tal que ab > 1, entdo a regido de
sela é mais envolvida, ou seja, contém a solucdo de ambos 0s sistemas (2.24) e (2.27).
Agora, vamos considerar que a > 1 e b > 1 tais que (K,L) € S. Seguindo as mesmas
técnicas da Secc¢do (2.1.2) encontramos que, localmente, a variedade estavel do ponto fixo
de coexisténcia é dada por:

Ws={(zw)€e R? : w=a;z2% + p1z3,a,,B, € R}
e a variedade instavel é:
w* ={(z,w) € R?: z = B,w? B, € R}.
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Devido ao grande tamanho dos valores a;, ; € B,, podem ser determinadas e
enviadas a um software destas constantes, a sua representagdo omite-se aqui. Nas

coordenadas originais, os valores de z e w sdo dados por:

Sop (x —x*)—S15 (e—e* S11 (e —e*)—Sy1 (x — x*
g = 2GR Suleme) o\ Sulee)- S mx)

S11 S22 — S21 S12 S11 S22 — S21 S12

onde S;; sdo as entradas da matriz S determinadas na se¢éo anterior.

2.2.2 Caso (ii):ab < 1
Pela equacdo (2.11), segue que det( /*) < tr(J*) —1 é impossivel. Assim, o

primeiro sistema na equacdo (2.20) leva a uma regido vazia. Na subsecdo anterior,

determinamos a desigualdade:

2
tr (J*
det(]*) < M,
4
0 que leva a relagdo (2.26). Afirmamos que quando ab < 1, o primeiro membro da
equacdo (2.26) é negativo. Para mostrar isso, vamos supor temporariamente que L =

mK para algum m > 0. Portanto a relacédo (2.20) é equivalente a K2 u (m ) < 0, onde:

u(m) = (4a*b — ((a+ 1))m? + 2(1 +a+ b — ab — 2(ab)>)m
+ 4ab?> — (b + 1)2.

Resolvendo a equacdo u (m) = 0 temos:

1+a+b-ab-2(ab)?)+2/ab(1—-ab)3i .
m = ) , 12 =-1,

(1+a)?+4a?b

Agora mostramos que o coeficiente de m?2é um nimero negativo. Assim que:
4a’b — (a + 1)? = 4aab — (a + 1)2°< 4a—(a+1)>?=—-(a—1)% < 0,

(umavez que ab < 1). Portanto, a funcdo u é uma parabola, cbncava para baixo, sem zeros
reais. Consequentemente, a relacdo (2.26) é satisfeita.

Dado que det (J*) > tr (J*) — 1 é verificado automaticamente e pelo fato de que

2
det(J*) < @ é sempre verdadeira, segue que o sistema:
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det (J*) <@4

det J*) > 1 :
det (J*) > —tr (J*)- 1.

leva a mesma regido no espaco de parametros, portanto a relacéo (2.20) leva a:

{det Jgo)>tr(ynH-1 V{det Jg)>—-tr(nH-1
det () <—-tr(J)—1 (det J*) > 1 '

Isso leva a regido Z identificada na Figura 2.6. Observe que Z =U;5,S; (na
préxima sec¢do vamos dar mais detalhes sobre as regifes S; ,i = 2) Antes de terminarmos
esta subsecdo, observamos que a determinacdo da sela e da instabilidade nos mainfolds

seguem as orientagdes acima.

L=K/a ——»=/

a—1+y{a+ 1) —4dbay

-i— [=hK

[ det(J)=—tr( )1

/ .l':—l—‘\f1f:+]h:—-1ﬂh:

! e h

-t K

Figura 2.6: A regido de sela Z, no espaco paramétrico Ke L, quandoa = b = 0,5. Fonte: Imagem
tomada da referéncia [34].

2.2.3 O ponto fixo de exclusdo
Agora, determinamos a regido, no espaco de pardmetros, onde o ponto fixo de

exclusdo (K, 0) da equacdo (2.2) tem variedades estaveis e instaveis. Este conjunto é dado

por:
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Zy = {(K,L)E R*: K>2 A L<DbK}
Seja (K, L) € Zg. Entao técnicas semelhantes, como antes nos levam a encontrar
localmente a variedade estavel:
wg = {(x,y)€ R*: y = 0},
e a variedade instavel:
wg = {(x,y) e R*: x = K}.

do ponto fixo de exclusdo (K, 0).

Da mesma forma, no conjunto:
K
Z, = {(K,L)e RZ: L >2AL >;},

o0 ponto fixo de exclusao (0, L ) tem a variedade estavel (localmente):
Wi = {(x,y)e R*: y = 0},

e a variedade instavel (localmente):
WY = {(x,y) € R*: y= L}

2.3 Cenarios de bifurcacgao

Na auséncia da especie “y “ a dindmica da espécie “x “ é regida pela equacao de
Ricker unidimensional:

Xpe1 = xpeX~%n n € 77,

Ja vimos que no capitulo 1 a equagdo (2.28) tem um ponto fixo globalmente
assintoticamente estavel quando 0 < K < 2. Em K = k; = 2, ocorre bifurcagdes de
duplicacdo de periodo. No ponto de bifurcacdo k; = 2, um ciclo assintoticamente estavel
de periodo 2 {x,, x,} é produzido. Os dois pontos x,, X, satisfazem as equagdes x; =
X, el %o e x, = x; e %1, Pelo principio de linearizacdo, a estabilidade deste ciclo de
periodo 2 pode ser vista a partir do produto das derivadas do mapa (2.28) avaliado em
X, e X;. Este produto é inferior a 1 em valor absoluto, ou seja Y7 ,|1- %; | < 1se k; <
K < k,,ondek, = 2,5265. Em K = k,, acontece uma nova bifurcacdo de duplicagéo

de periodo. Entdo existe k; maior que, mas proximo de k, tal que um novo ciclo 4-

(2.28)
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periddico € assintoticamente estavel se k, < K < k5. Este cenario de duplicacdo de

periodo continua. Portanto, existem dois pontos de bifurcacéo k; e k;,, para um inteiro

especifico j tal que o r —ciclo periddico {x,, ..., %,_, }, onde r = 2/, satisfaz a relacio:
Yool = x <1, (2.29)

O ciclo r -periddico {x,, ..., X,_; } da equacéo (2.28) produz um ciclo de exclusdo

r —periddico da forma:

CF={(%,0),(x:,0),..,(%_1,0)} (2.30)

no modelo de Ricker da competigéo (2.2).
O Jacobiano de G calculado ao longo da orbita periddica, € dado pela seguinte

matriz:

rL-b Y3 %;

o r—1
_ _ Z|1 — % | J12
Z]F(xll 0) - =0
r—1
0

e

Os valores proprios sio A, = Y'=2|1-x;| e A, = et bIiZe%i = or(L-bK)
Usando a hipotese L < bK entdo |A1,| = A, < 1 e darelagdo (2.29) segue | 4,] < 1. Assim
Cj é assintoticamente estavel. Observe que se L = 0 se tem A, < 1. Isso implica que a
sequéncia de parametros {kj} segue 0 caso unidimensional, ou seja, k; =2, k, =

2,52647, ks =~ 2,6562, etc. Agora, resumimos a discussdo acima.

Teorema 2.5 (Luis [34]) Seja 0 < L < bK. Entdo o ciclo C¥, definido na relacdo (2.30), é

assintoticamente estavel.

Em [21, pdg. 241] o autor apresenta um estudo completo dos principais tipos de
bifurcacdes, para sistemas de duas dimensdes. Quando o jacobiano tem um valor proprio

igual a um, pode ocorrer uma bifurcacdo, a bifurcacdo de forquilha ou uma bifurcacdo
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transcritica. No plano Trago-Determinante (TD), isso equivale a dizer que cruzamos a linha
det(J*) = tr(J*) — 1 na regido de estabilidade. A bifurcacdo de duplicacdo de periodo
ocorre quando o jacobiano tem um valor préprio igual a —1. No plano TD, isso ocorre
quando cruzamos a linha det(J*) = —tr(J*) — 1 da regido de estabilidade. Quando o
jacobiano tem um par de valores préprios conjugados complexos de moédulo 1, temos a
bifurcacdo de Neimark-Sacker. Isso acontece no plano TD quando det (J*) =1e -2 <
tr(J*) < 2. Paradetalhes sobre bifurcacdo na dimenséo superior, veja, por exemplo [23,
p.357]. Agora, estamos em condi¢fes de fornecer uma explicacdo mais profunda da
Figura 2.3. Observe que o ponto fixo de coexisténcia ( x*, y*) é assintoticamente estavel

se (K,L) € S.Quando L = bK, o Jacobiano da equagéo (2.2) tem um valor préprio igual

al. Parao mapaf definido na equagéo (2.2) tem-se:

~ ~
N N

of  of oy
550 =1,520K(0) = 0e - (0)# 0.

Portanto, ocorre uma bifurcacdo transcritica quando L = bK, o ponto fixo de
coexisténcia (x*,y*) bifurca e origina o ponto fixo de exclusdo (K, 0) no eixo x. Quando
(K,L) cruza a linha L = bK para regido R,, o ponto de equilibrio (x*,y*) bifurca-se
transcriticamente com o ponto de equilibrio de exclusdo (K, 0), enquanto (x*,y*) se move

do primeiro quadrante para o quarto (ou segundo) quadrante, onde se torna ecologicamente
. K . - A . - ~
irrelevante. Da mesma forma, se L = —, 0 ponto fixo de coexisténcia sofre uma bifurcacao

transcritica. A equacdo (2.2) tem uma bifurcacdo de duplicacdo de periodo quando temos
igualdade na relacdo (2.14). Este é representado pela curva y, na Figura 2.3.
Consequentemente, a medida que K e L passam pela curva y; o ponto fixo de coexisténcia
sofre uma bifurcacdo de duplicacdo de periodo num ciclo de coexisténcia 2-periodico.
Assim, na regido S,, a equacdo (2.2) tem um ponto fixo instavel e um 2-ciclo de

coexisténcia assintoticamente estavel.

Quando K e L passam a linha L = bK da regido S, para a regido R,, 0 2-ciclo de
coexisténcia se bifurca (transcritico). Os calculos mostram que este novo ciclo é um 2-ciclo
de exclusdo no eixo x. Se, no entanto, movermos K e L de R, para S,, 0 processo é inverso,
0 2-ciclo de exclusdo bifurca a um 2-ciclo de coexisténcia. O ciclo sofre uma bifurcacdo

transcritica e um ciclo de coexisténcia nasce. Outra duplicacéo de periodo aparece no ponto
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fixo de excluséo se os parametros K e L se movem de regido R; para a regido R,. Assim,
se 0s parametros K e L estdo na regido R,, a equacdo (2.2) possui um ciclo 2-periddico de
exclusdo assintoticamente estdvel no eixo x. Andlise semelhante pode ser feita se 0s

parametros estiverem na regido Q..

O 2-ciclo de coexisténcia sofre uma bifurcacdo de duplicacdo de periodo quando o0s
parametros passam a curva y,. Assim, na regido Ss, este 2-ciclo de coexisténcia torna-se
instavel e nasce um 4-ciclo de coexisténcia assintoticamente estavel. Este novo ciclo sofre
uma bifurcacdo transcritica para um 4-ciclo de 4 periodos de exclusdo assintoticamente
estavel no eixo x sempre que os pardmetros se movem da regido S; para a regido Rs.
Tambem temos uma bifurcacdo de duplicacdo de periodo na exclusédo 2-periodica ciclo se
alterarmos os parametros da regido R, para a regido R;. Assim na regido R, a equagéo
(2.2) tem um ciclo 4-periodico de excluséo assintoticamente estavel. O mesmo acontece
no eixo y se 0s parametros mudam da regido S5 para a regido Q5. Esta rota de bifurcacéo
de duplicacdo de periodo para o caos é um recordatorio da dindmica exibida pelo mapa
Ricker unidimensional. Um cenario diferente aparece se a relacéo entre L e K obedecer a
regral = a; K + a,, a, > 0e- € < a; < & paraum pequeno ¢ > 0. Chamamos este
cenario de 'cenério bolha'. Isso ocorre se um ponto passa da zona S;,, para a regido de
estabilidade S;e entra novamente na regido de estabilidade S;,;, neste cenario, se
desenharmos o diagrama de bifurcacdo no plano (K, x) encontramos bolhas. Na Figura
2.7, apresentamos dois cenarios. Nos casos A e B, variamos K e fixamos L = 2,1, e
fazemos a = b = 0,5. Isso resulta na presenca de uma bolha no grafico A. Esse
fendmeno acontece porque para valores de K < 1.05, a equacdo (2.2) tem uma atracdo
de ciclos 2-periodicos no eixo y (veja o grafico B). Assim, x, = 0 e y, oscila entre
1,32152 e 2,87848 quando n vai para o infinito. Em K = 1,05, o ciclo de exclusdo no
eixo y bifurca (transcritico) e o ponto fixo 0 se bifurca (duplicacéo de periodo). Isso implica
que nasce o 2-ciclo de coexisténcia no eixo x. Aqui vemos a bolha no grafico A e um ciclo
2-periodico no gréafico B. Para valores 1.45 < K < 1.78, aequagéo (2.2) tem um ponto
fixo de coexisténcia. Esta observacdo implica que em K ~ 1,45, o ciclo 2-periddico, por
sua vez, sofrera uma bifurcacéo e retornar a um equilibrio estavel 2. Em K = 1,78 uma

nova bifurcacdo de duplicagdo de periodo ocorre, e entdo o ponto fixo de coexisténcia
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bifurca num 2-ciclo de coexisténcia. Este é claramente mostrado no grafico A e no gréfico
B. Nos casos C e D, fixamos L = 2,6.

Figura 2.7: A presenca de bifurcacdo subcritica no modelo autonomo de competigéo do tipo Ricker (1.6).
Fonte: Imagem tomada da referéncia [34].

Paravaloresde K =~ 1,3, aequacio tem um 4-ciclo de excluso no eixo y. A medida
que K aumenta, entramos na zona onde temos um ciclo 4-periodico de coexisténcia. Aqui
vemos duas bolhas no grafico C e uma coexisténcia ciclo 4-periddico na parcela D. Ambos
0s casos levam a um ciclo 2-periddico.

A bifurcacdo Neimark—Sacker comeca quando det (]F(x*,y*)) =le-2<
tr (JF(x*,y*)) < 2, ou seja, quando:

(1-a)L + (1-b)K = (alL — K)(bK — L), (2.31)

0< (1—-a)L +(1—-b)K<4(1—ab). (2.32)

As desigualdades (2.32) sdo satisfeitas sempre que K e L pertencem a regido
delimitada pelos eixos positivose areta (1 —a )L = —(1 — b)K + 4(1 — ab ). Calculos

diretos mostram que esta linha ndo interceta a hipérbole (2.31). Por outro lado, os vértices
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(0,00e2(1+ a)/(1— ab),2(1 + b)/(1 — ab)) da hipérbole (2.31) estdo fora deste

tridngulo. Dai a equagdo (2.2) ndo tem bifurcacdo Neimark-Sacker.

2.4 Modelo de competicédo de Ricker periodico

Vamos fazer agora o estudo do modelo de Ricker periddico para duas espécies. (Para um
estudo mais pormenorizado, pode ser consultado em [33]).

2.4.1 Existéncia de uma possivel solucéo

Nesta subsecdo provamos a existéncia de uma solucdo da equacdo de diferenca periddica
ndo auténoma:

Kn—Xn—anyn
(xn+1) — <xne >,7’l € Z+, (233)

Yn+1 y,eln=yn=bxn

ondeK,, > 0elL, > 0,sdo as capacidades de suporte das especies x e y, respectivamente

ea > 0eb > 0sdo os parametros de competicdo das espécies y e x, respetivamente. A

analise aqui sera no caso em que ab < 1, em que o sistema (2.33) tem um possivel ciclo

de coexisténcia estavel. O cenario de sela, ou seja, 0 caso em que ab > 1 serd omitido.
Vamos escrever E, (x,y) = ( (), gn(x, y)),

Onde,

£,(x,y) = xefnx"V e g (x,y) = yelny=D¥,

A equagdo (2.33) é p-periddica sempre que F, = Fp,moap, Y1 € Z¥,com p 0 periodo
minimo. Este cenario ocorre quando pelo menos duas das sequéncias de parametros sejam
periddicas, ou seja Ky, = Ky moa p € Ln = Lnmod p-

Para provar a existéncia de solucGes periddicas da equacdo (2.33) quando 0s parametros

sdo p-periddicos. Vamos utilizar o teorema do ponto fixo de Brouwer, apresentado abaixo.

Teorema 2.6 (Teorema do ponto fixo de Brouwer, [24]) Toda aplicacdo continua de um
subconjunto compacto convexo A, de um espago euclidiano para si mesmo tem um ponto

fixo.
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Observacdo 2.2 Para espacgos dimensionais infinitos, o Teorema 2.6 é conhecido como
teorema do ponto fixo de Schauder.

Teorema 2.7 (Luis, [33]) Seja (Kp, L,) € $i, = int(S;,) VU 1, tal que K, =
Ky mod p» Ln = Lnmoap €ab < 1,paratodon € Z*. Entdo a equagdo de competicéo de
Ricker p-periddica (2.33) tem um ciclo p-periédico na regido [0, e¥max~1] x [0, elmax—1],

onde K,qx = max {K,} € Lyq, = max{L,}.

Prova. Considere a aplicagio F,(x,y) = (f,(x,¥), gn(x,y)). Entdo sob a hipétese do
teorema tem-se  F,,, = F,, para todo n € Z*. Observe que as aplicagcOes
f,(x,y) e g,(x,y)) atingem seus maximos em (1,0) e (0, 1), respectivamente. Além

disso, 0 méaximo de f;, é eX»~1 e 0 maximo de g,, é eln~1,
Seja Kjpgx = max {K,} € Ly, = max{L,} e defina o conjunto A como:
A = [0, efmax=1] x [0, elmax—1],
Entdo, A é compacto e convexo. Além disso, A € invariante sob 0 mapa @, ou seja,

®p(A) = Fy_10 ...0F, 0Fy(A) c A

ekl Ilf: Lib

Figura 2.8: Quatro cenérios diferentes no qual um modelo de competicdo de Ricker F; tem um valor
maximo nos eixos. Os valores dos pardmetros de competicdo séo fixos como que ab < 1, nestascurvasa =

b= % Fonte: Imagem tomada da referéncia [33].
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Portanto, pelo Teorema 2.6, o operador de composigéo ®,, tem um ponto fixo (x*, y*) em

A, que é um ponto p-periédico do modelo Ricker periodico (2.27).

O teorema acima parece ser bom, mas encontramos algumas dificuldades. Essa observacéo
é baseada no fato de que o conjunto A contém o ponto fixo trivial (a origem), os ciclos de
exclusdo (um em cada eixo) e um possivel ciclo positivo (ciclo de coexisténcia). Assim,

temos quatro candidatos para o ponto fixo do operador de composicdo @, na regido

compacta e convexa A.

As questdes que vamos abordar sdo: é possivel evitar o ponto fixo trivial e os ciclos de
exclusdo? De forma equivalente, podemos encontrar uma regido onde ®,, tenha um ciclo

de coexisténcia, no interior do 1° quadrante?

Para responder a estas perguntas é necessario encontrar um menor compacto, convexo e
invariante tal que os pontos numa vizinhanga conveniente dos eixos sdo excluidos. Para
encontrar um subconjunto A convexo, compacto e invariante de um espaco euclidiano,
vamos usar o espaco normal em teoria, ou seja, a ideia de que cada par de conjuntos
fechados disjuntos pode ser separado por conjuntos abertos, no sentido de que eles tém

vizinhancas abertas disjuntas [25, pagina 132].

Seja Fi(x,y) = (fi(x,¥),9:(x,¥)),i = 0,1,2,... uma das sequéncias de mapas. Entio
nos temos quatro cenarios diferentes para os quais 0 mapa F; tem o valor maximo nos eixos

como é mostrado na Figura 2.9.

. L; -~ K;
1. eKi1 <?‘e eli—1 <;‘;

_ L; _ K;
2. efim1 >—e eli~1 >

i L; i K;
3. eKi—1 >;’e eli 1<Z[;

i L; — K;
4, eKi—1 <?’e eli=1 >ZL'

Observe que a pequena regido R, proxima a origem, faz parte da regido definida pelo item
2.
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i‘ - 1 \ r ...H K
a, l ’ -
: - X . T l ry
Iy t ‘
I, "
|_.._ B E—
L
4 Y A I I
'y T A
r - -
A
I,
_ * o .
e L7k & .
[ 1M1 v
¥ = + K,
L s . X
s | r
A = r. a| S — y = —xja K 4
s -
-
S N l
- f
w= b, xel,
Y
I Y Ta
s - !
— - A . -1
1.' ;
K L % b I

Figura 2.9: A posicdo das isoclinicas e dos conjuntos Iy, I, I3 e I, no primeiro quadrante, para cada uma
- - . 1 L g1 K
das quatro situagGes em que o mapa F; tem o valor maximo nos eixos. | - efi~1 < e eli'l < = 1I-

l 1
L;

1L g1 _ K v L g1 K ~ 1 _ K
eKi-l 5 Zlp pli-1 5 —a'; " - eki-1 > b—’ eeli-l < —a’; e |V -efitl < e eli-1> —a‘. Fonte: Imagem
i i i i i i

tomada da referéncia [33].

As isoclinas de cada mapa F; sdo dadas pelas equacdes:
x K; _ )
y——z+;ey— bx +LL.

Observe que a intersecéo dessas duas linhas da o ponto fixo positivo (x;,y;), onde,

% K;—alL; % L; — bK;

X = — @ . = .
t 1-ab Yi 1-ab

Agora, para cada um dos cendrios precedentes, defina os conjuntos I, I, I3 eI, (ver

Figura 2.9).

Agora dividimos a nossa investigacao por casos:

- - ~ L L; - K; ~ P
Caso 1: Vamos primeiro focar nossa atencdo quando eXi=1 < ~e eli-1l < —. Entdo nods

temos trés situacoes:

55



Modelo de Ricker Auténomo e Periddico

(i) Considere os conjuntos I', e os eixos. Observe que se (x,y) pertence a I, entdo

fi(x,y) < xeg;(x,y) < y.Deixar,
6,1 = min{d(fi(x,y),y — eixo),d(g:(x,y),x — eixo: (x,y) € I,}.

(i) Considere T, e o eixo y. Se (x,y) € T, entdo f;(x,y) < x. Defina o nimero,

82 = d((fi(x,y),y — eixo))tal que (x,y) € Ty.
(iii) Considere I'; e 0 eixo x. Se (x,y) € I3 entdo g;(x,y) < y. Defina o nimero,

8ig = d((gi(x,y), eixo — y)) tal que (x,y) € Ts.
Finalmente, seja §; = min{§; 4, 8;,,8;3} e defina o conjunto 4; ; como,

Ay = {(xy) ERE:(0 < x <efirt A0 <y <§)V
0 <y<elirlA0<x<é§)}.
Considere o conjunto:
A; = [0,eX71] x [0,e"71\A; ;.

Entdo A; é compacto e convexo, além disso, F;(4;) € A;.

Para a equacdo periodica (2.33), gerada pela aplicagdo ®,,, consideramos os valores § =

min{§;}, Kpmar = max{K;},Lma, = max{L;} e 0s conjuntos:
B;={(x,y) ER: (0 < x <efmax"l A0 <y < §)V

(0 <y < elmaxml A0 < x < 6)}

(2.34)
e

B = [0,efmax=1] x [0, elmax—1]B,.

Consequentemente, B é compacto, convexo e invariante sob a acdo do operador de

composicdo @,,. Assim, pelo teorema do ponto fixo de Brouwer, o mapa @,, tem um ponto
fixo positivo (x*, y*) em B, que é um ciclo de coexisténcia p—periodico do modelo

periddico de Ricker (2.33), também mostrado em [34].
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Agora resumimos essas ideias no seguinte teorema.

Teorema 2.8 (Luis, [33]) Seja K, > 0,L, > 0,a> 0eb > 0 tal que K, =
Ky modapr Ln = Lumoap,€ ab <1, para todo n € Z*. Suponha que para cada mapa
individual F; um tem eXi=1 < %e eli-l < %z = 0,1, 2,.. Entdo, a equacdo de Ricker

4 4

p-periddica ndo auténoma (2.33) tem um ciclo p-periddico de coexisténcia no conjunto

convexo e compacto B, onde B ¢ o conjunto definido em (2.34).

Caso 2A: Agora vamos focar nossa atencdo no caso em que e Xi=1 > % elimt > % K; <
l L

lelL; < 1. (Em geral, essa restricdo nas capacidades de carga leva a regido R na Figura

2.09.) Segue-se que:

0 < Ki<f<efil<le0<L<icelt<l
i i

A aplicacéo f;(x, y) atinge seu maximo em (1, 0). Observamos que f;(x, y) é crescente se
0 < x < 1 (quando fixamos y). Portanto, f;(x,y) tera um valor maximo sempre que x
for um ponto final direito de um intervalo limitado por 1. Observe que f;(K;,y) =

Ke ™ < K.

Seja X € (0,K),como x,,; < K;ef; é crescente segue que fi(xp;y) <
fi(K;,y) < K;. Por outro lado, se xu; € (Ki, z—z) segue que fi(xy,y) =
Xy eXiTMi e < x)oporque K; < Xy
Da mesma forma, pode-se mostrar que g;(x,L;) < Li:gi(x::Vm,i) < L; para qualquer
Ymi € (0,L),e gi(x, yui) < ym,i para qualquer yu,i € (Li Ki/ay).

Consegiientemente, 0 conjunto [0, x,, ;] x [0, v, ;] é invariavel formiga sob o0 mapa F;.

Agora, na regifo [0,xy ;] x [0, yu ] construimos os conjuntos Iy, T,, T3 e T, como é
mostrado na Figura 2.10. A dindmica nesta nova regido é semelhante ao caso 1. Ou seja,
seguimos mesmas técnicas do Teorema 2.8 e mostramos que existem numeros &, x,, =

max{x,;},e yy = max{y, }, e os conjuntos:
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Bi={(xy) ER:(0 S x <xy A0 <y <V
0O<y<yyAO0<x <)}
e

B = [O,XM]X [O;YM] Bl;

tal que, B € invariante sob a acdo do operador de composi¢éo ®,,.

Ym

Figura 2.10: Os conjuntos e as isoclinicas quando 0 maximo do mapa F; é menor que um. Fonte: Imagem
tomada da referéncia [33].

- L; . K
Caso 3A: Outro caso segue quando eXi~?! >b—f,eLt ' <= eK < 1. Neste caso

i
i ai
consideramos técnicas mistas como antes. Mais precisamente, no componente e seguimos

a técnica apresentada no caso 1 desde [eXi~1] < =, e na componente x seguimos a técnica

K
ai

presente no caso 2A desde[ 1 > efi~1] > % Doravante, na regido [0, x,, | x [0, eli™1]
aplicamos uma técnica semelhante a do Teorema 2.8 e encontramos 0s conjuntos:
Bi={(xy) ER;:(0 S x <xy A0 <y <V

(0 <y <elmaxml A0 < x < §)}.

(2.35)
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B = [O,XM] X [O,eLmax_l ]\Bl'

Caso 4A: Similarmente ao caso 3A pode-se encontrar 0s conjuntos B, e B quando eXi~1 <
Ligli-t 5 Koy < 1.
bi a;
. L L; L K; .
Caso 3B: Agora consideramos o caso quando efi=1 > b—‘,eLl T < ~ eK > 1. Defina
i i

F4_ = F4_:1 V) F4_:2 Onde

| ~

< x <efirt A0 <y < eLi‘l}.
i

l—‘4-:2 = {(x'}’) € ]R-Zl- :

S

Seja (x,y) € I,,. Como % > 1, para qualquer x no intervalo [%,e"i‘l]a aplicacao
fi(x, y) é decrescente (quando fixamos y). Assim, a seguinte relacdo produz:

L; L; Ki_ﬂ . L:
ﬁ_(x;y)<ﬁ<b—z,y>=b—ie bie a;y <b_le

i

L;:
Ki—b—;

L; K
Mas, b—f e

4

Li
77, L; L;
P < b—l porque K; < b—l Consequentemente,
i

fi(Taz) © Ty U T, U T3 U Dy,

Na regido [0, %) x [0, eLi~1] argumentamos como antes, ou seja, aplicamos novamente
uma técnica semelhante do Teorema 2.8 e encontre 0s conjuntos:
Bi={(x,y) ERI:(0<x <L/bA0O<y <V

(0 <y < elmaxml A0 < x < 6)}

L
B = [0,5] x [0, elmax=1] B,

Onde, % = max {z—z}

Caso 4B: Quando efi71 < %,e“‘l > % 6 > 1 definimos o conjunto T, = T,, U
i

ai

4o, onde,
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K:
[y = {(x,y) € ]RQL :jg y < elitl A0 < x < eKi_l}
l

e mostre que g;(T,,) € I; U I, U I3 U I,.,. Daqui em diante, na regido [0, eXi~1] x

K; . )
0, a_) temos de argumentar como antes e encontrar 0s conjuntos:
i

By ={(x,y) ER}: (0 < x <efmaxl A0 <y <V

O0O<y<K/an0<zx<d)

K
B = [0, eKmax=1] x [O'E] B,

K
—=max K;

Onde, ¢

aj
Caso 2B: Outro caso acontece quando eXi~1 >%,eLi‘1 > %K > 1eL > 1.Neste
2 L

caso definimos o conjunto I, como:

[y = T4 U Ty U T3 U Ty,

Onde,
L; K;
[y = {(x,y) € ]Ri 0 < x<—A—< y < eLi_l}’
bi a;
L; K.
[43 = {(X,y) eR:—<x< ekirlp0 <y < —l}
bi a;
e

L; K.
[0 = {(x:}’) € R.Zyib_lﬁ x < eKi~l /\a—LS y < eLi_l}_
i i

Seguindo as mesmas ideias de antes, pode-se mostrar que:
fill43) € Ty UT; UT3 U Ty,
9i(T42) € Ty UT, U T3V Tyy,

filgs) € Ty UT, U T3 U Ty,
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fill4s) © T1 U T, U T3 U Tyy.

- . . L: K;:
Assim, consideramos 0 conjunto [O,b—‘)x [Oa—l) e, argumentando como antes,
i i

encontramos:
B; = {(x,y) E R0 <x<L/bA0O<y<bV
0 <y<K/an0 < x <))}
e
B [o L] [o K] B
= —| X —
;b Ja 1
Onde, gTmax ks e L= max{—‘}
a; b i

Casos 2C e 2D: Restam dois casos. O primeiro é eXi~1 > % eli=l > %,K < 1lelL >1

L L; L K; .
e o segundo eXi=1 > b—f,eLl > j:K > lelL < 1. Em ambos os casos aplicamos a

l l

técnica precedente em cada componente e encontre o conjunto invariante B.
Por fim, resumimos essas ideias no resultado a seguir.

Teorema 2.9 (Luis, [33]) Seja (K, L,) € S, = int(Sy,) Uyin tal que Ky = Ky mod p
Ly = Lynmoap €ab < 1,paratodon € Z*. Entdo a equacao p-periodica de Ricker (2.33)

tem um ciclo de coexisténcia p—periddico (solucdo positiva) na regido convexa B.

2.4.2 A dinamica do ciclo
Nesta secao apresentamos algumas propriedades do ciclo p-ciclo do modelo (2.33)

guando os parametros de competicdo a e b sdo fixos, ou seja, quando os mapas individuais

F; determinados pelo vetor de parametros (K, L) [34].

Seja Cp = {(%o, ¥o), (X1, ¥1),---, (Xp-1, ¥»_1}) um p—ciclo periddico da equagio (2.33),

Entdo temos:
q)p(fo' 370) = (fo, 3_’0),

Ou, equivalente,
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p—1, gD p-1 _ p-1_
(fo, )_}0) = (foezl o Ki—Xi- Oxl aZl 0 Vi , Yo eZL 0 Li=Xi=o Yi~bZi=g xi),

Isso é equivalente a:

, (2.36)

resolvendo o sistema (2.36) resulta:

(p-1

N~
[
= O

ﬁ

~
]

o

p-1 p-1

X = 1—ab ZKL “ZLi
=y

i

p—1 p—1 ! (2-37)
Li—b ) K,

i=0 i=0

Yi=1 " ab

dividindo ambos os lados de cada equacgéo por p tem-se o seguinte:

av(x) = ﬁ (av(K) — aav(L))
av(y) = ﬁ (av(L) — bav(K)) '

Onde, av representa a média da sequéncia de pontos. Assim, av(x) e av(y) pertencem ao

primeiro quadrante sempre que:

av(K) > aav(L)e av(L) > b av(K).

Considere agora um mapa individual F;(x,y) = (xeXi ¥~ yeli=y=bx) o <

<p-1

(2.38)

62



Modelo de Ricker Auténomo e Periddico

* A equacdo de diferenca gerada pelo mapa F;(x,y) tem uma solucdo de coexisténcia

(ponto fixo ou ciclo), no primeiro quadrante, sempre que:

bK; < Ly <50 <i<p-—1 (2.39)

eab < 1. Observe que se tomarmos a soma na relacdo dada em (2.39) resulta

av(K)

bav(K) < av(L) < —= (2.40)

que é a condicdo necessaria para ter um ciclo de coexisténcia de &, no primeiro quadrante.

« A equagcdo de diferenca gerada pelo mapa F;(x,y) tem uma solucdo de exclusdo no eixo
x (ponto fixo ou ciclo) sempre que0 < L; < bK;, 0 <i<p—1 e ab < 1. Somando
essas relages temos 0 < av(L) < b av(K). Neste caso ®,, tem um ciclo de excluséo no

eixo x.

* Da mesma forma, se 0 < !< L;,0 < i < p — 1 entdo F; tem uma solucdo de

av (K)

exclusdo no eixo y (ponto fixo ou ciclo). Fazendo a soma temos 0 < < av(L)e

consequentemente, ®,, tem um ciclo de exclusédo no eixo y.

Agora, suponha que a relacdo (2.40) é satisfeita e ab < 1. Nessas condic¢des, todos 0s
membros da orbita periddica pertencem ao primeiro quadrante como podemos ver a seguir.

A relagio @, (%o, 7o) = (%o, ¥o)é equivalente a F,_; (%,_1, ¥,_1) = (%o, 7o), OU Seja,
fp_ler—l_fp—l_ayp—l — _fo e yp—le Lp—1— Yp-1—bXp-1 — }70_

Adicionando X,,_; em ambos os lados da primeira equagdo e y,_, em ambos os lados da

segunda equacao obtemos:
Xp1 (L + e 1)=1,, +Xxey (1 +e™1)= 9,1 + ¥
Onde up_l = Kp—l - ‘fp—l - a :)_]p—l e Up_l = L yp 1~ bxp 1

Da mesma forma, temos:
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Xpo(1+ e2(1 + e"™1))=%,1 + Xy + %o

}_]p—Z(l + e Yp-2 (1 + evp_l)) = _')_7p_1 + }_/p_z + _')_70,

Onde up_z == Kp_z - xp -2~ a:)_/p_z e vp_z - Lp—Z - yp_z - b-fp—Z'

Generalizando esse processo nos temos:

p—-1

(1 +ev(..(1+ eu”_l)---))zzfi
i=0

p—-1

F(1 + en(. (1 + e%1)...)) =Z 7,
i=0

Segue que x; e y; S0 nUmeros positivos, pois Zfz_ol xe Y7-4 y;. Consequentemente, da

dinAmica do sistemax; > 0e y; > 0,vi € {0,...,r - 1}.

2.4.3 Estabilidade
Nesta secdo estudamos a estabilidade das solugdes da equacdo (2.33) sob certas

restricdes dos parametros. Antes de fazer isso, damos algumas notas sobre o jacobiano do

operador de composi¢do @,. De um modo geral, a matriz Jacobiana do operador de
composicdo @, € o produto das matrizes jacobianas dos mapas individuais Fj,i =

0,1,2,...

Observe que se A4, A,,..., A, sd0 matrizes de tipo g X q, entdo A, A,... A, e as
permutacdes ciclicas A, ;... A,A;...A; possuem 0 mesmo conjunto de valores proprios
[25], onde 1 < j < n. Assim, cada uma das matrizes dos produtos Jacobianos
permutados tem o mesmo conjunto de valores proprios. Consequentemente, se Cp =
{Z0, ¥0), e, 71),- -, (Xp-1, Vp—1}) € um ciclo p—periddico da equago (2.33), entdo a
ordem dos produtos em Z?=p_1]Fi (x;, ;) é irrelevante para o raio espectral, onde JF; é o

jacobiano do mapa F; e é dado por:
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(1 _ x)eKi—x—aiy _aixeKi—x—aiy

]Fi(xi' yl) = —biyeLi_y_bix (1 _ y)eLi_y_bix .

Ciclos triviais e de exclusdo

Agora vamos estudar a estabilidade dos ciclos triviais e de exclusdo da equacéo
(2.33). E facil para ver que (0,0) é um ponto fixo da equacdo (2.33) uma vez que é um
ponto fixo de cada mapa individual F;,i = 0,1,2,....O Jacobiano em (0, 0) é dado por:

K;
(-70 = ?=p—1]Fi(Oi O) = ?:p_l [eo

o= X ki 0
eli

p-1, |
0 eZi=o Li

, . ~ p-1,, . p-1,. — —
Os valores préprios de J, 40 eZi=o Xi g eZi=o ki, Como ¥ K; > 0e X'~ L; > 0, segue

que (0, 0) é sempre instavel paratodo K; > 0elL; > 0,i = 0,1,2,...

Assumindo a auséncia da espécie “y” a dindmica da espécie “x” ¢ regida pela equacéo nao-

auténoma de Ricker unidimensional:

Xny1 = Xpe'nTn,m € LT, (2.41)

Onde, K,, = Ky moap- Na Seccdo 1.2 provou-se que a equagdo (2.41) tem um ciclo p-
periddico global assintoticamente estavel {fo,fl,...,fp_l}sempre que0 < K; < 2,i =

0,1,2..

Em outra forma,

M, 11— % <1, (2.42)
Com,
Y K=Y, % (2.43)
O ciclo p—periodico {x,, . . ., X,_1} de (2.41) produz um ciclo de excluséo p—periédico
no sistema (2.33) da forma:
cx = {(x,,0),(%,,0),...,(%,-1,0)}, (2.44)
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do modelo de competicdo de Ricker (2.33). Observe que, no espago de parametros, 0 mapa
Fi(x,y),0 < i < p — 1 tem um ponto fixo em exclusdo no eixo x sempre que as

capacidades de carga estdo na regiao:
R = {(Ki'Li) ER—ZFO < Li < bKl/\ Ki < 2},
talqueab < 1,i = 0,1,2,...

Daqui em diante, assumimos que, para cada mapa F; o vetor parametro (K;,L;) € R, 0
que implica que 0 < av(L) < bav(K). O Jacobiano de ®,, avaliado ao longo do ciclo

periddico C;, é dado pela seguinte matriz triangular:

p—-1
0 0 -1 p-1_
X Ki=Xi le | v
_ e~i=o i=0 1—x
deg = § JFi(%;,0) = E i—ol i Sz
i=p-1 i=p—-1 - - _
P P 0 ez?zolLi_Zglolbixi

;s . ~ - _ p=1, b1, ..
Os valores proprios de Jcx sd0 4, = Hf’zolll —%;|ed, = eZizo Li~Zizo biKi_ Claramente,

0<2,<1, uma vez que YIS L;< X' 'K,. Por (2.42) segue que |A4] < 1.
Consequentemente, €} € assintoticamente estavel. Resumimos agora esta conclusdo no

seguinte resultado.

Teorema 2.10 [Luis, 33] Seja K, = Knmodp Ln = Lnmoap Vn € Z* tal que
(Ki, L) € R,O<i<p-leab<1,0<i<p—1. EntdoC} definidoem (2.44) é um p-
ciclo de excluséo assintoticamente estavel da equacao (2.33).

Usando os mesmos raciocinios obtemos:
Teorema 2.11 [Luis, 33] Seja K, = Knmoap:In = Lnmoap,Vn € Z* tal
que (K;,L;) € Q;,0 < i < p — 1,o0nde

K:
Qi = {(KL'LL)R; 0 a_l< Li FAN Ki > 0};

1

e ab < 1. Entdo, a equacdo (2.33) tem um p-ciclo de exclusdo assintoticamente estavel

no eixo y.

(2.45)
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Ciclo de coexisténcia

Para cada i = 0,1,2,... suponha que a sequéncia de parametros de competi¢édo
satisfaca a relacio a;b; < 1. Reescreva a regido de estabilidade S; de cada mapa individual

F;comoa; =aeb; =btalque ab <1
Si = mt(S1;) U v

Onde, Int(S; ;) denota o interior da regifo de estabilidade S, ; de cada mapa individual.

Ou equivalentemente:

< (1—a)lL; +(1—b)K.}

Agora defina o conjunto:
A= {(K,L)E S + K, < 1AL <1}

Em [20] Smith provou que o mapa F;, gera um sistema dinamico mondétono
discreto se as capacidades de carga estdo em A;. Além disso, F; tem um ponto fixo
globalmente assintoticamente estavel. Seja (K;, L;) € A;,i = 0,1,2,...,p — 1. Como a
composicdo de mapas mondtonos € monotona segue que o operador de composicdo @, €
monotono. Além disso, no compacto e convexo conjunto B definido na subsecdo anterior,
0 mapa & tem um ponto global assintoticamente estavel no ponto fixo de coexisténcia que
¢ um ciclo de coexisténcia p-peridédico globalmente assintoticamente estavel do mapa
(2.33).

Agora, resumimos as observacdes acima.

Teorema 2.12 (Luis, [33]) Seja (K; L;) € A;,;i = 0,1,2,...,p- 1e assume a
periodicidade da sequéncia de parametros. Entdo, a equacao de diferenca ndo-autbnoma p-
periddica (2.33) tem um p-ciclo de coexisténcia globalmente assintoticamente estavel no

conjunto convexo e compacto B.

2.4.4 Um cenario de bifurcacéo a partir de simula¢6es
computacionais

Como observado anteriormente, na auséncia da espécie “y” a dindmica da espécie “x”

é governada por a equacgdo de Ricker unidimensional ndo autonoma:
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Xn+1 = Xn€ An_ann € Z+, (246)

Onde, A, = Ay moap- ESCreva a equagio (2.46) como x,.; = R, (x,)onde R, (x) =
xe =% No Capitulo 1.2 vimos que a equagio (2.46) tem um ciclo p-periddico

globalmente assintoticamente estavel:
{0, %1y Xpr ),

sempreque0 < 4; < 2,i = 0,1,2....Com condig&o de estabilidade,

p—1
IIH—EJ<L
i=0

No entanto, o autor nao estudou a existéncia de bifurcagao de C,,. Em outras palavras o que

acontece quando:

p-1 p—-1
I]u—fg=1ou[]u—fg=—1
i=0 i=0

Como cada mapa R, = Ry moapn € Z* € injetivo em relagdo ao parametro 1, =
Anmoap > 0, S€gue que os Unicos ciclos possiveis para a equagdo (2.46) sdo ciclos com
periodo minimor,r = pt,t = 1,2,....

Seja C, = {fo,fl, . ..,fp_l}, seja um ciclo p-periédico néo trivial da equacao p-periddica
(2.46), ou seja, um ponto fixo do mapa @, (x). (A existéncia é assegurada pelo ponto fixo
do teorema de Brouwer). Assim, temos X, = &, (X,). Simplificando esta equagdo obtém-

Se:

AO + Al‘l'... Ap—l - fo - fl_..._fp_z = fp—l; (2.47)

ou equivalente,
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Uma bifurcacdo de duplicagdo de periodo ocorre quando:

2 (#®) lecs, = 1.

Isso leva a equacédo 1'[?;01(1 —X;) = 1, ou equivalente:

p—2 p-2
1— Apy +Z(Ai — 9,(x,)) 1_[(1 — ®;(%)) = —1.
i=0 i=0

Em geral, ndo é possivel encontrar analiticamente (exceto quando p = 2) as solucgdes da
equacdo (2.49). No entanto, pode-se ver que todas as solucGes da equacdo (2.49) sédo da

forma:
%o = P(Ao,.es Apq),

onde ¥ é uma funcdo tal que ¢ : R, — R. Chamamos essas solucdes de duplicacdo de
periodo como solugbes de bifurcacdo. Seja Y = lp(Ao,...,Ap_l) tal que

¥(2o,...,4p_1) € R*. Substituindo ¥ na equagio (2.48) temos a equagio:

Z?z—ol A= 2?2—01 (pl(l/))

Pode-se encontrar implicitamente, no espago de parametros, todas as solugdes da equacéao

(2.50). Este processo ird dar-nos uma superficie de bifurcacdo no espaco de parametros
(KO,...,Kp_l). Observe que o outro caso de bifurcacdo (%((D,,(t)) le=%, = —1) pode

ser investigado de maneira semelhante em (Ver [64]).
A derivada ao longo do 2-ciclo C, é dada por:

q)lz(fo) = (1 - Jz1)(1 - fo) = (1 - Ao — A H fo)(l - 9?0)-

(2.48)

(2.49)

(2.50)
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Portanto, C, € assintoticamente estavel se:
(1 — 2 — A1 + X)(1 — Xp)| < 1.
Essas duas desigualdades s&o equivalentes ao seguinte sistema de desigualdades:

{.’)Eg _(Ao‘l' Al)fo'l' /10+ /11> 0

2 — (Qo+ A% + Ao+ A —2 <0 (2.51)

A solucdo do sistema dado em (2.51) é dada pelos seguintes casos:

1. Ao+ A, > 4. Sob essa suposicdo, segue-se que 0 < x4 < T < &' < 7P

Observe que xP¢ > 0se Ao+ 4, > 2. Assim, o sistema (2.51) pode ser resolvido
sempre que:
%o €] &P x5 [u] &, 70

Comox; = Ay + A4 — X, Segue que,
X €+ A — B, Ao+ M- XM 4 Ul Ao+ Ay — E, Ao+ Ay —XP4

Podemos mostrar com calculos diretos que xP% = A, + A, - fi’d X5 = Ap +
- X5 ES = Ag+ Ay - X exPt = A+ A, - 2P

Portanto, C, é assintoticamente estavel se x,, x; €]xP%, 5" [U] fi",ffd [-

Figura 2.11: O progresso da derivada Schwarziana do mapa Ricker bi-periddico unidimensional &, em
(Xy) quando os parametros A,e A, estdo nas curvas de bifurcacdo de duplicagdo do periodo. Fonte:
Imagem tomada da referéncia [33].

2. Ay + A, = 4. Segue que x5 = x§" = 2. Portanto, C, € assintoticamente estavel se
fo,fl E]Z - \/7,2 + \/E[.
3. A¢+ A =4.Segue que xe x3™sdo numeros complexos e a desigualdade,
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X2 — (Ag+ DX + g+ 1, >0
é verificada. Agora subdividimos este caso dependendo do xP¢ ser maior, igual ou
menor que 0.
@ Se2 < A, + 4, < 4, entdo C, é assintoticamente estavel sempre que X, x; €
1x2d, z04 .
(b) Se 4, + A, = 2., entdo C, é assintoticamente estavel sempre que x,, x; €]0, 2].

(c) Se 0 < Ay + A; < 2 segue que xP* < 0 e 0 < ffd < 2. Portanto, C, €

assintoticamente estavel se %,, %, €]%>°.

Estudamos agora a estabilidade de C, quando os parametros estdo nas curvas onde

ocorrem as bifurcacOes, ou seja, se x, e x; sdo 0s pontos finais dos intervalos mostrados

anteriormente.

Uma andlise preliminar do espaco de pardmetros mostra que para as curvas de
bifurcacdo de periodo duplo, os valores dos pardmetros sdo inferiores a 3. Portanto, é
suficiente para estudar os valores de S&, (fffd ) e Sd,(xP4) naregido D =]0,3[x]0,3][.
Como os calculos analiticos sdo muito complicados, usamos simulacBes numeéricas.
Descobrimos que o maximo de S®,(xP¢) em Dé ~ —3,95264 e 0 maximo de
SCDZ(ff:d) em Dé ~ —0,537015. Na Figura 2.12 sdo apresentados os valores da
derivada Schwarziana em D em ambas as situacGes. Dai, por o 2-ciclo C, ¢
assintoticamente estavel quando os parametros A, e A;estdo nas curvas de bifurcacdo de

duplicacao de periodo.

Estudamos agora a estabilidade de C, quando os parametros estdo nas curvas de bifurcacéo
sela-no. A bifurcacédo sela-no existe se 1, + A; = 4. Das solugdes implicitas pode-se ver

que A9+ A, = 4se 4= A4, = 2.

Neste cenario x5 = xi" = 2,®5 (2) = 0e ®;'(2) = —2 < 0. Portanto, C, €
assintoticamente estavel. Agora considere que A, + A; > 4tal que A, >2¢e A; > 2.
Como mostrado no Figura 2.11 @5 (x5") > 0e ®; (x3™) < 0 para todos Ay e A, €
(2,3) x (2,3). Dai @5 (x,),0. Consequentemente, o ciclo periédico C, €é instavel quando

Ao € A, estdo nas curvas de bifurcacdo sela-no.

Agora resumimos essas ideias no seguinte resultado.
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Proposicao 2.3 Sejap = 2 o periodo da equacdo (2.34) e C, = {X,, ¥} um 2-Ciclo ndo

trivial periddico da equacdo 2-periodica (2.46). Entdo:

0.0 0.5 1.0 1.5 20 2.5 i0 35
Ay

Figura 2.12: O cenario de bifurcacdo no espaco dos parametros do mapa @, = Ry ° R,. Fonte: Imagem
tomada da referéncia [33].

1.Se A, + A, > 4 entdo C, é assintoticamente estavel sempre que:
%o %y € [xP4, xS U] B0, PO

2.Se 1y + A; = 4 entdo C, é assintoticamente estavel sempre que ix,, X; € [2 -V2,2 +
Vz).

3.Se 2 < A+ A < 4entdo C, é assintoticamente estavel sempre que X, x; €
[zp2, 2]

4. Se 0 < Ay + A, < 2 entdo C, é assintoticamente estavel sempre que X, x; €

(0.2,
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Na Figura 2.12 é apresentado o cenario de bifurcacdo de C, no espago de parametros
{ A, e 1,}. Como ja mencionado anteriormente na regido A,, a equacdo (2.46) tem um 2-
ciclo assintoticamente estavel, as curvas de bifurcacdo de duplicacdo de periodo sdo
representadas por pd,. Portanto, a medida que A, e 1, passam essas duas curvas sofre uma
bifurcacdo de duplicacdo de periodo. O 2-ciclo torna-se instavel e nasce um novo 4-ciclo
assintoticamente estavel. Este novo 4-ciclo é assintoticamente estavel sempre que 0s
parametros estiverem na regido B, U B,. Este 4-ciclo perde estabilidade sempre que 0s
parametros passam pelas curvas pd,. Nestas curvas sofre uma bifurcacdo de duplicacdo de
periodo. Consequentemente, o 4-ciclo torna-se instavel e um novo 8-ciclo assintoticamente
estavel é criado. A regido de estabilidade do 8-ciclo é dada por U, C;. Novamente, este
ciclo perde estabilidade sempre que 0s parametros passam pelas curvas pds em que ocorre
uma bifurcagéo de duplicacéo de periodo. Este cenario de duplicacdo de periodo continua

até o caos.

Se 0s parametros estiverem na regido A,, entdo a equacdo (2.46) tem trés ciclos 2-
periddicos. Dois deles sdo assintoticamente estaveis e o terceiro € instavel. Quando os
parametros A, e 1;Saem desta regido, entramos em uma zona onde a equacéo (2.46) tem

coexisténcia de maultiplos atractores.

Na regido B; U B,, a equacéo (2.46) tem dois 4-ciclos assintoticamente estaveis e um 4-
ciclo instavel. Quando os parametros saem desta regido entramos novamente em uma

regido onde se tem uma coexisténcia de multiplos atractores.
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Figura 2.13: O cenario de bifurcacdo da equagdo de competicdo Ricker 2-periodica no espago dos
parametros (K, K) quando a capacidade de carga L e os parametros de competicdo a e b sdo fixos. Fonte:
Imagem tomada da referéncia [33].

Discutimos agora um cenario de bifurcacdo, via manipulagcdes computacionais, quando a
equacdo (2.33) é 2—periddica. Como primeiro cenario, supomos que K,, = Ky moda 20 Ln =
La, = aeb, = b,vn € Z* isso leva a uma equacdo 2-periddica. Seja C, =
{(x0,¥0), (x1,¥;)} uma solucdo 2-periddica da equacdo (2.33), ou seja, P, (X, Vo) =
(%0, ¥0). Usando simulaces de computador, encontramos no espaco de parametros (K,

K;) aregido onde C, é assintoticamente estavel (ver Figura 2.13, cor preta).

Pela relacdo (2.40) C, é um ciclo de coexisténcia sempre que b av(K) < av(L) < %(K)

ouseja, b(Ky,+ K;) < 2L < % Defina os conjuntos:

Q = {(KOIKl) € IR-Zi- Kl < _KO + ZaL},

. 21
R = {(KO'Kl) € Rz :K1> _KO +?},

2L
S == {(KO'K].) € R_Zi-: _Ko + ZaL < Kl < _KO +?}.

Se (K,, K1) € Q, entdo temos uma solucao estavel no eixoy, se (Ky, K;) € R, entdo temos

solucdes estaveis no eixo x e finalmente, se (K, K;) € S, entdo C, € um ciclo de
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- A - / . 2al .
coexisténcia estavel. Cruzando as linhas K; = —K, + 2aLeK; = —K, +=-, 0 sistema

sofre um no sela como bifurcacdo. O ciclo de exclusdo torna-se instavel e um novo ciclo

de coexisténcia assintoticamente estavel nasce [64].

Uma bifurcacdo de duplicacdo de periodo ocorre sempre que os pardmetros K, e K; se
movem da regido preta para a regido cinza-escura. Assim, o 2-ciclo K|, torna-se instavel e
nasce um novo 4-ciclo assintoticamente estavel. Novamente, ocorre uma nova bifurcacao
de duplicacdo de periodo quando os parametros mudam da regido cinza-escura para a

regido cinza-clara.

Agora voltamos a nossa atencdo para o espaco de parametros (K,,L,) quando 0s

parametros K, Ly, a

K,=0.5.L,=0.1.a=b=0.5

1.0

0.0

0.0 0.5 1.0 1.5 20 23 0

L

Figura 2.14: O cenario de bifurcacdo da equacdo (2.33) no espaco de parametros (K, Ly) quando K; =

%,Ll = ll—oea =b = i Fonte: Imagem tomada da referéncia [33].

~ f . . 1 1
e b séo fixos. Primeiro suponha que K; = %, L,,= ea = b = >
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Defina os conjuntos:
Q = {(Ky,Ly) € RY: Ly > 2K, + 0,9},
R = {(Ky,,L,) € RY: L, < 05K, + 0,15},
S = {(Ky Ly) € R} : 05K, + 0,15 < Ly < 2K, + 0,9}.

Na Figura 2.14 é apresentada a dindmica do 2-ciclo. Na regido Q, a equacdo (2.33) tem
um ciclo de exclusdo no eixo y. Se (K,,L,) € S entdo a equacdo (2.33) tem um ciclo de
coexisténcia no interior do primeiro quadrante. Finalmente, se os pardmetros K, e L, estéo
naregiao R, a equacéo (2.33) tem um ciclo de exclusdo no eixo x. A regido preta é a regido
onde se tem um 2-ciclo assintoticamente estavel. A equacédo (2.33) sofre uma bifurcacao
de duplicagéo de periodo quando os parametros K, e L, se movem da regido preta para a
regido cinza. Dai, na regido cinza da equacdo (2.33) tem um 4-ciclo assintoticamente
estavel. Novamente, uma duplicacao de periodo, a bifurcacdo ocorre quando o0s parametros
se movem da regido cinza para a regido cinza-clara. Este cenério de bifurcacdo continua.
Na Figura 2.15 apresentamos outros exemplos da dinamica da equacao (2.33). Observe

que um pode definir os conjuntos Q, P e S como segue:
K, K
Q= {(KO,LO) €R¥: Ly >—+ (—1— Ll)},
a a
R ={(Ko,Lo) € R} : Ly < bK, + (bK; — L1)},

K, (K
S = {(KO,LO) € R} : bK, + (bK, — L,) < L, <7°+(z1—L1)}.

A dindmica do ciclo é semelhante ao exemplo anterior.
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K, =05L;=06a=b=0.5

Figura 2.15: Alguns exemplos do cenario de bifurcacéo da equacao (2.33) no espaco de parametros (K, Ly).
Fonte: Imagem tomada da referéncia [33].

2.4.5 Atenuancia e ressonancia
Nesta secdo estendemos as nocbes de atenuadncia e ressonancia para sistemas

bidimensionais.

(Para mais detalhes sobre este conceito em modelos ndo autonomos unidimensionais,
consulte [6,26,27,28,29,30,31,32]).

Seja F;: RY - R uma familia de mapas tal que,

Fi(x')’) = (fi(x')’)»gi(x»)’))»i € Z;
Agora fazemos as seguintes suposicoes:

1. O ponto (K;, 0) é um ponto fixo do mapa F; no eixo x. Na dinamica populacional
este ponto fixo é conhecido como um equilibrio de exclusdo e K; a capacidade de
carga do mapa f;,

2. O ponto (0, L;) é um equilibrio de exclusdo do mapa no eixo y. Na dinamica
populacional este ponto fixo é também conhecido como um equilibrio de excluséo e
L; é a capacidade de carga do mapa g;,

3. Oponto (x{, y;) é o ponto fixo positivo do mapa F;(x, y). Na dindmica populacional

esse ponto fixo é conhecido como ponto de equilibrio de coexisténcia.
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Seja C, = {(Xg,¥0), (X1, ¥1)..., (X,_1, ¥r—1)} ser um ciclo r-periédico assintoticamente

estavel da equacdo de diferenca ndo-autonoma p-periédica:

(xn+1' Yn+1) = kK (xrv Yn)J (2.52)

onde F, = Fpmoap, Y € Z*. Na dindmica populacional, o C, € conhecido como um

ciclo de coexisténcia.

Seja,
1r—1 11‘—1 1 p-1 127—1
av(x) = —Z X, av(y) = —Z yi,av(x*) = —Z xi,eav(y*) = —Z x;.
T 4 T4 p 4 D 4
=0 =0 =0 =0

Definicédo 2.1 A equacdo (2.52) é

1. Atenuante - Atenuante em relacdo a C, se av (x) < av (x*) eav () < av (y*),

2. Atenuante - Ressonante em relagdo ao C, se av (x) < av (x*) e av () > av (y*),
3. Ressonante - Atenuante em relacdo a C, se av (x) > av (x*) eav (¥) < av (y*),
4

Ressonante - Ressonante em relacdo ao C, se av (x) > av (x*) eav () > av (y*).

Se isso for verdade para todas as Orbitas periddicas atrativas, entdo removemos a frase

“relativa ao C,.”.

Agora, suponha que a equacéo (2.33) é p-periodica tal que os parametros de competicao a

e b sdo fixos. O ponto fixo de coexisténcia para cada mapa individual F;,,0 < i < p — 1

. Li—K; bK;—-L; ~
é dado por xj = ~i=tey; = == Entdo,

p-1
1

p—1
1 1 1
av (x*) = EZ x; = m;;(ah - K;) = T 1(a av(L) — av(K)).

i=0

Usando a relacdo (2.38) segue av (x*) = av (x). Da mesma forma, tem-se av (y*) =
av (y). Por isso nem atenuancia nem ressonancia prevalecem. Observe que um resultado

semelhante para o0 mapa de Ricker unidimensional que foi obtido em [6].

Para finalizar, estudamos as propriedades de um ciclo periodico as capacidades de carga

sdo periddicas e os parametros de competicdo ndo sdo fixos. Agora vamos estudar a
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atenuacdo e ressonancia para as outras situacées em que a equacdo (2.33) tem uma Orbita
periddica. Quando p > 2 a dindmica da equacdo envolve calculos enormes. Entéo

focamos nossa atengdo na atenuagéo e ressonancia quando p = 2.

Sejam K, L,, e a,, sequéncias 2—periddicas tais que (K,,L,) € S;,,Vn € Z* e suponha
que o parametro b é fixo. Isso produz um ciclo de coexisténcia assintoticamente estavel de
periodo 2 na equagdo (2.33). Seja C, = {(xy,¥,), (%1, y1)} este ciclo periédico. Apds

calculos pode-se mostrar que,

Xo+ X1 = Ko+ Ky — apyp — a1y1eyo+ yl = Lo+ Ly — b(Xy + X;)

Substituindo o valor de ¥, na primeira equacao de (2.53) resulta:
KO + K1 - ao(LO + Ll) + (ao - al)}_/l = (1 - bao)(fo + .7?1),

ou equivalente,

K1 - CloLl Kl - a1L1 ag —aq1 —
1—ba0 1—ba1 1—baOY1

Xo+ x7 +

= fo + fll

Ki-ail; . .
Onde, x; = ~="%,i = 0,1. Da mesma forma, obtém-se:
- 1
Ko —ai;ly Ko — apgly a1 —ay
xa‘l‘x;{‘l‘ - }_/0:.920'{‘321.

1_ba1 1_ba0+1_ba1

Adicionando as equaces (2.54) e (2.55) obtemos:

av(x*) + €, = av(x),

X + X1 X + %1

2

onde av(x*) = , av(x) = e

Ky - Ko + ag(Ly - Ly) + (ag — a)y, s Ko - Ky + ay(Ly - L) + (a; — ay)¥y
4(1 = bao) 4’(1 - bal) l

Usando célculos semelhantes, podemos mostrar que:

€ =

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)
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av(y*) + €, = av(y),

% S+ yy " L; - bK; . _ Vo + V1,
onde av(y”) = 221 yf = =——Li = 0,L,av(y) = e
- i

6 = LO — bKO — (1 — bao):)_fo Ll — bKl - (1 — bal))_ll
Y 2(1 = bay) 2(1 — bay)

Portanto, pode-se concluir o seguinte [33]:

* see, =€, =0, entdo ndo ¢ atenuante nem ressonante;

+ see, > 0ee, > 0,entdo a equagdo (2.33) e ressonante - ressonancia relativa a
Cy;

+ see > O0ee, < 0,entdo aequacdo (2.33) € ressonante - atenuante em relagéo a
Cy;

+ see < Oee, > 0,entdo aequacdo (2.33) € atenuante - ressonante relativa a Cy;

+ see < Oee, < 0,entdo a equacdo (2.33) € atenuante - atenuante relativa a C,.

Antes do final desta subsecao, notamos que conclusées semelhantes podem ser tiradas em
outras situacdes para as quais a equacao (2.33) tem um ciclo 2-periodico assintoticamente
estavel. Por exemplo, fixando a e variando b ou fixando as capacidades de carga e variando

0s parametros de competicao, etc.

Assim, no caso da periodicidade dos parametros de competicao, atenuancia e ressonancia

estdo presentes na solucédo periodica da equacdo ndo autonoma dada em (2.33).

(2.57)
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3 Conclusao

Esta dissertacdo teve como prop6sito ndo sé apresentar e alargar o conhecimento
acerca do Modelo de Ricker autbnomo e periodico para uma e duas espécies, mas, também,
evidenciar as suas aplicagdes nos ambitos matemaético, bioldgico e populacional. Neste
sentido, procurdmos providenciar exemplos ilustrativos do Modelo de Ricker e demonstrar
a sua estabilidade em uma e duas espécies, utilizando a teoria apresentada na literatura
relevante como suporte para a nossa investigagdo. Todo o conjunto de informagdes
apresentado neste trabalho fornece uma base solida e sustentavel para o desenvolvimento

futuro do conhecimento nesta area.

Estes contetdos desempenham um papel crucial, ndo apenas no campo da biologia,
mas também noutros contextos em que o Modelo de Ricker é necessario. Alem disso, 0s
objetivos desta dissertacdo ndo se limitam a enriquecer o nosso entendimento sobre um
tema em constante evolugdo, mas também visam tornar o conhecimento acessivel e
sintetizado, facilitando o seu uso em contextos de ensino e como referéncia para pesquisas

futuras.
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Apéndice A: Variedades invariantes

Transitaremos para uma exposi¢do sucinta e concisa acerca das variedades invariaveis num

mapa linear. Para uma investigagdo mais profunda, pode ser consultado em [34]

Seja F: R —» R* por [34] uma aplicagdo tal que F(0) = 0. Entdo, pode-se escrever

F como uma perturbacdo de um mapa linear L na forma,

F(X) = LX) + R(X), (A1)

onde, L é uma matriz do tipo k x k definida por L = D (F (0)), R (0) = 0 e DR(0) = 0,
e D denota a matriz Jacobiana. Agora, vamos introduzir subespacos especiais de R,
chamadas variedades invariantes [17, pag. 14], que tem um papel central no nosso estudo de
estabilidade e bifurcacdo. Uma variedade invariante € uma variedade mergulhada no seu
espaco de fase, com a propriedade de ser invariante sob o sistema dindmico gerado por F. Um
subespago M de R¥ é uma variedade invariante se sesmpre que X € M ,entdo F*(X) € M,
para todo n € Z*.Para 0 mapa linear L, pode-se dividir o seu espectro o (L) em trés
conjuntos o ,0%, e ¢ , paraosquaisA € og°se |A|< 1,1 € a%se|A|> 1,ed € o€
se|A|=1.

Correspondendo a esses conjuntos, temos trés variedades invariantes (subespacos
lineares) ES,E“, e E€ que sdo 0s subespacos proprios generalizados correspondentes a
o®,0%, e adf, respectivamente. Note-se que alguns desses subespacos podem ser triviais. A
questdo principal aqui € como estender essa teoria linear para mapas ndo lineares.
Correspondendo os subespacos lineares E*,E%, e E€, teremos as variedades invariantes, a
variedade estavel WS, a variedade instavel W*, e a variedade central W¢. A teoria da
variedade central [40,41,51] é interessante apenas se W* = {0}, pois neste caso, a dindmica
na variedade central W€ determina a dindmica do sistema. O outro aspeto interessante é
quando W¢= {0} e temos uma sela. Sejam ES c RS, E* c R%,e ESc Rt,coms + u + t =
k . Entdo, pode-se definir formalmente variedades invariantes acima mencionadas como se
segue:

WS (0)={X € RF|F* (X) > 0,n — oo},
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w* (0) = {X € Rk|3{qn}::0 =0,q, = X,eF(qu): q,.9, = 0,n - oo}.

O proximo resultado resume a teoria basica das variedades invariantes.
Teorema A.1 (Teorema da variedade invariante [18,19]) Suponha que F € C?2. Entéo existe
uma variedade estavel W° e uma variedade W instavel, tangentes a ES e EY,
respectivamente, em X = 0 e uma variedade central W€ tangente a E€ em X = 0. Além

disso, W¢, WS e W* sdo todas variedades invariantes.
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