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Resumo

A necessidade de estudar e compreender os eventos extremos que surgem nas
mais diversas areas do nosso quotidiano levou ao aparecimento de diferentes
metodologias de estudo de tais acontecimentos. Uma dessas metodologias é a
denominada metodologia POT, na qual sao analisados os valores que excedem
um determinado nivel elevado. Neste contexto, um dos problemas de grande
importancia na pratica é a escolha da distribuicao a utilizar na modelagao desses
valores extremos.

O principal objetivo desta dissertacao é a elaboracao de uma coletanea de
métodos estatisticos existentes na literatura cientifica relativa ao problema da
escolha entre a distribuicao exponencial e a distribui¢ao generalizada de Pareto
nao exponencial. A realizacdo de uma breve anilise da metodologia POT é
também um dos objetivos deste estudo, assim como a exemplificacao, com
recurso ao software estatistico R, dos procedimentos necessarios para a realizacao
dos métodos estatisticos analisados.

Nesta dissertacao é realizada uma breve introducao a Teoria dos Valores
Extremos, com principal incidéncia nas metodologias de Gumbel e POT. A
metodologia POT ¢ estudada com mais pormenor, sendo dada a merecida
importancia a estimacao dos parametros das distribuicoes exponencial e
generalizada de Pareto nao exponencial. A par da estimacao de parametros,
a estimacgao de quantis extremais ¢ também abordada dada a sua relevancia na
gestao do risco. De forma a ser realizada uma escolha entre as distribuigoes
exponencial e generalizada de Pareto nao exponencial sao sugeridos alguns
métodos estatisticos que assentam em testes de hipoteses, em intervalos de
confianca e em métodos graficos. De modo a exemplificar a aplicacao destes
métodos estatisticos, assim como dos conceitos estudados, é realizada uma
ilustracao pratica na qual ¢ utilizada uma base de dados da area das Financas.

Palavras-Chave: Metodologia POT, Distribuicao  Exponencial,
Distribuicao Generalizada de Pareto nao Exponencial, Testes de Hipoteses,
Intervalos de Confianca, Métodos Graficos.






Abstract

The need to study and understand the extreme events that arise in the most
diverse areas of our daily life led to the appearance of different approaches for
the study of such events. One of these approaches is the POT approach, in which
the values that exceed a high threshold are analyzed. In this context, one of the
problems of great importance in practice is the choice of the distribution to be
used in the modeling of these extreme values.

The main objective of this dissertation is the elaboration of a collection of
statistical methods for the problem of statistical choice between exponential and
non-exponential generalized Pareto distributions. A brief analysis of the POT
approach is also one of the objectives of this study, as well as the exemplification,
by means of the statistical software R, of the procedures required to perform the
statistical methods analysed.

In this dissertation, a brief introduction to the Extreme Value Theory is
carried out which focuses mainly on Gumbel’s and POT approaches. The POT
approach is studied in more detail, with the deserved importance being given to
the estimation of exponential and generalized Pareto distributions parameters.
In addition to parameter estimation, the estimation of extreme quantiles is also
addressed given their relevance in risk management. In order to make a statistical
choice between the exponential and the Generalized Pareto distributions, some
statistical methods based on hypothesis tests, confidence intervals and graphical
methods are suggested. In order to exemplify the application of these statistical
methods, as well as the studied concepts, a practical illustration is performed
using a database from the Finance field.

Keywords: POT Approach, Exponential Distribution, Non-exponential
Generalized Pareto Distributions, Statistical Tests, Confidence Intervals,
Graphical Methods.
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Capitulo 1

Introducao

A Teoria dos Valores Extremos (EVT do inglés Eztreme Value Theory) emergiu
como uma das disciplinas estatisticas mais importantes para a ciéncia aplicada
nos tltimos 60 anos. Como o proprio nome sugere, o foco da EVT ¢ o estudo dos
valores extremos, valores esses que, apesar de nao serem muito frequentes, tém
consequéncias imprevisiveis quando surgem. Assim, a EVT contém ferramentas
que sao usadas para considerar probabilidades associadas a eventos raros mas
de grande impacto nas mais diversas areas de aplicacao, tais como Hidrologia,
Oceanografia, Meteorologia, Poluicao, Seguros, Telecomunicacoes ou Financas.

A 4rea das Financas tem sido alvo de iniimeros estudos por parte da EVT,
uma vez que os acontecimentos extremos que por vezes ocorrem nos mercados
financeiros sao de grande importancia para os investidores em particular e
para toda a economia em geral. Esses acontecimentos ainda nao sao bem
compreendidos pelos estudiosos da area, de tal forma que mesmo depois de
passados vérios anos desde o dia 19 de outubro de 1987, a “Black Monday”,
ainda se estd a tentar perceber o que causou o colapso do mercado de acoes.
O desenvolvimento da EVT ao longo do tempo fornece assim uma base tedrica
mais solida sobre a qual sao construidos modelos estatisticos com o intuito de
melhor compreender esses eventos extremos.

A EVT tal como a conhecemos hoje, teve como um dos seus primeiros artigos
o trabalho realizado por Fisher [19] nos anos 20 do século passado. Para além
de Fisher, Tippet e Gnedenko muito fizeram para terem um lugar na historia da
EVT, chegando a ter os seus nomes atribuidos a um dos teoremas fundamentais
da EVT, o Teorema de Fisher-Tippet-Gnedenko. Outras personalidades da area

como Weibull, Gumbel, este tendo sido um dos pioneiros e mais sonantes nomes
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da EVT, ou Fréchet também se revelaram de vital importancia, de tal forma que
temos trés importantes distribuicoes da EVT com os seus nomes, a Distribuicao
de Weibull, a Distribuicao de Gumbel e a Distribuicao de Fréchet.

A metodologia de Gumbel (ou dos blocos ou dos méaximos anuais) e a
metodologia POT, designacao que advém do inglés Peaks Ower Threshold,
sao duas das metodologias da EVT. Na metodologia POT, que também é
denominada de metodologia dos FExcessos Acima de um Nivel Elevado, sao
considerados relevantes os maiores valores observados que se encontram acima
do nivel ou limiar elevado w. Isto constitui uma vantagem relativamente a
metodologia de Gumbel na qual é apenas considerado o valor méximo de cada
periodo em estudo, como por exemplo o maximo por cada ano. Assim, ao
contrario da metodologia de Gumbel, na metodologia POT nao corremos o risco
de perder observagoes elevadas ou de considerar observagoes baixas [17]. Uma
breve andlise destas metodologias é apresentada no Capitulo 2 desta dissertacao,

sendo a metodologia POT estudada com mais pormenor no Capitulo 3.

Davison e Smith, duas personalidades da area que em muito contribuiram
para o desenvolvimento da metodologia POT, afirmaram em [15] que a
metodologia POT comegou a ser desenvolvida de forma sistematica nos trabalhos
realizados por Todorovic e Rousselle em [42] e Todorovic e Zelenhasic em [43].
Por sua vez, Davison e Smith também elaboram, entre outros trabalhos de grande
importancia para esta metodologia, os estudos em [14], [15] e [40]. Outro marco
importante para a analise dos excessos (diferencas entre os valores acima do
limiar e este valor) foi estabelecido por Pickands em [36] e Balkema e de Haan
em [3]. Estes autores estabeleceram que a func¢do de distribui¢do condicional
dos excessos acima do limiar u pode ser bem aproximada por uma funcao de

distribuigao generalizada de Pareto nao exponencial (GP).

De modo a analisarmos os valores acima de um limiar temos em primeiro
lugar de encontrar esse valor. No entanto, a escolha do limiar nao é consensual no
meio cientifico uma vez que nao se consegue obter um valor 6timo que assegure os
pressupostos béasicos inerentes a essa escolha. A escolha de um limiar demasiado
elevado leva a suprimirmos valores que sao realmente relevantes. Por outro
lado, a escolha de um valor demasiado baixo tem como consequéncia incluirmos
valores que podem nao ser uteis para o estudo dos valores extremos. Assim, a
escolha de um limiar adequado é de grande importancia. Tal como o grafico da

funcao de excesso médio empirica, a avaliagao da estabilidade das estimativas
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dos parametros da funcao de distribuicao GP para uma variedade de diferentes
limiares permite estabelecer um método grafico a utilizar nessa escolha. Estas
estimativas podem ser obtidas por iniimeros métodos de estimacao, tais como o
método dos momentos (método MOM), o método dos momentos ponderados pela
probabilidade (método PWM) ou o método de méxima verosimilhanca (método
ML), sendo este tltimo o mais utilizado na bibliografia existente. Para além
da estimacao de parametros temos também a estimacao de quantis extremais,
a qual se revela de vital importancia para a gestao do risco. Uma medida de
risco muita utilizada neste tipo de gestao é o valor denominado Value-at-Risk
(VaR), valor que é simplesmente um quantil extremo. Outra medida de risco
muito utilizada na area das Financas ¢ o denominado valor esperado de cauda
condicional que denotaremos por CTE do inglés Condicional Tail Expectation.
Levando em conta estas duas medidas de risco obtemos, respetivamente, através
de uma probabilidade associada muito baixa, um valor a partir do qual se espera
que haja um acontecimento extremo e quantificar em média que valor decorrera

desse acontecimento.

A obtencao de tais valores associados a um acontecimento extremo esta
associada & escolha de uma funcao de distribuicao. Na metodologia POT, essa
escolha pode recair entre a escolha da funcao de distribuigao exponencial ou
funcao de distribuicaio GP. A funcao de distribuigdo exponencial é a favorita
muito por conta da sua simplicidade na estimacao tanto dos quantis extremais
quanto dos parametros. Assim, a escolha entre a funcao de distribuicao
exponencial e a fun¢ao de distribuicao GP é um problema estatistico importante,

sendo esta temética a motivacao principal desta dissertacao.

Desta forma, no Capitulo 4 sao sugeridos alguns métodos a aplicar de forma
a ser realizada uma escolha entre a funcao de distribuicao exponencial e a funcao
de distribuicdo GP. Assim, nesse capitulo apresentamos métodos de escolha por
testes de hipoteses, por intervalos de confianca e por métodos graficos. Na Seccao
4.1 sao sugeridos seis testes de hipoteses que podem ser encontrados na literatura
da area da EVT. A primeira estatistica de teste sugerida foi abordada por Castillo
et al. em [10] e por Coles em [12]. Esta tem por base a fungao de profile log-
likelihood. A segunda estatistica de teste foi abordada por Chaouche e Bacro
em [11], a qual pode ser escrita em fungdo do parametro de forma. Em [37]
encontramos a terceira estatistica de teste que se escreve em funcao do quadrado

do coeficiente de variagao. Outra das estatisticas abordadas na Seccao 4.1 é
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analisada por Gomes e van Montfort em [25]. Esta quarta estatistica de teste
foi proposta por van Montfort e Witter no trabalho realizado em [44]. A quinta
estatistica de teste sugerida pode ser encontrada em [23], a qual é dada pela razao
entre a diferenca do méximo e a mediana e a diferenca desta e o minimo. Baseada
nesta estatistica de teste, Brilhante em [8] apresentou a sexta estatistica de
teste sugerida nesta dissertacao, definida pela razao entre a diferenca do quarto
superior e a mediana e a diferenca desta e o quarto inferior. Tendo em conta as
estimativas dos parametros de forma que podem ser obtidas pelos métodos de
estimacgao de parametros anteriormente referidos, é de especial interesse construir
os respetivos intervalos de confianca para o parametro de forma. A escolha entre
a funcao distribuicao exponencial e a funcao de distribuicao GP mencionada na
Seccao 4.2 assenta na observacao da inclusao ou nao do valor zero nos intervalos
de confianca obtidos, respetivamente. Na mesma seccao, encontramos também
um método informal para a validacao de modelos através de métodos graficos
que podemos aplicar como método de escolha entre a funcao de distribuicao
exponencial e a funcao de distribuicao GP.

Com o objetivo de colocar em pratica os temas abordados, foi realizada uma
ilustracao pratica no Capitulo 5. Dada a franca expansao da EVT nas dltimas
décadas, observamos que o software estatistico R, de entre alguns softwares
estatisticos, tem acompanhado esse desenvolvimento. Este software, para além
de ser de utilizacao gratuita, contém uma grande variedade de bibliotecas que
podem ser encontradas na task view denominada Fztreme Value Analysis.

Por fim, temos no Capitulo 6 desta dissertacao as consideracoes finais
resultantes do estudo realizado, assim como, alguns comentérios efetuados aos

resultados observados na ilustracao pratica realizada.



Capitulo 2

Sobre a Teoria dos Valores

Extremos

A Teoria dos Valores Extremos tem como foco principal o estudo do
comportamento de valores invulgarmente grandes ou pequenos. Diferentes
formas de definir estes valores, denominados de extremos, originaram diferentes
metodologias. Na metodologia de Gumbel é considerado um méaximo por bloco,
facto que pode limitar o estudo [12]. Na metodologia POT sao integradas
na andlise todas as observagoes acima de um certo limiar, o que possibilita
uma utilizagdo mais eficiente dos dados [21]. Apesar da existéncia de outras
metodologias, faremos nas seccoes seguintes apenas uma breve andlise destas

duas metodologias ditas mais cléssicas.

2.1 Maximos por blocos

Seja. * = (x1,...,7,) uma realizacdo do vetor aleatério (Xi,...,X,).
Denotamos a ordenacao ascendente dos elementos de x por xi.,,...,ZT,.,, onde
Tip < ... < Tpy. O vetor que para a realizacao (xq,...,xz,) de (X1,...,X,)
tem como realizacao xi.,, ..., T,., € denominado de vetor das estatisticas ordinais
associado ao vetor aleatorio (Xi, ..., X,). Tomamos

X1, = min X;

1<i<n

e

X 1= 121%); X;. (2.1)
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Cada componente univariada X, do vetor das estatisticas ordinais

(X1ny -+, Xpn) € denominada i-ésima estatistica ordinal ascendente do vetor
aleatorio (Xp,...,X,) [45]. Consideremos ainda que as marginais do vetor
(X1,...,X,) sdo variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas

a uma variavel aleatoria X (X <X ) com fungao de distribuicao F' definida por
F(z) = P(X <ux). (2.2)
A funcao de distribuicao empirica é dada por

0, sex < Ty
Fn(m) = 7%7 se T € [Il:n7xi+1:n[a 1=1...n—1; (23)

]-7 se x Z Tnn,

onde x;,, é 0 i-ésimo valor amostral [4].

Denotamos X,,., por M,. A funcao de distribuicao de M,, é dada por

F(zr)=P[M, <z] = P[maXXigx]

1<i<n

= PX;<z Xo<uz,..., X, <z
= [[Pxi<a
i=1

= (PX <a])"
= F'(2) (2.4)

No entanto, como a funcao de distribuigao F' é desconhecida, a igualdade (2.4)
nao tem grande utilidade na pratica. Uma possivel abordagem de resolucao deste
problema seria estimar a funcao de distribuicao F' a partir de dados observados,
na qual a funcao de distribuicao empirica, ﬁn, teria um papel importante. No
entanto, nao é esta a abordagem mais aplicada porque pequenas discrepancias
na funcao estimativa para F' podem originar grandes discrepancias para F" [12].
A funcao de distribuicao F' é assim considerada desconhecida e o estudo é focado
no comportamento da funcao de distribuicao F™ quando n — 4o00. Assim, surge
naturalmente a questao sobre quais distribuigoes podem surgir para a varidvel

limite de M,,.

Antes de enunciar a resposta desta questao, relembremos as definicoes de
convergéncia em distribuigdo e em probabilidade [45]:

Seja { X, }n>1 uma sucessdo de variaveis aleatorias.
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e Convergéncia em distribuicao

Dizemos que X, converge em distribuicao para a variavel aleatéria Y se e
sO se
lim Fy,(z) = Fy(x),

n—oo
para todo o x que seja ponto de continuidade de Fy, e denotamos tal
. d
propriedade por X,, — Y.

n—oo

e Convergéncia em probabilidade

Dizemos que X,, converge em probabilidade para a variavel aleatoéria Y

(eventualmente degenerada) se Ve > 0,

P[|X, —Y|>¢e] — 0

n—o0
e escrevemos X, Sy,
n—oo
Ora, quando n — oo obtemos:
0, se F(x) < 1;
lim Fy, () = (z) (2.5)
n—00 1, se F(x) =1,
pelo que M, % 2F. onde zF & o limite superior de suporte de
n—oo
F (¥ := sup{F(z) < 1} < o0). Esta convergéncia em distribuigao implica

a convergéncia em probabilidade para a mesma constante, ou seja, temos

P
M, — zF, mesmo que z¥

n—oo
limite de M, ¢ degenerada. No entanto, a dificuldade de termos como

= 00 [24] e, assim observamos que a distribui¢ao

distribuicao limite uma distribuicao degenerada ¢é evitada se for possivel

encontrar sucessoes de constantes reais {a, }n>1(a, > 0) e {b,},>1 tais que

M, — b,
Tnm e Ay (2.6)
A, n— 00

com Y variavel aleatéria nao degenerada, ou seja, tais que

F"(a,x + b,) — G(x), Yo € C(G),

n—00

com G funcao de distribuigao de uma variavel aleatoria nao degenerada e C'(G)
o conjunto dos pontos de continuidade de G. Nestas condicoes, dizemos que F'

pertence ao max-dominio de atragao da lei G (F' € Dy (G)) e denominamos as
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sucessoes de constantes {a,}n>1 (@ > 0) e {b,}n>1 de coeficientes de atracao de
F para G. A resposta a questao realizada foi obtida por Gnedenko no trabalho
realizado em [22], na sequéncia dos estudos de Fisher e Tippet em [18] e de von
Mises em [47]. O enunciado do teorema de tipos extremais (cf. [16]), também
denominado de teorema de Gnedenko ou teorema de Fisher-Tippet-Gnedenko, é

apresentado em seguida:

Teorema 2.1 (Teorema de tipos extremais) Seja {X,,},>1 uma sucessao
de wvaridveis aleatorias. Se existem sucessoes de constantes {an}n>1 (a, > 0),
{bn}n>1 € uma fungdo de distribui¢io nao degenerada G tais que

lim P[M < x] — lim Fapr 4 by) = Gz), Yz € C(G),  (2.7)
n—00 G, n—00

entao, G pertence a um dos trés tipos de distribuicao de valores extremos:

0, x <0

Fréchet : O, (z) = a>0 (2.8)
exp(—z™®), >0
exp(—(=2)*), =<0

Weibull : U, (x) = a>0 (2.9)
1, x>0

Gumbel : A(z) = exp(—exp(—z)), = € R. (2.10)

As fungbes de distribuicdo definidas em (2.8), (2.9) e (2.10) tém,

respetivamente, como funcao de densidade de probabilidade as seguintes funcoes:

Y(z,a) =a- -7 exp(—2?), >0 (2.11)
o(r,a) = —(=1)* -2 - a-exp[—(-1)z*] <0 (2.12)
A(z) = exp(—x — exp(—x)) (2.13)

Na Figura 2.1 temos a representacao da funcao densidade de probabilidade
em (2.13) como também das fun¢oes densidade de probabilidade ¥ e ¢ para
a=1.

As distribuicoes de valores extremos podem ser representadas por meio de
uma tnica familia de fungoes denominada de distribuicao generalizada de valores

extremos (GEV, do inglés generalized extreme value), definida do seguinte modo

exp(—(1 +~x)~1/7), para 1 +~yx >0, se vy #0,
Gy (z) = (2.14)
exp(— exp(—x)), para x € R se 7 = 0.
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1.5 ‘
— f.d.p. Fréchet
=== f.d.p. Weibull
----- f.d.p. Gumbel
1| ! |
> :"
05 [ l"
....... =
()_4 =5

Figura 2.1: A funcao densidade de probabilidade A\ e as fungoes densidade
probabilidade ¢ e ¢ para a = 1.

A funcao densidade de probabilidade correspondente a (2.14) é dada por
(cf. [29])

-1

exp[—(l—i—ym)_;] : [1+7m}7; , para 1 +~x > 0,
92(2) = 770
| exp(—exp(—x)) - exp(—2) , para z € R se v =0.

(2.15)

O parametro de forma 7 ¢ denominado de indice de valores extremos (EVI).

A unificacao das trés familias, Fréchet, Weibull e Gumbel, pela distribuicao

GEV é atribuida a von Mises [47] e Jenkinson [28], sendo por tal denominada de

parametrizacao de von Mises-Jenkinson. Esta parametrizagao pode ser escrita

em fungao das fungdes de distribuigdo em (2.8), (2.9) e (2.10) do seguinte modo
(cf. [39])

$1 (14 vx) se v >0,
Gy(x) =19 Y_1i(—(1+~x) sevy <0,
A(x) se v =0.
Notemos que lim, o G,(z) = Go(z) onde Gy é a funcdo de distribuigao

Gumbel. A introducao de parametros de escala, o > 0, e de localizagao, u € R,
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resulta na familia completa de fungoes de distribuicao GEV definida do seguinte

G op(z) = exp { — {1 + 7(2 ; M)] 1/7} (2.16)

definida em {z : 1+ (2 — u)/o > 0}, onde —c0 < p < 400, 0 > 0 e
—00 < 77 < +oo [12].

modo

Isto permite reescrever o Teorema 2.1 (cf., e.g. [24]) de outra forma:

Teorema 2.2 (Teorema Unificado dos Tipos Extremais) Se ezistem as

sucessoes {antn>1 (an > 0) € {by}n>1, tais que, quando n — oo

Mn - bn
P [— < z] — G(2)
an
para alguma func¢ao de distribuicao G nao-degenerada, entao G é do mesmo tipo
da distribuicao GEV, definida em (2.16), para algum v € R.

2.2 Excessos acima de um nivel elevado

Seja X uma variavel aleatoria com funcao de distribuicdo F' e 2 o limite superior

de F. Para u < z¥ fixo, a funcio de distribuicdo definida por
F,(y)=P[X —u<y|lX>u], 0<y <2l —u (2.17)

¢ denominada de funcao de distribuicao condicional dos excessos acima de u
cf., |21, 24]]. O valor de u é denominado de nivel ou limiar elevado e os valores
y = x — u sao designados de excessos.

Observemos que

Fuy) = PX —u<y|X >u
PX —u<y, X >u
P[X > ]
Plu< X <u+y|
PIX > u
Fu+vy) — F(u)

= o (2.18)

Assim, as funcoes de distribuicao F, e F, representadas na Figura 2.2, estao

relacionadas.
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F(z) Fu(y)
L B - ‘4,/*-—'——'"}';, : L= === !
0 ; % x 0 ‘ Yy
U Tr Tp — U

Figura 2.2: Funcao de distribuicao F' e funcao de distribuicao condicional F,.

Segundo Pickands em [36] e Balkema e de Haan em |[3], a funcdo de
distribuicao F, pode ser bem aproximada por uma funcao de distribuicao GP,
ie. Jy e R, do, > 0:

1— (1—|—ﬁ)_1/7, para y > 0, se v > 0,

Ou

Fu(y) = W, .. (y) :=< 1—exp ( — %), paray > 0, se v =0,
1— (1+Z—3)71/V, para 0 <y < —2, se vy <0.
(2.19)
Isto &, podemos considerar
Fu(y) = Wye,(y)
para y € [0,zF —u], se v > 0, e para y € | ,—"7“] se v < 0. O teorema

demonstrado por Pickands, Balkema e de Haan é o seguinte:

Teorema 2.3 (Teorema Pickands-Balkema-de Haan)

FeDG,), yeR<= lim sup |F,(y)—W,,.(y)|=0.

u=at gcy<aF —u

E de salientar que existe uma forte dualidade entre a distribuicio GP e
a distribuicdo GEV. Analisemos com mais pormenor essa dualidade [12, 30].
Seja novamente X uma variavel aleatoria com funcao de distribuicao F'. Nas

condigoes do Teorema 2.2, para n suficientemente grande, temos

F(2) = eXp{ _ {1 +7<z;M)}l/w}

para algum p, v € R e o > (0. Consequentemente

nlog F(2) ~ —{1+7(Z_M>]1M. (2.20)

g
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Para valores grandes de z, a expansao em série de Taylor implica que
log F(z) = —{1 — F(2)}.

Substituindo em (2.20), obtemos

({1 = FE) ~ -1 +’V(Z_M)]_W,

o

1— F(u) ~ %{14—7(“;“)]1/77

se tomarmos para z um valor u elevado. Analogamente, tomando y > 0,

da qual decorre

1 uty—p\]
P(X>u+y):1—F(u+y)%E 1+~ — . (2.21)
Consequentemente,

n L+ y(uty —pfo] ™t
T 4y (u—p)/o]

{1 T vzz/fu)/a} N

-1/
e

Oy

PrX >u+ylX >u) =~

onde o, = 0 + y(u — p).

Em resumo, temos o seguinte teorema (cf. [12]).

Teorema 2.4 Seja X; um termo arbitrdrio da sucessao de varidveis aleatdrias
independentes e identicamente distribuidas { X, }n>1 com func¢ao de distribuicdao
comum F. Suponhamos que F satisfaz as condicoes do Teorema 2.2, para um n
grande,

Pr{M, <z} = G(2),

G(z) = eXP{ - {1 ﬂ(%)]m}

para algum p, v € R e 0 > 0. Entao, para um valor u suficientemente grande,

a fungao distribuicio de (X — u) condicional a X > u, € aprozimadamente

onde

H(y)=1— (1 + ﬁ>m (2.22)

Oy
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com{y: y>0e(l+~yy/o,) >0}
0w =0+ v(u—p). (2.23)

Observamos assim que os parametros da fungao de distribuicao W, ,, podem
ser obtidos exclusivamente dos parametros da funcao de distribuicao G, 4,
considerada. E de salientar que as fungdes de distribuigio G,,, e W,,,
partilham o mesmo parametro de forma vy, e que o parametro de escala de W, .,
oy, € escrito & custa dos trés parametros de G, e do limiar elevado u.

Observemos que, sendo y = = — u, a fungao de distribuicado GP em (2.19)
também pode ser expressa em termos de trés parametros do seguinte modo

1-— (1+7(i—:“))_l/v, para x > u, se vy > 0,

u

W, ouul@lu) == ¢ 1—exp(—="-), para x > u, se v =0,

1—(1—1—7(:;—;“))_1/7, parau <z <1— 2, sey <0,
(2.24)
com parametro de forma ~, parametro de escala o, e parametro de localizagao
u.
A fungao de distribuicao GP, H,, pode também ser escrita em funcao da

parametrizacao de von Mises-Jenkinson do seguinte modo

1—(1+yz) Y7, 14+92>0, 2 >0sevy#0,
H,(z)=14+InG,(z) =
1 — exp(—x), x> 0sey=0.
(2.25)
Além disso, pode ser escrita a custa das seguintes funcoes de distribuicao

(e.g., cf., |24, 39])

Exponencial : Fi(z)=1—¢€¢" x>0
Pareto : Fo,(z)=1—2"% 2>1 a>0
Beta simétrica : F;,(z)=1—(—2)"" —-1<2<0, a>0

da seguinte forma:

Fy1(1+~x) se v >0,
Ty

H,(x) = F377%(—(1 +7z)) sey <0,
Fi(x) se v = 0.
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Notemos que lim, o H,(x) = Hy(z), onde H, representa a fungdo de
distribuicao exponencial, e que podemos também definir sucintamente a funcao

de distribuicao GP do seguinte modo

-1/
H,g(z)=1- (1 n ’y%) W, para z € D(~, ) (2.26)

com D(v, ) =1[0,+o0c[se vy > 0e D(v,5) =[0,—5/7] se v < 0 [16]. A fungao

densidade de probabilidade correspondente é dada por

1

hy () = B(l +7

x —51
Na Figura 2.3 temos as representacoes graficas das funcgoes densidade de

probabilidade h, g para 8 = 1 e para v igual a 0.5, 0 e —0.25.

1 I
=05
2T
08 ‘:“‘ ----- ’y pr— —025
0.6 \* |
> “:’:
0.4  \"x |
02 NS |
o | R e e
0 1 2 3 ! ’

Figura 2.3: Fun¢ao densidade de probabilidade h,; para v = 0.5, 0 e — 0.25.

De entre as propriedades da funcao de distribuicio GP enunciadas por
Embrechets et al. em [16], salientamos a propriedade verificada em seguida.

Seja z; € D(v,[), i € {1,2}. Considerando H,5 = 1 — H, 5 com a fungio
H., 5 definida em (2.26), temos que
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1—1+(1+7

T+ .1'2)_1/7
H’yﬂ(xl ) _ p

H%ﬂ(xl) 1 —1/v
1—-1+4+(1 +’)/E

B+ vy

(5 + vz + 7%) Uy

—1
ﬂ+71’1+x2)) h

B+ yxy

-1/~
1+
B+ ’YI1>

€T _1/'7
1— (1+ T )
B+ vy

=1- H’Y»/3+’le (x2>

—1-

De onde vem que

FRAI L) 1 (52) = e 1), (2.25)
A igualdade (2.28) permite constatar que a probabilidade da varidvel X
exceder o limiar z; + xo dado que excede x; pode ser obtida por uma funcao de
distribuicdo GP. Se tomarmos a funcao de distribuicao GP W, ,, e z; € D(v, ),
i € {1,2} com = o, temos
W, o (21 + 2) 1= Fy(z1+x9)
W, o (1) - 1 — Fu(z1)
1= PX —u <z + 22| X > ul
1 —PX —u<x|X >u
PIX —u>x + 22| X > u]
PIX —u> x| X > ul
PIX > 1+ z0+ ulX > u]
PIX >z +u|X > u]
PIX > 1 + 29
PIX >umz] 7’
e se considerarmos z; < 9, entao obtemos
W, o (21 + 22)
W%cru (21)

= P[X > z1 + 22| X > 24]. (2.29)
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De (2.28) e (2.29), vem que

P[X >x + IL‘2|X > ZL‘1] = W%Uu-‘rvxl (ZL‘Q)

Dado isto, enunciarmos a propriedade (2.28) é o mesmo que indicar que a classe
das fungoes de distribuicao GP é fechada relativamente a alteragoes no limiar
[16, 34].



Capitulo 3

Metodologia POT

Com a metodologia POT é possivel estudar as observagoes que excedem um
determinado limiar, ajustando o modelo paramétrico aos excessos decorrentes
desse limiar, desde que seja assegurado um nimero suficiente de dados acima do
limiar selecionado. Se tivermos entao um nimero suficiente de dados temos de

procurar a funcdo de distribuigdo conveniente para esses excessos [46].

Consideremos z1,...,x, as concretizacoes das varidveis aleatorias
independentes e identicamente distribuidas Xi,...,X,. A identificacao de
acontecimentos extremos na metodologia POT é consequéncia da definicao de
um limiar elevado u. As observagoes que excedem este limiar sao denominadas
de excedéncias {x; : x; > u}, as quais serdo aqui denotadas por x(y,...,Ty).
Pelo Teorema 2.4, temos que as diferencas entre as excedéncias e o limiar u, ou

seja, os excessos dados por
Yi =T —u, parat=1,...,k

sao concretizacoes independentes de uma variavel aleatoria Y cuja distribuicao
pode ser aproximada por uma fungao de distribuicao GP [12].

Assim, é de grande importancia nesta metodologia a escolha do limiar u. A
solugdo de um valor para u é um problema controverso [24], que implica um
compromisso entre um menor viés ou uma menor variancia para o estimador do
parametro de forma 7 consoante a escolha recai num valor elevado ou nao tao
elevado para u [4].

Segundo Coles [12], é pratica comum na sele¢ao do limiar u considerar para
este o menor valor possivel que proporcione uma aproximagao razoavel nos

termos do Teorema 2.4. Davison e Smith em [15] propuseram para a escolha

17
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de um valor conveniente para o limiar u o estudo da funcao de excesso médio, a

qual é dada por
e(t) = E[X —t|X > {] (3.1)

para X variavel aleatoria tal que F[X] < oco. Na pratica, é utilizada a funcao de

excesso médio empirica definida do seguinte modo

i1 Tl i 1 sex; >t
é,(t) = Ezzl (t,+00) (i) —t, com Ippe) (1) = z
> e Tt 400 (i) 0 sex; <t
para uma dada amostra zi,...,x, [4]. Se X for uma variavel aleatoria com

fungao de distribuicdo GP (2.26) com parametros 7 < 1 e € R, entdo temos

B+yu v B
— u + ,
1—7 1—7 1—7

e(u) =E[X —u|X >u] = (3.2)

para u < z¥ e B+ wy > 0 [16]. Notemos que, neste caso, a fungio e é uma

funcao linear relativamente a u. Observemos também que

N,
Y
e(u) = E[X —u|X >u] =E[Y]Y > 0] = % (3.3)
onde N, denota o ntimero de excedéncias e Y; os excessos dados por
V=X, —ulX;>u, j=1,2,...,N,. (3.4)

Temos, assim a média dos excessos acima do limiar u, para a qual podemos
determinar a seguinte estimativa pontual
Ny
A D1 Yi

én(u) = E—

A localizacao dos pontos

[ En) verm)

=1
onde z(y),...,T@,) Sa0 as n, observacoes que excedem u € Tpyae € a maior
observacao de X;, forma o grafico da funcao de excesso médio empirica.
Assim, este grafico constitui uma ferramenta exploratéria no qual a escolha
de um valor para o limiar u resulta da observacao de linearidade & direita desse

valor. Mas, o grafico da fungdo de excesso médio empirica pode ser de dificil
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interpretacao, apresentando além disso grande sensibilidade a alteragoes nos
dados para valores grandes de u devida a uma maior escassez de dados [16]. De
modo a ultrapassar esta segunda desvantagem tém sido sugeridas alternativas
mais robustas tais como a baseada na fun¢ao de excesso mediana [cf. Beirlant,
Teugels e Vynckier [5], Mendes [34] e Rootzén e Tajvidi [38|] dada por

e*(u) = Mediana{Y;(u), i =1,..., N, }.

A dificuldade de interpretagao do grafico da funcao de excesso médio como
método de escolha de limiar u pode ser compensada com uma avaliacao da
estabilidade das estimativas dos parametros da funcao de distribuicao GP para
uma variedade de diferentes valores do limiar.

Consideremos que a funcao de distribuicao GP constitui uma aproximagcao
valida para a funcao de distribuicao dos excessos acima de um limiar wug
resultantes de variaveis independentes X;, tais que X; 2 X. Como observamos
na Seccao 2.2, se uma funcao de distribuicao GP constitui uma aproximacao
valida para a funcao de distribuicao dos excessos acima de ug, entao uma funcao
de distribuicao GP também o é para a funcao de distribuicao dos excessos acima
de um limiar u > wug. Estas duas func¢oes de distribuicao GP terao o mesmo
parametro de forma 7y e os respetivos parametros de escala, o, e 0,, satisfazem
a seguinte igualdade

Ou = Oy + 7(u — up). (3.5)

De facto, como o, = o + y(u — u) temos

Ouy =0 +Y(uo — ) (3.6)

0w =0 +y(u—p). (3.7)

Substituindo em (3.7) o por 0 = 0, —7(uo— ) (equivalente a (3.6)) obtemos

Oy = Oyg — ’Y(UO - :u) +’}/(U - :u)
= guo + W(U’ - uo)‘

Notemos que, ao contrario dos parametros de forma das duas funcoes de
distribuicao GP, os respetivos parametros de escala s6 sao iguais se 7 = 0. No
entanto, se tomarmos

*

o =0, — YU
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observamos que ¢* é constante relativamente a u, ou seja,

0" =0y — YU = 0y, +7(u — Uuy) — Vi = Ouy — YUo-

Assim, as estimativas para o* e v deverao ser constantes (ou quase constantes
devido a variabilidade inerente & amostragem) para valores u acima do limiar .
Os graficos com as estimativas 6* e 4 num dos eixos e os correspondentes valores
de u no outro eixo constituem outra ferramenta exploratoria para a selecao de
um limiar. Para tal, basta selecionar o limiar uy como o menor valor para o qual
as estimativas correspondentes a valores a direita desse valor permanecem quase

constantes.

3.1 Estimacao de parametros

Varios métodos para estimar os parametros da funcao de distribuicao GP tém
sido propostos na literatura da area. Como ponto de partida, referimos uma
revisdo detalhada em dois artigos [6, 7] de Zea Bermudez e Kotz, focalizada
naqueles métodos que revelam uma aplicabilidade relativamente simples a
dados reais. Nesta seccao, analisaremos apenas os trés métodos habitualmente

reconhecidos como os mais classicos.

Segundo Beirlant et al. em [4], o método MOM e o método PWM foram
sugeridos por Hosking e Wallis em [27]. Estes dois métodos partilham a ideia de
que os estimadores para os parametros desconhecidos podem ser deduzidos das
expressoes dos momentos populacionais.

Seja y = (y1,...,yn,) uma amostra de dimensao N,, realizacio da
amostra aleatoria Y = (Y7,...,Yy,) com Yy, ... Yy, variaveis independentes
e identicamente distribuidas a varidvel Y com funcao de distribuicao GP.

Em [39], foi demonstrado que o momento de ordem r ¢ dado por

By = =P (3.9)

Hi:1(1 — i)’
parar=1,2,... e’y<%.
Observamos assim por (3.8) que, quando v < %, o valor médio e a variancia

da funcao de distribuicao GP sao dados, respetivamente, por

Ey] = (3.9)
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) - 252 ﬁ? B 52
) = B B = e T T ey
(3.10)

O método MOM consiste em exprimir os parametros que pretendemos

estimar em termos dos momentos do modelo e depois equacionar momentos
populacionais com momentos empiricos. Os estimadores pelo método dos
momentos de 3 e 7, Buou € Yuou, resultam da resolucao de (3.9) e (3.10) em
fungiio de 7 e 3 seguida da substituicdo de E[Y] por ¥ = S V;/N, e de var(Y')
por 8%y, 1 = 30 (Vi = ¥)?/ (N, — 1).

Resolvendo (3.9) em ordem a (3 temos que

B =E[Y]1-7). (3.11)

Assim, substituindo o valor de (3, calculado em (3.11), na equacao (3.10)

temos que, quando v < %

EY](1—9)?
N )
& var[Y] = 1E£Y2]7
ot 2
gy = BT
var[Y]
@7:%<1—i%]/]). (3.12)
Por (3.11) e (3.12) obtemos
b =ElY] (1 -5+ 255/[];])
:E[2Y] (1 + ig{%) (3.13)

Por fim, substituindo E[Y] por Y e var[Y] por S7 . _; em (3.12) ¢ (3.13) obtemos

os estimadores
1 y?
j =—(1- 3.14
o= 5 (1= 57— 314
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BMOM = Z(l + v ) (3.15)

2
2 SY,Nu—l

para os parametros v e [3, respetivamente. Se v = 0 temos E[Y] = 3. Assim,

neste caso, o estimador de 3 pelo método MOM, BMOM, é dado pela média de Y
(5MOM = }7)

Os momentos ponderados de probabilidade (PWM) foram introduzidos por
Greenwood et al. em [26]. Seguindo a ideia geral usada no método MOM, a
abordagem pelo método PWM aparece como uma alternativa para estimar os
parametros de uma funcao de distribuicao.

Os momentos ponderados de probabilidade de uma variavel aleatoria Y com

funcao distribuicao F' sao dados por
Myrs = EXYPIF(Y)]"[1 = F(Y)]}, (3.16)

com p, r, s € R [4]. Na préatica, o procedimento usual é fixar p = 1 e escolher
para r e s os menores valores inteiros nao negativos possiveis. Segundo Beirlant

et al. em [4], ¢ mais adequado no caso da func¢ao de distribui¢ao GP utilizar

B
M,os=FEY(1-F(Y))’] = <1, 3.17
1,0, [ ( ( ))] (S—Fl)(s—f—l—’j/) Y ( )
ouseja, M,,;comp=1, r=0es=0,1,2,....
De (3.17) obtemos para s = 0 a seguinte expressao
Mygo = Y] = —— (3.18)
the) 1 _ ,}/7
enquanto que para s = 1 obtemos
Myos = EIY (1 = F(Y))] = 2. (3.19)
” 4 — 2y

Denotemos M oo e M1 por wy e wy, respetivamente. Assim, resolvendo

(3.18) em ordem a [ resulta

B =wo(1 — 7). (3.20)
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Substituindo (3.19) o valor de 3, calculado em (3.20), temos que

:wo(l —7)
4 — 2y

& 4wy — 2wy =wy — woy

wq

S woy — 2wy =wo — 4w,

< y(we — 2wy) =wy — 4w,
—4
w0—2w1

2wy — 4wy —
@7:100 W1 Wo

Wy — 2UJ1

(3.21)

Por fim, substituindo (3.21) em (3.20) temos que

5:w0(1—2+L>
w0—2w1
2
w,
:—w0+—0
w0—2w1

_ —w§ 4 2wowy + w§

wo — 2wy
_ 2wt (3.22)
Wy — 2w1 ’ ’

Assim, de (3.21) e (3.22) obtemos os seguintes estimadores

M0

- i (3.23)
Moo —2Mio:

:)/PWM =2

2M 00 Mi 01
~ ~ )
Moo —2Mio1

(3.24)

BPWM =

onde (cf. [4])

N, . s
N 1 kd J
Mips = — E 1———— ) Yn,-
1,0, Nu / ( Nu + 1) J:Nu

j=1
Consideremos agora v = 0. De (3.19) temos M, o1 = iﬂ que resulta em



24 3. Metodologia POT

Assim, de (3.25) obtemos
BPWM = 4M1,0,17

com M substituido por

N, .

~ 1 hd J
Mo = — 1— Yin .
0L N 2 ( N, + 1) J:Nu

Hosking e Wallis em [27] efetuaram também uma comparagdo entre os

estimadores obtidos pelos métodos MOM e PWM com os estimadores obtidos
pelo método ML que apresentamos seguidamente. Os estimadores pelo método
ML foram deduzidos por Davison em [14] e Smith em [40].

Consideremos, novamente, Yj,...,Yy, varidveis independentes e
identicamente distribuidas a variavel Y com funcao de distribuicao GP.

A funcao de verosimilhanca é dada por

Ny, Ny, Y —%—1
Lys(y) = [ hstw) = ]| 5(1 +vé) ]
i=1 i=1

Comy:<y17y27"'7yNu)777£061+’7%>anp0r

Lost) =] [g o (- %)]

O par de parametros desconhecidos 6 = (v,0) é entdo estimado pelo

paray=0ey; > 0.

maximizante da funcao de verosimilhanca, ou entao pelo maximizante da funcao
do logaritmo da fun¢ao verosimilhanca.

Assim, quando v # 0 temos

Ny 1 " —%—1
InL,s(y) = lnH[B(l—l—vé) ]

Y

Ny
= —N,Inj - <1 + 1) izlln (1 + 7%) (3.26)
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Quando v = 0, vem que

Nu [ ”
InLys(y) = In 11 [B exp < — EZ)]

1
= —N,Inpg—— Yi- 3.27
52 (3:21)
Observemos que se utilizarmos a seguinte reparametrizacao
Fy
(v, B) ~ (v,7) com T := 5

entao a expressao em (3.26) escreve-se do seguinte modo

N,
1 u

Ly (y) = —N,In (Z) — (— + 1) > In(1+ Ty)
i=1

v

N
1 u
= —NyIny+ N,In7T — (— + 1) E In(1+7y;).  (3.28)

v i=1
Para encontrar o maximizante de (3.28) é entao necessario encontrar a solugao
do sistema )
—InL, . (y)=0
a,y n v (y)
L 3 InL, (y)=0
De
0 InL 0
Ay nL,.(y) =
obtemos

de onde resulta

. (3.29)
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vem que

() ()5 )

que é o mesmo que ter

N
1 1 1 «— v
-—(=-+1 —E = 0.
T <7+ )Nu — 1+7y

Assim, os estimadores de méaxima verosimilhanca de v e 7, Yy, € Ty, resultam

da resolucao de

N,
1 1 1 “ Y;
IRNTRRTS S
TML YML N, i1 1+ nuYi
com

1 o
A, = — E In(1 + 7y.Y:). (3.30)
N, 4
=1
Notemos que, ao contrario do que é observado nos dois métodos anteriores,
nao conseguimos obter uma solucao explicita para os estimadores dos
parametros. Assim, a obtencao das estimativas para os parametros da funcao de

distribuicao GP pelo método ML resulta da aplicacao de métodos numéricos.

Quando temos v = 0, para encontrar o maximizante de (3.27), é necessério

encontrar a solugao da equacao

0
—InL = 0. 3.31
a5 LsW) (3.31)
de onde obtemos
1 1
5t
que resulta em
N,
1 u
B = E -~ Yi
=Y. (3.32)
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A derivada de segunda ordem da funcao de verosimilhanca é, neste caso, dada

por

Notemos que

N
1 2 N, 2 i
{N———Ejyil = v 2 X N(7)
B=i

R i) PR (7 ERN
N 2N,
2 (y)?

Nu

Assim, concluimos que o estimador de [ pelo método da méaxima

verosimilhanca, By, ¢ dado pela média de (Y1,...,Yn,).

Zea Bermudez e Kotz [6] enumeram varias vantagens e desvantagens dos
métodos abordados nesta secgdo. Uma das vantagens do método MOM ¢é o
facto de ser de facil utilizacdo. Por esta razao, este método é muitas vezes
aplicado para fornecer estimativas dos parametros da funcao de distribuicao
GP a utilizar como valores iniciais em algoritmos numéricos relativos a outros
métodos de estimacao. Uma das desvantagens deste método consiste no facto
de apenas existir estimadores determinados por este método quando v < 0.5.
Ao contrario do método MOM, o método PWM permite determinar estimadores
quando temos 0.5 < v < 1. No entanto, as estimativas obtidas por este método
podem ser inviaveis quando o v < 0. Em particular, Castillo e Hadi em [9]
constataram, através da realizagao de simulacoes, que o método PWM é mais
adequado quando temos amostras pequenas e 0 < v < 0.5. Os métodos MOM
e PWM apresentam a desvantagem comum de fornecerem estimativas para -y
nao pertencem ao dominio deste parametro [10|. Por outro lado, de acordo
com Zea Bermudez e Kotz em [6], 0 método ML é mais eficiente na estimagao
dos parametros apesar de requerer a utilizacdo de algoritmos numéricos. A
necessidade de utilizacao destes algoritmos pode ser uma desvantagem na medida
que podem existir problemas de convergéncia mesmo quando as amostras sao

grandes.
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3.2 Estimacao de quantis extremais

De acordo com Gilli e Kéllezi em [21], a estimagdo de quantis extremais tem
um papel importante na gestao quantitativa do risco. Uma das medidas mais
utilizadas nessa gestao é o Value at Risk (VaR), que ndo é mais do que um quantil
extremal. Assim, a estimacgao de quantis extremais no contexto da metodologia

POT sera analisada em seguida.

A funcao inversa generalizada de uma dada funcao de distribuicao F' dada
por
Fo@t)=inf{zreR: F(z)>t}, 0<t<1

¢ também denominada de funcao quantil da funcdo de distribuicao F

(cf., e.g., [16]).
O quantil extremal z,, para p pequeno, tal que

z, = F7(1—p),

é denominado de quantil extremal [24].

Designamos a probabilidade de um nivel elevado ¢ ser excedido
p° = P[X > (]

por probabilidade de cauda. Uma vez que P[X > x,] = p, o quantil extremal
x, ¢ também denominado de quantil de probabilidade de excedéncia p. Assim,
também ¢é definido o VaR (VaR, = z,), valor que é ultrapassado para uma

probabilidade p muito pequena:
VaR, : P[X > VaR,| = p.

Na prética, os valores de p mais usuais sao 0.01, 0.001 e 0.0001 [24]. O valor

esperado de cauda condicional, CTE, definido por

1 o0
CTE, = p, = E[X|X >z, = —/ xf(z)dx.
P Ja,
é o valor médio condicional a 100p% do topo da populagao [24]. O CTE é outra
medida de avaliacdo do risco que, de acordo com Gilli e Kéllezi em [21], ndo é

tao utilizada na pratica como a medida VaR.
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Sabemos que o valor z, satisfaz a seguinte relagao (cf. [24]) entre o valor

esperado de cauda condicional e a funcao de excesso médio definida em (3.1)
EX|X >z, = c+e(z)). (3.33)

Observamos também que da seguinte igualdade obtida na Seccdo 2.2 (ver
(2.18))
Flu+y) — F(u)

resulta
Flu+y) = F,(y)(1 — F(u)) + F(u). (3.34)
Se substituirmos = = u + y em (3.34) obtemos
F(z)=F,(x —u)(1 — F(u)) + F(u). (3.35)
De (3.35) vem que
1—F(x) = 1—=[F,(z—u)(1—F(u))+ F(u)]
= (1=F(u) = Fu(r —u)(1 = F(u))
= [1—=F(u)][l— F,(z—u).
Assim, denotando 1 — F por F, temos que
F(z) = F(u)(1 — F,(z — u)).

Considerando que a distribuicao condicional dos excessos acima de u ¢
aproximada pela funcdo de distribuicdio GP (F,(y) =~ H,p(y)) temos que
(cf., e.g., (2.26))

z—u)\ "
F(:z:)%F(u)(l+7( 3 )) , (3.36)

para algum v, 8, o que permite estimar a probabilidade de excedéncia do valor
elevado .

Estimemos F(u) por N,/n com N, o ntimero de observacoes que excedem u
na amostra de dimensao n. Se, além disso, substituirmos v e § pelos respetivos

estimadores obtidos por um dos métodos mencionados na Seccao 3.1 vem que

F(z) = % (1 e g “))_w. (3.37)
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Assim, considerando F'(x) = 1 — p na expressao (3.37) obtemos

N, _ -1/4
p = 7(14_&(&;3”))

<:>’?u+5’<(%>_7—1> = Ax
<:>u+§<(;\l]—];>_7—l> = x.

Assim, o estimador de quantis elevados de H., 3 é entao dado por

A

@p:u+§(<%)_&—1>. (3.38)

A igualdade (3.38) permite determinar uma estimativa para a medida de
risco VaR, a partir dos estimadores dos parametros da funcao de distribuigao

GP. Assim, temos

~

@pzu—f-%((?\}—i)ﬁ—l). (3.39)
Por outro lado, tendo em conta a igualdade (3.33), escrevemos
CTE, = VaR, + E(X — VaR,|X > VaR,). (3.40)
Uma vez que, para um dado valor r, temos (ver (3.2))

e(r) = B[X — r|X > 1] = 51+W B+r >0,

obtemos da igualdade (3.40)

_— ——  [f+A4(VaR,—u) VaR, f[-—AFu
CTE, = VaR, + LT /WVal, —w) _ VaRy | 5 =5
L= IL=5 1=y
com r = \7a\Rp — u.
Estas duas medidas de risco serao determinadas na ilustracao pratica
realizada no Capitulo 5 apds a aplicacao dos métodos de escolha estatistica de

modelos extremais estudados no proximo capitulo.



Capitulo 4

Escolha estatistica de modelos

extremails

Neste capitulo, abordamos a temética da escolha estatistica de modelos
extremais. Em particular, queremos analisar a escolha entre a funcao de
distribuicao exponencial e a funcao de distribuicao GP para os excessos acima,
de um dado limiar u. Assim sendo, apresentamos algumas estatisticas de testes
presentes na literatura especifica da area utilizadas para testar a nulidade do
parametro de forma ~. Finalizamos o capitulo com a analise da escolha de
modelos mencionada, quer através de intervalos de confianca, quer através de

métodos graficos.

4.1 Teste de hipoteses

Representemos uma populacao por um modelo X, variavel aleatoria com funcao
de distribuicao F'. Denominamos de hipétese estatistica qualquer assercao
sobre aspetos desconhecidos de F. Quando essa assercao é relativa apenas ao
parametro da funcao de distribuicao F' conhecida, seja esse parametro escalar
ou vetorial, entao temos uma hipotese paramétrica.

Suponhamos, entdao, que X é uma variavel aleatoria com uma funcgao

densidade de probabilidade fx que pertence a uma familia parametrizada por 6,

{fs, 0 €O}

onde O é o espaco de parametros. Qualquer hipétese paramétrica estabelece uma
partigdo do espago de parametros © ({Gg, ©1} com OEUO; = O e O NO; = )

31
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onde Hy : 0 € O é a hipbtese a testar, e Hy : 0 € O é a hipOtese que corresponde
ao conjunto das alternativas [35]. Esta hipotese é, assim, designada por hipotese
alternativa. A designacao tradicional para H, é hipdtese nula uma vez que
geralmente corresponde a algo que se pretende manter.

Suponhamos que Xi, X,,..., X, sao variaveis aleatorias independentes e
identicamente distribuidas a X e designemos por estatistica de teste a estatistica
T = T(X1,Xs,...,X,). O espago amostral T, relativo a estatistica T,
¢ o conjunto de todos os valores particulares ¢t = T(zy,22,...,2,) com
(x1,9,...,x,) uma concretizacdo de (X, Xy,...,X,). Um teste de hipoteses
estabelece uma regra que permite determinar um conjunto R, C T tal que
rejeitamos Hy se t € R, e ndo rejeitamos Hy se t ¢ R, [35]. Este conjunto
Ry é denominado de regiao de rejeicao ou regiao critica.

Assim, rejeitar ou nao rejeitar Hy constitui o resultado do teste de hipoteses.
A ideia subjacente é de apenas rejeitar Hj se existir uma evidéncia substancial
nos dados para tal. Queremos pois tomar uma decisao objetiva, mas essa
decisdo estara sujeita a erro. Ao testarmos a hipotese nula Hy versus a hipotese
alternativa H; podemos cometer dois tipos de erros. Denominamos de erro de
primeira espécie ou de rejeicao a decisao errada de rejeitar Hy quando Hy é
verdadeira. O erro de segunda espécie ou nao rejeicao consiste em nao rejeitar a
hipétese nula quando esta é falsa.

Designamos por nivel de significancia « do teste (dimensao ou nivel de teste)

a probabilidade de cometer um erro de primeira espécie, ou seja,
a = Prejeitar Hy|Hy é verdadeira].

Assim, dada uma amostra, ao adaptar a regra de rejeitar Hy se o valor
observado para a estatistica de, ., = t(x1,x9,...,x,) pertencer a regiao de
rejeicao, estamos a tomar uma decisao objetiva na qual a probabilidade de erro
de primeira espécie é « [45].

Existe, também, uma forma alternativa de realizar esta decisao.
Denominamos de valor-p, (ou valor de prova p, ou nivel de significancia
descritivo) a probabilidade, p,.., de obter o valor ¢,,, ou outro mais desfavoravel
para a hipotese nula, admitindo que esta hipotese é verdadeira [35]. Por outras
palavras, ¢ a probabilidade de situacoes amostrais tao ou mais improvaveis do
que a observada, sob a validade de Hy [45]. Assim esta outra forma de tomar a

decisao consiste em rejeitar Hy se o valor-p for menor ou igual a a.
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Um teste de hipotese pode ser formulado com hipoteses nulas simples contra
alternativas compostas. Uma hipotese estatistica é designada de simples quando
o correspondente subconjunto do espaco de parametros é constituido por apenas
um elemento, sendo denominada de composta no caso contrario [35]. Em
particular, as hipoteses alternativas compostas podem ser unilaterais, ou seja,

temos um teste de hipoteses do tipo

Hy: 0 <6, versus Hy : 0 > 0, (4.1)
ou

Hy: 0> 6, versus Hy : 0 < 6, (4.2)

com Qg ={6p} eO; ={0:0>0}em (4.1) e Og={b6p} e O ={0:60 < by} em
(4.2). Quando a alternativa composta é bilateral temos um teste de hipoteses

do tipo
Hy: 0 =6, versus Hy : 6 # 0. (4.3)

No nosso caso, estamos interessados em testar um dos seguintes pares:

Hy:v=0 versus H; : v #0 (4.4)
Hy:~v=0 versus H; : v <0 (4.5)
Hy:~v=0 versus Hy : v > 0, (4.6)

onde v representa o parametro de forma em (2.26).
Nas subsec¢oes seguintes, vamos considerar Yi,...,Y,, variaveis
independentes e identicamente distribuidas a variavel aleatoria Y com

funcao de distribuicao GP, com agora m denotando o ntimero de excedéncias.

4.1.1 Estatistica de teste T}

A primeira estatistica de teste sugerida nesta dissertacao aparece em alguns

livros da area (cf [10], [12], |24]). Aqui denotamos esta estatistica de teste por

) | (4.7

estatistica de teste T7. Esta é dada por
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onde, para cada valor de 7, a fungao L,, designada por profile log-likelihood é a

log-verosimilhan¢a maximizada relativamente ao parametro 3, ou seja,

Ly(v) = max L(v, 8).
Bl

Esta estatistica de teste é aplicada para testar
Hy : v =~y versus Hy : v # 7.
Sob a validade da hipdtese nula

T -4 v (4.8)

m—ro0

onde V' é uma varidvel aleatoria qui-quadrado com um grau de liberdade e o m
representa o numero de excedéncias. Para um nivel de significancia «, a hipotese
Hy é rejeitada se T > v;_, onde v;_, representa o quantil de probabilidade 1 —«

da variavel V. O valor de prova p é dado por
p(Th) =1 - Fy(Th),

onde Fy é funcao de distribuicao da variavel aleatéria V.
Reiss e Thomas em [37] recomendam ainda a aplicacdo da corregdo de

Bartlett, resultando assim na seguinte estatistica de teste

T
Ty, = : 4.9
Lb 1+ % ( )
Sob a validade da hipdtese nula temos também
Ty % Vv (4.10)

m—o0

onde V' & uma variavel aleatéria qui-quadrado com um grau de liberdade. Ao
nivel de significancia «, a hipotese H, é rejeitada se 11, > v;_, onde vi_,
representa o quantil de probabilidade 1 — « da variavel V.

O valor p, agora com a aplicacao da correcao de Bartlett, é

p(Tp) =1 — Fy(Tiy),

onde Fy é funcao de distribuicao da variavel aleatoria V.
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4.1.2 Estatistica de teste 715

Na Seccao 3.1, relembramos como obter os estimadores pelo método MOM para

os parametros v e . Da expressdo em (3.8), verificamos que

B o 2
=15 e B = raa—y)

para y < 3.
Chaouche e Bacro em [11] constataram que
E[Y?]
2E[Y)?

apenas se escreve em funcao do parametro . De facto, temos que

2432
Epe] L _(=29)01-7)
2E[Y]? 32
2(1—7)2
O 28(1 )
2621 = 29)(1 =)
:1_7_1
1— 2y
l—v—-1+2y
T 11— 2y
7
T 1-—2y

Assim, Chaouche e Bacro [11] propuseram a seguinte estatistica de teste

_ B
©2E[Y]?

) —1, (4.11)

e demonstraram que, sob a validade da hipo6tese nula,

1 —
T; z\/ﬁ(TQ— 7) Ay, (4.12)

1—2v /) mooo
onde V é uma variavel aleatéria com distribuicao normal com média zero e
(1-7)°(1—7+67°)

variancia .
(1 —27)3(1 = 37)(1 — 4)
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Ao nivel de significancia o, rejeitamos a hipotese Hy em (4.4) se |T5| > v1_q /2,
onde v;_q/2 representa o quantil de probabilidade 1 — a/2 da variavel V. O

correspondente valor p é obtido por
p(T3) =2 = 2Fv(|T3)),

onde Fy é fungao de distribuicdo da variavel aleatoria V.
O valor observado para T5, t3 o5, € obtido pela substituicao dos momentos de
ordem um e dois, E[Y] e E[Y?], pelos momentos empiricos de ordem um e dois

dados, respetivamente, por
1 & 1 <&,
— e — .
J=1 J=1

4.1.3 Estatistica de teste T;

Além da estatistica de teste T, Reiss e Thomas em [37] referem outra estatistica
de teste, que também pode ser encontrada em |31]. Esta estatistica de teste, que
se escreve em funcao do quadrado do coeficiente de variacao, ¢ dada por

1/52
Ty = 5 (W - 1) (4.13)

comY =+ Z1YJ e Sy, =23 (Y, —-Y)~
]:

Gomes e van Montfort em [25] demonstraram que, sob a validade da hipotese
nula, e v < %,
Ty =vmTy -5 V (4.14)
m—c0
onde V' é uma variavel aleatéria com distribuicao normal padrao.
Consideremos os valores vi_q/2, Vo € V1—o correspondentes, respetivamente,
aos quantis de probabilidade 1 — /2, a e 1 — a da variavel aleatoria V. Ao
nivel de significAncia «, rejeitamos a hipotese Hy em (4.4), (4.5) e (4.6) se
T3] > vicaje, T3 < vg e Ty < 01, respetivamente. O correspondente valor p é

obtido, respetivamente, por
p(T5) = 2 = 2F(|T5]),

p(135) = Fyv(Ty)

p(T5) = 1 = Fy(T3),

onde Fy representa a funcao distribuicao da varidvel aleatoria V.
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O valor observado para T3, t3 s, € obtido pela substitui¢ao de Y por
2w
- — 2
e de S§,, por
= e =
7 m :

4.1.4 Estatistica de teste 7T}

Além da estatistica de teste T3, Gomes e van Montfort em |25] analisaram
também, no contexto da metodologia POT, a estatistica de teste proposta por
van Montfort e Witter em [44], que aqui denominamos de estatistica de teste Ty.

A estatistica de teste Ty é igual a razao entre o maximo (Y,,.,) e mediana

(M,,) das variaveis Y1, ..., Y,,, ou seja,
T, = —=>" (4.15)

com
Ym;—1:m se m é fmpar,

M, — (4.16)
%(Y%;m + Y%Jrl:m) se m é par.

Gomes e van Montfort [25] demonstraram que, sob a validade da hipotese
nula, e v > —%,
T =TyxIn2—Inm -% Vv (4.17)

m— 00

onde V' é uma variavel aleatoria com distribuicao de Gumbel padrao.

Para um nivel de significancia «, rejeitamos a hipotese nula em (4.5) se
T} < g, com v, a designar o quantil de probabilidade a da variavel aleatoria V.
Se tomarmos a hipotese Hy em (4.6), rejeitamos esta se T, > v1_q, onde vy_,
denota o quantil de probabilidade 1 — « da variavel aleatéria V.

Os valores p correspondentes sao calculados, respetivamente, por

p(Ty) = Fv(T%)

p(Ty) = 1= Fy(T}).

onde Fy representa a funcao de distribuicao da variavel aleatéria V.
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4.1.5 Estatistica de teste 75

No artigo elaborado por Gomes em [23], a estatistica de teste dada pela razao
entre a diferenca do maximo e a mediana e a diferenca desta e o minimo,
foi utilizada na escolha de modelos extremais no contexto da metodologia dos
méaximos anuais. Brilhante em [8] refere que esta estatistica de teste também
pode ser utilizada para testar a funcao de distribuicao exponencial versus a
funcao de distribuicao GP e que, sob a validade da hipdtese nula

Tr =Ty xIn2—In(m/2) -& V (4.18)

m—oQ
onde V' é uma varidvel aleatoria com distribuicao de Gumbel padrao e

T = H (4.19)
com M, definida em (4.16).

Para um nivel de significancia «, rejeitamos a hipotese Hy em (4.5) se
17 < wv,, com v, a designar o quantil de probabilidade o da varidvel aleatéria V.
Se tomarmos a hipotese Hy em (4.6), rejeitamos esta se T2 > v1_,, onde v,
denota o quantil de probabilidade 1 — o da variavel aleatoria V.

Os valores p correspondentes sao calculados, respetivamente, por

p(T5) = Fy(15)

p(T5) = 1 = Ky (T5),

onde Fy representa a funcao de distribuigao da variavel aleatoria V.

4.1.6 Estatistica de teste Tj

Brilhante em [8], tendo em conta a estatistica de teste 15, apresentou a estatistica
de teste dada pela razao entre a diferenca do quarto superior e a mediana e a
diferenca desta e o quarto inferior. A estatistica de teste, aqui denotada por Tj,

é escrita do seguinte modo
. FU - Mm

T, =Y —m
° T M, - Fp
com M, definida em (4.16), Fyy = Ym—{ﬂ}+1~m e F, = Y{m}.m onde {-}

(4.20)

representa o arredondamento para o ntimero inteiro mais préximo.
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Assim, a estatistica de teste definida em (4.20) é dada por

T, = g 2 (4.21)

se m € impar, e por

Ym—{%}—l—l:m o % (Ygl:m + Y?""l:m)

% (Yg:m + Yrg“:m) - Y{%}:m

Ts : (4.22)

se m é par.

Brilhante em 8] demonstrou que, sob a validade da hipotese nula

Ty = ln(3/2)\/§(T6 - %) W:dgo 1% (4.23)

onde V' é uma variavel aleatoria com distribuicao normal padrao.
Consideremos os valores vi_q/2, Vo € Vi_ correspondentes aos quantis
de probabilidade 1 —«/2, o e 1 —« da variavel aleatoria V. Ao nivel de
significancia o, rejeitamos a hipotese Hy em (4.4), (4.5) e (4.6) se |T§| > vi_q/2,
T8 < vy € 1§ > vi_q, respetivamente. Esta regra de decisao permite assim o

calculo dos valores p correspondentes por
p(T5) = 2 = 2Fy (ITg]),

p(T§) = Fv(T5)

p(1§) = 1 = Fy(T5),

onde Fy representa a funcao de distribuicao da variavel aleatoria V.

Numa comparagao entre as estatisticas de teste Ty, T5 e Tj, Brilhante em |[8]
constatou que a estatistica de teste T tem um pior desempenho na detecao da
distribuicao exponencial. No entanto, segundo o mesmo artigo, Brilhante defende
a importancia da utilizagao desta estatistica de teste dado esta ser resistente a
existéncia de dados perturbadores na amostra.

Em resumo, na Tabela 4.1 temos as estatisticas de teste sugeridas, a indicagao
da distribuicao associada quando m — oo sob a validade da hipdtese nula e

uma correspondente referéncia para consulta.
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Tabela 4.1: Estatisticas de teste - distribuicoes.

v
-5 v Qui | [10]
S Quadrado
Ty -5 V [37]
m—0o0

x _ 1y ) d
Iy = \/ﬁ(% 127) e v Normal [11]
Ti = ymTy -5 V [25]

m—00

% . d
Ti=T;,xIn2—1nm — 1% Cumbel [25]
Tr =Ty xIn2—In(m/2) -5 V 18]

m—00

* m n d

Ty = 111(3/2)\/§<T6 - lnl(ﬁ) — V| Normal 8]

4.2 Intervalos de confianca e métodos graficos

Um outro método de escolha entre as funcoes de distribuicao exponencial e
funcao de distribuicao GP consiste em observar a presenca ou nao do valor
zero num intervalo de confianca obtido e decidir de acordo com o verificado (e.g.
[4, 10]). Se o valor zero pertencer ao intervalo obtido entao os dados em estudo
nao fornecem evidéncia suficiente para considerarmos, com um grau de confianca
de (1 — ) x 100%, a funcdo de distribui¢gdo GP. Por outro lado, teremos essa
evidéncia estatistica para escolher a funcao de distribuicao GP se o valor zero

nao pertencer ao intervalo de confianca observado.

Os estimadores obtidos pelos métodos MOM, PWM e ML para os parametros
da func¢ao de distribuigao GP tém uma distribui¢ao assintoticamente normal (cf.
[4, 10]).

Assim, quando na presenca de grande amostras, um intervalo a (1—a) x100%

de confianca para v é dado aproximadamente por

Atz s (4.24)

v
Ny

onde z;_¢ & o quantil de probabilidade 1 — § da distribui¢do normal padrao.
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Para os métodos MOM, PWM e ML tomamos em (4.24)

(1 - 2;)/1\401\/1)(1 - ’AYMOM + 6:71\2/101\/[)(1 - :YMOM)2
(1 - 3'71\/101\/1)(1 - 4’%\/{01\/{) 7

~

Y ="7Yvom € U

(1 - PAYPWM)<2 - fAyPWM)2(1 - ’AVPWM + 2;}/§WM)
(1 - 2'?PWM)(3 - 2'7PWM) 7

~

Y="%Ywm € U

ey =4 0= (1+%uw)% com Yyom, Vewm € Yur definidos em (3.14), (3.23) e
(3.30), respetivamente [4].

A necessidade de avaliar se um qualquer modelo probabilistico apresenta um
ajustamento adequado a distribuicao subjacente a um determinado conjunto de
dados motivou o aparecimento de procedimentos graficos. Além de permitirem
essa validacao informal, os procedimentos referidos em seguida também podem

ser perspetivados como métodos graficos de selecao de modelos.

Seja © = (x1,...,x,) uma realizagdo do vetor aleatorio (Xi,...,X,), cujas
marginais sao variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas a
X com funcdo distribuicao F. Seja (xi.,...,Tn,) a realizacdo do vetor das
estatisticas ordinais (Xi.,, ..., X,.,). Observamos que para cada valor de .,
com i € {1,...,n}, tem-se i observagoes inferiores ou iguais a x;,. Assim, é
natural considerar a proporcio i/n (= F,(2:,) com F, definida em (2.3)) como
uma estimativa pontual para F(z;,). No entanto, é usual considerar outra

propor¢ao alternativa tal como

?

) 4.25
n+1 ( )
Tanto esta alternativa como as seguintes
i —0.5 1 —0.35
e S —
n n
constituem casos particulares de
1—c

; = ,1<i<n 4.26
Pi=osa ='= (4.26)

comc>0,d<0el<i<n|10]. Os valores p; sio denominados de posigoes

de marcagao (plotting positions).
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Seja 6 o vetor de parametros desconhecidos da funcao de distribuicao F. O
grafico probabilidade - probabilidade (ou grafico P-P) é o diagrama de dispersao

definido pelos pontos
[(Fy(e)p). i =1},

onde 6 é um estimador consistente de 6. Relembremos que um estimador T,
de um parametro 6 diz-se consistente se converge em probabilidade para o
verdadeiro valor do parametro, ou seja, P[|T,, — 0| > ¢] — 0.

n—oo

A representagao dos seguintes pontos

{(Fé_(pi)7$¢:n), 1=1,... ,n},

¢ denominada de grafico quantil-quantil (ou grafico Q-Q) [4, 24].

Se o modelo analisado for adequado entao a nuvem de pontos obtida estara
razoavelmente perto da diagonal em ambos os graficos. Esta analise pode ser
complementada pela comparacao do histograma obtido dos dados com a funcao
densidade de probabilidade do modelo a ajustar. A titulo exemplificativo,
consideremos H, 3 a funcao de distribuigao GP e h,p a respetiva funcao
densidade de probabilidade com v = 0.25 e § = 1. Para tal, usamos a funcao
gpdSim de modo a gerar os dados para a funcao de distribui¢ao GP assim como a
funcao findThreshold para definirmos um limiar, ambas as funcoes da biblioteca
fExtremes do R. A Figura 4.1 resulta entao da utilizacao de func¢des da biblioteca

ismev com uma modificagdo minima do seu codigo (traducio para portugués):

##### Procedimento 1 #####
library(fExtremes)
Exemplo<-gpdSim(model=1ist (xi=0.25, mu=0, beta=1), n=10000, seed=1)
Percentagem=5
nf = floor(Percentagem/100*length(as.vector (Exemplo)))
threshold<-findThreshold (Exemplo, nf, doplot = FALSE)
library(ismev)
z<-gpd.fit (Exemplo,threshold)

gpd.pp_alt(z$mle, z$threshold, z$data)

gpd.qq_alt(z$mle, z$threshold, z$data)

gpd.his_alt(z$mle, z$threshold, z$data)
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Figura 4.1: Graficos de diagnodstico da biblioteca ismev.
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Capitulo 5
Ilustracao pratica

Uma das principais preocupacgoes dos agentes financeiros, sejam eles instituicoes
financeiras ou investidores, é a gestao do risco de acontecimentos extremos
que possam ocorrer nos mercados financeiros. Para estes agentes é crucial
compreender a frequéncia e as consequéncias das descidas e subidas repentinas
nos mercados financeiros [13]. A EVT é um importante ramo da estatistica ao
dispor da gestao do risco, onde os agentes financeiros visam obter respostas a
questoes tais como o que sao 0os movimentos extremos que podem acontecer nos
mercados financeiros ou se ja aconteceram as maiores oscilagoes nos mercados
financeiros.

A metodologia POT, um dos ramos mais importantes na EVT, seré utilizada
nesta ilustragao pratica. Esta metodologia, ao invés da metodologia de Gumbel,
tem sido a mais utilizada em intimeros estudos realizados nas mais diversas areas
de aplicacao da EVT, nomeadamente em Financas. Esta op¢ao resulta de alguns
autores terem observado que a metodologia POT permite uma utilizagdo mais
eficiente dos dados, os quais podem ser escassos na maior parte dos casos [32].
Os estudos realizados pelos autores Allen et al. em [2] e Gilli e Kéllezi em [21] sao
exemplos de estudos na area das Financas onde temos uma descricao e posterior
comparacao entre as duas metodologias da EV'T acima mencionadas e que foram
abordadas no Capitulo 2.

Outro trabalho realizado e de enorme interesse no ambito desta ilustragao
pratica foi elaborado por Curto e Rios em [13], no qual os autores testam
se os valores acima de um limiar elevado seguem uma funcao de distribuicao
exponencial ou fungdo de distribuicao GP. Entre outros indices bolsistas

mundiais, Curto e Rios utilizam o indice bolsista S&P500. Este indice bolsista

45
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foi utilizado como base de dados para alguns dos estudos realizados na area das
Finangas, incluindo os dois estudos ja mencionados |2, 21]. Para colocarmos em
préatica as teméaticas abordadas no Capitulo 4 escolhemos aqui analisar também
com os retornos didrios dos dados do indice bolsista S&P500 (ver Tabela 5.1).
Segundo a plataforma Plus500, que opera no mercado bolsista, o indice bolsista
S&P500 é constituido pelas 500 acoes ou ativos americanos com as maiores
capitalizacoes de mercado.

A base de dados escolhida foi retirada do site http://finance.yahoo.com/
quote/%5EGSPC/history?p=/%5EGSPC e nela estao incluidos os precos diarios das
acoes. A semelhanca dos artigos anteriormente referidos, trabalharemos com as
taxas dos retornos didrios, que segundo Curto e Rios em [13|, sdo obtidas da

seguinte forma:

ry = 100 X [log P, — log P;_4]

P, )
P )

onde P, e P,_; correspondem ao preco das acoes no instante ¢ e no instante ¢t — 1,

=100 x log ( (5.1)

respetivamente.

Tabela 5.1: Descricao dos dados S&P500.

S&P500
Minimo -22.9
Mediana 0.04183
Maximo 10.96
Quantil 0.01 | -2.709599
Quantil 0.05 | -1.512276
Quantil 0.9 1.059779
Quantil 0.95 | 1.499139
Quantil 0.99 | 2.672995
Inicio 05/01/1960
Fim 05/01/2016
Dimensao 14097



http://finance.yahoo.com/quote/%5EGSPC/history?p=%5EGSPC
http://finance.yahoo.com/quote/%5EGSPC/history?p=%5EGSPC
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5.1 Resultados

Nesta sec¢ao, sao apresentados os resultados da aplicacao aos dados em analise
dos procedimentos de escolha estatistica de modelos extremais estudados no
capitulo anterior. O software R foi o software escolhido dada a quantidade de
bibliotecas nele contida que abordam a teoria dos valores extremos. O R, software
de utilizacao gratuita, era ja em 2012 o software que continha a maior variedade
de metodologias na area |20]. De modo a facilitar a procura das bibliotecas e das
funcoes adequadas é aconselhavel aceder a task view denominada Fxtreme Value
Analysis https://cran.r-project.org/web/views/ExtremeValue.html. Até
ao momento, nesta task view sao mencionadas dezassete bibliotecas relativas
a metodologia POT. Além da biblioteca com a mesma denominagao que a
metodologia em estudo (biblioteca POT), sdo mencionadas outras tais como
as bibliotecas evd, evir e ismev que permitem, por exemplo, as estimacao dos
parametros da distribuicao GP pelo método ML. As bibliotecas evd, evir e ismev
sao também indicadas na task view mencionada como bibliotecas a utilizar na
obtencao do grafico da funcgao de excesso médio empirica. A Figura 5.1 exibe os
trés graficos resultantes da aplicagao aos dados S&P500 considerados. Para tal,

temos o seguinte procedimento:

##### Procedimento 2 #####

Graf.Limiar<-par(mfrow = c(1, 3))

library(evd) # Carrega a biblioteca que contém a fungfo grafica
# ‘“mrlplot’” (Mean Residual Life Plot)

mrlplot (SP500)

library(evir) # Carrega a biblioteca que contém a fungfo grafica
# “meplot’’ (Mean Excess Plot)

meplot (SP500)

library(ismev) # Carrega a biblioteca que contém a funcdo grafica

# “mrl.plot’” (Mean Residual Life Plot)
mrl.plot (SP500)

par(Graf.Limiar)

Além das bibliotecas ja mencionadas, as bibliotecas texmex, QRM e Relns sao
referenciadas na task view “Extreme Value Analysis” como possiveis bibliotecas
a aplicar na obtencao do mesmo gréafico. A biblioteca evmix possui também uma
funcao mrlplot, a qual estd baseada na correspondente fun¢ao da biblioteca evd
(http://CRAN.R-project.org/doc/Rnews/ [41]).


https://cran.r-project.org/web/views/ExtremeValue.html
http://CRAN.R-project.org/doc/Rnews/
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Figura 5.1: Graficos das bibliotecas evd, evir e ismev.

No gréfico gerado por esta funcao ha indicagao das estimativas de maxima
verosimilhanca dos parametros da funcao de distribuicao GP correspondente a
um dado valor de referéncia para o limiar u. Como, na pratica, a escolha de u
resulta da observacao no grafico de uma linearidade a direita de u, a indicacao
grafica (linha vertical) e numérica deste valor de referéncia ¢ muito util [1].

Um bom exemplo de um gréfico para a obtencao de um limiar plausivel pode
ser encontrado na biblioteca evmix. No grafico ha indicacao de um valor para
o limiar como também estimativas para os parametros de escala e de forma.
Esse limiar é obtido considerando o valor do quantil 0.9 dos dados ordenados de
forma ascendente (Figura 5.2). Com este gréafico ainda é possivel comparar trés
estimativas para o limiar ao compararmos as trés retas resultantes de modo a
procurar a reta que melhor representa a tendéncia dos excessos médios (Figuras
5.3 e 5.4).

Uma nova fun¢ao denominada de mrlplot alt foi criada de modo a alterar
o texto da legenda (notagao e tradugao para portugués) no grafico obtido da
aplicacdo desta funcao mrlplot da biblioteca evmix. A aplicagdo da funcao
mriplot alt aos dados S&P500 estd descrita no seguinte procedimento gerado
no R e resulta no gréfico exibido na Figura 5.2.

##### Procedimento 3 #####

library(evmix)

mrlplot_alt(SP500, nt=min(100,length(SP500)), try.thresh=quantile (SP500,
0.975, na.rm=TRUE), main="Grafico da vida média residual", xlab="Limiar u",

ylab="Excesso médio")
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Figura 5.2: Grafico MRL da biblioteca evmix.

A obtencao dos outros valores para o limiar v também considerados nesta
ilustracao pratica ¢é realizada por meio da aplicacao da funcao findthreshold()
da biblioteca fExtremes. A titulo exemplificativo, o procedimento efetuado no

caso da utilizacao dos 10% maiores valores da amostra ¢ apresentado de seguida:

##### Procedimento 4 - Limiar u #####

SP500<- (sp500$SP_ret) # Disponibiliza a amostra de valores utilizada

N<-length(SP500) # Determina a dimensfo da amostra

library(fExtremes) # Carrega a biblioteca que contém a fungfo aplicada
# na escolha de u

Percentagem=10 # Percentagem dos maiores valores

n=floor (Percentagem/100*length(as.vector (SP500)))

u<-findThreshold (SP500,n)

Na Tabela 5.2, estao indicados os valores obtidos para o limiar u e os
respetivos nimeros de excedéncias n, considerando as 0.5%, 1%, 2.5%, 5% e

10% maiores observacoes da amostra.

Tabela 5.2: Limiares e nimero de excedéncias.

0.5% 1% 2.5% 5% 10%
Limiar (u) 3.421284  2.672995 1.959207 1.499139 1.059779
N de exc. (n,) 70 140 352 704 1409
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Estes valores percentuais foram escolhidos por serem os mais usuais na
literatura da area. Em [33], foram consideradas as 0.5%, 1% e 5% maiores
observagoes da amostra, enquanto que no artigo de Allen et al. em [2| foram
consideradas as 5% e 10% maiores observacoes da amostra. Por sua vez, Curto

e Rios em [13] consideraram as 1%, 2.5% e 5% maiores observacoes da amostra.

E de realcar que a percentagem de 5% é aquela que retine mais consensos na
escolha do limiar v na aplicagao da metodologia POT. Na pratica, ¢ considerado
que a utilizacdo dos 5% maiores valores da amostra permite obter um bom
equilibrio dos pressupostos inerentes a escolha do limiar. Isto é, o valor de u
correspondente nao é muito elevado de forma a nao corrermos o risco de termos
poucos valores extremos para analisar, nem muito baixo para nao corrermos o

risco de considerar valores que nao sao realmente extremos.

s

E de frisar que a funcdo mrlplot da biblioteca evmix é util para podermos
comparar varios tipos de limiar. Desta forma, e tendo em conta os valores da
Tabela 5.2, temos a representagao grafica para os diferentes limiares nas Figuras
5.3 e 5.4. A concretizacao destas figuras foi obtida através dos procedimentos
5.1 e 5.2 utilizando a mesma modificacdo usada na obtencao da Figura 5.2,

respetivamente.

##### Procedimento 5.1 #####

library(evmix)

mrlplot_alt(SP500, nt=min(100,length(SP500)), try.thresh=quantile (SP500,
c(0.995, 0.99 ,0.975), na.rm=TRUE), main="Grafico da vida média residual",

xlab="Limiar u", ylab="Excesso médio")

Gréfico da vida média residual
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7049 2048 512 256 128 64 32 16 6
|1 | | | | | | | ]
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Figura 5.3: Graficos MRL considerando 0.5%, 1% e 2.5% dos valores extremos.
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##### Procedimento 5.2 #####

mrlplot_alt(SP500, nt=min(100,length(SP500)), try.thresh=quantile (SP500,

c(0.975, 0.95, 0.9), na.rm=TRUE), main="Grafico da vida média residual",

xlab="Limiar u", ylab="Excesso médio")

7049 2048

Gréfico da vida média residual
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0
|
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— u=1.96beta_u=0.731 gamma_u = 0.186
u= 1.5beta_u=0.622 gamma_u = 0.201
— u=1.06 beta_u =0.59 gamma_u = 0.162

1

T T T T T
2 3 4 5 6

Limiar u

Figura 5.4: Gréaficos MRL considerando 2.5%, 5% e 10% dos valores extremos.

Uma vez completada uma das etapas mais importantes na aplicacao da

metodologia POT, ou seja, a escolha de valores para o limiar u e que no nosso

caso sao varios (ver Tabela 5.2), veremos agora a aplicagdo das estatisticas de

teste mencionadas na Seccao 4.1.

5.1.1 Testes de hipo6teses

Antes de aplicarmos as estatisticas de teste estudadas, apresentamos o

procedimento aplicado na obtencao das excedéncias e dos excessos relativos a

cada limiar considerado. Além disso, também apresentamos o codigo aplicado

na determinacao de algumas medidas de cada amostra a utilizar no calculo dos

valores observados das estatisticas de teste estudadas.

##### Procedimento 6 - Excedéncias e Excessos #####
SP500_s<-sort (SP500) # Ordena de forma ascendente a amostra
SP500_u<-SP500_s[which(SP500_s>u)] # Obtém as excedéncias amostrais

Y<-(SP500_u-u)# 0Obtém os excessos amostrais

Med_Y<-median(Y) # Determina a mediana dos excessos amostrais

M_Y<-mean(Y) # Determina a
m<-length(Y) # Determina o

Y_mm<-max(Y) # Determina o

Y_1m<-min(Y) # Determina o

média dos excessos amostrais
numero total dos excessos amostrais

maximo dos excessos amostrais

minimo dos excessos amostrais
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Estatistica de teste T

Comecemos por aplicar a estatistica de teste introduzida na Subsecgao 4.1.1 e
que podemos encontrar, por exemplo, em [10] e em [12]. Estamos interessados
em testar as hipoteses em (4.4) e assim obtemos os valores da Tabela 5.3, que é

construida através do seguinte procedimento:

##### Procedimento 7 - T_1 #####

library(Renext) # Biblioteca que contém a estatistica T}
T_1<-LRExp.test(Y,alternative= "GPD") # method = "asymp" quando m > 500
T_1$statistic

T_1b<-T_1$statistic/(1+4/m)

T_1b

pT1Bil<-1-pchisq(T_1$statistic,df=1)

pT1Bil # Valor de prova para T}

pT1bBil<-1-pchisq(T_1b,df=1)

pT1bBil # Valor de prova para 717,

Tabela 5.3: Limiares e valores resultantes do procedimento 7.

0.5% 1% 2.5% 5% 10%
Limiar (u) | 3.421284  2.672995 1.959207  1.499139  1.059779
Ty 3.221817  2.148515 12.7984 30.11005 43.9808
Ty, 3.047665 2.088834 12.6546 29.93994  43.85629
p(T1) 0.07266292 0.1427079 0.00034692 4.082e-08 3.3161e-11
p(T1s) 0.08085331 0.1483793 0.00037464 4.456e-08 3.5339e-11

Observamos na Tabela 5.3 valores de prova p superiores ao nivel de
significancia 0.05 para os dois maiores valores de u e para ambas as estatisticas
de teste T} e Ty,. Nestes casos, ao nivel de significancia de 0.05, temos
que os dados nao fornecem evidéncia suficiente para rejeitarmos a distribuicao
exponencial para os excessos populacionais em estudo. Para os restantes valores
de u considerados observamos, quer seja considerada a estatistica de teste T
quer seja a estatistica de teste T, valores de prova p inferiores ao nivel de
significancia 0.05. Logo, para estes casos, concluimos que os dados fornecem
evidéncia suficiente para considerarmos nao nulo o parametro de forma da funcao

de distribuicao GP para a modelacao dos excessos populacionais em estudo.
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Estatistica de teste T;

Aplicamos agora a estatistica de teste introduzida na Subseccdo 4.1.2 e que
podemos encontrar, por exemplo, em [11]. A semelhanca da aplicacdo da
estatistica anterior, estamos interessados em testar as hipoteses em (4.4). Assim

obtemos os valores da Tabela 5.4, que é construida através do seguinte codigo:

##### Procedimento 8 #####
library(evir)# biblioteca para gerarmos o parémetro de forma 7y

gamma< -gpd (SP500,u) $par.ests[1] # estimativa para o parfmetro <y pelo

# método ML

##### Procedimento 9 - T_2 #####

El1<-1/m*sum(Y)

E2<-1/m*xsum(Y"2)

VAR<- ((1-gamma) "2* (1-gamma+6*gamma”2) )/ ((1-2*gamma) ~3* (1-3*gamma) *
(1-4xgamma) )

T_2<-E2/(2%(E1)2)-1

T_2star<-sqrt(m)*(T_2-(1-gamma)/(1-2*gamma))

pT_2start<-(2-2*pnorm(abs(T_2star), mean=0, sd=sqrt(VAR)))

pT_2start

Tabela 5.4: Limiares e valores resultantes do procedimento 9.

0.5% 1% 2.5% 5% 10%
Limiar (u) | 3.421284  2.672995  1.959207  1.499139  1.059779
T, 0.2820213 0.1633753 0.2559924 0.2874925 0.2513468
15 -8.834884  -11.55749  -19.5115  -27.79946 -37.14262
p(T5) 0.1674192 2.016e-08  7.027e-05 9.689¢-06 0

Observamos na Tabela 5.4 valores de prova p nao superiores ao nivel de
significancia 0.05 para todos os valores de u, exceto quando wuggos = 3.421284.
Assim, ao nivel de significancia de 0.05, temos que os dados fornecem evidéncia
suficiente para considerarmos nao nulo o parametro de forma da funcao de
distribuicao GP para a modelacao dos excessos populacionais em estudo, exceto
quando w05 = 3.421284. Assim, para este caso, concluimos que os dados nao
fornecem evidéncia suficiente para rejeitarmos a distribuicdo exponencial para

0s excessos populacionais em estudo.
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Estatistica de teste T3

Agora aplicamos a estatistica de teste introduzida na Subseccao 4.1.3 e que
podemos encontrar em [31], por exemplo. Em primeiro lugar vamos testar as

hipoteses em (4.4). Para tal, geramos no R o seguinte codigo:

##### Procedimento 10 - T_3 #####
barY<-mean(Y)
S2<-1/m*xsum((Y-M_Y) "2)
T_3<-1/2%(S2/barY"2-1)

T_3

T_3star<-sqrt(m)*T_3

T_3star

# Bilateral
pT_3startBil<-(2-2*pnorm(T_3star))

pT_3startBil

Os resultados decorrentes deste procedimento estao apresentados na
Tabela 5.5.

Tabela 5.5: Limiares e valores resultantes do procedimento 10.

0.5% 1% 2.5% 5% 10%
Limiar (u) | 3.421284 2.672995 1.959207  1.499139  1.059779
15 0.2820213  0.1633753  0.2559924 0.2874925 0.2513468
T3 2.35956 1.933083  4.802842  7.628039  9.434717
p(T%) 0.01829663 0.05322596 1.564e-06 2.376e-14 0

Observamos na Tabela 5.5 valores de prova p nao superiores ao nivel de
significancia 0.05 para todos os valores de u, exceto quando ugg; = 2.672995.
Assim, ao nivel de significancia de 0.05, temos que os dados fornecem evidéncia
suficiente para considerarmos nao nulo o parametro de forma da funcao de
distribuicaio GP para a modelacdo dos excessos populacionais em estudo,
enquanto que para o valor ugg; = 2.672995, observamos que o valor de prova
p é superior ao nivel de significancia 0.05. Logo, para este caso, concluimos
que os dados nao fornecem evidéncia suficiente para rejeitarmos a distribuicao
exponencial para os excessos populacionais em estudo.

Ao analisarmos a Tabela 5.5 notamos que temos valores superiores a zero
para T5 o que nos leva a testar as hipoteses em (4.6). Para tal, temos a Tabela

5.6 que é construida através do seguinte codigo gerado no R:
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##### Procedimento 11 - T_3 #####
barY<-mean(Y)
S2<-1/m*xsum((Y-M_Y) "2)
T_3<-1/2x(S2/barY"2-1)

T_3

T_3star<-sqrt(m)*T_3

T_3star

# Unilateral Maior

pT_3startMaior<-1-pnorm(T_3star)

pT_3startMaior

Tabela 5.6: Limiares e valores resultantes do procedimento 11.

0.5% 1% 2.5% 5% 10%
Limiar (u) | 3.421284  2.672995  1.959207  1.499139  1.059779
15 0.2820213 0.1633753 0.2559924 0.2874925 0.2513468
T3 2.35956  1.933083  4.802842  7.628039  9.434717
p(T5) 0.009148  0.02661  7.821e-07 1.188e-14 0

Ao analisarmos a Tabela 5.6 observamos que os valores de prova p nao sao
superiores ao nivel de significancia 0.05 para qualquer que seja o valor de u
em causa. Logo, para este caso, concluimos que os dados fornecem evidéncia
suficiente para considerarmos o parametro de forma da funcao de distribuicao

GP maior do que zero para a modelagao dos excessos populacionais em estudo.

Estatistica de teste T}

Pomos agora em préatica a estatistica de teste abordada na Subsecgao 4.1.4 e que
podemos encontrar no estudo realizado por Gomes e van Montfort em [25]. Os
resultados decorrentes da aplicagao desta estatistica de teste estao apresentados
na Tabela 5.7 e foram obtidos através do seguinte codigo gerado no R:

##### Procedimento 12 - T_4 #####

T_4<-Y_mm/Med_Y

T_4

T_4star<-T_4*log(2)-log(m)
T_4star

library(evd)
# Unilateral maior

pT_4startMaior<-1-pgumbel(T_4star)

pT_4startMaior
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Tabela 5.7: Limiares e valores resultantes do procedimento 12.

0.5% 1% 2.5% 5% 10%
Limiar (u) | 3.421284  2.672995  1.959207  1.499139 1.059779
T 12.08568 10.95703  17.45866  20.53441  22.52686
Ty 4.128659  2.653195  6.237791  7.676587 8.363795
p(Ty) 0.01597547 0.0680032 0.0019523 0.0004635 0.000233

Na Tabela 5.7 observamos que os valores de prova p nao sao superiores ao
nivel de significancia 0.05, exceto quando wugg = 2.672995. Logo, para estes
casos, concluimos que os dados fornecem evidéncia suficiente para considerarmos
o parametro de forma da funcao de distribuicao GP maior do que zero para
a modelacao dos excessos populacionais em estudo, ao invés dos excessos
populacionais que associados ao limiar ugg; = 2.672995, onde obtemos um valor
de prova p superior a 0.05. Assim, para ugg; = 2.672995 os dados nao fornecem
evidéncia suficiente para rejeitarmos a distribuicao exponencial para os excessos

populacionais em estudo.

Estatistica de teste T

Agora pomos em pratica a estatistica de teste abordada na Subseccao 4.1.5 e
que podemos encontrar em [23], por exemplo. Os resultados decorrentes da
aplicacao desta estatistica de teste estao apresentados na Tabela 5.8 e foram

obtidos através do seguinte codigo gerado no R:

##### Procedimento 13 - T_5 #####
T_5<-(Y_mm-Med_Y)/(Med_Y-Y_1m)
T_5

T_5star<-T_bxlog(2)-log(m/2)
T_bstar

library(evd)
# Unilateral maior

pT_bstartMaior<-1-pgumbel (T_5star)

pT_bstartMaior

Quando analisamos a Tabela 5.8 observamos que os valores de prova p nao
sao superiores ao nivel de significancia 0.05, exceto quando ugg; = 2.672995.
Logo, para estes casos, concluimos que os dados fornecem evidéncia suficiente

para considerarmos o parametro de forma da funcdo de distribuicao GP maior
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Tabela 5.8: Limiares e valores resultantes do procedimento 13.

0.5% 1% 2.5% 5% 10%
Limiar (u) | 3.421284  2.672995  1.959207  1.499139  1.059779
15 11.36914  9.995661  16.49246  19.54463  21.53057
Tz 4.325136  2.679969  6.261216  7.683675  8.366365
p(T%) 0.01314459 0.0662675 0.0019071 0.0004602 0.0002325

do que zero para a modelacao dos excessos populacionais em estudo ao invés
dos excessos populacionais correspondentes ao limiar ugg; = 2.672995. Assim,
para ug; = 2.672995 temos que os dados nao fornecem evidéncia suficiente para

rejeitarmos a distribuicao exponencial para os excessos populacionais em estudo.

Estatistica de teste T

Por fim, vamos aplicar a estatistica de teste abordada na Subsecgao 4.1.6 e que
podemos encontrar em [8]. Em primeiro lugar, vamos testar as hipoteses em
(4.4). Para tal, geramos no R o seguinte codigo:

##### Procedimento 14 - T_6 #####

F_U<-Y[m-round (m/4)+1]

F_L<-Y[round(m/4)]

T_6<-(F_U-Med_Y)/(Med_Y-F_L)

T_6star<-log(3/2)*sqrt (m/2)*(T_6-1log(2)/log(3/2))

# Bilateral

pT_6starBil<-(2-2*pnorm(abs(T_6star)))

pT_6starBil

Os resultados decorrentes deste procedimento estao apresentados na
Tabela 5.9.

Tabela 5.9: Limiares e valores resultantes do procedimento 14.

0.5% 1% 2.5% 5% 10%
Limiar (u) | 3.421284  2.672995 1.959207  1.499139  1.059779
Tk 2.998013 1.264464  2.530439  1.844091  1.732886
Ty 3.09081 -1.509762  4.415856  1.023775  0.251558
p(T%) 0.00199611 0.1311042 1.006e-05 0.3059415 0.8013827

Na Tabela 5.9 observamos que os valores de prova p sao superiores ao nivel
de significancia 0.05 para qualquer que seja o valor de u em causa, exceto quando

Ugoos = 3.421284 e wuggos = 1.959207. Assim, ao nivel de significancia de
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0.05, temos que os dados nao fornecem evidéncia suficiente para rejeitarmos
a distribuicao exponencial para os excessos populacionais em estudo.

Mas quando abordamos os excessos populacionais associados aos limiares
Ug.005 = 3.421284 e ug go5 = 1.959207 concluimos que os dados fornecem evidéncia
suficiente para considerarmos nao nulo o parametro de forma da funcao de
distribuicao GP para a modelacao dos excessos populacionais em estudo.

Ao analisarmos a Tabela 5.9 notamos que temos valores superiores a zero
para T¢ o que nos leva a testar as hipoteses em (4.6). Para tal, temos a Tabela
5.10 que é construida através do seguinte codigo gerado no R:

##### Procedimento 15 - T_6 #####

F_U<-Y[m-round(m/4)+1]

F_L<-Y[round(m/4)]

T_6<-(F_U-Med_Y)/(Med_Y-F_L)

T_Bstar<-log(3/2) *sqrt (m/2)*(T_6-log(2) /1log(3/2))

# Unilateral Maior
pT_6starMaior<-(1-pnorm(abs(T_6star)))

pT_6starMaior

Tabela 5.10: Limiares e valores resultantes do procedimento 15.

0.5% 1% 2.5% 5% 10%
Limiar (u) | 3.421284  2.672995 1.959207  1.499139  1.059779
T 2.998013  1.264464 2.530439 1.844091  1.732886
18 3.09081  -1.509762 4.415856  1.023775  0.251558
p(T%) 0.0009981 0.0655521 5.031e-06 0.1529707 0.4006914

J& quando analisamos a Tabela 5.10, observamos que os valores de prova
p sao superiores ao nivel de significancia 0.05, exceto quando wuggps =
3.421284 e ugges = 1.959207. Assim, concluimos que os dados nao fornecem
evidéncia suficiente para rejeitarmos a distribuicao exponencial para os excessos
populacionais em estudo. J& quando temos ug.gos = 3.421284 € ug.g25 = 1.959207,
concluimos que os dados fornecem evidéncia suficiente para considerarmos o
parametro de forma da funcao de distribuicao GP maior do que zero para a

modelacao dos excessos populacionais em estudo.
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Resumo das estatisticas de teste

A decisao de rejeitar ou nao a distribuicao exponencial para cada uma das seis
estatisticas de teste analisadas esta apresentada na Tabela 5.11. Ao analisarmos
a mesma, observamos que para todas as estatisticas de teste analisadas
rejeitamos a distribuigao exponencial para os excessos relacionados com o limiar
Up.025 = 1.959207. De igual forma, podemos verificar que a funcao de distribuigao
exponencial é rejeitada quando a estatistica de teste T3 é aplicada, qualquer que
seja o limiar considerado.

No caso do limiar uggos = 3.421284, notamos que a funcao de distribuicao
exponencial s6 nao é rejeitada quando sao realizados testes bilaterais, ou seja,
quando sao aplicadas as estatisticas de teste 17, T, e T5. Observamos assim para,
este limiar diferentes decisoes para as estatisticas de teste T, e T3, ao contrario
do que é observado para o limiar igual a 2.672995. Para este limiar, a funcao de
distribuicao exponencial nao é rejeitada para todas as restantes estatisticas de
teste. Observamos também que, para os limiares iguais a 1.499139 e 1.059779,
a distribuicao exponencial s6 nao é rejeitada quando é aplicada a estatistica de
teste Tg.

Relembremos que Brilhante em [8] constatou que a estatistica de teste Ty tem
um pior desempenho na detecao da distribuicao exponencial em comparacao com
as estatisticas de teste T, e T5. No entanto, observamos aqui que a funcao de
distribuicao exponencial é rejeitada para estas estatisticas de teste. Observamos
também que as estatisticas de teste Ty, Ty e Ty apenas indiciam decisoes de
rejeicao diferentes para os dois valores de limiar mais baixos correspondente a

uma maior quantidade de valores observados.

Tabela 5.11: Decisao de rejeitar ou nao a distribuigao exponencial (a = 0.05).

0.5% 1% 2.5% 5% 10%
Limiar u 3.421284 2.672995  1.959207  1.499139 1.059779
Ty (y#0) | N.Rej. Hp N.Rej. Hy Rej. Hy  Rej. Hp Rej. Hy
Ty (Y#0) | N.Rej. Hp N.Rej. Hy Rej. Hy  Rej. Hp Rej. Hy
Ty (y#0) | N.Rej. Hi  Rej. Hy Rej. Hy  Rej. Hy Rej. Hy
15 (’}/ > 0) Rej. Hy Rej. Hy Rej. Hy Rej. Hy Rej. Hy
T, (v > 0) Rej. Hy N.Rej. Hy Rej. Hy  Rej. Hy Rej. Hy
T5 (”}/ > 0) ReJ Ho N ReJ Ho ReJ HO RQ] HO ReJ Ho
Ts (v > 0) Rej. Hy N.Rej. Hy Rej. Hy N.Rej. Hy N.Rej. Hy
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5.1.2 Intervalos de confianca e métodos graficos

No calculo dos valores observados para as estatisticas de teste 17 e T, foi
utilizado o método de estimacao ML. A obtencao da estimativa de v por este
método é parte integrante na construcao dos intervalos de confianca referidos na
Seccao 4.2. Na biblioteca POT estao implementados os métodos MOM, PWM e
ML, sendo que estes dois tltimos métodos apresentam uma complexidade mais

elevada do que o método MOM.

Outras bibliotecas onde podemos encontrar os métodos PWM e ML sao
as bibliotecas denominadas eva, evir, fExtremes ¢ QRM. Nestas bibliotecas os
estimadores obtidos pelo método PWM para os parametros de forma ~ e escala
S resultam da aplicacao das equagoes (3.21) e (3.22), respetivamente. Por outro
lado, as bibliotecas evd, Renext e extRemes apenas apresentam a possibilidade de

aplicar o método ML na obtencao das estimativas para os parametros em estudo.

Nesta aplicacao, optamos por utilizar a biblioteca POT porque engloba todos
os métodos de estimagao referidos (métodos ML, PWM e MOM). Assim sendo,

para cada valor de u obtido, é aplicado o seguinte procedimento:

##### Procedimento 16 #####
library(POT) # Carrega a biblioteca que contém as fungBes aplicadas
MOM<- fitgpd(SP500, u,est = "moments") # Determina as estimativas dos
# parametros pelo método MOM
PWM<- fitgpd(SP500, u, est = "pwmu") # Determina as estimativas dos
# parametros pelo método PWM
ML <- fitgpd(SP500, u, est= "mle", std.err.type ="expected") # Determina

# as estimativas dos parédmetros pelo método ML

gpd.fishape(MOM) # Determina o intervalo de confianga para o parametro
# v pelo método MOM

gpd.fishape (PWM) # Determina o intervalo de confianca para o parémetro
# v pelo método PWM

gpd.fishape(ML) # Determina o intervalo de confianga para o parametro

# v pelo método ML

Os resultados obtidos da aplicagao deste procedimento estao apresentados na
Tabela 5.12. Notemos que os intervalos de confianca obtidos possuem todos um
grau de confianca de 95%.

Ao analisarmos a Tabela 5.12, observamos que os intervalos de confianca

calculados quando consideramos 0.5% e 1% dos valores extremos contém o valor
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zero, qualquer que seja o método de estimacao de parametros utilizado. Assim,
para estes valores em particular, nao temos evidéncia suficiente para rejeitar a

distribuicao exponencial.

Tabela 5.12: Estimativas para v e intervalos de 95% confianca resultantes do
procedimento 16.

0.5% 1% 25% 5% 10%
Limiar u | 3.421284  2.672995  1.959207 1.499139 1.059779
Anom 0.1849 0.1258 0.1702 0.1830 0.1675
LCon | -0.26,0.63 -0.1,0.35 -0.01,0.35 0.04,0.32  0.08,0.26
Aew 0.1916 0.0828 0.1898 0.2027  0.1579
LCpwy | -0.09, 0.47 -0.11,0.27 0.06,0.32 0.12,0.20  0.1,0.22
o 0.2016 0.1094 0.1859 0.2006 0.1626
I.C..i | -0.07,0.47 -0.06,0.28 0.06,0.31 0.11,0.29 0.10, 0.22

Ao analisarmos a Tabela 5.12, observamos que os intervalos de confianca
calculados quando consideramos 0.5% e 1% dos valores extremos contém o
valor zero, qualquer que seja o método de estimacao de parametros utilizado.
Assim, para estes valores em particular, nao temos evidéncia suficiente para
rejeitar a distribuicao exponencial. Ao considerarmos 2.5% dos valores extremos,
observamos que o intervalo de confianca calculado contém o valor zero apenas
quando foi aplicado o método MOM na estimacao do parametro . Assim,
apenas neste caso, nao temos evidéncia suficiente para rejeitar a distribuicao
exponencial. Por fim, observamos que os intervalos de confianca calculados
quando consideramos 5% e 10% dos valores extremos nao contém o valor zero,
qualquer que seja o método de estimagao de parametros utilizado. Logo, para
estes valores em particular, temos evidéncia suficiente para rejeitar a hipotese
nula, ou seja, para considerar que os excessos em estudo seguem uma funcao de
distribuicao GP.

Temos também a funcdo gréafica shape na biblioteca evir que nos auxilia no
estudo dos intervalos de confianca, fornecendo uma representacao grafica para
a estimativa do parametro de forma e os respetivos intervalos de confianca,
para um dado conjunto de excedéncias. Na Figura 5.5 temos um exemplo
dessa representacao grafica correspondente aos dados em estudo. O tracejado a
representa os limites inferior e superior do intervalo de 95% de confianca, a linha
continua representa as estimativas para o parametro de forma, tendo em conta
os diferentes limiares. A estimativa nula para o parametro de forma é salientada

pela representagao de uma reta.
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O procedimento para a obtencao de Figura 5.5 é apresentado em seguida.
Uma nova funcao denominada shape_graf foi criada a partir da funcao shape
de modo a obtermos uma estimativa e respetivo intervalo de confianca utilizando
o método ML (grafico da esquerda) e o método PWM (gréfico da direita), sendo
também realizadas ligeiras alteragoes no c6digo no ambito da traducao de textos
de inglés para portugueés.

##### Procedimento 17 #####

library(evir) # Carrega a biblioteca que contém a fungdo aplicada
shape_graf (SP500,models=500,start=70,end=1409,reverse=F)

abline(0, 0, col = "green")
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Figura 5.5: Estimativas e intervalos de confianca para .

Aplicamos em seguida os métodos de validacdo de modelos através dos
métodos graficos abordados na Secgao 4.2 no caso de termos 5% e 10% dos valores
extremos. Relembramos que o objetivo é percebermos efetivamente se temos a
linearidade caracteristica da boa adequacao dos dados ao modelo da distribuicao
GP através da sua visualizagdo. A titulo exemplificativo, apresentamos em

seguida o procedimento a realizar no caso de termos 5% dos valores.

##### Procedimento 18 #####

library(fExtremes)

Percentagem=>5

nf = floor (Percentagem/100*length(as.vector (SP500)))
threshold<-findThreshold (SP500, nf)

library(ismev)

z<-gpd.fit (SP500, threshold)
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Repr <- par(mfrow = c(1, 3))

gpd.pp_alt(z$mle, z$threshold, z$data)
gpd.qq_alt(z$mle, z$threshold, z$data)
gpd.his_alt(z$mle, z$threshold, z$data)

par (Repr)
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Figura 5.6: Graficos de diagnoéstico da biblioteca ismev para wugg; = 1.499139.
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Figura 5.7: Graficos de diagnostico da biblioteca ismev para ug 19 = 1.059779.

Através da anélise das Figuras 5.6 e 5.7, constatamos que os dados tém uma
aproximacao razoavel a diagonal apresentada nos graficos tanto para 5% como
para 10% dos valores extremos considerados. De igual forma, podemos observar
um bom ajustamento dos dados do histograma a curva no terceiro grafico de

cada um dos casos.
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5.1.3 Estimagao dos quantis extremais

Nesta subseccao, o pretendido é calcularmos as duas medidas de risco abordados
na Seccao 3.2, denotadas de VaR e CTE. Estas duas medidas sao de vital
importancia para a gestao do risco, dado o risco de eventos extremos estar
presente nas mais diversas areas financeiras, como é o caso do mercado
bolsista. Assim, a gestdo do riscos tem como um dos seus maiores desafios a
implementacao de modelos que quantifiquem e qualifiquem o risco de eventos
raros, como sao o VaR e o CTE.

Para estimarmos os valores do VaR e CTE consideremos o seguinte
procedimento gerado no R (particularizando no caso em que é utilizada a

sub-amostra dos 2.5% maiores valores da amostra).

##### Procedimento 19 - VaR e CTE #####
library(fExtremes)

Percentagem=2.5

nf = floor(Percentagem/100*length(as.vector (SP500)))
u<-findThreshold (SP500, nf)

library (QRM)

z<-fit.GPD(SP500, threshold = u,information = "observed")
RiskMeasures(z,p)

gamma<-z$par.ests[1]

beta<-z$par.ests[2]

p<-c(0.01,0.001,0.0001) # Probabilidades consideradas
N_u=m

VaR_p=u+(beta/gamma) * ((n*p/N_u) ~ (-gamma) -1)

ES_p=VaR_p/ (1-gamma)+(beta-gamma*u) / (1-gamma)

Os valores decorrentes da aplicacao do procedimento anterior para cada um

dos limiares considerado estao compilados na Tabela 5.13.

Na Tabela 5.11 pudemos constatar que recusamos a hipotese nula (4.6)
qualquer que seja a estatistica de teste aplicada quando consideramos 2.5% dos
dados extremos. Assim sendo, consideraremos apenas este caso na interpreta¢ao
dos valores VaR e CTE apresentados na Tabela 5.13.

Desta forma, com uma probabilidade de 0.01, o que esperamos é que as taxas
dos retornos didrios obtidos sejam superiores a VaRZ5;® = 2.688481, sendo o valor

médio dos retornos acima de VaRg:g(l% de 3.752985, que nao é mais do que o valor

de CTE2S.
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Tabela 5.13: Estimacao do VaR e CTE para os diferentes limiares.

0.5% 1% 2.5% 5% 10%

Limiar v | 3.421284  2.672995 1.959207  1.499139  1.059779

0 0.2018 0.1094 0.1859 0.2005 0.1627

B 0.8966 0.9784 0.7311 0.6228 0.5897
VaRg.01 2.83592 2.66624 2.68848 2.68106 2.70632
CTEpo | 3.811214  3.764006  3.752985  3.756363  3.730387

0 0.2018 0.1094 0.1859 0.2005 0.1627

& 0.8966 0.9784 0.7311 0.6228 0.5897
VaRgoo1 | 0.117647  5.226331  5.179065  5.196792  5.101357
CTEp001 | 6.669698  6.638571  6.812187  6.902840  6.590693

q 0.2018 0.1094 0.1859 0.2005 0.1627

& 0.8966 0.9784 0.7311 0.6228 0.5897
VaRooo1 | 8.748708  8.519808  9.000026  9.188197  8.584536
CTEo.0001 | 11.218585 10.336613 11.505502 11.894981 10.750525

Ja quando consideramos uma probabilidade de 0.001, esperamos que as

taxas dos retornos didrios obtidos sejam superiores a Vajogg“l

= 5.179065,
sendo CTEZ5 = 6.812187. Por fim, quando consideramos uma probabilidade
0.0001, esperamos que as taxas dos retornos diarios obtidos sejam superiores a

VaR25% = 9.000026, sendo CTEZ3%, = 11.505502.
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Capitulo 6
Conclusao

Desde a sua introducao até a atualidade, a metodologia POT tem sido uma
das metodologias que mais tem merecido a atencao dos estudiosos nas areas de
aplicacao da EVT, dado permitir uma melhor utilizacao dos dados em estudo
segundo a bibliografia consultada. Os valores em estudo na metodologia POT
sao aqueles que se encontram acima de um limiar selecionado, no entanto, essa
selecao nao é consensual. Apesar de nao haver um consenso no meio cientifico
quanto & escolha do melhor limiar a ser utilizado, é habitual o uso de métodos
graficos que auxiliam na escolha desse valor. Nesta dissertacao foram referidos
alguns desses métodos, nomeadamente o método de escolha baseado na funcao
grafica do excesso médio empirico, que nao se revela de facil interpretacao.

No estudo da metodologia POT, foi de especial interesse estudar a estimacao
dos parametros das funcoes de distribuicoes exponencial e de distribuicoes
GP. Para tal, foram abordados os métodos MOM, PWM e ML, os quais sao
considerados como os métodos de estimacao mais usuais. Na aplicacao destes
trés métodos, foi observado que o método MOM ¢é, matematicamente, o mais
acessivel de entre os trés métodos, de tal forma que este método é utilizado
para fornecer valores iniciais em algoritmos numéricos relativos aos métodos de
estimacao PWM e ML numa grande variedade de bibliotecas consideradas nesta
dissertacao.

O objetivo do estudo aqui realizado foi sugerir métodos de escolha entre
a fungdo de distribuicao exponencial e a funcao de distribuicao GP. Além
dos métodos estatisticos que assentam em testes de hipoteses foram também
sugeridos métodos baseados em intervalos de confianca e em métodos graficos.

De modo a exemplificar a aplicagao destes métodos estatisticos, foi realizada

67
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uma ilustragao pratica no quinto capitulo. Nesta ilustracao pratica foi utilizado
o software R, dada a grande variedade de bibliotecas ja implementadas. Muitas
destas bibliotecas, como por exemplo as bibliotecas evir, evmix, evd, ismev e POT,
j& incorporam as diversas funcoes usadas para a aplicagao dos temas abordados

ao longo desta dissertacao.

A base de dados utilizada na ilustracao pratica realizada é formada pelos
retornos didrios dos dados do indice bolsista S&P500. Ao aplicarmos as
estatisticas de teste Ty e 11 (cf.  Subseccdo 4.1.1) obtivemos as mesmas
conclusoes para qualquer limiar considerado. Para 0.5% e 1% dos valores
extremos, os dados nao forneceram evidéncia suficiente para rejeitar a hipotese
nula, ou seja, nao forneceram evidéncia suficiente para rejeitar que os excessos
seguem uma distribuicao exponencial. J4 quanto aos restantes limiares
considerados, os dados forneceram evidéncia suficiente para concluirmos que
os excessos em estudo seguem uma distribuicao GP. Conclusoes analogas foram
extraidas dos intervalos de confianca obtidos quando foi considerada a estimativa
para o parametro de forma 7 obtida tanto pelo método ML como pelo método
PWDM. De facto, foi observado que o valor zero apenas pertencia aos intervalos de
confianca calculados quando foram considerados 0.5% e 1% dos valores extremos.
Por outro lado, foi observado que o intervalo de confianca calculado quando foi
considerada a estimativa para ~ obtida pelo método MOM foi o tinico intervalo

de confianca que continha o valor zero.

Aplicando a estatistica de teste Ty (cf. Subseccao 4.1.2), foi considerado
que os dados forneceram evidéncia suficiente para considerar que os excessos em
estudo seguem uma distribuicaio GP quando todos os limiares sao considerados,
exceto quando foi considerado o limiar correspondente a 0.5% dos valores
extremos. Esta excecao nao foi observada na aplicacao da estatistica de teste
T3 (cf. Subseccao 4.1.3), uma vez que qualquer que seja o limiar considerado,
os dados forneceram sempre evidéncia suficiente para a rejeicao do modelo

exponencial para os excessos em estudo.

Por sua vez, ao aplicarmos as estatisticas de teste Ty e T5 (cf. Subsecgdes 4.1.4
e 4.1.5) foram obtidas as mesmas conclusoes para quaisquer limiares utilizados,
existindo apenas evidéncia para nao rejeitar a distribuicao exponencial quando
foi considerado 1% dos valores extremos. Por fim, as estatisticas de teste Ty, T5 e
Ty apenas indiciaram decisoes de rejeicao diferentes para os dois valores de limiar

mais baixos correspondentes a uma maior quantidade de valores observados.
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De modo a finalizar a nossa ilustracao prética calculamos as estimativas para
quantis extremais. Ao analisar os 2.5% valores extremos estimamos que, para
probabilidades no méximo iguais a 1% as taxas dos retornos diarios obtidos no
instante ¢ + 1 seriam, em média, no minimo iguais a 3.75%. Assim, por cada
1.000.000,00€ é de esperar que no instante t + 1 os investidores obtenham um

retorno superior a 37.500,00€.
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