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Resumo

Esta tese trata de sistemas de filas de espera estudando o seu comportamento ao longo
do tempo e quando se encontram em estado de equilibrio.

A tese é constituida por trés grandes capitulos. Em primeiro lugar sao apresentados
alguns conceitos béasicos da probabilidade, da estatistica e de processos de estocdsticos. Sao
também descritas as condigoes e caracteristicas necessdrias para formar um sistema de filas
de espera.

Em seguida desenvolvemos vérios tipos de sistemas de filas de espera markovianos, es-
tudando vérias caracteristicas de cada modelo, entre elas o nimero esperado de clientes no
sistema e na fila, o tempo esperado que um cliente aguarda no sistema e na fila, apds o
sistema estar em equilibrio. Apresentamos também alguns gréficos e comparagdes.

Por fim, fazemos uma abordagem a alguns sistemas de filas de espera nao markovianos,
com um estudo menos aprofundado, mas sempre tentando determinar as caracteristicas que
foram determinadas nos modelos markovianos.

Palavras-chave

Sistema de filas de espera, chegadas, fila de espera, servigo, mimero esperado de clientes,
tempo esperado, estado de equilibrio, férmulas de Little, processo de nascimento e morte,
modelos markovianos, modelos nao-markovianos.






Abstract

This thesis talks about systems of waiting queues by studying their behavior along the
time and when they are in a state of equilibrium.

The thesis consists of three main chapters. First are presented some basic concepts
of probability, statistical and stochastic processes. It also describes the conditions and
characteristics necessary to form a system of waiting queues.

Then we develop various types of systems of Markovian waiting queues, studying various
characteristics of each model, including the expected number of customers in the queue sys-
tem and the expected time a customer waits in the queue, after the system is in equilibrium.
We also present some graphics and comparisons.

Finally, we present a general approach to some systems of non-Markovian waiting queues,
with a less detailed study, but always trying to determine the characteristics that were
determined in Markovian models.

Keywords

System of waiting queues, arrivals, waiting queues, service, expected number of cus-
tomers, expected time, state of equilibrium, Little’s formulas, birth and death processes,
Markovian models, non-Markovian models.
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1 Introducao

O estudo das filas de espera surge no trabalho do matematico dinamarqués Agner Krarup
Erlang (Lonborg, 1 de Janeiro de 1878 - Lonborg, 3 de Fevereiro de 1929) que, no inicio do
século XX foi a primeira pessoa a estudar o problema das redes de telefones.

Segundo Brockmeyer et al. [9] A. K. Erlang comegou por estudar a troca de ligagoes de
uma pequena vila e criou uma férmula, agora conhecida como a férmula de Erlang, para
calcular a fracgao de ligagoes para fora da vila que tinham de esperar porque todas as linhas
estavam ocupadas.

Embora o modelo de Erlang seja simples, o seu modelo ainda serve de base a matemética
que estd por tras do estudo das complexas redes de telefones de hoje.

Erlang era membro da Associagdo dos Matemdticos Dinamarqueses e foi através desta
que estabeleceu contacto com outros mateméticos e com sécios da Companhia Telefénica
de Copenhaga, para onde foi trabalhar em 1908, como colaborador cientifico e depois como
chefe do seu laboratério.

Erlang comegou a trabalhar aplicando a teoria de probabilidades a problemas de trifego
de telefones imediatamente e em 1909 surge o primeiro trabalho publicado sobre este: “The
Theory of Probabilities and Telephone Conversations”, provando que ligagoes telefénicas
distribuidas aleatoriamente seguiam a lei de distribuicao de Poisson.

Mais tarde outros trabalhos foram publicados. O mais importante foi em 1917, “Solution
of some Problems in the Theory of Probabilities of Significance in Automatic Telephone
Exchanges”. Este continha férmulas para perda e tempo de espera que agora sao bem
conhecidas na teoria de tréafego de telefones. Uma coleccao dos principais trabalhos de
Erlang nesta drea pode ser encontrada na obra “The life and works of A.K. Erlang” [9],
editada pela Companhia de Telefones de Copenhaga em 1948.

Segundo Syski [39], no inicio dos anos 50, as filas de espera eram geralmente estudadas
com base em pressupostos Markovianos, em que o objectivo era obter uma expressao explicita
para o comprimento da fila ou do tempo de espera, no estado de equilibrio.

Em meados dos anos 60 alguns estudiosos, matemaéticos e estatisticos, tinham alcancado
resultados impressionantes apresentando solugoes para praticamente todos os modelos de
filas para um tnico servidor com entradas independentes, e resultados para sistemas de
vérios servidores, com tempo de servigo exponenciais. As filas de prioridade com chegadas
com distribuicao de Poisson e prioridades fixas foram também exaustivamente estudadas. E
por tudo isto, em 1973, numa tese de Raph Disney ¢é afirmado que nao haveria mais nada
para estudar na teoria das filas de espera (cf. [15]).

Realmente, nos anos 50 e 60 a teoria das filas de espera teve um estudo muito amplo
e profundo. Entre muitos outros trabalhos destacam-se os trabalhos de Kendall [21], [22],
Lindley [26], Smith [38], Cox [12] e Loynes [27], [28], discutido por Peter Whittle [43]. Outros
varios textos foram publicados, como por exemplo os trabalhos de Morse [31], Syski [40],
Saaty [37], Benes [7], Prabhu [34], Cohen [11], Gnedenko e Kovalenko [18]. Os dois volumes
de Feller [16], [17], contém muitos conhecimentos tedricos e aplicacoes para sistemas de filas,
bem como em outras dreas aplicadas & probabilidade. Jaiswal [20] escreveu o primeiro livro
totalmente dedicado as filas com prioridade. Em 1961 Cox e Smith [13] escreveram um livro
notavel resumindo a teoria das filas de espera existente.
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A ideia de que a teoria das filas de espera jd estava “completa”, caiu por terra, e ainda
hoje existem muitos interessados, matematicos, estatisticos a trabalhar em novos modelos
da teoria das filas de espera, como o prova, por exemplo, a revista “Queueing Systems”
(http://www.springerlink.com/).

O estudo das filas de espera tem aplicagao imediata. Basta pensar que quando vamos
a um supermercado, a um banco, a uma loja, ou se usarmos um simples elevador vamos
encontrar um sistema de filas de espera. Designamos por sistema de fila uma estrutura que
engloba a distribuicao de chegada dos clientes ao sistema, a distribuigao do tempo que um
cliente demora para ser atendido dependendo do nimero de clientes que este encontra na fila
de espera, a distribuigao do servigo do cliente e o tempo que o cliente demora a ser servido
e a sair do sistema. Obviamente, seria muito ttil conhecer & partida, quando entramos no
sistema o tempo que serd necessdrio para estar servido, do ponto de vista do cliente. Do
ponto de vista da entidade presta servigos, é importante conhecer qual o tamanho médio da
fila e o tempo em que os servidores estao desocupados.

Nesta tese estudamos filas de espera com diferentes nimeros de servidores, com condigoes
diferentes relativamente & dimensao da populagao e & dimensao da “sala de espera”’. Em cada
caso estimamos o tempo médio que um cliente terd de esperar para ser atendido, sabendo
quantos clientes se encontram no sistema e o tempo médio de cada servigo.

Este estudo resultou da exploracao de algumas obras de probabilidade, de estatistica,
de processos estocdsticos e, em particular, de filas de espera. O tema das filas de espera &,
obviamente, muito vasto, e seria impossivel querer resumir tudo que j4 existe sobre este tema
numa sé tese. Optdmos entao por apresentar os modelos markovianos e os nao markovianos
mais usuais. Passemos entao & descri¢ao resumida dos conteidos dos restantes capitulos da
tese.

No segundo capitulo expomos os conceitos e os resultados bésicos que serao utilizados
ao longo da tese.

No terceiro capitulo e seguintes, optdmos por apresentar um texto que, embora incluindo,
obviamente, defini¢oes e resultados, nao os destaca, facilitando assim a sua leitura.

Introduzimos a teoria das filas de espera no terceiro capitulo, apresentando os elementos
necessérios para formar um modelo de filas. E ainda neste capitulo que fornecemos todas
as ferramentas necessdrias, provindas da teoria dos processos de nascimento e morte, para
trabalhar com as filas de espera. E também aqui que é introduzida a notacdo referente as
principais varidveis aleatérias envolvidas nos capitulos seguintes. Damos a conhecer o que é
o estado de equilibrio e as famosas férmulas de Little.

No capitulo seguinte exploramos com mais pormenor os modelos onde as chegadas de
novos clientes ocorrem de acordo com um processo de Poisson, o servico é uma varidvel
aleatéria com distribui¢do exponencial e a disciplina de atendimento é a FCFS (First Come,
First Served), i.e., o primeiro cliente a chegar ao sistema é o primeiro a ser atendido e a
sair do sistema. Estes modelos sao, como veremos, os sistemas de mais simples “trato” e
aqueles que, em muitas situagoes, se aproximam da realidade (recorde-se o destaque que a
distribuigdo de Poisson tem como consequéncia da Lei dos Acontecimentos Raros e das suas
propriedades como a estacionaridade, e a reguralidade). O que diferencia os vdrios modelos
apresentados neste capitulo é o nimero de servidores (desde o caso em que o sistema tem
um s6 servidor até o caso em que existem infinitos servidores), a capacidade do sistema e a
capacidade da populacao. Quando a capacidade da populacao é infinita, esta nao limita o
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sistema. No entanto, podemos considerar sistemas onde a capacidade do sistema é infinita,
mas a da populacao é finita e, neste caso, é a capacidade da populacao que limita o sistema.
Na situagao oposta temos os sistemas onde a capacidade do sistema é finita e a da populagao
¢ infinita. Para cada um dos sistemas determinamos as caracteristicas de cada usando as
férmulas de Little e elaboramos os respectivos graficos.

No capitulo cinco estudamos outros modelos mais generalizados. Estudamos modelos
onde as chegadas tém uma distribuigao de Poisson e os servigos tém uma distribuigao genera-
lizada, nao necessariamente exponencial. Estudamos também o modelo em que as chegadas
tem uma distribuigio generalizada (ndo seguindo necessariamente um processo de Poisson),
e os servigos tém distribuicdo exponencial. E por fim estudamos modelos em que nao sao
definidos nem a distribuigdo das chegadas nem dos servigos. Nestes modelos usando as
férmulas de Little conseguimos encontrar muitas propriedades destes, mas como é 6bvio,
nao conseguimos ir tao longe como no capitulo anterior, e por vezes nao conseguimos chegar
a resultados exactos, mas sé a aproximagoes.
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2 Conceitos fundamentais

Para efectuar uma analise tedrica de uma fila de espera teremos de ter em mente conceitos
bésicos e resultados da matemética, da estatistica e da probabilidade que vamos utilizar.
Estes conceitos e resultados podem ser encontrados em muitos livros da drea, como por
exemplo em [33].

2.1 Sigma-dlgebra e funcao mensuréavel

z

Definicao 1 Uma experiéncia aleatoria é um procedimento obtido através de obser-
vagoes, onde é conhecido todo o conjunto dos possiveis resultados (), qualquer realiza¢do
de experiéncia produz um resultado (w) que pertencente a (), e é incerto, pois ndo é posstvel

sabé-lo sem fazer a experiéncia, porque eriste uma interven¢do do acaso.

Definigao 2 O espago amostral ou espacgo dos resultados de uma experiéncia aleatoria,
Q, é o conjunto de todos os acontecimentos resultados concebiveis de uma experiéncia
aleatoria.

Definicao 3 Dados um conjunto Q e um subconjunto do conjunto das partes de €,
A C P(Q), dizemos que A é uma sigma-dlgebra sobre Q) se

1. Qe A;
2. Se E€ A, entio E =Q\E € A;
3. Se,Vn €N, E, € A, entdao LGJNEn € A.

O par (Q, A) é designado por espago mensurdvel e os elementos de A conjuntos men-
surdveis relativamente o sigma-dlgebra A.

A sigma-dlgebra usual sobre R é a sigma-dlgebra dos borelianos, B, isto é, a sigma-
dlgebra gerada pela topologia usual de R ou, equivalentemente, gerada pela classe
{(=o0,a], a € R}. Por outras palavras B é a menor sigma-dlgebra que contém a
topologia T,

Definicao 4 Os elementos de uma sigma-dlgebra sao designados por acontecimentos.

Definicao 5 Seja A um acontecimento de um espago mensurdvel (Q,A). O aconteci-
mento complementar de A é ) — A= Q\A=A= A°.

Definicao 6 Dados dois espagos mensurdveis (1,.41) e (2, A2) e f uma aplicagdo definida
de Q1 para Qq, dizemos que f é uma fun¢cdo mensurdvel se a pré-imagem de qualquer
congunto mensurdvel (relativamente a Az) for um conjunto mensurdvel (relativamente a A;)
1sto €, se

VB € As, f71(B) € A;.
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2.2 Independéncia de acontecimentos

Definigao 7 Consideremos uma aplica¢do j ndo negativa, definida numa sigma-dlgebra A,
sobre um conjunto Q). Dizemos que

p:A—10,+o0]
é uma medida se:
L p(0) =0;

2. Dada uma sucesséo {F;}. n de conjuntos mensuréveis disjuntos, dois a dois, temos

m <nL€JNEn> = u(En).

neN

€N

Definicao 8 Se p for uma medida definida num espago mensurdvel (2, A) e se () =1
dizemos que p é uma medida de probabilidade.

As medidas de probabilidade denotam-se usualmente por P.
O terno (92, A, P) é designado por espago de medida. Assumiremos no resto deste capitulo
estar a trabalhar num espago de medida representado por (€2, A, P).

Definicao 9 Seja B um acontecimento tal que P(B) > 0. Definimos a probabilidade de A
sabendo (ou condicionado a) B da seguinte forma:

P(AN B)

PAIB) = =55

Definigao 10 Sejam A e B dois acontecimentos. Dizemos que A e B sdo independentes
se
P(ANnB)=P(A)P(B).

Neste caso a ocorréncia de B nao tem qualquer efeito sobre a probabilidade de acontecer A
e vice-versa. De facto, se A e B sdo independentes entdo

P(AlB) = P(A),seP(B)>0
P(B|A) = P(B),seP(A)>0.

Mais geralmente dizemos que os acontecimentos Ay, A, ..., A, (n € Ny) sao independentes
se para qualquer k < n, para cada escolha de k acontecimentos, a probabilidade da sua
interseccdo é igual ao produto das suas probabilidades.

Teorema 11 (da Probabilidade Total) Seja {B;},; . wma parti¢ao do espago de resulta-

dos Q, com P (B;) > 0,Yi € N. Dado um qualquer acontecimento A, temos que:

P(A):ZP(A\BOP(BD- (1)

€N
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2.3 Variavel Aleatdria

Definigao 12 Dados um espag¢o amostral ) e uma sigma-dlgebra A sobre este, dizemos que
X : Q — R é uma varigvel aleatoria (v.a.) se X for mensurdvel relativamente a A e a
B, a sigma-dlgebra dos borelianos.

Definicao 13 Seja X uma v.a., definida num espago mensurdvel (2, A) munida de uma
probabilidade P. Chamamos fun¢do de distribuicao acumudada (f.d.a.), ou simplesmente
funcdo de distribuicdo (f.d.) de X a funcgdo real de varidvel real definida por

Fx : R — R .
z +— P[X<a]:=P[X ' ((—o0,a])]

Dizemos que X eY, duas varidveis aletdrias, sao identicamente distribuidas e escrevemos
d
X:Y, SGFX:Fy,

Definicao 14 Seja X uwma v.a. Dizemos que X é uma v.a. discreta se o conjunto dos
valores que toma é discreto. Neste caso X pode ser representada da sequinte forma:

x4 T ke K + valores que X toma
" | Px=P[X =z <« probabilidade de a v.a. X tomar esses valores

A fungao anterior é a fungdo massa de probabilidade (f.m.p.) de X.

Uma fungéo zx — f (zx) (k € K) é¢ uma funcdo massa de probabilidade (f.m.p.) se

{ > f(z) =1
Kk
0< f(ap) <1, Vke K

Definigao 15 Dizemos que X é uma v.a. continua, se Fx for continua.

Definicao 16 Dizemos que X é uma v.a. absolutamente continua se existir uma func¢ao
nao negativa fx : R — R tal que, Vx € R,

Fx(z)=P[X <z]= /fX(u)du.
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A fungdo fx é chamada uma funcao densidade de probabilidade (f.d.p.) de X.

Dada uma funcao f, f serd uma f.d.p. de alguma v.a. se

{ fx=>0
Jo fx (@) dz=1

Definicao 17 Dizemos que X1, Xo, ..., X,, sao v.a.’s independentes se os acontecimentos
X, € Ay, ..., X,, € A, sdo independentes, Vn € Ny, VAy,...A, € B.

Quando, além de independentes, as v.a.’s X1, Xo, ..., X;, tém a mesma distribuicao dize-
mos que sdo independentes e identicamente distribuidas (iid).

Definicao 18 Dada uma v.a. X, o valor esperado, valor médio, ou a esperanca de X
é definido por

P[X] :/Rg; APy (), se /R|x| dPy (z) < 400,

onde Px é medida induzida por X, isto é, a medida que a cada conjunto boreliano B atribui
o valor P [X~(B)].
Se [g|z| dPx (x) = 400, nio existe valor esperado.

e No caso de a v.a. X ser uma v.a. discreta, o valor esperado é dado por

E[X] = Zka[X =, sez |zk| P[X = zx] < +o0.
keEK keK

Se Y |zik| P[X = x] = +00, néo existe valor esperado.
kEK

e No caso de a v.a. X ser uma v.a. absolutamente continua com f.d.p. fx, temos
P[X] :/wfx (z) dz, Se/ | fx (&) de < +o0.
R R

Se [p zfx () dx = 400, ndo existe valor esperado.

Mais geralmente,

Defini¢ao 19 Dada uma v.a. X, o momento de ordem n (ou o n-ésimo momento)
de X, n € N, é definido por

E[X"] = /Rac”dPX (x), se /R|J:|" dPx (x) < +o0,

onde Px ¢é medida induzida por X.
Se [g |z|" dPx (x) = +00, ndo existe o momento de ordem n.
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Mais geralmente, se g : R — R for uma fun¢do mensuravel

Elg(z) = / g(2)dPy (z) , s / 19 ()] dPy () < +oo.

Neste trabalho surgirdo dois valores esperados especiais: a fungdo geradora de probabi-
lidades e a transformada de Laplace.

Definicao 20 A funcdo geradora de probabilidades (f.g.p.) de uma v.a. X discreta é
dada por

o0

P(z)=E[z*] = ZP[X:n]z" = ZPHZ”,
n=0

n=0

com |z| < 1.

Uma propriedade da f.g.p é

1 d®
=nlP[X=n]=P[X=n|]=—
.0 nl dz"

Definicao 21 Chamamos transformada de Laplace da funcdo de distribuicao Fx, ou
mais geralmente, da v.a. X, onde X >0, a

Lx(t)=E[e "] = /0 b e "dFy (z).

Definigao 22 Seja X uma v.a.. Definimos a varidncia de X da forma sequinte, caso
exista,

var[X| =E [(X - E [X])z} .

e No caso de a v.a. X ser uma v.a. discreta,

var [X] = kg{ (zx — E[X])*P[X = x4].

e No caso de a v.a. X ser uma v.a. absolutamente continua,

var [X] = / (x — B[X])? fx (2) da.
R
Nao ¢ dificil mostrar que

var [X] = E [X?] — E*[X].
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Definigao 23 Sejam X e Y duas v.a.’s.. Chamamos covaridncia entre X e Y ao valor
definido da sequinte forma:

cov[X, Y] = E[(X - E[X]). (Y - E[Y])],
(supondo que existem os valores esperados envolvidos na expressaio).

Referimos seguidamente quatro distribuigbes que terdo algum destaque ao longo deste
trabalho:

Definigao 24 Dizemos que X tem distribuicao de Poisson com pariametro A > 0,
(X —~ Poisson (X)) se

A AF
P[X:k]ze g, 071,
Nao ¢ dificil mostrar que
00 )\)\k‘
EIX]=>k TN
k=0
€ que
var [X] = E [X]

Definicao 25 Uma v.a. X tem distribuicao exponencial com pardimetro a > 0,
(X —~ Ezxponencial (o)) se tem funcao densidade de probabilidade definida por:

ae”® se t>0
f(t)_{(), se t<0

A distribuicao acumulada, é

1—e* se t>0

0, se t<0

Facilmente se mostra que:
1
E [X] —
@

e que
X1 — 1
var [X] = -

donde resulta que, F [X] = \/var (X).

E habitual dizer-se que a distribuicéio exponencial ndo tem meméria, pois
PX>u+tX >ul=P[X >1], (2)

com u,t > 0.
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Definigao 26 Uma v.a. X tem distribui¢cao de Erlang com pardametros r € Ny e A > 0,
(X —~ Erlang (r,\)), se a funcao densidade é dada por, para t > 0,

)\Tt’r‘—le—kt
f@t) = NCES
Neste caso temos que
r
e que
var [X] = %

Mais geralmente,

Definicao 27 Uma v.a. X tem distribuicdo gama com parametros o e 3, (X —~ Gama («, 5)),
a, B >0 se a sua fungao densidade é dada por

)

ﬁ a—1,—pt
£t) = F(a)t e Pt se t>0
0, se t<0

onde I' é a funcdo gama definida, para o > 0, por,

I'(a) = /+OO ettt
0

(para consultar algumas propriedades da fun¢ao I' consultar, por exemplo [33]). Facilmente
se mostra que

o
EX]=-=
[X] 3
e que
«a
var [X] = —.
52
Note-se que quando o« = 1, X ~ FEaxponencial (f) e que quando a € Ny,

X —~ Erlang (o, ) .

Entre a distribuigao exponencial e a distribuigdo gama (Erlang) existe uma outra ligagao
que serd utilizada neste trabalho: dadas n v.a.’s X7, Xo, ..., X,,, independentes e idénticas
com distribuiggo comum  FEzponencial (\), a sua soma tem distribui¢do
Gama (n, A) = Erlang (n, A), isto &,

ZXi ~ Gama (n, ).

i=1

A prova deste resultado e dos resultados acima referidos podem ser encontrados por
exemplo, em [33].
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2.4 Processos estocasticos

Definicao 28 Um processo estocdstico é um conjunto de varidveis aleatdérias Xy ou X (t),
onde t é um pardmetro que percorre um conjunto de indices T. Geralmente, toma-se para
conjunto T um dos conjuntos: Ny ou [0,+00), e neste dltimo caso, a situa¢do mais comum
serd que t represente o tempo.

Os processos estocdsticos sao distinguidos pelo seu espaco de estados, ou seja, pelo
conjunto dos valores que as v.a.’s envolvidas X; podem tomar, pelo seu conjunto de indices
T e pelas relagoes de dependéncia entre as v.a.’s Xy, t € T.

Um processo estocdstico que vamos usar ao longo do trabalho e que tem intimeras apli-
cagoes é o processo de Markov.

Definigao 29 Um processo de Markov {X;},. ¢ um processo estocdstico onde a proba-
bilidade de qualquer comportamento futuro do processo, quando o estado actual é conhecido,
nao ¢é alterado pelo conhecimento adicional relativo ao comportamento passado. Isto é, para
os instantes arbitrarios, t1 < to < ... <tp <{tpy1:

P [thJrl = .’Ek+1|th = Tk, ...,th = 1‘1] =P [thJrl = .’Ek+1|th = :L‘k] 5 (3)
se Xy for uma v.a. discreta;
P [CL < th+1 < b|th =Tk, ...,th = 331] =P [a < th+1 < b|th = -Tk;] ’ (4)

se Xy for absolutamente continua.
Um processo de Markov particular é o processo de Poisson:

Definicao 30 Um processo de Poisson com intensidade, taza, ou nimero médio de acon-
tecimentos por unidade de tempo, X > 0, é wm processo estocdstico {X;},~, que toma valores
inteiros nao negativos tal que

° XO :0;

e Para s >0 et >0, avaridvel aleatoria Xsy¢ — X5 tem distribuicdo de Poisson com
pardmetro At :

e (At)F

P<Xs+t - X = k) = k! ’

para k=0,1,...

onde t é o comprimento do intervalo de tempo em andlise e k é o nimero de aconte-
cimentos que ocorrem no intervalo t;

e Para qualquer colecgdo de instantes tg = 0 < t1 < to < ... < t,, 08 incrementos do
processo
th - Xt(n th - th?"'7th - th—l’

sGo varidveis aleatdrias independentes.
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Da defini¢ao resulta que se {X;},~, ¢ um processo de Poisson de taxa A > 0, entdo a
média e a variancia de X é -
E [Xi] = var (X)) = At.

Como referimos, um processo de Poisson é um processo de Markov pois satisfaz a condigao

(4):

P [th+1 = letk = ivth_1 = Tk—-1, ...7Xt1 = 331]
= P[j—1 eventos em (tg,tgs1]]
= P [th“ =j| X, = Z] .

O processo de Poisson é também um processo homogéneo, pois as probabilidades de
transicao p;j (s) = P (Xi4s = j|X; = 1) sao independentes do instante t (¢,s > 0).

O tempo O até a ocorréncia do primeiro acontecimento tem distribuicao dada por

Fo,(t) = P[O; <{]
= 1—P[01>ﬁ]
B {1—P[Xt=O], se t>0
1-1, se t<0
B {1—6_)‘t, se t>0
0, se t<0 ’

isto &, 01 ~ Exponencial (\).

Mas se O, for o tempo que decorre entre a realizagdo do (r — 1)-ésimo acontecimento e
do r-ésimo acontecimento temos, pelo mesmo raciocinio, O, ~ Exponencial (\), de onde se

conclui que O, 2 O, Vr € Ny, onde O ~ Ezponencial (\) .

Tendo em conta este facto e a independéncia entre as varidveis aleatérias O1,0Oa, ...
resulta que o tempo decorre até a ocorréncia do r-ésimo acontecimento tem distribuicao de
Erlang (r,\), r € Ny, A > 0.

2.4.1 Processo de vida e morte

Processo de nascimento

Consideremos uma sucessdo de nimeros positivos {A;};cn- Definimos um processo de
nascimento puro como sendo um processo de Markov satisfazendo as seguintes condigoes
(k=0,1,2,..):

1. Pogir (h) =P[X (t+h)=k+1]X (t) = k] = \eh +o(h), para h | 0;
2. Pop(h)=P[X(t+h)=k|X({t)=kl=1—Xh+o(h), para h | 0;

3. PIX(t+h) <k|X(t)=k] =0, para h > 0;
E, por conveniéncia, muitas vezes consideramos que

4. X (0) =0.
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Recorde-se que o (h) denota uma funcao f tal que

. f(h)
Jim == =0

Tomemos P, (t) = P[X (t) = n] e suponhamos que X (0) = 0. Podemos escrever P, (t)
como fungao dos parametros do modelo (Ao, A1, Az, -..).

A solugao depende de os parametros do modelo serem todos diferentes ou nao. Mostra-se
que, (ver, por exemplo, [42]) no caso em que os pardmetros sao diferentes,

B () = P[X () = n|X (0) = 0]
)\0.../\n_1 [BO,n exp (7A0t) —+ ...+ Bn,n exp (7)\nt)]

n—1

)\i [Bi,n exp (—/\it)] , n 2 1
=0

1=0 [

onde

1
Bk}ﬂ’b = T N N\
[Ti=0 (Aj — Ax)
J#k

Processo de morte

Complementando o processo de nascimento existe o processo de morte. Este move-
se sucessivamente pelos estados N, N —1,..., 2, 1 e acabard por ser absorvido no estado 0
(estado correspondente & extingéo da populagéo). O processo é especificado pelos parametros
de morte p;, > 0, para k =1, 2, ..., N, onde os tempos entre o k e o (k+ 1) - ésimos eventos
sao distribuidos exponencialmente com pardmetro ,,, sendo estes tempos independentes.

Alternativamente, podemos descrever um processo de morte como sendo um processo de
Markov {X:},-, cujos estados sdo 0, 1, 2, ..., N e para o qual

1. Pox—1(h)=P[X(t+h)=k—1X(t) =k] = uyh+o(h), para h | 0, k = 1,2,....N;
2. Pop(h)=P[X(t+h)=kKX(#)=kl=1—pu,h+o(h),parah |0, k=1.2,..,N;
3. PIX(t+h)>KX()=k=0,k=0,1, .., N.

Por convencao toma-se iy = 0. O parametro p; é a taxa de morte quando o processo
estd no estado k. Quando os pardmetros de morte piy, o, ..., 4y s8o distintos, temos

Py (t) = exp (—ppt)
e, paran < N,

P, (t) = P[X (t) = n|X (0) = N]
= Hpti1ln42----UN [A"Lﬂl €xXp (_:U’nt) + ...+ AN,'rL exp (_H’Nt)]

N N
= H 7% Z [Ainexp (—p,t)],
i=n+l i=n

onde
1

IJ_V[ (.UJj - ,Uk) |

j=n
£k

Ak:,n =
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Processo de nascimento e morte

Uma generalizagao 6bvia dos processos de nascimento e dos processos de morte é obtida
quando permitimos que o processo {X ()}, possa tanto diminuir como aumentar. Logo,
se num instante ¢ o processo se encontra no estado n, poder4, depois de um tempo aleatério,
mover-se para um dos seus estados vizinhos n+ 1 ou n — 1.

Mais especificamente, se {X (t)},~, ¢ um processo de nascimento e morte com parametro
de nascimento Ay e pardmetro de morte p;, temos:

1. Pyit1(h) =Ah+o(h), para h | 0, k > 0;

2. Pyp—1(h) =ph+o(h), parah | 0, k> 1;

3. Por(h)=1— (N +pup)h+o(h), parah |0, k> 1;
4. P;; (0) = 93

5. kg =0, Ao >0, py, Ay > 0, k € Ny.

O processo de vida e morte é um processo estocdstico “sem memdria” baseado na dis-
tribuigao exponencial que associa, no contexto das filas de espera, uma vida a uma chegada
a fila e uma morte a saida de um cliente depois de ser atendido.

Distribuigao estaciondria do processo de nascimento e morte

Para um processo geral de nascimento e morte que ndo tem estados absorventes (quando
o processo permanece neste depois de o alcangar, com probabilidade 1), é possivel mostrar
que os limites

, lim p;; (t) = P; >0, com p;; é a probabilidade de transicao,
e do estado ¢ para o estado j

existem e sdo independentes do estado inicial ¢ (ver [42]). Pode acontecer que P; = 0,
para todos os estados j. Quando os limites P; > 0, e satisfazem ) P; = 1, estes formam
7>0

uma distribuicao de probabilidade que é, naturalmente, chamada de distribuicao limite do
processo. A distribuigdo limite é estaciondria no sentido em que

Pp=Y Ppi;(t).
1=0

Parte da importancia dos processos de nascimento e de morte como modelos advém da
existéncia de férmulas que nos permitem determinar se existe ou nao distribuigao limite e,
quando existe, que nos permitem também encontrar a distribuicao limite. No processo de
nascimento e morte apresentado na secgao anterior, a distribui¢ao estaciondria é encontrada
através das igualdades

0=—XFo+ p P, (5)
0=Xj—1Pj—1 = (Nj + 1) P + P41 P, j > 1.
A solugéo de (5) é obtida por indugéo. Tomando 6y =1 e

_ Mo

0;
Hyfo.-
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para j > 1, temos que P; = 0;Py. Para que {P;} defina uma funcao massa de probabi-

lidade, é necessédrio que

ZPJ:ZGJPQZP()ZGJ:léPO:;
2.0;

Jj=0 j=0 Jj=0 >0

JEN

Se >~ 6; < oo, obtemos entao
>0

_ Y
205

=0

p;

Se > 6; = oo, obtemos P; = 0, para todo o valor j, o que significa que nao existe
Jj=>0
distribuicao limite.
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3 'Teoria das filas de espera

As filas de espera sdo um fenémeno corrente no dia-a-dia, onde existem clientes que desejam
prestacoes de servigos (servidores que para serem utilizados é necessdrio que os clientes
esperem e formem uma fila fisica ou conceptual) e que haja um nimero de clientes superior
ao nimero de servidores, pois o servidor demora algum tempo a atender cada cliente (tempo
de servigo), e este servigo termina quando o cliente se retira.

Os pontos de interesse da teoria das filas sdo: o tempo de espera do cliente, o niimero de
clientes na fila e a razao entre o tempo de espera e o tempo de prestacao de servigo.

Existem diversas aplicagoes da teoria das filas. Entre elas destacam-se: o fluxo de trifego
(avides, carros, pessoas, comunicagoes,...) € as prestagdo de servigos (bancos, correios,...).

A teoria das filas de espera tem como objectivo “optimizar” o funcionamento das filas
de espera, encontrando solugoes equilibradas entre dois extremos: o congestionamento que
acontece quando os clientes tém que esperar demasiado tempo na fila que sé é aceitdvel
quando o custo do servidor é muito maior do que o custo de espera do cliente e a rarefac¢io
que acontece quando os servidores permanecem inactivos durante por muito tempo, que pode
ser uma situacao desejavel (como por exemplo nos servigos de bombeiros) ou indesejavel
(como por exemplo num supermercado).

3.1 Elementos constituintes de um sistema

Para formar um sistema de fila de espera existem cinco elementos fundamentais que podem
tomar vérios formatos: a populagao, a fila de espera, o servico, a capacidade do sistema e a
disciplina do atendimento.

3.1.1 Chegadas, Fonte ou Populagao

As chegadas, fonte ou populagao é o elemento que gera os clientes que vao chegar ao sistema,
que pode ter caracteristicas muito diferentes, como seguidamente se descreve.

Dimensao da populagao A dimensao da populagdo pode ser finita ou infinita. Neste
dltimo caso a probabilidade de ocorrer uma nova chegada nao é influenciada pelo nimero
de clientes que jd se encontram no sistema.

Dimensao da chegada A dimensdo da chegada pode ser unitdria quando os clientes
chegam um a um ou em grupo.

Controlo das chegadas O processo das chegadas pode ser controlgvel (como por exemplo
quando existem inscrigoes em dias fixos) ou incontroldvel (como por exemplo numa urgéncia
de um hospital).
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Distribuicao das chegadas A distribui¢do das chegadas pode ser descrita pelo tempo
de entre duas chegadas seguidas ou pela quantidade de chegadas por unidade de tempo.
Podem ser constantes quando existem intervalos de tempo fixos entre chegadas sucessivas
(como por exemplo em filas de montagem industrial) ou aleatérias quando os intervalos de
tempo entre chegadas sucessivas nao podem ser previstos, usando-se neste caso distribuigoes
de probabilidade.

Taxa de chegada A taxa de chegada é o nimero médio de clientes que procuram o servigo
por unidade de tempo. Esta taxa habitualmente denotada por A pode ser independente do
nimero de clientes existente no sistema ou dependente deste. Neste tiltimo caso, se o nimero
de clientes for, por exemplo, n, escrevemos \,,.

Atitude dos clientes A atitude dos clientes pode ser paciente, quando estes permacem
na fila até serem atendidos, ou impaciente quando desistem de esperar e saem do meio da
fila ou entao nem se juntam a fila se esta estiver muito grande.

3.1.2 Fila de espera

As caracteristicas da fila de espera também podem variar de sistema para sistema, como
mostramos a seguir.

Numero de filas O nimero de filas num sistema pode variar entre uma fila simples, com
uma unica fila mesmo que o servidor tenha varios postos de atendimento, ou fila multipla
que consiste em uma fila para cada posto de atendimento.

Comprimento da fila O comprimento da fila pode ser finito ou infinito.

Disciplina da fila A disciplina da fila pode ser variada. A mais comum é o primeiro
cliente a entrar na fila comecar a formar a fila e os seguintes ficarem de seguida a este.
Pode também ser uma fila com prioridade para reservas e para emergéncias, necessidades
limitadas ou outras.

3.1.3 Servico

As caracteristicas do servigo e do tipo de servigo também sao importantes e podem variar:

Configuragao de servigo A configuracao de servigo corresponde ao niimero de servidores
em paralelo (postos de atendimento), e do niimero de fases de atendimento.
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Dimensao de servigo A dimensdo de servigo pode ser simples (como por exemplo num
banco) ou em grupo quando vérios clientes podem ser atendidos ao mesmo tempo no mesmo
servidor (como por exemplo acontece num elevador).

Distribuicao do tempo de servigco O tempo de servigo pode ser constante ou aleatorio.
As distribuicoes aleatdrias mais estudadas sdo a exponencial e a Erlang.

Taxa de servico A taxa de servigo corresponde ao nimero médio de clientes que podem
ser atendidos por cada servidor e por unidade de tempo e é habitualmente denotada por pu.
Esta taxa pode ser independente do nimero de clientes existente no sistema ou dependente
do nmimero de clientes e, nesse caso, se o nimero de clientes for, por exemplo n, escrevemos

-

3.1.4 Capacidade do sistema

A capacidade do sistema corresponde ao nimero maximo de clientes que o sistema suporta,
incluindo os que estao em espera e os que estao sendo atendidos. Pode ser infinita ou finita.
Caso seja finita e o sistema esteja cheio, ndo pode entrar nenhum cliente antes que outro
saia.

3.1.5 Disciplina de atendimento

A disciplina de atendimento descreve a forma como os clientes saem da fila de espera para
serem atendidos. Existem vérias formas:

FCFS (First Come, First Served) ou FIFO (First In, First Out) As filas com
caracteristicas FCFS (ou FIFO) sao as filas onde o primeiro cliente a chegar é o primeiro
a ser atendido e a sair. Estas sfo as filas mais comuns na vida didria (como por exemplo
acontece com as filas num banco).

LCFS (Last Come, First Served) ou LIFO (Last In, First Out) As filas LCFS
(ou LIFO) sao as filas onde o tultimo cliente a chegar é o primeiro a ser atendido e a sair
(como por exemplo acontece nas pilhas da Torre de Hanoi).

SIRO (Service In Random Order) As filas SIRO sao filas em que o servigo é feito de
forma aleatdria.

PRI (Prioritarias) As filas PRI sao as filas com prioridade, onde é atribuida uma prio-
ridade a cada cliente, podendo um cliente que entra com maior prioridade ser atendido
imediatamente, interrompendo o atendimento do cliente que estd a ser atendido nesse mo-
mento (como por exemplo pode acontecer num servigo de emergéncia médica) ou o cliente
com maior prioridade ser colocado no inicio da fila, e sendo o préximo a ser atendido apds
da saida do cliente que estd nesse momento a ser atendido (como por exemplo é a prioridade
dada as gravidas em certos servigos).
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RR (Round-Robin) Nas filas que seguem a regra de Round-Robin cada cliente recebe
uma fatia de tempo do servigo, dentro da qual é atendido. Apds terminar esse tempo,
mesmo que a actividade nao tenha sido completada, o cliente é retirado e outro passa a ser
atendido. O cliente cujo servigo foi interrompido, retorna ao servigo, posteriormente (como
por exemplo num lugar que s6 tem um computador e os clientes sé tém direito a 30 minutos
de cada vez).

GD (General Discipline) As filas GD seguem uma disciplina genérica, ou seja, nestas
filas nao é especificada a disciplina de atendimento.

3.2 Tipos de sistemas de filas de espera

Existem muitos tipos de sistemas de filas de espera, pois basta fazer virias combinagoes dos
elementos referidos anteriormente para formar uma fila de espera diferente.

3.2.1 Variantes das filas de espera

Segundo Miiller et al. [32] em 1953, o matemdtico inglés David George Kendall (1918 —
2007) propos a seguinte notacao para representar cada fila de espera:

A/S/m/K[N/Q

onde:

A & a distribuigdo dos tempos entre as chegadas (processo de chegadas);

S é a distribui¢ao dos tempos de servigo (processo de atendimento);
e m ¢ o nimero de servidores (m € N);
e K ¢ a capacidade do sistema (K € NU {+o00});

e N é o tamanho da populacgio (K € NU {+o00});

@ ¢é a disciplina de atendimento.

Muitas vezes, os trés ultimos simbolos sao omitidos. Nestes casos, assume-se capacidade
ilimitada, populagao infinita e disciplina de atendimento FCFS.

Ao longo deste trabalho usaremos as seguintes letras para as distribui¢ées indicadas:
M (de Memoryless) para a distribui¢do exponencial, estejamos a falar da distribuigdo dos
tempos entre chegadas de clientes ou da distribui¢do do tempo de servigo; E,. (de Erlang)
para a distribuicao de Erlang e G (de Genérica) para uma distribuigdo genérica.
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3.3 Caracteristicas das filas de espera

Em todas as filas de espera existem caracteristicas muito 1teis, das quais citamos algumas,
indicando a sua notacao habitual. Em particular, a letra L serd usada em questoes rela-
cionadas com o comprimento da fila (L da palavra inglesa Length - Comprimento) e a letra
W sera usada em questoes relacionadas com tempo de espera (W da palavra inglesa Waiting
- esperando). Da mesma forma usamos as letras ¢ e s para indicar a fila (queue em inglés)
e o sistema (system em inglés), respectivamente.

e Taxa de chegada (M), isto é, nimero médio de clientes que chegam por unidade de
tempo. Como referimos anteriormente, quando a taxa de chegadas depende do nimero
de clientes n, designamo-la por A,;

e Intervalo médio entre duas chegadas consecutivas (5);

e Taxa média de entrada no sistema (/\/ => )\nPn>, com P, a probabilidade de exis-

n=0
tirem n clientes no sistema a longo prazo, isto é, quando o sistema estd em equilibrio;

e Taxa de servigo (), nimero médio de clientes que cada servidor atende por unidade de
tempo. Como referimos anteriormente, quando a taxa de servigo depende do nimero

de clientes n, designamo-la por p,,;

e Tempo médio de servico (%L),

e Comprimento médio da fila (L,) (sem incluir os clientes que estdo a ser atendidos);
e Numero médio de clientes no sistema (L;);

e Tempo médio de espera na fila (IW,) (este tempo exclui o tempo que o cliente leva a
ser atendido);

e Tempo médio de espera no sistema (Wy);

e Taxa média de ocupagao do servigo (p), percentagem de tempo durante o qual o servigo
estd ocupado;

e Taxa média de desocupagao do servigo (1 — p), percentagem de tempo durante o qual
o servigo estd desocupado;

e Numero de servidores (S);
e Probabilidade de existirem no sistema k ou mais clientes (P [N>Kk=> Pn>;
n=~k

e Probabilidade de o tempo de espera na fila ser zero (P [T, = 0]);
e Probabilidade de o tempo de espera na fila exceder t (P [T, > t]);

e Probabilidade de o tempo gasto no sistema exceder ¢t (P [Ty > t]).
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3.3.1 Estado estaciondrio ou de equilibrio

Para que ocorra uma situacao estaciondria é preciso que o nimero médio de entradas por
unidade de tempo seja igual ao nimero médio de saidas, em cada estado.

Admitindo taxas de chegada X e de servigo p, constantes e independentes do estado do
sistema, temos o nimero médio de clientes no sistema e o nimero médio de clientes na fila
dados, respectivamente, por

L, = inpn
n=0

n=S+1

onde S representa o nimero de postos de servigo em paralelo.
Quando um processo estd no estado estaciondrio, sao aplicdveis as férmulas de Little,
apresentadas por este nos anos 60 (cf. [41]), que afirmam que:

Ly = AW, (6)

Ly, = AW, (7)

Estas equacoes também sao validas, com uma pequena adaptacao, se A depender do
o0

estado do sistema. Neste caso deve-se substituir A por \’, onde X' = "\, P, (cf [19]).
n=0
Note-se que, quando a taxa de atendimento é pu, igual para todos os clientes, entao

1
Ws =W, +—, (8)
1
qualquer que seja o nimero de servidores.
De (6) e de (8) resulta que,
A
Ly=1L,+ —. (9)
S q M

A modelacgao de filas de espera através de processos de vida e morte supoe a existéncia
de estados estaciondrios. Exclui-se assim as filas que tendem para o infinito porque a taxa
de chegada excede a capacidade de atendimento, e as filas que tenham a taxa de chegada
varidvel ao longo do tempo e inicios de funcionamento com ntimeros anormais de clientes.

3.3.2 Algumas notas

As chegadas ocorrem no tempo e no espago de acordo com as leis de probabilidade. Por isso
é necessério conhecer a distribuicao de probabilidade que descreve as chegadas de clientes.
A mais conveniente ¢ a distribuicao de Poisson, tomando assim os tempos entre as chegadas
exponencialmente distribuidos, como vimos no final da seccao 2.4.

Note-se que a taxa de chegadas pode variar ao longo do tempo.
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Nao é dificil mostrar que se os clientes chegarem de acordo com um processo de Poisson
com parametro A\, e se puderem ser divididos em diferentes tipos, entao a chegada de cada
um dos clientes de cada um dos tipos, onde p; é a probabilidade desse cliente pertencer ao
tipo 4, segue ainda uma distribuicao de Poisson com parametro A\; = p; .

No processo de chegada também é necessédrio conhecer a distribuicao de probabilidade
do atendimento. A mais conveniente é a distribuicao exponencial que, além de ser um bom
modelo para a realidade, é matematicamente “tratdvel”.

Consideremos agora 711, ..., T;, varidveis aleatérias independentes com distribuicao expo-
nencial e pardme-tros oy, ...,a,. A varidvel U = min{T}, ..., T, }, que representa o tempo
até o primeiro acontecimento que ocorra de entre os n, segue uma distribuicao exponencial

n

com parametro o = Y «;. De facto, para t >0
i=1

PlU>t = Pmin{Ty,..T,} >t
P[Tl >t,..,T, > t}
P

[Ty > t]...P [T}, > ]

70(1t

efant

—(a1+...+an)t.

= e
= e
Esta propriedade permite modelar sistemas com k servidores idénticos com pardmetro p,
operando em paralelo, como um tnico servidor com parametro ku (supondo que o primeiro
cliente da fila é atendido no momento em que um servidor ¢ libertado).
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4 Modelos M/M/a/b/c

O modelo mais profundamente estudado e o mais simples como j4 foi referido, é o que tem
chegadas dos clientes ocorrendo segundo um processo de Poisson e o tempo de servigo com
distribui¢ao exponencial. Este modelo denota-se por M /M /k, onde k € {NU +oo}.

Assumamos que a taxa das chegadas dos clientes € A e que o tempo de servigo tem
distribui¢do exponencial com parametro p. Uma forma de definir o modelo referido (cf.
[42]) é a seguinte (para h | 0),

P [“Haver uma chegada em [t,t+ h)”] = Ah + o (h),

P [“Nao haver uma chegada em [t,t+h)”] =1—Ah+o0(h),

p [ “O servigo ser completado em [t,t + h)”
|

“O servigo estd a ser realizado no instante t” ] =ph+o(h),

“O servigo néo ser completado em [t,t + h)”
|“O servigo estd a ser realizado no instante ¢”

| =1-unom,

Ao longo deste capitulo designamos por X (t) o niimero de clientes no sistema no instante
t(t>0).

4.1 Modelo M/M/1

Este modelo corresponde ao modelo bésico onde o sistema tem uma distribuicao das chegadas
de Poisson e dos tempos de atendimento exponencial e contém um sé servidor, a capacidade
do sistema e da populacdo sdo infinitas e a disciplina é a mais comum, correspondendo
a quem entra primeiro no sistema ser o primeiro a ser atendido e a sair. Este pode ser
representado também como M/M/1/oco/oo/FIFOou M/M/1/o00/oo/FCFES. Um exemplo
deste modelo pode ser de uma loja com um tdnico balcao de atendimento.

A probabilidade de chegar alguém que tem de aguardar para ser servido é
PIX(t+h)=k+1X(@t)=k] = [M+o(h)]x[l—ph+o(h)
= M+o(h) comk=0,1,..
A probabilidade de ndo chegar ninguém e haver um servigo que foi completado é
PIX(t+h)=k—-1X@)=k] = [1—Ah+o(h)] X [psh+o(h)
= ph+o(h).
Ou seja, {X (t)} € um processo de vida e de morte com parametros A e u, respectivamente.

Sabendo que o niumero médio de clientes no sistema (Ls) é, por defini¢do, a média
de todos os estados possiveis do sistema ponderados pelas respectivas probabilidades de

ocorréncia, temos que
o0
L, = E nkpb,,.
n=0
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Figura 1: Modelo M/M/1

Note-se que este sistema podera ser representado através da Figura 1, onde os nimeros
representam os estados possiveis, e as setas as transigoes possiveis.

No estado 0, o nimero de entradas por unidade de tempo é uP;, que ocorre na passagem
do estado 1 para o estado 0 por saida do sistema de um cliente atendido, e o nimero de
satdas por unidade de tempo é APy, que ocorre na passagem do estado 0 para o estado 1
por chegada de um cliente ao sistema.

Para que o estado de equilibrio ou estaciondrio ocorra é necessdrio que o nimero de
entradas por unidade de tempo e o nimero de saidas por unidade de tempo sejam iguais,
isto &, que,

A
/.LP1:>\P0<$P1:;P0. (10)

No estado 1 o nimero de entradas por unidade de tempo é APy + pPs, que acontece na
passagem do estado 0 com a chegada de um cliente ao sistema ou na passagem do estado 2
por saida do sistema de um cliente atendido, e o nidmero de saidas por unidade de tempo é
AP, + 1Py, que acontece na passagem para o estado 2 por chegada de um cliente ou para o
estado 0 por saida do sistema de um cliente atendido.

Igualando o niimero de entradas com o nimero de saidas, temos a equagao de equilibrio,

APl + /LPl - >\P0
” .
Da equagao (10) sabemos que Py = & P;. Usando esse facto temos que:

/\P0+MP2:/\P1+MP1¢>P2:

P, — )\P1+/JJP1—/\P07)\P1+,U,P1—/\§P17/\P1+/,(,P1—/J,P1
? 7 7 7
A

= Zp.
"

Usando novamente a equagao (10) obtemos

2
AN u

No estado 2 com um raciocinio anélogo verificamos que o nimero de entradas por unidade
de tempo é APy + uP5 e o nidmero de saidas por unidade de tempo é APy + puPs.
Entao o estado de equilibrio corresponde a
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)\PQ +IU,P2 — APl
I .

Da equagéo (11) sabemos que P, = %PQ, de onde resulta que

>\P1+,LLP3:>\P2+,LLP2<:>P3:

P - )\PQ‘F[LPQ*)\Pl7>\P2+MP2—)\§P27>\P2+[LP27[LP2
° I I Iz
A

—Ps.
I

E tendo em conta novamente a equacao (11) temos

2 3
P3:éP2:é(é> P0<:>P3:<é> P.
oo o\ p u

Estudando os estados anteriores chegamos facilmente & conclusao que

A n
P, = (_) P
1
Se designarmos por p o quociente %, conhecido por "taxa de ocupagao", vem que

Impondo a condigao

S P, =1
n=0

resulta que

e 0 1 e
SP=l= Y p'Rh=l—=> p"
n=0 n=0 PO n=0
O somatdério anterior corresponde a uma progressao geométrica de razao p, que serd
convergente se p < 1

i—i ":}i—L@P—l—
=" Py 1-p T

Substituindo Py da equagao anterior na equagao (12) temos que

n=r-0-(2) (1-2) <<, (13)

isto é, P, tem distribuicao de uma v.a. geométrica de pardmetro %

O processo acima descrito poderia ter sido observado. De facto, considerando que este
processo pode ser visto como um processo de nascimento e de morte com pardmetros de
nascimento dados por A\, = A, Vn € Ny e parametros de morte dados por u,, = i, ¥n € Ny,
sabemos (cf. Subsecgao 2.4.1) que a distribuicdo estaciondria para este processo é dada por

. On
&zgﬁfm@_m_z%,
n>0

onde
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0 A0AL-An—1
" Y Ta

desde que Y 6, < +oo.
n>0
No modelo aqui considerado,

donde, se % <1,

A
n>0 12
e
- 2B 0)
> 0n I @
n>0
= p"(1-p).

Na Figura 2 representamos P,,, n = 0,1,5 e 20, como fungoes da taxa de ocupagao, p, e
representamos P,,, n = 10,20, 30 e 40, numa escala diferente na Figura 3.

Pn
1

Figura 2: Probabilidade de existirem n clientes no sistema (P,) numa escala de 0 a 1 em
fungéo da taxa de ocupagio (p)

Através da Figura 2 e da Figura 3 podemos observar que quando a taxa de ocupacgao
tende para 1, as probabilidades tendem para 0, e que quanto maior for o nimero de clientes,
mas a sua probabilidade se aproxima de 0, independentemente da taxa de ocupagao.

Usando estes resultados podemos chegar ao conjunto de caracteristicas que nos interes-
sam para o modelo M/M/1/co/oc0/FIFO.

O nimero médio de clientes no sistema (Ls), quando este se encontra em situacdo de
equilibrio, é
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Py
0.04
— P10
0.03 | py,
0.02 —— P3p
P
0.01 40
0

Figura 3: Probabilidade de existirem 7 clientes no sistema (P,,) numa escala de 0 a 0.04 em
fungao da taxa de ocupagao (p)

L, = inPn.
n=0

Substituindo a expressao obtida em (13) para P,, na equagdo anterior temos

oo oo
L, = ZnPn = an" (I-p).
n=0 n=0

Desenvolvendo o somatério anterior usando as regras dos somatérios e das derivadas,
temos que, para p < 1,

o0 N o0 - d o) .
Lo = S-S = (=S
n=0 n—1 oy
d 1 1
= (1-pp——)=(10-
( p)pdp(l—p> ( p)p(l—p)2
Y
l—p'
Usando o facto dep:%,
) A
Ly = 1—==7" (14)
° — P
1—p 1 2
_ A
=

Usando (14) podemos calcular o comprimento médio da fila (Lg) e o tempo médio de
espera no sistema (Wy).

Em primeiro lugar vamos determinar L,. Com ajuda da igualdade (9), temos que
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A A
Li=Li+—<=Ls=L,——.
H 1Y

Substituindo L, da equagao (14) na equagio anterior, obtemos

A A An—Ap=A)

L, = ———
! p=X p (=)
AQ
= —. (15)
(e —A)
Alternativamente, poderfamos escrever L, em fungao de p
3\ 2
[ S (2)
7 plp=x  1-2
1—p

Na Figura 4 representamos L, o tempo de espera de um cliente no sistema, conjunta-
mente com L, o tempo de espera de um cliente na fila, em funcao de p, a taxa de ocupacao.

20

15

10

Figura 4: Numero médio de clientes no sistema (Ls) e na fila (Lg) em funcdo da taxa de
ocupagao (p)

Como jé era de esperar, a Figura 4 mostra que consoante aumenta a taxa de ocupagao,
mais clientes ficam no sistema & espera, de sairem do sistema, e quando a taxa de ocupagao,
p converge para 1, o nimero de clientes no sistema tende para o infinito, tanto em Ls como
em L.

Vamos agora determinar Wy usando as igualdades (6) e (14):

L, =AW
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ou, alternativamente,
1
p(l—p)

Na Figura 5 representamos Wy como fungao da taxa de ocupagao para os casos p = 0.5,
pw=1 u=>5epu=>50.

W, =

Ws
20 | I —— u=0.5
i
. Y
'
| I ——- =5
10 I
" — — u=50
5 /l
-7 g
T e =/ 0
0.5 1

Figura 5: Tempo médio de espera no sistema (W) em fung¢éo da taxa de ocupagio (p)

Podemos concluir da Figura 5 que, como esperado, independentemente da taxa de servigo,
quando a taxa de ocupagao aumenta, o tempo médio de espera dos clientes no sistema
aumenta e tende para o infinito, quando p converge para 1. Em relacao & taxa de servigo,
podemos concluir que quanto maior for a taxa de servigo menos tempo os clientes ficam no
sistema a espera de sairem do sistema.

Falta-nos calcular o tempo médio de espera na fila (W,) que sera facilmente descoberto
através de (7) e de (15).

L, = MW,
)\2
W, — Ly _ ople=N A
! A A fu (= A)
p(l—p)

Como no caso anterior representamos W, em fungao de p para os casos p =1, u=5e
=50 (ver Figura 6).

Como seria de esperar, os graficos de W, e W, Figura 6 e Figura 5, respectivamente,
sao semelhantes.

Os valores médios anteriores foram deduzidos através da expressao da distribuicao esta-
ciondria {Pn}neNo e da férmula de Little. No entanto neste modelo, dada a sua simplicidade,
é possivel facilmente ir mais longe e determinar as distribuigées das va-ridveis que registam
o tempo que um cliente estd no sistema (fila), T (7).
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— u=0.5
=1
—— - u=5
— — u=50

Figura 6: Tempo médio de espera na fila (W,) em funcao da taxa de ocupagao (p)

De facto, se um cliente chega ao sistema quando neste existem n individuos, o seu tempo
de espera total (incluindo o tempo do seu servigo), isto é, tempo de espera que corresponde
an + 1 clientes, Wy, tem distribuigdo gama de parametros (A, n + 1), ou seja,

Fr,|4n clientes a frente” (£) = P [Ts < t]“n clientes a frente”] (16)

_ Z (u;f!)"

Usando o teorema da probabilidade total, cf. (1), obtemos, para t > 0,

we *dr (t>0).

—+oo

Fr.(t) = PlT:<t]= ZP [Ts < t|“n clientes & frente”] P,
n=0
oo [ ¢ n n
A A
_ Z /(,fo') L e 1T 1y <_) (1 _ _>
n=0 | G H H
t
A +o0 AN
D[y e
B/ = |4 ™ H
+oo t ()\ )n
T —pT
= (p—)\)z /Te HEda
n=0 | ’

Tendo em conta que a funcgao integranda é nao negativa, resulta que

t

t o " :
Prt) = (=N [ (Z(ATR> e = (u ) [ e = () [

o \n=0 0

- oo [55] en [FE wen [

- 1- e(A—M)t’
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isto é, Ts ~ Exponencial (u — \). A probabilidade do tempo de espera na fila exceder ¢, é

A
P(T, >t = SP(T>1)
_ A
pois de (7) e de (6)
Wq — EWS — #(#}\_)‘) WS
L, 2
H—A
- 2w,
w

Vamos entao agora calcular a probabilidade de existirem no sistema (em situagdo de
equilibrio) k£ ou mais clientes. Seja Ny mimero de clientes no sistema, supondo que este se
encontra numa situagao de equilibrio. Temos

oo

P(N>k)=> P,

n=~k

Substituindo a expressdao de P, obtida em (13) na equagdo anterior temos:

P(N>k) = > p"(l—p)=(1=p)> p"
n=k n=k

o0 . 1
= (1-p)p*d p" = (1*p)p’“ITp
n=0

= pk_

A probabilidade do tempo de espera na fila ser zero, P (T, = 0), é dada por,
P(T,=0)=PFP =1-p,

representada graficamente na Figura 7.

Como era de esperar, podemos verificar da Figura 7, a probabilidade de um cliente chegar
a um sistema e nao ter de esperar, diminui com o aumento da taxa de ocupacao.
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Figura 7: Probabilidade de o tempo de espera na fila ser zero P[T, = 0] em funcao de p

Resumindo as caracteristicas do modelo M/M/1, temos o seguinte quadro:

Probabilidade de ocorréncia do p_1_

estado 0 0= p
Probabilidade de ocorréncia do _np

estado n n= P50
Nimero médio de clientes no [ — o

sistema 1y
Comprimento médio da fila L, = 1’:2 5

Tempo médio de espera no W.— 1

sistema & n-p)
Tempo médio de espera na fila W, = u_(lif_p)
P.robablhdade dt? ex1.st1rem no P(N>k)=pk
sistema k£ ou mais clientes

Probabilidade de o tempo de P(T,=0) = P,
espera na fila ser zero

Probabilidade de o tempo de At
espera na fila exceder t P(Ty>1) = e
Pro‘t.)abilidade de o tempo gasto P(T, > 1) = et
no sistema exceder ¢ N

Taxa de ocupagao p= %

Quadro 1: Sumdrio das caracteristicas do modelo M/M/1

4.2 Modelo M/M/S

Este modelo difere do anterior apenas no nimero de servidores disponiveis: S. Temos
assim um modelo em que o nimero de servidores é .S, o sistema tem uma distribui¢ao das
chegadas de Poisson e dos tempos de atendimento exponencial, a capacidade do sistema e
da populacdo sao infinitas e a disciplina corresponde a quem entra primeiro no sistema ser
o primeiro a ser atendido e a sair. Temos como exemplo um supermercado com S balcoes
de atendimento.
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Este modelo, em que existem S servidores em paralelo, corresponde a um processo de
vida e morte. A taza de chegada ) é independente do nimero de clientes e a taza de servigo
1€ igual para todos os servigos, sendo a taxa de atendimento dada por Su. E por conseguinte
a taxa de ocupagao pé p = Siu

A taxa de entrada em cada estado é sempre igual a A e a taxa de saida varia com o estado,
pois se os servidores nao estiverem todos ocupados, a distribuicao exponencial do intervalo
de tempo entre saidas de clientes atendidos tem parametro ku(com k < S), sendo ko
nimero de servidores ocupados nesse estado, e se todos os servidores estiverem ocupados,

a distribuicao exponencial do intervalo de tempo entre saidas de clientes atendidos tem
parametro Sy, ou seja,

| np se n=1,.,8
Hn = Sy se n>S8

Este sistema pode ser representado através da Figura 8.

A A
P(n)
Sy Sy
Figura 8: Modelo M/M/S
Assim sendo,
6, — MoArAno1 ?T se n=0,1,...,8
[ e fhp Wf%" se n>S8
n
% (%) se n=0,1,...,8
- n
Wln_g (%) se n>S8
Quandon >1e > 6, < oo, temos entdo que
n>0
6, % <A> Py se n=0,1,....,8
P, = lim P[X(t)=n]= = 'Sn“ R
t—=oo 7§0 n STon=% (ﬁ) Py se n> S
_ %Lpn"Po se n=0,1,....5
Slgﬁp"Po se n>9S

S—np”Po se n=0,1,...,5
%p"Po se n>S8

onde
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Ora, se Su > A, isto é, se p < 1, temos que

- 2a6) - 2sE) G
og;gs% (%) +;' (_> ( N)
Za6 0 @) (=)

o<nz<;9_1% (%)n " % G)S (1 _17> - (17)

Podemos concluir que

PO = n : S
O<n;;971% (%> +% (%) <11ﬁ)
_ 1

0<n<S—1

Supondo que S = 10, representamos na Figura 9 P,, paran =0,1,5 e 10.

1

Pn

Figura 9: Probabilidade de existirem n clientes no sistema (P,) em funcdo da taxa de
ocupagao (p), com S = 10

Da Figura 9, podemos observar que, exceptuando Py, a probabilidade comega em 0, au-
menta e volta a convergir para 0 quando a taxa de ocupagao converge para 1. Relativamente
a Py, como seria de esperar, neste caso extremo em que a taxa de ocupacao é 0 (que na
realidade ndo se concretiza pois p > 0), a probabilidade do sistema estar no estado 0 é 1,
mas tende para 0, quando p converge para 1.

Das igualdades anteriores, podemos tirar algumas conclusoes para alguns somatérios que
nos serao lteis mais tarde.
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De (17) temos

Consequentemente,
3 1 (/\)” 1 Ps A)( 1 ) 1 (A)S
OSHSS—an 12 f% Fb Su —-éﬁ S! 1%

E ainda temos que

>

nt
0<n<S 0<n<S

|
> | =
/7~
= >
~—
3

=

|

=

|l
B
|
A~
2>
N——
N
I~
2"
N——

Suponhamos que Sy > A, isto é, que p = Siu < 1. De seguida vamos calcular o valor

esperado de nimero de clientes no sistema. Sabemos que

LszinP = Z nP, + Z npb,.

n=0 0<n<S n>S+1

Determinando em primeiro lugar o primeiro somatério obtemos,

)\TL
1 /2" A m
ann = an(—> PO:;PO Z %

0<n<S 1<n<S K 0<n<S—1
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Relativamente ao segundo somatorio temos

S - )R A g (3)

n>S+1 n>S+1 n>1
() n () LG
= — | — PQ n -
sz) 7|2 2\
! (A R (A) i S
= —(Z N il
S\ p Su dzn>0 R 1-— Slﬂ
L - T=gy
B A 1 L2 A1
B 5_ )\ 2 opl—
S/L SM
Juntando os dois somatdérios temos que
A P, A 1 A1
L, = —<1 1—S>+PS S5 2+_1 By
1% ~—Su 2 (1 _ %ﬂ) nl— i
A (A) Pg A Pg A Pg
o \wJ1-2 Su A\ oml-
Su (1 Sll«) Su
A A P
= 4 = S >
)
Su
_
Escrevendo p = 5, vem
P
Ly = - P 2 2
e (1=p)
Ps
= Sp+p 5
(1—0p)
De (9) resulta
A
Ls=Ls+ —,
W
donde podemos concluir que
A Pg
L, =— , 18
q S/L (1 - L)2 ( )
Sp
ou, equivalentemente, que
L Fs
¢ =P 3-
(1-p)*

Supondo que S = 10, representamos graficamente L, em simultdneo com L, na Figura
10.

Fazendo uma anélise a Figura 10, podemos observar que o comprimento da fila mantém-

se muito préximo do valor zero para valores de p inferiores a %7 e cresce a medida que a
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Figura 10: Nimero médio de clientes no sistema (L) e na fila (Ly) em fun¢ao da taxa de

ocupagao (p), com S =10

taxa de ocupacao tende para 1. Quando a taxa de ocupagao, no limite, é zero, o nimero
de clientes no sistema é também 0, e consoante a taxa de ocupacao aumenta o nimero de
clientes no sistema aumenta, moderadamente no inicio e mais rapidamente quando p tende

para 1.

Vamos agora determinar o tempo de espera no sistema, Ws. Usando (6) temos que

Substituindo L,

(1-3
Ws = k
A
1  Ps 1
Sy
Su
Usando a taxa de ocupagao,
1  Ps 1

Wy==+ 0
peo Su(l—p)’

Vamos supor que existem s6 10 servidores para representar Wy no grafico da Figura 11.

Observando a Figura 11, verificamos que independentemente da taxa de servico, o tempo
médio dos clientes no sistema cresce muito lentamente no inicio e tende para infinito quando
a taxa de ocupagao tende para 1. Quando a taxa de ocupagao converge para 0 temos

S" n
P

Sp(1-p)? ( > St s (1—1,3)>
<Ss—1
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Ws
20’ 7#[:0.5
15| sl
o u:5
10 ¢ A
— — u=50
0
|
5 J
/
"’

Figura 11: Tempo médio de espera no sistema (W) em fungdo da taxa de ocupagio (p),
com S =10

Ainda nos falta calcular o tempo de espera na fila, W,. Usando (7), resulta que

L
Wy = Tq'
Substituindo L, pela expressao obtida em (18) obtemos
A__Ps
Su (1_L)
W, = 3 =
Py 1
- Su 2 )2
(1-%)
que é equivalente a
1
TS -p)*

Supondo que temos 10 servidores pode-se representar graficamente W, na Figura 12.

Podemos verificar que a situagao que ocorre na Figura 12 nao difere muito da situagao
da Figura 11.

Quando um cliente entra no sistema se existir M = m < S clientes a sua frente, o cliente
serd servido de imediato, e o tempo esperado no sistema é % Casom > S ele terd de esperar

até que o cliente (m — S 4 1) - ésimo termine de ser servido.
A probabilidade de que o cliente ndo tenha de esperar ¢ entao

S—1 S
PIT,=0=P[M<S =Y P,=Y P —Ps
n=0

n=0

A\ P A1
:1—(—> S —Ps=1-Ps| v t1

Ps
A
=3

=1-

b
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Wq
20 ; — u=0.5
- u=1
15+ “
— /JZS
10 ¢
— — u=50
5t

Figura 12: Tempo médio de espera na fila (W;) em funcéo da taxa de ocupagao (p), com
S =10

que é equivalente a

Supondo que existem S = 10 servidores, ilustramos na Figura 13, P [T, = 0] como fungéo
de p.

Figura 13: Probabilidade de o tempo de espera na fila ser zero, P[T, = 0], em funcéo da
taxa de ocupacao, p, com S = 10

Analisando a Figura 13, observamos que a probabilidade do tempo de espera na fila dos
clientes comeca por ser 1, no caso limite p = 0, e praticamente se mantém neste valor até,
sensivelmente, p = %7 decrescendo mais rapidamente para 0, & medida que p cresce para 1.
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Temos,
SspS
lim P[T,=0] = lim [1- St
p—1- p—1- 1
(1-p) ( DN (n)>
_n_ -
S5 5
— lim [1- S 1-1
o R R S VT
0<n<S—
= 0.

Se todos os servidores estiverem ocupados, os intervalos entre as sucessivas partidas sao
independentes com distribuicao exponencial de pardmetro Su pelo que o tempo total até &
partida m —S+1 tem distribuicdo Gama (m — S + 1, Su), logo, numa situacao de equilibrio,
temos,

+o00
PO<T,<a]=> P0<T,<az|M=m]P[M=m]

m==5
[,
[ |5 (5) <H)S
= /OT (Sp) et [% @)Spori ((:’j )" S] O e St Py etAdt
= SuPs /O "Nt — 5P {—(f;:_”;)r == f = [1,ef<sw>z

Sp

_ Pg {1 7673#(17;))@ )
I—-p

O tempo de espera tem, para valores superiores a zero “fun¢ao densidade” dada por

S,uPSe_(S”_’\)’”.

Set>0
P[T,<t] = P(IT;=0)+P[0<T, <t
R B 176*5#“*/3”]:1——]35 e~ (Su=2)t
l—p 1-p (1-p)
= 17&55#(1*9){
(1—=p)

Resulta assim que o tempo de espera na fila exceder ¢ é

P
PlT,>t|=1-P[T,<t]= r‘sp)e—(su—/\)t.



4.3 Modelo M/M/x

41

O quadro que se segue é o quadro resumo do modelo M/M/S.

Probabilidade de ocorréncia

(AP (A (1
do estado 0 o<n§s 1"'(“) +H(3)7 (5
Probabilidade de ocorréncia p_ i—?p”Po se n=0,1,....8
do estado n " ST?PnPO se n>S
Nimero médio de clientes Lo=2 4 pDs
no sistema ST (1—p)2
Comprimento médio da fila L, = p(l—f;?
Tempo médio de espera no W.—1l,bs 1
sistema ST Su(1-p)?
Tempo médio de espera na W.—Ps_1
fila 7 Sp(1-p)®

Probabilidade de o tempo de
espera na fila ser zero

P(T,=0)=1-L

—p

Probabilidade de o tempo de
espera na fila exceder ¢t

P(T,>t)= (T{%e—(SH—A)t

Taxa de ocupagao

Quadro 2: Sumério das caracteristicas do modelo M/M/S

4.3 Modelo M /M /o

Neste modelo o nimero de servidores ¢ ilimitado, a distribuicao dos tempos entre as chegadas
e dos tempos de atendimento é exponencial, a capacidade do sistema e da populagao sao
infinitas e a disciplina corresponde a quem entra primeiro no sistema ser o primeiro a ser
atendido e a sair. Um exemplo possivel de aplicacao deste modelo é o sistema de linhas

telefénicas (actualmente).

Os clientes ao chegarem ao sistema sao servidos de imediato. Se a taxa de partida de um
unico cliente for p, a taxa de partida quando existem k clientes é ku, e a taxa de ocupagao
ép= % Este sistema pode ser representado através da Figura 14.

A A

(n)
ny (n+1)u

Figura 14: Modelo M/M /oo

Neste caso a distribuicao limite, tendo em conta que

971

YN W

H fhg-fhy,

¢ dada por (cf. Subsecgéo 2.4.1)

n!Mn !
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Am
. 977, nlum™
P, = lim P[X(t)=n|= = L
n = PO =] = =
n>0 n>0

A)"
o (u Py _pn _
el = e > 0),

donde se conclui que a distribuigao limite corresponde & distribuicao de Poisson de pardmetro
p, € pode ser representado pela Figura 15.

Pn - PO
1
R Pl
R -
0. — —Pqo

15 20

Figura 15: Probabilidade de existirem n clientes no sistema (P,) em funcdo da taxa de
ocupagao (p)

Podemos observar na Figura 15 que a probabilidade de existirem zero clientes é 1 quando
a taxa de ocupagao € zero, e tende a diminuir consoante aumenta a taxa de ocupagao. Quanto
a probabilidade de existir 1 cliente no sistema comega em zero quando a taxa de ocupacao
é zero, e tende a aumentar, mas nao chegando ao valor 0.5, e voltando depois e decrescer
até zero. Em relagao a probabilidade de existirem 2 ou mais clientes no sistema a situacao
é andloga a anterior.

O nmimero médio de clientes no sistema é simplesmente igual a taxa de ocupagao

Ls=p.
(cf. Figura 16),

O tempo esperado que cada cliente passe no sistema é o tempo que ele demora a ser
atendido, ou seja,

Ws =

1
)
I
fungdo que é representada na Figura 17.

O tempo de espera no sistema é inversamente proporcional & taxa de servigo, ou seja,

enquanto que a taxa de servigo aumenta, diminui o tempo de espera no servigo no servico,
como ja era de esperar.



4.3 Modelo M/M/x 43

Figura 16: Numero médio de clientes no sistema (L) em fungdo da taxa de ocupagéo (p)

10

1 3 5

Figura 17: Tempo médio de espera no sistema (W) em fungao da taxa de servigo (1)
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Relativamente ao nimero médio de clientes na fila e ao tempo esperado na fila, temos

Ly =W, =0.

Podemos resumir as caracteristicas do modelo M /M /oo, no seguinte quadro;

Probabilidade de ocorréncia do
PO =e "

estado 0
Probabilidade de ocorréncia do P 0
estado n noonl
Numero médio de clientes no

. Ly=p
sistema

Comprimento médio da fila Ly,=0
Tempo médio de espera no sistema W %
Tempo médio de espera na fila W,=0
Taxa de ocupagao p= %

Quadro 3: Sumadrio das caracteristicas do modelo M /M /oo

4.4 Modelo M/M/1/K

Neste modelo o sistema tem uma distribuicao dos tempos entre as chegadas e dos tempos de
atendimento exponencial, contém um sé servidor, a capacidade do sistema é K, a populacao
¢ infinita e a disciplina corresponde a quem entra primeiro no sistema ser o primeiro a ser
atendido e a sair. Este sistema pode também ser representado por M/M/1/K/oo/FIFO ou
por M/M/1/K/oo/FCFS. Um exemplo deste modelo é de uma estagdo de servico, com
um nimero limitado para K veiculos e com uma tinica bomba de abastecimento.

Recorde-se que (cf Subsecgao 3.1.4) a capacidade do sistema ser K significa que a pro-
babilidade de o sistema estar num estado n > K41 & nula, pois o sistema nao aceita ninguém
se ja tiver K clientes.

Neste modelo a taxa de chegada, \,,, depende do estado n do sistema,

\ - A, ose n=0,1,2,... K —1
" 10 se n>K ’

bem como a taxa de saida,

| ose n=0,1,2,...K
Fn=3 0, se n>K :

As transicoes entre os vérios estados deste modelo podem ser representadas através da
Figura 18.

A taxa média de entradas no sistema )\, é dada por

too K-1 K—1
)\/:Z)mp :Z)\Pn:/\ZPn:)\(lpr),
n=0 n=0

n=0

onde Py € a probabilidade de desisténcia por falta de capacidade do sistema para atender
clientes que chegam quando o sistema estd cheio.
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Figura 18: Modelo M/M/1/K

Como foi referido na Seccdo 3.3.1, as relagdes fundamentais entre Ly, Ls, W, e W
mantém-se verdadeiras substituindo apenas A por ), a taxa de ocupacio é ’\7 e a taxa
de pressao é designado por p = 2.

Como veremos, o sistema pode estar em equilibrio para valores de p superiores a 1. No
entanto, nesse caso, haverd um nimero grande de clientes que chegam e nao sao atendidos.

Muitas dedugoes do modelo M/M /1 séo vélidas, com as devidas adaptagoes para ter em
conta o limite de clientes no sistema. Adaptando a expressdo (12) temos

_ | "R, se n=0,1,..,.K
P"_{ 0, se n>K (19)
Para podermos calcular Py temos que recorrer ao facto de
1=Fy+..+ Pgk.
Usando (19) temos
1 = P0+ A+ Px=Py+ ...+ p" P
pK+1
- Pozp -n(5-).
se p # 1. Mais
1 pK-H ]-_P
1:P< T — B = KT
se p# 1.
Quando p = 1, temos
Pn = P07
e
1 = Py+..+Px=Py+.+15P =P, (K +1)
1
= Php=—
P K41
ou seja,
1—p
PO — 1—1pK+1’ se p 7é 1 (20)
st se p=1
Podemos reescrever a expressao (19):
pn (ﬁ%)? se p#la TLZO,].,...,K
P, = KL_H, se p=1,n=0,1,...K - (21)

0, se n>K
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Supondo que K = 20, representamos P,, na Figura 19, em funcao da taxa de pressao, p,
fazendo p variar de 0 a 1.5 e considerando n = 0, 1, 5 e 20. Na Figura 20 fazemos p variar
de 0 a 20 e tomando n = 20.

Pn
1

Figura 19: Probabilidade de existirem n clientes no sistema (P,) em funcao da taxa de
pressao (p), com K = 20

Py
1,

10 20

Figura 20: Probabilidade de existirem K clientes no sistema (Px) em funcdo da taxa de
pressédo (p), com K = 20

Verificamos na Figura 19 que a probabilidade de existirem zero clientes no sistema é 1
quando a taxa de pressao é zero e diminui consoante aumenta a taxa de pressao, atingindo
o valor 0. Em relacao as probabilidades de existir 1 cliente a K — 1 clientes comecam em
0 aumentando um pouco e voltando a 0. E na Figura 20 mostra que a probabilidade de
existirem K clientes no sistema converge para 1 quando p tende para o infinito, pois,

K
. . 1—»p . pK — pEHL _ L — 1
lim P 1 Ki—F _ )| =1 F —F Y- P
oo’ 1 oo [p <1 - pK‘*‘l)} p—rtoo < 1— pk+1 p—tso | DL —1

pK+1

= 1
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Conhecendo a expressdo para Pk (cf. (21)) podemos clarificar a expressio de \'. Para

p#1,
1 —p 1 _pK+1 pK _pK+1
/ _ _ K _
A = A(l—PK)—A(l—p (m>>_A(l—pK+l_ 1—pK+1
1— K
- )\<—p>_
1— pK+1
Quando p =1,
1 K
N=XA[1-——=]=2)
(- w51) = (751
Ou seja,
K
v A ER) e e
A KL_H), se p=1

Vamos agora calcular o valor médio de clientes no sistema,

L, = Z”P _Z" < K+1)_ K+1Z np" K+1/’Z"p o

K

1—p d 1—0p d [1—pK+!
= KHPZ - K+1Pdpzf’":1px+1pd—p< -
_ 1-p —(K+1)p (1-p)+(1-p"

IR (1-p)*

p 1— pKJrl
- m( (K +1)p" + ——

p
p_ (K+1)pKHt
1—p l_pK+1 ’

quando p # 1.
Quando p =1,
K(K+1) K
L= P, 1+2 K=——2"=—
Z” Kri U2+ K=oy =3
n=0
Logo,

K K+1
Ls: TLLP_%) se p;ﬁl
’ se p:]_

Vamos calcular o valor médio de clientes na fila usando a expresséo, tendo em conta (9)
que X depende do estado do sistema e que deve ser substituido por X, isto é,

)\/
Ly=L,— =
"
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Para p # 1,
Apt
Lo_ P _(K+1)pK“_A(1*PK“>: p (K+1)pKtt 1= pF
q 1—p lprJrl U 1—p 1,pK+1 1,pK+1
_ P +_KPK+1_pK+1+_p+pK+1: P +_KpK+1_pK+1_p+pK+1
1—p lprJrl 1,pK+1 1—p 1,pK+1
_p Kpft'4p
 1-p 1 pKfLT
Para p =1,

K)‘(KLH) K (K):K K

L, = —_—_\""/7 _ = _ (= S 2
a 2 " 2 P\K+1) 2 K+1
_ K(K+4+1)-2K K?4+K-2K
B 2(K+1) 2(K+1)
 K(K-1)
O 2(K+1)°
Conclui-se que
K+1
ﬁ_ﬁl%ﬁ7 se p#l
Lq= K(K-1) —1
2(KT1) se p=

Supondo novamente que K = 20, o gréfico da Figura 21 representa L, e L, como fungdes
de p.

Figura 21: Numero médio de clientes no sistema (L) e na fila (L,) em funcdo da taxa de
pressao (p), com K = 20

Analisando a Figura 21 verificamos que, quando na situacdo limite da taxa de pressao ser
zero, o nimero médio de clientes no sistema e na fila também séo 0. Estes valores aumentam
ao longo do crescimento da taxa de pressao, nunca ultrapassando K. Quando p converge
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para +oo, Ly converge para K e L, converge para K — 1. De facto,

. . p (K +1) pi+t . 1 K+1
lim Ly = lim - = lim -
p—+oo p—Foo |1 —0p 1 — pE+l p—+oo %—1 ﬁfl
1 K+1
= ———=—-14+K+1
— 1 + K +
= K
e
K pK+1 1 K+ 2%
lim L, = lim p__ 2P Kjlp} = lim T - — P
p——+oo p——+o00 l—p l—p p—+00 ;—1 pK+1_1
1 K
[ R |
= K-1

Usando a Lei de Little, com ) substituido por \’, vamos calcular o tempo de espera na
fila. Se p # 1,

p | KpFtiy p—pK+2 _ EpR Tl KRt )2
W, — ﬁ _1-p 1—pEFl  (1—p)(1—pKT1) (1—p)(A—p~tT)
q A/ )\ 1721( )\ 1721(
17PK+1 17pK+1

p— pK+2 (KpK+1 1 p— KpK+? 7/)2)
A(l=p)(1—p")
p— T2 KK+ KpRH2 4 2
A1 =p)(1=pF)
—p"H2 — KpRt 4 KpfH2 4 p2  KpRtl (p—1) +p% (1 - p¥)

AL —=p)(1-pF) A1 =p)(1=pK)
- KpKJrl(lfp) N p2(1—pK) _ P2 B KpK+1
AI=p)(I=p")  AA=p)(1=p") Al=p) A(l=pK)
p Kp*

p(d=p)  p—pK)

Quando p =1,
K(K—1)
w o~ L s K (K- 1)
o /\/_)\(K)_ 2K
K+1
_ -1
2pp
Logo,
p__ _ _Kp¥
W, = @ia mieery ¢ 7L
Spn se p=1

Na Figura 22, supondo que K = 20, representamos W, como funcdo de p para vérios
valores de p (u = 0.5, 1, 5, 50).
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Figura 22: Tempo médio de espera na fila (W) em fun¢do da taxa de pressao (p), com
K =20

Podemos concluir, analisando a Figura 22, que independentemente da taxa de servico,
o tempo médio de um cliente na fila comega em zero, aumenta com o aumento da taxa de
pressao e depois “estabiliza”. De facto,

KpK 1 K
lim W, = lim L____=F = lim -
p—too potoe [p(L=p)  p(l=pR)| potoe | B—p Je—p
K-1
= 2= (22)
I

Em relacao & evolugao de W, como funcao da taxa de servigo, podemos dizer que quanto
maior ¢ a taxa de servico menos tempo em média o cliente fica na fila & espera, naturalmente.

Falta-nos calcular o tempo de espera no sistema. Ora,

(K+1)p" ! —p*? (K+1)p" ! — (K 41)p 2
w. o~ Ls _ g s i AN £ 7 (i
S e M (5#)
1—pK+1 1—pK+1

p— it — (K +1)p" " — (K +1)p"*2)
A1 =p)(1=p%)

p— pFH2 KKl pRHL | K2 g pK+2
A(l=p)(1—pF)

p— KpK+l — pK+1 4 gpK+2  KpK+l(p 1) —I—p(l _pK)

AL =p) (L= pK) A=) (A -pF)
B p(L—p%)  EpFT'(1-p  p  KpKT!
XA =p (A =pF) AA=p)(1=pK) T A1 —p) A1 —pK)
1 Kp&

p(l=p)  p(l-pk)

se p # 1.
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E quando p =1,

woo- Lo % KE+D
s A’_/\(KL)_ IANK
+1
K +1
2pp

Conclui-se que

(1=
K+1 -
TR se p=1

1 KpK
VVS{ (1 p)_u(lpr)’ se p#1

Representamos Wy no gréafico da Figura 23 como funcao de p, considerando K = 20, e
©w=0.5,1,5¢e50.

Ws
40 ;

30 ¢

20 ¢

10 ¢

Figura 23: Tempo médio de espera no sistema (W) em fungao da taxa de pressao (p), com
K =20

O gréfico da Figura 23, é andlogo ao anterior, o da Figura 22, como esperado, pois
We =W, + % No limite, recordando (22), temos

1 K-1 1
lim W, = lim W, +—=—— 4~
p=oo p—oo p weooop
K
W

A probabilidade de néo se esperar tempo nenhum na fila, P [T, = 0], é igual & probabi-
lidade de haver 0 ocorréncias, ou seja,

1—
T, se p#l
1

P[Tq_O]_PO_{ w bld

K+1»

Na Figura 24 representamos graficamente P [T, = 0] supondo que K = 20.
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Figura 24: Probabilidade de o tempo de espera na fila ser zero, P[T, = 0], em funcao da
taxa de pressao, p, com K = 20

Na Figura 24, observamos que a probabilidade de um cliente nao ter de esperar na fila,
comeca em 1, quando a taxa de pressao toma o valor limite 0 e essa probabilidade converge
para 0, quando a taxa de pressdo converge para +o0o. De facto, de (20),

. . 1-p
Jm o= lm {m}

= 0.

O quadro que se segue é o quadro resumo do modelo M/M/1/K.

Probabilidade de ocorréncia P 17_1;[{%’ p#£1
do estado 0 0= = p=1

n LL) _
Probabilidade de ocorréncia P (1—PK+1 » p#ELR=01.,K

= 1 _ _
do estado n Pn { ek p—l, TL—O,l,...,K
0, n>K
Nﬁmero meédio de clientes no I Tf—p — %7 p#1
sistema ° K p=1
2
2 _EptT4p p£1
Comprimento médio da fila L, = { }{(’}{71) 1=pftit _q
2(K+1) p=
K
’I"empo médio de espera no W, = /L(11—p) - M(i(_ppx), p#1
sistema IQ(;LI, p=1
K
glempo médio de espera na W, = { ’}‘{(ff”) - H(Iffpxw p#1
a oy 2pll/ - p - 1
Probabilidade de o tempo de P(T,=0) =P,

espera na fila ser zero
Taxa de pressao p= %

Quadro 4: Sumdrio das caracteristicas do modelo M/M/1/K
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4.5 Modelo M/M/S/K

Este modelo difere do apresentado na secgao anterior por ter S servidores, enquanto que
no anterior tinhamos apenas 1servidor. Resumindo, neste modelo o sistema tem uma dis-
tribuicao dos tempos entre as chegadas e dos tempos de atendimento exponencial, contém
S servidores, a capacidade do sistema é K, a capacidade da populagao é infinita e a disci-
plina corresponde a quem entra primeiro no sistema ser o primeiro a ser atendido e a sair.
Um exemplo deste modelo pode ser uma estacao de servigo com capacidade de K carros e
S bombas de abastecimento.

Este modelo corresponde ao modelo ja estudado anteriormente M /M/S com sistema de
perda, pois ao chegar ao sistema o (K + 1)- ésimo cliente, este cliente j& ndo poders entrar
no sistema, pois o sistema estard lotado, e este cliente é perdido.

Neste caso vamos considerar que S > 1 (o caso S = 1j4 foi estudado) e que S < K (se
S > K, o tempo de espera para os clientes que néo se perdem ¢é zero). A taxa de saida do
sistema depende do estado do sistema

tal como depende a taxa de chegada, A,

\ _{ A, ose n=0,1,2,...,. K—1

0, se n>K

Este sistema ¢é representado na Figura 25.

P(0 P(1
0 5P 5

Figura 25: Modelo M/M/S/K

A taxa média de entradas no sistema )\, é dada por

K-1 K—1
N=Y AP, =\> P, =\(1-Px),
n=0 n=0

onde Pk é a probabilidade de desisténcia por falta de capacidade do sistema para atender
clientes que chegam quando o sistema estd cheio, como no modelo anterior.

As relagoes fundamentais entre Ly, Ls, W, e W, obtemos substituindo apenas A por N.
A taxa de ocupacgao é é‘—; e a taxa de pressao é p = Si#

Existe alguma semelhanca entre este modelo e o modelo M/M/S. Tendo em conta o
limite de clientes no sistema, entao temos que

%(%) P, se n=0,1,.,9—-1

Po=4 1 (2)\"p =8, K :
s5=5 (4 b, se n=.7., ..,
0, se n>K
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que, tomando p = Siﬂ, se pode escrever na forma

(S;!)n , se n=0,1,...,8—-1
P, = S—Sf—nPo, se n=25,...,.K (23)
0, se n>K
E sendo assim temos que
No= MN1-Pg)
SSpK
(52
Quando p # 1,
S—1 n K S n S—1 n S K
1 (Sp) S2pt _ ~(Sp)” S n
(Fo) - Z n +Z Sl _Z nl +§Zp
n=0 n=.S n=0 n=S
5-1 n _
_ Z(Sp) +S_Spsl—PK S+l
o n! S| 1—0p
S—1 n S _
_ Z(Sp) n (Sp)” (1—ph—5*
— nl S! 1—p '
uando p = 1, isto é, quando A = Sy,
Quand 1, isto é doA=S
S—1 n K S n S—1 an s K
1 (Sp) S p" S S
P = D g = gt
n=0 n=>S n=0 n=S5
S—1
sno 88
= —+—=—(K-S5+1).
;J T
Conclui-se que
50" (59)° (1-pK -
z—:o w - T s ( j— ) , se p#l
PO = 5:1 ) ; 1 (24)
[Zoi!-i-%(K—S—i—l)} , se p=1
Podemos assim representar graficamente P,, supondo, por exemplo, que S = 10 e

K = 30. (ver Figura 26 quando p varia entre 0 e 1.5 e na Figura 27 quando p varia

entre 0 e 20).

Podemos observar, na Figura 26, que a probabilidade de nao existirem clientes no sistema
é 1 quando a taxa de pressao é zero e depois diminui para 0 ao longo do aumento da taxa
de pressao. Em relagdo a probabilidade do sistema ter n clientes, com n € {1,..., K — 1},
esta comega em 0, aumenta e volta a diminuir para 0, e quanto maior for a quantidade de
clientes menor é esse aumento. Na Figura 27 observamos que a probabilidade de existir K
clientes no sistema comeca em 0 e aumenta, convergindo para 1, quando a taxa de pressao
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Figura 26: Probabilidade de existirem n clientes no sistema (P,) em fungao da taxa de
presséo (p), quando esta pertence ao intervalo (0,1.5), com S =10 e K = 30

Px

10 20

Figura 27: Probabilidade de existirem K clientes no sistema (Pg) em funcdo da taxa de
pressao (p), quando esta pertence ao intervalo (0,20), com S =10e K = 30
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tende para infinito. De facto,

SS K SS K
lim P = lim = M|
— 400 — 400 s —+00 p —pK—
P p (Z (Sp 23 " (Sp) ( 1Kps+1)> P Sen ( o
r K
o e [# ol
= Jm ——ny | = | e | = [
p——+oo pS (1*017p ) p—+too P —p poFoo pEFT T 1
= 1.

Adaptando a derivagdo do mimero médio de clientes na fila do modelo M/M/S temos

K
Ly= Y (n—S)P,.
n=S+1
Ora, para p # 1,
K
SSpn SS S
Ly = ) (n=8)= S,ps“z n—8)pr5
n=S+1 n=S+1
_ 85 S+1K_S- -1 _ p s+1 g1 d (1= pl=5+1
= Pogp ;Jﬁﬂ = ! o ij— S,P an(T)
S sa (K =S+ 1" S (1o 41 s
S o
_ POS_SpS—l-l 1 _pK—S _KpK—S+KpK—S+1 +SpK_S _SpK—S+1
8! (1-p)°
L S s (12 S0 () (= 5)
s! (1-p)°
- PQsSpS+1 s
= m[lfp (1+(1—p)(K75))].
Quando p =1,
K SS SS K
Ly = > (n-25) sTh="5h > (n-5)
n=S+1 n=S+1
§8 A 85 (K-8)(K-S+1)

Concluimos que

SS p (K—8)(K—S+1) )

SS+1
Lq:{ B L= p S A4 1 =p)(K=9)], se p#1
rho————— se p=1

onde P, tem a expressio dada por (24).
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Tendo o niimero médio de clientes, podemos calcular o nimero médio de clientes no
sistema e o tempo médio esperado na fila de cada cliente.
Vamos entao, em primeiro lugar, calcular o nimero médio de clientes no sistema.

Para p # 1,
SSPK
N PSS pStt B A==
L, = Lq+ﬁzs?(1fp)2 L-p A+ A= p) (K= 9))] + ( 7 )
PSS S+l - S5 pK
- S?(l—fP)Q[l—pK S(1+(1—p)(K—S))]+SP<1— Sp! PO)
PGS S+ B GS+1 K +1
= L 1T 1) (K - 9)] 4 - TR,
PSs’ S+1 B _
= S?(l—fp)Q[lipK SA+(1-p)(K—29)) - Sp" 5(1*9)2}4“9/’
PS5 pSH! -
_ —5?(16/))2 (1= o5 (14 (1= p) (K= 8) + S (1= p)*)] +5p
PSS S+1 _
_ 5?(1—6,))2[1pr S+ 1—-p)(K—-S+S(1-p)] +5p
PS5 pSH! -
- S?(l—fP)Z[l—pKS(1+(1fp)(K*PS))]+SP-
Quando p =1,
NooSS (K—-S)(K-S+1) Ss
S (K-S)(K—-S+1 S5t
= ypo( )<2 + )+S—TPO
S% (K—8)(K—-S4+1)-8
Resumindo,
S _S+1
. B 1= pK =S (14 (1= p) (K = pS)] + Sp, se p#1
s %pow_i_s, se p=1

Representamos Lg e L, como funcdo de p, supondo que K = 30 e § = 10, na Figura 28.

Na Figura 28, podemos observar que L, ¢ “andloga” a L,, com umas pequenas adap-
tagoes, tendo L, como limite K — S e tendo Ly como limite K. De facto,

S5 pS+1 [1 —pES 1+ (1 —p) (K- S))]

lir+n L, = I =)
p—+oo p—+oo - n 5 [1_ K—st1
S i () 1
[ cgS pK+2 _ gS+1  K+2 KpK+2 _ g K+2) (1 —
_ S5p Sip C o | Ep p[)( p)
p—-+oo _StptHs = p—+o0 —pK+3
(K — - (K —5) (l - )
_ K=90p) _ ;
p—+oo | —p p——+oo -1
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30
20 | S
PR
P4
4
//
10 ¢
/ -—-——- L
/ q
’
Vi
’/
- . ,O
1 2

Figura 28: Numero médio de clientes no sistema (L) e na fila (L;) em fungao da taxa de
pressdo (p), com S =10e H =30

e
X S5 pK
lim Ly = lim L,+ hm——K S+ hm S,o( p Po)
p—+o0 p—+o0 p—+oo 14 S!
SS K
= K-S5+ hrf Sp [1— 51 p

pee —~ (Sp)™ | (Sp)T [(1—pK-S+1
L St (nz—:(] n! + S! ( 1—p )>
[ SS K

— 400

’ i S'(s'a )

. 1—p

= K+1

= K—S-I— hm [Sp—Sp <W>}

= K-S+ hm [Sp—S—Sp|=K—-S+8
p——+oo

= K.
Determinamos agora o tempo médio de espera pelo cliente numa fila

5 S+1
w, — La_ Bt [1— RS (14 (1= p) (K = 5))]
q

d A (1 o SZ!)_K Po)

BST [1— 555 (14 (1= p) (K = 8))]
M(l—ss KPO)

S—1,S
e ;S(SS! sy LA = (K - 5],

se p# 1.
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Quando p =1,
W, = %: S RIS g g G sh)
A1) Su(1-5m)
_ SSTIR (K —8)(K—S+1)
2u (S! = SPy)
Entao,

ugl
S° Py (K —S)(K—S+1)
21(ST=SPo) )

S—1_5
W ey (LT L+ (L= p) (K =9))], se p#1
! se p=1

Supondo que S = 10 e que K = 30, representamos W, como funcdo de p na Figura 29,
para os casos u = 0.5, 1, 5 e 50.

Wq

4 — u=0.5
o ‘Ll:l
77,/“[:5

2
——u=50
o)

Figura 29: Tempo médio de espera na fila (W,) em funcao da taxa de pressdo (p), com
S=10e H =30

Podemos observar na Figura 29 que, independentemente da taxa de servigo, o tempo
médio de espera na fila aumenta consoante aumenta a taxa de pressao. Verifica-se que
consoante aumenta a taxa de servigo, o tempo de espera diminui drasticamente. Podemos
verificar que tal como segere o grafico, W, estd limitado, quando K, S e i sao fixos. De
facto, tendo em conta (24) e que S < K vem

lim W, = lim (PS5 p% L= p" 5 (14 (1= p) (K = 5))]
p—+00 q p—+oo I I (1 — p)2 (S' . SSPKPO)
C o |80 p) (K 8))]

p—+o0 SS pK+1 2 SS oK
(_ S!(l—_p)) p(l—p) (5! - —LM>
SH(1—p)
KSs—lpK+1 _ SSpK+1
= lim

oo | (S 1 p) (9 + SgEE0)

[ SSpEFL(K—-1)] K-1
potoo [=S9SpKpu(1—p) | Sp
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Sabemos que o tempo esperado no sistema pode ser determinado de diferentes maneiras,
nomeadamente,

1 L
WS = Wq + ; - 7
Vamos calculéd-lo através de W,. Quando p # 1,
1
We = Wy+—
L
Psfsfl S B 1
= 1S (14 (1 p) (K= 9))] + -
p(l—=p)" (S'= 5% R) p
Quando p =1,
1
Wy = We+—
I
SR (K- S)(K—-S+1) 1
21 (S! = SPy) w
Ou seja,

W, =
s Po(K—S)(K—S+1) | 1 _
24 (ST-5F%) T se p=1

S—1_8
{ g L/ L (=) (K =)+ se p#1
e

Supondo novamente que K = 30 e S = 10, representamos W, como fun¢do de p na
Figura 30, para os casos = 0.5, 1, 5 e 50.

Ws

6 — u=0.5
- u=1

4 s
—— u=50

Figura 30: Tempo médio de espera no sistema (W) em fungao da taxa de presséo (p), com
S=10e H =30

A Figura 30 difere pouco da Figura 29. A grande diferenga tem a ver com o facto de os
graficos nao comecarem em 0, pois o tempo de servigo do cliente que estd a ser servido é
contabilizado em W,. De facto,

imW, = lim it L= S0+ (=) (K= 8)] +
p—0 =0 | (L= p)P (S1— 55K Ry b7 ’ :

1

W
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Quando p — 400 os graficos sugerem a existéncia de um limite de Wy. De facto,

17 K-1 1
lim W, = lim [Wq—&-—} -~ 4=
p—too p—too I Spop
 K+8-1
= T

A probabilidade de o tempo de espera na fila ser zero, P [T, = 0], é a probabilidade de
o sistema ter S — 1 ou menos clientes

S—1 S—1 (Sp)n
Pm:M:ZP:Z:mPh
n=0 n=0
Esta probabilidade estd representada, para K = 30 e S = 10, na Figura 31.
1.
0.5¢

Figura 31: Probabilidade de o tempo de espera na fila ser zero, P[T, = 0], em funcéo da
taxa de pressao, p, com S =10 e K = 30

Analisando a Figura 31, podemos verificar que a probabilidade de um cliente chegar ao

sistema e nao ter que esperar no sistema é 1 quando a taxa de pressao é zero e mantém-se
perto de 1 até sensivelmente quando p = % e depois converge para 0 quando a taxa de

pressao tende para infinito. Este tltimo resultado é valido, qualquer que sejam os valores
de S e de K pois

lim P[T,=0] = lim SZ_l (Sp)np
ptoo T potoe | L= nl 0
i (Sp)°!
e -
p—+00 Sp)n s o
(e ()
[ szlpsf1 1
= lim = lim |————
p—teo (S — 1)'2&5 (ﬂ) p—+oo | Sp (1, Kfs+1)
L St 1—p 5 _Ll—p
— 1 [ 1_/) _ 1 pK_:I-5+2 — pK—pb+2
0 Py ool I wL N o
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O sistema pode atingir o equilibrio mesmo para valores de p superiores a 1. No entanto,
nesse caso, haverd um grande nimero de clientes que chegam e nao sao atendidos.

O quadro que se segue é o quadro resumo do modelo M/M/S/K.

S—1,_ .. _ -1
Probabilidade {Z (Sp)" | (Sp)” (“pf_;“)] . p#1
de ocorréncia Py = n=0 -1
5-1 s
do estado 0 { %—&—%(K—S@—l)} , p=1
Probabilidade (éj Py, n=0,1,..,8 -1
de ocorréncia P, = 50°p, n=S5, .. K
do estado n 0, n>K
Ntmero médio Sp + % X p£1
d.e clientes no L, = [1 — +(1- p) (K —pS))]
sistema p (K S)(K S+1)— _|_ S, p=1
S _S+T
Comprimento I — % [1—PK S(1+(1_ )(K_S))] s p#F1
médio da fila a STfPO (K- S)(K*SH), p=1
Tempo médio de ,lt (1o ppogs'*sps KPO p#£1
espera no W, = x [1- )(K S))] ’
sistema 55~ 1Po(K S)(K S+1) 41 -1
2p(S— SPo) u’ p=
PyS°~ p X
Tempo médio de n(1=p)*(S1-S5pK o) ;o p#FL
eSpelr')a na fila W = x ~[1 —pR (4 (1= p) (K~ S>)]
S5~ py(K—S8)(K—S+1) p=1
2u(S—S5 Py) ) -
Prob. do tempo
de espera na P(T,=0)= Z (Sp)
fila ser 0
Taxa de pressao p= SL/L

Quadro 5: Sumdrio das caracteristicas do modelo M/M/S/K

4.5.1 Modelo M/M/S/S

Este modelo &, digamos, o caso limite do modelo M/M/S/K, onde se supos que S < K. E
um dos primeiros modelos estudados por Erlang, para analisar a probabilidade de nlinhas
estarem ocupadas numa central telefénica que dispoe de Slinhas (cf. [1]). Neste caso, a
capacidade K = S, e se uma chamada chega a central quando todas as linhas estdo ocupadas,
o cliente nao permanece & espera pois recebe um sinal de saturacao e a comunicagao é
abortada nesse momento. Por outras palavras, o nimero de posigoes em servigo é igual ao
nimero de servidores (ndo h4 fila de espera).

Neste caso a taxa de chegada é

_— A se n=01,2,..5-1
"1 0 se n>S

e a taxa de atendimento é

[ np se n=0,1,2..5
Fn =19 0 se n>S+1
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E do modelo anterior temos que,

N =A(1-Py).

Note-se que este sistema podera ser representado através da Figura 32.

A

P(S-1) P(S
& gy T

Figura 32: Modelo M/M/S/S

A probabilidade Pg de que o sistema se encontre cheio e que ao chegar uma ligacdo esta
se perca é dada pela chamada férmula de perda da distribuigdo de Erlang (cf. [6]), que se
obtém tomando em (24) e em (23) K = S:

/)" (Sp)"
Pn: n! _ n! ,

$ VDR SYCTE

j=0 ! j=0 !

paran =0,1,2,...5.

Representamos a férmula de perda da distribuigao de Erlang graficamente, na Figura 33
(com p a variar de 0 a 1.5) e na Figura 34 (com p a variar de 0 a 10), supondo, em ambos
os casos, que S = 20.

Figura 33: Probabilidade de existirem n clientes no sistema (P,) em funcdo da taxa de
pressdo (p) quando este varia de 0 a 1.5, com S = 20

Da Figura 33, podemos verificar que independentemente do niimero de clientes no sistema
(desde que nao nulo), quando p toma o valor limite a probabilidade é 0, aumenta um pouco
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Ps

5 lOp

Figura 34: Probabilidade de existirem S clientes no sistema (Ps) em fungdo da taxa de
pressao (p) quando este varia de 0 a 10, com S = 20

e depois converge para zero. Com a Figura 34 verificamos que quando p tende para infinito
a probabilidade de existir S clientes tende para 1. De facto,

(A{s‘f)s lsz's
lim Pg = lim |—=—| = lim |=2=
p—-oo ptoo | Sy | ptee | 2222
Z( é/‘L) S
j=0
= 1.

Como jé foi referido, nao existe espago para os clientes estarem numa "fila de espera".
Por isso, obviamente, o tamanho médio da fila de espera, L,, e o tempo médio de espera de
um cliente na fila, W, é zero, ou seja

Usando a formula de Little temos que

W, = W,+

tal como acontecia no modelo M/M/oo. A Figura 35 é, por isso, igual a Figura 17.

Usando novamente as férmulas de Little temos
N oAN1-P
1Y 1Y
Sp(1—Ps).

Na Figura 36 apresentamos o grifico do nimero médio de clientes no sistema, supondo
S = 20.
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Ws
10

Figura 35: Tempo médio de espera no sistema (W) em funcdo da taxa de servigo (u)

20

10+

Figura 36: Numero médio de clientes no sistema (Lg) em fungdo da taxa de pressao (p),
com S = 20
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Analisando a Figura 36, verificamos que quando a taxa de pressdo é zero, o nimero
médio de clientes também é zero, e quando a taxa de pressao converge para infinito, o
nimero médio de clientes tende para S

(Sp)*°
lim Ly = lim Sp(1—Ps)= lim Sp|1-—=——
Jm e = lim Sp(l=Ps)= lim Sp S o
2.
j=0
Pl - :
—0 7 Sp)” 85! Sp)” S
= lim Sp ]SO = lim S (Sp) z = 1 %
Pt (Sp)’ potee (S =D(Sp)”  pmte (Sp)
Z ]‘
j=0
= S
O quadro que se segue é o quadro retine as caracteristicas deste modelo.
=
Probabilidade de ocorréncia do P i (Sp))
estado 0 0 =
y (Spl)”
Probabilidade de ocorréncia do p _ ZS: <:9P>j , n=0,..,5
estado n n =
0, n>9S
Numero médio de clientes no L. = Sp(1— Ps)
sistema
Comprimento médio da fila L,=0
Tempo médio de espera no sistema W, = %
Tempo médio de espera na fila W,=0
Taxa de pressao p= SAM

Quadro 6: Sumério das caracteristicas do modelo M/M/S/S

4.6 Modelo M/M/1/oco/H

Neste modelo, o sistema tem uma distribuicao dos tempos entre as chegadas e dos tempos de
atendimento exponencial, contém 1 servidor, a capacidade do sistema ¢ infinita, a capacidade
da populagao é de H individuos e a disciplina corresponde a quem entra primeiro no sistema
ser o primeiro a ser atendido e a sair. Este modelo pode também ser representado por
M/M/1/oo/H/FIFO ou por M/M/1/co/H/FCFS. Note-se que o comportamento deste
modelo nao é alterado se substituirmos a capacidade infinita por uma capacidade finita,
desde que esta nao seja inferior & dimensao da populagao, ou seja, este modelo pode ser
transformado no modelo M/M/1/K/Honde K € {H, H+1,...} U{4o00}.

A distribui¢do do tempo entre as chegadas de clientes ao sistema dependerd de quantos
clientes estao no sistema. Considera-se que, para cada cliente que acaba de sair do sistema,
a distribuicao de probabilidade do tempo que falta para que volte a entrar é exp (\).



4.6 Modelo M/M/1/c0/H 67

Se o mimero de clientes no sistema for N = n, o nimero de clientes na populacao serd
H —n. A taxa de chegadas é

_— AMH-n), se n=0,1,2,..H
"0, se n>H ’

e a taxa de de servigo é
Py = M, se mn>1.

Podemos representar este sistema através da Figura 37.

Figura 37: Modelo M/M/1/00/H

Resulta, tomando p = %, pois

AoMAn1  AHN(H—1) . A(H—=n+1)
Hifbgee oy Mn
NH(H —1)...(H—n+1)
,un
= p"HH-1)..(H—-n+1),

0, =

H!
0" P, se n=0,1,2,...H
Pn: (H—n)!p 05 s Ly 4y 25
{ 0, se n>H ’ (25)
onde
7 -1
H! n
Py = Zi(H_n)m (26)
n=0 ’

Supondo que H = 30, representamos graficamente P, na Figura 38 quando p varia entre
0 e 0.5, e na Figura 39 quando p varia entre 0 e 10.

As Figuras 38 e 39 sao semelhantes as Figuras 26 e 27. Mais uma vez, verificamos que
quando se trata da probabilidade de existirem H clientes no sistema, quando p tende para
o infinito, a probabilidade converge para 1. De facto,

HpH H!pH)

lim Ppy = lm |——|= lim |——=
p—+o00 H p—-+o00 H p——+o00 H'pH

H! n
P
=5 (H—n)!
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Figura 38: Probabilidade de existirem n clientes no sistema (P,) em funcdo da taxa de
pressao (p) quando esta varia de 0 a 0.5, com H = 30

5 lOp

Figura 39: Probabilidade de existirem H clientes no sistema (P,) em fun¢io da taxa de
pressdo (p) quando esta varia de 0 a 10, com H = 30
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Relativamente ao nimero médio de clientes no sistema,

H
L= ZnPn7
n=0
temos
H H H
H! H!
lim L, = 1 P, = 1 ———p"Py= lim P, —)p"
p—irfoo piTWTI:(Jn piTWTI:(Jn (H — n)!p 0 p—1>1-r-noo Onz:%n (H — n)!p
H
1 H! H!
= lim n p" = lim H o
p—otoo Hoo o (H —n)! p——+oo (HIE;I),pH (H—-H)!
ACEDI
- " (27)
Temos ainda que
H H H H
No= 3 MPu=) MH-n)P, =\ <ZHP,L - ann>
n=0 n=0 n=0 n=0
= ANH-Ly). (28)

Tendo isto em conta resulta que

L, L,
e = Y oxm-m
L,
= —= 29
pu(H — L) #9)

Supondo que H = 30, o grifico da Figura 40 corresponde ao tempo médio de espera no
sistema como funcao de p, para = 0.5, 1, 5 e 50.

Ws
60

40

20

Figura 40: Tempo médio de espera no sistema (W) em funcao da taxa de pressao (p), com
H =30

Observando a Figura 40, verificamos que independentemente da taxa de servico, o tempo
de espera, quando a taxa de pressao tende para o infinito, estabiliza, tendo como limite de
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H.
I
H
> nP,
111}1 Ws = 11111 ﬁ hgl n=0 I
p p Pl P o (= 3 nPn)
n=0
ch H! n <k H! n
Z ”—(H—'n)!P Py Z ”—(H—'n TP
p——+o00 p—T0o0
<H E”(H m"’”PO) ( Zn(H ol >
Zn(H n)
= lim n=0
p4>+oo H H!
ZOH - n)'P X_:O”(H!n)!pn
>
nE—mn n p H'
= lim =0 - — lim H(H H>'p
B - 1 0o ppp—>m= _ _
ot pﬂZ(H%!n)'P"(H*n) P PRTIT 1)),/) HH - (H-1)
n=0 ‘
_H
o
Temos que o nimero médio que um cliente espera na fila é,
1 Ly 1
Wy = Wog——=—F——< — —
! po ANH-Ls) p
Ly 1
pp(H—Ls) (30)
Que podemos representar na Figura 41, supondo que H = 30.
Wq
60 ; — u=0.5
__ u =1
40 |
0 -~ u=5
P i —— =50
20 | 7
/
1
' ———————————
o ———

Figura 41: Tempo médio de espera no sistema (W) em funcdo da taxa de presséo (p), com
H =30
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Como era de esperar, os gréficos da Figura 41 sdo praticamente idénticos aos da Figura
40 e convergem para =1

w0
1 H 1
lim Wq = lim (Ws__>:___
p——+o00 p——4o00 M /J/ ,LL
 H-1
W
O nmimero médio de clientes na fila é (cf. (28) e (30))
Ly 1
L = ! = H—-L; - s
oo e )<A(H—Ls> u)
g AH LY
7

Representamos graficamente na Figura 42, supondo que H = 30, L, e L.

30

20 ¢

10 ¢

Figura 42: Numero médio de clientes no sistema (L) e na fila (L;) em fungao da taxa de
pressao (p), com H = 30

O numero médio de clientes no sistema e na fila é pequeno quando a taxa de pressao é
zero, mas depois aumenta, sem nunca atingir H, como mostra a Figura 42. De facto, de
(27), sabemos que L, converge para H. Usando esse facto e (31) temos

lim L, = lim [L,—p(H— L,
i L Jm [Ls = p( s)]

= lim Ly— lim p(H — Ly)

p——+o00 p——+o00
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4.7 Modelo M/M/S/c0/H

de (25) e (26),

H
R SR RV (3 3
B H
H!
- H- i H— "P
ool ;}” H—n)” "
H
H! 1
= H-— 1l H— &
pHIIJPOOP Zn (H — n)'p H H!
n=0 Z (H;n)!pn
L n=0
i i H H! no__ i n H! n
g P [GEDIL P [GCEDIL
rH—1 H
B - p—l}focp H N
i Z_: H—n)P
_ H- 1 oty (H — (H - 1))
B N IR
P H-_mP
= H-1.

Podemos entao resumir num quadro as caracteristicas do modelo M/M/1/c0/H,

Probabilidade de ocorréncia H . -t
P, = Z H! n
do estado 0 0 = H—n)P
Probabilidade de ocorréncia p _ ﬁp”ﬂ), n=0,1,2,..H
do estado n "0, n>H
P = : i
Nunolero médio de clientes L.= S nP,
no sistema =0
Comprimento médio da fila L,=Ls—p(H—Ly)
Tempo médio de espera no W, L.
sistema 5 pp(H-Ls)
PYET — L _1
Tempo médio de espera na fila Wo= s — %
Taxa de pressao p= %

Quadro 7: Sumadrio das caracteristicas do modelo M/M/1/00/H

4.7 Modelo M/M/S/oo/H

Este modelo corresponde ao modelo em
de Poisson e dos tempos de atendimento
sistema ¢ infinita, a capacidade da popu

que o sistema tem uma distribuicao das chegadas
exponencial, contém S servidores, a capacidade do
lacao é de H individuos e a disciplina corresponde

a quem entra primeiro no sistema ser o primeiro a ser atendido e a sair. Este modelo é uma
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generalizagao do modelo anterior, por isso algumas caracteristicas anteriores sao validas
neste modelo. Tal como no modelo anterior, notemos que o comportamento deste modelo
nao é alterado se substituirmos a capacidade infinita por uma capacidade finita, desde que
esta nao seja inferior a dimensao da populagao, ou seja, este modelo pode ser também
apresentado na forma M/M/S/K/Honde K € {H, H+1,...} U{4o0}.

Supomos que S < H, pois se S > H todos os clientes a chegar ao sistema seriam atendidos
de imediato e nao haveria fila de espera.

A taxa de chegada é igual ao do modelo anterior,

- AMH-n), se n=0,1,2,..H
"0, se n>H

As taxas de servigo séo iguais ao modelo M/M/S ou M/M/S/K

_f np, se n=1,.,5-1
Hn = Sy, se n=S,...,.H

Este sistema pode ser representado através da Figura 43.

HA  (H-T)A (H-S+T)A (H-S)A 2A

Figura 43: Modelo M/M/S/oco/H

Podemos determinar P,, com a ajuda do modelo anterior e do modelo M/M/S

_HL_(S0)"p o se p=1,..,8

(H n)! n'
Pn - (HH'n)' ST pnP07 se n:S+1,,H )
07 se n>H
onde 1
S _
H! H' S5
Fo= Z(H—n n' + Z ISlp

n=0 n= S+1
Supondo que S = 10 e H = 30, representamos P, graficamente na Figura 44, para
n=0,1,5,20 e 30, quando p varia entre 0 e 0.3 e na Figura 45, para n = H, quando p varia

entre 0 e 20.

Os graficos obtidos sao semelhantes aos obtidos na seccao anterior. Na Figura 45, tal
como no caso anterior, verificamos que a probabilidade de existirem H clientes no sistema
quando p tende para infinito é 1. De facto,

H! S H
lir+n Py = lir+n S S7p =
p——+o0 p—-+o0 n
) (Z(HH!n)! B+ 3 (HH;)!S_TPn>
n=0 n=S+1
HISSpH
= lim |———
p——+o00 S'(fﬂSSQH)
= ST
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Pn

Figura 44: Probabilidade de existirem n clientes no sistema (P,) em funcdo da taxa de
pressdo (p) que varia entre 0 e 0.3, com S =10 e H = 30

Py

0

10 20

Figura 45: Probabilidade de existirem H clientes no sistema (Py) em funcdo da taxa de
pressdo (p) que varia entre 0 a 20, com S =10 e H = 30
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O ntmero médio de clientes no sistema é

H
Ly= ZnPn.
n=0

Que é um somatorio limitado, pois,

H
lim L, = li P,
Jim Jim (Zn )

n=0
s H
. H! (Sp)" H! 5%
= lim P, n + n —p"
p—-+oo go (H—n)! n! n:;H (H —n)! S!
s H
H __ (Sp)" H' S% n
Z:On(H—n)! G+ ZS:H” ) 5TP
= lim | U
pFoo HI_ (Sp)™ a H 85 »
ZO (H—n)! nl! + 7%+1 (H—n)!ﬁp
S
= lim Hi"%pH
pooo \  HLE pH
= H.
Temos ainda que, tal como no caso anterior,
N=\H-L,),
que
L L
W, = == 5
N A(H — Ly)
j— LS
Spu(H — Ls)

Na Figura 46, representamos Wy quando S =10, H =30 e p € {0.5, 1, 5, 50}.

Analisando os graficos da Figura 46 concluimos que o tempo de espera aumenta consoante
aumenta a taxa de pressao e quanto maior for a taxa de servigo menos tempo o cliente espera
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W
10 — u=0.5
=1
— =5
—— =50

Figura 46: Tempo médio de espera no sistema (W) em funcao da taxa de pressao (p), com
S=10e H =30

no sistema. Observamos também que W, converge. De facto,

lim ———— =
p——+o0 p—+oo Spu (H — L)

p——+oo I S H
Spu H—<ZnPn+ > nPn>]

p—+00 [ S n H
Spp | H =By (Z n(HIi!n)I (Svf!) + 2 ”ﬁﬁ!ﬂ")}

! 183
Zn(HHn)' ri)') + Z n(HIin)!ﬁpn

= lim
p—+0o0

S Z” H! _(Sp)™ + %Z? H! S5 p
PR (H=—n)I " n! (H n)! TP

n=S+1
S5 H

S H!  (Sp)™ H1 H! §S
Spp ZO (H =n) =t~ + ; X (H —n) =y sr "
n= n=5+

= lim
p—+o0

HHS =1
= lim St

p—too gy, {%%‘qu}

H
Su’
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De

Spu(H —Ly) 1’

supondo que S = 10, H = 30, obtemos os graficos da Figura 47.

W
5/ -~ 4=0.5
4 el
3  uss
20 /- — — u=50
11/,

/

,/ ——————————————

Figura 47: Tempo médio de espera na fila (W,) em funcéo da taxa de pressdo (p), com
S=10e H =30

O gréfico da Figura 47 difere pouco da Figura 46, pois neste grafico nao estamos a
contar com o tempo de espera que os clientes demoram a ser atendidos. Relativamente ao
comportamento de W, quando p — +o0, temos

11 H 1
li — i B
M p—too {Ws u] Sp n
_ H-8§
- 5

E, finalmente, o nimero médio de clientes na fila é dado por

Lq:Ls_pS(H_LS)7
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e, quando p tende para +oco, obtemos

lim L, = lim [Li—pS(H—-Ls)]=H-S5 lim p(H—Ly)

p—>+oo p—>+oo p—>+oo

H
s, o (=30

i S n H
. H'  (Sp) H 8%,
= =S i o =R\ X 2 st
P L n=0 n=S+1
r s H
H! (Sp)" H' _5° n
nzon(H—n)‘ fl)' * n—%:—ﬁ—ln(H_n)' sTP
= H-S lim p|H - — —
p—too S 1 (Sp)™ 4 1SS .
> (Hfi,w ( ,Tu) + X (Hfin)r ST P
L n=0 n=S+1
_i(H—n) H _(Sp)" | Hil (H —n) HL_5%
= (H—n)!" n! =i (H—n)! S! p
= H-S1 — —
S Hm p 5 i
/ HIS% (H-1
= H-S lim p|-& Sés
p——+o0 H'ﬁpH

Pode representar graficamente na Figura 48, supondo que S = 10, H = 30, L; e Ly em
simultaneo.

30

20 ¢t

10+

Figura 48: Numero médio de clientes no sistema (L) e na fila (L;) em funcdo da taxa de
pressao (p), com S =10e H =30

Na Figura 48, observamos que o nimero de clientes aumenta consoante aumenta a taxa
de pressdo sem nunca atingir H. De facto, como jé foi visto, L, converge para H, e L,
converge para H — S.
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Podemos resumir estas caracteristicas no seguinte quadro,

Probabilidade de ocorréncia SCm (s H 4 gs
do estado 0 Po=| X oy T 2 s
n=0 n=S+1

_HL_G) p o =1,...8

Probabilidade de ocorréncia p_ (HI;I")! SST'L! . ’ Y

do estado n n = W= sTP Py, n=S5+41,...H
0, n>H

Ntimero médio de clientes H

. Ls = TLPn

no sistema =0

Comprimento médio da fila L,=Ls—pS(H—Ly)

Tempo médio de espera no W

sistema & Spu(H—Ls)

Tempo médio de espera na W — L. 1

fila q Spu(H—Ly) m

Taxa de pressao p= Siu

Quadro 8: Sumadrio das caracteristicas do modelo M/M/S/co/H
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5 Owutros modelos

Na teoria das filas de espera existem variadissimos modelos, muitos deles ja estao estudados,
mas ainda existem muitos a serem estudados, e hd claro os modelos que ainda estao & espera
de ser “inventados” e estudados.

Aqui ja estudamos os modelos em que as chegadas sao distribuidas segundo um processo
de Poisson e o servigo de acordo com a distribuigao exponencial.

Agora neste capitulo vamos tratar de alguns outros modelos que ndo seguem estas
condigoes e que, por tal razao, por vezes nao vao ser tratados com tanto pormenor, dada a
sua complexidade.

5.1 Modelo M/E,/1

O modelo que se segue contém um s6 servidor, as chegadas tém distribuicao de Poisson
com paradmetro Ae os tempos de servico ocorrem com uma distribuicao de Erlang-r com
parametros r e u. Por exemplo, este modelo aplica-se no caso em que temos um trabalho que
tem de passar, etapa para etapa, através de uma série de r fases de produgao independentes,
e cada etapa tem um tempo com distribui¢do exponencial com um parametro comum pg. A
andlise do modelo M/E, /1nao difere muito da do modelo M/M/1.

A taxa de ocupagao é dada por p = % e para que o sistema atinja o estado de equilibrio
é necessdrio e suficiente que p < 1 (cf. [4] e [3]).

Este modelo pode ser representado pela Figura 49.

17 P(l} 7 | 7 P(r‘) 17 P(r‘+1 17

A A

Figura 49: Modelo M/E,./1

Vamos tentar determinar P,,, a probabilidade de existirem n clientes no sistema, equiparando

a taxa de saida do estado ne a taxa de entrada no estado n:

P())\ = Pl/.L
P,(A+p)=Pryip,n=1..,r—1 (32)
P, ()\+/~L) = P,_1A +P’n+1ua n=r,..

Seja P (z) a f.g.p. de P,, ou seja

com |z| < 1.
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Se multiplicarmos as expressoes (32) por 2™, obtemos

P20 = Pluzo
P.z" ( A+ p) = Poy12"pu,n=1,...,7—1
2" A+ p) = Pho12" A+ P12, n=r, ...

e, fazendo a adicao de todos os estados n, obtemos

P())\ZO = PLLLZO
Yont Paz™ (A4 1) = X075 Pagaz"p
Z;L.O:r Pﬂzn (/\ + ,u) = Z’Zo:r P’ﬂflznA + ZZO:T Pn+1znluf

Somando as expressoes,

r—1 r—1
Po)z +ZP 2" (AN +p) ZP 2" (AN+p) = Prpz +Z Pyi2" /1+ZP 1z /\+Z Poi12"u
n=1 n=r n=1 n=r n=r

& Y Pu" (At p) - Pop= % Z Po12" Mt Y Poca2"A

n=0 = n=r

& P(z)(A+up)—Pop == ZPZ"—I—ZP,Z"'”/\

nl

<Z P,z" — P0z0> + Az"P(2)
n=0

(P(z) = Py)+ Az"P(z).

& P(z)(A+p) - Pop =

w =

& P(z)(A+p) - Pop =

SERS

Vamos agora escrever a expressao anterior em funcao de P (z)

P(2) A+ p) = Pop = £ (P (2) = By) + 22" P (2)

P(2) Az + P (2) pz — Popz = P (2) p — Pop + X\2" 1P (2)
P(z)(Az+pz—p— ") = Pop(z - 1)
Pop(z—1) Pop

S s Py oy v 07

Tt ¢

B Pop Pop
- 1—27 r—
== p—Az(l+z+..+2r)
—Pop/A

24 2" — /N

Sejam z1, ..., 2, 0s zeros de polinémio z + ... + 2" — u/A e suponhamos que sdo todos
distintos. Temos entao
—Bop/ A —BPop/A
P(Z):(Z_Z)OM(/Z_Z): T o// _
1) --- r 1—[ (Z _ ZZ)

i=1
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Decompondo P (z) na soma de frac¢do com denominador do tipo z — 2, obtemos

r A,
P(z)zzz_ka,

Derivando temos

d"P(z):i —Pop/A (1) n/

n r n+1?
dz k=1 ] (zx—z) (2= 2)
i=1, i#k
e tomando z = 0 vem
d"P (2) B Pop/ A n!
dzn o Z r n+1
=0 k=t I (e —z) 7H
i=1, i#k
Entao temos que
1 < Pop/A n!
P[X = n] = | T n+1
k=1 [] (2 —z)"k
i=1, i#k
_ s PO/,L/)\ ( 1 )n
k=1 zp H (zk — ZZ) Zk
i=1, i#k

Pop,/A
2y H (z1—24)
i=1, i#£k
Vamos agora determinar Fy. De

onde ¢, =

i=1, i1#k
D )
=z 2t T (U —zifa) N
i=1, i#£k
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ede > P, =1, temos que

assim temos que Py é

Simplificando vem Py

Se

<1,

ﬁ

=

\
>
—_

<

/A 1

=2t T (= zifzm) 5F
L i=1, ik i

Temos, segundo [2], que o tempo médio esperado pelo cliente na fila é
r
Wq = Lq; + ,OR (33)

onde R corresponde ao valor esperado do tempo residual (Tr) do servigo do cliente que est4
a ser servido, que pode ser determinado da seguinte forma

E[Tg] = Z E [Tg|etapa i] P [etapa 1]
i=1
r—(G@-1)1 1
= Zw—z—(r+r—1+...+2+1)
i1 H roore
r+1

2u
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Substituindo R na expressao (33) temos

r
=L,— .
W, qM—H} 2%

Usando a formula de Little,
L, = AW,

resulta que o tempo médio que um cliente tem de esperar na fila é

r r+1
W, = \W,—
q un‘i‘/’ 2%
r+1
= pWytp o
r+1
&S W, —pW,=p
q q 2#
r+1
s W,(1—p)=p
N
p(r+1)
s W, =—.
T 2u(1-p)

E assim também podemos determinar o nimero médio de clientes na fila

B o p(r+1)
bo = W= 0=

_ pr+ D

- 2r(1-p)

E por tdltimo temos que o tempo médio que um cliente tem de esperar no sistema é a

soma do tempo médio de um cliente na fila com o tempo médio que demora a ser atendido,
ou seja,

pr+l) r

,

W, = W,+—=+~ "7
T 2u(l-p)  p

p(r+1)42r(1—p)

21 (1 = p)
o prt+p+2r—2rp p+2r—pr
a 2u(l—p)  2p(1—p)
_ ptr(2-—p)
2 (1 = p)

Com o conhecimento do tempo médio de um cliente no sistema, é possivel saber o nimero
meédio de clientes no sistema, usando as férmulas de Little,

ptr(2—p)
Ly = MWs=AF5—7——
21 (1= p)

ptr(2—p)

P or (=)
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O seguinte quadro redne as principais caracterfsticas do modelo M/E,./1,

—T
dP(:oebsftl‘:(lil(l)dgde de ocorréncia P= |, _—u/A )
2y H (1—z;i/zK)

i=1, ik -
Probabilidade de ocorréncia P,=Py> /A (%)
do estado n 2T 'i=11,_[i#k(172i/2k)
Niumero médio de clientes I p+r(2—p)
no sistema s P 2r(l-p)
Comprimento médio da fila L,= %
Tempo médio de espera no W — etr(2=p)
sistema s 2p(l-p)
Tempo médio de espera na W — el
fila 4 = 2p(1i—p)
Taxa de ocupagao p= %

Quadro 9: Sumdrio das caracteristicas do modelo M/E, /1

5.2 Modelo M/G/1

Consideremos um sistema em que as chegadas formam um processo de Poisson com parametro
Ae o servigo tem uma distribuicao generalizada. Suponhamos que os tempos de servigo sao
iid com valor médio L e variancia o2. Denotemos por U o tempo de servigo para o n-ésimo
cliente e por G a respectiva fungao de distribuigdo cumulativa, isto é,

G(t)=P[U<1.

Suponhamos que

e que
var [U] = o

e considerando a transformada de Laplace de G:

Gla)=E[e W] = [ e “dG(t).

—3

0

~
Il

Suponhamos ainda que existe apenas um servidor e os clientes sao servidos de acordo
com a disciplina FCFS.

Seja X,, o nimero de clientes no sistema imediatamente apds a partida do n-ésimo cliente.
Temos que {X,,,n > 0} é uma cadeia de Markov a tempo discreto.

Temos de verificar quais s@o as condi¢es para que exista um estado de equilibrio para
este modelo. Usando o facto de as probabilidades de transi¢ao serem dadas por:

ak se 7=0,k>0
ag—j+1 se k>j—1>0 (34)
0 se j>1,0<k<j—1

P Xpi1 =kl X, =il =pjx =
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onde ay, é a probabilidade de chegarem k clientes durante o tempo de servigo, ou seja,
ar, = P[“k clientes que surgem durante o tempo de servigo, U”] .

Conclui-se assim que a matriz de transicdo de {X,},y ¢ dada por

ap a1 G2 ag

Gp a1 G2 a3

0 ap a1 a2

_ 0 0 ag ap
P= 0 0 0 ao

Devido ao facto das chegadas ocorrerem de acordo uma distribui¢do de Poisson com
pardmetro A, e usando o Teorema da Probabilidade Total, temos que

+oo
a = / P [“k clientes que surgem durante U”|U = ¢] fu (t) dt
0
+oo
—At
_ / ek' (A" dG (1), (35)

0

provando assim que a cadeia é irredutivel e aperiddica.
Consideremos
r, =1—ayg— ... — ag,

)
r=ro+ry+..= E Tk.
k=0

Prova-se que a cadeia de Markov é recorrente nao-nula se e sé se

r < 1.
De facto, a equagao
o0
P, = ijpjn
j=0
n+1
= Poan—l—zpjan_j+1, TLZO,L... (36)
j=1
tem solucao se e s6 se r < 1.
Para cada n, adicionamos as equagbes para Py, ..., P,, da equacdo (36), lado a lado.

Resulta

PO = Poao +P1a0
Py + P = Pyap + Prag + Pyar + Prai + Peag
Py + Py + P, = Pyag + Prag + Poay + Pray + Paag + Pyas + Prag + Pray + Paag
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Plaozpo(l—a,o)
PQ(ZO:Po(lfaofal)+P1(lfaofa1)
Pga():Po(l—ao—al—a2)+P1(1—a0—a1—a2)+P2(1—a0—a1)

Pla():P()TO
Pyag = Pyry + Piry
Pyag = Pyry + Piry + Pory

E claro que para qualquer Py > 0 fixo, este sistema de equacdes tem uma tinica solucao
nao-negativa. Assim, (36) tem uma solugdo nao-negativa.

Somando todas as equagoes (37), notando que a ag =1 —719 e que ar =1ro+ 71 + ...,
temos

(1_TO an—P07“+ r—7To ZPn (38)
n=1

Ser <1,

& (17r07r+r0)ZPn:P0r

n=1

& iPn— POT < 00,

n=

—

como sabemos que

n=0

temos

3
I
—
3
|
o

P()T:(].—P())(].—T)
P0T217T7P0+P0T
Py=1-r. (39)

te e ¢

Portanto, se r < 1, todos os estados sao recorrentes nao-nulos aperiodicos.

Por outro lado, se r > 1, temos de (38), que Py = 0 (que implica Py = P, = ... =0 ) ou
Py>0e 22021 P, = co. Consequentemente, se r > 1, os estados sdo nao recorrentes nao
nulos.

Multiplicando a expressdo (36) por z" e fazendo o somatério para n =0, 1, ..., obtemos
oo [e%) n+1
P(z) = ZPnz Zz Poan—l—z ZPan 41

= -P(]Zanz +ZP2J ! z n—jpr2" It (40)

n=j—1
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Usando (35) temos que

i 2" i { /0 o e;;t e (t)] o

n=0 n=0
oo S (A2)"
= / e My %d(} ()
0 n=0 ’
+oo —+oo
_ / efkte)\tsz (t) — / efkt(lfz)dG (t)
0 0
= GA(1-2)).

Relativamente ao segundo somatério,

00 ' 1 (& .
ZP]‘Z]_l ; ZPJ’Z] —‘rPoZO —PoZO
j=1

Jj=1

1 [ ,
= —(E PjZ]—P())
z -
j=0

= Z(PE)-R).

Fazendo uma mudanca de varidvel no terceiro somatério de (40) temos

o0 o0
n—j+1 __ n
E Ap—jy12" 7 _E anz".
n=0

n=j—1
Assim ja podemos simplificar a expressao de P (z) dada por (40)

P(z):Poé()\(l—z))—kmé()\(l—z)).

z

Resolvendo em fungao de P (z), temos

2Py G (A= A2) + P(2) G (A= A2) — PG (A — \2)

P(z)= .

& 2P (2) = P(2) G(A = A\2) = 2PyG (A — \2) — PG (A — \2)
s P(2) (é(A—Az)—z) = PG (N —X2)(1—2)
PyG(A—A2)(1—2)

& P(z)=—
GA=Xz)—z
De (39) sabemos que
PO =1-r

Logo

(n)

n!

com ~
P2 = (lfrl(lfz)G(AfAz).
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A expressao anterior é uma das formas da equacado de transformacdo de Pollaczek-
Khinchin (cf. [41]).

Se |z] < 1,
GPG|_ = 2nhe =) nh= L,
z= n=0 =1 n=0

donde resulta que
iP(z) :i(l—TZG(A—)\z)(l—z) ’
dz a1 A2 GA—Xz)—=z -

ie.,

£P(E)| . [GO-22)—2] £[GA-22)(1-2)] - [GA=A2)(1-2)] & [G(A-Xz)—£]
1—r - [é(/\f)\z)fz]2 =1

Seja g (z) = G (A — A\z). Temos

=P @ i 9(2) — 2] [(1-2)£9(z)—g(@)] -lg(x) A =2)][f£9(z) - 1]
L—r 21 lg(2) - 2)?
W@ =A0-2)59() =6’ ()~ () 1 = 2)] £9(2) +9(2)
a1 lg(2) — 2
_ oy 5029 - () +9 ()
a1 l9(2) — 2°
Ora,
9@ =GA=X)| _ =GO =1

e, consequentemente, o cdlculo acima de lim,_,; d%P (z) leva-nos a uma indeterminagao do

tipo %. Usando da regra de L’Hopital temos

d e 22D g () 4 (22— 2) g (2) = 29 () g () + 49 (2)
lim ;) = (- lin 209 (2) — 2 [Lg (2) — 1]
(i EEIEH (2 2) da9 ()~ 20 () £9 ()
==l 2[g(2) =2 [£9(2) —1]
(i 2EIENEI G+ 2= 1) fa9 ()
z—1 2[g(2) — 2] [d%g (2) — 1]
d 2 d?
PN G 710 (2~ 2) 429 (2) }
! )Ll{[l—d;ig(z)]*2[g<z>—zud%g<z>—1] '
De . .
d%c:(z) . dii [ / et ()| = / (—t) edG (1)
0 0
resulta

d y d
al _ —(A=XA2)t el
dzg(z) )\/te dG (t) = dzg (2) .

0 0




90 5.2 Modelo M/G/1

lim d_dzg (2) = % = A
Sil-ge(@)] 1-3 n-2
€
d? d[d~
206 = Z|ZE0-)
= dilz,\/te—“—*zﬁdc: (t) = )\Q/th—“—AZ)th ()
0 0
d? = 200 2 2 2
=~ @GO =) /t dG (1) = N°E [U7].
0
Ora,
lim (ZQ _ Z) j_;g (2) — lim (22 -1) j_;g () + (22 - Z) %339 (2)
2=12[g(2) — 2] [4£9 (2) — 1] =12[kg(2) = 1] [4£g () — 1] +2[9(2) — 2] [ 59 (2) — 1]
NE [U?]

Substituindo em lim,_,; < P (z) obtemos

= imi z) = (1—r)lim 39 (2) (zz—z)%g(z) }
b= mpre =0 >L1{[1_d_dzg(z)] P AlLe() 1
o A NEU | 1 NE[U?
= (1-7) M_/\+2(A_1)2 (1 T)[ﬁl_p TEPE
1-r NE [U?
T TP T2

B 2
Lo l-or +A(02+#) 17 +X"a2+3—§
s T 1, PT 20— | T1,|PT 20—
B 1r_p+)\202+p2}17’[2p(1p)+)\202+p2}
l—=p [ 2(1-p) 1—p 2(1-p)
B 1—r'2p—2p2+A20—2+p2]
1-p| 2(1-p)
1—r [2p—p? + X202
l—p| 2(1-p)

Usando a formula de Little obtemos

Ly 1-7r
w=% -

2p — p? + )\202}

AT ) (43)
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de onde resulta que

e que

1

= WS__
"

1—r {2p—p2+)\202} P
1—p 2X(1—p) A
(1=7) (20— p* +N0%) —2p(1—p)*
2X (1 p)°
20 — 2pr — p* + p?r + X202 — N202r — 2p (1 — p)?
2X\ (1 —p)?
20(1—r)—p*(1—r)+ 0> (1—1) —2p(1 — p)°

2\ (1 - p)?
(2p—p*+X0?) (1=r) =2p(1—p)°
2X\ (1 —p)*

(2p = p* +X0®) (1=1) = 2p(1 = p)?
2X (1 - p)?

(20— p* +X0?) (1 —7)—2p(1— p)2.

2(1-p)*

AW, = A

(45)

Podemos verificar que substituindo a variancia o2 por =5, que é o que acontece quando

o tempo de servigo & Exponencial(u), o nimero médio de clientes no sistema ou na fila, e
o tempo médio de espera de um cliente no sistema ou na fila correspondem aos do modelo

M/M/1.

De facto, de (35) temos que

e, quando o servigo é exponencial

G(t) = (1 - eiﬂt) 1(07_'_00) (t).

Substituindo G (t) em (46) temos

oMt -
ar = /T()\t) pe Hdt
0
+o0
= ﬁ/e*(““” (At)F dt.

k!
0

Fazendo a mudanca de varidvel

v 1
v=A+pt=>t=——=dt= dv,
( 2 A u A+

(46)
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obtemos

Temos entao que

k=0 k=0 i=0 k=0i=k+1
_ S W A ii I > A kol 1
N §§1Tu(m) _A+u§<k+u> 1- 2=
Cu A A )kH_L 1

At pAtp—A=\A+p )\—Htl—ﬁ
B A A+p A
C Ntuopop

Substituindo em (44), (43), (42) e em (45) o2 por M—lg e r por p, obtemos o nimero médio
de clientes no sistema ou na fila, e o tempo médio de espera de um cliente no sistema ou na
fila do modelo M/M/1:

<2p—p2 +A2ﬁ) (1=p)—2p(1—p)*

W,

2\ (1 - p)?
20=p*+p*=2p(L—=p) _2p—2p+2p°
22 (1-p) 20 (1-p)
A1—=p) pp(l—p)
_ p
p(l—p)’
’ 2X (1 - p) A(L—p)
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e, finalmente,

O seguinte quadro redne as principais caracteristicas do modelo M/G/1:

Probabilidade de ocorréncia Pi—1_r
do estado 0 0=
Probabilidade de ocorréncia P (0)
do estado n P, = —=—, P dado por (41).
Niumero médio de clientes I 1-r |:2p7p2+)\20-2:|
no sistema ST 1-p 2(1-p)

2 2 _2 2
Comprimento médio da fila L, = (2p=p"+A 2(3(1_);)_%(1_’))

—p

Tempo médio de espera no W. = Ler [22_22+,\202}
sistema S 1=p | 22(1-p)
Tempo médio de espera na W (20—p°+2%02) (1—1)—2p(1—p)?
fila = 2X(1—p)?
Taxa de ocupagao p= ﬁ

Quadro 10: Sumadrio das caracteristicas do modelo M/G/1

5.3 Modelo M/G/c

Embora este modelo seja uma extenséo do modelo M /M /oo, os resultados séo idénticos, pois
os resultados do modelo M /M /oo sdao independentes da distribuigao do tempo de servigo. A
probabilidade de existirem n clientes no sistema ao longo do tempo é, tendo em conta que
-2
,0 - w?
n

P, = p—e*p, n > 0.
n!

O comprimento médio da fila, L4, e do sistema, L,, o tempo de espera médio da fila,
Wy, e do sistema, W, correspondem assim ao do modelo M /M /oo, ou seja,

Ls =p,



94 5.4 Modelo M/G/S/S

O seguinte quadro contém as principais caracteristicas do modelo M/G/co,

Probabilidade de ocorréncia X
do estado 0 0=
Probabilidade de ocorréncia P, — f’—?e‘ o
do estado n n!
Niumero médio de clientes

. Ls = p
no sistema
Comprimento médio da fila L,=0
Tempo médio de espera no W.—1
sistema Som
Tempo médio de espera na

W,=0

fila
Taxa de ocupacgao p= %

Quadro 11: Sumadrio das caracteristicas do modelo M/G /oo

5.4 Modelo M/G/S/S

Este modelo corresponde a um sistema onde as chegadas dos clientes ocorrem de acordo com
um processo de Poisson com média % e o servigo de acordo com uma distribuicao generalizada
com média 71L

Supomos que existem S servidores e que nao existe espago para espera. Os resultados
sao idénticos aos resultados do modelo M/M/S/S. De facto, a formula de perda de Erlang
foi desenvolvida inicialmente para este modelo, M/G/S/S (cf. [35]).

Para 0 < n < Sa probabilidade de existirem n clientes no sistema quando este estd em

equilibrio é
p _ _(5p)" /0!

S & ’
. (Sp)” /K

k=0

A partida do processo ¢ a fila com o processo de Poisson com parametro (1 — Pg) A, ou
seja, A = (1 — Ps) A\, o niimero médio de clientes no sistema ¢

L,=S8p(1— Ps)
e o tempo de espera médio de um cliente no sistema é

o Lsisp(17PS)
Ws = (1— Ps) A

S
1
o

E, obviamente, o nimero médio de clientes na fila e o tempo médio de cliente & espera
na fila é zero, ou seja,
Ly=W,=0.
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O seguinte quadro retne as principais caracteristicas do modelo M/G/S/S,

Probabilidade de ocorréncia B | -1
do estado 0 Po= Z( )/k
Probabilidade de ocorréncia P, = %
do estado n kgo(sp) ° k!
Nun.lero médio de clientes L, = Sp(1— Ps)
no sistema

Comprimento médio da fila L,=0

Tempo médio de espera no W.—1

sistema S

Tempo médio de espera na W, =0

fila

Taxa de ocupagao p= S%L

Quadro 12: Sumério das caracteristicas do modelo M/G/S/S

5.5 Modelo G/M/1

A fila G/M/1, é digamos, o par da fila M /G/1 onde as chegadas ocorrem de acordo com um
processo geral, mas os tempos de servigo tém uma distribui¢ao exponencial. Consideremos o
sistema onde o tempo entre as chegadas tem uma dibtribuigéo genérica e o tempo de servigo
tem uma distribuicdo exponencial com valor médio 2 W Supomos ainda que o tempo entre
as chegadas sdo iid com uma funcdo de distribuicdo cumulativa G'e valor médio + 3 € que
a sequéncia entre chegadas e os tempos de servigo sdo independentes. Temos que A, é o
instante da chegada do n-ésimo cliente (n > 1).

_f PlA— A, <t], se t>0
G(t)_{O’ se t=0
e oo
E[AnJrl /th
0

Este modelo tem somente 1 servidor e os clientes seguem uma disciplina FCFS.
Novamente, denotemos a transformada de Laplace de G por

G (a) = E [emAni1— A> /e G (t
0

Seja X, o nimero de clientes no sistema apds o n-ésimo cliente chegar ao sistema,
{Xn, n > 0}. Se Di4q for o nimero de clientes que sao servidos entre a chegada do k-ésimo
cliente e do k + 1-ésimo cliente, entao

Xn+1 =Xp+1- Dn+1~

Comecemos por verificar quais s@o as condigGes para que exista um estado de equilibrio
neste modelo. Usando o facto de as probabilidades de transi¢ao serem dadas por
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o Pl Xp1=kX,=7j], se k<j+1

Pik = 0, se k>j+1
_ P X,4+1—Dpy1=kX,=7j], se k<j+1
o 0, se k>j+1
B Plj4+1—Dpp1 =KX, =3], se k<j+1
B 0, se k>j+1
[ PDpr=j+1-k|X,=4], se k<j+1
B 0, se k>j+1

e as igualdades
P, = ijpjk, k=0,1,.. (47)
§=0

k=0
A

é possivel mostrar que a condicao para que o sistema esteja estabilizado é que p = 7 < 1(a
prova ¢ andloga a da fila M/G/1).

Seja

ocorrer n partidas num intervalo de tempo entre chegadas |

b, = .
" | servidor esta ocupado durante o tempo entre as chegadas

= P[Dg+1 = n| o servidor estar ocupado entre as chegadas] .

A matriz de transicao de {X,}, o ¢ entdo dada por

Temos

o0

D bz = /e”“”(l’z)dG (2) =G (u(l—2)).

n=0 0
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e (47) temos que
P, = Zpkrpkn: Z Pk:pkn
k=0

k=n—1

o0
= Z Pk+n—1pk+n—1,n
k=0

o0
= Zbkpk+n—17n:1a27“'
k=0

Quando n = 0,

bk)
k=0

P(] = ZPijOZZ.Pj<1—
j=0 j=1
= > P > b
j=1 k=j+1

Se procurarmos solugao da forma
P,=0c"n=0,1,2,..
resulta

(o] o0
ot = E bpottnl = 5 = E bpot =
k=0 k=0

= o0=G(pl1-0).

Supondo p < 1, existe sempre uma unica solugio real para o = G (£ (1 — o)) no intervalo

de 0 < o < 1, pois a funcio f (¢) = G (1 (1 — o)) tem derivada crescente em (0,1) , f (0) > 0
e f'(1) > 1, desde que p < 1.

A solugdo sera entdo dada por

P, =co”
onde o é a tinica raiz de o = G (1 (1 —=0)) e c & uma constante de normalizagio cujo valor
¢ facilmente retirado da igualdade Y " (P, =1:
(o) o0
Z P, = 1= Z co” =1
n=0 n=0
1

Conclui-se assim que, quando o sistema estd em situacao de equilibrio, o nimero de
clientes no sistema tem distribuigdo Geométrica(o) :

P,=(1-0)o",n=0,1,2,..
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O tempo médio que um cliente espera no sistema é

1 1
Ws = _La + —
0 I
onde L, é uma v.a. que indica o nimero médio de clientes no sistema encontrados no acto
da chegada.
De
L, = ZnPn = Zn(l —og)o"
n=0 n=0
B o
 1-0
resulta
wo_ 1o 1 _otl-o
pl—o p  p(l—o)
1
= —. 48
W i=0) (48)
Usando as férmulas de Little, obtemos o nimero médio de clientes no sistema:
1
Ly = MWy=A———
p(l—o)
p
= 49
L (19)
o nimero médio de clientes na fila,
P
L, = L;—p= —
q p T P
po
= 50
e (50)
e o tempo médio que um cliente espera na fila
1 1 1
Wy = Wy——=———=——
po op(l—o) p
o
= - . 51
W(i—o) (51)

Quando as chegadas ocorrem através de um processo de Poisson obtemos o modelo
M/M/1. Neste caso a solugao da equagao 0 = G (i (1 — o)) ¢ dada por

v = é(u(la))—/oooe“(la)th(t)

e—u(l—a’)t)\e—ktdt =\ /OO e—[lt(l—ﬂ)-l-)\]tdt
0

:o”{“—wl—la)w}

Il
S

e In(1-o) A

— @ =0)+ A
A

w—op+ X

|
>
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Ora
A
o = m@o(u—mwr)\):)\

& op—c’ptord—A=0

< op(l—0o)+A(c—-1)=0

s (1—o0)(op—A)=0

& 1—0=0Vou—XA=0

& Uzl\/azézp

I

Visto que 0 < o < 1, 0 ndo pode ser igual a 1, por isso resta-nos que o = p. Substituindo
o por p no nimero médio de clientes no sistema, (49), e na fila, (50), e no tempo médio de
um cliente no sistema, (48), e na fila, (51), do modelo M/M/1 ¢é

Top(l=p)
__r
T u—-p)

O seguinte quadro reune as principais caracteristicas do modelo G/M/1,

Probabilidade de ocorréncia P—l_o
do estado 0 0
Probabilidade de ocorréncia

do estado n Po=(1-0)o"
Niumero médio de clientes . — o
no sistema S 1-o
Comprimento médio da fila Ly = =
Tempo médio de espera no W.— 1
sistema 5 p(-o)
Tempo médio de espera na W, — ¢
fila 77 p(l-o)
Taxa de ocupagao p= %

Quadro 13: Sumério das caracteristicas do modelo G/M/1

5.6 Modelo G/G/1

O sistema do modelo G/G/1 é composto de um tunico servidor com distribuigdo entre
chegadas e tempos de servigo genéricos, e independentes.
Sejam O a varidvel que representa o tempo entre as chegadas, com média %e com va-

ridncia 0% e U a varidvel que representa o tempo de servigo, com média % e variancia 0?].
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Para este caso nao existem resultados exactos, como nos casos anteriores, dada a com-
plexidade do modelo, mas é possivel encontrar valores aproximados para o nimero médio
de clientes no sistema, Lg, na fila, L;, e para o tempo médio de espera de um cliente no
sistema, W e na fila, Wj,.

Segundo Marchal [29] e Marshall [30], quando o sistema se encontra em equilibrio, o
tempo médio de espera de um cliente na fila é limitado da seguinte forma

P (14 C3) 2 A% + o3)

<W, < ,
2A(1-p)  ~ 17 2(1-p)
isto é,
pL+CE) -2 _ o _ pu(od +0p) (52)
2u(l—p) — 77 2(1-p) 7

onde Cy =opypep= % A condigao para que exista a estabilidade é p < 1.

O limite inferior de (52) nao ¢ muito bom, devido ao facto de tomar valores negativos na
grande maioria dos casos, a menos que Cy seja maior que 1, isto é, que o servigo seja “mais
aleatério” do que a exponencial que tem Cy = 1. De facto, para que o limite inferior seja
maior do que zero é necessario que

p?(L+C8) —2p
22 (1=p)

>0=p"(1+C3) —2p>0

2
= p(1+C(2])>2:>1+C[2]>;
2
= Ci>=--1
p

Como

1 2
O<p<l=2=-—>1=—-—>2
P P
vem

CcE > 2-1
C{ > 1=Cpy>1.

Usando as férmulas de Little é possivel encontrar valores que limitam L,, W, e L.
Relativamente ao nimero médio de clientes na fila sabemos que

L, = AW,

logo
PP (1+CF) —2p

(o1)* (03 + 0%
2(1-p) '

2(1—=p)

<Lg<

Quanto ao tempo médio de espera de um cliente no sistema, de

1
W, =W, +—
W

resulta que
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p(1+CF) —2+2(1-p) pi? (03 + o) +2(1—p)

<W, <
2 (1= p) - 2 (1 = p)
P(CE—1) o P2 (o +0h) +2(1—p)
2u(l—p) = ° 7 20 (1~ p)

Finalmente, o niimero médio de clientes no sistema é
Ls = AW,

logo
P (C —1)

(p1)* (03 +0F) +2(1 = p)
2(1-p) '

2(1—-p)

<L <

Marshall [30] determinou um limite mais apertado para uma subclasse deste modelo,
uma subclasse que engloba a maioria dos casos que se pode encontrar na pratica. Esta
subclasse engloba os sistemas que satisfazem a seguinte relagdo, que para todos os valores
constantes typ > 0,

E[X —t|X > t] < (53)

> =

ou seja, se soubermos que o tempo entre as chegadas demorou mais do que %y, entao a
duragao prevista do tempo restante X — tg é menor ou igual a %

Quando a condigao (53) ¢é satisfeita, temos:

fﬂgquB’

onde B ¢é o limite superior de (52), ou seja,

A (020 + UIQJ)

b= 2(1-p)

(54)

Usamos agora as relagoes de Little, para o niimero médio de clientes no sistema, L, na
fila, Ly, e o tempo médio esperado pelo cliente no sistema, W,. Como

Ly =\W,
vem 1 I
AB — Tp < L, < AB. (55)
De 1
Wy =W, +—
resulta o1+ 1
B+-—-"Pew,<B4+=
B 2A %
E, finalmente
Ly, =AW,
logo
1
AB + —% < L,<AB+p.



102 5.6 Modelo G/G/1

Estes limites sdo muito bons. De facto utilizando (55) e tendo em conta que 0 < p < 1
obtemos que
1+p

1
1<1 <2=>-<—x<1
tp 2572 ’

ou seja, a diferenca entre o limite inferior ao limite superior estd sempre entre % e 1. Isto
implica que é possivel determinar no nimero médio de clientes na fila com uma diferenga

de, no maximo, 1 cliente, dependendo de p.

Quando consideramos a v.a. exponencial na expressao (53) temos uma igualdade. De
facto, se X —~ Exponencial (A) (como nos modelos M/M/1 e M/G/1) sabemos de (2) que

X—t0|X>toiX

e, consequentemente,

E[X —to|X > to] = E[X] :%.

Existe um outro resultado, habitualmente designado por “aproximacdo de trafego pe-
sado” (cf. [23]) que nos d4 uma aproximagéo dos valores anteriores quando os valores de p
estao muito préximos de 1.

Este resultado indica que quando p ~ 1, a distribuigdo no estado de equilibrio do tempo
meédio que um cliente espera na fila é aproximado a uma distribuicdo exponencial com valor
médio
Aoy +o})

2(1-p)

Esta expressao é idéntica ao limite superior da expressao (52), mostrando assim que o
limite superior melhora quando p =~ 1.

W, =~

Neste caso o nimero médio de clientes na fila é, aproximadamente,

L, = W,
N (ot +0t)
2(1—p)

o tempo médio de espera de um cliente no sistema é, aproximadamente,

1
W, = W,+—
N

Mob o) 1 _Aob+ob)  p
2(L=p) n 2(l=p) A
N (04 +0%) +2p(1—p)

20 (1—p) ’

e o nimero médio de clientes no sistema é, aproximadamente,
Ly = AW
A (63 +0t) +2p(1—p)
2(1-p)
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O seguinte quadro retne as principais caracteristicas do modelo G/G/1,

Numero médio de clientes
no sistema

)\B+p—1—J2r£§LS§)\B+p,Bdadopor (54)

Comprimento médio da fila

AB — &£ < L, < AB, B dado por (54)

Tempo médio de espera no
sistema

BJF%,%B§W9§B+%,Bdadopor(54)

Tempo médio de espera na
fila

B— 2 < W, < B, B dado por (54)

Numero médio de clientes

- A2 (0’20+0'?])+2p(17p)

no sistema com p ~ 1 Ly~ 2(1—p)
Comprimento médio da fila I~ N (o2 +0%)
comp~1 q 2(1—p)

Tempo médio de espera no W N2 (02, +0%)+2p(1—p)
sistema com p ~ 1 s IN(1—p)
Tempo médio de espera na W~ Ao%+0%)

fila com p~ 1 q~ Tad=p)

Taxa de ocupacgao p= %

Quadro 14: Sumadrio das caracteristicas do modelo G/G/1

5.7 Modelo G/G/S

Por ultimo, vamos analisar o modelo G/G/S que é idéntico ao modelo anterior, G/G/1, com
a unica diferenga que contém S servidores em vez de um.

Brumelle [10] mostrou que

. (S—VuE[U?] _ . _ |08 + St + 5] A
e G/G1 25 == 2(1—p)
isto é,
(S — 1) uE [U?] Ao + ooty + pot
_ < <
Woaran 29 sWes 2(1—p)

onde p = S%H 0% ¢ a variancia da taxa de servigo, 0% ¢ a variancia da taxa de chegada,

E [U 2] ¢ o segundo momento do tempo de servigo para cada um dos S servidores e W, ¢/q/1
é o tempo médio que um cliente espera na fila no modelo G/G/1.

Usando as férmulas de Little, obtemos o nimero médio de clientes na fila. De

L, =AW,
vem S
(5 = 1) [U?] Aoy + ppot; + post
N GV ) R
AWqaran —A 55 <Lg<A )
q <L, < .

25 2(1—p)
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O tempo médio de espera de um cliente no sistema é

1

We=Wy+ —
"
logo
(S—DuE[U?] 1 Mo+ ppoty + 0% 1
S S S IS < —
Wqaran 99 +M—W = 2(1—p) A
(S —1)uE [U?] Aody + ppots + pSt
= W, Pl aw < R
G/on 25 S ST 20
O nimero médio de clientes na fila é
Ly =AW
logo
(S — 1) uE [U?] Ao+ ppot + o5t 1
AW A= <L, <A £ A—
s G/G/1 59 S Ls < 21— ) + M
(S —1)pE [U?] N0 + pdpod + p? (S — 1)
L A= <L, < S.
< Lsg/a/1 95 < Lg < 2(1—p) +p

Tal como foi feito no modelo anterior, podemos usar o resultado das “aproximagoes
de tréfego pesado”, segundo [24], quando p ~ 1 temos uma aproximagio & distribuigdo
exponencial com o tempo médio de espera de um cliente na fila é, aproximadamente,

0,2
A (020 +TU)
Wy~ ———=

2(1—=p)
ou, equivalentemente,
W~ pSpo? + puoy; _ ﬂHSUQO + 0%
! 2(1-p) 2(1-p)

Vamos utilizar como anteriormente as férmulas de Little. O ntmero médio de clientes
na fila é, aproximadamente,

Ly = AW,

2 2

~ Ao Sog +oi;

2(1=p)

o tempo médio que um cliente tem de esperar no sistema é, aproximadamente,

1
We = Wy+—
W

SO’2O + 0%] 1

1t ;
20-p) n

e o nimero médio de clientes no sistema é, aproximadamente,

Q

So?, +a¥ A
2(1—=p)
So? + o,

Ly, = AWs=App
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O seguinte quadro retine as principais caracteristicas deste modelo,

Numero médio de clientes S_1)uE[U? 2,2 1\ o2 420G
no sistema Ls /e — Al );S . < L, < 2ot ;\(pffp—;p =t ps
i(;lomprimento médio da Ly e — )\(S—l);gE[Uﬂ <1< kzggﬁu,z\ﬁjgtpz(s—l)
a == —p
Tempo médio de espera (S—1)uE[U> Ao +ppo 4 pS=t
no sistema Ws cran — 25 - SWss—= 2(1—Up) = Jr%
Tempo médio de espera _ 2 2 2 4 ,5-1
na ﬁ{)a P Woaran — - 1)279]3 < W, < )\Uo+gé(7—uﬂ—;_p -
Nimero médio de clientes 502 402
no sistema com p ~ 1 Lo = App ==yt + 5p
Comprimento médio da I~ So2 102
fila com p ~ 1 q ¥ APR=A,)
Tempo médio de espera So2 +o? 1
~ pp2lotoy 4 1

no sistema com p ~ 1 W~ p 20—p) T u
Tempo de espera na fila S0 +0?
com p~ 1 Wa = 5=

= —
Taxa de ocupagao pP=%;

Quadro 15: Sumdrio das caracteristicas do modelo G/G/S
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6 Conclusao

Ao longo desta tese foram estudados alguns sistemas de filas de espera. Muito mais se
poderia dizer, pois este tema é tao vasto e este trabalho é uma breve introdugao com alguns
resultados. Por exemplo, existem estudos feitos para o caso em que os clientes chegam
em grupo (o que acontece por exemplo na entrada de um parque temético), para o caso
em que os clientes sdo atendidos em grupo (o que acontece por exemplo quando pensamos
no servigo prestado por uma carreira de autocarros), para o caso em que os clientes sdo
impacientes e desistem enquanto esperam na fila, para o caso em que hé clientes prioritédrios
(num hospital, por exemplo), entre outros. Esperamos, no entanto, ter conseguido dar a
conhecer o essencial desta teoria e ter despertado o interesse para a exploragao de modelos
mais complexos.



REFERENCIAS 107

Referéncias

1]
2]

[3]

[10]

[11]

[12]

[13]
[14]

[15]

[16]

[17]

[18]
[19]
[20]

[21]

Abad, R. (2002), Introduccion a la simulacion y a la teoria de colas, Netbiblo, SL.

Adan, I. e Resing, J. (2001), Queueing Theory, J. C. Baltzer AG, Science Publishers,
Vol. 37, No. 1/3, pp. 65-98.

Adan, 1., Waarsenburg, W. e Wessels, J. (1996), Analyzing F}/E,/c queues, European
Journal of Operational Research, Vol. 92, No. 1, pp. 112-124.

Adan, 1. e Zhao, Y. (1996), Analyzing GI/E,/1 queues, Operations Research Letters,
Vol. 19, No. 4, pp. 183-190.

Allen, A. (1978), Probability, Statistics, and Queueing Theory with Computer Science
Applications, Academic Press.

Beichelt, F. (2006), Stochastic Processes in Science, Engineering and Finance, Chap-
man & Hall/CRC.

Benes, V. (1963), General Stochastic Processes in the Theory of Queues, Addison-
Wesley.

Bose, S. (2002), An introduction to queueing systems, Kluwer Academic/ Plenum Pub-
lishers.

Brockmeyer, E., Halstrgm e Jensen, A. (1948), The life and works of A. K. Erlang,
Transactions of the Danish Academy of Technical Sciences, No. 2, pp. 1-288.

Brumelle, S. (1971), Some Inequalities for Parallel-Server Queues, Operations Research,
Vol. 19, No. 2, pp. 402-413.

Cohen, J. (1969), The Single Server Queue, North Holland.

Cox, D. (1955), The analysis of non-Markovian stochastic processes by the inclusion of
supplementary variables, Proc. Camb. Phil. Soc., Vol. 50, pp. 433-441.

Cox, D. e Smith, W. (1961), Queues, Methuen.
Cinlar, E. (1975), Introduction to stochastic processes, Prentice-Hall, Inc.

Disney, R. (1986), The making of a queueing theorist, The Craft of Probability Mod-
elling, Springer-Verlag, pp. 196-212.

Feller, W. (1957), An Introduction to Probability Theory and Its Applications, Vol. 1,
Wiley.

Feller, W. (1957), An Introduction to Probability Theory and Its Applications, Vol. 2,
Wiley.

Gnedenko, B. e Kovalenko, I. (1989), Introduction to Queueing Theory, Birkhéuser.
Hillier, F. e Lieberman, G. (1995), Introduction to Operations Research, Mc Graw-Hill.
Jaiswal, N. (1968), Priority Queues, Academic Press.

Kendall, D. (1951), Some problems in the theory of queues, J.R. Statist. Soc., Vol. 13,
pp. 1561-185.



108 REFERENCIAS

[22] Kendall, D. (1953), Stochastic processes occurring in the theory of queues and their
analysis by the method of the imbedded Markov chain, Ann. Math. Statist., Vol. 24,
pp- 338-354.

[23] Kingman, J. (1962), On Queues in Heavy Traffic, Journal of the Royal Statistical Soci-
ety, Series B, Vol. 24, pp. 383-392.

[24] Kollerstrom, L. (1974), Heavy Traffic Theory for Queues with Several Servers: 1, Journal
of Applied Probability, Vol. 11, pp. 544-552.

[25] Larson, R. e Odoni, A. (1981), Urban Operations Research, Prentice-Hall
(http://web.mit.edu/urban _or book/www/book/index.html).

[26] Lindley, D. (1952), The theory of queues with a single server, Proc. Camb. Phil. Soc.,
Vol. 48, pp. 277-289.

[27] Loynes, R. (1962), The stability of a queue with non-independent inter-arrival and
service times, Proc. Camb. Phil. Soc., Vol. 58, pp. 497-520.

[28] Loynes, R. (1962), Stationary waiting-time distributions for single-server queues, Ann.
Maith. Statist., Vol. 33, No. 4, pp. 1321-1339.

[29] Marchal, G. (1978), Some Simpler Bounds on the Mean Queueing Time, Operations
Research, Vol. 26, pp. 1083-1088.

[30] Marshall, T. (1968), Some Inequalities in Queueing, Operations Research, Vol. 16, pp.
651-665.

1] Morse, P. (1958), Queues, Inventories, and Maintenance, Wiley.
2] Miiller, D. (2007), Processos Estocdsticos e Aplicagdes, Almedina.

3] Pestana, D. e Velosa, S. (2002), Introdugdo a Probabilidade e o Estatistica, Calouste
Gulbenkian.

[34] Prabhu, N. (1965), Queues and Inventories: A Study of Their Basic Stochastic
Processes, Wiley.

[35] Ravidran, A. (2007), Operations Research and Management Science Handbook, CRC
Press, Taylor & Francis Group.

6] Resnick, S. (1992), Adventures in Stochastic Processes, Birkhéuser.
7] Saaty, T. (1961), Elements of Queueing Theory, Mc Graw-Hill.

8] Smith, W. (1953), Regenerative stochastic processes, Proc. Roy. Soc., Vol. 232, pp.
6-31.

[39] Stidham, S. Jr. (2002), Applied Probability in Operations Research: A Retrospective,
Chapel Hill.

[40] Syski, R. (1960), Introduction to Congestion Theory in Telephone Systems, Oliver and
Boyd.

[41] Takagi, H. (1991), Queueing Analysis: A Foundation of Performance Evaluation, Volu-
me I — Vacation and Priority Systems, North - Holland, The Netherlands.

[42] Taylor, H. e Karlin, S. (1998), An Introduction To Stochastic Modeling, Academic Press.

[43] Whittle, P. (2001), Applied probability in Great Britain, Operations Research, Vol. 50,
No. 1, pp. 227-239.



Indice
acontecimento, 4

com independéncia, 5
complementar, 4

capacidade do sistema, 18
caracteristicas das filas de espera, 20
chegadas, 16

atitude dos clientes, 17

controlo das, 16

dimensao da, 16

dimensao da populagao, 16

distribuicao das, 17

taxa de, 17
covaridncia, 9

disciplina de atendimento, 18
FCFS ou FIFO, 18
GD, 19
LCFS ou LIFO, 18
PRI, 18
RR, 19
SIRO, 18

espaco amostral, 4
estado de equilibrio, 21
experiéncia aleatéria, 4

férmulas de Little, 21
fila de espera, 17

comprimento da, 17

disciplina da, 17

nimero de, 17
férmula de perda de Erlang, 63, 94
funcao de distribuicao, 6

de Erlang, 10

de Poisson, 9

exponencial, 9

gama, 10
fungao densidade de probabilidade, 7
fungdo massa de probabilidade, 6
fungdo mensuravel, 4
fungdo geradora de probabilidades, 8

G/G/1, 99
G/G/S, 103
G/M/1, 95

M/E,/1, 80
M/G/1, 85
M/G/, 93
M/G/S/S, 94

M/M/1, 23
M/M/1/o0c/H, 66
M/M/1/K, 44
M/M/o, 41
M/M/S, 32
M/M/S/o0o/H, 72
M/M/S/K, 53
M/M/S/S, 62
medida, 5

de probabilidade, 5
modelo markoviano, 23
modelo nao markoviano, 80
momento de ordem n, 7

probabilidade condicionada, 5

probabilidade do estado de transigao, 14

probabilidade total, 5
processo de morte, 13
processo de nascimento, 12
processo de nascimento e morte, 14
distribuicao estaciondria do , 14
processo estocdstico, 11
de Markov, 11
de Poisson, 11

servico, 17
configuracao de, 17
dimensao de, 18
distribuigao do tempo de, 18
taxa de, 18

sigma-algebra, 4

transformada de Laplace, 8

valor médio, 7

varidvel aleatéria, 6
absolutamente continua, 6
com independéncia, 7
continua, 6
discreta, 6

variancia, 8

variantes das filas de espera, 19







<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


