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Resumo

Num par de artigos de 1943 e 1944, Scheffé deduziu para o problema de
Behrens-Fisher uma solucao simples com distribuicao ¢ exacta, que mostrou ter
boas propriedades. Todavia, posteriormente preteriu essa solucao em favor do
teste t aproximado de Welch.

Neste trabalho mostramos que a estatistica de teste de Welch se pode obter
por reamostragem da solucao de Scheffé. Utilizamos o mesmo processo de
reamostragem para obter outras variantes da estatistica de Scheffé, de que fazemos
uma exploragao simples por simulacao.

Palavras-Chave: teste t aproximado de Welch, problema de Behrens-
Fisher, reamostragem, Henry Scheffé, médias poténcia, férmula de Sat-
terthwaite, graus de liberdade efectivos, homogeneidade de variancias,
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Abstract

In two papers from 1943 and 1944, Scheffé derived a simple solution to the
Behrens-Fisher problem with an exact t-distribution, for which he proved some
optimal properties. Later, however, he recommended against this solution, favoring
Welch’s approximate ¢ test instead.

In this work we show that Welch’s test statistic can be obtained by resampling
Scheffé’s statistic. We apply the same resampling procedure to obtain further
variants of Scheffé’s solution, which we explore with a brief simulation.

Keywords: Welch’s approximate t, Behrens-Fisher problem, resam-
pling, Henry Scheffé, power means, Satterhwaite’s formula, effective
degrees of freedom, variance homogeneity
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Simbolos e nomenclatura

simbolo  significado
va. variavel(is) aleatoria(s)
—~ com distribuicao
= igual por defini¢ao; abreviatura de / abreviado para
0(X)  indice de dispersdo da va. X, var(X)/E(X)
N(uj,04) distribuicdo normal com valor médio p;
e desvio padrao o;
Z va. com distribui¢do normal padrdo N(0,1)
Za quantil superior de probabilidade «
na distribuicao normal padrao
X2 distribuicao qui-quadrado com v graus de liberdade;
va. genérica com distribuicio x> (v > 0)
ga(a,d) distribuigdo gama com parametro de forma o,
parametro de escala ¢ e valor médio 5 = ad
w=1/0 taxa da distribui¢cdo gama
44 va. genérica com distribuicao gama, exacta ou aproximada
T va. genérica com distribuicao ¢,, exacta ou aproximada
L, o) quantil superior de probabilidade « na distribuicao t,
o Var(jf——§7)(n1var(5fl——jf2)
T estatistica de Student para amostras independentes
Sz estimador de o na estatistica Tk,
0(2) variancia comum de duas populacoes
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Simbolos e nomenclatura

simbolo  significado
Sa estimador de of na estatistica Tk, (pooled variance)
Tweten estatistica de Welch
S estimador de o na estatistica Ty
0 razao entre as variancias de duas populagoes,
ok /oy ou ai/oy
c V1 /ns
a V(g —1)/(ng — 1)
Ui diferencas ponderadas de Scheffé
Ui = Xz - CYZ' (2 == 1, ...7711)
S, Sy variancia e desvio padrdo amostrais de (Uy, ..., Uy, )
P ntimero de emparelhamentos
sz, S; S?]j/nl e Sy,/+/n1 para um dado
emparelhamento (j =1, ..., p)
T; valores possiveis da estatistica de Scheffé (j =1, ..., p)
S(m) média de ordem m dos erros padroes (51, ..., Sp)
Tim) estatistica de Scheffé reamostrada associada a §(m)
Y;, Y; subamostradeY = (Y1,..., Y, ..., Yn,)
com ny < ny elementos e respectiva média (j = 1, ..., p)
Ty, estatistica de Scheffé com truncatura
da amostra maior (7 = 1,...,p)
T, Ei) média das estatisticas T{_); e estimador associado de o’
Yy subamostra de Y = (Y1, ...,Y;, ..., Yo,)
sem a observagao Y; (i = 1,...,m2)
§/(2), T’) estatistica gl(z) com jackknife incompleto
e estatistica associada T(’ )
W), W(, variancias normalizadas E?) Jo?, §/(2) s
A, nimero de arranjos (ou permutagoes) de ng, ny a ny



“Mais vale uma solucao aprorimada do problema certo
que a solucao exacta de um problema errado.”

— J. Tukey






Capitulo 1

Comparacao de médias: métodos

paramétricos classicos

1.1 Momentos de variaveis aleatorias

Neste capitulo introdutoério recordamos definicoes e propriedades pertinentes

para o trabalho que se segue e fixamos as notagoes e abreviaturas que utilizaremos.

Dada uma varidvel aleatoria (va.) X absolutamente continua com suporte S e
funcao densidade de probabilidade fx, e uma funcao mensuravel g : IR — R, o

valor médio, ou valor esperado, da va. Y = g(X) é definido pela média ponderada

iy = Elg()) = [ glo)fe(o) de

S

quando este integral ¢ absolutamente convergente; caso contrario diz-se que ¥ =
g(X) nao tem valor médio. Considerando a funcao identidade g(X) = X fica o
valor médio de X, uy = E(X).

O valor médio tem propriedades lineares que decorrem imediatamente das do
integral: se X, Xy,..., X, sao va. com valor médio e ay,as,...,a,,b constantes,
entao

E(a Xy + -+ a,X, +b0) = 1 E(Xy) + - - + a,E(X,,) + 0. (1.1)

Se além disso as variaveis aleatorias forem independentes entao o valor médio do

3



4 1.1. Momentos de variaveis aleatorias

seu produto factoriza-se,
E(X;- Xy -+ - X)) = E(X)) -E(Xy)- - -E(X,).

Segundo a desigualdade de Markov ([9], p. 136), uma va. de suporte positivo
com valor médio pux encontra-se, com grande probabilidade, numa vizinhanca
direita da origem; mais precisamente, P [X > auyx| < 1/a para qualquer a real
positivo. Por exemplo, para ux = 1 fica P[0 < X < 20] > 95%.

A dispersao de uma variavel aleatéria em torno do seu valor médio pode ser
quantificada pelo erro quadratico médio, designado variancia, e definida por uma

das férmulas alternativas
var(X) = B(X — ux)? = B(X?) — %

A varidncia nao é alterada por translacoes e cresce quadraticamente com a
escala, isto é para uma va. X com varidncia e constantes reais a e b quaisquer
tem-se

var(aX + b) = a*var(X). (1.2)

Outra medida de dispersdo usual é o desvio padrdo, ox = +/var(X), que
além de variar linearmente com a escala, dado que Y = aX + b = oy = |a|oy
(e portanto vir expresso nas mesmas unidades que a variavel a que se refere),
surge como escala de referéncia natural em resultados fundamentais da teoria das
probabilidades como a desigualdade de Chebyshev e o Teorema Limite Cental.

A variancia é aditiva para parcelas independentes. Se X, Xs, ..., X, sdo vas.
independentes com variancias finitas o7, o5, ..., af, e valores médios fi1, ft2, ..., by, €

> => X, é asua soma, entao

var (Z Xj> = Zvar (X;); (1.3)

em termos do desvio padrao

ox = /07 + 05+ -+ ol (1.4)

O indice de dispersao 6(X) = var(X)/E(X) é uma medida de dispersao relativa
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que verifica §(aX) = ad(X) para a # 0.

O indice de dispersdo de uma soma com valor médio ndo nulo E(> ) # 0 e
parcelas independentes pode-se escrever como a média ponderada dos indices de

dispersao das parcelas

5(2) Zi T +,Up = z;wj ik (1.5)

com pesos proporcionais aos valores médios das parcelas w; = p;/ > p;, desde que

todas estas tenham varidncia finita.

Se nas mesmas condigoes, as parcelas de > forem dependentes, a variancia da

soma passa a ser dada por
var(X; + Xo) = var(Xy) + var(Xs) + 2 cov(Xy, X»),

onde o termo cruzado adicional, que depende conjuntamente das duas parcelas, é

a covariancia,

cov (X1, Xo) = E[(X1 — ) (X2 — p2)] = E(X1X2) — puapia.

A covariancia é limitada pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
’COV(Xl,XQ)‘ < 0109.

A independéncia é uma condigao suficiente (mas ndo necessaria) para a covariancia
ser nula. Quando a covariancia nao é nula diz-se que as variaveis X; e X5 estao

correlacionadas. Varidveis correlacionadas sao, portanto, dependentes.

Mais em geral,

r (Zan]) Za var(X —I—QZa]a] cov(X;, Xj). (1.6)
J

J'<j

A covariancia é invariante para translacoes e é uma forma bilinear simétrica:

para ai, as, b constantes reais quaisquer
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cov(X,a1 Y1 +a2Yo+b) = cov(a1Y] + aYs + b, X)
= cov(X,arY] + axYs)
= aycov(X,Y)) + azcov(X,Ys),

desde que as varidveis X, Y7 e Y5 tenham variancias finitas.

1.2 Momentos amostrais e distribuicoes de amos-

tragem em populagoes normais

Uma amostra aleatoria de dimensao n de uma va. continua X é uma sequéncia
de vas. X = (X3, Xy, ..., X,,), cada qual com distribui¢do idéntica a de X, X; 2 X,
mas independentes entre si. Também se diz que as vas. X; sdo i.i.d. (independentes
e identicamente distribuidas). Designaremos por vezes X ou a sua distribuigao por
variavel ou populagao “geradoras” da amostra X, e os elementos X; da amostra
aleatoria por “observacoes” da va. X ou da amostra X.

Uma estatistica é uma fun¢ao de uma amostra aleatoria G = g (X1, Xo, ..., X;,)
que é também uma varidvel aleatoria. Estatisticas construidas para aproximar
um parametro constante ¢ da distribuicdo geradora chamam-se estimadores.

Destacamos desde ja trés estimadores centrais neste trabalho, a média amostral

— 1
X:EZXZ-,

i=1
a variancia amostral
n
1 <\ 2
S% = > (X —X)
n—14
1=1
e o desvio padrao amostral Sy = 1/5% e recordamos algumas das suas

propriedades fundamentais.

A média e a varidncia amostrais podem-se calcular recursivamente. Se &
amostra X,, = (X,..., X,,) com média X, e variancia S> for acrescentada mais
uma observacio X,,;, entdo a média X,,; e variancia S> 41 da nova amostra

X1 = (X1, ..., X, Xpy1) obtém-se das primeiras pelas formulas (cf. eg. [9], p.
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238, ex. 5.16)
~ nyn + Xn+1
X, = oo T ol
+1 ——1
n-+1 = 2
nSpp = (n—1)8S; + (X1 — Xns1) ™ (1.7)

Naturalmente que a ordem por que se dispoem as observacoes nao é aqui
relevante, pois quer a média quer a variancia sao somas de fungoes das observagoes
individuais. Estas relacoes de recorréncia nao requerem que a amostra seja

aleatoria nem que existam momentos populacionais.

Se a va. geradora X tem valor médio pux entao E (7) = uyx, € a medida
que aumenta a dimensdo da amostra (n — oo0) a média amostral converge em
probabilidade para a média populacional, X, = px. Diz-se por isso que a
média amostral X é respectivamente, um estimador centrado e um estimador
consistente do valor médio populacional uyx. O primeiro facto decorre facilmente
das propriedades lineares do operador valor médio. O segundo é uma das

formulagoes da chamada Lei dos Grandes Numeros da teoria das probabilidades.

Se além de valor médio a va. geradora X tem variancia finita 0%, entdo da
propriedade aditiva da variancia para parcelas independentes, referida na seccao

anterior, decorre que a variancia da média amostral X é

var (7) _Ix donde ox

0 O’Y:%.

Nessas condicoes, a variancia amostral é também um estimador centrado da
variancia populacional, E (Si) = 0%. O mesmo nao sucede em geral com o desvio
padrao Sy — um estimador que nao seja centrado diz-se enviesado — , mas ambos

sao ainda assim estimadores consistentes,

2 p 2 b
SX,’VL —> UX € SX,TL — UX .
— 00 n—o0

Admitindo agora que X = (X, Xo, ..., X,,) é amostra aleatoria de uma va. com
distribui¢do normal de valor médio px e desvio padrao ox, X —~ N (ux,ox)
— diremos mais simplesmente que X é uma amostra aleatéria normal —, a

distribuicao da média e da variancia amostrais fica completamente determinada:
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A média de uma amostra aleatoria normal é também normal,

X — px
0x

NG

X ~N (ux, U—X) ou 7= ~N(0,1). (1.8)

NG

A variancia de uma amostra aleatoria normal é uma va. independente da média
amostral com distribuicao proporcional a um qui-quadrado com n — 1 graus de
liberdade,

(n — 1)53( 2 S?{ X%A 2 Ug{ 2
— ou —& —~—— ou Sy~ . 1.9
0_3{ Xn—1 u O_g( n—1 u X n — 1Xn—1 ( )

Observamos que a distribuicao de Z nao depende de quaisquer parametros nem
da dimensao da amostra. No entanto, a sua utilidade como base de inferéncia sobre
meédias é limitada pelo facto de a sua expressao incluir o desvio padrao populacional
ox, que costuma ser desconhecido em problemas concretos. O mais natural é este

ser estimado como Sy, o que muda a distribuicdo da média normalizada para

Y_,UX
Sx

Jn

T =

~1

n—1- (1.10)

Foi a descoberta deste resultado e da independéncia entre X e S% em populacoes
normais que celebrizou Student, ainda que nao tivesse podido prova-lo com todo

o rigor (o que foi feito alguns anos depois por Ronald Fisher).

Deixamos para a seccao seguinte a definicao geral e revisao das distribuicoes
qui-quadrado e t de Student, mas referimos desde logo que, conforme seria de
esperar do que até aqui foi dito, & medida que n — oo dé-se a convergéncia em
distribui¢do da ¢ para a normal (|[7] pp. 31, 32, [9] pp. 220, 238),

tno1 — N(0,1),

n—oo
que é bastante rapida — costuma-se considerar (a0 menos nos manuais de
estatistica) que a partir de cerca de n > 30 as duas distribuigdes se confundem

para efeitos praticos.
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1.3 Distribuicoes gama, qui-quadrado, t e F

Para quaisquer «, 9 > 0 dizemos que uma v.a. positiva W segue a distribuicao
gama de pardmetros o e §, abreviadamente W —~ ga(«,d) quando tem a funcao
densidade de probabilidade

fw(w) = ! w* e 0w >0
v 5T (a) ’ '

O valor § é um parametro de escala tal que para qualquer constante A > 0 se

tem W —~ ga(a,0) se e s6 se AW —~ ga(a, Ad). Abreviadamente,
A-ga(a, ) = ga(a, \d). (1.11)

A distribuicao gama tem valor médio E(W) = «ad, que acharemos por vezes
conveniente designar por 3. Deste modo a sua variancia ¢ var(W) = 8%/a = ad?, e
o indice de dispersao var(W)/E(W) =6 = B/a. Uma parametrizacdo alternativa
comum da distribui¢do é em termos da taxa de ocorréncias w = 1/J num processo

de Poisson homogéneo com tempos de espera descritos por esta distribuicao.

O parametro de forma « pode-se caracterizar como o quadrado da chamada

razao sinal/ruido,

= i = <%) = BRIV,

A soma de variaveis aleatorias gama independentes com o mesmo parametro de
escala é outra v.a. gama. Se Wy, Wy, ..., Wy, sao v.a. W; — ga(a;, ) independentes,
entdo y, = Y W, —~ ga(d>_ «;,0). Dada a propriedade (1.11), uma combina¢ao
linear de vas. gama independentes A\; Wy + AW+ ...+ N Wy,, com W; —~ ga(ay;, ;)
e os A\; > 0, é ainda outra gama W —~ ga(Xa;,d) quando as parcelas tém indices

de dispersao idénticos

var(A\;W;) ‘var(Wj)
EO\W;) T E(W)

A distribuig¢ao qui-quadrado com v graus de liberdade é um caso particular da

familia gama; para cada v > 0 define-se por x2 = ga (v/2, 2).
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1.4. A aproximacgao de Satterthwaite

Para o qui-quadrado tem-se E(x?) = v, var(x?) = 2v, 0(x%) = 2 e
v =2 x SR*(x?).

Toda a v.a. gama ¢ proporcional a um qui-quadrado

_B.»

5
W ~ga(a,8) = X530 = =X (1.13)

2

com v = 2aq.

Quando as parcelas X?,j sao independentes x?,l + XZQ + .+ sz = X31+y2+...+yk-

Chama-se t de Student com v graus de liberdade a distribuicao de um quociente

Z

D) Y
v

14

T —

%‘

onde Z ~ N(0,1) e x2 sdo vas. independentes. Se S* é um estimador de variancia

independente de Z com distribuicio dada por vS?/o? ~ X% & S?/o® ~ X% /v,
entao a t pode-se definir também como

\/Zsj' (1.14)

Diz-se que uma variavel aleatoria F' tem distribui¢do F' de Fisher com (4, 15)
graus de liberdade se:

T =

- le/Vl
X2, /v’

onde Xil e X?,Q sao quis-quadrados independentes com 14 e vy graus de liberdade,
respectivamente.

1.4 A aproximacao de Satterthwaite

No modelo linear geral, é frequente usarem-se estimadores de varidncia que
sao combinacoes lineares de v.a.

gama independentes (ou de quis-quadrados
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independentes, o que é o mesmo) da forma W = MWy + MWs + .. + N Wy,

onde os A\; > 0 e os W, sao estimadores de variancia independentes tais que:

2
Vj 2 95 2
U—szVj ~X,, ou W;~ V—jx,/j. (1.15)

onde v; e 0 sao constantes positivas.

Exemplos sao:
1. O estimador centrado usual para a variancia em amostras aleatorias normais,

1 —

n—1

Neste caso k=1, v=n—1, A= -

o
2. O estimador combinado usual para a variancia comum com base em duas
amostras aleatorias independentes com variancias populacionais homogéneas

0] = 05 = op de va. normais X; —~ N(u1,01) e Xo —~ N(pa, 02) ,

52 =
0 n1+n2—2
Neste caso: ) .
ny — Ng —
]{?:2, W1:1—2S%, W2:2—2522,
o) )
2
15
m=n—1, rh=nyg—1, M=l=—-" .
1 1 p) 2 1 2 F—

Como por hipotese as duas amostras sdo independentes, também o sdo S? e
S2, e da aditividade do qui-quadrado resulta entdo que nos exemplos anteriores,
a combinacao linear W = )~ \;W; tem parcelas independentes \;WW; com indices
de dispersdo 0; = var(\;W,)/E(\;W;) = \jvar(W;)/E(W;) idénticos, pelo que
equivale a uma soma de vas. gama independentes com parametros de escala iguais,
que é outra gama.

Porém, se numa combinacao linear de va. gama independentes houver pelo

menos duas parcelas com indices de dispersao diferentes 6; # J; entdao a sua
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distribuicao ja4 nao é uma gama e nao tem forma analitica tratavel conhecida
(48], p. 431, [23], p. 149).

Exemplos sao:

1. O estimador combinado da variancia para duas amostras aleatérias normais
independentes Sg no caso das variancias populacionais nao serem homogé-

neas, que entao passa a ser da forma W =" \;W; com:

—1
k=2, WJIRJQ S?AXijfl e
7j
2 2
I/j:nj—]_ mas )\IZL?&/\2:L
ny+ny —1 ny+ng —2

2. Para duas amostras aleatorias normais independentes, o estimador de
S2 52
1

variancia complexo S, = — + —2 que ¢ um estimador centrado de:
ny g
2 2
oi o - =
2 _ 2 _ % 2 _
o _E<SWelch) - _+_ = var (XI_XQ)
ny N

A distribuicao de uma combinacao linear de vas. gamas independentes
W =3 \;W; ou simplesmente W = > \;W, pode, no entanto, ser bem
aproximada por outra gama com os mesmos dois primeiras momentos. Comecemos
por notar que:
E(AW;) = a;(A;05) = A;B;,
var(, ;) = a0 _ A?ﬁ—?.
Qj Q;
Igualando entao os dois primeiros momentos de ambos os membros da combinagao

linear tiramos:

k k
f=EW)=E <Z Ajo) - Z)‘jﬁj
j=1 J=1
5 k kB2
= var(W) = var (Z )\jo> - Z A?j
j=1 J=1 !
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2
k
B (2 P j)

NGB (0B
2 O

a; =1 Q@

o= (1.16)

2

A expressao é idéntica se particularizarmos para o qui-quadrado, pois entao
a=v/2 % v =_2aq, e o factor de 2 anula-se nos dois membros da equagao .
Conforme referimos no inicio desta secgao, a situagao mais comum é pretender-
se aproximar a distribui¢do de uma combinagdo linear W = X\ ST+ X285+ - -+ A S7
de estimadores centrados independentes de variancias o?, o3, ...,ai, sendo entao

B =E (sz) = O'j2-. No caso de que vamos tratar, temos k = 2 e

_ 5.5
ny no

W = §?

com (n; —1)S7 /07 ~ Xij—1 conforme 1) e a formula de Satterthwaite geral
(1.16)) reduz-se a expressdo mais familiar para os graus de liberdade teéricos de S?

(também chamados “graus de liberdade efectivos” na literatura mais antiga),

2
e
ny %)
. . (1.17)

+
n3(n—1) " m(ny— 1)

1.5 Testes de hipoteses e intervalos de confiancga

classicos para médias

1.5.1 Inferéncia sobre uma média com variancia conhecida

Pretendemos avaliar se um valor i ¢ plausivel para a média desconhecida px de
uma populagao (ou variavel) continua X, a partir de uma amostra de observagoes
efectuadas nessa populagao. A traducdo estatistica deste problema é o teste as
hipoteses Hq : ux = po vs. Hy @ ux # po.

Se X = (X, Xy, ..., X,) é uma amostra aleatoria de X —~ N(uyx,ox), com
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variancia populacional conhecida 0%, sabemos por (1.8) que a variavel aleatoria

tem distribui¢do normal padrao N(0,1) sob Hy. A decisdo estatistica entre as
hipoteses Hyg e Hy pode por isso ser baseada no valor observado de Z — a estatistica
de teste.

[ |
-Zap2 Zai2

Figura 1.1: Regiao de aceitacao (centro) e regiao de rejeicdo (caudas) num teste
de hipoteses bilateral baseado numa estatistica com distribuicao normal padrao

Assumindo uma pequena taxa de rejeicoes incorretas da hipotese nula,
a = P [rejeitar Hy quando Hy é verdadeira] ~ 0

— o nivel de significancia — adopta-se a seguinte regra de decisao: Manter a
hipotese Hy enquanto a estatistica de teste Z tomar valores numa vizinhanca de
probabilidade 1 — « do zero (valor que corresponde a diferenca expectavel entre
X e pg caso px = o), chamada regido de aceitacdo; e rejeitar Hy quando Z ficar
fora dessa vizinhanca, numa das caudas de valores mais extremos na distribuicao
de Z sob Hy, com probabilidade colectiva a de serem observados — a regiao de

rejeicao. Resumidamente

—Zaj2 < Z < zq2 =  manter Hy
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Z > zojp OU Z < —ZzZgp = rejeitar Hy em favor de H,

sendo os valores criticos que demarcam a regiao de rejeicao neste caso %z,,, onde
Za)2 designa o quantil superior de probabilidade /2 na distribui¢ao normal padrao.

Um problema relacionado é o de determinar uma estimativa para o valor médio
de uma populacao px na forma de intervalo. De , da definicao dos quantis de

+2z,/2 € da simetria da distribui¢ao normal padrao obtém-se as igualdades

X —
p [_ZQ/Q <Z< 204/2:| =P [_ZOL/Q < TMX < Za/2] =
N

=P |:7_ Za/20-_\/)% < nx §7+za/2U_X:| ;

Vn
que motivam a afirmacao de que
[f — ZQ/QU_\/)%, T+ 2q/2 a_\/)%] ou abreviadamente ¥ + za/g%,
corresponde a um intervalo com nivel de confianca (1 — «) x 100% para px.

Nos casos tratados neste trabalho h&4 uma correspondéncia biunivoca entre
as duas metodologias da estimacao por intervalos de confianca e dos testes de
hipoteses: A regra de decisao do teste bilateral equivale a manter Hy : ux = po
vs. Hy @ pux # po ao nivel de significincia a se e s6 se o valor médio teorizado pg
pertencer ao intervalo com (1 — «) x 100% de confianca para px. E o intervalo de
confianca para py é constituido precisamente pelos valores de py para os quais nao
se rejeita Hy : pux = po vs. Hy @ pux # po ao nivel de significancia a. Deste modo,
embora tenhamos geralmente preferido exprimi-los da perspectiva dos testes de
hipoteses, os resultados que referimos nesta dissertacao aplicam-se também aos

intervalos de confianca, com adaptagoes imediatas.

1.5.2 Inferéncia sobre uma média com variadncia desconhe-
cida
Suponha-se agora que pretendemos fazer o teste de hipoteses Hy : pux = po vs.

Hy : pux # po com base numa amostra aleatoria X = (X3, Xo, ..., X,,) da variavel

X —~ N(ux,ox), mas que quer o valor médio 1y quer a variancia o2 populacionais
9 9 X



16 1.5. Testes de hipéteses e intervalos de confianca cléssicos para médias

sao desconhecidos.

Neste caso, de acordo com (|1.10)), sabemos que sob Hg

e utilizamos esta variavel aleatoria como estatistica de teste. A regra de decisao
consiste em rejeitar Hy quando o valor observado de T" ultrapassa os valores criticos
Ft(n,—1;a/2), €m que t(,, _1,4/2) Tepresenta o quantil superior de probabilidade a/2

na distribuicao ¢,,_1.

-t a2 tin, a2)

Figura 1.2: Regido de aceitacao (centro) e regido de rejeicdo (caudas) num teste
de hipoteses bilateral baseado numa estatistica com distribuicao ¢,,_1.

Analogamente ao caso de varidncia conhecida, podemos também obter um

intervalo com (1 — a) x 100% de confianca para px resolvendo

X
—MX < t(n—l;a/Q)]

|-1-a

P [_t(n—l;a/Q) <T< t(n—l;a/2)} =P [_t(n—l;a/Q) <

S

— S —
=P |X _t(nfl;a/Q)\/_)% <px < X +t(n71;a/2)

Bk
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para encontrar a estimativa intervalar dada por

_ SXx _ Sx
xr — t(n—l;a/?)% < Mx <T+ t(n—l;oz/2)_

NG

uma vez que também as distribuicoes ¢ sao simétricas em torno da origem.

1.5.3 Diferenca entre as médias de duas populacoes homo-

géneas, estimadas a partir de amostras independentes

Consideremos agora o problema de comparar as médias uy e py de duas
populagdes com variancias desconhecidas, mas que se supde serem idénticas, o3 =

oy = o5 — condicdo de homogeneidade de variancias (ou homocedasticidade).

Admitindo que se dispoe de amostras aleatorias X = (X, X, ..., X,,) e
Y = (V1,Y,,...,Y,,) de X —~ N(ux,o0x) e Y —~ N(uy,oy), respectivamente,
independentes uma da outra, entao a inferéncia sobre a diferenca px — py entre as
médias populacionais baseia-se na distribuicdo da diferenca X —Y entre as médias

amostrais. Facilmente se vé que E (7 — 7) = ux — py. Quanto a variancia,

- o o2 52
o’ =var (X —Y) =var (X) +var (V) = X+~ (1.18)
n1 o

por (L.2) e (L.3), e visto que, como as duas amostras sdo por hipotese

independentes, também as médias amostrais o sao.

Como, porém, nao se supoe que as variancias populacionais sejam conhecidas,
para resolver o problema de forma simples é necessario recorrer a condicao de

homogeneidade das variancias, sob a qual se passa a ter

1 1
o? = 0(2) (— —I——) .
s o)

Nessas condicoes, a inferéncia estatistica sobre a diferenca entre as médias

populacionais A = px — puy pode apoiar-se na estatistica de teste

X V) (4 —
TStu = ( )S (Ml “2) — tn1+n2—2» (119)
Stu




18 1.5. Testes de hipéteses e intervalos de confianca cléssicos para médias

1 1
S2 =82 —+— .
Stu 0 (nl + n2>

estima a variancia da diferenca no numerador de Ty,,, (X —Y) — (ux — py), e

onde

ny + Ng — 2

52—

¢ um estimador da variancia comum o7 das duas populagdes.

Referimos desde ja que — conforme serd demonstrado na secgao — na
condi¢io de homegencidade das variancias S2,_ é um estimador centrado de o
com distribuicao dada por

SQ
Stu 2
(n1 +ny —2) o2 ™ Xni4ng—2-

Daqui decorre que também S3 é estimador centrado de o, com distribuigao dada

por
2

S,
(nl + ng — 2) O__g — Xil+n272'
0

Um intervalo de confianca para a diferenca entre as médias A = uxy — py

obtém-se facilmente reescrevendo, como no caso do intervalo para uma média, a

desigualdade
X -Y)— (ux — py)
P _t(n1+n2—2;a/2) < N 1 < t(n1+n2—2;a/2) =1- «,
Sor/— + —
ni no
para obter

_ /1 1 _ 1 1
(x_y)_t(n1+n272;a/2) S0 n_l + n_2 S Mx— My S (x_y)+t(n1+n272;a/2) S0 n_l + n_z

1.5.4 Diferenca entre as médias de duas populacoes, esti-

madas a partir de amostras emparelhadas

Sejam (X, Y) = (X1, Y1), (X2, Y2), ..., (X,, Y,,)) amostras aleatorias correlaci-

onadas de va. X e Y com médias respectivas pux e py e variancias desconhecidas
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0% e 0y Entdo a inferéncia sobre a diferenca jux — py = pp = BE(X —Y) pode-se

basear nas diferencas D; = X; —Y;, i = 1,...,n (que se supoe terem distribui¢ao

normal),

D—-A
Sp
NG

onde D e Sp sdo a média e desvio padrdo da amostra aleatoria (Dy, Dy, ..., D,,).

Tp = ~ b1, (1.20)

O intervalo de confianca correspondente é dado por:

_ S _
d— Lin—1;a/2) ;‘;l < up < d—i-t(

Sd
\/— n—1;a/2) \/ﬁ

1.6 O problema de Behrens-Fisher e a solucao t

aproximada de Welch

O problema de Behrens-Fisher consiste em comparar os valores médios p, e
o de duas populacoes normais X; —~ N(pq,01) e Xo —~ N(pg,02) com variancia
possivelmente diferente 02 # 05, a partir de amostras aleatérias independentes
com dimensdes n; e ny, médias amostrais X; e Xo, e varidncias empiricas Sf e 522.

Se as variancias populacionais forem idénticas, o7 = o3, este problema tem
solugdo Optima (um teste de hipoteses centrado uniformemente mais potente,
UMP) ([9], [55], [43]), com forma analitica simples, mas caso contrario isso ja

nao acontece.

A inferéncia baseia-se na diferenca entre as médias observadas, cuja variancia

2 2
var (X = Xo) = 24 4 22, (1.21)
1 2

A variancia de cada populacao pode ser avaliada por um estimador centrado
cuja distribuicao é proporcional a um qui-quadrado com v; = n; — 1 graus de

liberdade (estimador de varincia simples):

2

(n- — 1) o~
~7 Sj2 —~ Xi]__l, ou sz —~ —nj i 1)(721‘7__1 com E (SJQ) = ajz-.



20 1.6. O problema de Behrens-Fisher e a solu¢do t aproximada de Welch

Porém, o estimador natural da variancia da diferenca entre as médias das duas
populagoes é uma combinagao linear de quis-quadrados independentes (estimador
de varidncia complexo), que conforme referimos na secgao no caso geral

(Uf # a%) nao tem uma distribui¢ao com forma analitica tratavel.

St 5 oi (1 — 1)S¢ & (n2 — 1)53
— + £ — . 3 _|_ . 3
nq N9 nl(nl — 1) 01 712(77,2 — 1) 05
B W 2+ A 0—%)(2 com N\ = —
lnl—l V1 2712—]_ V2 J nj'

O teste t aproximado de Welch ¢ um teste de comparacao de meédias
utilizado em vez do teste ¢ de Student quando queremos comparar duas amostras

independentes provenientes de populagoes com variancias distintas.

Sejam X7 —~ N(u1,01) e Xo —~ N(pug,02), 01 # 09. Seja também S; o valor
estimado de o; e n; o tamanho da amostra j. Welch define a estatistica ¢ através
da seguinte formula: o

X1 —Xo
Tweren = —F—. 1.22
Welet ] (1.22)
ni no

Os graus de liberdade v associados sao estimados através da féormula de

2
P + JE—
nq Mo
() ()
ni n2
+

Tll—l n2—1

Satterthwaite empirica:

U

(1.23)

uma aplicacdo da formula para os graus de liberdade tedricos (1.17), com a
diferenca de que aqui as variancias populacionais 0]2 precisam de ser estimadas

na pratica, pelo método dos momentos, a partir das variancias amostrais SJZ.

Para o caso das variancias desconhecidas e diferentes o intervalo de confianca

¢é escrito da seguinte maneira:

52 s2 s
(T1 — T2) — t(z;a/2) L+ 2 <y e < (T —T) + twias2) \| — + —.
ny U] n
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1.7 Comparacao das estatisticas de Student e de
Welch

Quer a estatistica de Student para duas amostras independentes quer a de

Welch sao da forma

T e
V2 vl
onde, sob Hy : p1 = o, -
X, —
Z="1_"22 ~N(0,1),
o
e 5% é um estimador de
2 2
o? = var (X) — Xa) = L + 22,
1 Mo

independente de Z, e W = S?/0*. Como a distribuicio de T fica determinada
pela de W ou S?, focamo-nos nestas variaveis.
No caso da estatistica de Student, a variancia da diferenca entre as médias

amostrais o2 é estimada por

_ 2 _ 2
=S8 (i + i) , com S)= (1 = D)Si + (2 1)52, (1.24)

nq No n1+n2—2

e na condicdo de homogeneidade das variancias das duas varidveis geradoras, o; =
2 2
o5 = 05, tem-se

S2 S2
E(S3,)=0" e (m+ny—2) US“ = (n1 +ng — 2)0—3 X ing2s  (1.25)
0

2

2

2 ¢ estimador centrado de o (e S de o2) com distribuicio gama

ou seja S
proporcional a um qui-quadrado com n; + ny — 2 graus de liberdade.
Para a estatistica de Welch, é imediato que

92 - 5_12 + 5_22

‘Welch nl n2

, (1.26)

¢ estimador centrado de o para qualquer valor de § = o7/05 — o que, como
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2

- Welch argumentou [58] que se devia

veremos em seguida, nao sucede com .S
a este facto a maior robustez do teste baseado em SZ.., € Twas Derante a

heterogeneidade de variancias.

Nota 1: O estimador da variancia da diferenca entre as médias na estatistica de

Student para duas amostras independentes S% & centrado se e s6 se as variancias

Stu

populacionais sao homogéneas (07 = 09) ou as amostras sao equilibradas (n; = ns).

Demonstracao:
E(S5.) = = i+ (Do (i i) _ o 1 % _ o2,
i —ny — 2 ny Ny ny Ny
equivale a

2

0'2 ag.
(n1 — 1)og + (ng — 1)os  r + 52

_ I U
ny+mng —2 o T
Multiplicando ambos os membros por 1/03, o numerador e o denominador do
primeiro membro por 1/(ny — 1), e o numerador e o denominador do segundo

membro por nq, fica

0+a> 0+c?
1+a2 1+¢2

2

com 0 = 0}/03, > =n1/na e a*=(n;—1)/(ny — 1), donde resulta que

2 2 _ni 1+ 1

o C — n—
(9—1)(02—a2):0<:>€:—§:1 ou _2:71;21: 111:

02 a ng—1 1+n271

<~ 01 =0 OUu mnNp=nNs.

e 52

Nota 2: Os estimadores de variancia S veleh

Stu

de Student e de Welch Ty, e Tiwae, — coincidem (com probabilidade 1) apenas

— e portanto as estatisticas
quando n; = ns.

Demonstracao: Procedendo como na demonstracao da Nota 1, temos que

—1)5? —1)S%2 /1 1
7—‘Stu:7—‘Welch<:>‘s2 = <n1 ) . +(n2 ) - (_+_) —

Stu ny + ng — 2 nq N9
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2 2
_ St S
- + - MWelch?
n ng
donde Sl = SQ ou n; = Na.

Como Sy e S sao va. continuas independentes, a probabilidade de serem iguais
é nula, pelo que se pode concluir que, com probabilidade 1, Tg,, ¢ T\ apenas

coincidem quando n; = na.

Nota 3: A estatistica Ty tem uma distribuicao ¢ de Student se e s6 se

2
o ni(n; —1

f=-1= m(m —1) = a2,

o5 ng(ng —1)

sendo entao Twee — Tny+n,—2. Em geral, a sua distribuicao dependente

separadamente dos trés valores (nq, ng, 6).

Demonstracgao: Nas condicoes do problema, as parcelas de

S 53

San = —-+ =2
ny Mg

sao va. independentes com distribui¢oes gama dadas, de acordo com ([1.9)), (1.11])

e por (II3), por

2 2 2
o ‘ o*
52 —~ J X2 AN RSN J X2
J _ n;j—1 . (. — nj—1
nj—1 nj  nj(n; —1)

A condicao necessaria e suficiente para que a sua soma ainda tenha distribuicao

gama € entao

of o3
al = = = a2
nl(nl — ].) n2<n2 — 1)
2 2 2
o no—1 o o ni(ng —1
&L= -—1<:)0:—;:—( ) _ g2
ne ni—1 m 05 ng(ng —1)
e nesse caso fica-se com
SWelch _ m(m-1) Xni—1 T Xny—1 _ Xni4no—2

o2 U_% 712—1‘7_% n1+n2—2

ni ni—1ng
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].OgO TWelch — tn1+n2—2~

Caso contrario, escrevendo

2
52 51, 5 2 2
Welch __ 71 nz v Xny—1 + (1 _ 7) Xny—1
o2 ot + a3 ny—1 ng — 1’
ni no
onde
‘7_% 9 U_% 2
_ ni _ 1 _ n2 _ c
Y= o2 o2 0 2 € -7 = o2 02 27
G4 +c a4 fO+c
ni no ni n2

sao as proporcoes de varidncia associadas as duas médias amostrais X; e Xo,
podemos concluir que a distribui¢do geral de Ty, € uma funcao ¢(n;—1,n2—1,7),

ou, de modo equivalente, fungao de (ny, ng, 0).

Nota 4: A estatistica Ty, tem distribuicao ¢ de Student apenas quando
01 = 09, caso em que (como se sabe) Ty, — tp,1n, 2. Em geral a sua distribuigao

depende separadamente dos trés valores (nq,no, ).

Demonstracao: Temos agora que as parcelas de

g2 _(n1—1)512+(n2—1)522<1 1)

Stu ny+ny — 2 ny Mo

sao va. independentes com distribuicoes dadas por

(n; — 1)S7 L 7 Lo
ny+ne—2 \ny N9 ny+ne—2 \ny N9 =1L
A sua soma continua a ter distribuicao gama se e s6 se
o2 1 1 o5 1 1
_— - = — 4+ — < 01 = 03,
ni+n,—2\n; N9 ni+ne—2\ny no

2 2.2 4, 1 2
Ssm — Uan1+n272 X ni + n2 — Xn1+n2*2
02 0%<1+1> n+ne—2 ng+ng—2

ni n2

e entao

No caso geral, podemos escrever
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2
Xno—1 ny + ng

2 2
SStu an—l
Qng —1,n1—1

2 = |V dmetmet (1—7)

ng — 1 "yt ng—2

onde g, ,» = n/(m+1), portanto a distribuicao T,, ¢ da forma &(n; —1,ns—1,7),

ou seja fungao de (nq,na, 0).
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Capitulo 2

A solucao de Schefté e variantes

baseadas em reamostragem

2.1 A solucao pouco pratica de Scheffé para o

problema de Behrens-Fisher

“Talvez este seja um exemplo [...] em que uma abordagem, natural face a

desenvolvimentos anteriores, nos impoe uma solucdo assimétrica.”

Scheffe, 1944.

“Esses artigos foram escritos antes de eu ter muita experiéncia como consultor,

4

e desde entdao nunca mais recomendei a solugao na pratica.’

Scheffé, 1970.

No artigo On Solutions of the Behrens-Fisher Problem, Based on the t-
Distribution [46], Scheffé apresentou uma solu¢ao do problema de Behrens-Fisher

simples, exacta e com certas propriedades optimais.

Teorema 1 (Scheffé, 1943) Sejam (Xq,..., X,,) e (Y1,...,Ys,), com ny < ng,
amostras aleatorias independentes, de vas. X —~ N(ux,ox) e Y —~ N(muy,oy)
respectivamente, e § = 0% /o qualquer. Sejam L uma forma linear e () uma forma
quadréatica no vector (X1, ..., Xp,, Y1, ..., Yy, ) cujos coeficientes ndo dependam dos

parametros iy, ox, iy, Oy, tais que: (i) L e @ tém distribui¢ées independentes,

27
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2.1. A solugdo pouco pratica de Scheffé para o problema de Behrens-Fisher

(i) E(L) = A, (iii) Q/c* —~ X2, onde ¢* = var(L), de modo que

r-t=5

Q —~
v

Entao:

(I) O maximo de graus de liberdade possivel nestas condigoes, v = n; — 1, é

(1)

alcancado por infinitas solucoes, das quais uma particularmente simples é

dadaporLzy—VeQ:Z(Ui—U)Q, ou seja

(X-V)-A (X-7)-A

T = i - S — tn1717 (21)
onde
1 1 —.2
St = o > (Ui-T) (2.2)
i=1

é a variancia dos valores U; = X; —¢Y;, i =1,2,...,n1 , c=y/ni/ny e

Su
N

S = (2.3)

Os intervalos de confianca para A da forma (7 — ?) + t—1,0/2 Su /v,
obtidos da solucao (I), tém comprimentos médio minimo entre os baseados

nas solugoes de (¢) — (i3) — (i77).

Designaremos os valores U; por “diferencas ponderadas de Scheffé”, a estatistica

T referida no ponto (I) do teorema por “estatistica de Scheffé”, e o teste de hipoteses

por ela definido por “solucao de Scheffé”. Evitamos a palavra “teste” para nao

confundir com o método de comparacoes miltiplas mais bem conhecido, também
devido a Scheffé.

Embora o Teorema 1 esteja expresso em termos de intervalos de confianca,

traduz-se facilmente para testes de hipoteses sobre ux — py, com a estatistica de

teste T'. Para simplificar a exposicao consideramos geralmente A = 0, sem perda

de generalidade.
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Observamos ainda que S?] e S? sdo estimadores centrados, respectivamente,
das variancias of, = var(X —cY) e 0% = var (7 — 7), visto que S3 nio é mais que
a varidncia amostral da amostra aleatoria (U, Us, ..., Uy,,) da va. U = X — Y, que
sabemos ser um estimador centrado (sec¢do , e de acordo com e

oy = var(U) = var(X — ¢Y) = 0% + c*oy,

donde decorre também, por ((1.1]), que

E(SQ) _ E(S?]> — Ug{ +C2U}2/ _ é + ﬁ — 0_2
nq nq nq N9 ’

Este teorema e o artigo matematicamente desafiador em que apareceu parecem
ter intrigado, mas também desconcertado, os leitores, pois algum tempo depois
Scheffé veio esclarecer a situacdo num segundo artigo, A Note on the Behrens-

Fisher Problem [48], com o seguinte resultado negativo:

Teorema 2 (Scheffé, 1944) Nao existe solugao do problema (i) — (ii) — (éi7)
para a qual 7" seja fungao simétrica de ambas as amostras, no sentido de invariante

para permutacoes dos X; ou dos Y; entre si.

O numerador da estatistica de Scheffé ¢ o mesmo que nas estatisticas de Student
e de Welch, a funcdo simétrica X —Y — A, mas o denominador é composto pelo
desvio padrdo da amostra (Uy, ..., U,, ), que se calcula tomando apenas n; das ng
observacoes da amostra maior e emparelhando-as com as observagoes da amostra
menor — por ordem de registo ou aleatoriamente, nas palavras do proprio Scheffé.
Deste modo, Sy e T' dependem da ordem por que sao dispostas as observacoes nas
amostras. (No caso de as amostras terem dimensdes iguais 7' é simplesmente a
estatistica de Student para amostras emparelhadas aplicada a um emparelhamento

arbitrario das observagoes de X com as de Y.)

Exemplificando com as amostras (nada aleatorias) X = (1,3) e Y = (2,4, 5,6),
temos X = 2,Y = 4,25,5x = 1,414 e Sy = 1,708. Supondo que se pretendia
testar: Hy : ux = py vs. Hy : ux # py, ao nivel de significancia clemente de
a = 0,20, por as amostras serem tao pequenas, entao a estatistica de Student é

Ts., = —0,97, o que comparado com os valores criticos =t(4;0,10) = %1,53 nao
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corresponde a uma diferenca significativa.

Testando as mesmas hipoteses com a estatistica de Welch, os graus de liberdade
sao v = 1, 10, que arredondamos conservadoramente para 1, e a estatistica de teste
Twaen = —1,71 também nao alcanga os valores criticos &£y, 0,10y = 43, 078.

A estatistica de Scheffé tem neste caso 1 grau de liberdade como a de Welch
e idénticos valores criticos £3,078. Emparelhando X = (1,3) com (6,2) tem-
se entdo U = (—3,24266;1,58578), obtendo T = (2 — 4,25)/3,41422 x V2 =
—0,93, mais uma vez nao significativo. Mas seria muito diferente o resultado
de emparelhar X = (1,3) com (2,5), achando U = (—041422; —0.53555) e T' =
(2 —4,25)/0,08579 x v/2 = —37,09!

Investigadores diferentes podem assim chegar a diferentes conclusoes a partir
dos mesmos dados ou, pior ainda, o mesmo investigador pode ser tentado a “ir a
pesca’ do valor que melhor apoie as suas hipdteses iniciais. Por isso no artigo
de revisao de solucoes para o problema de Behrens-Fisher que publicou mais
tarde, Practical Solutions of the Behrens-Fisher Problem [49], o proprio Scheffté

desaconselhou o uso da sua solucao.

2.2 Reamostrar a estatistica de Scheffé: alguns

casos simples

Se a arbitrariedade na forma de emparelhar as duas amostras é o ponto fraco
da estatistica de Scheffé, pareceu-nos que uma solucao 6bvia seria achar todos
os emparelhamentos possiveis e considerar os varios valores obtidos 11,75, ..., T).
Certamente inviavel nos anos quarenta, quando Scheffé publicou os seus artigos,
ou mesmo em 1970, esta opcao tornou-se mais alcancavel com o aumento da
capacidade de calculo e a vulgarizacdo dos computadores pessoais desde entdo. E
claro que o nimero de emparelhamentos crescera rapidamente com as dimensoes
das amostras, mas quando se tornar incomportavel calcular todos os valores
possiveis da estatistica restara a alternativa de basear as conclusoes numa amostra
aleatoria grande de emparelhamentos.

Neste capitulo desenvolvemos essa ideia em vérias direccoes — variantes do
teste original de Scheffé baseadas em calcular a estatistica de teste repetidamente

para um grande ntimero de emparelhamentos, e combinar os resultados. O capitulo
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3 contém uma exploracao simples destas variantes por simulacao, que as compara
entre si e com o teste t aproximado de Welch.

Uma forma conservadora de agregar os diversos valores amostrais seria tomar
sempre o menor dos 7; (ou seja a maior das variancias 5[2]],). A estratégia oposta,
optimista, consistiria em reter o maximo dos 7; (minimo dos Séj). Um meio termo
menos drastico, se pudermos ter confianca nos dados, é achar alguma espécie de
média.

Exemplificando com amostras pequenas e valores simples, X = (4,3) e Y =
(1,2,5), temos n; = 2, ny = 3, X = 3,5, Y = 2,67 e ¢ = 0,816497. Na Tabela
seguinte enumeramos os emparelhamentos possiveis destas amostras e as médias

Yj das subamostras de Y obtidas excluindo o elemento que nao é emparelhado.

Tabela 2.1: Emparelhamentos possiveis de duas amostras.

Os valores correspondentes das diferencas emparelhadas U = X — ¢Y, as
suas variancias e desvios padroes, e as estatisticas de Scheffé para os varios

emparelhamentos sao entao:

j 1 2 3 1 5 6

Uy, | 3,184 3,184 2,367 2367 —0,082 —0,082
Uy; | 1,367 —1,082 2,184 —1,082 2184 1,367
1,285 3,017 0,129 2439 1,602 1,025
Ty | 2,200 0,234 21,926 0 0,441 0
T, 0913 0389 9,099 0481 0,733 1,145

Tabela 2.2: Diferencas ponderadas de Scheffé e estatisticas associadas.

Uma estatistica resumo possivel obtém-se substituindo na expressao da
estatistica de Scheffé Sy pela média dos desvios padroes parciais de U nos varios

emparelhamentos,

= 1,285+ 3,017+ ... + 1,025
U — 6

— 1,5828,
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donde resulta a estatistica modificada
3,5 —2,67
T = ———— 2=0,"7.
0= " 5gs X V20

Mas a partida nada nos obriga a preferir o desvio padrao a variancia, e outra

hipotese é fazer a média das variancias parciais,

=2 1,285243,017* 4+ ... +1,025°
Uy — 6

= 3,380318,

e substitui-la na expressao da estatistica de Scheffé,

3,5-2,67

3,389318
2

E talvez a ideia mais simples seja tomar a média das proprias estatisticas de

Tp) 0, 6.

Scheffé parciais:

0,913+0,380 + ...+ 1,145
- - -

Quanto a esta, notamos que mais em geral

Ty 2,1.

1 X-Y (X -Y 1
ro -ty T mET e L
j J

p— Sy p
J N
X-Y X-Y
== ou ——,
Suy S-1
N

onde o denominador é a média harmoénica dos desvios padroes parciais, visto que

1 1 1 1 1 1
— =) — ¢ — == S
Sv D ; Su, Sy P ; S}

(1)

De outro ponto de vista, se observarmos que o processo de calculo da estatistica
de Scheffé simples consiste em: (1) achar as médias das amostras originais, (2)
truncar a amostra maior retirando-lhe ny — n; das observagoes, e (3) emparelha-
la com a amostra menor e achar o desvio padrao das diferencas ponderadas
assim formadas, entao poderia ocorrer-nos inverter a ordem dos passos (1) e (2).

Designamos por T(_), as estatisticas parciais que resultam dessa transposigao.
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3,5-1,5 3,53
Ty =" = 2201, T, = 5 = 0,234,
V2 V2

e a sua média aritmética por

1 I X-Y;
ﬂ4=5§:ﬂﬂf=5§:—ﬁri=¢1
J J N

Algumas caracteristicas desta tltima variante que destacamos:
e Quando as amostras tém dimensoes iguais n; = ny, T(_y e T(_1) coincidem.

e T(_y nao é mais que uma média de estatisticas ¢ de Student para amostras
emparelhadas, aplicadas a amostra menor emparelhada com cada uma das

truncaturas da amostra maior a n; elementos.

e Um aspecto inconveniente de 7(_), se nao mesmo desqualificador, é que de vez
em quando tem sinal oposto ao da diferenca X — Y entre as médias das amostras

completas. Apesar disso incluimo-la no nosso estudo.

Cada variante re-amostrada da estatistica de Scheffé tem um estimador de
variancia associado. Para as que se definem como médias poténcias, a variancia
teorica das diferengas ponderadas, o7, = var (X — cY) é estimada pela variancia
amostral ??](’) = [?U(J — ou, se se preferir, a variancia teorica da diferenca entre
as médias das amostras completas 0 = var (X —Y') é estimada por E?.) =[S] =
§2U(‘) /+v/n1. No caso de T{_), definimos implicitamente os estimadores ??7) e E?](_)
de 0% e o7, pelas relacdes

= = = = = =\ 2 = =\2
1 X-Y, X-Y X-Y —2 X-Y
To=22 5 = _2<$&>5(;T ) @Sw>5”4:T )‘
— =L ) )
NG Sy
Ti2y, T1), T(~1) e os respectivos estimadores de variancia podem-se escrever como

médias poténcia, no¢ao que recordamos na proxima sec¢ao e nos levou a alargar o

ambito da investigacao.
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2.3 Variantes da estatistica de Scheffé com base

em médias poténcia

Dada uma sequéncia de ntimeros reais estritamente positivos sy, s, ..., 5p, a sua
média poténcia de ordem m € IR\{0} define-se como: ([37], p. 121, [30], pp. 34 -
37)

1/m
p
_ 1 Z m
S(m) = | — S .
P J
Jj=1
Casos notaveis sao, para m = 1, a média aritmética simples,

1 p
S =-) 5 =5
P

para m = 2, a raiz da média dos quadrados (ou média quadratica),

e, para m = —1, a média harmonica, definida por

-1
_ 1~ _ p 1 1<~ 1
S(-1) = [;Z% 1] = o /= ‘Z;-

j=1
j=1

Para valores fixos s1, s9, ..., 5p, a média poténcia é uma fun¢ao continua de m, e

a definicao inicial prolonga-se por continuidade a m = —oo, 400, 0 considerando:
S(—o0) = min s; (o minimo) ,
Jj=1,....p
S(oo) = MAX 5 (0 méaximo),

S0) = /51 X 82 X --- X s, (a média geométrica).

Assim generalizada, a média poténcia é uma funcao crescente de m, tendo-se
para n # m, 5(,) = 5(m) apenas quando s; = sy = ... = s, (sequéncia constante)

A média poténcia de uma poténcia s = v*/" (& v = s"), com n € R\{0}, pode
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obter-se de
1/n

1 u / i 1/
= ([p3] ) =l 24)

J=1

abreviadamente (v1/ ”)(m) = [U(m /n)} " Dois casos relevantes no presente trabalho
40, para n = 2, 5,) = 1/U(m/2) donde

1 ) 2/m

- 2 _ m

Fom)]” =Ty = |= D0} (2.5)
=

5= ()
S(m) 8 (—m)'

As estatisticas {1y, T(2) e T(—1) referidas na sec¢ao anterior podem-se exprimir

e, para n = —1,

em termos de médias poténcia

m m m \ 1/m <
- Uy + SUQ + e + SUP / -~ SU('m)
SUmy = , Sy = ——. (2.6)
p vag!
. : : : =2 = 2
A partir destas definimos genericamente os estimadores SO = [SU(M)] e

_2 o
S(my =

0? = var(X —Y), respectivamente, bem como as estatisticas

[g(m)f = §2U(m)/\/n1 das variancias populacionais o7, = var(X — cY) e

Y

X —
Tim) = = = —. (2.7)
™= o S(m)
N
. e . =2 — 2
Dos estimadores de variancia que acabamos de definir, SU(Q) = [SU(Q)] tem a

clara vantagem de ser centrado,

=2 1 2 p(o% + oy) 2
B (SU(2)> - ]_)ZE <SUj> - # =0y,
J
pelo que a estatistica reamostrada T{3) nos pareceu desde cedo especialmente

promissora.

Estas boas noticias sao mas para outras variantes da estatistica de Scheffé, ja
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que a monotonia das médias poténcia implica que para os restantes estimadores

de variancia EQUW se terd E <§2U<m>> > 0% quando m > 2 (podendo ser infinito)
e E <§?]<m>> < 0% quando m < 2 — meste caso a existéncia de E <§?f<2)> garante

existéncia de E (E?](m)). Disto decorre que as variancias amostrais expressas como
meédias poténcia serao em geral estimadores enviesados. Podera todavia ser ainda
possivel estimar e reduzir o seu viés recorrendo a técnicas analiticas como o método
delta, ou de reamostragem como o jackknife, e por isso pareceu-nos ter interesse
estudar a distribuicao destas estatisticas.

A seguinte tabela contém a lista de médias poténcias que consideramos neste
trabalho, e a sua expressao em termos da variancia ou do desvio padrao. Indexamos

estas e todas as estatisticas com elas relacionadas em termos de desvio padrao.

E(m) em termos de:

m | desvios padroes S; | variancias V; = Sj
-2 média harmoénica

-1 | média harmoénica
0 | média geométrica | média geométrica
1 | média aritmética

2 | média quadratica | média aritmética
4 média quadratica

Tabela 2.3: Médias poténcia g(m) estudadas

2.4 O jackknafe

Sugerido em 1949 por M.H. Quenouille [39], o jackkni fe foi desenvolvido como
método de corrigir o viés de um estimador. E um método semelhante ao bootstrap
que utiliza re-amostragem sem reposicao ao invés de com reposicao. Em muitas
situagoes nao é pratico ou ¢ até mesmo impossivel calcular bons estimadores, ou
encontrar o erro padrao dos ditos estimadores. Pode ser o caso de nao haver suporte
teorico acerca do estimador, ou o caso de tentar estimar a variancia de uma funcao
complicada que torna a utilizacao do método mais comum de resolugao, o método
delta, impossivel. Nestas situagoes o método jackknife é usado para derivar uma
estimativa do viés e do erro padrao.

O jackknife simples resulta de um processo com dois passos:
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1. Dado o vector de dados original X = (Xq,..., X}, ..., X,,) e um estimador
J = 1§(X1, ..., X)) do parametro ¥, exclui-se uma observagdo de cada vez,
obtendo n amostras jackknife X_; = (X1, .0y Xiz1, Xig1, ..., Xpp) distintas.
Avalia-se o estimador para cada uma destas, ﬁ(_i) =9 (X(_,;)) e toma-se a

meédia,
_ 1 < .
9 ==5"D 4. 2.8
n; (—i) (2.8)

~

. oy . —-/ , .
2. Relacionando analiticamente os vieses de ¥ e 9, obtém-se o estimador

jackknife com correcao ao viés,

¥ =nd — (n — 1)3/7
que numa grande classe de problemas tem efectivamente viés inferior ao do

estimador original. O erro padrao do estimador jackknife é dado por

n

s@) = |21y (00 -7)| (2.9)

n 5
i=1

As variantes reamostradas da estatistica de Scheffé que descrevemos nas secgoes
anteriores tém afinidades 6bvias com o jackknife. O parametro a estimar é uma
das variancias populacionais 012] ou o2, e o estimador possivelmente enviesado ¢
a correspondente variancia amostral (que definimos na sec¢do anterior). Uma
diferenca é que o célculo destas implica excluir ny — n; observagoes em vez de
uma s0, e apenas na amostra maior. (Quando as amostras tém dimensoes iguais
nao ha exclusao, mas apenas um emparelhamento aleatério, ou permutacao das
observagoes.)

O jackknife “multiplo™— em que se exclui mais de um valor da amostra em
cada reamostragem — nao é inédito; varios autores o referem, acrescentando que
por exemplo se porta melhor que o jackknife simples (apagar s6 uma observagao
de cada vez) no problema da estimagao de uma mediana, embora a custa de maior
esforco de célculo. Infelizmente tivemos dificuldade em encontrar literatura sobre
o assunto em tempo tutil, pelo que o pusemos de parte.

Mas o jackknife simples poderd ser eficaz por si s6 em reduzir o viés da

estatistica de Scheffé reamostrada, combinando dois tipos de reamostragem: (1)
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primeiro excluir um valor de cada vez da amostra maior, (2) depois calcular
a estatistica de Scheffé reamostrada, que estima a variancia excluindo outros
ne —ny — 1 valores e fazendo a média das variancias parciais; (3) no final aplicar
a formula do estimador jackknife as ny estimativas obtidas. (Este processo s6 tem
sentido para ny > ny). Nao chegamos a estudar por completo esta alternativa, mas
apresentamos resultados de um procedimento simplificado que no passo (3) calcula
simplesmente a média aritmética das ny estimativas. Chamamos-lhe “jackknife
incompleto”, e designamos por T(y), T(y), ..., T(_, @ Sg), Sg), . SZ) as estatisticas
finais obtidas acrescentando este segundo nivel de reamostragem as variantes da

solucao de Scheffé definidas anteriormente.

2.5 Relacao entre as estatisticas de Welch e de
Scheffé

Proposicao 1: Suponha-se que a solucao de Scheffé para o problema de
Behrens-Fisher (cf. ¢ modificada substituindo no denominador a
variancia amostral S7 das diferencas ponderadas num emparelhamento arbitrario
pela média aritmética das variancias das diferencas ponderadas para todos os p
emparelhamentos possiveis das duas amostras,

2 P, +Sh, e+ S
U— .

Entao o resultado

¢ a estatistica ¢ de Welch (1.22)).
Demonstracao: A demonstracao sera dividida em partes, identificadas por
algarismos romanos. Embora se exemplifique com amostras de pequena dimensao

em alguns pontos, para facilitar a exposicao, o argumento é geral.

(I - Decomposigao da variancia) Emparelhados n; elementos quaisquer da
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amostra maior completa Y = (Y7,....Y,,,...,Y,,) com os elementos da amostra

menor X = (Xy,...,X,,), designe-se por Y; = (Y3,,Y5;,...,Y,,;) a subamostra

de Y assim selecionada e por U; = (Uy;, Uy, ..., Uy, ;) as respectivas diferencas

ponderadas de Scheffé, U;; = X;—cYj;, onde c = \/ny/ng, i =1,....,n1ej=1,...,p.
A média de cada amostra de diferencas ponderadas U; decompoe-se em

o 1 ny 1 ny c ny . o

As respectivas somas de quadrados dos desvios, adicionados para todas as possiveis

amostras U;, decompoem-se portanto alternativamente em
—\2 —2
D> (U =T)) = (m =1 8¢ = (m — 1)pSy (2.10)
i J

ZZ(U“ ~T,) = ZZ (X =X) —c(vy = Y))]°

A i %

:ZZ(XFY)Q?LCQZZ(Y@'—Vj)Q_QCZZ(Xi—Y) (Y =Y5)

=p(n —1)S% + Y (n1 — 1) 5% — 2(:22 (Xi = X) (Vi —Y,), (211)

J
logo, igualando (2.10) e (2.11)),

— c? Z 2¢ Z Z — —
j i

(2

Mostramos na continuacao que a média das variancias parciais

Sy SE, e+ SY

=2
= 2.13
Y P ( )
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¢ idéntica & variancia Si da amostra completa e que a média de produtos cruzados
1 — _
Sxy=——=3 > (X,—-X) (Y -Y)) (2.14)
p(ni1 —1) ~ 5

se anula, donde resulta que 512] = S% + 2S5y e

Sy _S+J% Sk, S

ny ni ny n2

ficando provada a proposicao.

(IT - Emparelhamentos) Para contabilizar os emparelhamentos de X com

Y, consideramos o par de matrizes

Xi | Yu Y2 -0 Yy
Xo | Yor Yoo -0 Y
(x|a]=| T 2.1
Xm le Yn12 e Ymp
T 1T 1 T
variancia
das colunas = 5% 512/1 532,2 e S)Q/p

Na matriz A, de ny X p, cada coluna representa uma das subamostras de Y
que se obtem de emparelhar n; das suas observagoes com as de X, e descartar as

ny — ny observacoes que sobram.

A ordem dos elementos de X pode ser fixada sem perda de generalidade, como
decorre de as estatisticas em analise serem médias. Permutar X equivale a trocar
linhas na matriz A, ou seja parcelas nas somas §?/ e Sxy, 0 que nao afecta o
resultado.

Os emparelhamentos possiveis das duas amostras identificam-se com os arranjos

(ou permutagoes) das ny observagoes da amostra maior em sequéncias de ny, cujo
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niimero como se sabe é dado por

TLQ!

(n2 — nl)'

", = p. (2.16)

Outro modo de fazer a contagem seria considerar fixa a ordem dos elementos de
Y nas suas subamostras (por exemplo dispondo-os sempre por ordem crescente),
e deixar variar a ordem dos elementos de X. Desta perspectiva, o ntmero de

emparelhamentos obtem-se como

n° combinagoes de Y
em subconjuntos de n;

— 1™ _ ol
r nq (nQ—nl)!'

Apesar da redundéancia, achamos preferivel considerar a ordem das observacoes

p = (n° permutagoes de X) X (

na amostra maior, conforme esquematizamos primeiro, quer ao desenvolver a

presente demonstracao, quer ainda nas simulagoes que relatamos no capitulo 3.

(ITIT - Média das médias) Representamos por Yj uma observacao genérica
da amostra original Y = (Y3,..., Y, ..., Y,,), cuja média e variancia se escrevem
portanto como

1 = —\2
Vi e S5=——> (V-Y)". (2.17)

ng — 1
2 k=1

1 &

ng

Y =
k=1

A soma das médias de todas as subamostras (colunas da matriz A) é

p o p 1 ni 1 p n1
V= =D Vi=—> > Vi
- — 111 2 ny £ -
7j=1 7=1 =1 =1 =1
O somatoério duplo a direita percorre todas as entradas da matriz dos arranjos
(2.15)), na qual as n, observacoes da amostra maior completa estao emparelhadas
precisamente uma vez com cada elemento da amostra X e com cada arranjo das
restantes ny — 1 observacgoes de Y em sequéncias de n; —1. As observacoes originais

Y. ocorrem assim num total de



42 2.5. Relacdo entre as estatisticas de Welch e de Schefté

_ nq n2—1' nq
ny X ) 1An1—1 _ ( ) o p

(TLQ — 77,1)‘ - N9 ’
parcelas cada, e portanto
P P ng o 1P o
Y,==—)» Ypy=pY ou - ) Y,=Y. (2.18)

Por outras palavras, a média das médias de coluna Y'; na matriz dos arranjos

é igual & média da amostra completa Y.

(IV - Somas dos produtos cruzados) Fazendo as somas por linha e depois
somando para todas as linhas (2.14)), temos:

>3 (%=X 04 - ) = 3 (6= T) 305,27

Em cada linha da matriz dos arranjos (2.15|A), os elementos Y} da amostra original

ocorrem cada qual o mesmo ntimero de vezes, p/ns, pelo que

n° de repeticoes

p ? n2
RG = — > Y, =pY
- N2
j=1 k=1
——
soma de todos os soma dos
elementos da linha elementos distintos

Disto e de (2.18) vem entao que

p p
d (Y —Y;) =D Y —pY =pY —pY =0, (2.19)

j=1 j=1

(0s desvios das subamostras permutadas anulam-se linha a linha).

(V - Média das variancias) A igualdade

1 p p
EZS% =Sy &> Sy =psy, (2.20)

Jj=1 J=1
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pode-se estabelecer por inducao em n;. Para n; = 2 e por exemplo ny = 3 a matriz

dos arranjos de Y é

i Yo i Y3 Y, Y3

A = ,
Yo i V5 Y1 Y Y

com médias de coluna

VitY, Y%+Yi Yi+Y YtV Y+
2 2 7 2 2 772

Qualquer que seja ng, esta matriz tem um namero par p = "2Ay = na(ng — 1) de

colunas que se agrupam em pares de permutagoes inversas (Y, i) e (Yir, Y), cada

um dos quais contribui para a soma dos quadrados dos desvios com as parcelas

Y, + Y\ Y, + Y\
y, — kRN (y, S eIy
2 2
Y, —Yu): (Y. —Y,)?
_ (Y —Yi) +(k ) (Y- ).

2 2

Fazendo a soma para todos os pares obtém-se uma conhecida expressao para a

variancia amostral ([9], pp. 237-238 ex. 5.9),

> (V= Y)? = na(ng — 1)S5, (2.21)
K <k
donde resulta ([2.20)).
Considerando agora n; > 2, escrevamos ng’m = S%,m (7' = 1,...,pn,) para

o . Al 2 _ Q2
as variancias dos p,, arranjos de Y em sequéncias de n; e Sj,m =

Yj,m (] =
1, ...,pn,+1) Para as variancias dos p,, +1 arranjos da mesma amostra em sequéncias

de ny + 1. Supondo que para certo ny; = 2,...,ny — 1 vale a igualdade

Pny

> S =P Sy (2.22)
=1
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mostremos que entao também para o inteiro seguinte se tem

Pny+1

> Siutr =Sy (2.23)
=1

Comegamos por notar que, conforme ja foi visto na parte (IT) desta
demonstracao, p,, = p = ny!/(ny —nq)!, logo

Tlg!

Pni+1 = = (n2 — m)p.

(ng — Ny — ].)'
De facto, os arranjos em sequéncias de n; + 1 obtém-se acrescentando a cada
arranjo em sequéncias de ny; uma das ny — n; observagoes da amostra maior que
ainda nao estavam incluidas nesse arranjo. Exemplificando para n; = 2 e ny = 4,

temos p = A4, = 12, (ng —nq1)p =2 x 12, e as matrizes de arranjos em causa sao

da forma
[ MEYIY YN YN Y %Y Y Y
Tl MM YR Y Y% Y Y, Y)Y,
e 1 1 1 1 1 1
Vi iYe You¥, Vi1V Y30 Y; Y3 Y Y,
| | | | | |
M= | Y Y MY Yy Yy YY) Vi Y
,,,,,,,,,,,,,,,, oYy YouVy Vi Yy Yy
Y, Vi ¥ Vi Ys ViV Y3 Yy Yy Vi Y

Aplicando a féormula recursiva para a variancia amostral (1.7) em cada coluna

de "*A,,, 11 e depois somando para todas as colunas vem entao

Pni+1 ni+1 Pny+1
E : § : J,"H*l § nl ]n1+1
Pni+1 Pn1+1

2
n1+1J Jn1+1> . (2'24)

n1—1 Z ]nl

Ora, somar SJ n, bara todas as colunas de ™A, ; corresponde a somar as

variancias das colunas de "?A,,, tantas vezes quantos os novos elementos de Y

7=1

combinados com estas colunas em "?A,, 1, ou seja ny — ny. Apelando depois a
hipotese de indugao (2.22)), vem sucessivamente
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Pnq+1 Pni+1

(ng — 1) Z Sy = (m—1)(ng —m) Z = (n1 —1)(ny — m1)p S§.

Quanto a parcela mais a direita em , observe-se que ¢é a soma dos desvios
quadréaticos numa linha apenas da matriz de arranjos "?A,, ;. Atendendo a
simetria do problema — cada linha é uma permutacao das demais — esta soma é
idéntica para todas as n; + 1 linhas, pelo que

Z (Yn1+1,j _?j,nl-&-l = o+ 1 an jni+1

J

Substituindo e resolvendo ( fica

Pni+1 Pry+1
2
Z 18 g1 = (1 — 1)(n2 —m )pSY + Z R
Jj=1 j=1
e por fim
Pnqi+1
2 __ 2
Z i+l — nl)pSY — pn1+1Sy, qu

(III* - V*) A demonstracao pode ser abreviada se entendermos a estatistica de
Scheffé modificada como resultado de uma amostragem em duas fases. Obtidas as
amostras originais X = (X1,..., X,,,) e Y = (Y1,...,Y,,), com n; < ng, os arranjos
da maior Y, = (Y3,,...,Y,,;) correspondem as amostras de dimensdo n; que se
podem extrair, num plano de amostragem aleatoria simples (sem reposicao), da
populacao finita Y. Com esta interpretacao, as médias 7j e variancias 832,], dos
arranjos nao sao mais que as realizacoes possiveis dos estimadores usuais da média
Y e da variancia Sy da mesma populacdo. As identidades (IIT) e (V) expressam
entdo simplesmente o facto conhecido (veja-se por exemplo [4], pp. 24-28, ou [11],
pp. 20-27) de que esses estimadores sdo centrados no sentido da amostragem em

populacoes finitas,
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Capitulo 3

Breve estudo de simulacao

3.1 Critérios, pressupostos e método

O risco de dar ao investigador a tentagdo de viciar a analise dos dados nao foi
0 tnico motivo que levou o proprio Scheffé, na sua revisao posterior de solugoes
para o problema de Behrens-Fisher, a intitular o intervalo de confianca que tinha
descoberto décadas antes de “an impractical solution”. Refere também que este tem
baixa probabilidade de cobertura, comparado com alternativas igualmente simples
e menos problematicas, incluido a solugdo de Welch. ([49], pp. 1502, 1503). A
critica transmite-se naturalmente ao teste de hipoteses baseado na estatistica de

Scheffé, dada a dualidade entre intervalos de confianca e testes de hipoteses.

No entanto, a identidade que provamos no final do capitulo anterior entre
a variante T(o) do teste de Scheffé reamostrado e o teste de Welch — uma
solucao habitualmente considerada muito boa, e recomendada pelo proprio Scheffé
([49], p. 1505) — faz crer que a reamostragem pode melhorar consideravelmente
o desempenho de um estimador, nas condicoes certas, e investigar as demais
variantes reamostradas da solucao de Scheffé. Dada a nao linearidade das médias
poténcia ??m) como funcgoes das variancias individuais S?]j, o seu estudo apenas
nos pareceu acessivel por simulacao. Apresentamos resultados de uma exploragao
computacional simples. Nesta primeira seccao explicamos as ideias que pautaram o
nosso plano de simulacao e os critérios de avaliacao dos resultados que adoptamos.
A proxima secgao explica como foi feita a implementacao, e a seguinte apresenta

os resultados e algumas conclusoes provisorias.

47
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A qualidade de um teste de hipoteses avalia-se pela sua fungao poténcia (ou
sensibilidade), P(rejeitar Hy), que deve ser elevada sob Hy, enquanto sob Hy deve
tomar um valor pequeno o = P(rejeitar Hy; Hy) ~ 0 (o nivel de significancia). Nos
testes sobre médias, a poténcia é uma funcao da diferenca real entre as médias
A = px — py, e de outros parametros eventualmente desconhecidos da distribuicao
geradora — como sao no problema de Behrens-Fisher as variancias populacionais
0% e oL

No caso de serem homogéneas as variancias populacionais (0% = o0%), a
distribuicao da estatistica de Student para amostras independentes esté estudada:
¢ uma t sob Hy, T, — tny4n,—2, € sob Hy é uma ¢ nao central ([28] p. 346, [22]
vol. IT p. 508).

To —t (m +ng — 2, M) .

o

Dai decorre que a poténcia do teste t é uma fungao crescente quer de |ux —
py|/o — a magnitude relativa da diferenga entre as médias — quer dos graus de
liberdade — que se podem interpretar como a quantidade de informacao extraida
das amostras ([I2] pp. 116-117). Note-se que em condi¢oes idénticas se vy > 1y
entdo P[t,, > T| < P[t,, > T], ou seja com mais graus de liberdade é mais facil
rejeitar Hy. Deste modo, os graus de liberdade sao um indicador parcial da poténcia
de um teste t. Consideracoes analogas se podem fazer a respeito da distribuigao

da estatistica ¢t aproximada de Welch.

Achamos conveniente estudar as variancias normalizadas

—9 —9
Wimy = Simy/0° e Wiy =8_,/d" (3.1)

Assim, E(W(y) = 1 quando g?) é estimador centrado, e o viés relativo de 5(2) é
=2
B=E(Wy) =E(5)) /o*

e =2 =2 . L
Suponha-se que as variancias reamostradas S, e S(_) sao aproximaveis por

va. gama — sabemos que esta aproximacio é vélida para S, e a distribuicdo

elch?

exacta de S2

2 quando 0% = oy. Entdo,

v

2
Wi = ga(a, 0) = g X, & 3?) ~ ga(a, 60%) = B% 2
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e nesse sentido ??) e W tém os mesmos graus de liberdade efectivos v = 2a.

Para n; e no fixos, os graus de liberdade tedricos aumentam quando 6! varia
de 0 a 1. De facto, a formula de Satterthwaite (1.17)) pode-se reescrever

(6 + 2)?

62 A

I/(Q;nl,’flg) =

+
ny — 1 No — 1
que é uma fungao diferenciavel para 6 € |0, +ocl, e cuja primeira derivada

dv,, B 2(0 4 %) c? 0
@(97711)”2)( 02 C4 )2 ) <n2_1_n1_1)

n1—1 7’L2—1

6 =0, >0, ou <0 consoante § = c*a®, 0 < 6 < c%a?, ou 0 > *a®.

Sef — +oo (7' —=0),v—=n—1,esed = 00" — +o0)v — ny— 1. Como
funcdo de 671, os graus de liberdade crescem portanto do minimo de n; —1, quando
6" — 0, até um maximo de (ny — 1)(a® +1)*/(a® + 1), quando 07" = 1/(a*c?®), e
decrescem novamente para o minimo de ny — 1 quando 671 — +00. Mas uma vez
que temos considerado n; < ng, o que implica ¢?,a®> > 1 e 1/(a*c*) > 1, 0 maximo
absoluto nio chega a ser alcancado para 6! €]0, 1], excepto se n; = ny. E digno
de nota que este maximo corresponde precisamente ao valor de 871 para o qual a
distribuicao Tiee € Uma ty, yny,—2 da seccao .

Particularizando agora para n, = ny = n observamos que entdo ¢ =a*>=1eo
valor maximo de graus de liberdade é v = 2(n— 1), alcancado quando ' = 0 = 1.

Além disso, os graus de liberdade sao neste caso uma funcao linear de n — 1,

s (12,

A Tabela [3.16] na ultima pagina dos Anexos, apresenta os valores de graus
de liberdade efectivos ((1.17) numa grelha de valores tal que ny > n; > 2e ! =
0(0,1)1. Aslinhas da tabela correspondem precisamente aos valores de (ny, ny) que

incluimos nas simulacoes, escolhidos por uma combinacao dos seguintes critérios:

i ny + ny — 2 < 30, restricao motivada pela afirmacao, frequente na literatura

estatistica, de que a partir de v > 30 a t de Student é bem aproximada
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pela distribuicao normal. Considerando que os graus de liberdade minimos
da formula de Satterthwaite sao n; — 1, juntdmos também os casos n; = ny =
21 (5) 31.

ii Reter linhas com graus de liberdade médios espacados aproximadamente de 3
em 3 valores. Mais exactamente, para cada par (ny, ny) basedmo-nos na média,

na mediana e na média harménica dos graus de liberdade para §~'=0,1(0,1)1.
iii Incluir os menores valores de (ny,ns).

O limite inferior de #~' = 0, 1 inspira-se na regra pratica, sugerida por alguns
autores, [I0] de nao por em duavida a homogeneidade de variancia senao quando
o maior dos desvios padroes amostrais excede o triplo do menor, que traduzida
para variancia sugere uma razao minima admissivel de 1 : 9, ou aproximadamente
0,1. Conforme se observa na tabela, os graus de liberdade teéricos v aumentam
de forma mais rapida quando 67! ~ 0, e mais lenta quando 6~* ~ 1. Por isso
pareceu-nos suficiente tomar #~! = 0,1, 0,2, 0,3, 0,5, 0,7, 1.

3.2 Implementacao

3.2.1 Algoritmo

As consideragoes anteriores motivaram o seguinte plano de simulacao:

1. Dados inteiros n; < mng, 0,0x > 0 reais positivos e puyx,A reais

quaisquer, gerar duas amostras aleatorias independentes (ka), vy X ('“)) e

) ni

<Y1(k)7° Y(k)>’ com XY ~ N (ux,0x), V¥ ~ N (uy,0v), py = px + A

Y
e oy /oy =10 (ay = Ux/\/§>, e guardar as médias amostrais X" e 7™,

(Atendendo & invariancia de Z para translagoes consideramos puy = 0, e
atendendo a invariancia de W(,,) com a escala considerdmos ox = 1. Como
apenas nos propusemos estudar o tamanho dos testes, e nao a sua poténcia,

fizemos sempre A = 0.)

2. Obter a matriz dos arranjos [Y;yﬂ, cujas colunas Yj(k) sao cada uma um

arranjo distinto da amostra original Y® em sequéncias de ny. Quando
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possivel enumerar todos os p ="2?4,,, arranjos. Quando o tempo de simulacao
tornar incomportavel a enumeracgao total dos arranjos, compor a matriz com
um ntmero elevado p <"4,,, de arranjos aleatorios distintos de Y®),
. (k) (k) (k) < .1
3. Guardar o vector das diferengas | X" —Y 7|, onde Y, sdo as médias de
(k)
j

coluna da matriz dos arranjos [Yz * }

4. Calcular a matriz das diferencas ponderadas [Ui(f)], onde

Ui(f) = XZ-(k) — c}/;gk), c=+/ni/nay, 1=1,...,ny, j=1,...p

N . 2(k . ~
e guardar os vectores das variancias de coluna [SUE_ )} e dos desvios padroes

por coluna [S((]’j )} desta matriz, e as estatisticas emparelhadas parciais

<® _ 5B ol
T, = (XY =7) /s v,

5. Calcular as varidncias normalizadas:

2/m
(k) LI~ [gm]™
W(m) = W —Z [SUji| , M= —2,—1,1

P
p 2/m
w 1 1 2(k)]™/? _
Wiy = e (52[5% } , m=24
j=1

1 P 2/p
(k) _ (k) —
Wy = e (}_[1 Sy, > , m=0

com 0% = 0% /ni + 0% /ns.

6. Quando ny > nq, retirar & amostra maior Y® = (Yl(k),...,Y(k)> um dos

n2
k
elementos de cada vez, achar as no amostras truncadas resultantes YEf)i),

calcular as respectivas variancias W((:L))(i) e W((l_cg(i), e guardar as médias
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aritméticas destas,

7. Repetir o procedimento (1) — (6) um nimero elevado de vezes r (k =1,...,r),

guardar os vectores de resultados <W(k)> , (W@) , (W/(k)> e
M)/ j=1 (=) k=1 (m) ) =1

(ng:f)k ,m==+1,4+2 0,4 e para cada um destes 14 vectores:
=1

i Obter uma representagao grafica,

ii Estimar os parametros & e @ = 1/ 5 de uma distribuicao gama, por
méxima verosimilhanga, e os seus erros padroes s (&) e s <1/<§), e a partir
destes, calcular a estimativa dos graus de liberdade 7 = 2& e o erro padrao
s(v) = 2s(@).

3.2.2 Ferramentas

Numa fase exploratéria, visualizdmos o processo de reamostragem e os valores
de algumas das estatisticas T, T(—), W) e W) no Ercel, gerando amostras
pseudoaleatorias com a funcdo RAND() e o algoritmo de Box-Muller ([37], pp.
899-901). Para amostras pequenas, com ™A, <24 (2 <n; <ny <4 oung =2
e ny = 5), as estatisticas foram calculadas a partir de todos os emparelhamentos
possiveis das amostras. Para amostras maiores, 2 < n; < ny < 30, geramos r =
100 pares de amostras normais independentes distintas e p = 200 emparelhamentos
aleatorios por par. Mesmo com um nimero tao limitado de termos, era notoério
que o Ezcel se aproximava do limite da sua capacidade de calculo, exceptuando
para os valores mais modestos de n; e ny neste intervalo.

Recorremos entao ao R, um software rapido, gratuito, com intimeros packages
disponiveis online que incrementam as funcoes base, e de interface simples e
intuitiva. O R permite em poucos comandos reproduzir todos os passos que o
FEzcel demoraria mais tempo e mais comandos para reproduzir, ao mesmo tempo
que omite passos intermédios. O poder de calculo superior deste software permite
realizar as simulacoes mais demoradas em pouco tempo, no nosso caso calcular e e

com maior fiabilidade numérica. E também facil guardar resultados e exporta-los
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para o Ezxcel, onde a sua organizagao e andlise ¢ mais facil e imediata. Contudo
os graficos base do R sao simples e pouco personalizaveis sem o uso de packages
especializados; estes fornecem uma personalizacao enorme, apesar de nao serem
muito intuitivos & primeira vista. Outra desvantagem estd no facto de nao ser
possivel actualizar as simulacoes de forma dinamica. Sempre que pretendemos

novos resultados, é necessario correr todo o codigo novamente.

3.2.3 Packages tteis no R

De modo a melhorar e adicionar novos recursos ao R (versao 3.3.3 de 06-03-
2017) podemos recorrer a packages feitos por outros utilizadores. Existem hoje
muitos, acompanhados de documentacao de apoio. Durante a elaboracao desta
dissertagao foram testados varios packages para tentar atingir os nossos objectivos,
uns com mais sucesso do que outros. Tendo em conta que o nosso problema
requer o uso de permutacoes, reamostragem, simulacao, recorremos a packages que
consigam automatizar o maximo de passos possiveis, restando apenas o trabalho
de anélise.

Assim, para complementar o poder estatistico do R, recorremos aos seguintes

packages que permitiram agilizar certos passos no processo da simulacao.

rmngb (v.0.6-1) - inclui o comando ColVars que calcula a variancia

de colunas de matrizes.

psych (v.1.6.9) - inclui os comandos geometric.mean, harmo-

nic.mean, entre outros.

gtools (v.8.5.0) - inclui as fungdes permutations e combinations
que criam as matrizes das respectivas permutacoes ou combinacoes,
com as quais podemos trabalhar e utilizar em caluclos. Packages
semelhantes apenas dao o numero total de permutagoes ou
combinacgoes, nunca chegam a calcular efectivamente quais sao. Um

package muito importante para a nossa simulacao.

goftest (v.1.1.1) - inclui comando fitdist que fornece estimativas dos

parametros de diversas distribuicoes, e os respectivos erros padroes.

fitdistrplus (v.1.0-9) - fornece estatisticas de ajustamento mais

variadas, como por exemplo a estatistica de Anderson-Darling.
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Sim. DiffProc (v.3.7) - permite o uso do comando gofstat(fitdist())
que obtém estimadores de maxima verosimilhanga, e do método dos
momentos. Este package requer o package fitdistrplus, pois actua

sobre o principal comando que utilizAmos deste package.

Referimos também os seguintes packages que apesar nao serem utilizados

directamente na nossa simulacao, tiveram impacto na nossa investigacao.

zlsz (v.0.5.7) - exporta dados e matrizes do R para uma folha de
Excel.

seewave (v.2.0.5) - adiciona fungbes de andlise, manipulagdo,
e edicdo.  Apesar de nao utilizarmos nenhuma funcao que
opackage disponibiliza, testamos algumas delas que ajudam a
retirar informacgao de matrizes, como a funcao rms que calcula
directamente a média quadratica. Podiamos ter utilizado esta
funcao ao calcular Wiy, mas é ficil de replicar a operacao com

comandos mais béasicos.

bootstrap (v.2015.2) - permite realizar bootstrap e jackknife com

algumas estatisticas simples como a média.

plyr (v.1.8.4) - O package que foi depois substituido pelo package
gtools. Este package apenas nos conseguia indicar o nimero de

arranjos ou combinacoes possiveis.

rGammaGamma (v.1.0.12) - Permite obter estimador de méaxima
verosimilhanca e o estimador do método dos momentos da distri-
buicao gama, através dos comandos gammaMLE e gammaMMFE

respectivamente.

3.2.4 Passos da simulacao

A simulacao pode ser demorada, mesmo no R, porque o nimero de
emparelhamentos cresce rapidamente com as dimensoes das amostras. Foi
necessario fazer ajustamentos de modo a encurtar o tempo de execucgoes e conseguir
resultados para todos os casos que pretendiamos simular. Utilizamos por isso

trés processos de simulacao alternativos, conforme os valores de n; e ny. A

medida que aumenta o tempo de simulagao, comecamos por reduzir o niimero de
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réplicas realizadas, e depois limitamos o niimero de emparelhamentos percorridos.
A escolha entre os processos foi determinada por tentativa e erro com algumas
experiéncias, por forma a equilibrar o tempo de célculo com os erros padroes que

se obtinham para as estimativas.

1. Processo I e Processo Il - Consideram todos os "?A,,, emparelhamentos,
diferindo apenas no nimero de réplicas. O Processo I é utilizado quando
o nimero de emparelhamentos é pequeno o suficiente para manter as
simulacoes céleres, e faz 10.000 réplicas. O Processo Il substitui o Processo
I quando o niimero de emparelhamentos se aproxima de 100.000, podendo

aplicar-se um pouco antes.

2. Processo IIT - Baseia-se em 20.000 réplicas, e amostras de 75.000
emparelhamentos (podendo repetir-se alguns). Utiliza-se quando " A,,, se
aproxima de 10°. Esta combinacio de arranjos e réplicas foi a encontrada

que equilibra tempo de simulacao e erro padrao dos resultados.

3. Jackknife incompleto - Para aplica-lo fazemos uma pequena alteracao no
c6digo de modo a eliminar uma observacao da amostra maior antes selecionar
os arranjos para aplicar um dos Processos I, II ou III (conforme o namero de
emparelhamentos). Geram-se as matrizes de permutagoes possiveis retirando

previamente um elemento de cada vez.

A primeira coisa a fazer no R é descarregar e carregar os packages que iremos

utilizar na nossa simulagao, por exemplo

install . package ( ‘rmngb ‘)
library (rmngb)

Explicitamos o processo de simulacao para o “Processo I”; os dos restantes
processos apenas variam em alguns passos, que indicamos mais adiante. Em
primeiro lugar ha que definir os parametros das variaveis a gerar (média e
variancia), as dimensoes das amostras e o niimero de réplicas, e calcular algumas
constantes auxiliares. Por exemplo, para ny = 2,ny = 2, ux = py = 0,

ox = oy =1 er =10.000 réplicas,
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nl <— 2 ; n2 <— 2 ; mul <— 0; mu2 <— mul; sigl <— 1; sig2 <-1
Sigma2 <— (sigl~2/nl) + (sig2°2/n2)

c <— sqrt (nl/n2)

cons <— (1 / Sigma2 )

r<—10.000

p<—(factorial(n2) / (factorial(n2-nl)))

p2 <— factorial (n2)

Com os parametros escolhidos podemos comecar a nossa simulacao. O
comando replicate itera as operagoes entre (). Esta é a base da nossa simula¢ao;
replicate(r, Wk) repete r vezes o argumento Wk, que pode ser um comando
simples, ou no nosso caso, uma série de comandos. Os resultados da iteracao
sao guardados numa matriz — ou mais precisamente num dataframe — a que

chamamos W.

W <— replicate (r, Wk <— { })

O primeiro passo da simulacao é gerar um par de amostras normais, com os
parametros ja escolhidos, e calcular a sua média amostral através do comando
mean. Depois de obtidas as p permutacoes, ha que criar uma matriz para dispor

os dados e calcular a média de cada coluna.

X <— rnorm(nl,mul, sigl); mX <— mean(X)

Y <— rnorm(n2,mu2,sig2); mY <— mean(Y); vY <— var(Y)
A <— matrix(permutations (n2,n1,Y), nl,p,byrow=T);
mA <— colMeans (A)

A funcao matriz(a,b, c,byrow =) funciona com trés principais argumentos. O
argumento a ¢ um data frame que contém os elementos a distribuir pelas células da
matriz; o argumento b indica o nimero de linhas da matriz; o argumento ¢ indica
o niimero de colunas da matriz; o argumento byrow define como sao dispostos os
valores pela matriz: byrow = T (TRUE) significa que a matriz é preenchida por
linha. O comando permutations(d, e, f) gera a uma matriz com todos os arranjos
(permutagoes) possiveis de um vector, dispostos por linha; os argumentos d e e
nao sio nada mais que os indices dos arranjos %A., e f indica o vector de valores

a permutar. Segue-se um pequeno exemplo
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4

[1] 4 5

ili 123

> permutations (3,2,v)
[.11 [,2]

[1.1] 1 2

2.1 1 3

[3,1] 2 1

[4,] 2 3

[5:1] 3 1

[E,] 3 2

> matrix (permutations (3,2,v), 2, 6,bvrow=T)
(.11 [,2] [.31 [.4] [.5] [,€]

[1,1] 1 1 2 2 3 3

2,1 2 3 1 3 1 2

Em seguida, calculamos os valores de U e calculamos a respectiva variancia e
desvio padrao. O R efectua os calculos das subtragoes entrada a entrada, logo nao
hé problemas em indicar a operagao da maneira mais simples. Calculamos depois

a variancia e desvio padrao de cada coluna.

U<—X—-c¢ x A
vU <— colVars (U)
sU <— sqrt (vU)

E com estes valores calculamos

W- <— consx* ( 1/px ( (mXmY) / (mean( (mXmA)/(sU) ) ) )"2 )
W=2 <— consx ((1/p * sum(sU~(—=2)))"(1/-2))"2 /nl

W-1 <— cons* harmonic.mean(sU) ~2 /nl

W0 <— consx geometric.mean(sU)"~2) / nl

W1 <— consx mean(sU)~2 /nl

W2 <— consx mean(vU) /nl

W4 <— consx mean(vU~2)"(1/2) /nl

e guardamos estes resultados num vector Wk, que contém os valores das

estatisticas W) para uma dada iteragao.

Wk <— ¢ (W= W—2,W—1,W0, W1, W2, W4)

O comando replicate (ver inicio desta secgao) distribui entdo os sucessivos

resultados Wk das r iteracoes pelas linhas de W. Cada uma destas é formada
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pelas valores provenientes de gerar um novo par de amostras aleatorias, achar os
arranjos da amostra maior truncada e calcular vectores U; e as estatisticas §?) e
W.

Neste momento o objecto W é considerado um dataframe pelo R, logo ha
que converté-lo numa matriz, para poder operar com os valores de cada coluna
em separado. Os comandos que se seguem tratam de organizar as matrizes de
resultados, nomeando e separando por coluna as estatisticas obtidas. E necessario
que no comando matriz() esteja especificado o nimero de colunas (7, pois temos
sete estatisticas simuladas) e de linhas (r, o namero de réplicas). Atribuimos com
o comando colnames o nome de cada estatistica a cada coluna e com o comando

rownames numeramos as linhas da matriz de 1 a r.

W <— matrix (W, ncol=7,nrow=r ,byrow=T)
COlnameS( <— C("W(_)H’"W(_2)H’”W(_1)”’”W(O)”’”W(l)”’||W(2)",”W(4)”)
rownames (W)<— seq(1:r)

Por fim para cada um dos W() estimam-se os parametros de uma gama pelo
método de méaxima verosimilhanca, utilizando a funcao do package fitdistrplus,
fitdist(a,b,c). O argumento a representa o vector numérico dos dados; o
argumento b identifica a distribuicao, entre aspas, que pretendemos ajustar; e
o argumento ¢ o método de estimagao, “mle” (mazimum likelihood estimation) no
nosso caso. Na linguagem do R os elementos de uma matriz designam-se por [i, j|
onde ¢ é o niimero da linha e 57 o nimero da coluna. Se algum dos argumentos for
omitido, o R considera todas as linhas ou colunas, consoante o argumento que foi

deixado vazio; por outras palavras, [i,] designa a linha ¢ da matriz e [, j| designa

a coluna j.
fitdist ( W[,1], "gamma" , method =c("mle"))
fitdist ( W[,2], "gamma" , method =c("mle"))
fitdist ( W[,3], "gamma" , method =c("mle"))
fitdist ( W[,4], "gamma" , method =c("mle"))
fitdist ( W[,5], "gamma" , method =c("mle"))
fitdist ( W[,6], "gamma" , method =c("mle"))
fitdist ( W[,7], "gamma" , method =c("mle"))

Um exemplo dos resultados obtidos seria
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- fitdist( W[,1l], "gamma"™ , method =c("mle"))
Fitting of the distribution ' gamma ' by maximaom likelihood
Farameters:

estimate 5td. Error
shape 0.4794354 0.00557545
rate 0.4732465 0.00877503

A funcao fitdist() apresenta os parametros da gama como shape () e rate
(w=1/6), e os respectivos erros padroes estimados, a partir dos quais se calculam
a estimativa dos graus de liberdade © e o seu erro padrao s(v). Este valores foram
depois copiados manualmente para folhas de Fzxcel.

A versao “Processo IT” da simulacao resume-se a escolher 5.000 réplicas em
vez de 10.000,

r <— 5000

Para proceder ao “Processo III” sao necessarias alteracoes em alguns passos.
Geramos os parametros como no “Processo I”, mas desta vez escolhendo r =
20.000 réplicas. Temos que adaptar o comando de modo a que a matriz de
permutacoes da amostra maior escolha permutagoes aleatoriamente:

X <— rnorm(nl,mul, sigl); mX <— mean(X)

Y <— rnorm(n2,mu2,sig2); mY <— mean(Y); vx2 <— var(Y)

A <— matrix(replicate (75000,sample(Y,nl,replace=FALSE))
nl,75000,byrow=F));

mA <— colMeans (A)

O comando que usamos para este fim, sample(a, b, replace =), funciona com
dois principais argumentos. O argumento a é o vector de onde vamos retirar uma
amostra; o argumento b indica o nimero de elementos dessa amostra; o argumento
replace = indica se queremos uma amostragem com ou sem reposicao, NO Nosso
caso sem reposi¢ao, portanto FALSE. A amostragem é escolhida aleatoriamente;
se repetirmos o comando em geral obtemos subamostras diferentes. Contudo
é possivel a mesma subamostra repetir-se na matriz completa, como podemos
verificar no exemplo que se segue. Ao reamostrar um vector X = (1,2,3,4,5),
retirando dois elementos, e repetindo a reamostragem 10 vezes, podemos observar

que a mesma sequéncia de observacgoes se repetiu.



60 3.2. Implementacao

.11 .21 [,3]1 [,4] .71 [,8]

[1,1] s 2 2 5 5 3

[2.1 4 5 3 = 2 4

3,1 1 1, 5 2 4 2

-matrix (replicate (1l Dl,repla nl,l0,byrow=F)
[»11 [,2) [,3) [.4] [.5) (.6 e 7 +8] [,9] [,10]

: I | 4 3 2 4 3 5 =2 4 5 5

2,1 1 4 3 2 2 3 = 5 3 3

[3,1] 3 5 4 5 1 4 1 3 4 2

O “jackknife incompleto” requer as suas proprias adaptacoes. Este método
seglie 0s mesmos passos que as simulagoes sem jackknife, e as mesmas alteragoes
entre passos, no que toca a alteracao do r. A diferenca ocorre quando estamos a
construir a matriz dos arranjos da amostra maior, visto que antes de construir os
arranjos temos que retirar um elemento, aleatoriamente, obter os arranjos possiveis

sem esse elemento, e repetir o processo retirando um elemento de cada vez.

A 1 <— matrix ( permutations (n2,nl, combinations(n2,
n2-1,Y)) ,nl, p2,byrow=T);
mX2 1 <— colMeans(X2_1)

Desta vez o argumento ¢ do comando permutation(a,b,c) ndo é um vector
de valores, mas sim uma matriz. O argumento ¢, combinations(d,e, ) gera a
matriz das combinacoes e recebe trés outros argumentos: d e e sao os indices das
combinacdes YC.; e f & o vector dos valores que vamos combinar, para o “Processo
I e IT". Para o “Processo III” apenas o argumento do sample é trocado pelo
combinations.

Se quisermos exportar os valores simulados dos W’s do R para o Fxcel,
utilizando o package zlsz, para melhor analise dos mesmos no Fzcel, é necessario
aplicar uma série de comandos. Visto que este package funciona com base Java,
assegurar que este software estd instalado é um passo a verificar antes de tentar
fazer qualquer exportacao de dados. Em seguida, é necesséario indicar ao R o
endereco de localizacao do programa no nosso computador. Com esta operagao
concluida podemos entao exportar dados do R.

Sys.setenv (JAVA_HOME="C:\ \ Programas\\Java\\jrel.8.0_171\\")
setwd ("C:/ Users/Utilizador /Desktop")
write.xlsx2(Z, "teste.xlsx")
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O comando Sys.setenv(JAVA_HOME =) utiliza-se para indicar ao R o
caminho de instalacdo do JAVA. O comando setwd() recebe o caminho para a
pasta onde queremos guardar o nosso ficheiro, que no exemplo dado é o ambiente
de trabalho do utilizador. O tltimo comando write.zlsz2(a,”b.xlsz”) recebe dois
argumentos. O argumento a indica o vector ou matriz ou dataframe que queremos
exportar; o argumento b indica o nome do ficheiro que sera criado, ou actualizado,
para receber os dados do argumento a. O comando write.xlsx2 reconhece mais
argumentos opcionais que ajudam a uma exportacao mais especifica, como o nome

da folha onde os dados serdao colocados.

3.3 Resultados e discussao

Apresentamos os resultados das simulagoes — graus de liberdade e erros
padroes — nas Tabelas[3.2]-[3.15] Os erros padroes sao semelhantes para todas as
estatisticas. Apenas se nota uma diferenca entre os valores maximos do erro padrao
das estatisticas simples T(,,), T(_) e os erros padroes maximos das estatisticas com
jackknife incompleto T(’m) e T(’_) nos processos II e III. Isso parece-nos explicar-se
pelo maior nimero de casos simulados para as primeiras, combinado com a menor
exaustividade dos métodos II e III.

Para ambas as estatisticas T(o) e T| (’2) obteve-se uma boa aproximagao entre as
estimativas dos graus de liberdade e os graus de liberdade teéricos. Designamos
as estimativas obtidas na simulacao por “graus de liberdade simulados”, para
indicar que foram obtidos como estimativas de méaxima verosimilhanca para
uma distribuicdo gama, e nao pela formula de Satterthwaite empirica , e
mantemos para estas duas estatisticas as notagoes T() e T('z) a fim de evidenciar
que foram calculadas pelo mesmo processo de reamostragem que as restantes — e
nao por simples aplicacao da formula da estatistica de Welch . A intencao foi
que os resultados fossem comparaveis com os das restantes estatisticas do ponto
de vista da precisao numérica.

Destacam-se pela negativa os resultados para as estatisticas T(_y) e T(’_l),
sistematicamente inferiores aos de T(o) e T| (’2) e da maioria das outras estatisticas
por uma larga margem. Melhoram um pouco apenas nos casos em que n; = no,
mas entao T(_y) = T(_.

Nas primeiras paginas dos Anexos incluimos histogramas dos valores W obtidos
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nas simulacoes para algumas combinacdes (ny,n2,60 "), dos quais reproduzimos
alguns na pagina seguinte (Figuras[3.5—[3.9). Embora limitados — nao resultaram

da simulacao principal, e na sua maioria foram feitos com um ntmero bastante

KT ~ .
menor de réplicas —, sao sugestivos.
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o o
2 2 z B
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) o
3 3
E £
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w w
o o
r T T T T T T 1 r T T T T T T 1
0 2 4 8 g 10 12 14 0 2 4 8 & 10 12 14
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Histogramas das variancias normalizadas W(,,) e W(_y para n; = 13, ny = 16,
w1 = e = 0 e 8 =1, com base em p = 75.000 emparelhamentos e r = 3.000
réplicas. O valor sob o eixo horizontal é a média aritmética para todas as r
réplicas.
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Uma comparacao mais completa e precisa das estatisticas, para o caso de
amostras equilibradas, encontra-se nos graficos das Figuras [3.10] - [3.15] feitos com
os resultados das simulacoes principais apresentados nas tabels, dos quais aqui
apresentamos os referentes a 7(y), a estatistica de Welch. As estimativas de v
para T{z) aproximam-se bem dos valores teéricos, e sao mais uma vez as maiores,

embora os resultados de T{4),1(1) e T(oy se lhes aproximem.

Em todos estes graficos nota-se também um crescimento da variabilidade com
n, ao ponto de terem sido necessarias escalas distintas para apresentar os resultados
para 2 < n < 6 e para 11 < n < 31. Parece-nos provavel que este aumento da
variancia das estimativas se explique, novamente, pela necessidade que tivemos de
reduzir o nimero de réplicas feitas e de emparelhamentos percorridos a medida

que aumentava n.

10 A 00 » 1/8=1
8 o 50 r e 1/8=0,7
i 40 - 1/6=0,5

,f«*/. 30 : 1/8=10,3

4 z—.--"" /8 =

// 0 = 1, e EI,E

.' 1/6=0,1
2 10
0 0

1 2 3 a 5 10 15 20 25 30
n-1 n-1

Graus de liberdade simulados de T() como funcao de n para amostras da mesma
dimensao.
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2,0
0,0
T(4)
2,0 T(2)
T(1)
0 T(0)
6,0 T(-)
T(-2)
2,0
10,0
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
1/6

Figura 3.1: Diferenca entre os graus de liberdade simulados das estatisticas T{,,) e
T~y e os graus de liberdade teoricos de Ty, para ny = ny = 26

Enquanto em geral os graus de liberdade de T{y) sao proximos dos teoricos, para
a maioria das outras estatisticas estes tendem a ficar aquém dos tedricos, com uma
diferenca — que designaremos por “viés” — que tende a aumentar a medida que

6! se aproxima de 1.

Os graficos das Figuras[3.1]—[3.3)e (nos Anexos) - permitem comparar

mais directamente as caracteristicas das variantes das estatisticas de Scheffé em
estudo. Excluimos destes T{_1) e T(_1) por os seus resultados serem muito inferiores
aos das restantes.

Nota-se bem nestes graficos que a variancia dos graus de liberdade estimados

a partir dos valores simulados das estatisticas aumenta com ™' no intervalo ]0 1].

Os valores estimados para v para as estatisticas Ty, T(1) e T(g) sao com
frequéncia proximos dos de T{y), ainda que inferiores. Pelo contrério, T(_s) e T|_)
tendem a ter graus de liberdade estimados pouco competitivos (em especial a

segunda).
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0,5
0,0 —T(4)
T(2)
— —T(1)
----- T(0)
'D_.S — T{'::l
- - T(2)
-1.0
0 0,2 0.4 0.6 0.8 1

1/6

Figura 3.2: Diferenca entre os graus de liberdade simulados das estatisticas T{,,) e
T(— e os graus de liberdade teoricos de Ty, para ny = 4,ny = 13

0,5
0,0 —T(4)
T(2)
— —T(1)
----- T(0)
0,5 — i T()
- - T(2)

-1,0

0 0,2 0.4 0,6 0,8 1

1/6

Figura 3.3: Diferenca entre os graus de liberdade simulados das estatisticas T(’m) e
T(’_) e os graus de liberdade tedricos de Ty, para ny =,ny = 13

Enquanto os graus de liberdade de T(p) tendem a ter um viés negativo, a
variancia desta estatistica parece geralmente moderada. Em contrapartida, as
estatisticas T(4) e 1(;) conseguem por vezes superar mesmo 1(;y em graus de

liberdade, mas com frequéncia & custa de maior varidncia.
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Outra comparacao que se pode fazer a partir deste conjunto de gréaficos é entre
as estatisticas T e T", infelizmente menos abonatoria: o jackknife incompleto
pouco contribui para reduzir o viés, e parece fazer aumentar quase sempre a
variancia. Porém nao consideramos esses casos passiveis de conclusao positiva
sobre o efeito do jackknife incompleto. A Tabela 3.1 tem uma sintese das nossas
observagoes a respeito do efeito do jackkni fe incompleto nestas situagoes. O viés

de T(;) parece melhorar por vezes quando n; é pequeno, e o de T(_y) para n,

elevado.
viés variancia
Ty = =
T4 > >
Ty < <
I = >
Ti—y < ?

o

Tabela 3.1: Quadro resumo do efeito do jackknife incompleto: “=" fica igual; “>”

piora; “<” melhora; “?” inconclusivo.
Podem-se apontar vérias limitagdes a exploracao que fizemos:

e Qualidade do ajustamento: Supusemos que a distribuicao das variancias
?O podia ser bem aproximada por uma gama, sem avaliar o ajustamento.
Nao encontramos implementados computacionalmente testes de ajustamento
adequados para a gama quando ambos os parametros sao estimados.

o Viés das wvaridncias: As médias poténcia E?) apenas sao estimadores
centrados de
sigma® = V&Y(Y—?) no caso de m = 2. Para m > 2 é de esperar um viés positivo
e para m < 2 um viés negativo. Também no caso de E?i) as simulacoes apontam
para a existéncia de um viés importante. Nao procuramos corrigir este viés.

o Jackknife incompleto: O jackknife propriamente dito inclui uma corregao
ao viés

SP2 = nsSy) — (ns — 1),
que nao chegamos a implementar por falta de tempo.

e Viés de : Os graus de liberdade foram estimados por maxima verosimilhanca
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com a funcao fitdist do package goftest do R. Embora melhor que outros
métodos, a maxima verosimilhanca pode ser instavel quando v é pequeno, e tende
a ter viés positivo (|22], que recomendam v > 5).

e Tempo de simulacao: Para os valores maiores de n; e ny a simulacao é
demorada. Note-se que fizemos uma simulagao distinta para cada combinacgao
(n1,n9,0). Uma programacao mais eficiente podera reduzir a duracdo das

simulagoes.
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3.3. Resultados e discussao
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#Packages

TR

library (rmngb)

library (psych)

library (bootstrap)

library (plyr)

Sys.setenv (JAVA HOME="C:\ \ Programas\\Java\\jrel.8.0 171\\")
library ("xlsx")

library (gtools)
library (seewave)
library (fitdistrplus)
library (goftest)
library (Sim.DiffProc)
library (rGammaGamma)

TR

#Parametros
NI INININ] 1] 1] 1] NIRRT 1] 1/
eI 17 T T

nl <— 2 ; n2 <— 6; mul <— 0; mu2 <— mul; sigl <— 10; sig2 <-1
Sigma2 <— (sigl~2/nl) + (sig2°2/n2) # (sigl/sig2)

¢ <— sqrt (nl/n2)

cons <— (Nu / Sigma2 / b)

r <—3000

p<—(factorial (n2) / (factorial(n2-nl)))
p2 <— factorial (n2)

A
#Calculo dos W

TR AR

W <— replicate (r,
Wk <— {

X <— rnorm(nl,mul,sigl); mX <— mean(X)

Y <— rnorm(n2,mu2,sig2); mY <— mean(Y); vY <— var(Y)

A <— matrix(permutations (n2,nl,Y), nl,p,byrow=T); mA <— colMeans(A)

#A <— matrix(replicate (75000 ,sample (Y,nl,replace=FALSE)) ,n1,75000,byrow=F);
mA <— colMeans (A)

#A <— matrix ( permutations (n2,n2-1, combinations(n2,n2-1,Y))
n2—1, p2,byrow=T); mA <— colMeans (A)

)
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U<—X—c¢c *x A
vU <— colVars (U)
sU <— sqrt (vU)

W_ <— consx (((mXmY)/ (mean((mX=mA)/sU))))"~2 /nl
W_2 <— cons* harmonic.mean(vU)/ nl

W_1 <— cons* harmonic.mean(sU) ~2/nl

W0 <— consx* geometric.mean(sU)"~2/ nl

W1 <— cons* mean(sU)"2/nl

W2 <— cons* mean(vU)/nl

W4 <— cons* mean(vU"~2)"(1/2)/nl

Wk <— ¢(W_W_2W_1,W0, W1, W2,W4)
)

W <— matrix (W, ncol=7,nrow=r ,byrow=T)
colnames(“/)<_ C(HW(_)”’"W(_2)”’"W(_l)”’UW(O)U’"W(l) "7"W(2)"7”W(4)”)
rownames (W)<— seq(1:r)

fitdist ( W[,1], "gamma" , method =c("mle"))
fitdist ( W[,2], "gamma" , method =c("mle"))
fitdist ( W[,3], "gamma" , method =c("mle"))
fitdist ( W[,4], "gamma" , method =c("mle"))
fitdist ( W[,5], "gamma" , method =c("mle"))
fitdist ( W[,6], "gamma" , method =c("mle"))
fitdist ( W[,7], "gamma" , method =c("mle"))

Listing 3.1: Seript utilizado no R para fazer as simulacoes, exemplificado para o
processo Il com ny =2, no =6, ux = puy =0, ox =10, oy = 1 e r = 3.000.
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Figura 3.4: Histogramas das variancias normalizadas W, e W(_) para n; = 4,
ne = 13, uy = puo = 0 e § = 0,5, com base em todos os p emparelhamentos
possiveis e r = 1.000 réplicas. O valor sob o eixo horizontal é a média aritmética
para todas as r réplicas.
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Figura 3.5: Histogramas das variancias normalizadas W, e W/, para n; = 4,
ne = 13, uy = py = 0 e § = 0,5, com base em todos os p emparelhamentos
possiveis e r = 1.000 réplicas. O valor sob o eixo horizontal é a média aritmética
para todas as r réplicas.
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Figura 3.6: Histogramas das variancias normalizadas W,y e W(_) para n; = 13,
no = 16, uy = ps = 0 e § = 1, com base em p = 75.000 emparelhamentos e
r = 3.000 réplicas. O valor sob o eixo horizontal é a média aritmética para todas
as r réplicas.
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Figura 3.7: Histogramas das variancias normalizadas W/, e W(_) para n; = 13,
ne = 16, uy = ps = 0 e § = 1, com base em p = 75.000 emparelhamentos e
r = 3.000 réplicas. O valor sob o eixo horizontal é a média aritmética para todas
as r réplicas.
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Figura 3.8: Histogramas das variancias normalizadas W, e W(_) para n; = 2,
ne = 16, uy = puo = 0 e § = 0,1, com base em todos os p emparelhamentos
possiveis e r = 10.000 réplicas. O valor sob o eixo horizontal é a média aritmética
para todas as r réplicas.
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Figura 3.9: Histogramas das variancias normalizadas W, e W/, para n; = 2,
ne = 16, uy = py = 0 e § = 0,1, com base em todos os p emparelhamentos
possiveis e r = 10.000 réplicas. O valor sob o eixo horizontal é a média aritmética
para todas as r réplicas.
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Figura 3.10: Graus de liberdade simulados de T{4) como funcao de n, para amostras
da mesma dimensao.

Figura 3.11: Graus de liberdade simulados de T2y como fung¢ao de n para amostras
da mesma dimensao.
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Figura 3.12: Graus de liberdade simulados de T{;) como fungao de n, para amostras
da mesma dimensao.

Figura 3.13: Graus de liberdade simulados de T{o) como fungao de n, para amostras
da mesma dimensao.
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Figura 3.14: Graus de liberdade simulados de T{_;) = T{_y como funcao de n, para
amostras da mesma dimensao.

Figura 3.15: Graus de liberdade simulados de T{_s) como fun¢do de n, para
amostras da mesma dimensao.
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Figura 3.16: Diferenca entre os graus de liberdade simulados das estatisticas T{,,)
e T e os graus de liberdade tedricos de Ty, para n; = ng = 2
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Figura 3.17: Diferenca entre os graus de liberdade simulados das estatisticas T,
e T(_) e os graus de liberdade teoéricos de Ty, para ny = ny =6
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Figura 3.18: Diferenca entre os graus de liberdade simulados das estatisticas T{,,)
e Ty e os graus de liberdade tedricos de Ty, para ny = 4,ny = 8
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Figura 3.19: Diferenca entre os graus de liberdade simulados das estatisticas T(’m)
e T('_) e os graus de liberdade tedricos de Ty, para ny = 4,1y = 8
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Figura 3.20: Diferenca entre os graus de liberdade simulados das estatisticas T{,,)
e Ty e os graus de liberdade tedricos de Ty, para n; = 6,ny = 16
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Figura 3.21: Diferenca entre os graus de liberdade simulados das estatisticas T(’m)
e T('_) e os graus de liberdade tedricos de Ty, para ny = 6,1, = 16
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Figura 3.22: Diferenca entre os graus de liberdade simulados das estatisticas T{,,)
e T e os graus de liberdade tedricos de Ty, para n; = 10,17, = 11
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Figura 3.23: Diferenca entre os graus de liberdade simulados das estatisticas T(’m)
e T('_) e os graus de liberdade tedricos de Ty, para ny = 10,ny = 11
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Figura 3.24: Diferenca entre os graus de liberdade simulados das estatisticas T{,,)
e Ty e os graus de liberdade tedricos de Ty, para n; = 13,1y = 16
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Figura 3.25: Diferenca entre os graus de liberdade simulados das estatisticas T(’m)
e T('_) e os graus de liberdade tedricos de Ty, para ny = 13,ny = 16
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