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Resumo

O principal objetivo desta dissertacao é analisar a classe de distribuicoes de
Panjer, algumas das suas extensoes e a utilizacao destas na modelacao do risco
coletivo.

Inicialmente, sao referidos alguns momentos historicos importantes no estudo
da familia de distribui¢oes de Panjer e no desenvolvimento do modelo do risco
coletivo. Apresentamos também alguns artigos publicados nos ultimos vinte anos
sobre estas tematicas.

Depois, sao apresentados os conceitos e instrumentos fundamentais na cons-
trucao das extensoes da familia de Panjer e na construcao recursiva das distribui-
¢oes do modelo do risco coletivo. Tais conceitos e instrumentos incluem a funcao
geradora de probabilidades, a transformada de Laplace, a mistura e modificagao
de distribuicoes de probabilidade.

Seguidamente, sao caracterizadas as distribuigoes discretas pertencentes a
classe de Panjer, distribui¢oes essas denominadas de distribui¢oes de contagem
bésicas, definidas a recursao de Panjer e duas suas extensoes e apresentadas as
distribui¢oes pertencentes a cada uma delas.

Finalmente, é apresentado o modelo do risco coletivo, designadamente o mo-
delo composto das indemnizacoes agregadas, cujas distribuicoes, neste caso, sao
construidas através do método recursivo. Sao também expostos dois métodos de
construcao de distribuicoes aritméticas. A dissertacao termina com a deducao
de alguns modelos particulares para o risco coletivo, obtidos com o auxilio dos
programas informaticos Mathematica e R.

Palavras-Chave: Familia de Panjer, Risco coletivo, Método recursivo.
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Abstract

The main objective of this dissertation is to analyse the Panjer’s class of dis-
tributions, some of its extensions and their use in the modelling of collective
risk.

Initially, some important historical events in the study of the Panjer’s family
of distributions and in the development of the collective risk model are referred.
Some articles published in the last twenty years about these subjects are also
presented.

Then, the fundamental concepts and tools in the construction of the Panjer’s
family extensions and in the recursive construction of the distributions of the col-
lective risk model are presented. Such concepts and tools include the probability
generating function, the Laplace transform and the mixture and modification of
probability distributions.

Next, the discrete distributions that belong to the Panjer’s class of distribu-
tions, which are referred as basic counting distributions, are characterised, the
Panjer’s recursion and two of its extensions are defined and the distributions
belonging to each one of them are presented.

Finally, the collective risk model is presented, namely the aggregate loss mo-
del, whose distributions, in this case, are constructed using the recursive method.
Two methods for constructing arithmetic distributions are also described. The
dissertation ends with the deduction of some particular models for the collective
risk, obtained with the help of the programs Mathematica and R.

Keywords: Panjer’s family, Collective risk, Recursive method.
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Capitulo 1

Introducao

O risco de ocorréncia de um acontecimento aleatorio e mensuravel monetaria-
mente é uma preocupagao constante das seguradoras (ou companhias de seguros).
Tal ocorréncia é impossivel de prever, contudo esta afeta, e muito, a forma de
operar das seguradoras, nomeadamente na quantidade e valor de indemnizagoes
a pagar. Por tal facto, aquando da concecao dos contratos de seguros entre a
seguradora e os segurados, estas tém de incluir no contrato uma compensacao
financeira (prémio de seguro) que as motive a continuar a operar e nao abrir
faléncia. Ao mesmo tempo, o dito contrato tem de ser competitivo a nivel de
precos e condigoes oferecidas, de modo a atrair o maior niimero de segurados.
Perante tais variaveis, torna-se num desafio alcancar um contrato que satisfaca
todas as partes do acordo. Modelos mateméticos tém sido construidos e estu-
dados com a finalidade de tratar o risco. No entanto, a introducao de modelos
matematicos nao implica que os resultados obtidos pelos modelos coincidam com
os verificados na realidade (dificilmente coincidem), uma vez que as segurado-
ras operam em ambientes dinamicos, complexos, incontrolaveis e imprevisiveis.
Porém, o surgimento de tais modelos sobre o risco tém contribuido para um
conhecimento mais detalhado da area atuarial e dos seguros (cf., e.g., [2]).

A modelagao do risco coletivo é um dos temas principais desta dissertacao.
A sua introducdo deu-se em 1903 por Lundberg (c¢f. [39] e [1]) na sua tese de
doutoramento (cf. [37]). Harald Cramér publicou uma revisao do trabalho de
Lundberg em 1926 (cf., [7] e [39]) e em 1930 introduziu novos desenvolvimentos
sobre esta teméatica (cf. [8] e [4]). De acordo com Blom, antigo aluno de Cramér
(¢f. [4]), trés dos trabalhos mais importantes de Cramér na area do risco coletivo
foram publicados em 1930 (cf. [8]), 1954 (cf. |9]) e 1955 (cf. [10]).



2 1. Introducao

O modelo do risco coletivo tem fomentado estudos e descobertas de resultados
relevantes para além da propria area. Um exemplo em concreto é a recursao de
Panjer, introduzida na década de 80 do século passado, sendo esta também
um dos principais focos desta dissertacao. O modelo de Panjer ¢ uma familia de
distribuicoes discretas que é definida recursivamente e que apareceu pela primeira
vez em 1981 (c¢f. [41]). Esta familia foi, posteriormente, generalizada por vérios
autores como Sundt e Jewell (¢f. [53]), Panjer e Willmot (¢f. [44]), Schréter (cf.
[49]), Sundt (cf. |51]), Hesselager (cf. |[32]|), Hess et al. (¢f. [31]) e Pestana e
Velosa (cf. [47]).

Sundt, em 2002 (cf. [52]), num artigo de revisao incontornavel, enumera os
métodos recursivos presentes na literatura para uma avaliacao exata e aproxi-
mada de distribui¢oes de indemnizagoes agregadas univariadas e multivariadas.
Nas distribui¢oes de indemnizacoes agregadas univariadas, Sundt considera dis-
tribui¢oes que tém como suporte o conjunto dos ntimeros inteiros nao-negativos
e considera também distribuicoes que permitem indemnizacoes de valor nega-
tivo. Além de apresentar as recursdes com mais renome como a de Panjer e
suas generalizacoes, Sundt apresenta também recursdes para modelos individu-
ais, considerando métodos exatos e métodos baseados em aproximagoes (forne-
cendo também formulas que definem as barreiras de erro dessas aproximagoes).
O autor aborda ainda a estabilidade, a sobrestimacao e a subestimacao dos re-
sultados numeéricos. A parte final do seu trabalho é dedicada as distribuicoes de

indemnizacoes agregadas multivariadas.

No século XXI, foram desenvolvidas ramificacoes e aplicacoes do modelo do
risco coletivo e da recursdo de Panjer (cf., e.g., [54]| e [48]). Seguidamente sdo

apresentados alguns trabalhos recentes nestas areas.

Um nome recorrente aquando da pesquisa de trabalhos sobre o modelo do
risco coletivo realizados neste século, utilizando a teoria bayesiana, é o de Agus-
tin Hernandez-Bastida. Este investigador e os seus colaboradores sao coautores
de, pelo menos, sete artigos sobre aplicagoes do modelo do risco coletivo entre
os anos de 2002 e 2012. Nestes trabalhos, os autores particularizam de véarias
formas as distribuicoes do nimero de indemnizacoes a pagar e o valor destas e,
por vezes, assumem que os parametros das referidas distribui¢oes tém determi-
nadas distribuicoes probabilisticas, podendo assim determinar as distribuicoes,
ou barreiras de variagao para estas, dos riscos coletivos associados (¢f. [22], [30],
[27], 128], [38], [26] e [29]).



1. Introducao 3

Existem, obviamente, outros autores que realizam o mesmo tipo de inves-
tigacdo atras referido. Por exemplo, Goémez-Déniz e Calderin-Ojeda (cf. [23])
deduzem a distribuicao do modelo do risco coletivo quando o valor das indem-
nizacoes tem uma distribuicao de Erlang e as indemnizacoes ocorridas possuem
uma distribuicao de Lindley discreta generalizada.

Note-se que o modelo do risco coletivo pode ser usado em outras areas, como,
por exemplo, no estudo do crescimento de populagoes (cf., e.g, Brilhante et al.
[5]) e no estudo da distribui¢do do méaximo aleatério de variaveis aleatorias, onde
o nimero de variaveis aleatorias tem uma distribuicao da familia de Panjer (cf.,
e.g., Mendonga et al. [40]).

A determinacao da distribuicao exata do risco coletivo nao é sempre possivel,
dada a sua complexidade, sendo, por vezes, necessario recorrer a métodos numé-
ricos. Este tema nao serd abordado nesta dissertacao, mas vale a pena referi-lo
pelo seu crescimento recente que se traduz, em parte, no nimero de artigos
encontrados sobre o mesmo. Comegamos por referir o trabalho de 2010 de Shev-
chenko [50], que inclui uma revisao e comparagao de varios métodos numéricos
que sao usados para o calculo das distribuicoes do risco coletivo.

No que concerne a recursdo de Panjer, autores como Hipp (¢f. [33]), Embre-
chts e Frei (¢f. [14]), Guegan e Hassani (¢f. |25]), Gerhold et al. (cf. [21]) e Xie et
al. (¢f. [55]), por exemplo, publicaram trabalhos envolvendo também a aplicagao
de métodos numéricos a determinacao da distribuicao do risco coletivo. Segue-se
uma descri¢ao breve de cada um dos trabalhos referidos.

Hipp (cf. [33]), no seu trabalho de 2006, desenvolve um algoritmo capaz de
simplificar a recursao de Panjer quando as distribuicoes do valor das indemniza-
¢oes pagas sao do tipo fase, i.e., distribuicoes que tém uma funcao geradora de
probabilidades racional (¢f., e.g., [11], p. 510). Este algoritmo pode ser aplicado
a distribuicoes discretas, continuas ou mistas.

Embrechts e Frei (¢f. [14]) comparam duas técnicas para o estudo do modelo
do risco coletivo: a recursao de Panjer e a transformada de Fourier rapida (em
inglés, Fast Fourier Transform). Estes autores apresentam estes dois métodos
recursivos, apontando os pontos fortes de cada um, finalizando com exemplos
com o objetivo de comparar a eficicia de cada um deles.

Guegan e Hassani (cf. [25]) constroem em 2009 um algoritmo hibrido que
inclui o algoritmo de recursao de Panjer, de forma a obter tempos de simulagao

mais reduzidos quando comparados com outros métodos de simulacao.
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Um ano depois, Gerhold et al. (¢f. [21]) desenvolvem uma generalizagdo da
recursao de Panjer capaz de ultrapassar as instabilidades numéricas da recursao
de Panjer original e que pode ser aplicada a alguns casos particulares do modelo
do risco coletivo.

Finalmente, Xie et al. (c¢f. [55]), em 2012, utilizam uma aproximacao de
Bernstein quando a funcao de distribuicao do valor das indemnizacoes X é con-
tinua, conseguindo assim simplificar os algoritmos numéricos, obter equagoes
recursivas aproximadas e determinar o erro tedrico da aproximacao.

Nesta dissertagao sao analisadas a classe de distribuicoes de Panjer, as exten-
soes da mesma, obtidas por meio da modificacao das probabilidades dos valores
iniciais do suporte das distribuicoes de Panjer, e a modelacao do risco coletivo.
Esta dissertacao esta dividida em sete capitulos, sendo o presente o primeiro
deles.

No capitulo seguinte sao referidos os conceitos e instrumentos fundamentais
na construcao das extensoes da familia de Panjer e na demonstracao dos resul-
tados do quinto capitulo, como a funcao geradora de probabilidades, a transfor-
mada de Laplace, a mistura e modificacao de distribuicoes.

No terceiro capitulo sao apresentadas as distribuicoes discretas pertencentes
a classe de Panjer, que denominamos por distribuigoes de contagem bésicas.

Seguidamente, no quarto capitulo, sao definidas a recursao de Panjer e duas
suas extensoes e apresentadas as distribuicoes pertencentes a cada uma delas.

O quinto capitulo trata do modelo do risco coletivo, designadamente o mo-
delo composto das indemnizacoes agregadas. As distribuicoes das indemnizacoes
agregadas sao aqui construidas através do método recursivo. Sao também apre-
sentados dois métodos de construcao de distribuicoes aritméticas.

No sexto capitulo serao colocados em pratica alguns resultados deduzidos nos
capitulos anteriores, com o auxilio dos programas informaticos Mathematica e
R.

E, finalmente, no ultimo capitulo sao apresentadas algumas consideragoes

finais.



Capitulo 2

Sobre transformadas e modificacoes

de variaveis aleatorias

As variaveis aleatorias (v.a.’s) que surgem ao longo desta dissertagao sao, essen-
cialmente, de dois tipos: de contagem (discretas, tomando valores inteiros nao
negativos) e absolutamente continuas nao negativas.

Quando X é uma v.a. de contagem, a fun¢ao massa de probabilidade (f.m.p.)
pr identifica a probabilidade de k (k € N) acontecimentos ocorrerem. Se X for

a v.a. que representa o nimero de tais acontecimentos, temos entao

kE, k=0,1,...
X: ) 07 Y ) (2.1)
pr = Pr(X =k)

e, para a,b € R, a < b, temos

Pr(Xelab)= Y

k:k€la,b]NN
Quando X é uma v.a. absolutamente continua com funcao densidade de pro-
babilidade (f.d.p.) de X, fy, a probabilidade anterior é determinada através do

integral de fx no intervalo [a, ], i.e.,

b
Pr (X € [a,8]) = / fx (x) de,

onde fx é a f.d.p. de X.

Recordamos o conceito de suporte de uma v.a. que utilizaremos em breve:

Definicao 2.1 O suporte de uma v.a. X discreta é o conjunto

SX:{Z'k,kGNikaPI‘(X:{L’k)>O}, (22)

5
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se X tiwer f.m.p. definida por
X — Tk, /C:O,l,..., ;
pr = Pr(X = xy)

Sy ={z €eR: fx (z) >0}, (2.3)

ou,

se X for uma v.a. absolutamente continua com f.d.p. fx.

Na seccao seguinte apresentamos a funcao geradora de probabilidades, cu-
jas propriedades nos permitem estudar com mais facilidade as v.a.’s discretas,
tema abordado no capitulo seguinte, e na seccao subsequente serd apresentada
a transformada de Laplace que serd usada para estudar as v.a.’s absolutamente
continuas. Este capitulo termina com uma seccao dedicada & modificacao de

v.a.’s de contagem no ponto inicial do seu suporte.

2.1 A funcao geradora de probabilidades
A fungao geradora de probabilidades (f.g.p.) P de uma v.a. X é dada por
P(z) = Px(z) = E (%), (2.4)

nos pontos z em que existe o valor esperado F (zX )

Quando uma v.a. N é discreta com f.m.p. definida por (2.1), a sua f.g.p. é
400
P(z)=Py(z)=E (") = Zpkzk. (2.5)
k=0

Neste caso podemos tomar z tal que |z| < 1, ja que, se assim for,

+o0 +o0o
E((2Y) < Zpk; Bl Zpk =1
k=0 k=0

A f.g.p. pode ser usada para gerar os momentos da v.a. N. Em particular,

nao é dificil mostrar que

P'(1) = E(N) (2.6)

e que
P'(1)=E[N(N—1)], (2.7)
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de onde resulta

Var(N) = E[N(N—-1)]+E(N)—- E*(N)
= P')+P(Q)-[P (D], (2.8)

A determinacao destes dois momentos permite-nos calcular o indice de dis-

persao da variavel aleatoria N que é dado por (cf., e.g., [34], p. 163)

_ Var(N)

5N) = 5y

(2.9)

A f.g.p. deve o0 seu nome ao facto de permitir a determinacao das probabi-
lidades que definem a distribuicao da v.a. discreta em causa. De facto, para
ze€(=1,1)emeN,

am 2.5) d™ <%
P = e L ($5)

k=0
+oo 4 400
= Zdz—m(pkz):z:k:(k—l) (k—m+1) 2™,
k=m k=m
+00 oo
K em (k+m)! 4
=2 k—m)!” =2 gl Pem
k=m k=0
e
P (0) = m!py,,
ou seja,
P (0
D = 4, para m € N, (2.10)
m!

Este resultado permite-nos provar o seguinte teorema de unicidade:

Teorema 2.2 A f.g.p. caracteriza as v.a.’s discretas, de tal modo que, se N e

M sao v.a.’s discretas,
Py =Py NZM.

Demonstragao: De facto, da igualdade (2.10), temos

k, k=0,1,..., k, k=0,1,...
N — M:

(k) ) (k)
pr = Pr(N = k) = 20 pp = Pr(M = k) = 20
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e, portanto, como Py = Py, Pr(N =k) =Pr(M =k), para k =0,1,..., i.e.,
as v.a.’s discretas NV e M tém a mesma distribui¢ao (a implicagdo contraria nao
necessita de demonstragao). m

Quando duas variaveis sao independentes, o valor esperado do produto des-
sas variaveis é igual ao produto dos valores esperados dessas mesmas variaveis
(¢f. demonstracdo, e.g., em [46]). Este resultado e o Teorema 2.2 permitem a
utilizacao das f.g.p. na identificacao das v.a.’s que resultam da soma de v.a.’s

independentes:
Teorema 2.3 Sejam N e M v.a.’s independentes. Entao,

Pniv = PnPy.

Demonstracao: Dado que N e M sdo v.a.’s independentes entre si, P = 2V

e Q = zM sdo também v.a.’s independentes. Logo, aplicando as regras do valor

esperado no que concerne ao produto de variaveis independentes, temos que
Py (2) = E (V) = E (VM) = Py (2) Pu (2),

para z € (—1,1). Demonstra-se, assim, que a f.g.p. da soma de duas v.a.’s

independentes é o produto das f.g.p. individuais das referidas v.a.’s. =

2.2 A transformada de Laplace

A f.g.p. apresentada na seccao anterior é usada normalmente quando a v.a. X
é discreta. Quando a v.a. X é absolutamente continua, as probabilidades do
tipo Pr(X =z), com = € R, sdo nulas e a f.g.p. perde uma das suas mais
importantes caracteristicas. Neste caso usamos outras transformadas como a
izX)

funcao caracteristica ou transformada de Fourier, F (6 , a fungao geradora de

momentos, £ (), ou no caso da v.a. X ter suporte Sy C Ry, a transformada

de Laplace, (e*ZX), que passamos a definir (¢f., e.g., [45], pp. 32 a 34).

Definicao 2.4 Seja fx a f.d.p. de uma v.a. X absolutamente continua nao ne-

gativa. A transformada de Laplace de fx € dada por

“+00

Ly (2) = L(fx) (=) = E (¢ ¥) = /emfx (2) dz. (2.11)

0
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para os pontos z tais que E (e_ZX) < 4o0'.

Observacao 2.5 A transformada de Laplace pode ser aplicada a funcoes que
+o0

nao sao f.d.p.. Mostra-se que o integral L (f)(z) = [ e ** f (x)dx existe desde
0

que f seja uma fun¢ao continua (por partes) e existam a;,b > 0 e as € R tais

que |f (x) | < a1€™*, para todo o x > b (cf., e.g., [45], p. 9).

A transformada de Laplace, Lx, pode ser relacionada com a f.g.p., Px. Re-
cordando de (2.4) que

a transformada de Laplace pode ser escrita da seguinte forma
Lx (z) = E (e*¥) = Px (e7?). (2.12)

Tal como acontece com a f.g.p., a transformada de Laplace identifica a dis-
tribuicao de probabilidade da v.a. em causa.

Das varias propriedades que a transformada de Laplace possui (¢f., e.g., [45],
pp. 10 e 11), sdo apresentadas seguidamente apenas as necessarias em demons-
tracoes posteriores. Consideremos X e Y v.a.’s ndo negativas com f.d.p. fx
e fy, respetivamente, e com valores esperados finitos, para as quais é possivel
determinar L (fx) e L(fy). Entao:

i. Propriedade 1 (derivada da transformada de Laplace):

—+00

I e I 213

0

ou seja, [L (fx)] (2) = L(g) (2), com g (x) = —zfx ().

Demonstracao: Sejam x,z > 0. Como

2 ()] = e e <2
e
“+oo
/ zfx (x)dr < 400,

1O dominio de Lx pode ser estendido aos niimeros complexos z, cuja parte real é positiva,
mas tal extensao nao serd necessaria nesta dissertacao.



10 2. Sobre transformadas e modificacoes de varidveis aleatorias

podemos afirmar que

4 /mfx \do /_emf

(cf., e.g., [6], p- 119). Assim, temos

LN @ = 2| [ e s

0

+oo
d

S

0
+oo

— [ @)

= L(g)(2), com g(x) = —afx (x).

ii. Propriedade 2 (transformada de Laplace da soma de v.a.’s independentes):
Lxiy (z)=Lx(z) Ly (2), (2.14)
sendo X e Y v.a.’s independentes.

Demonstracgao: Esta propriedade resulta de imediato do Teorema 2.3 e de
(2.12). De facto,

Lx+y (Z) (2;2) PX+Y (6_2)
(Teorega 2.3) PX (672) Py (672)
G Ly (2) Ly (2).

No caso em que as v.a.’s X e Y sao absolutamente continuas, a propriedade

anterior pode ser escrita na seguinte forma:

iii. Propriedade 3 (produto das transformadas de Laplace de duas fungoes
densidade). Sejam fx e fy as f.d.p. de duas v.a.’s X e Y. Assim,

—+00

L(fx)L(fy) (z) = / / P ) fy (o —y)dy| de,  (2.15)

0
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x

ouseja, L (fx) L(fy)(2) = L(f)(2), com f(x) = [ fx (y) fv (x —y) dy.

0

Demonstragao: Tomando duas v.a.’s absolutamente continuas e indepen-

dentes, X e Y, nao negativas, com f.d.p. fx e fy, respetivamente, mostra-se que,
(cf., e-g., [46], p. 780),

+00
fxwr (@)= [ fx@)fr (@ -y)dy. (2.16)
Consequentemente,
“+oo
L) L)) 2 [ ey @) ds
0
+o00

+oo
W[ [ i e an

0
Como fx (y) fy (x —y) > 0s6 se 0 <y <z, temos

—+00

L(fx) () L(f) () = / / fx ) fr (@ —y) dy | de

0

— L(f)(2). com f(z) = /fx () fv (x — ) dy.

Juntando (2.13) e (2.15) vem
(2.15)

L(fx) () [L()) (2) =" L(f)(2), (2.17)

com f(z) = [ fx(y)g(xz—y)dyeg(x)=—zfy (v), iec.,
/(@) =/fx W)= (= —9) fv ( — ) dy.

2.3 Modificacao em zero

De modo a ser possivel introduzir determinados resultados relacionados com a
modificacdo em zero das distribuicoes da familia de Panjer, é necessario, pri-

meiro, abordar a mistura e modificacao de distribuigoes.
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Mistura de distribuigoes

Defini¢ao 2.6 Sejam Fx e Fy duas fungdes de distribuicio e a € [0,1]. A

funcao

F(x)=aFx (x)+ (1 —a)Fy (z), v €R,

¢ ainda uma funcao de distribuicao que designamos por “mistura das distribuicoes
FX € Fy 7

Observacao 2.7 Sea=0, F=Fy esea=1, F = Fy.

Exemplo 2.8 (Mistura de uma v.a. de contagem com uma v.a. degenerada)

Sejam Fx uma distribuicao de uma v.a. de contagem e Fy a distribuicao da

v.a. degenerada em zero, i.e.,

0, sex <0
F = ’
v (@) {1, sex >0

Consideremos W a v.a. com funcao de distribuicao resultante da mistura das

distribuicoes Fx e Fy. Temos, para a € [0,1] e z € R,

aFy (x), sex <0

FW(x)ZOéFX(x)—F(l_C()FY(x):{ aFyx(z)+(1—a), sex>0"

A fom.p. de W € dada por:

Pr(W =k) = Fw(k)— Fw(k™)
= CKFX (k) -+ (1 — Oé)Fy (k) — OéFX (ki) — (1 — Oé)Fy (ki)
= aPr(X=k)+(1—-a)Pr(Y =k)

{ aPr(X=0)+(1—a), k=0

aPr(X =k), kE#0
1- k=
— {ap0+( @), 0 , onde pp = Pr(X =k).
api, k#0

Afgp deY éPy(2)=FE(zY)=2"Pr(Y=0)=1¢eafgp deW ¢ dada
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por:
+oo +oo
Py (2) = E(RY)= Z FPr(W =k)=apy+ (1 —a)+ Z Fapy
k=0 k=1
400
= app+(1-—a)+a (szpk —po)
k=0

= apy+ (1 —a) +aBE (") — ap

= (1—a)+aB(z*)=1+a[Px(z) —1]
= Py (2) +a[Px(z) — Py (2)]

= aPx(2)+(1—a)Py(2),

i.e., tal como a funcao de distribuicao de W € uma combinacdo linear convexa

de Fx e Fy, a f.g.p. de W, Py, é uma combinacao linear convexa de Px e Py.

Modificacao de uma distribuicao discreta

Comecamos por definir uma modificacao especial, a truncatura. Antes de defi-
nir a truncatura de uma distribuicao discreta, importa relembrar o conceito de
suporte (¢f. (2.2)) dado que a truncatura de uma v.a. X é realizada em relagio

a um determinado suporte. Assim, para uma v.a. X discreta

X — rr, keN
Pr (X = 33k)

definimos o seu suporte como sendo
Sx ={zr,k € N:p,=Pr(X =ux,) >0}.

Com o conceito de suporte, torna-se possivel enunciar a definicao de trunca-

tura de uma distribuicao discreta que é a seguinte:

Definicao 2.9 Dada uma v.a. X discreta com suporte S e f.m.p. pp = Pr(X =
x), com xp € S e k € N, dizemos que X' resulta da truncatura da v.a. X ao

suporte S, S" C S, se a f.m.p. de X' for dada por

P, =Pr(X =k)= Py Se k€Y
k 0, sexkeS\S/_
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Exemplo 2.10 (Truncatura ao conjunto Ny )
Seja X uma v.a. discreta com suporte N e pp = Pr(X =k), k € N. A

truncatura de X ao conjunto S’ = Ny tem f.m.p. definida por

Pk keN
Py =Pr(X' = k)= { e zz o (2.18)

A f.g.p. desta v.a. €

+o00o +o00
Px/(z) = FE (ZXI> = sz Pr(X'=k)= ZZklﬁ—km
k=0 k=1
IR 1
k
= — —_—— [p —
1— po (;zpk po) 1—])0[ x (2) — pol
Px (2) — po

(2.19)
1 —po

A v.a. que resulta da truncatura de uma v.a. X a N; serd denotada por X7.
Consideremos novamente uma v.a. X discreta com suporte N. Vamos agora
considerar, ao invés de reduzir a probabilidade do ponto inicial do suporte a zero,

a situacao em que se modifica o seu valor para um outro valor positivo:

Defini¢ao 2.11 Consideremos X uma v.a. discreta com f.m.p. p, = Pr(X = k),
keN ece <O, ﬁ] . Chamamos varidvel modificada em zero & v.a. XM que
se obtém de X alterando os valores das probabilidades da seguinte forma (cf.,

e.g., [42]):

— 1
dpo, k—0€0§d<p—0

(2.20)
cpr, k=1,2,3,...

prPY(XMZk):{

+o0o
Como Y. pM =1e

k=0
“+o00 400 “+o00
S dpﬁchk:dpw(zpk—po)
k=0 k=1 k=0

= dpo+c(1—py),

resulta que
dpo + ¢ (1 —po) = 1,
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i€,

d

_1—c(1—p) (@ C:1—dp0).

Po 1 —po

Assim, a expressao (2.20) pode ser reescrita na seguinte forma,

s

Afgp. de XMeé

Py (2)

1—c(1=po) _
PO . Po, =0
CPk, k=1,2,3,...
CPk, k:1,2,3,... .

+oo +oo
M
K (ZX ) = S =dpo+ ) Zepy
k=0 k=1

+oo
1—c(1—p0)+c<2zkpk—po>

1—c(1—po)+c[Px(2)— po

1 — ¢+ cpo+ cPx (2) — cpo

1 —c+cPx(2)

(1—¢)Py(2)+cPx(2), (2.22)

com Y —~ Degenerada (0), i.e., para ¢ € (0, 1], a distribuicio de XM pode ser

escrita como uma mistura da distribuicao de X com a distribuicao de uma v.a.

Y degenerada em zero.?

Por outro lado,

Py (2)

1 —c+cPx(2)
Px(z) —
1 —po

1 —c+c[Pxr (2) (1 —po) + po
1 —c+epo+c(l—poy) Pxr(2)
1 —c(1—po)] Py (z)+c(l—po)Pxr(2)

com Y —~ Degenerada (0), i.e., a distribuigao de X pode ser escrita como a

mistura da distribuicdo degenerada em zero e de X7

2Para c € (1

> 1-po

L }, a expressao (2.22) nao define uma mistura de acordo com a Defini¢ao

2.6 simplesmente pelo facto de ¢, 1 — ¢ ¢ [0, 1].
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Note-se que quando em (2.20) tomamos d = 0, ou, o que é 0 mesmo, quando
em (2.21) tomamos ¢ = ﬁ, obtemos a f.m.p. de uma v.a. truncada em zero.

A modificacdo de uma v.a. X discreta num conjunto mais alargado de valores
¢ feita de forma semelhante.

Apesar de a truncatura ser um caso particular da modificacao, a truncatura
conduz a uma alteracao do suporte da v.a. em causa, pelo que, ao longo desta

dissertagao, optou-se por distinguir as v.a.’s truncadas das v.a.’s modificadas.



Capitulo 3
Distribuicoes de contagem basicas

Definida a f.g.p., estamos em condicoes de apresentar as distribuicoes discretas
que formam a familia de Panjer, familia cujo estudo serd abordado no capitulo
seguinte. As distribuicoes que fazem parte da familia de Panjer, que denomi-
namos por distribui¢oes de contagem bdésicas, sao a distribuicao binomial, a
distribuicao de Poisson, a distribuicao binomial negativa e, como caso particu-
lar desta 1ltima, a distribuicao geométrica. Estas distribuicoes, e muitas outras

distribuigoes discretas, sao estudadas com detalhe por Johnson et al. (¢f. [34]).

3.1 A distribuicao binomial

A distribui¢do binomial é uma distribuicdo de contagem muito utilizada. Esta
possui algumas propriedades distintas das de Poisson e da binomial negativa que
apresentaremos nas seccoes seguintes e que a tornam particularmente ttil. Em
particular, a sua varidncia é menor do que a sua média, tornando-a 1util para
modelacao de conjuntos de dados em que a variancia da amostra observada é
menor do que a média amostral. Esta propriedade contrasta esta distribuicao
com a distribui¢ao binomial negativa, onde a variancia excede a média, e também
com a distribuicao de Poisson, onde a variancia é igual a média.

A distribuicao binomial é a distribuicdo de uma v.a. que conta o nimero
de sucessos em m experiéncias de Bernoulli, i.e., experiéncias independentes,
cujos resultados podem ser traduzidos em “sucesso” ou “insucesso” e que tém
igual probabilidade de “sucesso”. De modo a descobrir a expressao da f.m.p. da
distribuicao binomial, consideremos m experiéncias realizadas. A probabilidade

de ocorrerem k sucessos (51, Ss, . .., S) imediatamente antes de m —k insucessos

17
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(Lists -+ o I, L) &

P(S1Sy.. . Sklgsr- o Lmily) = pp...p(1—p)...(1=p)(1—p)
k m—k
= p(d=-p"".

Considerando que existem (7]’;) sequéncias possiveis de apresentar as m experién-

cias, das quais k sao sucessos e m — k sao insucessos, a f.m.p. para a distribuicao

binomial com parametros m =1,2,... e p € (0,1) é dada por
m k m—k
pk:Pr(N:k):<k)p (1—p) , k=0,1,...,m. (3.1)

Na Figura 3.1 encontra-se representada a f.m.p. de X —~ Binomial (10,0.5).

0.25
|

0.20
|

K)

Pr(N

0.05
|

0.00
|

Figura 3.1: Exemplo de uma fm.p. de uma v.a. N com distribuicao
Binomial (m, p) (neste caso, m =10 e p = 0.5).

Esta distribuicao tem probabilidades positivas nos niimeros naturais apenas
até a um valor inteiro positivo m, inclusive, sendo assim vantajosa em situacoes
onde se acredita que nao é razoavel atribuir probabilidades positivas além de um

determinado valor.
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A f.g.p. para a distribuicao binomial é dada por

Py(z) = E(V) = Zpkzk
= 3 (3)ra-prs
= g (k) (p2)" (1 =p)" "
De (p+q)" = é ()P k¢ resulta
Py(z)=(1—p+pz)™. (3.2)

O valor esperado e a variancia de N podem ser obtidos a partir da f.g.p.

definida em (3.2) da seguinte forma

E(N) = Py(1)=mp,
EIN(N-1)] = Py(1)=mp*(m—1)

e, consequentemente,
Var(N) = E[N(N—1)]+E(N)—[E(N))

= mp® (m — 1)+ mp — (mp)*
= mp(l—p).

O indice de dispersao, (N ), quando N tem uma distribui¢ao Binomial(m, p),

¢ dado por

2.9 Var(N)  mp(1—p)

o) E(N) mp

=1-p<1l.

Uma outra propriedade que faz da distribuicao binomial uma distribuicao de
trato facil é o facto da soma de duas variaveis independentes com distribuicao
binomial, com parametro p comum, ser ainda uma variavel com distribuicao

binomial.

Teorema 3.1 Sejam N —~ Binomial (n,p) e M —~ Binomial(m,p), sendo N e
M independentes, comm,n € Ny ep € (0,1). Entdao N+M —~ Binomial (n + m,p).
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Demonstracao: Consideremos N —~ Binomial(n,p) e M —~ Binomial(m, p),
independentes, com m,n € N; e p € (0,1). Tendo em conta (3.2), temos que
Py(z) = (1 —=p+p2)" e Py(z) = (1 —p+pz)". Portanto, e fazendo uso do

Teorema 2.3, vem que
PN+M(Z> = PN<Z)P]W(Z) = (1 —p+pz)" (1 —p—i—pz)m = (1 —p—i—pz)n+m,

que é a f.g.p. de uma v.a. com distribuicdo Binomial (n + m,p). =

3.2 A distribuicao de Poisson

A distribuicao de Poisson é uma distribuicao de contagem, ¢.e., possui probabili-
dades positivas apenas em nimeros naturais, e depende de um parametro, habi-
tualmente denotado por A, positivo. A distribui¢do de Poisson (\) pode ser defi-
nida como a distribuicao limite de uma sucessao de v.a.’s X,, —~ Binomial (n, p,),

tal que liril np, = A > 0 (¢f. teorema e demonstragao, e.g., [46], p. 385 e [17],
n—-+0oo
pp. 280 e 281).

Definicao 3.2 A fm.p. de uma v.a. N com distribuicao de Poisson com pard-
metro A > 0 € dada por
e M\
pk:Pr(N:k):T,k::O,l,Z,... (3.3)
Na Figura 3.2 encontra-se representada a f.m.p. de X —~ Poisson (10).

A f.g.p. para a distribuicao de Poisson ¢ dada por

00 kE =\ ~+o00 k
Ae B (z)) . L
Py(z)=B(N) =) o= ) = e et =0,
k=0 k=0
1.€.,
Py (z) = M0, (3.4)

Como referido anteriormente, o valor esperado e a variancia de N podem ser

determinados a partir da f.g.p.. No presente caso:

E(N) = Py(1)=
E[N(N-1)] = Py(1)

Y

A
)\2
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008 010 012
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Figura 3.2: Exemplo de uma fm.p. de uma v.a. N com distribuicao de
Poisson (\) (neste caso, A = 10).

e, consequentemente,

Var(N) = E[N(N —1)]+ E(N) - [E (N)]?
— A2\
—

O indice de dispersao, (N), quando N tem uma distribuicao de Poisson (),
é dado por

29 Var(N) A

"W B A

=1.
A semelhanca do Teorema 2.3 temos o Teorema que se segue:

Teorema 3.3 Sejam N e M varidveis de Poisson independentes com pardme-
tros X e i, respetivamente (A, u > 0). Entdo, N + M tem uma distribuicdo de

Poisson com pardmetro A\ + pu.

Demonstracao: Pelo Teorema 2.3 sabemos que a f.g.p. da soma de v.a.’s

independentes é o produto das f.g.p. individuais. Assim, se N e M sao v.a.’s com
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distribuicao de Poisson com parametros A e p, respetivamente, entao a f.g.p. da
soma N + M ¢é dada por

3.4 _ y—
Pryiar (2) = Py (2) P (z) &) eXe-Dent-1)

O+ (1)

Pelo Teorema 2.2, sabemos que a f.g.p. caracteriza a v.a. e sendo a f.g.p. obtida
a de uma v.a. de Poisson com parametro A+ p, concluimos que N + M tem uma

distribuicao de Poisson com parametro A + p. =

3.3 A distribui¢cao binomial negativa

A distribuicao binomial negativa pode ser caracterizada como o niimero de expe-
riéncias de Bernoulli necessarias até atingir um determinado nimero de sucessos
(¢f. definicao, e.g., [46], p. 369).

A distribui¢ao binomial negativa, na sua versao transladada para zero, pode
ser usada como um modelo alternativo ao modelo de Poisson, pois tal como a
distribuicao de Poisson, esta tem probabilidades positivas nos ntimeros naturais.
Dado que tem dois parametros, possui uma maior flexibilidade na sua forma
comparativamente com a de Poisson.

A fm.p. de uma v.a. M com distribuicao binomial negativa transladada para
zero com parametros r = 1,2,... e p € (0,1) é dada tradicionalmente por
k+r—1

r—1

k—i—r—l) _ D(k+r)
r—1 T T(r)k!>

dominio de variacao do parametro r pode ser estendido a R*. Assim, conside-

Pr(]\/[:k):< )pr(l—p)k,k:O,l,Q,...

Considerando que ( onde I' representa a funcao Gama, o

raremos a seguinte definicao na presente dissertacao:

Definicao 3.4 Dizemos que N tem distribuicao binomial negativa com parame-

trosr>0epe (0,1) se

C(k+r)

Ty ?
Na Figura 3.3 encontra-se representada a f.m.p. de X —~ Binomial Negativa

(10,0.5).

Passamos, a partir deste ponto, a considerar a generalizacao da notacao (‘;)

a) - T'(a+1)
b/~ T(b+1)T(a—b+1)"

pr=Pr(N =k = T1-p)f, k=0,1,2,... (3.5)

para valores a > b > 0, nao inteiros, considerando (
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Figura 3.3: Exemplo de uma fm.p. de uma v.a. N com distribuicao
Binomial Negativa (r,p) (neste caso, r = 10 e p = 0.5).

Observacao 3.5 Quando associamos a distribuicao binominal negativa a conta-
gem de experiéncias de Bernoulli até atingir um determinado nimero de sucessos
r, a f.m.p. considerada € a da varidvel N 4 r:

E—1

r—1

Pr(N+r:k):Pr(N:k—r):( )pr(l—p)k_r,k::r,r—kl,r—i—Q,...

A f.g.p. da distribuicdo binomial negativa é

Py(z) = ZW - Z“j—)ﬂ;) P(1—p)t ot

+o0
Como Y pr =1, vem

KT (k+7) , B <2 (k+7) 1
%WP (1—p)k—1<:>;w(l—p)k—]?,
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de onde resulta

o 1 B p "
P =V - L—(l—mz] ' (36)

O valor esperado e a variancia de N podem ser determinados a partir da

f.g.p. apresentada (3.6) da seguinte maneira

E(N) = PJ’V(1):r1;p, (3.7)
E[N(N-1)] = P§(1)—(1;2p) (r* +7)

e, consequentemente,

Var (N) = E[N(N—1)]+ E(N)— [E(N)?

ISR ) S Ry A
- p? (5 4r) + p ( p )

~ r(l-p)

- (3.8)

O indice de dispersdo, O0(N), quando N tem uma distribuicdo
BinomialNegativa(r, p), é dado por

w Varl) 22 1
E(N) ) T

p

5(N)

Uma vez que }D > 1, a variancia da distribuicao binomial negativa excede o
valor esperado. Assim, para um conjunto particular de dados, caso a variancia
observada seja superior ao valor esperado observado, a distribuicao binomial ne-
gativa podera ser um candidato mais adequado do que a distribuicao de Poisson
como modelo a ser ajustado.

Vimos anteriormente que a familia de v.a.’s independentes com distribuicao
de Poisson é fechada para somas e o mesmo acontece com a familia de v.a.’s

independentes com distribuicao Binomial Negativa, com parametro p comum.

Teorema 3.6 Sejam N —~ BinomialNegativa (s,p) e M —~ Binomial Negativa
(t,p), sendo N e M independentes, com s,t > 0 e p € (0,1). Entao
N + M ~ BinomialNegativa(s + t,p).
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Demonstracao: Tendo em conta (3.6), temos que Py (z) = [1_(11)_;;)2] e

t
Py (z) = [ﬁ} . Portanto, e fazendo uso do Teorema 2.3, vem que

Pninv (2) = Py (2) Py (2)

{1 - (1p— p) 2[[1 - (1p— p) ZY
- =]

que é a f.g.p. de uma v.a. com distribuicdo BinomialNegativa(s +t,p). m

A distribuicao binomial negativa pode ser obtida como uma generalizagao da
distribuicao de Poisson. De facto, se X, —~ Poisson (\) e se A for uma observagao
de uma v.a. A ~ Gama(a,0), entdo X, —~ BinomialNegativa (a, 1+r5) (cf.,
e.g., [46], p. 967).

A distribuicdo geométrica é o caso especial da distribuicao
Binomial Negativa (r,p) quando r = 1.

A fm.p. de uma v.a. N com distribui¢do geométrica de parametro p € (0, 1)

¢ entao dada por
=Pr(N=k)=p(1—-p)f k=0,1,2,... (3.9)

A f.g.p. da distribuigdo geométrica obtém-se de (3.6) substituindo r por 1,
i.€.,
1 _ p
1-1-p)z] 1-(1-p)z
O valor esperado e a variancia de N podem ser obtidos a partir de (3.7) e
(3.8). Assim,

PN(Z) =P

(3.10)
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Capitulo 4

A classe de distribuicoes de Panjer

e suas extensoes

Neste capitulo serda abordada com detalhe a classe de Panjer e as suas diversas
modificacoes obtidas através da truncatura ou modificacao da parte inferior do
suporte das distribuicoes da classe. Na seccao final apresentamos de forma breve
duas outras possiveis extensoes da classe de Panjer. Comecemos por apresentar

a classe de Panjer.

4.1 A classe de distribuicoes de Panjer ou (a,b,0)

Definigao 4.1 Seja N uma v.a. discreta com f.m.p. pr = Pr(N = k), k € N. Os
membros da familia de Panjer, também conhecida como a classe de distribuicoes

(a,b,0), sendo a e b constantes, respeitam a sequinte igualdade recursiva

b
pk:pk_l(a+E),k:1,2,3,... (41)
i.e.,
Dk b
=a+ —, 4.2
Pr-1 k ( )
quando pp—1 # 0 e k = 1,2,3,... Consideramos aqui 0 < py < 1, como é

habitual, para excluir solugoes degeneradas.

A igualdade apresentada em (4.2) determina o peso relativo de probabilidades

consecutivas na distribuicao de contagem.

27
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A classe (a,b,0) é uma classe de distribui¢oes que depende de dois para-
metros, a e b. Esta classe inclui as distribui¢coes Binomial, Poisson e Binomial
Negativa (cf., e.g., [35] e [41]). De facto, se:

i) N —~ Binomial (m,p),(m € N;,p € (0,1)), parak=1,2,...,m,

b OFa—pt
Pt (pEt (= p) Y
_ P m! X(k‘—l)!(m—k:—l—l)!
1—p  El(m—k) m!

_ plm—k+1)  p(=k) +p(m+1)
(1-pk (1-pk (1-pk
p  pm+1)

p—1 (1-pk

= a k7
com a = ;z% eb= p—(f"”_;l).
ii) N —~ Poisson(\),(A>0), para k=1,2,3,...,
pe e\ LE=DE AE=D! A
1 K e\ k(k—1) K
= a~|» é’

k

coma=0eb=\.
iii) N —~ BinomialNegativa (r,p),(r >0,p € (0,1)), para k =1,2,3,...,

S (1 - p)t

Pk _ L(r)k!
Pr-1 FF((f)J(FJZ__ll))!pT (1—p)""
C (ktr=D)T(k+r—1) (k—1)
- k(k—1) Thher—1 1P
_ (Q=pktr—-1) (A-pk+1-pr—(Q1-p)
k k
— (1_p)_'_ (1_p)k(r_1>
B b
= CL+E,

coma=1—-peb=(1—p)(r—1).
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Tabela 4.1: Membros da classe de Panjer ou (a,b,0).

Distribuicao a b Do

. . (m+1) m
Binomial(m, p) pfl L - (1—p)

Poisson(\) 0 A e

Binomial negativa(r,p) 1—p (1—p)(r—1) P

Sundt e Jewell mostraram em 1981 (cf. [53]) que as distribui¢oes apresentadas
na Tabela 4.1 sdo as tnicas que respeitam a igualdade recursiva definida em (4.2).
A Tabela 4.1 apresenta as distribuicoes da classe (a,b,0). Como habitualmente,
consideramos A, 7 > 0,0 <p<1lem € Nj.

Numa palestra apresentada em junho de 2009 em Helsinquia, no coléquio
ASTIN 2009, intitulada “An all-in-one formula for the Poisson, Binomial, and
Negative Binomial distribution”, Michael Fackler sugere a unificacao das expres-
soes das distribuicoes da classe de Panjer, através de uma reparametrizacao que
inclui nas expressoes das f.m.p. o valor esperado.

No caso da f.m.p. da distribuicao de Ny —~ Poisson (A) (A > 0), quase nada
é necessario fazer, jA que a parametrizagao habitual inclui o valor esperado ()

como parametro:

e MNP
PI"(lek) == X
—Q kk*l
~ aim [(142) AT ko1, (43)
a—+00 « k|z:0a+>\

No caso da f.m.p. de uma v.a. No —~ Binomial (m,p) (m € Ny,p € (0,1)),
considerando que A = E (Ny) = mp, se tomarmos p = % obtemos, para k =

0,...,m,

e = (oo ()2 (-2)
m!  \F A\ 1
T =Rk (1_E) N

k

mmf!k)!:m(m—l)(m—Q)...(m—k—i—l): (m — i)

De

|
—

Il
=)

%

LCf. https://www.actuaries.org/ASTIN /Colloquia/Helsinki/Papers _ EN.cfm (consultado
a 28/06,/2016) e [16].
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vem -
AP A" m—i
Pr(No=k)=—(1——
(N = k) k!( m> illm—)\’
e, se tomarmos o = —m, obtemos
A M a4
Pr(Ng—k)—(l—i—a) HHQ+X (4.4)

Finalmente, no caso da f.m.p. de uma v.a. N3 —~ BinomialNegativa (r,p)
(r>0,p€(0,1)), considerando que A = E (N) = r%, vem

Ap=r—rpsp= ,
b p=r r+ A

e, consequentemente, para k = 0,1,...,

E+r—1\ , E+r—1 ro\’ A"
=i = (0 ra-ar = (70 () ()
_ F(k:+7’))\_k r O\ 1 \"
 T(r) K \r4+2A 4+ A
AP =

= 1+ — — ) 4.
( +T) k! i:0r+)\ (4.5)

Comparando as expressoes (4.3), (4.4) e (4.5), verificamos que se N é uma

v.a. com distribui¢do da classe de Panjer com valor esperado A (A > 0), entao

A A a4

onde o é o parametro que identifica a v.a. em causa: se o € {—o0, 400},
N ~ Poisson(\) (obtendo-se a expressao da respetiva f.m.p. como um li-
,QLH) e se a € (—o00,—\) NZ,

N —~ Binomial (—a, _ia) Nos dois primeiros casos, a expressio (4.6) esta defi-

mite), se « > 0, N —~ BinomialNegativa (7“

nida para k € N e no ultimo caso para k € NN [0, —q].
A unificacao das f.m.p. das distribuicoes da classe de Panjer traduz-se, como

nao podia deixar de ser, na unificacao da expressao da f.g.p.:

Py(z)=E(2") = {1—3(2—1)1_a

«

(cf. expressoes (3.2), (3.4) e (3.6)).
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4.2 A classe de distribuigoes (a, b, 1)

Por vezes, a classe de distribuicoes (a, b, 0) nao proporciona uma anélise correta
das caracteristicas de algumas bases de dados encontradas na pratica. Uma das
razoes prende-se com o facto das distribui¢oes da classe (a, b, 0) ndo serem capa-
zes de replicar o formato dessa base de dados, em particular na parte esquerda
da distribuicao.

Nesta seccao, serd abordada uma familia de distribuicoes que ultrapassa o
problema da falta de ajustamento na parte mais a esquerda da distribuicao, mais

concretamente em zero.

Definicao 4.2 Seja pi, k € N, a fm.p. de uma v.a. discreta nao degenerada
N. Dizemos que N é um membro da classe de distribuicoes (a,b, 1), sendo a e b

constantes, se a sua f.m.p. respeitar a sequinte iqualdade recursiva

b
pk:pk_l(a—i-z),k‘:z?),... (47)
i.e.,
Pk b
=a+ —, 4.8
Pr-1 k ( )

sempre que p_1 0 ek =2,3,...

As defini¢oes da classe de distribuigoes (a,b,1) e da classe de distribuigoes
(a,b,0) diferem apenas no conjunto das probabilidades envolvidas na relagdo re-
cursiva: na segunda estao envolvidas todas as probabilidades pg, p1, . . ., enquanto
que na primeira estao envolvidas as probabilidades pq, po, ...

Os membros da classe (a,b,0) sdo, obviamente, membros da classe (a, b, 1).
Além destes, nao é dificil constatar que a distribuicao que resulta de modificar no
ponto inicial, £ = 0, uma distribuicao da classe (a, b,0), X com f.m.p. py, k € N,
¢ também membro da classe (a,b,1). Mais concretamente, recorde-se, que se

X tem distribuicao pertencente a classe (a,b,0), com fm.p. p, = Pr(X = k),

1
> 1-=po |’

k € N, entdo a distribuicdo de XM tem f.m.p. dada por, para c € (O

, 1—c(l—po), k=0
pil = Pr (XM = k) = el =), (4.9)
CPk, k:1,2,37...,

sendo trivialmente um membro da classe (a,b,1) (cf., e.g., [42]).
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Note-se que quando em (4.9) tomamos ¢ = 1%})(), obtemos as distribuigoes de
(a,b,0) truncadas ao suporte N;. Naturalmente, estas distribui¢oes sao também
membros da classe (a,b,1).

Além dos membros referidos no paragrafo anterior, saio membros da classe
(a,b,1) a distribui¢do binomial negativa truncada generalizada e a distribuigao
logaritmica, que passamos a definir, e, naturalmente, as que resultam da modi-

ficacao destas em zero.

Defini¢ao 4.3 A distribuicdo binomial negativa truncada generalizada (BNTG)?,
com pardmetros r(r > —1,7#0) e p(p € (0,1)), tem fom.p. dada por, para

k=1,2,...

ST (k1) (1= p)*

KT (r+1) 1—p°

Na Figura 4.1 encontra-se representada a f.m.p. de X ~ BNTG (—0.2,0.3).

0.74

0.6 4

Figura 4.1: Exemplo de uma fm.p. de uma v.a. X com distribuicao
BNTG (r,p) (neste caso, r = —0.2 e p = 0.3).

De facto, se considerarmos X —~ BinomialNegativa (r,p), com r > 0 e
p € (0,1), a sua fm.p. ¢ dada por (cf. (3.5))

L'k+r) ,

mezkpzrww|pa—mﬁk:QLz“w

Introduzida por Engen em 1974 (cf. [15] e [54]).
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e a f.m.p. da sua truncatura em zero, i.e., ao conjunto Ny, é dada por

Sy (1= p)"
1—pr
—T(k+7)p" (1 —p)F
—r[(r) k(1 —p)
—rD (k+7) (1 —p)*

= 4.11
KT (r+1) 1—p’ (4.11)

Pr(X"=k) =

comk=12...,r>0epe€ (0,1) (denotaremos esta distribui¢ao por Binomial
NegativaT (r,p)). Note-se que quando r € (—1,0), a expressao (4.11) ainda de-
fine uma probabilidade. Neste caso, (r > —1,r # 0), denotaremos a distribui¢ao
pela sigla BNTG (de “Binomial Negativa Truncada Generalizada”).

Para verificar que a distribui¢io BNT'G(r, p) € um membro de (a, b, 1) basta
notar que, para k = 2,3,4, ...,

D —rF(k+r)(1—p)kX(k—l)!F(r—i—l) 1—p
Pr—1 KT (r+1) 1=p7  —T(k—=147) (1 —p)"!

 T(k—1+r+1 1-p"

T kD (k—1+7) 1—pF (k—1)!

_ (k=14 D(k—1+71)

N P Thoiin P
(k+r—1)

= 5 (U-p=>0-p+

(r—1)(1-p)
k

b
= CH_E’ coma=1l—-peb=(r—1)(1—p).

A fgp.de X —~ BNTG (r,p) é

Pez) = B(Y) = ffp Z a0t
- 1__;_7.:@(1— e
- [gw—p)}ﬂﬂ’;—wa
I e (e
L1 (-p)2”

= _ (4.12)
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comr>—1,7r#0,pe(0,1)e |z <113.
O valor esperado e a variancia de X podem ser obtidos a partir da f.g.p.

definida em (4.12) da seguinte forma

B(X) = Pe)=Zp=)
E[X(X 1) = P}é(l):r(r—i—l)]%

e, consequentemente,

Var(X) = E[X (X —1)]+E(X) - [E(X)>

= r(r (1-p®  rl-p [r(-p)]
= +1>p2(1—pT)+p(1—pT) {p(l—ff)}
LA I A RS

P -1 -y U

Na Figura 4.2 observamos que o indice de dispersao, quando
X —~ BNTG (1,p), dependendo do valor de p € (0,1), pode tomar valores
inferiores a 1 (se p > 0.5), valores superiores a 1 (se p < 0.5) ou ser igual a 1 (se
p = 0.5), i.e., se p > 0.5, Var (X) < E(X), se p < 0.5, Var (X) > E(X) e se
p =05, Var (X) = E (X).

10 |

O
3

. 6
SER
44
™,
31 \\
g
— =]
1 A -\-\-\-\-T——\_____\_
! Te—
0 T T : T EE— T
0. 02 04 06 0.8 1
P

Figura 4.2:  Variacdo de (X) em funcao do wvalor de p, quando
X ~ BNTG (1,p).

A distribuigao logaritmica (Log) resulta de se considerar o limite r — 0 na
f.m.p. de uma v.a. com distribuicdo BNTG (r,p) (¢f. (4.10)). Assim,
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Definigao 4.4 Dizemos que uma v.a. X tem distribuicdo logaritmica (Log) de

pardmetro p se tiwer f.m.p. dada por

(1-p"
Pp = — , k=1,2,3,... epe (0,1). (4.13)
klog (p)
Na Figura 4.3 encontra-se representada a f.m.p. de X —~ Log (0.2).
054
041
_ 031
i
ot
™02
01 |
0. I I . B » s -
i 2 3 4 5 & 7 &8 9 10
k

Figura 4.3: Exemplo de uma f.m.p. de uma v.a. X com distribuicdo Log (p)
(neste caso, p = 0.2).

Para verificar que a distribui¢do Log(p) é um membro da classe (a, b, 1) basta

notar que, para k = 2,3,4, ...,

pe _ _(=p)" | (E=Dlog(p)| _
Dk—1 klog (p) (1— p)k*1
_ @ —p)k(/f— D _y ot —(1k—p)

b
= CH_E’ coma=1—peb=p—1.

A fgp.de X —~ Log(p) é

Py(z) = E(2%) = Jiozkpk _ Jiozk (_(1 —p)k>
P klog (p)

-1 (KEA-p)f -
log (p) ; k ~ log (p) {Hloel=ti=plz 1)
log [— (1 —p) z + 1] (4.14)

log (p)
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com p € (0,1) e |2 < 1.
O valor esperado e a variancia de X podem ser obtidos a partir da f.g.p.

definida em (4.14) da seguinte forma

_ / __1_p
BX) = Py-—"L
px(e-n) - p--L2

e, consequentemente,

Var(X) = E[X (X -1)]+E(X)—[EX)]
(1-p° 1-p 1-p)\°
p*logp  plogp (_plogp>
l1—pl—p+logp
P logtp

Na Figura 4.4 observamos que o indice de dispersao, quando X —~ Log (p),
dependendo do valor de p € (0, 1), pode tomar valores inferiores a 1 (se p > %),
valores superiores a 1 (se p < é) ou ser igual a 1 (se p = %), e, sep > 1

Var (X) < E(X),sep <, Var(X)>E(X)esep=1 Var(X)=E(X).

10 1
o

3

5(X)

L R o I VE R S R = 1)
=
1
L |

0 02 04 06 08 1L

Figura 4.4: Variacdo de 6(X) em funcdo do valor de p, quando X —~ Log (p).

Willmot demonstrou em 1988 (cf. [54]) que as distribuicoes referidas nesta
subsecgao sdo as tnicas que fazem parte da classe de distribui¢oes (a, b, 1).

A Tabela 4.2 apresenta as distribui¢oes da classe (a,b,1). Como habitual-
mente, consideramos A > 0,0 <p <1, m e N;er > —1, r # 0. Recorde-se que
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BNTG (r,p) = Binomial NegativaT (r,p) quandor > 0ese X —~ BNTG (1,p),
entdo X =Y + 1, com Y —~ Geométrica (p).

Tabela 4.2: Membros da classe (a,b,1).

Distribuicao a b Do
Binomial(m, p) (1=p"
BinomialM (m, p)’ - st € (0,1)
BinomialT (m, p)* 0
Poisson(\) e
PoissonM ()" 0 A € (0,1)
PoissonT())” 0
Binomial Negativa(r, p) P
BNTGM(r,p)' l—p (1=p)(r=1) €(0,1)
BNTG(r, p) 0
Log(p) 0
Logl\/[(p)1 1—p p—1 € (0,1)

IM=Modificada em zero.

2T_Truncada em zero.

4.3 A classe de distribuigoes (a,b,m), m € N

As classes de distribuigoes (a, b,0) e (a,b,1) podem ser incluidas numa familia
mais geral que sera designada por classe (a,b,m), m € N. Dados a,b € R e
m € N, dizemos que a distribuicdo de uma v.a. nao degenerada X faz parte da

classe de distribuic¢oes (a, b, m) se, para todos os valores inteiros k > m + 1,

b
Pk = Pr—1 (CL + E) (4.15)

onde py = Pr (X = k).

Hess et al. [31] exploraram o caso particular das distribuigoes de v.a.’s X
desta classe tais que Pr (X = k) = 0 se k < m. Neste caso, Hess et al. mostra-
ram que os membros da classe (a,b,m), m > 2, resultam da truncatura ao con-
junto {m + 1,m + 2, ...} das distribuicées de (a,b, 1), da distribuicdo Binomial
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Negativa Estendida e da distribuicao Logaritmica Estendida, sendo estas duas
ultimas generalizacoes das distribuicoes BNT'G e Log, respetivamente. Seguida-
mente, definimos as distribuicoes BN E e LogFE, estudamos as suas propriedades

e apresentamos alguns exemplos.

Definicao 4.5 Dizemos que X tem distribuicao binomial negativa estendida
(BNE), com parametrosl € Ny, r € (=l,—=l+1) ep e (0,1), se

(l’j ) (1-») Ck=11+1,..., (4.16)
P — ZO (") (1 =p)
J:

Pr(X =k)=

comPr(X =k)=0sek=0,...,1—1

Observacao 4.6 Quando | = 1, a distribuicgo BNE (1,r,p) coincide com a
distribuicao BNTG (r,p), i.e., BNE (1,r,p) = BNTG (r,p) quando —1 <r <0
epe(0,1).

Na Figura 4.5 encontra-se representada a f.m.p. de X —~ BNFE (5,—4.01,0.1).

ne

024
0.7
0.6

5 051

]

& 0.4
0.3
0.2

0.1 1

D - T T T T T 1 T T T T T

Figura 4.5: Exemplo de uma fm.p. de uma v.a. X com distribuicao
BNE (I,r,p) (neste caso, l =5, r=—-4.0lep=0.1).

Para verificar que a distribuicao BN E(l,r, p) ¢ um membro de (a, b, m), com
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m > [, basta notar que, para k > m + 1, inteiro,

—r r+j—1 J
e - 1=p
Pr _ (HZ No-n»" j=0( R
D 1 , rHR=2) (] _ p)F1
k-1 Z(ﬂ 1)( _p)J (k—l)( p)
L(r+k)
k(k—D)IT(r) r+k—1)T(r+k-1)
= MEDTW (1 —p) = x (1—p)
I(r+k—1) _
et kD (r+k—1)
r+k—1 (r—1)(1—p)
= — " T x(1l=-p)=1-—
o < (1) p+ .
= a—i—é
= o

coma=1—peb=(r—1)(1—-p).
-1 ,
Por comodidade de escrita, consideremos D,.;, = |p™" — > (7"+;._1) (1—p)
=0

Afgp.de X ~ BNE(l,rp)é

+o00 +o0 k-1 ok
Pe() = B() =Y =y p (D
k=0 k=l pr— % (r+;—1) (1— p)J

J=0

— D, f [2(1—p)]* (T ! Z B 1)

k=l

-1
_ Dr,z,p<[1—z (1-p (T“;_l))
k=0

Dy, 1
= —— <z — 4.17
Dyia—z—p) 1-— (4.17)

. +o00 (r+l;71)(1,p)k
pois, de (4.16) sabemos que > T -
k=l p~r =3 (") (1-p)

Jj=0

=1,seleNy,re(=l,-1+1)

epe(0,1).

O valor esperado e a variancia de X podem ser obtidos a partir da f.g.p.
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definida em (4.17) da seguinte forma
—rtrp s (k=1

E(X) = Px(1)=—Dny (W +Zk‘( I ) (1 —P)k>

k=0

-1

1 E+r—1
— — r+2
E[X(X-1)] = P/(1) —WDM@(T—}) ;k(k—l) ( . ) X
X (1—p)k+p7’(—2r+p+p7’—2)+r2>

e, consequentemente,
Var(X) = E[X (X -1)]+E(X)-[EX)]

-1
1 , E+r—1
= WDT“,Q‘—]?HZ/{:(/{;—I)( I )(l—p)k+
k=0

+pr(—2r+p+pr—2)+r2>—
-1
—r+1rp k+r—1
—Dr,l,p <T—+1 +Zk( k ) (1 _p)k> —
p k=0
r+rp  (k+r—1 ’
— - k
k=0

As Figuras 4.6 e 4.7 mostram, respetivamente, a variacao de F (X) e a va-
riacao de Var (X), quando X —~ BNE (I,—1+ 0.5,p) em funcao de p € (0,1),
paral=1el=11.

254 | 11.05 [
11.04
2 i)
g T N, o 11.03
15 AN 102 ~
11.01 S~
1. E— 11.4
0 02 04 06 08 1. 0 02 04 06 08 1
P
=1 =11

Figura 4.6: Variacdo de FE(X) em fungdo do valor de p, quando
X ~BNE(l,-14+0.5,p), paral=1el = 11.
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. 006

0.05
£ 0.04
2 0.03
. 0.02 ~

Var(X)
L T O R

Figura 4.7: Variagdo de Var(X) em funcdo do valor de p, quando
X ~BNE(l,-140.5,p), paral =1el =11.

Finalmente, a Figura 4.8 mostra o indice de dispersao 6(X), quando
X ~BNE(l,—1+0.5,p), em fungao de p € (0,1), para [ = 1 e [ = 11. Note-se
que a familia BN E(I,r, p) inclui uma distribui¢ao (BN E(1,r,p) = BNTG(r,p),
quando —1 < r < 0) que possui variancia e valor esperado que, dependendo do
valor de p, podem ter um quociente superior, igual ou inferior a 1 e distribuicoes,

por exemplo, BNE(11,—10.5,p), onde este quociente é sempre inferior a 1.

R \ 0.006
- 0.005] .
p=0.25 _0.004
o) o
z \ < 0.003
N 0.002 ~
: \ 0.001 T~
0 : I 0. -
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
P p
I = [=11

Figura 4.8: Variacdo de 6(X) em fungdo do valor de p, quando
X ~BNE(l,-140.5,p), paral=1e [ = 11.

Definigao 4.7 Dizemos que X tem distribuicao Logaritmica Estendida (LogFE),
com parametros | =1,2,3,... ep € (0,1), se

7 -p)t

Pr(X =k) = k> l,inteiro, (4.18)
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ePr(X=k)=0,sek=0,...,0—1

Observacao 4.8 Ao contrdrio de Hess (cf. [31]), que considera para o pard-
metro | um inteiro maior do que 1, € incluido aqui o caso | = 1, jd que, neste
caso, a expressao (4.18) continua bem definida e coincide com a f.m.p. de uma
distribuicao logaritmica, i.e., LogE(1,p) = Log(p), fazendo da distribui¢ao Log

um caso particular da distribuicao LogE.

Na Figura 4.9 encontra-se representada a f.m.p. de X ~ LogFE (4,0.01).

0z

Figura 4.9: Exemplo de uma fm.p. de uma v.a. X com distribuicao
LogE (I,p) (neste caso, [ =4 e p=0.01).

Para verificar que a distribuicao LogFE (I, p) é um membro de (a,b, m), com

m > [, basta notar que, para k > m + 1, inteiro,

—+00

o (,;)—1 (1 —p)k ] ]Z:l (g’)*l (1 —p)j
Dk—1 JFXO:O (g)—1 (1 py (k;l)_l (1—p)*t
j:(;—l)! (k=)
= B x-p = x(1-p)
=T (G
(k—1) [(1-p)

= x(A-p)=1-p-—7
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coma=1—peb=1I1(p—1).
A fgp.de X —~ LogE (l,p) é

Px(z) = E(2Y) = ookak _ Oozk%(oz)' (11 —p)
ol
[Z (‘;)_ (1- p)j] [ (1= p)]® (];>_ (4.19)

coml=23,...epe(0,1).
O valor esperado e a varidncia de X podem ser obtidos a partir da f.g.p.
definida em (4.19) da seguinte forma

400 14

PO = B= |3 0-p| 3

XX D] = B = | S gp | DAt

e, consequentemente,

Var (X) = E[X(X —1)]+E(X) —[E(X)?

+o00 -1 4 2

= ;6(1—p)j kz_;(%(l—p)k—
Eoe-] Egor)

As Figuras 4.10 e 4.11 mostram, respetivamente, a variagao de F (X) e a
variagdo de Var (X), quando X —~ LogFE (l,p) em fun¢ao de p € (0,1), para
[=2el=12.

Finalmente, a Figura 4.12 mostra o indice de dispersao §(X), quando
X —~ LogE (l,p), em funcao de p € (0,1), para, novamente, [ =2 e[ = 12. A
familia LogE/(l, p) inclui duas distribuicoes (LogFE(1,p) = Log(p) e LogE (2,p))
que possuem varidncias e valores esperados que, dependendo do valor de p,
tém um quociente superior, igual ou inferior a 1 e distribuicoes, por exemplo,

Log(12,p), em que este quociente é sempre inferior a 1.
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35 ) 12.1
12.08
o & . o 12.06
= AN [
i . o
o s ~ = 1204
= R
~— 12.02 ~
2 i 12 =
0. 02 04 06 08 1L 0. 02 04 06 08 1
P P
=2 [ =12

Figura 4.10: Variacdo de FE(X) em funcdo do valor de p, quando
X —~ LogE (I,p), paral =2e | = 12.

0.121
0.1 N
5 0.08
\ =

\ = 006
E 0.04 ~

0.02

Var(X)
[T N L R L =Y

Figura 4.11: Variagdo de Var(X) em funcdo do valor de p, quando
X —~ LogE (I,p), paral =2e [ = 12.

2. \ 0.01 \
= \ < 0.006
=L =
\ 0.004
05 1 a5 ___
boT— 0.002
0. : — 0
00 02 04 06 08 1 0. 02 04 06 08 1
P P
[ =2 [ =12

Figura 4.12: Variacdo de 6(X) em fungao do valor de p, quando X —~ LogF (I, p),
paral=2el =12.
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A classe de distribuigbes (a, b, m), m € Ny, engloba, naturalmente, todas as
distribuicoes apresentadas nas Tabelas 4.1 e 4.2, as distribui¢coes Binomial Nega-
tiva Estendida e Logaritmica Estendida e a truncatura e modificacao destas duas
ultimas, que apresentamos na Tabela 4.3. Como habitualmente, consideramos
leNy,re(=l,—-l+1)epe(0,1).

Tabela 4.3: Membros da classe (a, b, m) nao pertencentes a (a,b,0) (m >1>1).

Distribuicao a b D0, P1s +vvs Pt
BNE(l,r,p) k=0,..,1—1,p,=0
k=1,..,m—1 cf.(4.16)
BNEM! (I,r,p) 1—p (r—1)(1—p) Livres®
BNET? (I, 7, p) 0
LogE(l, p) k=0,..,l—1,p.=0
k=1..m-1,cf. (4.18)
LogEM! (I,p) 1—p —1(1—p) Livres®
LogET? (I, p) 0

'M=Modificada em {0,1,...,m — 1}.
T=Truncada em {l,l+1,...,m — 1}.

m—1
30 < Z P < 1.
k=0

As distribuicoes da classe (a, b, m), m € N, sao representadas na Figura 4.13
em funcao dos valores de a e b, tendo-se destacado os casos particulares das
distribuicoes binomial negativa e geométrica. Observa-se que, com a excecao da

distribui¢do Binomial (m,p), o parametro a é um valor do intervalo [0, 1).

4.4 Qutras extensoes

Além das extensoes da recursao de Panjer apresentadas nas seccoes anteriores,
existem outras trés extensoes que merecem ser mencionadas e apresentadas pelo
detalhe com que foram tratadas pelos seus autores.

Panjer e Willmot em 1982 (¢f. [44]) consideraram a classe das distribuigoes
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m=1 m=2 etc.3 b

r=1

T T | 1 T
-3 -2 -1 1 2
Binomial (m, p) N o1
BinomialNegativa (r, p) B

= BNE(/,r,p)

BNTG (r, p), (-1=r=0Q) 2 1=2

Geométrica (p)

Log(p)

LogE (I, p) 3 e

Poissan (i)

Figura 4.13: Representacao da classe de distribuigoes (a, b, j), j natural, no plano
(a,b) (considerando os parametros utilizados nas Tabelas 4.1, 4.2 e 4.3).

com probabilidades consecutivas que podem ser escritas como o quociente de

dois polinémios:
a; k’l

Pe = S—Di-1, (4.20)

S bk
=0

n

com k =1,2,... Quandon =1, a9 =0, a1 = a, by = 0 e by = 1, a expressao
dada em (4.20) define a familia de Panjer (c¢f. (4.1)).
Schroter em 1990 (cf. [49]) definiu uma familia através da seguinte recursao

de segunda ordem para a f.m.p.

b c
= - 1+ - 4.21
Dk (a+k>pk 1+kpk 2 (4.21)
com k =1,2,... e pp_1 = 0 para algumas constantes a < 1, b e c¢. Note-se que

quando ¢ = 0 em (4.21), obtemos a recursao dada em (4.1).

Sundt em 1992 (¢f. [51]) estudou uma extensdo da familia de distribui¢oes
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de Panjer cujas f.m.p. satisfazem a seguinte recursao

P = ; <ai + E) Pr—iy (4.22)
comk =1,2,...ep, = 0se k <0, que é também uma extensao da familia
de distribuigoes definida por Schroter (¢f. [49]). Note-se que quando n = 1,
a expressao dada em (4.22) define a familia de Panjer (¢f. (4.1)) e que quando

n=2eay =0, a expressio dada por (4.22) reduz-se a expressao (4.21).
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Capitulo 5

A modelacao do risco coletivo

Uma empresa de seguros ou seguradora exerce uma atividade econémica que lida
com o risco, i.€e., a “incerteza associada a um acontecimento futuro, seja quanto a
sua realizagao, ao momento em que ocorre e aos danos dele decorrentes” (cf. [3]).

Assim, ao celebrar contratos de seguro, uma seguradora tem a necessidade
de combinar os riscos individuais de cada contrato de seguro num risco agregado
que deve tornar viavel a sua propria existéncia, e € com base neste risco coletivo
que a seguradora define os valores dos prémios dos seguros e das indemnizagoes
que devem ser atrativos do ponto de vista dos seus clientes.

Neste capitulo é apresentado um modelo para os pagamentos associados a
um sistema de seguros que designamos por modelo do risco coletivo (cf. Klug-
man et al. [35]). Este modelo assenta em v.a.’s que contabilizam o ntimero de
indemnizagoes e o montante a pagar por cada indemnizagao.

O modelo do risco coletivo define as perdas agregadas ocorridas num periodo

como uma soma, .S, das N indemnizacgoes ocorridas nesse periodo, i.e.,

Definicao 5.1 Sejam N o numero de indemnizacoes ocorridas num dado pe-

riodo e X;, 1 =1,..., N, o valor da i-éstima indemnizacao, tais que

1. Condicional a N = n, Xy, Xs,..., X, sao v.a.’s independentes e identica-

mente distribuidas (i.i.d.);
2. A distribuicao de N ¢ independente da distribuicao de X, Xs, ...

O modelo do risco coletivo S € dado por

N

S=Xi+.. +Xy=> X, (5.1)

=1

49
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Quando N =0, assume-se que S = 0.

Sendo N independente das variaveis X, X, ..., a distribuicao do modelo S,
também designado por modelo composto das indemnizacoes agregadas, definido
m (5.1), pode ser determinada a partir das distribui¢oes de N e das variaveis
X1, Xo, .. Por comodidade, consideraremos nas proximas sec¢oes uma v.a. X
tal que X = XZ, Vi € Ny.

5.1 O modelo composto das indemnizacoes agre-

gadas

Partindo do pressuposto de que as distribuicoes de N e de X sao conhecidas, o
foco principal reside sobre a distribuicao de S.

A va. S (¢f. (5.1)) tem fungio de distribuigao, para x > 0, dada por, consi-
derando o Teorema da Probabilidade Total (T.P.T.),

Fs(z) = Pr(S<uz) = (ZX <g;>
TLhT. fPr (Z X; <xz|N = n) Pr(N =n)
= fPr(iXi§x>pn

+00
= ) F{(x)pa, (5.2)
n=0
sendo F¥'(z) = (ZX < x) a funcao de distribuicdo de S, = > X, e

pn=Pr(N =n). Parax <0, Fs(z) =0.
Na expressao (5.2), F{" representa a n-ésima convolugdo da fungao de dis-
tribuicao de X consigo propria (cf., e.g., [18]). Esta pode ser obtida de forma

recursiva considerando que

X 0 =<0,
FX(O)(QU) = { (5.3)
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que é a funcao de distribuicao de uma v.a. degenerada em zero e, no caso de X

ter f.d.p. fx, com suporte em R,

+oo
F(e) = [ B0 = 0) fx ) dyn =12, (5.4

A expressao (5.4), paran =1, é

+oo
() = / FYO (@ =) fx (y) dy = / 0x fx (y)dy + / 1 x fx (y) dy
—o0 y>x y<z

—+00

= /Oxdy+/xfx(y)dy:FX(x)

T

eafdp. de S =X ¢ = fy.
Afdp. dava. S,=> X;é

=1

¥ (x) = / S @ =) fx (9) dy, n=2.3,...
0
e, consequentemente, a f.d.p. da v.a. S é
—+00
fs (x) =Y paf¥ (@)
n=1

Se X for uma v.a. discreta com probabilidades nao nulas nos ntimeros inteiros

nao negativos, entao

[z]
Fit(z) = Pr(S,<a)=Y F{" Y (z—i)Pr(X =)
1=0

[z]

= ) Pr(Sp1 <z —i)Pr(X =1, (5.5)
i=0
comz >0,n=1,2,...¢ [z] denotando a parte inteira de z.

Recorrendo novamente ao T.P.T., deduzimos que a f.m.p. de S, é, para k € N,

k
Pr(S, =k) =Y Pr(Sy1=Fk—i)Pr(X=1i).

1=0



52 5. A modelacao do risco coletivo

A f.g.p. da distribuicao de S é dada por
Ps(z) = E(:%) =B (255 = ZE(Z
+0o0 n
= E(2°)Pr(N=0) —i—ZE (HZXJ) Pr(N =n)
n=1

J=1

N:n) Pr(N =n)

+oo [ n
= Pr(N=0)+)_ HE(ZXJ)] Pr (N = n)

+o0 _]:1
= Pr(N=0) —i—Z HPXj (2)| Pr(N =n)

+oo o
= Pr(N=0)+)» Pi(z)Pr(N=n)
= Y Pi(z)Pr(N=n)
= Y Py (2)pa (5.6)

de onde se conclui que
Ps(z) = Py [Px(2)]. (5.7)

Da expressao (5.6) obtida para a f.g.p. de S, é possivel deduzir que

=3 " 0PN () Py (2) p = Pl (Px(2)) Pk (2), (5.8)

donde também resulta que

(2.6)

E(S) =" Pg(1) = Py(Px(1)) Px (1) = Py(1) Py (1) = E(N) E (X)),

observando-se assim que o valor esperado para o total das indemnizacoes, S,
¢ dado pelo produto do valor esperado de indemnizacoes, E (N), pelo valor
esperado da indemnizagdo, F (X). Vamos agora determinar a variancia de S

recordando que

Var(S) & PY (1) + P (1) — [PL (1))
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d
PL1) = PG

= L (BN O]

— (PR Px ()] Pk (2) Pi (=) + Py [Px (2)] PX (2) )
= Py [Px (1)) [Py (O] + Py [Px (1)] P (1)

= Py (1)[Pk (1) + Py (1) Pk (1)

z=1

[ U

2 E[N(N-1)]E*(X)+ E(N)E[X(X —1)]
= E(N’) B*(X) - E(N)E*(X)+ E(N)E (X?) -
—E(N)E(X),

temos

Var(S) = E(N?)E*(X)—-E(N)E*(X)+ E(N)E (X?) —E(N)E(X)+
+E (N)E(X) — [E(N) E(X)]’

= E(N’)E*(X)—-E*(N)E*(X)+ E(N)E (X?) — E(N) E* (X)
= E*(X)[E(N*)—E*(N)| + E(N)[E (X?) — E* (X)]
= E*(X)Var(N)+ E(N)Var(X),

observando-se assim que a variancia de S depende das variancias de N e de X,

ponderadas por fun¢oes que dependem do valor esperado das variaveis N e X.

5.2 Meétodo recursivo na construcao da distribui-

cao das indemnizacoes agregadas

Encontrar a abordagem ideal capaz de determinar a funcao de distribuicao das
indemnizacoes agregadas, S, definida em (5.2), ndo é um procedimento simples
e imediato. Klugman et al. (c¢f. [35]) referem trés abordagens possiveis para
esta questao: a utilizacao de uma distribuicao aproximada, o céalculo direto e
o método recursivo, tendo apresentado as vantagens e desvantagens de cada
abordagem, e evidenciando o método recursivo uma vez que este reduz o nimero
de célculos necessarios para a determinacao da distribuicao das indemnizagoes

agregadas, sendo por isso mais célere no processo de determinacao da distribuicao
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e, consequentemente, poupando tempo de calculo. A principal desvantagem que
esta abordagem apresenta ¢ a sua limitacao em termos de distribuicoes que
utiliza. Nas seccoes seguintes serd apresentado o método recursivo para o caso
das classes apresentadas no capitulo anterior, exceto as apresentadas na tltima

seccao do mesmo.

5.2.1 Quando o valor da indemnizacao é uma variivel ale-

atoria discreta

Consideremos o modelo do risco coletivo (5.1):

d . . .
onde, recorde-se, X; = X, Vi € Ny, e N, X;, X,, ... sao v.a.’s independentes.

Teorema 5.2 Suponhamos que X € uma v.a. discreta com suporte Sx e seja

w = sup Sx. Se a distribui¢cio de N for um membro da classe (a,b,0), temos

min(k,w) ) . .
z‘:Z1 (a+2)Pr(X =i)Pr(S=4k—1)

Pris=k) = 1 —aPr(X =0) ’ (59)

com Pr(S=0)=Py[Pr(X =0)] ek €Nj.

Demonstracao: Consideremos uma v.a. N cuja distribuicao pertence a
classe (a,b,0). Da expressao definida em (4.2) sabemos que, tomando p, =
Pr (N =n),

. b
Pn b2 n=123...
Prn—1 n

b
npn = MNpn-1 (CL + _)
n

= anpp—1 — APp—1 + apn—1 + bpn—l
= a (n - 1)pn71 + (CL + b)pnfl-

logo
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Multiplicando ambos os lados da igualdade anterior por Py ' (z) Py (2) e

somando todos os termos, obtemos

S np Py () Py (2) = a (n—1)peiPy (2) P (=) +
(a0 pua P () Py (2)

+oo
= az npn PY (2) Py (2) +
n=0

—+00

+(a+b) Y paPR(2) Pk (2),
logo, tendo em conta (5.6) e (5.8),
Py (z) = aP§ (z) Px (2) + (a +b) Ps (2) Py (2). (5.10)

Cada membro da equacgao (5.10) pode ser expandido em poténcias de z. De

+oo
Ps(z) = E(2°) = szPr(S: k)
k=0
resulta que
+o0o
Py(z) = E(S257") = Z kzF'Pr(S =k). (5.11)
k=1

Assim, relativamente as parcelas do lado direito de (5.10) temos
(é.)

P (2) Px (2) = Zizi_lPr(S:i)xE(zX)

+o00 +o0
= Zizi_lPr(S:i) X szPr(X =7)
i=1 =0

+o .
Multiplicando as séries Y. iz ' Pr(S=1i) = Y. 22 (i+1)Pr(S=i+1) e
i=1 ‘
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Z 2 Pr(X = j) vem que

400 k
Py(2)Px(z) = Y 2" (k—i+1)Pr(X=i)Pr(S=k—i+1)

k=0 = 0

+o00 k—1

FY (k=1—i4+ )Pr(X =i)Pr(S=k-1-i+1)
k=1 1=
400 k

AN (k=) Pr(X =4d)Pr(S=k—1). (5.12)

Ps(z) Py (z) = Zz Pr(S = k)jzzpr(xzi)

1=0
400 400 '
= szPr(S = k)Zizz_lPr(X =1)
k=0 i=1

+00 +0o0
= ) FPr(S=k)) i+ 1)Pr(X=i+1)
k=0 =0

Determinando o produto das duas séries temos

Ps (2) Px (2)

+o00 J
= ) F> ((+)Pr(S=j—i)Pr(X =i+1)
j=0 =0
+o00 j—1
= Y Y ((+1)Pr(S=j-1-i)Pr(X =i+1)
j=1 i=0

J

+00
— sz‘lziPr(S:j—i)Pr(X:i). (5.13)

Igualando os coeficientes de z*~! das expressoes obtidas, para k = 1,2, ...,
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temos, considerando as igualdades (5.10) — (5.13),

kPr(S=Fk) = ai(k—i)Pr(X:i)Pr(S:k—i)—i—

+(a+b)) iPr(S=k—i)Pr(X =)

=0

(ak —ai+ai+bi) Pr(X =4)Pr(S=k—1)

I

=0

E |

= ) (ak+bi)Pr(X =i)Pr(S=k—i)
= ZLkPr(X:O)Pr(S:k)+
+) (ak +bi)Pr(X =i)Pr(S =k —1i),

=1

Il
o

e, consequentemente,

k
Pr(S=Fk = k_akpi(X:O);(akeri)Pr(X:i)Pr(S:k—i)

k
=1

> (a+ %) Pr(X =4)Pr(S=Fk—1i)

(2

1—aPr(X =0)
Como Pr (X =k) =0 se k > w, temos que

min(k,w) ]
> (a+%)Pr(X =i)Pr(S=k—1)

Pr(S =k =—=1 k e N.
r(S=k) T~ aPr (X =0) , com k €N

Relativamente ao ponto inicial temos

(2.10)

P(s=0) % pg0) %

Py [Py (0)] = Py [Pr (X = 0)]. (5.14)

A titulo de exemplo, supondo que Pr (X =0) =0,

1. se N —~ Binomial (m,p), m € Nyep € (0,1), vem que a = Lreb= p(;"_;l)
(¢f. Tabela 4.1), portanto
(5.9) P min(k,w)
Pr(S=k) = e > [k—(m+1)iPr(X =i)Pr(S=k—i),
p= i=1
(5.15)

para k=1,2,...e Pr(S =0) ((5:2),6.14) (1—p)™.
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2. se N —~ Poisson(\), A > 0, vem que a = 0 e b = X (¢f. Tabela 4.1),

portanto

Pr(S = k) %

| >

min(k,w)
> iPr(X =i)Pr(S=k—1i), (5.16)
=1

parak =12 ...e Pr(S=0) (BDG1) A

3. se N ~ BinomialNegativa (r,p), 7 > 0ep € N, vem quea =1 —pe
b= (1-p)(r—1) (c¢f Tabela 4.1), portanto

Pr (S =k) % u;p)Z[kz+(r—1)i]Pr(X:i)Pr(S:k:—i),

(5.17)

para k =1,2,... e Pr(S = 0) 0L

4. se N ~ Geométrica (p), p € (0,1), vem que a = 1—p e b = 0 (¢f. na Tabela
4.1 os parametros da distribui¢ao Binomial Negativa (1,p)), portanto

k
Pr(S=k "2 (1-p) Y Pr(X =i)Pr(sS=ki), (5.18)

parak =12 ...e Pr(S=0) ((3.10),(5.14))

Teorema 5.3 Suponhamos que X € uma v.a. discreta com suporte Sx e seja

w = sup Sx. Se a distribui¢cio de N for um membro da classe (a,b, 1), temos

min(k,w) ]
> (a+%)Pr(X =10)Pr(S=k—i)

_ =l
PrS=Fk) = 1—aPr(X =0) M

Pr(X =k)[p1 — (a+b) po]
1—aPr(X =0)

(5.19)
comPr(S=0)=Py[Pr(X=0)], po=Pr(N=0),pr=Pr(N=1)ekeN.

Demonstracao: Sendo esta demonstracao analoga a demonstracao do Teo-

rema 5.2, serao omitidos alguns dos passos intermédios.
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Consideremos uma v.a. N com distribui¢do pertencente a classe (a,b,1). De

1% =a+ %, paran = 2,3,... e tomando p, = Pr (N = n), temos
+00 +oo
Yo Py (2) Py (2) =a )y (n=1)pua Py (2) Py (2) +
n=2 n=2
+oo
+(a+b) Y poaPY(2) Py (2)
n=2
+o00
& annPQ_l(z)P' (2) = p1 Py (2 —az (n—1)po1 Py (2) Py (2) +
= n=1
—+o00
+(a+0)> paaPY(2) P (2) = (a+b) poPy (2).
n=1

Tendo em conta a expressao dada em (5.10), a igualdade anterior reduz-se a

P§ (2) — p1Py (2) = aP§ (2) Px (2) + (a + D) Ps (2) Px (2) —
— (a+b) poPy (2)
& Pg(2) =aPs(z) Px (2) + (a +b) Ps (2) Py (2) + [pr — (a +b) po] Py (2),

que difere da expressao (5.10) apenas por juntar ao segundo membro da igualdade
o termo [p; — (a + b) po] Pk (2).
Das expressoes (5.12), (5.13) e de

+o00
Pi(2)=E (XX =) k' Pr(X =k),
k=1
resulta

[p1 — (a+b) po] Py ( Z/{zk "Pr(X =k)[p1 — (a+b)po) .

Igualando os coeficientes de z¥~! das expressoes obtidas, para k = 1,2,...,

obtemos

k
kPr(S=k) = akPr(X =0)Pr(S=k)+Y_(ak+bi)Pr(X =1) x

xPr(S:k—i)—l—kPr(X;k)[pl—(a+b)po],
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e, portanto,
i(a—i—%)Pr(X:z)Pr(S:k—z)
Pr(S=4k) = = 1—aPr(X =0) *
Pr (X =k)[p1 — (a+b) po]
1—aPr(X =0)

Como Pr(X =k) =0 se k > w, temos
min(k,w) bi . )
> (a+%)Pr(X =10)Pr(S=k—i)

_ =l
PrS=Fk) = 1—aPr(X =0) -

+P1r(X =k)[p1 — (a+b) po]
1—aPr(X =0)

,para k € N.

Relativamente ao ponto inicial temos

Ps (0) 2 Py [Px (0)] = Py [Pr (X = 0)].

(2.10)

P (S =0)

Os Teoremas 5.2 e 5.3 generalizam-se para a classe (a,b,m), m € N, da

seguinte forma:

Teorema 5.4 Suponhamos que X € uma v.a. discreta com suporte Sx C N e
seja w = sup Sx. Se a distribuicio de N for um membro da classe (a,b,m),

m € N, temos

min(k,w) ]
> (a+8)Pr(X =i)Pr(S=k—i)
. . =1
PrS=*k) = 1—aPr(X =0) -

[pn = (a+ 2) pu1] Pr (S, = k)

n=1
5.20
* 1—aPr(X =0) ’ (5.20)

com Pr(S=0)=Py[Pr(X =0)],pj=Pr(N=j),j=0,1,... ek € Ny.

Demonstracao: Alguns dos passos da demonstragao serao omitidos dado
que sao semelhantes aos das demonstragoes dos Teoremas 5.2 e 5.3.

Consideremos N uma v.a. com distribui¢do pertencente a classe (a,b,m),

para algum m € N. De p””l =a+ %, paran =m+ 1,m + 2,... e tomando

n—
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pn = Pr (N = n), temos

“+oo
Z np, Pyt (2) Py (2) = a Z (n—1)pn1 Pyt (2) Py (2) +
n=m+1 n=m+1
+o0
+(a+b) Y paa Py (2) P (2)
n=m-+1
+oo
& annP" L annP" L(2) Py (2 )—aZ(n—l)pn_lx
n=1
x Pyt (2) Py (2) —a ) (n—=1)pu1 Pyt (2) Py (2) + (a+b) an 1 X
n=1
x Py (2) Py (2) = (a+ )Y paa Py (2) Py (2).
n=1

Tendo em conta a expressao dada em (5.10) com as devidas adaptagoes a

esta demonstragao, a igualdade anterior reduz-se a

/
S

g
—
N
SN——

— P} (2) Px (2) + (a+b) Ps () Py (2) +

[0 — a(n = 1) proy — (a+b) paa] P (2) Py (2).

Eqs

o Pgn(_,;): Pl () Py (2) + (a+b) Ps (2) Py (2) +
+§j[pn—(a+g)pn o o)

Y Pgn(_zl):ag(z ) Px (2) + (a+b) ()P/()—I—
+§:{pn—(a+%>m 1}% (5.21)

3
I
—_

Como
Py (2) = Px,4..4x, (2),
com X, Xq,..., X, 1id. e X; 2 X, Vi € Ny, resulta que

%[P;(Zﬁ 4 [Zz Pr (ZX —k)]
_ Zka 'Pr (S, =k).

k=1

Os desenvolvimentos em série de Taylor de P§, PiPx e PsPy sao dados pelas

expressoes (5.11), (5.12) e (5.13), respetivamente. Igualando os coeficientes de



62 5. A modelacao do risco coletivo

=1 para k=1,2,..., vem que

EPr(S=k) = a) (k—i)Pr(X =4)Pr(S=k—i)+

e, consequentemente,

Zk:(aJr%)Pr(X:i)Pr(S:k—i)

PrS§=»k) = 1—aPr(X =0) *

i[ ( )pn 1}P1“(Sn=k)
1—aPr(X =0)

~.
[

Finalmente, de Pr (X =) =0, se ¢ > w, resulta, como pretendido

" e )X = (s = k)
Pr(S=k) = —= I—aPr(X =0) '
2 b= (o4 D) pa] 5 =

l1—aPr(X =0)

Se no teorema anterior, a v.a. X for tal que Pr(X =0) = 0, resulta que

Pr(S = 0) = Pr (ﬁlei_O) = Pr(N =0).
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5.2.2 Quando o valor da indemnizagao é uma variavel ale-

atoria absolutamente continua

Consideremos o modelo do risco coletivo (5.1),

recordando que Xj; 2 X, Vie N eN, X;, Xy, ...sa0 v.a.’s independentes.

Teorema 5.5 Suponhamos que X € uma v.a. absolutamente continua com su-
porte Sx C R* e f.d.p. fx. Se a distribuicao de N for um membro da classe
(a,b,1), temos

fsis>0 (x) = p1fx (x) +/ <a + b;y) fx () fsis=0 (z — y) dy, (5.22)
0
comp =Pr(N=1)ex>0.

Demonstracao: A demonstracao deste Teorema segue os mesmos passos
que a demonstracao do Teorema 5.3, sendo aqui a f.g.p. substituida pela trans-
formada de Laplace e, por tal facto, omitimos alguns passos intermédios, tal
como aconteceu na demonstracao do Teorema 5.4.

Como N é um membro da classe (a,b,1), sabemos que, tomando p, =
Pr (N =n),

np,=a(n—1)p,_1+ (a+b)p,_1, n=2,3,...

Multiplicando por L'y " (2) L'y (2) e somando, temos:

400 +o0
Y oLy (2) Ly () =a ) (n—1) pas Ly (2) Ly (2) +
n=2 n=2
+oo
+(a+0)> pna L (2) Ly (2)
n=2
+oo “+oo
& Y onpa L (2) Iy () = pily (2) =a ) (n— 1) paa L (2) Ly (2) +
n=1 n=2
—+00

+(a+0) Y paa L5 (2) Ly (2) = (a +b) poLly (2). (5.23)
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Mas,

I
M1
~

S
?

= nLy ' (2) Ly (2) pa. (5.24)
De (5.23) e (5.24) resulta que
Lg(2) =a)  (n—1)paa L' (2) Iy (2) + (a +b) Ly ( anL"
+[p —(a+b)po]L’ (2)
e L —aannL” L'y (2) + (a+b) L'y (2) Lg (2) +

+[p1—(a+b)po] Ly (2)
& Lg(2) =alx (2) Ls(2) + (a+0b) L'y (2) Ls (2) +
+[p1 — (a+b)po] Ly (2) . (5.25)

Por outro lado,

Ls(2) = E(e*®)=E (e*ZZfil X¢>

+o00 n

+o0o
= pot+ > J[E(™)pn=po+> Lk (2)p
n=1 i=1 n=1

= po+ Lgis>o(2),

o que implica que

Ls (2) = po + Ls|s>0 (2) (5.26)

L (2) = L0 (2) - (5.27)
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Utilizando (5.26) e (5.27) em (5.25) vem

L5590 (2) = aLx (2) Lgjgs (2) + (a+b) L'y (2) [po + Lsjs>o (2)] +
+[p1 = (a+b) po] Ly (2)
= aLx (2) L5509 (2) + (a + ) Ly (2) Lgjs>o (2) +
+p1 L (2). (5.28)

Relembrando as propriedades da transformada de Laplace apresentadas em
(2.13) a (2.15) e a propriedade que resulta da jungdo destas (¢f. (2.17)), sabemos

que

LU @)= [ e ot @) de (5.29)
o que
L(fx) L' (fy)( / U fx (y y) fy (x —y)]dy| dz. (5.30)
De (5.29) resulta que
Lgig=0 (2) = /;OO e [~ fs550 (2)] da (5.31)
e Ly (2) = L(f) (2), com f () = —fx (2). (5.32)
De (5.30) resulta que
L (2) Eysoo () = L{g) (), (5.3)
onde g (2) = [ fx () [ (& — )] Foisoo (2 — 9) dy ¢
Ll (2) Ltsso () = L(h) () (5.34)
onde h (z) = [ fsiss0 () [— (z —y)] fx (x —y) dy.

Flnalmente invertendo (5.28), obtém-se

—efgseo (1) = a / " fx ) [ (@ — )] fsisso (@ — y) dy +

+(a+b)/0xfs|s>o(y) (@ — )] fx (@ —y) dy +
+p1 [~ fx (x)].
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Considerando, no segundo integral, a mudanca de variavel u = x — y (0 que

implica que y = = — u e du = —dy) temos
efssa(e) = a [ fx )@= 9) fas (o = )y +
(a+b) / Fsismo (& — w) ufx (u) (—du) +
+mafx (x).
Consequentemente,
ofsson(@) = a [ ) (@ =) fossa (o = 9) dy +
+(a+b) /0 fsis>0 (x —y) yfx (y) dy +
+pzfx (x).
Portanto,
awa@) = mfs(o)+ [ HEEIEEEN b ) foen o)y
= mfs@)+ [ ( ) + () fsjsmo (@ — y) dy,

como se pretendia demonstrar. m

Observagao 5.6 Obviamente, como (a,b,0) C (a,b,1), o teorema anterior é
vdlido também quando N € (a,b,0).

O Teorema 5.5 generaliza-se para a classe (a,b,m), m € N, da seguinte forma:

Teorema 5.7 Suponhamos que X € uma v.a. absolutamente continua com su-
porte Sx C R e f.d.p. fx. Se a distribuicio de N for um membro da classe

(a,b,m),m € N, temos

fsis>o () = pifx(z zm: [ ( b) pn—1:| fs. () +

+ /OQD (a + ;) Ix (W) fsiss0 (z —y) dy, (5.35)

m

comp, =Pr(N=n),z>0e Y [po— (a+2)p,1] fs, (z) =0 se m < 2.

n=2
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Demonstracao: A demonstracdao deste Teorema segue os mesmos passos
que a demonstracao do Teorema 5.5 e, por tal facto, omitimos alguns passos
intermédios, tal como aconteceu nas demonstracoes dos Teoremas 5.3, 5.4 e 5.5.

De % = a—i—%, paran = m+ 1,m + 2,... e tomando p, = Pr(N =n),
temos

annL"1 —az (n = 1) pua L (2) Ly (2) +

n=m+1 n=m-+1
“+oo
+(a+b) D paali ' (2) Ly (2)
n=m+1
400
& annL" L annL” L) Ly (2 )—@Z(n—l)pn_l X
n=1
x Lt (2 az n—1)p,_1 L% (2) Ly (2) + (a+b) anlx
n=1

< L1 (2) Ly ( an 1L (2) Ly (2).

Tendo em consideragio a expressao dada em (5.25), adaptando-a a esta de-

monstragao, a igualdade anterior reduz-se a

L (2) = aly (2) Lx (2) + (a +b) Ls (2) Ly (2) +
+Z np, —a(n—1)p,1 — (a +b)pn—1]LT)l(_1 (2) Ly (2).
& Ly(z)=aly(z)Lx (2)+ (a+0b) Ls (2) Ly (2) +

qu

{pn - (a + %) pnl} dilz [L} (2) } (5.36)

Ly (2) = Lxyt4x, (2),

com X4 4 .4 X, 4 X, independentes, temos

+00
L% () = / e f, () d,

n=1

Atendendo a que

(COII] S, = ZXZ), o que implica que, aplicando a propriedade de Laplace
i=1
definida na expressao (2.13),

e]=1me),
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onde h (z) = —xfs, ().
Das expressoes dadas em (5.26) e (5.27), sabemos que

Lgis>o (2) = Ls (2) — po (5.37)

L (2) = L0 (2) - (5.38)

Substituindo (5.37) e (5.38) em (5.36) resulta

51550 (2) = alx (2) Lgso (2) + (a+b) Ly (2) [po + Lgisso ()] +

= aLx (2) ’S|S>o<z>+(a+b>L’X (2) Lsjs0 (2) +

) L ot Y [pe= (o) | 200 )

(5.39)

Tendo em consideracao as propriedades da transformada de Laplace apresen-
tadas em (2.13) — (2.15) , a propriedade que resulta da juncao destas (¢f. (2.17))
e as expressoes (5.31) — (5.34), podemos inverter (5.39), obtendo

— fs)550 (@ / Ix (y —y)] fsis>0 (x —y) dy +
+(a+10) /0 fsis>0 (W) [— (x = y)] fx (v —y) dy +

m

NGULTNOEDY o (a2 )] (s, (),
Aplicando uma mudanga de variavel no segundo integral (v = x — y), temos
T fs)550 (@ / Ix (W) (x —y) fss50 (x —y) dy +

Ha+b) / oo (& — ) ufx (u) (~du) +

+(a+b) porfx (x) + Xm: [pn - (a + %) pn_l] zfs, ().

n=1
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Consequentemente,
z fs1s50 (T / Ix (y) (x —y) fsis>0 (x —y) dy +
ath) / foisso (2 = 9) ufx (v) dy +
0

+(a+b) porfx () + f: [pn - (a + g) pn_l] fs, ().

n=1
Portanto,
fs1550 (2) = (a+b)pofx (x) + ; [pn - (a + %) pn—1:| fs, (x) +

s [ f ) fasn - ) dy

= (@ +b)pofx () + [p1 = (a+0) po] fs, () +

+§ |:pn - <a + %) pn_1] fs. (@) +
+ /Om (a + b—y> fx (y) fsis>o0 (z —y) dy

fs (@)=fx(x) ple Z { ( b) pn1] fSn ({L’) +

=2

+/Ox( _y> Ix () fs1s50 (x —y) dy,

como se pretendia demonstrar. m

No caso em que a v.a. X tem distribuicao discreta, o modelo do risco coletivo
(cf. (5.1)) pode ser facilmente deduzido de forma recursiva usando as expressoes
(5.9), (5.19) e (5.20) deduzidas nos Teoremas 5.2, 5.3 € 5.4, e que correspondem
aos casos em que o nimero de parcelas do modelo tem uma distribuicao da classe
(a,b,0), (a,b,1) ou, mais geralmente, (a,b, m), m € N, respetivamente. Quando
a v.a. X tem uma distribuicao absolutamente continua, tal ja nao acontece dada a
complexidade das expressoes encontradas para a f.d.p. de S (¢f. (5.22) e (5.35)),
nos casos em que o nimero de parcelas do modelo do risco coletivo tem uma
distribui¢ao da classe (a, b, 1) ou, mais geralmente, (a,b, m), com m € N. Por tal

facto, apresentaremos nas subseccoes 5.3.1 e 5.3.2 dois métodos de discretizacao.
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5.2.3 Generalizacao a distribuicoes para além da classe
(a,b,m), m € N

N
Consideremos novamente o modelo do risco coletivo (5.1) S = > X;, onde,
i=1

recorde-se, X; < X, Vie N e N, X;, Xy, ...sa0 v.a.’s independentes.

E possivel estender o método recursivo, usado na determinacio da f.m.p.
de S, a v.a’s N cujas distribui¢oes nao pertencem a classe (a,b,m), m € N,
considerando que o nimero de indemnizagoes a pagar, N, é ele proprio resultado
de uma soma aleatéria de v.a.’s com distribuicao comum pertencente a classe
(a,b,m), tendo o numero de parcelas também uma distribui¢do pertencente a
uma classe (a,b,m*) (m,m* € N) .

Consideremos entdo NV e N v.a’s com distribuicdes membros da classe

2)

(a,b,m) e (a,b,m*), com parametros a('), b e a®, b respetivamente, e

2 ~ cog e
Ni( )} uma sucessio de v.a.’s i.i.d., independentes de NV, com distribuicao
€Ny
comum igual & distribuicdo de N®). Se usarmos como variavel de contagem do
N@) )
nimero de indemnizagoes a v.a. N = > Ni( )
i=1

temos

PN:P10P2

Ps (2) = Py [Px (2)]

de onde resulta
Ps(z) = P {P:[Px (2)]}.

N(©@)
Ora, P, [Px (z)] ¢ afig.p. de Sy = > X; e afmp. de Sy é dada por (5.20)
i=1
coma=a?,b=0b2 e N=NO,
Aplicando novamente o Teorema 5.4, tomando X % Sy, a = a®, b = bV,

N
N = NW, obtemos finalmente a f.m.p. de S = Y Xj.

=1
E possivel também encontrar féormulas recursivas para a distribuicao do risco
coletivo para algumas situacoes particulares das extensoes definidas na seccao

4.4. Tais formulas podem ser encontradas, e.g., em [44], [49], [51] e [32].
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5.3 Construcao de distribuicoes aritméticas

Como referimos acima, o céalculo das probabilidades associadas a S (¢f. (5.1))
quando X é uma v.a. absolutamente continua é complexo. Uma aproximagao
possivel ¢ a substituicao da v.a. X por uma v.a. discreta que lhe seja proxima.
A discretizacao da distribuicao de X leva a criacdo de uma v.a. discreta com su-
porte contido no conjunto N. Por tal facto, designaremos tal distribuicao como
“distribuicao aritmética”. Aquando da discretizacao de uma distribuicao conti-
nua, importa manter o maior nimero de propriedades da distribuicao continua
original. Klugman et al. (¢f. [35]) apresentam dois métodos para a discretizagdo
de uma distribuicao continua, mista ou discreta nao-aritmética: o método de

arredondamento e o método de emparelhamento local de momentos.

5.3.1 Meétodo de arredondamento

Sejam X uma v.a. ndo negativa, com funcao de distribui¢ao Fx, h >0e j € N.
No método de arredondamento, as probabilidades da variavel discretizada, Xy,
resultam da concentracao em cada ponto positivo j da probabilidade de X estar
no intervalo centrado em jh e de amplitude h. Simbolicamente, a f.m.p. de X, é

definida por

P (8), j=0

5.40
Fx (jh+5%) —Fx (jh—1%), jeN (5.40)

Pf(Xde)z{

Exemplo 5.8 Consideremos X —~ Exponencial (\), (A > 0), e h > 0. Temos

1—e?
—)\(jh—

: J=0

) (1—e?), jeN; (5.41)

[T T

e

PT(XdZJ')Z{

Na Figura 5.1 apresentamos os grdficos de X e de X4 quando N =h = 1.

5.3.2 Meétodo de emparelhamento local de momentos

Neste método, a distribuicdao aritmética é construida de forma a que os seus
primeiros p € N; momentos coincidam com os primeiros p momentos da distri-
buicao original. Seja X; a v.a. que resulta da discretizacao de X, variavel que
supomos ser nao negativa (Pr (X > 0) = 1), e consideremos a seguinte sucessao

crescente de nimeros reais nao negativos

$0,$0+h,$0+2h, . ,$0+ph,$1+h,$1+2h, . ,$1+ph, . ,l‘k—i—jh, ey (542)
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1.0
1

08

0.6
1

Variavel continua (X)
m Variavel discretizada (X 4)

0.4
1

f.d.p. de X e fm.p. de X4

0.2

0.0
1

Figura 5.1: Representacdo da f.d.p. de uma v.a. X —~ FEzponencial (1) e da
f.m.p. da sua discretizagao pelo método do arredondamento com h = 1.

considerando xy = x,_1 + ph, j € {1,...,p}, h > 0e k € N. A cada ponto

xr + jh, j € {0,...,p}, associemos o valor
[ 270
mf+mgt, sej=p
de tal forma que
» Tp+ph
(zx + jh)" m? = / 2" fx (x) dx, (5.43)
Jj=0 e

comr=20,1,2,...,pek=0,1,...
Quando xg = 0 e h = 1, a distribuicao discretizada tem as seguintes proba-
bilidades:

Pr(Xy=0)=m), Pr(Xy=1)=m?, Pr(Xy=2)=m), ...,

Pr (X, =p) :m2+m(1), Pr(X;=p+1)=m,Pr(X;=p+2)=myg, ...,
(5.44)
Somando as expressoes dadas por (5.43), para k = 0,1,..., com zy = 0,
verifica-se que os primeiros p momentos sao preservados e que a soma das pro-
babilidades é 1. A solucao do sistema de equages dado em (5.43) é apresentada

no teorema seguinte:
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Teorema 5.9 A solucao de (5.43) € dada por

xk+php "
i T — Tk — 1 ,
= _ d =0,1,...,p. 5.45
m] / le (]—Z)h fX(x) T, J 07 ) Y ( )
Th i)

Demonstracao: A formula de Lagrange (cf. |35] e [20]) para o ajustamento
de um polinémio f de ordem n nos pontos (vo, f (Y0)) .-, (Yn, f (yn)) €

f<x>=zf<yj>H;‘_yyf.
o

Aplicando esta formula ao polinomio f(z) = 2" de forma a que este passe

pelos pontos zy, xx + h, ..., xx + ph e respetivas imagens, temos
P Pox— T, — 1h
=3 (o gy [ 0,
g s U—1h
i)

Integrando no intervalo [z, x; + ph) temos

T +ph p

[ @yde =Y ot iy

% 5=0

onde m¥ ¢ dado por (5.45). =
Panjer e Lutek [43] fizeram algumas experiéncias e concluiram que o em-
parelhamento de mais do que um momento, além de ser mais custoso, a nivel
computacional, pode levar ao aparecimento de probabilidades negativas, pelo que
restringimos o nosso estudo ao emparelhamento apenas do primeiro momento.
Seguidamente, concretizamos as expressoes no caso em que igualamos o pri-
meiro momento da distribuicao discretizada ao primeiro momento de X. Come-

camos por mostrar um resultado auxiliar:

Lema 5.10 Se X € uma v.a. absolutamente continua nao negativa, com f.d.p.
fx e h >0, entao

/o zfx (x)de = E[min (X, h)] — [1 — Fx (h)] h. (5.46)
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Demonstracao: Seja h > 0. De

X, X
Y =min(X,h) = 7 <h
h, X>h
temos
Pr(Y<y) "E" Pr(Y <y|X <h)Pr(X <h)+Pr(Y <y|X >h)Pr(X >h)
= Pr(X <y[X <h)Fx(h)+Pr(h<ylX >h)[l - Fx(h)

(5.47)
Quando h <y, de (5.47), tem-se que

Pr(Y <y) = 1xFx(h)+1x[l—Fx(h)]
= 1

Quando h > y, de (5.47), obtém-se que

Pr( X <yAX <h)

Pr(Y <y) = Pr (X < 1) Fx (h)+0
Pr(X <y)
= Pr(X<h)XPr(X<h)

= Pr(X <y)=Fx(y).
Resumindo,

1, sey>h

Fy(y)ZPr(YSy)Z{ Fy(y). sey<h

A fungio Fy ¢ continua em R\ {h}'. No ponto &, a fungio tem um salto de
amplitude a = 1 — Fx (h). Consequentemente, é possivel escrever Y da seguinte
forma

Y = Fx (h)X1+[1—FX (h)]XQ,

onde X; é uma v.a. absolutamente continua com f.d.p.

fx(z
fx <x>:{ Rty sewe(0.h)
1

0, caso contrario

ISe sup Sx < h, entdo Fy é continua também no ponto h.
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e Xy = h. O valor esperado de Y = min(X, h) é

E(Y) — E(FX (h) X1 + [1 — Fy (h)]X2>
= Fx(h)E(X1)+[1—Fx (h)] E(X>)

+oo
= B | xl{;i((?)dxnt[l—FX(h)]h

— /0 rfx (x)dr +[1 — Fx (h)| h

e, consequentemente,

/hxfx(x)dx:E[min(X,h)] —[1 = Fx (h)]h, Vh > 0.

Quando p = 1, o suporte da v.a. discretizada X, fica reduzido & sucessao

x = kh, k € N, com probabilidades respetivas, considerando (5.44)

0 ,,0 11 2 2 3
mg, My + My, My + Mg, My +mg, ...

Tomando 7 =0 e k = 0, obtemos

Pr(X,—0) — mo545)/Hx5f01_ v (@) da
z;ﬁO

hh— g
hhfx(x)dx:/o hh fx (x)dx

i /0: x__ h
| e [Carc@an

D ey - [ (M)

= 1-F (W) . (5.48)

Quando k > 1, obtemos
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g (5.45) /(k+1)h x—kh—h
kh —h

fx (z)dz

(k+1)h (k+1)h
- _l/k " a;fX(x)dx+(k+1)/ " fx (z)dz

h Jen kh

1 (k+1)h kh
= — dr — d
h(/o xfx (x)dx /0 xfx (x) :)3)—1—

+ (k+1){Fx [(k+1)h] — Fx (kh)}
4 —%E{min (X, (k+ 1) R} + (k+1) {1 — Fx[(k+1)h]} +

+%E fmin (X, kh)] — & [1 — Py (k)] +
4 (k4 1) {Fx [(k + 1) ] — Fy (kh)}
_ %E fmin (X, kh)] — %E {min [X, (k+ 1) h]} + 1 — Fx (kh).
(5.49)

2. Se j=1,
(k+Dh . kh
5.45 xXr
m¥ (5.45) / - fx (x)dx
kh
1 [+DA (k+1)h
- i) @k @

1 (k+1)h kh
- - dr — de | —
; (/0 rfx (x)dx /0 rfx (x) x)

—k [Fx ((k+1) h) — Fx (kh)]

4 %E[min (X, (k + 1) )] = (k + 1) [1 = Fy ((k+ 1) h)] —
—%E fmin (X, k)] + k [1 — Fy (kh)]
—k[Fx (k+1)h) — Fx (kh)]

_ %E min (X, (k + 1) h)] — %E fmin (X, k)] — 1+
FF((k+1)h). (5.50)
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Somando mF~! e mk, para k= 1,2, ..., temos que (¢f (5.49) e (5.50
1 0

Pr(X,=4k) = mlt+mk
_ %E fmin (X, kh)] — %E {min [X, (k= 1) h]} — 1+ Fx (kh) +
+%E fmin (X, kh)] — %E {min [X, (k + 1) A} + 1 — Fx (kh)
_ %<2E fmin (X, kh)] — B {min [X, (k — 1) A]} —
—E{min[X, (k + 1) h]}).
(5.51)

Exemplo 5.11 Consideremos X —~ Exponencial (\), (A > 0), e h > 0. Temos

E[min (X, )] 2 /0 ofx (@) dz + [1 — Fy (h)] A

h
- / whe e+ [1— (1— e ™) h
0

1 —e M (1+Ah)

— X + 6—/\hh
1—e M —e M (Xh) + e M (AR)
N A

1—e M

= T (5.52)

Portanto,
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e
. 1
Pr(X,=k) "2 - <2E min (X, kh)] — E {min [X, (k — 1) h]} —
—E{min[X, (k+ 1) ]} )
(5.52)

1 5 1 — e kb 1 — e~ AME=Dh 1 — e—Ak+Dh
E[(T)_< A )‘( — )}
1
| — 9 Ak o~ ME=1)h —|—e’“k+1)h}

il

e~ Ak+1)h (_1 + e’\h)2

Ah

Na Figura 5.2 apresentamos os grdficos de X e de Xy quando A = h = 1.

f.d.p. de X e f.m.p. de X4
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

= Variavel continua (X)
m Variavel discretizada (X )

Figura 5.2: Representacdo da f.d.p. de uma v.a. X —~ Exponencial (1) e da
f.m.p. da sua discretizacao pelo método do emparelhamento local de momentos

com h = 1.



Capitulo 6

O modelo do risco coletivo nos

programas Mathematica e R

Neste capitulo serao colocados em pratica alguns conceitos definidos e resulta-
dos demonstrados no capitulo anterior no que concerne a modelacao do risco
coletivo. Para a implementacao das formulas e consequente resolucao dos exem-
plos seguintes serao utilizados dois programas: o programa Mathematica e o
programa R.

A escolha dos programas acima referidos prende-se com o facil manuseamento
dos mesmos e com algumas caracteristicas que estes possuem. No caso do pro-
grama Mathematica, este inclui ja uma biblioteca onde podem ser encontradas
muitas fungoes estatisticas pré-definidas (além de ser de livre acesso para os alu-
nos da Universidade da Madeira). No caso do programa R, que é de utilizagao
gratuita, foram ja desenvolvidas bibliotecas especificas para a area do atuariado
e, em particular, para a area da modelacao do risco coletivo, nomeadamente,
a biblioteca actuar (cf. [13]), que utilizaremos na secgao seguinte. A utiliza¢ao
destes dois programas permite-nos comparar os resultados fornecidos no pro-
grama Mathematica obtidos através de formulas e funcoes criadas de raiz com
os resultados dados pela biblioteca actuar do programa R.

No programa Mathematica serao criadas as fungoes necessarias para a reso-
lugao dos exemplos, tendo em conta os pressupostos tedricos dados no capitulo
anterior.

Ja no programa R, serd utilizada exclusivamente a biblioteca actuar para
a apresentacao dos exemplos. Este implementa alguns conceitos importantes

anteriormente referidos, nomeadamente o calculo das indemnizacoes agregadas,

79
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a construcao de distribuigoes aritméticas, entre outros conceitos nao aborda-
dos nesta dissertacao. Uma das criticas a apontar a esta biblioteca aquando do
calculo das indemnizacoes agregadas é o ntmero limitado de distribuicoes dis-
poniveis na modelacao do niimero de indemnizagoes ocorridas nesse periodo, N,
sendo possivel apenas considerar as distribui¢oes binomial, de Poisson, binomial
negativa (e o caso particular da geométrica) e logaritmica.

A modelacao dos valores das indemnizacoes pagas, X, sera feita tendo em
conta a base de dados AutoClaims que faz parte da biblioteca insuranceData do
programa R (cf. [12]). A base de dados AutoClaims inclui o nimero e o valor das
indemnizacoes pagas por uma seguradora do centro-oeste dos Estados Unidos da
América, durante um ano, a segurados com veiculos ligeiros de passageiros tendo
em conta o estado de origem, o género, a idade, e a classe de risco do segurado
(que depende da idade, do sexo e do estado civil do mesmo e do uso do veiculo)
(cf. [19], p. 16). Esta base de dados sera utilizada nos exemplos das sec¢oes
6.1 e 6.2 como modelo para a distribuicao de X. Na seccao 6.3, exemplifica-
remos a utilizagao da biblioteca actuar na discretizacao de v.a.’s usando como

distribuicao de X a resultante da discretizacao de uma v.a. exponencial.

6.1 Exemplo 1

Comegamos por tomar como modelo para o nimero de indemnizagoes a distri-
buigao de Poisson (10), que é um membro da classe (a, b, 0).

No programa Mathematica tal atribuigao foi feita de acordo com os comandos
apresentados na Figura 6.1. A f.m.p. da distribuicao de Poisson (la) é dada no
programa Mathematica por PDF[PoissonDistributionfla/,k] (neste caso, la =
10), com k = 0,1,2,..., tendo sido inserida como uma fun¢ao que depende
de la e de k. A f.g.p. da distribuicao de Poisson foi introduzida no programa
Mathematica como fungdo que depende de la e de z, |z| < 1, de acordo com a

expressao obtida em (3.4).

[11= pk = Function[{la, k}, PDF[PoissonDistribution[la], k]]:
fgp 1= Function[{la, =z}, Bxp[lax(z-1)]]:

Figura 6.1: Comandos no programa Mathematica que definem a f.m.p. e a f.g.p.
da v.a. N —~ Poisson (la).
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Tal como referido anteriormente, a modelacao dos valores das indemnizacoes
pagas, i.e., da v.a. X, serd feita tendo em conta a base de dados AutoClaims. A
amostra constante no ficheiro AutoClaims.zlsz tem dimensao 6773 e varia entre
os valores 0 e 60000 (dolares), tendo sido agrupada em 12 classes, onde cada
classe tem uma amplitude de 5000 délares. O vetor X0 (cf. Figura 6.2) regista
as probabilidades associadas a cada uma dessas classes, sendo a f.m.p. de X

definida pela func¢ao “X”, que depende de k (¢f. Figura 6.2).

6262 385 a7 21 11 4 1 2
‘[_:_:_:_:_:_:_:anroror_}'

6773 6773 6773 6773 6773 6773 6773 6773
¥ = Function[k, If[And[k >0, k < 13], X0[[k]], 011:

Figura 6.2: Comandos no programa Mathematica que geram a f.m.p. de X.

Finalmente, tendo a distribuicao de N e de X, é possivel definir a distribui¢ao
do modelo coletivo, S. No programa Mathematica, a distribuicao de S é obtida
pelos comandos presentes na Figura 6.3, tendo sido definida a distribuicao do
modelo do risco coletivo, S, como uma funcao que depende de k, com la = 10
(cf. (5.9)). Atendendo a recursividade existente no célculo dos valores Pr (S = k)
(k=0,1,2,...) optou-se por usar na definicdo de S o comando que cria fun¢oes
que “recordam” todos os valores previamente calculados (S [z_]). Os valores de a
e de b presentes na expressao (5.9) foram diretamente substituidos na expressao

de acordo com a Tabela 4.1, i.e., a =0 e b = la.

InfEl= la = 10; S[k ] := S[k] = Sum[({lawi) /k) «X[i] »S[k- 1], {i, 1, Min[k, 12]}];
5[0] = fgp[la, X[0]]:

Figura 6.3: Comandos no programa Mathematica que definem a f.m.p. do modelo
do risco coletivo, S, quando N —~ Poisson (10).

A representacao grafica da f.m.p. do modelo do risco coletivo quando
N ~ Poisson (10), Pr(S = k), para k = 0,1,...,27, e os comandos do pro-
grama Mathematica que lhe deram origem sao apresentados na Figura 6.4.

Para complementar a informacao dada pela Figura 6.4, apresentamos na
Figura 6.5 os comandos do programa Mathematica que originaram as probabi-
lidades, Pr (S = k), e as probabilidades acumuladas, Pr (S < k), do modelo do
risco coletivo, S, quando N —~ Poisson (10) e k =0,1,...,27.
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n[7:= DiscretePlot[5[k], {&, O, 27}, ExtentSize -+ 0.25, PlotRange -+ {0, 0.12},
ColorFunction + Function[k, Black], FillingStyle + Directive[Opacity[1], Black] ,
ExtentMarkers -+ Hone, Frame » [True, True, True, True}, PlotStyle - Opacity [0],
Framelabel » {"kE (unidade: 50005)", "Pr(5=k)"}, ImageSize + 400,

LabkelStyle » Divective [Medium] ]
012 T T T T T
nanf ]
onzk y
T oosl ]
outlTl A
onaf ]
oozf | ]
0.0o L. w I | | I I | I L
a 5 10 15 20 25
k (unidade: 50008)

Figura 6.4: Representacao da f.m.p. do modelo do risco coletivo, S, quando
N ~ Poisson (10) e comandos que estdao na sua origem no programa Mathema-
tica.

nizi= Prob = Table[N[5[k]], {k, 0, 27}]
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In[#):= ProbAcum = Table [N[Sum[Prob[[k]], {k, 1, 1 +1}]1, {i, 0, 27}]

oufs= [0.0000453999, 0.000465147, 0.00243134, 0.00865576, 0.0236434, 0.0529352,
01358, 0.171031, 0.26015, 0.363139, 0.472073, 0.578649, 0.675951,

.75947, 0.827304, 0.879735, 0.9185, 0.94605, 0.964963, 0.977573, 0.985782,

.991034, 0.994357, 0.996449, 0.997765, 0.998595, 0.99912, 0.999451]

[ =)
=

=]

Figura 6.5:  Probabilidades, Pr(S =k), e probabilidades acumuladas,
Pr (S < k), do modelo do risco coletivo, S, quando
N —~ Poisson (10) e k= 0,1, ..., 27.

Das Figuras 6.4 e 6.5, conclui-se, por exemplo, que o valor que a seguradora
paga anualmente esta entre 45000 e 50000 doélares com uma probabilidade de
0.11, aproximadamente, e que em mais de 90% dos casos, a seguradora paga um
total de indemnizacoes inferior ou igual a 80000 doélares.

No programa R, a primeira coisa a fazer é criar um vetor (neste caso, desig-
nado por fx) com as probabilidades de os valores das indemnizacoes pertencerem

a cada uma das 12 classes anteriormente referidas. Atendendo ao facto do pro-
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grama R associar ao vetor fx das probabilidades uma v.a. discreta X com um
suporte que tem como ponto inicial X = 0, foi necessario antepor o valor zero
ao vetor (1,2,...,12). Seguidamente, é necessario chamar a biblioteca actuar
para o ambiente de trabalho do programa R com o comando “require(actuar)”.
Finalmente, utilizamos a funcao aggregateDist da biblioteca actuar para definir
a distribuicao do modelo do risco coletivo, a qual serda designada de F's. Todos

os comandos sao apresentados na Figura 6.6.

fx<-c(0,6262/6773, 385/6773, 87/6773, 21/6773, 11/6773, 4/6773, 1/6773,
o, 0, 0, 0, 2/6773)

F= «<- aggregatelist (method="recursive", model.freq = "poisson”™,
model.sev = fx, lambda = 10, xX.scale = 1)

Figura 6.6: Comandos no programa R que permitem a criacao do modelo do
risco coletivo, S, quando N —~ Poisson (10).

Na funcdo aggregateDist existem varios parametros cujo preenchimento é
obrigatério. Assim, em method temos de colocar recursive dado que estamos
a considerar o método recursivo; em model.freq colocamos a distribuicao de N
que, neste caso, ¢ Poisson; em modelo.sev colocamos a distribuicao de X que
¢ representada pelo vetor fr que contém as probabilidades de os valores das
indemnizacoes pertencerem a cada classe; em lambda, usamos o valor 10 que
tem sido utilizado nos exemplos desta dissertagao, i.e., a distribuicao de N é
Poisson (10); e, finalmente, em z.scale colocamos a unidade monetéria que sera
1, correspondendo cada unidade a 5000 dolares.

A Figura 6.7 apresenta as probabilidades acumuladas do modelo do risco
coletivo, S, e a Figura 6.8 contém os comandos que permitem obter o grafico da

funcao de distribuicao de S, e a representacao da referida fungao de distribuigao.

k<-c(0:27)
table (round (F= (k) ,digits = &))

.5e-05 0.000465 0.002431 0.008656 0.023643 0.052935 0.101358 0.171031
.26015 0.363139 0.472073 0.578649 0.675951 0.75947 0.827304 0.879735
L9185 0.94605 0.964963 0.8977573 0.985782 0.991034 0.994357 0.996449
. 9897765 0.998585 0.95%12 0.9938451

= T s I Y Y

Figura 6.7:  Valores de Pr(S<k), com k£ = 0,1,..,27, quando
N ~ Poisson (10).
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plot (F=,xlab="k (unidade: 5000%)",ylab=expression("Pr(5"<="k)"))
Aggregate Claim Amount Distribution
Recursive method approximation
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Figura 6.8: Representacao da funcao de distribuigao do modelo do risco coletivo,
S, quando N —~ Poisson (10) e comandos que estao na sua origem no programa
R.

Utilizando a distribui¢do de Poisson(10) como modelo para o niimero de
indemnizacoes e tendo o modelo do valor das indemnizacoes sido construido a
partir dos valores da base de dados AutoClaims, verificamos que os resultados
obtidos, quer no programa Mathematica, quer no programa R, coincidem (cf.,

e.g., Figuras 6.5 e 6.7).

6.2 Exemplo 2

Neste exemplo serao tidos em conta alguns procedimentos e justificacoes ja apre-
sentados no exemplo anterior, pelo que serao agora omitidos. Novamente, come-
camos por definir o modelo para o nimero de indemnizacoes. Neste exemplo,
consideramos a distribui¢ao Log(0.2), que ¢ um membro da classe (a,b,1).

No programa Mathematica, a f.m.p. da distribuicdo Log (p), definida na ex-
pressdo (4.13), ¢ dada por PDF[LogSeriesDistribution/1-p],k] (neste caso, p =

0.2), com k = 0,1,2,..., sendo, portanto, apresentada como uma fungio que
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depende de p e de k. A f.g.p. da distribuicdo Log foi definida no programa
Mathematica como uma func¢ao que depende de p e de z, |z| < 1, tendo em conta
a expressao (4.14). A Figura 6.9 mostra os comandos necessarios para criar as

fungoes da f.m.p. e da f.g.p. da distribui¢do Log (p) no programa Mathematica.

[1]= pk := Function[{p, k}, PDF[LogSeriesDistribution[l - p], k]]:
fogp := Function[{p, z}, (Log[-(1-p)w»z+1])/ (Log[p])]:

Figura 6.9: Comandos no programa Mathematica que definem a f.m.p. e a f.g.p.
da v.a. N —~ Log (p).

Tal como no exemplo anterior, a modelacao da v.a. X seré feita tendo em
conta a base de dados AutoClaims (cf. Figura 6.2).

Com as distribuicoes de N e de X, pode-se, por fim, definir a distribuicao
do modelo do risco coletivo, S. No programa Mathematica, a f.m.p. de S é dada
pelos comandos apresentados na Figura 6.10, sendo a mesma definida como
uma func¢ao dependente de k, com p = 0.2 (¢f. (5.19)). Aqui também foram
substituidos diretamente os valores de a e de b presentes na expressao (5.19) por

1 —pe —(1—p), respetivamente (cf. Tabela 4.2).

fEk= p=0.2; 8[k ] :=5[k] =Sum[((1-p) - ((1-p)wi) /%) »H[i] wS[k-1],
{i,1, Min[k, 12]}] +X[k] = (pE[p, 1]):
5[0] = fgp[p, X[0]]:

Figura 6.10: Comandos no programa Mathematica que definem a f.m.p. do mo-
delo do risco coletivo, S, quando N —~ Log (0.2).

A representacao grafica da f.m.p. de S quando N —~ Log (0.2), Pr(S = k),
para k=0,1,...,15, e os comandos do programa Mathematica que permitem a
sua execucao sao mostrados na Figura 6.11.

Tal como no exemplo anterior, apresentamos as probabilidades, Pr (S = k),
e as probabilidades acumuladas, Pr (S < k), do modelo do risco coletivo, S,
quando N —~ Log(0.2) e k = 0,1,...,15 e os comandos que as geraram (cf.
Figura 6.12).

A analise das Figuras 6.11 e 6.12 permite-nos concluir, por exemplo, que o
valor pago anualmente pela seguradora é inferior ou igual a 5000 délares com

uma probabilidade de 0.45, aproximadamente, e que, na grande maioria dos casos



86 6. O modelo do risco coletivo nos programas Mathematica e R

In[7}= DiscretePlot[5[k], {&, O, 15}, ExtentSize -+ 0.25, PlotRange -+ {0, 0.3}, ColorFunction - Function[k,
Black], FillingStyle -+ Directive [Opacity[1l], Black], ExtentMarkers -+ Hone, Frame -+ {True, True,
True, True}, PlotStyle » Opacity[0], Framelabel -+ {"k (unidade: 50005)", "Pri(s=E)"},
ImageSize —+ 400, LakelStyle »+ Directive[Medium]]
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Figura 6.11: Representacao da f.m.p. do modelo do risco coletivo, S, quando
N —~ Log (0.2) e comandos que estdo na sua origem no programa Mathematica.

In[g}:= Prob = Table[N[S[k]], {&, 0, 13}]

Suts= [0., 0.459566, 0.65777
0.952526, 0.964035, 0.

Figura 6.12:  Probabilidades, Pr(S =k), e probabilidades acumuladas,
Pr(S < k), do modelo do risco coletivo, S, quando N —~ Log(0.2) e k =
0,1,..,15.

(99%, aproximadamente), a seguradora paga um total de indemnizagoes inferior

ou igual a 70000 dolares.

No programa R criamos o vetor fx, chamamos a biblioteca actuar para o
ambiente de trabalho do mesmo e definimos a distribuicao do modelo do risco
coletivo, S, através da fungao aggregateDist, a qual nomeamos de F's (¢f. Figura
6.13). As diferencas existentes na fungao aggregateDist comparativamente com
o exemplo anterior é que agora em model.freq temos “logarithmic”; em vez de
lambda = 10, temos prob = 0.2; e uma vez que model.freq="logarithmic”, é neces-
sario acrescentar um novo parametro, p0, que é o valor arbitrario de Pr (N = 0)
(neste caso, p0 = 0, pois Pr(N = 0) = 0, quando N —~ Log (p)). A atribuigao de

um valor positivo a p0 resultaria numa distribuicao logaritmica modificada em
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zero (cf., e.g., (2.21)). Os restantes parametros mantém-se inalterados, quando

comparados com o exemplo anterior.

fx<—c (0, 6262/6773, 385/6773, 87/6773, 21/6773, 11/6773, 4/6773, 1/6773,
o, 0, 0, 0, 2/6773)

F= «<- aggregatelist (method="recursive", model.freq = "logarithmic",
model.=ev = £fx, prob=0.2, p0=0, X.=scale = 1)

Figura 6.13: Comandos no programa R que permitem a criacao do modelo do
risco coletivo, S, quando N —~ Log (0.2) .

Ao executar no programa R os comandos presentes na Figura 6.13, surge o
erro apresentado na Figura 6.14, impossibilitando, assim, o calculo do modelo
do risco coletivo, S no programa em causa. Uma solucao para ultrapassar este
erro na funcao aggregateDist é atribuir ao valor p0 um valor muito préximo de

0, por exemplo, p0 = 1071% (¢f. Figura 6.14).

Error in panjer (fx = model.sev, dist = distc, pl = pl, x.=scale = xX.scale,
Pr[5 = 0] is numerically egqual to 0; impossible to start the recursion

F= <- aggregatelist (method="recursive", model.freq = "logarithmic"™,
model.sev = fx, prob=0.2, p0=10"(-100), x.scale = 1)

Figura 6.14: Erro da funcao aggregateDist e apresentacao da solucao para esse
mesmo erro.

Na Figura 6.15 estao representadas as probabilidades acumuladas do modelo
do risco coletivo, S, e na Figura 6.16 apresentamos os comandos do programa R

e a representacao grafica da funcao de distribuicao de S resultante.

k<-c(0:15)
table (round (F= (k) ,digits = &) )

0 0.459566 0.657778 0.768867 0.83772 0.883342 0.914677 0.936726
0.952526 0.964035 0.972522 0.978845 0.983742 0.987443 0.99%90264 0.992427

Figura 6.15: Valores de Pr (S < k), com k =0,1,...,15, quando N —~ Log (0.2).

Tal como no exemplo anterior, verificamos que os resultados obtidos, quer no
programa, Mathematica, quer no programa R, coincidem, quando a distribuicao
de N é Log(0.2) e se considera como modelo para o valor das indemnizacoes o

referido no Exemplo 6.1 (c¢f., e.g., Figuras 6.12 e 6.15).
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plot (Fs,xlab="k (unidade: 3000%)",vlab=expression("Br(3"<="k)"))
Aggregate Claim Amount Distribution
Recursive method approximation
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Figura 6.16: Representagao da funcao de distribuicao do modelo do risco coletivo,
S, quando N —~ Log (0.2) e comandos que estdo na sua origem no programa R.

6.3 Exemplo 3

Neste ultimo exemplo, utilizamos como modelo para a distribuicao de N a dis-
tribui¢do Binomial (10,0.5), que é um membro da classe (a, b,0). No programa
Mathematica, a fm.p. da distribuicdo Binomial (m,p) ¢é dada por
PDF[BinomialDistribution/m,p/,k] (neste caso, m = 10 e p = 0.5), com k =
0,1,2,..., tendo sido inserida como uma fun¢ao que depende de m, p e k (cf. Fi-
gura 6.17). Ja a f.g.p. da distribui¢do Binomial foi implementada no programa
Mathematica também como uma funcao dependente de m, p e z, |z| < 1, tendo

em conta a expressdo definida em (3.2) (¢f. Figura 6.17).

[11= pk := Function[{m, p, k}, PDF[BinomialDistribution[m, pl, k11:
fgp 1= Function[{m, p, z}, (1-p+pxz)*mn]:

Figura 6.17: Comandos no programa Mathematica que definem a f.m.p. e a f.g.p.
da v.a. N —~ Binomial (m, p).
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Tal como anunciado previamente, a modelacao da v.a. X sera realizada atra-
vés da distribuicao resultante da discretizagao da distribuicao Exponencial(1).
Para obter a distribuicao da v.a. X, primeiro é necesséario definir a funcao de
distribuicao cumulativa da distribuicao Exponencial que no programa Mathe-
matica ¢ dada por CDF[ExponentialDistributionfla/,k] (neste caso, la = 1),
com k = 0,1,2,... Definimos entao a funcao de distribuicdo cumulativa da
Exponencial como uma funcao que depende de la e de k e que designamos
por pXO0 (cf. Figura 6.18). Para discretizar a distribui¢do Fxponencial é utili-
zado o método do arredondamento i.e., a expressao (5.40). Consequentemente,
a v.a. X ¢ definida no programa Mathematica como uma funcao que depende

de la, h e j, com j € N, tendo em conta a expressao dada em (5.41) (¢f. Figura
6.18).

[2:= p¥0 := Function[{ls, k}, CDF [ExponentialDistribution[la], k]]:
X = Function[{la, h, j}, If[j==0, pX0[Lla, h /2], pXO[la, jwh +
(bh/2)] -pH0[la, j«b-(R/2)]]]:

Figura 6.18: Comandos no programa Mathematica que geram a f.m.p. de X.

Em linha com os exemplos anteriores, apo6s a determinacao das distribuicoes
de N e de X, determina-se a distribuicao do modelo coletivo S. No programa
Mathematica, a distribuicao de S foi definida como uma funcao que depende de
k, com m =10, p =05 ¢ h =la =1 (¢f. (5.9)), tendo os valores de a e de b
sido substituidos na funcao por p% e 2mtl)

- i, respetivamente (cf. Figura 6.19 e
Tabela 4.1).

Inff=m=10; p=0.5:h=1;1la=1:;
Sk ] :=5[k] = (Sum[((p/(p-1)) + (({Px{m+1))/(1-p))*1) /K)x
X[la, h, 1]»S8[k-1], {1, 1, E}1) /(1 - (p/ (p-1)) xX[1la, h, 0]):
5[0] = fop[m, p, X[1la, b, 0]]:

Figura 6.19: Comandos no programa Mathematica que definem a f.m.p. do mo-
delo do risco coletivo, S, quando N —~ Binomial (10,0.5).

A representacao grafica da f.m.p. de S quando N —~ Binomial (10,0.5),
Pr(S =k), parak =0,1,...,17, e os comandos do programa Mathematica que
lhe deram origem sao apresentados na Figura 6.20.

Apresentamos também os comandos do programa Mathematica que origina-
ram as probabilidades, Pr (S = k), e as probabilidades acumuladas, Pr (S < k),
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do modelo do risco coletivo, S, quando N —~ Binomial (10,0.5) ek =0,1,...,17,
e as respetivas probabilidades geradas (cf. Figura 6.21).

njg= DiscretePlot[S[E], {&, 0, 17}, ExtentSize - 0.25, PlotRange -+ {0, 0.2}, ColorFunction - Function([k,
Black], FillingStyle —» Divective[Opacity[1] , Black] , ExtentMarkers -+ None, Frame -+ {Trus, True,
True, True}, PlotStyle » Opacity[0], Framelabel - {"k (unidade: 5000%5)", "Pr(S=k)"},
ImageSize - 400, LabelStyle - Directive[Medium] ]
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Figura 6.20: Representacao da f.m.p. do modelo do risco coletivo, S, quando
N ~ Binomial (10,0.5) e comandos que estdo na sua origem no programa
Mathematica.

Infz= Prob = Table[N[S[x]], {k, 0, 17}]

outlsl= [0.0269572, 0.0741702, 0.115118, 0.144583, 0.147781,
0.13281, 0.10852, 0.0822639, 0.0586716, 0.0397761, 0.0258322, 0.01461481,
0.00979938, 0.00577382, 0.00331773, 0.00186417, 0.00102653, 0.000555048]

In[101= ProbAcum = Table [N[Sum[Prob[[k]], {k, 1, 1+1}]11, {i, 0, 17}]

oufiti= [0.0269572, 0.101127, 0.2
7

20248, 0.365229, 0.51301, 0.64582, 0.754341, 0.836604, 0.895274,
0.935052, 0.960284, 0,977 g

2 i}
2 0
63852, 0.992626, 0.995943, 0.997808, 0.992834,

(=]
o
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Figura 6.21:  Probabilidades, Pr(S =k), e probabilidades acumuladas,
Pr (S < k), do modelo do risco coletivo, S, quando
N —~ Binomial (10,0.5) e k =0,1,...,17.

Das Figuras 6.20 e 6.21, conclui-se, por exemplo, que a probabilidade de a
seguradora pagar anualmente um valor entre 15000 e 20000 doélares ¢, aproxima-
damente, 0.15 e que, em mais de 95% dos casos, o valor total de indemnizacoes
pago pela seguradora é inferior ou igual a 50000 dolares.

No programa R, inicialmente é preciso chamar a biblioteca actuar para o
ambiente de trabalho. A distribuicao da v.a. X, que, recordando, é a v.a. re-

sultante da discretizacao da distribuicdo Exzponencial (1), é definida pela funcao
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discretize que esti contida na biblioteca actuar, & qual se deu o nome de fzx.
A funcao discretize impoe que definamos a funcao de distribuicao cumulativa
da distribuicao Exponencial (1) (neste caso, pexp(x,1)); os limites inferiores e
superiores de k (from= 0 e to= 17, respetivamente); o valor de h (step= 1) e
o método de discretizacao, que é o método de arredondamento, estabelecido a

priori (method="“rounding”) (cf. Figura 6.22).

fx<-di=scretize (pexp(x,1l), from=0, to=17, =step=l, method="rounding™)

F= «<- aggregateDlist (method="recursive", model.freq = "binomial"™,
model.sev = fx, prob=0.5, size=10, x.scale = 1)

Figura 6.22: Comandos no programa R que permitem a criacdo do modelo do
risco coletivo, S, quando N —~ Binomial (10,0.5).

Para a implementacao da distribuicao do modelo do risco coletivo, S, usamos
a funcao aggregateDist, a qual designamos de F's. Comparando com os exemplos
anteriores, as novidades na funcao aggregateDist sao o comando
model.freqg="binomial” (uma vez que a v.a. N é uma Binomial (10,0.5)) e as
atribuicoes prob= 0.5 (valor de p) e size= 10 (valor de m) (cf. Figura 6.22).

Por fim, a Figura 6.23 mostra as probabilidades acumuladas de .S, obtidas no
programa R e a Figura 6.24 apresenta os comandos através dos quais se obtém
a representacao grafica da f.m.p. de S e a respetiva representacao grafica.

Em linha com os exemplos anteriores, utilizando como modelo para o nu-
mero de indemnizagoes a distribuigdo Binomial (10,0.5) e como modelo para o
valor das indemnizagoes a distribuicao Exponencial(1) discretizada pelo método
do arrendondamento, verifica-se que os resultados obtidos nos dois programas

(Mathematica e R) sdo iguais (cf., e.g., Figuras 6.21 e 6.23).

k<-c(0:17)
table (round (Fs (k) ,digits = &))

0.026857 0.101127 0.220246 0.365229 0.51301 0.64582
0.754341 0.836604 0.895276 0.935052 0.960884 0.977052
0.986852 0.8%92626 0.995943 0.997808 0.998834 0.999389

Figura 6.23:  Valores de Pr(S<k), com k = 0,1,..,17, quando
N ~ Binomial (10,0.5).
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plot (F=,xlab="k (unidade: 5000%)",ylab=expression ("Pr(53"<="k)"))
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Figura 6.24: Representagao da funcao de distribuicao do modelo do risco coletivo,
S, quando N —~ Binomial (10,0.5) e comandos que estdo na sua origem no
programa R.



Capitulo 7
Consideracoes finais

A elaboracao desta dissertacao teve como principal objetivo rever a temética da
modelacao do risco coletivo e, em especial, a recursao de Panjer e a sua utilizacao
na construgao do modelo do risco coletivo. Desde a sua introducao em 1981
que a recursao de Panjer tem motivado estudos e sofrido modificacoes no que
concerne ao seu campo de agao. Tém surgido extensoes a classe originalmente
apresentada por Panjer em 1981 como a classe (a,b,1), a classe (a,b,m), m €
N, e as extensoes de Schroter (cf. [49]) e de Sundt (¢f. [51]), sendo que estas
permitiram a introducao de novos membros (distribuigoes) a familia de Panjer.

Na modelacao do risco coletivo, S, foi adotado o modelo classico de assumir
que este resulta da soma de um ntmero aleatorio N de indemnizacoes, sendo o
valor de cada indemniza¢ao dado por uma variavel aleatoria X; (i =1,..., N),
variaveis estas que sao idénticas e independentes entre si, sendo também indepen-
dentes de N. O método recursivo foi adotado para a construgao da distribuigao
de S, tendo sido escrutinado segundo os varios casos de X ser uma variavel ale-
atoria discreta ou absolutamente continua e em que N ¢ uma distribuicao da
classe (a,b,0), (a,b,1) ou, mais geralmente, (a,b,m), m € N. Foram também
apresentadas duas formas de discretizar uma distribuicao caso a distribuicao de
X nao seja uma distribuicao de contagem.

A soma de variaveis aleatorias i.i.d. nao é um objeto de facil estudo, apesar
de nas areas da probabilidade e da estatistica existirem grandes resultados sobre
o comportamento limite deste tipo de somas, como o teorema limite central e a
lei dos grandes nimeros. A soma aleatoria de varidveis aleatérias i.i.d. é-o ainda
menos, e Panjer conseguiu de facto ultrapassar grande parte da dificuldade, de

uma forma engenhosa. Naturalmente, teve de assumir alguns custos, como o
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facto de ter de limitar a distribuicao de N a uma familia de distribuicoes e de a
distribuicao do risco coletivo, S, ser definida recursivamente. Felizmente, esses
custos tém sido gradualmente minimizados com a construcao de extensoes da
familia de Panjer, que conduzem ainda a uma expressao recursiva de S, e com o
desenvolvimento dos métodos numeéricos.

Finalmente, no sexto capitulo foram colocados em pratica os pressupostos
enunciados e provados nos capitulos antecedentes. Apo6s algumas pesquisas,
averiguou-se que a biblioteca actuar do programa R permite colocar em pratica
a grande maioria dos resultados desta dissertacao. O programa Mathematica foi
também utilizado, tendo-se construido neste as funcoes necessarias. Ao comparar
os resultados obtidos pelo programa Mathematica com os resultados facultados
pela biblioteca actuar do programa R, verificAmos, como seria de esperar, a
coincidéncia entre a grande maioria dos resultados obtidos quer num programa
quer noutro. A biblioteca actuar em relagdo ao programa Mathematica tem a
vantagem de ter ja o modelo recursivo pré-definido, tendo a desvantagem de ser
muito limitado no que se refere as distribuicoes passiveis de ser atribuidas ao
numero de indemnizagoes, i.e., & varidvel aleatoria V.

Com a realizacao desta dissertacao esperamos, além de informar e aprofundar
conhecimentos sobre o modelo do risco coletivo e da recursao de Panjer, ter con-
seguido construir uma obra que sirva de farol e incentivo para futuros trabalhos

nestas areas.
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