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Resumo

Esta tese subordinada ao tema Padrdes Geométricos na Azulejaria esta organizada
em trés capitulos, além dos Anexos: Grupos Discretos de Isometrias no Plano; A
Descoberta de Padrdes e Uma Breve Exploragio Didactica.

Nos Grupos Discretos de Isometrias no Plana, o objectivo € obter a classificagdo
dos subgrupos discretos do grupo das isometrias do plano. Comegamos, naturalmente,
por definir o grupo das isometrias do plano e os conceitos de transformacio ortogonal e
de grupo discreto. Esta classificagéio estd intimamente ligada a natureza do subgrupo das
translagdes que fazem parte do grupo em causa. Temos, em primeiro lugar, 0s grupos
que ndo contém translacdes, chamados grupos finitos ou grupos de rosaceas.

Estes sdo de dois tipos possiveis: grupos ciclicos, denotados por Cn e grupos
diedrais, denotados por Dn. Estes ultimos distinguem-se dos anteriores por conterem
reflexdes. Seguem-se os grupos de frisos, cujo grupo das translacdes é gerado por um s
vector. Existem, exactamente, sete classes de grupos de frisos. No caso do subgrupo das
translagdes ser gerado por dois vectores linearmente independentes, obtém-se os grupos
de padr8es. Existem, exactamente, dezassete classes de padrdes.

No capitulo dois, 4 Descoberta de Padrdes, temos a identificacio de alguns
padrdes encontrados em azulejos e calcadas, patentes em monumentos dos panoramas
regional, nacional e internacional.

No inicio do capitulo ¢ feita uma abordagem a simetria na arte isldmica e falamos
um pouco sobre Athambra, passando, posteriormente, a evolugfo do azulejo quanto a
técnica e ao seu percurso histérico em Portugal.

No capitule trés, Uma Breve Exploracdo Didéctica, propde-se uma sequéncia de
actividades, para serem resolvidas dentro ¢ fora da sala de aulas, balizadas pelos temas:
Consiruindo o Conceito de Simetria, Isometrias do Plano, Classificando e Identificando
as Simetrias do Plano e Pavimentagdes.

Na parte Anexos enconframos: um breve estudo feito sobre pavimentagdes;
algoritmos para classificacio de grupos de frisos e grupos de padrdes; tabua de
equivaléncia de notagbes para grupos de padrdes; bolsa de poligonos; bolsa de padrdes e
padrdes existentes em igrejas da Regido Auténoma da Madeira.

Palavras-chave

Padrdes Geométricos;, Subgrupos Discretos; Isometrias do Plano; Transformagdes
Ortogonais; Subgrupos Ornamentais do Plano;, Grupos de frisos; Grupos de Padrdes e
Pavimentagdes.




Abstract

This thesis, Geometric Patferns in Tiling is organized in three chapters: Discrete Groups
of Isometries of the plain; Discovering Patterns and a Brief Didactical Exploration. It
also has some annexes.

In first chapter, the aim is to get the classification of the discrete sub-groups of the
group of the isometries of the plan. We start, naturally by defining the group of the
isometries of the plan and the concepts of orthogonal transformation and discrete group.
This classification is closely related to the nature of the sub-group of translations that
are part of the group in question. Firstly, we have the groups that do not contain
translations, called finite groups or groups’ rosettes.

These are of two possible types: cyclical groups, denoted by Cn and dihedral groups,
denoted by Dn. These last ones are distinguished from the previous ones because they
contain reflections. Then we have the groups of friezes, whose group of the translations
is generated by only one alone vector. There are, exactly, seven classes of groups of
friezes. In case the sub-group of the translations is generated by two linearly
independent vectors, we have the groups of patterns. There are, exactly, seventeen
classes of patterns.

In chapter two, Discovering Patterns, we have identified some patterns found in tiles
and sidewalks, patents in monuments, and public spaces, regional, national and
international panoramas.

At the beginning of the chapter mention is made to symmetry in Islamic art and we talk
a little of Alhambra, mentioning, the evolution of the tile in what concerns the technigue
and its historical path in Portugal.

In chapter three, a Brief Didactical Exploration, we propose a sequence of activities, to
be developed inside and outside of the classroom, under the themes: Building the
Concept of Symmetry, Isometries of the Plain, Classifying and Identifying the
Symmetries of the Plain and Pavements. In the annexes e have: a brief study on
pavements; algorithms for the classification of groups of friezes and groups of patterns;
equivalence a table of notations for groups of patterns; package of polygons; existing
package of patterns and existing patterns in churches of the Region of Madeira.

Keywords:

Geometric Patterns; Discrete Sub-groups; Isometries of the Plain; Orthogonals
Transformations; Ornamental Sub-groups of the Plane; Groups of friezes; Groups of
patterns and Pavements.
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1. PREFACIO v

1. Prefacio

Este trabalho subordinado ao tema Padroes Geométricos na Azulejaria
insere-se no admbito da segunda parte do mestrado em Matematica para o
Ensino, que teve inicio no ano lectivo de 2004/2005. O tema foi proposto pelo
co-orientador — Professor Doutor José Francisco Rodrigues. Sendo esta uma
dissertacao em Matemaética para o ensino e com este tema, inevitavelmente,
tinha de ser doseada de Matematica, Azulejos e Diddctica, assim organizamos
esta tese em trés partes principais, a que cham&dmos capitulos e, que passamos
a resumir:

Capitulo 1 — Grupos Discretos de Isometrias em [R?. Sendo esta
tese na drea da matemdtica havia que preparar, pelo menos, um capitulo
onde houvesse uma forte componente matemética, aliada ao facto, é claro,
das necessdrias fundamentacoes que se impoem.

Assim neste primeiro capitulo o texto é escrito seguindo o estilo existente
na maioria dos textos mateméticos, pautado por itens declaratérios, (tipo:
teoremas, proposigoes, lemas, demonstragdes, definigoes,...), todavia sempre
surgem alguns conceitos e resultados ao longo do texto.

Para nao tornarmos o documento, no seu todo, demasiado extenso, tivemos
de tratar (infelizmente), de forma bastante breve questdes bastante complexas
e profundas, dai que ndo pudemos evitar as tradicionais (e geralmente de-
plorédveis) expressoes "é bem conhecido que...", "é fécil demonstrar que...".
No entanto, tentdmos ser criteriosos neste aspecto e sempre que tivemos duvi-
das sobre a demonstracao ser ou nao facil, procurdmos indicar um caminho
para demonstré-la ou indicar uma referéncia bibliogréfica adequada e acessivel.

Capitulo 2 — A Descoberta de Padrées. Neste capitulo abordamos a
Simetria na Arte Islamica, a Evolucao do Azulejo em Portugal, a Classificagao
dos Azulejos consoante a técnica e a Identificagao e Classificacao de Padroes.

Capitulo 3 — Uma Breve Exploracao Didéactica. Neste capitulo apre-
sentamos, uma sequéncia de exercicios, enquadrada nas seguintes categorias:
Construindo o Conceito de Simetria, Isometrias do Plano, Classificando e Iden-
tificando as Simetrias do Plano.

Criamos mais uma parte denominada Anexos. Aqui, colocdmos: um breve
estudo sobre as pavimentacoes; algoritmo para classificar frisos; algoritmos
para classificar padroes; simbolos utilizados para representar centros de ro-
tagao; tdbua de equivaléncias de notagdes para grupos de padroes (desdo-
bravel); bolsa de poligonos regulares; bolsa de padrdes (desdobrével) e padrdes
de azulejos existentes em igrejas da regiao.

Algumas fotos e materiais gréaficos, inseridos neste trabalho, foram extraidos
de livros, de jornais, postais e, outras fontes, tais como Internet. A menos
de algum lapso, que, eventualmente possa existir, mencionaremos sempre 0s
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nomes dos respectivos autores, editoras, etc. Algumas fotos, nomeadamente,
dos padroes de azulejos da Quinta Monte Palace, na Madeira, das calcadas da
regiao, e das igrejas da regiao sao da nossa autoria.

No que concerne as referéncias bibliograficas, organizdmo-las em duas cat-
egorias: Livros/revistas e Pédginas Electronicas. A primeira estd ordenada
alfabeticamente.



CAPITULO 1

GRUPOS DISCRETOS DE ISOMETRIAS EM R?

1. Introdugao

O objectivo deste capitulo é obter uma classificagao dos subgrupos discretos
do grupo das isometrias do plano euclidiano.

Veremos que as isometrias (ou movimentos rigidos) do plano euclidiano sao
de quatro tipos: translagoes, rotacgoes, reflexoes e reflexoes deslizantes. Os
dois primeiros mantém o orientacao do plano e dizem-se, por isso, movimentos
directos e os dois 1ltimos invertem a orientacao e, por isso, sao chamados
movimentos inversos. Demonstra-se que qualquer movimento rigido do plano
euclidiano se pode obter através da composicao de uma translacao seguida de
uma rotacao e de uma reflexao. Ou seja, o conjunto dos movimentos rigidos
do plano é gerado pelas translacoes, rotacgoes e reflexoes.

Dos vidrios movimentos possiveis, existem dois tipos que mantém fixa a
origem, sao eles as rotagoes de centro na origem e as reflexdes em rectas que
passam pela origem. Sao chamados de transformagoes ortogonais.

Toda a figura simétrica é composta por um motivo, digamos, a forma bésica,
que se repete mediante translacoes, rotagoes e reflexoes. Veremos que estes
movimentos dao origem aos vdrios grupos discretos de isometrias do plano
euclidiano. Estes grupos sao conhecidos por grupos ornamentais do plano eu-
clidiano e podem ser agrupados em trés categorias: Grupos Finitos, Grupos
de Frisos e Grupos de Padroes. Esta caracterizacao estd intimamente ligada
a natureza do subgrupo das translacoes que fazem parte do grupo em causa.
Nos grupos finitos nao existem translacoes. Os movimentos do plano per-
tencentes a esses grupos sao rotacoes e reflexdoes numa recta. Os grupos de
frisos caracterizam-se por conterem translacoes segundo uma tnica direccao,
rotagoes e reflexdes (em rectas de mesma direcgao ou de direcgao perpendicular
a definida pelas translagoes). Existem apenas sete (classes) de grupos de frisos.
Quanto aos grupos de padroes, caracterizam-se por conterem translagoes as-
sociadas a dois vectores do plano linearmente independentes. Uma vez que
estamos a trabalhar com subgrupos discretos do plano, podemos garantir a ex-
isténcia de vectores linearmente independentes de comprimento minimo, bem
como angulos de amplitude minima. Consideremos os vectores u e v linear-
mente independentes de cumprimento minimo. Consoante a relacao entre os

1



2 1. GRUPOS DISCRETOS DE ISOMETRIAS EM R?

comprimentos dos vectores u, v, u—v e u+v, obtemos células unitarias (paralel-
ogramos fundamentais) distintas que, por tanslagao, irao gerar redes ou malhas
distintas. Existem cinco tipos de células unitdrias. Identificaremos os centros
de rotacao de ordem méxima de uma célula que coincidem com os vértices da
referida célula e através do teorema da restricao euclidiana, também conhecido
por restri¢ao cristalogrifica, veremos que apenas existem 5 grupos de padroes
do plano euclidiano que nao contém reflexdes. Estes grupos correspondem,
como veremos, as rotagoes de angulos 7, 7/2, /3 e 27/3 e a rotagao triv-
ial 27, que corresponde & identidade. Uma vez identificada a célula unitéria,
combinando com uma das quatro rotagoes nao triviais, obtemos a classificacao
dos restantes 12 grupos de padrdes que contém isometrias inversas (reflexdes),
perfazendo um total de 17.

No final do capitulo propomos, em género de actividade, a identificacao dos
grupos discretos do plano que correspondem aos grupos de simetria das figuras
14 apresentadas. A solucao serd apresentada no capitulo trés.

2. O Plano Euclidiano

Identificamos o plano euclidiano ao conjunto IR? dos pares de nimeros reais.
Dados p = (p',p?) e v = (v?,v?), elementos de IR?, IRv designa o subespago
de IR? gerado por v, de modo que IRv = {\v : A € IR}, e a recta que passa

por p e tem direccdo IRv é, por defini¢do, o conjunto {p + Av: A € IR}. Se
D designa uma recta, designamos a sua direc¢ao por D. Duas rectas D ¢ E
sao paralelas se e s6 se D = E. Nao exclufmos a possibilidade D = F desta
definicao. Duas rectas D e E tais que D #* E sio ditas concorrentes. Em tal
caso, o conjunto D N E é nao-vazio e contém apenas um ponto. Dada uma
base B de IR? e dois vectores u e v, a matriz cujas colunas sao constituidas
pelas coordenadas de u e v na base B é designada por [u,v]p. Usaremos
repetidamente o seguinte critério para estabelecer a independéncia linear de
dois vectores: Dois vectores u, v sao linearmente independentes se e s6 se existe
uma base B tal que det|u, v|g # 0.

Em IR? introduzimos uma distancia, a distancia euclidiana, do seguinte
modo. A aplicacao @ : IR? x IR? — IR dada por

O(z,y) = 2’y + 2%y’
é simétrica, bilinear e definida positiva. Isto é, temos ®(y, z) = ®(x,y),
O(ax + b2',y) = a®(z,y) + b®(2',y)

para quaisquer a,b € IR, x,2',y € IR* e ®(x,z) > 0 para todo = # 0. Esta
forma tem, ainda, a seguinte propriedade, que usamos mais adiante:
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Teorema 1.1. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Para quaisquer z,y € IR?
tem-se

[@(z, y)I* < @z, 2)2(y, y).
DEMONSTRACAO. De facto, se A € IR, temos
O(x + Ny, x4+ \y) = ®(z,2) + 2A®(z, y) + N2 ®(y,7) > 0,
expressao que implica que a equagao de segundo grau em A
P (z,2) + 2X0(z,y) + N®(y,y) =0

tem, no mdximo, uma raiz real dupla. O seu discriminante é negativo, por-
tanto. Isto é
2
[@(z,y)]" — (z,2)P(y,y) <O,

donde o teorema O
Uma consequéncia deste resultado é que a aplicagao ||.|| : IR? — IR dada
por
|z[| = v/ ®(x, )

¢ uma norma sobre IR?. Usamo-la para definir a distancia euclidiana
d:IR?> x IR* — IR
por
d(z,y) = [lz —yll.
A forma ® é ainda usada para definir a nogdo de ortogonalidade e de an-
gulo. Dois vectores u,v € IR? sao ortogonais se ®(u,v) = 0. Duas rectas siao

ortogonais se as suas direcgoes sao geradas por vectores ortogonais.
A norma ||.|| definida acima tem, ainda, uma propriedade que nos interessa:

Teorema 1.2. Para x,y € IR? as duas assercoes seguintes sio equivalentes:
(a). Existe a € IR, o > 0, tal que = = ay;
(b). M|z +yll = [l=[] + lyl]-
DEMONSTRACAO. Primeiro, observemos que se (a) € satisfeita, entao ||z|| =
la . ||y|| = a||y||, de modo que
e +yll = (L + ) [lyll = [l + [ly]]

Reciprocamente, se ||z + y|| = ||z|| + ||y||, entdo temos, elevando ao quadrado
esta igualdade

Oz +y,z +y) = (w,x) +2v/(x,2) /2y, y) + 2y, y).
Mas, usando a bilinearidade e a simetria de ®, temos, também
O(z +y, 2 +y) =0z, 7) + 29(z,y) + 2(y,y)

de modo que ®(z,y) = \/CIJ(x, x)\/@(y, y), o que significa que o discriminante
da equacao usada na demonstracao do primeiro teorema é nulo. Isto é, existe
um real \, tal que ®(z,z) + 2\, ®(z,y) + \2®(y,y) = 0 e, portanto, temos
O(z + Ny, x + Noy) = 0, 0 que implica que = + A,y = 0. Como P(x,y) =
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(~A\oysy) = —A@(y,y) e ®(x,y) = \/P(2,2)/®(y,y) > 0, concluimos que
-\, > 0, donde o teorema O

O interesse deste resultado é que nos permite obter uma caracterizacao das
isometrias do plano euclidiano, conceito que passamos a definir.

Definig¢ao 1.1. Dizemos que uma aplicacao f : IR? — IR? é uma isometria
se e 56 se f é bijectiva e para quaisquer x,y € IR? se tem

1f (@) = FW)ll = [lz = yll-

Dados uma isometria f e trés pontos distintos dois a dois e alinhados p, ¢, r,
podemos, reordenando p, ¢, 7 se necessério for, supor que r —p = a(q — p) com
a > 0. De acordo com o segundo teorema, temos

llr=pll=1lr —qg+q—0pl=Ir—ql +|lgd—pl|

Como f é uma isometria, temos

F () = F@I = [1F(r) = F@Il + 11F(q) = FD)|

e, usando o segundo teorema, esta relacdo mostra que f(p), f(q) e f(r) sado
pontos alinhados. Uma vez que f é bijectiva, resulta que

Teorema 1.3. Uma isometria transforma rectas em rectas.

Se f ¢ uma isometria, D, D' sdo rectas e as rectas f(D) e f(D’) sdo concor-
rentes, entdao f(D) N f(D') contém um ponto r. Como r € f(D) existe p € D
tal que f(p) = r. Da mesma forma, existe ¢ € D’ tal que f(q) =r. Como f é
bijectiva, concluimos que p = ¢, o que significa que ou D = D" ou D e D’ sao
concorrentes. Assim,

Teorema 1.4. Uma isometria transforma rectas paralelas em rectas paralelas.

Este resultado tem uma consequéncia interessante. De facto, seja f uma
isometria tal que f(0) = 0 e consideremos x,y € IR? distintos, diferentes de
zero e linearmente independentes. As rectas IRx e y+ IRz sao paralelas e, da
mesma forma, as rectas IRy e v+ IRy sao paralelas. Obtemos assim um par-
alelogramo de vértices 0, z,y e z+y. De acordo com o teorema anterior, a sua
imagem serd um paralelogramo do qual 0, f(z) e f(y) s@o vértices. Concluimos
que o quarto vértice é f(z) + f(y), donde a relagao

fle+y) = f(z)+ fy).

Se z e y sao diferentes de zero, linearmente dependentes e y # —x, escolhemos
um terceiro vector z nao colinear com x. Como r e x — r sao linearmente
independentes', o que acabamos de provar permite-nos afirmar que f(z) =

IB = (z,r) é uma base de IR? e

det[r,x—r]B—det( ? 11 > #0
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f(z —7r)+ f(r). Da mesma forma, y e r sido linearmente independentes?, de
modo que f(y+7) = f(y)+f(r). Finalmente, como z—r e y+r sdo linearmente
independentes®

flea+y)=flz—r+r+y)
= flx=r)+ f(r+y)
= f(x) = f(r)+ fy) + f(r)
= f(z) + [(y)
Se y = —u, reparemos que ||f(z) — f(O)[| = |[f(z)|[ = [|z|| e que f(-z) =
bf(x) para algum b € IR, pois —z,0 e x sdo alinhados. Concluimos que
=[] = [lF(=2)[| = [b] . [|f(x)[| = [b].||z]| de modo que [b] =1 e a injectivi-

dade de f implica que b = —1, de modo que f(—z) = —f(z). Assim, podemos
afirmar que

Teorema 1.5. Se f é uma isometria tal que f(0) = 0, entao para quaisquer
x,y € IR? tem-se

flx+y) = flo)+ f(y)

Resulta imediatamente deste teorema que, para todo x € IR? e todo m € Z,
se tem f(mx) =mf(x). Se x € IR* e m,n € Z com n # 0, resulta que

mf(e) = f(n"ox) = nf(),

isto & f(ax) = af(z) para quaisquer z € IR? e a € (. Por outro lado, se
r € IR? e pu € IR, entdo f(pux) e f(x) sdo colineares, de modo que existe um real
o(u,z) tal que f(ux) = o(p, z)f(z). Se y é um outro elemento de IR? teremos

flulz +y)) =o(px+y)f(x +y) e f(px +py) = o(p, 2) f(x) + o(p, ) f(y),
de modo que, para quaisquer z,y € IR?> e 1 € IR
{o(u.z+y) —o(p,2)} f(2) +{o(p,z+y) —o(uy)} f(y) =0.

Da arbitrariedade dos elementos envolvidos, concluimos que o(u,x + y) =
o(p,z) = o(u,y), isto é, que, de facto, o(u, x) depende apenas de p. Assim,
existe uma aplicacio o : IR — IR tal que, para quaisquer pu € IR e x € IR?

fuz) = o(p) f(z).
A aplicagao o ¢é bijectiva, verifica 0(0) =0 e (1) = 1 e o(ab) = o(a)o(b) e,
em virtude do teorema anterior, o(a + b) = o(a) + o(b) para quaisquer reais
a e b. Isto é, 0 & um automorfismo do corpo IR. Como o(a?) = {o(a)}?, &

2Existe a € IR, o # 0, tal que y = oz, de modo que

det[y, r|p :det< g (1) > # 0.

det[ﬂc—r,y—l—T]B:det< _11 (f ):1+a
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claro que se a > 0 entdo o(a) > 0, de modo que a aplicagdo o respeita a ordem
dos nimeros reais. Suponhamos entao que existe um real a tal que o(a) > a.
Existe, entdo um racional r tal que o(a) > r > a. Como r > a, concluimos
que r = o(r) > o(a), o que é absurdo. Da mesma forma, supor a existéncia de
um real b tal que b > o(b) conduz-nos a um absurdo e, por conseguinte, temos
o(a) = a para todo o real a. Assim, obtemos o seguinte resultado fundamental

Teorema 1.6. Se f é uma isometria tal que f(0) = 0, entao f é uma trans-
formacao linear.

Regressando agora & definicao de isometria, convém notar, desde logo, que
a identidade 12 : IR? — IR? é uma isometria e que a composicio de duas
isometrias é uma isometria, o que é uma consequéncia imediata da definicao.
Um exemplo importante de isometria obtém-se definindo, para cada vector
v e IR? t,: IR? — IR? por t,(r) = v + v. Esta aplicagdo ¢ uma isometria.
Chamamos-lhe translacao de vector v. E claro que tg = 12, que t,0t, = tyiy
e que t;! =t_, para quaisquer u,v € IR?.

Se f é uma isometria e v = f(0), seja h = t_, o f. Uma vez que h é
composi¢ao de isometrias, h ¢ uma isometria. Como h(0) = t_, o f(0) =
t_»(v) = 0, o teorema anterior diz-nos que h é uma transformagao linear.
Como f =t, o h, concluimos que

Teorema 1.7. Se f é uma isometria, existem um vector v € IR? e uma
transformacao linear h tais que

f=t,oh.

Deste teorema deduzimos que o conjunto J(IR?) das isometrias do plano
euclidiano é um grupo para a composi¢ao de aplicacoes. As propriedades das
translacoes descritas atrds permitem concluir que o conjunto das translagoes,
T(IR?), ¢ um subgrupo de J(IR?).

A decomposi¢ao de uma isometria numa translagao e numa transformacao
linear que acabamos de obter, ¢ tinica. De facto, se existem v’ € IR? e uma
transformacao linear h’ tais que t, o h = f = t,» o b/, entao temos

ty o h(0) =v =ty o h'(0) =1/,

e, consequentemente h = h'. Se f = t, o h é esta decomposicao tinica, dizemos
que v é o vector de f e que h é a sua parte linear.

A parte linear de uma isometria é, como acabamos de ver, uma isometria
linear. Um célculo simples mostra que temos, para quaisquer z,y € IR?,

Br,y) = 5 (B(x +y.7+y) — Blr,2) — By 1)}

Por outro lado, se h é uma isometria linear, temos ||h(x)|| = ||h(z) — h(0)|| =
||z||, donde tiramos que ®(h(z), h(z)) = ®(x,r) para qualquer x € IR?. Este
facto e a relacao acima permitem-nos concluir que
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Teorema 1.8. Seja h : IR*> — IR? uma aplicacao linear bijectiva. Entao h é
uma isometria linear se e s6 se, para quaisquer x,y € IR? se tem

O(h(x), h(y)) = @(x,y).

DEMONSTRACAO. Com efeito, se h é uma isometria linear, temos
1
®(h(2), h(y)) = 5 {®(h(z +y), hz +y)) = 2(A(@), h(z)) — (h(y), h(y))}

1
=510 +y,o+y) - (z,2) - 2y, y)}
= ®(z,y).
Reciprocamente, se h é uma transformacao linear e verifica a relagao

(h(x),h(y)) = ®(z,y)

para quaisquer z,y € IR?, entao

h(x) = h(y)|]* = ®(h(x) — h(y), h(z) — h(y))
= ®(h(r —y),h(z —y))
=&z —y,r—y)
= ||z —y|I*.

O

Segundo este teorema, uma transformacao linear é uma isometria se e s6 se
¢ uma transformacao ortogonal da forma ®. O conjunto das transformacoes
ortogonais da forma ® ¢ designado por O(IR?). Trata-se, evidentemente, de
um grupo para a composicao de aplicagoes.

Consideremos a aplicacao dg : IR? — IR**, onde IR** é o dual de IR?, que
a todo z € IR? associa a forma linear dg(7) : IR? — IR dada por

e ()] (y) = @(z,y).
O facto de ® ser nao degenerada implica que dgp é um isomorfismo de espacos

vectoriais e, portanto, se h : IR?> — IR? é uma isometria linear, podemos
definir uma nova aplicacao linear h* : IR?> — IR? por

h* = 54_)1 oht o s,
onde h' : IR?** — IR?* é a transposta da aplicacdo h, isto ¢, é dada, para

toda a forma linear [ € IR?* por h'(I)(z) = loh(x). A aplicagdo h* ¢ a adjunta
de h. Note-se que temos, para z,y € IR?,

®(z,h(y)) = [0 (x)] o h(y)
= h'(0a(2))(y)
= 0g 005" o hT 0 6g(x)(y)
= 0 0 h*(z)(y)
= ®(h*(z),y).
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Se h é uma isometria linear, resulta que

O(h(x), h(y)) = ®(h* o h(z),y) = ®(x,y),

de modo que temos ®(h* o h(x) — x,y) = 0 para quaisquer z,y € IR?. Assim,
temos h* o h(z) = x para todo = € IR?, o que evidentemente significa que

We=h

Notando que det h* = det(dg YohTody) = det hT = det h, esta relacdo permite-
nos concluir que, se h é uma isometria linear, entao deth = +1. A relacao
h* = h~! permite caracterizar as matrizes das isometrias lineares. De facto, se
(e1,e9) € a base canénica de IR? e (¢!, e?) ¢ a base de IR?** dual de (eq, e5), de
modo que €’(e;) = 0} (simbolo de Kronecker), a matriz de dp nestas bases ¢ a
matriz identidade. Consequentemente, a matriz de h~! na base canénica é a
transposta da matriz de h nessa mesma base. Assim, se esta matriz de h é

a b
u=(0)
T a cC
= (54,

AT — ( a’ +v? ac+bd)

entao a inversa sera

e temos

ac+bd A+ d?

donde deduzimos o seguinte sistema de equacoes

a2+ =1
ac+bd =0
A+d>=1
ad — bc = %1

Ponhamos ad —bc = ¢, de modo que ¢ = £1. Se b = 0, este sistema reduz-se
aa’=1,ac=0,c+d*=1ead =¢. Deduzimos que ¢ = 0, de modo que
d*> = 1 e, portanto, ficamos reduzidos a > = d> = 1 ead = . Se b? =1
entao a = 0 de modo que a segunda equacao implica que d = 0, a terceira

dé-nos ¢ = 1 e a quarta diz-nos que bc = —¢. Se b # 0 e b* # 1, a segunda
equacao dd-nos d = —ac/b, de modo que, substituindo na quarta, ad — bc = ¢,
obtemos facilmente que ¢ = —eb. Substituindo na terceira, temos b + d? = 1,

de modo que d? = a? e, portanto, d = na, com 1 = £1. Voltando agora &
quarta dd-nos na? +¢eb? = ¢, isto & (¢ —n)(b?> — 1) = 0. Concluimos que n = €.
Destas observagoes concluimos que, se h é uma isometria linear e deth = 1
entdo existem reais a, b tais que a®> + b2 =1e

M:(g —ab).
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Se h é uma isometria linear e deth = —1 entao existem reais a,b tais que

a2+ =1e
a b
M_<b _a).

As isometrias lineares de determinante positivo sao chamadas rotagoes. O
conjunto por elas formado é designado por SO(IR?). Trata-se evidentemente
de um subgrupo comutativo de O(IR?). Se h € SO(IR?) e

u=(5 )

é a sua matriz na base canénica, pode provar-se que existe um real 6 € [0, 7| tal
que a = cosf e b = sin . Dizemos que h é a rotacao de angulo 0 e designamo-la
por 9. Se h € O(IR?) e det h = —1, existe um real 6 € [0, 27| tal que a matriz

de h na base canénica é
cos20  sin 260
M_(sin29 —00529)'

Um célculo simples mostra que esta matriz tem valores préprios +1, asso-
ciado a direc¢do prépria [R(cosf,sinfl) e —1 associado a direcgdo proépria
IR(—sin#, cos ). Daqui resulta que h funciona como uma reflexdo na recta
IR(cos @, sind). Designamos esta reflexdo por sy. Note-se que

Sp O S = 11R27
isto é, uma reflexao é a sua propria inversa. Coligimos estes resultados no

Teorema 1.9. Uma isometria linear é uma rotagao em torno da origem ou a
reflexao numa recta que passa pela origem.

Combinando este resultado com os T.1.7 e T.1.8, obtemos o

Teorema 1.10. Qualquer isometria f se escreve de maneira tinica como com-
posicao de uma translagao t, com uma transformacao ortogonal h, isto é,
f =tyoh, onde u = f(0). A h damos o nome de trasformagao ortogonal

associada a f.
Introduzimos a

Definicao 1.2. Uma isometria f é directa ou inversa consoante a transfor-
macao ortogonal associada seja directa ou inversa. Uma isometria é propria se
a transformacao ortogonal associada nao é a identidade.

O resultado anterior permite-nos ir um pouco mais longe na caracterizacao
das isometrias. Consideremos o caso de uma isometria directa f, de modo que
existem um vector u € IR? e um real § € [0,27| tais que f = t, 0 rp. Um
célculo simples mostra que ry tem valores préprios reais apenas quando 6 = 0,
caso em que 19 = 12 € 0 = 7, caso em que 79 = —1ke2. Daqui resulta que,
excepto quando 6 = 0, temos det(rg—1z2) # 0, isto é, 79 — 1 g2 € uma bijeccao.
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Por conseguinte, existe p € IR? tal que (rp — 1z2)(p) = —u. Resulta que

ro(p) +u=t,ore(p) = f(p) =p.

Isto é, se f é uma isometria directa prépria, entao f tem um ponto fixo p.
Note-se que neste caso, como 74(p) = p — u, temos

ro(x —p) +p=re(x) —716(p) +p
=ro(z) +u
= f(z),
o que mostra que f é a rotacao de angulo 6 em torno do ponto p. Por vezes,
usaremos a notagao g, para designar a rotacao de angulo ¢ em torno do ponto
p. Note-se que
Togp =1p0TgOt_y.
Se f é uma isometria indirecta, entao existem u € IR% e 6 € [0, 7| tais que
f =ty 0 sp, onde sy é a reflexdo na recta IR(cos#,sinf). Neste caso, sy tem,
como vimos, duas direc¢oes préprias ortogonais de valores préprios associados
1 e —1. Distinguimos dois casos, consoante u seja ou nao colinear com o vector
proéprio (— sin 6, cos 6), associado ao valor préprio -1. Na base v; = (cos 6, sin )
e vg = (—sinf, cosf) a matriz de sy é

1 0
v=(o )
e u = (o, 3), de modo que

f(',2?) = (2" + a, —2® + B).

Se a = 0, é claro que a recta de equagao z*> = 3/2 ¢ fixa ponto a ponto por f
e que f é a reflexdo nesta recta. A reflexao numa recta D serd designada por
Sp No que segue.

Se a # 0, a equacao x! + a = 2! ndo tem solucoes, de modo que f nao tem
pontos fixos. Note-se que, neste caso, temos

fat,2?) = (2!, —2® + ) + (0, 0),

de modo que f é composi¢ao da reflexdo na recta 22 = 3/2 seguida de uma
translagao paralelamente a esta recta. Neste caso, usamos a notagao sp,, para
designar f. Aqui, D é a recta de reflexao e u, paralelo a D, é o vector de
translacao. Resumindo,

Teorema 1.11. Sejam f uma isometria e h a transformacao ortogonal asso-
ciada a f. Entao:

(a). Se h = 1z, [ é uma translagao, isto é, existe um vector u tal que
f = ty; neste caso, se u # 0, f nao tem pontos fixos;

(b). Se h # 1jz2 e h € SO(IR?) entao existem p € IR? e 6 € [0, 2n[ tais que
f = r9,; neste caso p é o unico ponto fixo de f;

(c). Se h ¢ SO(IR?) e f tem pontos fixos, entao existe uma recta D tal que

fZSD;
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(d). Se h ¢ SO(IR?) e f nao tem pontos fixos, entdo existem uma recta D
—_
e um vector u € D tais que f =t,05p, isto é, f = sp .

Um resultado que usaremos com alguma frequéncia mais adiante, é o seguinte

Teorema 1.12. Sejam f uma isometria, u o vector de f e h a transformacgao
ortogonal associada a f, de modo que f =t, o h. Entao:

(a) fOt Of _th(u

(b) Se u 7é 0, foisu of_l = SIRh(u);

(©). fosmuuo [ = Smpw)nw)i

(d). forgyof™ =ryppp), ondeec =1 se f é uma isometria directa e
e = —1 se f é uma é uma isometria inversa.

DEMONSTRACAO. Temos f~! = h~'ot_,, de modo que f~!(x) = h~!(x —
u) e, como h~! ¢ linear, resulta que f~!(z) =t_p-1(,) 0 h ™ (z), isto &

f_l = t_hfl(u) @] h_l.
Portanto,

Jotuo f7H(x) = fotu(h™ (x) = h ™' (u)
= f(h™ () = hH(u) +u)
=u+h(h H(2) — h 1 (u) +u)
=u+z—u-+ h(u)
=+ h(u)
= thw) (2),

donde (a). Para provarmos (b), escolhemos uma base ortogonal (w;,wy) com
wy = h(u). Se v = x'w; + x?w,, obtemos

fosmuo fH(z)=fosmi,oh H((z" —uh)w, + (2% — u?)wy)
= fosmu((zt —ul)u+ (2? — u?)v)

onde v = h™!(wy) e, portanto, ¢ ortogonal a u. Por conseguinte

fosmuo fHz) = f((a* —uh)u— (2* —u?)v
=t 0 h((z' —ul)u — (2 — u?)v)
— (ot — u)h(w) — (o — w)h(0) +
= (2! —uhw; — (2* —uP)wy +

= a:lwl — 1’211}2

)

= SIRun (IL’)

= Sma(u)(T)-
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Para provarmos (c), consideramos a mesma base ortogonal que no caso ante-
rior, de modo que

Fosmue £7) = S~ hu— @ )

=t,oh((z' —u' + Du— (2* — u?)v

(' —ur + Dh(u) — (22 — u®)h(v) +u

= 2'w; — 2wy + h(u)

= th(u) Smn(w) (7)

= S, hw) (7).

Para provarmos (d) reparemos que, para x € IR? temos
forgpyofH(z)=t,ohot,orgot_,oh ' (z —u)

=t,ohot,org(h ™ (x —u)—p)
=t,ohot,org(h ' (x) — h™(u) — p)
= tyohoty(rgoh ™ (x) —rgoh™!(u) —re(p))
=t,0h(ro o h™(z) — 19 0 A (u) — re(p) + p)
=ty(horgoh™(z) —horgoh (u) — hore(p) + hip))
=horgoh *(z) —horgoh (u) —hory(p) + h(p) +u
= b horgoh~1 (u)—hore (p)+h(p)+u © (R0 9 0 K1) ().

Esta relacao mostra que a transformacao ortogonal associada a f org, o f1
& horgoh™, donde resulta que f orp, o f~! é uma isometria directa. De
facto, temos det(h o rg o h™!) = deth.detry.deth™ = detry = 1. Se h
¢ uma rotagao, usando o facto de SO(IR?) ser comutativo, concluimos que
horgoh™ =hoh™oryg=ry. Seh ¢ SO(IR?), entdao h ¢ a reflexdo numa
recta [Rz. Escolhemos uma base ortogonal (z1, z3) com z; = z. Temos entao,
nesta base

horgoh Y(a'z + a?z) = horg(a*zy — a*z)
= ho(a're(z1) — a®re(2))
= ho (a'(cos 0z +sinfz) — a*(—sin Oz + cosfz))
=ho((a'cos® + a®sin )z + (a' sinf — a® cos 0)z;)
= (a' cos @ + a*sin )z, — (a'sinf — a” cos 0) 2,
=r_g(a*z +a*z),

donde tiramos que horgoh™! = r,. Note-se, agora, que p sendo o ponto fixo
de g, temos

forgpo f_l(f(p)) = forg(p) = f(p),

o que mostra que f(p) ¢ o ponto fixo de f o7y, 0o f~1. Concluimos que

fOT‘ngf = Teo,f(p)>
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donde (d) e o teorema. O

Antes de entrarmos na questao central deste capitulo, a determinacao dos
subgrupos discretos do grupo das isometrias, consideramos o problema da de-
terminacao dos subgrupos finitos do grupo ortogonal.

3. Subgrupos Finitos de O(IR?)

Naturalmente, um subgrupo G' de O(IR?) ¢ finito se tiver um nimero finito
de elementos. Se G ¢ um tal subgrupo, definimos G, = GNSO(IR?). Uma vez
que SO(IR?) é um subgrupo de O(IR?), é claro que G é um subgrupo finito de
SO(IR?). Assim, vamos, primeiro, considerar o problema da determinagio dos
subgrupos finitos de SO(IR?). Seja, pois, H um subgrupo finito de SO(IR?)
e seja m o seu cardinal. Podemos entao escrever que H = {12, 79,,...,70,,_, }
onde procedemos jé & ordenacao 0 < 61 < 0y < ... < 0,,_1. Como 1y, ory, = 799,
e, mais geralmente,

Tg; ©...0T9, = T'ko,,

k vezes

é claro que, para todo o inteiro k e todo o inteiro 1 < ¢ < m—1, temos ryg, € H.
Escolhamos um dos angulos 6; com 2 < j < m — 1. Como 6; < 0; existe um
inteiro ! > 1 tal que 16y < 6; < (I41)6;. Suponhamos que 0; < ({+1)6;. Entao
0; — 10, < 6. Ora ry,_j9, = 19, © (r9,)"t € H, o que é absurdo, em virtude
da definicao de ¢;. Conclufmos que ¢; ¢ um miiltiplo inteiro de ¢;. Isto é, os
elementos de H fazem parte da lista ryg,, £ € Z. Como, por outro lado, todos os
elementos desta lista fazem parte de H, temos H = {ry, : k € Z}. Este facto
mostra que a aplicacao o : k —— 7, ¢ um morfismo sobrejectivo do grupo
aditivo Z sobre H. Resulta que ker ¢ é um subgrupo de Z. Mas é conhecido
que um subgrupo de Z é da forma nZ para algum n € Z. Concluimos da
sobrejectividade de o que H é isomorfo ao grupo quociente Z/nZ, para algum
n € Z. O facto de H ter m elementos implica que n = m e a estrutura do
grupo Z/nZ implica entdo que mf; = 2r. Concluimos que

Teorema 1.13. Se H é um subgrupo finito de SO(IR?) e o seu cardinal é m,
entao H é isomorfo ao grupo ciclico a m elementos Z/mZ e

H:{rz_wk:k':O,...,m—l}.

Passamos agora ao caso de O(IR?). Se G ¢ um subgrupo finito de O(IR?) e
G, = GNSO(IR?), entao G é um subgrupo finito de SO(IR?) e, portanto,
existe um inteiro m tal que G seja isomorfo ao grupo ciclico Z/mZ. Se G, =
(G, nao héd nada a acrescentar, pelo que consideramos apenas o caso em que
G\G, # @. Neste caso, existe s € G\G;. Em particular, s é uma reflexao.
Se s’ &€ uma outra reflexdo pertencente a G\G,., consideremos a transformagao
sos'. Trata-se de um elemento de G e, como det(s o s’) = dets.dets’ = 1,
temos mesmo so s’ € G,. Pondo r = so s e usando o facto de termos
s~1 = s, concluimos que s’ = sor. Assim, toda a reflexdo pertencente a G
obtém-se compondo a reflexao s com uma rotacao r € GG,. Consideremos a



14 1. GRUPOS DISCRETOS DE ISOMETRIAS EM R?

aplicacdo p : G4 — G\G, dada por p(r) = s or. Trata-se, evidentemente,
de uma bijeccao, pelo que G\G, tem mesmo cardinal que G. Em particular,
deduzimos que #G = 2m. Mas podemos mesmo ir mais longe. Para isso,
consideramos a aplicac¢ao p : {—1,1} x Z/mZ — G dada por

p(L,k) = F2mp,
p(—1,k) = s0ram,.

Trata-se de uma bijecgao, pelo que acabamos de ver. Consideremos {—1, 1} x
Z/mZ com a sua estrutura de grupo produto, dada, portanto, por

(a,k) o (b,l) = (axb,(k+1)modm).
Verificamos, sem dificuldade que p é um isomorfismo de grupos. Assim,

Teorema 1.14. Se G é um subgrupo finito de O(IR?) e contém pelo menos
uma reflexao, entao existe um inteiro m tal que #G = 2m e GG é isomorfo ao
grupo diedral {—1,1} x Z/mZ.

4. Grupos Discretos de Isometrias - Generalidades

Os grupos discretos de isometrias do plano euclidiano sao, como veremos, 0s
grupos de simetria de certas figuras ou padroes "regulares"do plano euclidiano.

O facto dos grupos serem discretos permite-nos escolher em cada grupo
vectores de comprimento minimo e angulos de amplitude minima e, a partir
dai, fazer a classificacao dos grupos discretos.

Naturalmente, comecamos pela

Definigao 1.3. Dizemos que um subgrupo G' do Grupo J(IR?) é discreto se
para todo o ponto p € IR%, o conjunto O, = {g(p) : g € G} é um subconjunto
discreto de IR? para a topologia natural.

Recorde-se que X C IR? ¢ discreto se para todo ¢ € X existe um real € > 0

tal que, se
B(gq,e) ={z € IR* : ||z —q|| < e},

designa a bola aberta de centro ¢ e raio ¢, entdo B(q,¢) N X = {q}. Evidente-
mente, se G ¢é finito, entao G é discreto, pois o conjunto O, ¢ finito, qualquer
que seja p € IR*. Se u € IR% o conjunto T, = {t;, : m € Z} & um sub-
grupo discreto de J(IR?). De facto, temos, para quaisquer m,n € Z, m # n, e
qualquer p € IR?, |[tmu(p) — tuu(p)|] > [lul| /2, pois

[[tmu(p) = tau (@) = ||(m = n)ul| = u.

Da mesma forma, se u,v € IR? sao linearmente independentes, o conjunto
Tuv = {tmutno : m,n € Z} & um subgrupo discreto de J(IR?), pois para
quaisquer m,n,m’,n’ € Z com m # m’' ou n # n'e qualquer p € IR?,

||tmu+nv(p) - tm’u+n’v(p>|| > mm(HuH ) ||U|| ) ||u + UH ) ||u - UH)/S

Seguindo o mesmo tipo de estratégia que a que seguimos para a deter-
minagio dos subgrupos finitos de O(IR?), vamos primeiro concentrar-nos no
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estudo dos subgrupos discretos de T, (IR?), o subgrupo de J(IR?) formado
pelas isometrias directas. A razao é do mesmo tipo que nesse caso. De facto,
se G ¢ um grupo discreto de J(IR?), entao G, = G N T, (IR?) ¢ um subgrupo
discreto de T, (IR?).

No entanto, antes de considerarmos este caso particular, convém fazermos
algumas observagoes validas para qualquer subgrupo discreto de J(IR?). Em
primeiro lugar, se G' é um subgrupo de J(IR?) seja T¢ = T(IR?) N G. g é
o conjunto das translagoes pertencentes a G. Como T (IR?) e G sao grupos, é
claro que T4 é um subgrupo de GG. Temos, entao, o seguinte

Teorema 1.15. Se G é um subgrupo discreto de J(IR?) entao T é, igual-
mente, um subgrupo discreto de J(IR?) e uma das seguintes situagoes tem
lugar:

(a). QG = {132};

(b). Existe um vector u # 0 tal que T = Ty;

(c). Existem vectores u e v linearmente independentes tais que Tg = T, ,.

DEMONSTRACAO. A primeira assercao é evidente. Suponhamos que T4 #
{1k2}, de modo que T contém pelo menos uma translagao nao trivial. Entao
existe um vector u # 0 tal que ¢, € T5. Como

ty ©...0%, = try

k vezes

et, V= +¢_,, resulta que T, C T. Se T # T, temos dois casos a considerar.
O primeiro caso é aquele em que qualquer vector v tal que t, € Tg e t, ¢ T,
é colinear com u. O segundo é aquele em que existe um vector v linearmente
independente de u e tal que ¢, € T e t, ¢ T,. No primeiro caso, consideremos
o conjunto

Z:{)\EIRZt,\uézg}.

Trata-se evidentemente de um subgrupo do grupo aditivo dos reais. De facto,
se a, 8 € Z entao tu,,tg, € Tq e, portanto, t_g, = tgj € Tg e tapu =
tauw 0 t_py € T, de modo que av — 5 € Z. A aplicagao & : Z — T dada por
£(A) = tyy € evidentemente um morfismo injectivo de grupos. Mas, se t, € T
entao v é colinear com wu e, portanto, v = Au para algum \ € IR, de modo
que t, = &(\), o que mostra que £ é sobrejectiva e, portanto, um isomorfismo
de grupos. Usando a aplicagdo A — t),(0) vemos que Z é um subconjunto
discreto de IR. Em particular, Z é fechado. Concluimos, portanto, que Z é
um subgrupo fechado de IR. Se Z, designa o conjunto dos elementos de Z
que sao > 0, o facto de Z, ser fechado implica que r = inf Z, é um elemento
de Z. Como Z é um subgrupo discreto, podemos afirmar que r > 0 e, como
Z & um subgrupo, podemos afirmar que mr € Z, para todo o inteiro m > 0.
Suponhamos que existe ;4 € Z. que nao é um miiltiplo inteiro de r. Entao
existe um inteiro [ > 0 tal que Ir < u < (I + 1)r e temos 0 < p—1Ir < r
e pu—Ilr € Z, o que é absurdo. Concluimos que Z = rZ. O isomorfismo &
definido mais acima mostra entao que, se w = ru, temos Tg = {ty, : M € Z}.
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Resta-nos analisar o caso em que, em T héd pelo menos duas translagoes
definidas por vectores linearmente independentes. Neste caso, consideremos
o conjunto Z = {v : v # 0 e t, € T} que é um subconjunto discreto (pois
v = t,(0)) e, portanto, fechado de IR?. Seja z = {||[v|| : v € Z} e § = inf 2.
Se 0 = 0, entao, por definicao, para todo o inteiro n > 0 existe r € z tal que
r < 1/n, o que contradiz o facto de Z ser discreto. Assim, § > 0. Por definicao,
para todo o inteiro n > 0, existe v € Z tal que |0 — ||v]|| < 1/n. Como Z
é fechado, resulta que existe u € Z tal que ||u|| = §. Como u € Z, t, € T
e é claro que ¥, C % e contém todas as translagoes de T cujo vector seja
colinear com u. Consideremos, agora Z' = {v : t, € Tg e v ¢ T,}. E claro
que Z' é discreto, pois Z' C Z. Usando entao o mesmo argumento que acima,
provamos que existe v € Z' tal que, se w € Z' entdo ||w|| > ||v||. Repare-se
que, por construgao ||u|| < ||v||. Note-se, ainda, que T, C T e que T, contém
todas as translagoes de T cujo vector seja colinear com v.

Seja entao w um vector nao colinear com u, nao colinear com v e tal que
tw € Tq. O vector w é escolhido de norma minima entre os vectores colineares
com w e que definem translagoes pertencentes a Ti. Como (u,v) é uma base
de IR?, existem reais unicos a e b tais que w = au + bv. Sejam m,n inteiros
tais que m < a < m+1en < b < n+ 1. Estas desigualdades impoem
que tanto a como b sejam positivos mas este facto nao implica uma perda de
generalidade. De facto, se a e b fossem ambos negativos, bastaria trocarmos
w por —w. Sea > 0eb < 0, trocamos v por —v. Se a < 0eb > 0,
trocamos u por —u. Suponhamos que a = m+1 e que b < n+ 1. Temos, entao
tw Ot muOt_ny = ti—nyp € T €, como ||(b—n)v|| = |b—n|.||v|| < |v]|, somos
conduzidos a um absurdo, pois v é de norma minima. Se a < m+1eb=n,
chegamos igualmente a um absurdo. Finalmente, consideremos o caso em que
a<m+1leb<n+1 Entao ty, ot _nu ot ny = ta—myut@p-np € Ta. Esta
relacdo mostra que (¢ —m)u + (b —n)v € Z e, ndo sendo este vector colinear
com u, temos ||(a —m)u+ (b —n)v|| > ||v||. A desigualdade triangular diz-
nos que ||v|| < (a—m) ||u|| + (b—n) ||v||, donde tiramos que (1 —b+n) ||v|| <
(@ —m)||ul|. Ora, u+v € Z e, portanto, (u+v) — ((a — m)u + (b —n)v) =
(1—a+m)u+(1—b+n)ve Z Mas, como (1 —a+m)ue (l—0b+n)vndo
sao colineares (cf. T.1.2),

(T =a+m)u+ (1 =b+n)o|] < (1—a+m)lul| + (1 =b+n)|lv]] <[]l

o que contradiz o facto de u ser de norma minima entre os elementos de 7,
donde o teorema 0J

Diremos que um grupo discreto é, respectivamente, de primeiro, segundo
ou terceiro tipo, consoante verifique (a), (b) ou (c).

O passo seguinte consiste em analisar o conjunto das transformacgoes ortog-
onais associadas a elementos de G. Seja pois

G.={f€OUR?):JveIR’ t,0f€CG}.
G, é conhecido por grupo pontual de G.
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Note-se que 1p2 € Gy, de modo que G, # @. Se f,g € G, e u,v € IR? sao
tais que t, o f, t,og € G, e

tuo fotyog(0) =t,o f(v)=u+ f(v)=w,
temos

tuo fotyog(z) =tuo flv+9(x)) =u+ fv)+ flg(x)) = two (fog)(x).
Como t, o fot,oqg € G, esta relacao mostra que f o g € G,. Concluimos
facilmente que G, ¢ um subgrupo de O(IR?). Consideremos agora o conjunto
W = {v=1t,00):t, € G}. Como vimos atrds, trata-se de um subconjunto
discreto do plano. Se g € G, e v € IR? é tal que t, o g € G, consideremos
u € W. Temos

(tyog)otyo(tyog) ™ (z) =t,0got,097 (~v+a)
=t,0g(u—g '(v) +g7'(x))
= tu(g(u) —v+ 1)
=g(u) +x
= tg(u) (),
0 que prova que t4,) € G e, portanto, que g(u) € W. Concluimos que para
todo g € Gy, g(W) C W. De facto, temos mesmo g(W) = W. De facto, se

w e Wege€ G, entao g7' € G, e, portanto, g~} (w) € W. Resulta que
g(g7Hw)) = w € g(W). Resumindo

Teorema 1.16. Para todo g € G, tem-se g(W) = W.
O interesse em considerarmos o subgrupo G, vem do seguinte

Teorema 1.17. Se G é um subgrupo discreto de J(IR?) entao G, é um sub-
grupo finito de O(IR?).

DEMONSTRACAO. Vimos, quando da demonstracao do T.1.15 que existe
um vector u € IR? tal que, t, € G e se v € IR? & tal que t, € G entdo
l|u|| < ||v]|. Consideremos o conjunto U = {g(u) : g € G. N SO(IR?)}. Como
u € W, o teorema anterior diz-nos que U C W e, portanto, U é discreto.
Mas, ||g(u)|| = ||u|| para todo g € G, de modo que U & limitado. Assim, U
¢é discreto e limitado. Concluimos que U é finito. Consideremos a aplicacao
g : G, N SO(IR?) — U dada por g(g) = g(u). Por defini¢ao, esta aplicagao
é sobrejectiva. Suponhamos que g, h € G, sdo tais que g(g) = g(h). Temos
entdao g(u) = h(u), isto é g7' o h(u) = u. Assim, a rotagdo g~ oh tem 1 como
valor préprio, o que implica que g~! o h = 1z e, portanto, g = h. Resulta
que g é bijectiva e, portanto, G, N SO(IR?) ¢ finito. Se G, N SO(IR?) = G,,
o teorema estd demonstrado. Sendo, existe s € O(IR?) tal que s € G, e
s ¢ SO(IR?). Se s’ ¢ um outro elemento de G, tal que s’ ¢ SO(IR?), temos
sos =r € G,NSO(IR?), donde tiramos que s’ = s o r. Deduzimos, como ja
o tinhamos feito aquando do estudo dos subgrupos finitos de O(IR?), que G,
é finito, donde o teorema O
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Os teoremas 1.15 e 1.17 sao instrumentais na determinagao dos subgrupos
discretos de J(IR?).

5. Subgrupos de Roséceas e de Frisos

Segundo o T.1.15, o grupo % é de um de trés tipos. O primeiro tipo é
aquele em que T = {1k2}. Neste caso, é imediato que G = G, e, segundo o
T.1.17, G, é finito. Aplicamos os T.1.13 e T.1.14. Assim, se T = {1z2}, entao
G é isomorfo a Z/mZ, se nao contém reflexdes e isomorfo a {—1,1} x Z/mZ
se contém reflexoes, para algum inteiro m > 0. Estes grupos sao conhecidos
como grupos das rosdceas ou grupos de Leonardo®. Nao ¢ dificil verificar que
sdo grupos que preservam um poligono regular (a m lados).

O segundo tipo é aquele em que existe um vector u # 0 tal que

T =Ty = (ta) = {tw : m € Z}.

Estes subgupos sao chamados subgrupos de frisos.

Para estudarmos estes grupos, introduzimos a seguinte notacao. Dado um
ponto p € IR%, O, designa o conjunto das isometrias que deixam fixo o ponto
p. Evidentemente, O, ¢ um grupo isomorfo a O(IR?). Da mesma forma,
SO, designa o conjunto das isometrias directas que deixam fixo o ponto p.
SO, ¢ um grupo isomorfo a SO(IR?). Finalmente, definimos G, = 0, NG e
Gr=50,nG.

Consideremos, entao, os diversos casos possiveis.

Caso 1 - Qualquer que seja p € [R?, G, = {1=}.

Neste caso, segundo o T.1.11, G\{1p2} contém apenas translagdes ou re-
flexoes deslizantes. Se apenas contém translacoes, é claro que G = T = T,,.
Obtemos uma primeira classe de grupos de frisos, tradicionalmente designada
por §1. §1 = (t,). A imagem seguinte ilustra a forma como um grupo deste
tipo age sobre um subconjunto de IR%. O subconjunto em causa é designado
por motivo.

4LeonardoVinci nasceu a 15 de Abril de 1452, na pequena cidade de Vinci, perto de
Florenga, centro intelectual e cientifico da Itdlia.Foi Pintor, escultor, arquitecto e engenheiro,
o talento mais versatil da Itélia do Renascimento, morreu em 1519.

Conta-se que estudou esta questao, quando confrontado com o problema de acrescentar
nichos ou altares em capelas circulares ou poligonais, adjacentes a um niticleo central sem
romper a simetria central desse nicleo. Leonardo da Vinci fez um estudo sistemédtico com
vista a estabelecer os métodos 6ptimos para realizd-lo. Daf o nome.



5. SUBGRUPOS DE ROSACEAS E DE FRISOS 19

u

Accao da classe §;.

Se G contém uma reflexao deslizante sp ,,, escolhamos um referencial (p, 1, e2)
H
de origem p e base ortonormada (eq, e5), de tal modo que D = [Re; e p € D.

ﬁ
Como v € D temos, entao v = ae; para algum o € [R. Neste referencial,
temos sp, = t, o sp, de modo que, para (z,y) = p + we; + yes € IR?, temos

1 0 T « T+ o
SD’”(I’y):<0 —1)<y)+(0):( ~y )
Resulta que

Spw © SD,v(xa y) - SD,v(x + )\7 _y) - ([L’ + 2)\7 y) = t2a61 (ZE, y)7

de modo que 24, € %,. Concluimos que u é colinear com ey, de modo que
existe um real p tal que u = pe;. Como ty,,, € Ty, existe um m € Z tal que
2a = mpu. Note-se, agora, que

tnu o SD,v(x> y) - tnu(x + «, _y) = ([L’ +a+ nu, _y) = SD,(a+nu)e; ($7 y)

Se m é par, escolhendo n = —m/2, esta rela¢do dé-nos t,, o sp, = sp, con-
tradizendo o facto de termos G, = {lj2}. Assim, m ¢é fmpar e, portanto,
existe k tal que m = 2k + 1. Neste caso, escolhendo n = —k, a relacao
acima dd-nos t_jy, © Spy = Sp,(a—kp)er = Sp, e, POIS @@ — k =1/2. O conjunto
H={t"o sg 1, D kym € Z} & um subgrupo discreto de isometrias do plano.
De facto, como

SD,%u © SD,%u = tu,
SD,%u o) tk:u = SD72k2+1u = tku @) SD,%zH

2k
D,%u

2k+1

temos s D1y

=t €8 = {4y © Sply = Sp kit Note-se, ainda, que

-1

SD,%’U, = SD,—%U/'

Obtemos uma segunda classe de grupos de frisos, tradicionalmente designada
por §3. & = (t,,sp). A imagem seguinte ilustra a acgao de um grupo desta
classe sobre um motivo do plano. Na imagem, a recta horizontal central é a
recta D ao longo da qual se processam as reflexoes deslizantes.
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r A2\ 2

u

Acgao da classe Fs.

Caso 2 - Existe p € IR? tal que G, # {1j2}.

Neste caso, consideramos o subgrupo G;. Uma primeira possibilidade é que

Caso 2a - G = {1}

Neste caso, hd elementos de G que fixam pontos do plano, mas, com ex-
cepcao da identidade, nenhum destes elementos é uma rotagao. Resulta do
T.1.11 que, entao, G, contém uma reflexao cuja recta contém o ponto p. Para
analisarmos este caso, escolhemos um referencial ortonormado de origem no
ponto p e cuja base (eq, e3) é tal que u = \e; para algum A\ € IR. Seja sp uma
reflexao pertencente a G, tal que p € D e seja ¢ o angulo que a recta D faz
com a recta p + IRu = p + IRe;. Entao a reflexao sp é dada, no referencial
definido atras, por

[ cos2¢p sin2p x
sp(@,y) = ( sin2¢p  —cos2p ) ( Yy )

Temos, entao

T+ Acos?2
SDotuOSD(xay) = ( y‘i‘)\Sanz ) :tv(x7y)7

onde v = A(cos 2, sin 2¢). Como sp ot, o sp € G, concluimos que t, € T, e,
portanto, sin2¢ = 0, o que implica que ¢ = 0 ou ¢ = 7/2.

Suponhamos, primeiro, que todas as reflexoes sao tais que ¢ = 0. Entao
D = p+IRuesp(x,y) = (x,—y) e, portanto, sposp = L2 € t,,08p = SpPOlmy-
Verificamos imediatamente que H = {t™ o s% : m € Z, k = 1,2} é um grupo
discreto. Obtemos uma terceira classe de grupos de frisos, tradicionalmente
designada por §1. § = (t.,sp). A imagem seguinte ilustra a acgdo de um
grupo desta classe sobre um motivo do plano. Na imagem, a recta horizontal
central é a recta D. Todos os seus pontos sao fixos pelas reflexées do grupo.
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| |
e

Acgdo da classe F1.

Suponhamos, agora, que existe uma reflexao sp em G cuja recta, E, é
perpendicular a direccao IRu. Escolhemos, novamente, o ponto p sobre a recta
D e a base ortonormada (eq, es)de tal forma que u = Ae; para algum A € IR.
Temos, entao

SE(*r7y) = (—I,y).

Como sgot,osg(x,y) = sgoty(—z,y) = sp(—x+\y) = (=N y) =t_.(z,y),
temos t, o sp = sgot_,. Esta relacao e sg o sg = 12 mostram que H =
{tmosk :meZek=1,2} ¢ um grupo discreto. Obtemos uma terceira classe
de grupos de frisos, tradicionalmente designada por §%. F2 = (tu,sp). A
imagem seguinte ilustra a acgao de um grupo desta classe sobre um motivo do
plano. Na imagem, a recta vertical é a recta D'. Todos os seus pontos sao
fixos pelas reflexoes do grupo.

M

Accdo da classe 2.

Pelo que acabamos de ver, quando existe p € IR? tal que G, # {lge}
e G = {1ge}, obtemos duas classes de grupos, a saber as classes 51 e &3,
que juntamos as duas classes §; e %";’ correspondentes ao caso G, = {lp}
para todo p € IR?. Ambas as listas sao exaustivas, em virtude do teorema de
classificacao das isometrias.

Caso 2b - G # {1}

Neste caso, o grupo GG contém uma rotacao rg, em torno do ponto p. Escol-
hemos o referencial ortonormado com origem em p e com a base ortonormada



22 1. GRUPOS DISCRETOS DE ISOMETRIAS EM R?

(€1,e2) de tal forma que u = \e;. Neste referencial, a rotacao g, ¢ dada por

(2,7) = cos —sinf x
"o\ Y) =\ ging  cosd y )

Um célculo simples mostra que

Top © tu o T—@,p(‘ru y) - t/\(cos 0,sin 6) (I7 y)7

de modo que, como 7g,0t,0r_g, € G, concluimos que A(cos 6, sin f) é colinear
com u. Resulta que sinf = 0 e, portanto, § = 0 ou § = 7. Evidentemente,
interessa-nos apenas o caso # = m, pois o caso restante corresponde & identi-
dade. Assim, temos que 7, € G e, no referencial que estamos a usar,

rrp(,y) = (=2, =y).
Um célculo simples mostra que temos
bnuw © Trp = Trep © L,
de modo que, como 7, , 0 7., = 1z2, 0 conjunto
H = {tumorfnp:mez,i: 1,2}

¢ um grupo discreto. Os grupos deste tipo sao designados pela sigla §o. §2 =
(tu, Hy) . Onde H, representa a meia volta de centro em p, isto é r,,. Se
Pm = P+ mu, m € Z, entao

Trpm (@,y) = 1o(z — mA y) + (MmA,0) = (—z + 2m\, —y) = tomu © = p(T,y),
de modo que 7, € H. Da mesma forma, se ¢,, = p+ (m/2)u,
m m
Tﬂ—ﬂm(‘r’y) = TW(I - E)‘v y) + (5)‘7 0)
= (—xz +mA\, —y)
= tmu o Tw,p(‘ru y)7

de modo que 7., € H. A imagem seguinte ilustra a acgao desta classe de
grupos. os pontos a vermelho sao os pontos p,, e os pontos a amarelo os pontos

Qm-

'(M)?

LTS
(19447

Accao da classe §s.

A o
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O facto de G conter a rotagao r,, nao exclui a possibilidade de conter
reflexdes. Segundo o T.1.11, temos dois casos a analisar, consoante a reflexao
em causa seja a reflexao numa recta ou uma reflexao deslizante. Em qualquer
dos casos, o grupo G conterd, sempre, como subgrupo, um grupo do tipo §s.
Podemos, portanto, operar no referencial ortonormado descrito atrds, com

tmu(,y) = (x +mA,y),
Tﬂ,p(xu y) = (—:L’, _y)'

Suponhamos, portanto, que G contém a reflexao sp numa recta D. Como
vimos atrés, o angulo ¢ de D com [Ru s6 pode ser ¢ = 0 ou ¢ = 7/2. Seja
q = (¢!, ¢®) um ponto da recta D.

Se ¢ = 0, temos

sD(%y):((l) _01 ) (g:f];)Jr(g; ) = (z,—y +2¢%).

Neste caso,

Twp©SD OTnyosp(T,y) = spory,(r, —y+2¢%)
=770 Sp(—1,+y — 2¢%)
=7rpo (=7, —y +4¢°)
= ($> Y= 4q2)
de modo que 7, 0 sp 0T, 05p = t(o_aq2). Resulta que ¢* = 0, pois T = T,

Assim, D = p + IRu, ou seja, sp ¢ a reflexao na recta fixa por T, e r,. No
referencial ortonormado que temos vindo a utilizar, temos

sp(a,y) = (&, ~y)-
Note-se que sp o sp = 1jp2 = 5 0 1. Temos, também
Trp © 50(2,Y) = Trp(2, —y) = (=2,y) = sp(=2, =) = 5D © (7, Y),
de modo que 7, 0 sp = sp o rr,. Temos, ainda,

spoty(x,y) =sp(r +Ny)=(x+ A\ —y) =t,osp(z,y).

TapOSDOTrp =TzpOTrpO©SD = SD.

Estas relacoes mostram que H = {t;”orﬁ;ypos’{j :m€Z, j,k=1,2} éum grupo
discreto. Designamos esta classe de grupos pela sigla §3. §3 = (tu, Hp, sp) . A
seguinte imagem mostra como este grupo age sobre um motivo de IR?.
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™) o)

Acgao da classe F3.

Note-se que 7, ,05p € G ¢ uma reflexao numa recta perpendicular a recta p+
IRu. Assim, os grupos desta classe contém reflexdes em rectas perpendiculares
arecta p+ IRu. Contém, também, as reflexoes com deslocamento t,,,0sp. Por
conseguinte, consideramos, agora, o caso em que GG contém reflexdes em rectas
perpendiculares a p + [Ru, mas nao contém reflexdes na recta p + [Ru. Se
sg € G é uma reflexdo numa recta E perpendicular a p+ IRu e ¢ é o ponto de
interseccao desta recta com E, de modo que ¢ = p + e, entao, no referencial
que estamos a usar, temos

sp(t,y) = ( —01 (1)) (x;“)Jr(g):(—H?u,y)-

Temos, entao

Trp© tmu @) 8E(l'7 y) =TrpO tmu(_l' —+ 2/1/’ y)
= rmp(_x + 2,LL + m)\, y)

SE O Trp O SE O Trp(T,y) = SpOTmyposp(—x, —y)
= Sp o Trp(T + 21, —Yy)
= sp(—z — 2p,+y)
= tape, (T, 7).

Como sp o1y 055 01,, € G concluimos desta tltima relagao que existe um
inteiro k tal que 4 = k. Substituindo na primeira relagao, obtemos

k
Trp © by © sp(z,y) = (v — (5 +m)A, —y).

Se k & par e k = 2n, resulta que 1, , 0 t_p, 0 sp(z,y) = (2, —y) ¢ a reflexdo na
recta p + IRu, contradizendo a nossa hipétese. Assim, k£ é impar e, escrevendo
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que k = 2n + 1, temos

2n+1
2

1
TW:P Ot_nuOSE(l‘7y) = (1’ - ( _n))\v _y) = (1’ - 5)\7 _y) = SD,—%u(*ruy)‘

Como

1
Sp,iu© SD,%u(x7y> - SD,%u(I - 5)‘7 _y) = (‘73 — A y) = t_u(l‘,y),

temos
2n+1

1
I Ny) = (—z+nA+ 2\ y) =ty 0 sr(z,y),

onde
1
sp(z,y) = (—v + §A,y)

é a reflexao na recta perpendicular a p+ IRu que passa pelo ponto r = p+ %u.
Note-se que, como sp =1t_,, 0 Sg, temos sp € G. O conjunto {tum o rg'r,p o 3’} :
m € Z, j,k=1,2} ¢ um grupo discreto. Os grupos deste tipo sao designados
pela sigla §3. §3 = (tu, Hy, sp) . A sua acgdo sobre um motivo do plano estd

representada na imagem seguinte (a é a rotacdo em torno do ponto amarelo).

M o) )

AVeAAY

Acgdo da classe F3.

Podemos enunciar o

Teorema 1.18. Se GG é um grupo discreto de isometrias do plano euclidiano
e T¢ = ¥, para algum vector u # 0, entao G pertence a uma das sete classes
seguintes:

(a). G € §1 se para todo o ponto p € IR?, GNO, = {1} e G nao contém
reflexoes deslizantes. Neste caso, G = T,;;

(b). G € §3 se para todo o ponto p € IR*, GN O, = {1k} e G contém
reflexoes deslizantes. Neste caso existe uma reflexao com deslocamento s € GG
tal que sos = t, e G é o grupo gerado por esta reflexao deslizante, isto é
G={s":mel};

(c). G € i se existe um ponto p € IR?* tal que G N O, # {1k}, G nao
contém rotacgoes e as reflexoes pertencentes a G tém direccao paralela a IRu;
neste caso, existe uma recta D paralela a IRu tal que G é gerado por t, e sp,
isto 6 G={tl"osy, :meZj=12}
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(d). G € §? se existe um ponto p € IR? tal que GN O, # {1k}, G nao
contém rotacoes e G contém reflexoes pertencentes de direccao perpendicular
a IRu; neste caso, existe uma recta I perpendicular a IRu tal que G' é gerado
port, e sg, isto 6 G ={tlosy, - meZj=12};

(e). G € § se existe um ponto p € IR? tal que G N SO, # {1} e G nao
contém reflexoes; neste caso, as rota¢ao proprias pertencentes a G sao rotagoes
de angulo w. G é gerado por t,, € rr,, isto é G = {tI! o T%’p :meZj=1,2};

(f). G € ) se existe um ponto p € IR? tal que GN SO, # {1k} e G
contém reflexoes de direccao IRu. Neste caso, G contém uma reflexao na recta
D=p+IRueG={tyorl osh:meZ jk=12};

(g). G € §3 se existe um ponto p € IR? tal que GNSO,, # {1k}, G contém
reflexoes mas nao contém reflexoes de direccao IRu. Neste caso, G contém a
reflexao numa recta F' que passa pelo ponto r = p + %u e é perpendicular a
p+IRueG={tlorl osh:meZ jk=12}

6. Subgrupos de Padroes

Terminamos a questao da determinacgao dos subgrupos discretos de isome-
trias do plano euclidiano considerando o tltimo caso referido no T.1.15(c).
Trata-se dos caso em que o grupo % é gerado por duas translagoes de di-
reccoes linearmente independentes. Isto é, existem vectores u, v linearmente
independentes tais que

T = (tu, ty) = {tmusnw : myn € Z}.

Dado p € IR?, seja Rg, = {p +mu + nv : m,n € Z}. Dizemos que Rg, é a
rede centrada em p associada a G.

Naturalmente, podemos supor que ||u|| < ||v||. Da escolha feita acima,
resulta que u é de norma minima entre os vectores w tais que t,, € T¢. Em tudo
o que segue, os referenciais ortonormados utilizados, salvo mencao expressa do
contrério, serdo escolhidos de tal forma que as suas bases, (e1,es) sdo tais
que u = Ae; para algum A € IR, A > 0. Trocando v por —v, se necessdrio
for, podemos assumir que v = ae; + Se; com a > 0. A base (eq, e3) sendo
ortonormada, temos, entao

ul| = A, [v]] = Va? + B2,
lu =] = (A —a)? + 5%
llu+ || = /(A +«a)?+ B2

Das condigoes impostas aos vectores u e v tiramos que ||u|| < ||v]| e (cf.
demonstracao do T.1.15), v é de norma minima entre os vectores w nao colin-
eares com u e tais que t,, € T. Consequentemente, ||v|| < ||u — v||. Como

lu — | = A2 + a® + % — 20,
lu+ 0] = A2 4 a® + 5% + 2a),
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as condigOes impostas a a e A mostram que |[u — v|| < ||u + v||, de modo que
temos

[lull < fJol| < flu = ol| < [lu+ o]l
Usando as expressoes de u e v na base (eq, e2) esta relacdo lé-se

N<a?+ B2 <N +a?+52—2a) < N2 +a? + 5%+ 20\

e conduz-nos, naturalmente, a considerar diversos casos. A priori, temos oito
casos a considerar, de acordo com o seguinte quadro:

(1) ul| = o]l = [lu = v]| = [Ju+ol|,
(2) ull = ol = [lu = v]| < [ju+ol|,
(3) ull = [[oll < [lu = vl[ = [ju+l|,
(4) ull = {Jol| < [lu=ol| < ju+oll,
() ul| < o]l = [lu = v|| = [fu+l|,
() ul| < o]l = [lu=v|| <ju+oll,
(7) ul] < {Jol} < [lu = v|| = [fu+l|,
®) ull < Jol} < {lu =[] <Ju+2]|

No caso (1), a terceira igualdade dd-nos oA = 0 e, como A # 0, concluimos
que o = 0 e a segunda igualdade reduz-se, entdo, a 52 = A2 4 3% com \ # 0,
o que é absurdo. Este caso nao pode ter lugar, portanto.

No caso (2), temos A\? = a?+ 3% = A2+ a2+ 2 —2a) < N2 +a?+ B2+ 2a).
A segunda igualdade dd-nos A\? —2a\ = 0, de modo que a = \/2 e, da primeira
igualdade tiramos que 8 = £Av/3/2. A liberdade de escolha que ainda nos
resta permite impor que

A V3

v = 561 +T€2

Dizemos que a rede Rg,, €, neste caso, uma rede hexagonal.

Rede hexagonal.
No caso (3), temos
N =a?+ 32 < A4+ a2+ 82— 20\ =22+ o2 + 3% + 20\

A segunda igualdade da-nos aA = 0, de modo que a = 0 e a primeira igualdade
déd-nos § = +A. Trocando v por —v, se necessario for, podemos supor que
v = Aep. Dizemos que a rede R, ¢ uma rede quadrada.
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Rede quadrada.
No caso (4), temos
M=o+ 82 < N4+ a%+ 6% -2\ < X2 +a? + 32+ 2.

Como A\ = a? + 32, temos \? + a? + 3% — 2a\ = 2)\? — 2a\ e, portanto,
A2 < 2)\? — 20\, donde tiramos que A > 2a. Neste caso, consideremos os
vectores u—+uv e u—v escrevem-se u+v = (A+a)e;+Lfez e u—v = (A—a)e; —fea,
de modo que

P(u+v,u—v)=A+a)A—a)—B>=0.

Assim, cada né da rede surge como o centro do rectangulo definido pelos nés
contiguos. Dizemos que R¢, é uma rede rectangular centrada ou rombica.

Rede rectangular centrada
No caso (5) temos
MN<a?+82=24+a%+ %20\ = N2+ + 32 + 2.
A 1ltima igualdade diz-nos que o = 0 e a segunda dd-nos, entdo, 3* =
A2 + 3%, 0 que & impossivel, pois A # 0.

No caso (6), temos

N <+ =N4+a2+8%—2a\ < N+ a2+ 32+ 20
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Da igualdade tiramos que A\? — 2a\ = 0, de modo que o = \/2 e, portanto,
(% > 3)\2/4. Note-se que

O (u,u —2v) = ®(Neq, Aeg — 2261 — 2fez) =0,

de modo que temos, de novo, Rg, ¢ uma rede rectangular centrada.

Rede rectangular centrada.

No caso (7), temos
N <o+ 32 < A4+ + 8% =20\ =22+ + 3%+ 20\

Resulta que o = 0. Dizemos que Rg, € é uma rede rectangular.

| D N S

T 17 17 1 1

Rede rectangular.

Finalmente, temos o caso (8). A rede Rg, ¢ chamada rede obliqua ou
paralela.
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Rede obliqua ou paralela.

Resumindo:

Teorema 1.19. Seja G um grupo discreto de isometrias do plano euclidiano
tal que existem vectores linearmente independentes u,v tais que T = %, ,.
Entao os vectores u e v podem ser escolhidos de tal forma que ||u|| < ||z|| para
qualquer z tal que t, € T e ||v|| < ||Z/|| para qualquer vector z nao colinear
com u e tal que t, € Tg. Seja (e1,e2) uma base ortonormada do plano tal que
u = Aep para algum A\ € IR. Entao uma e uma so das situagoes seguintes tem
lugar:

(a). Os vectores u e v satisfazem: ||u|| = ||v|| = ||u — v|| < ||u + v||; neste
caso, o vector v pode ser escolhido tal que:

A V3

V= —=e1+

2 2

€2,

e, para todo p € IR* a rede R¢, é uma rede hexagonal;

(b). Os vectores u e v satisfazem: ||u|| = ||v|| < ||u — v|| = ||u+ v||; neste
caso, o vector v pode ser escolhido tal que v = \es e, para todo p € IR* a rede
Re¢p € uma rede quadrada;

(c). Os vectores u e v satisfazem: ||ul| = ||v]| < ||lu—v|| < ||u+v|| ou
llul| < [|v]| = |Jlu —v|| < ||u+ v||. Neste caso, se v = ae; + fey entdo X > 2«
e, para todo p € IR? a rede Rg, é uma rede rectangular centrada;

(d). Os vectores u e v satisfazem: ||u|| < ||v|| < ||lu —v|| = ||u + v||. Neste
caso v = fSeg para algum 3 € IR e, para todo p € IR* a rede Rg,, é uma rede
rectangular;

(e). Os vectores u e v satisfazem: ||u|| < ||v|| < ||lu —v]|| < ||u + v||. Neste
caso, para todo p € IR* a rede Rg, é uma rede obliqua.

Este teorema restringe as redes de pontos que podem estar associadas a
um grupo discreto de isometrias do plano. Vamos agora ver que existem,
igualmente, restrigcoes severas sobre os subgrupos de rotacoes de um grupo
discreto. Suponhamos, pois, que existe um ponto p € IR? tal que G, =
SO, NG # {1g2}. Se g € G4, entdo g = 1y, para algum real § e é claro que
ro € G, (cf. T.1.16). Segundo o T.1.16, ro(mu + nv) € W. Concluimos que
existem inteiros a, b, ¢, d tais que rg(u) = au + bv e ro(v) = cu+ dv. Assim, na
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w=(5 )

e, portanto, o trago de 7y é o inteiro a + d. Numa base ortonormada directa,
a matriz de 7y é, como vimos,

M, = ( cos —sinf ) .

base (u,v), a matriz de 74 €

sinf cos®

Como o traco de rg é um invariante, concluimos que 2 cos € Z, o que implica
que apenas sdo possiveis os valores § = —1,—1/2,0,1/2,1. Por outro lado,
como vimos (cf. T.1.17), G4, é um grupo ciclico. Isto é, existe um inteiro k
tal que Gy = {romm/kp : m =0,....,k — 1}. A restrigao sobre 6§ implica que k
s6 pode assumir um dos valores 1,2, 3,4 ou 6. Isto é, temos o

Teorema 1.20. (Restricao Euclidiana ou Restri¢ao Cristalogréfica) Sejam G
um grupo discreto de isometrias de terceiro tipo e suponhamos que existe
p € IR? tal que G, # {1e}. Entao existe um inteiro k € {1,2,3,4,6} tal
que G4 p = {romajkp :m=0,.... k —1}.

Onde, k representa a ordem da rotagao.
O teorema tem a ainda o seguinte

Coroldrio 1.1. Se um grupo de Padroes G contém uma rotagao de ordem 4
entao nao pode conter rotagoes de ordem 3 nem de ordem 6.

DEMONSTRACAO. Seja Tax, € (G, e suponhamos, com vista a obtencao de

absurdo, que 72z , € G. Como G é um grupo temos que rzx ., o7 _2x , € (G, mas
37 37 4

q

T2m,,OF 2x., = T2r,; Oque pela, restri¢ao cristalogréfica (k sé pode ser igual a: 1,
2,3, 4 ou 6), ndo pode acontecer, portanto é absurdo. Como 72z, 072z, = rzx.
) ) ? ) 6 7q 6 7q 3 7q
imediatamente se conclui que também rzx , nao pode pertencer a G. 0
6 b

Analisemos agora os casos em que GG contém reflexoes. Como sempre, u
designa um vector de norma minima entre os vectores w tais que t,, € G e v
designa um vector de norma minima entre os w nao colineares com u e tais que
tw € G. Os referenciais ortonormados que consideraremos tém bases (eq, es)
tais que u = Ae; e v = ae; + Beg com A > 0, a > 0 e § # 0. Como sempre,
W designa o conjunto dos vectores da forma mu + nv, com m,n € Z. Dizer
que t,, € G é euivalente a dizer que w € W. Recorde-se, ainda, que se g é o
automorfismo ortogonal associado a um elemento de G, entao g(W) = W (cf.
T.1.16). Em particular, se h € G tem um ponto fixo p e Rg, = p + W, entao
h(R¢p) = Rap-

Suponhamos que GG contém a reflexao sp numa recta D. Escolhamos um
ponto a € D e consideremos o ponto p = t,(a) € Rg,. Resulta das observagoes
acima que ¢ = sp(p) € Rg,q. Suponhamos que a recta E definida por a e p
nao é nem igual a D, nem perpendicular a D. Entao é claro que os vectores
ap e ag sdo linearmente independentes. Mas ap = u e, como sp(a) = a,
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— — . — oo e .
temos ||ag|| = ||ap||. Assim, a¢ é de norma minima entre os vectores w tais
que t, € T¢ que nao sao colineares com u. Por outras palavras, podemos

— 2
tomar v = aq. Resulta que ||v|| = ||u|| e, portanto, a rede Rg, ¢ hexagonal,

quadrada ou rectangular centrada e, em qualquer destes casos, a recta de
reflexao é paralela a uma das diagonais de uma qualquer das células da rede.

Resta-nos analisar o caso em que a recta F é a recta D ou é perpendicular
a D. Nestes casos, escolhemos um referencial ortonormado com origem em a
e cuja base (e, e2) satisfaz as condic¢oes estabelecidas acima.

Se D é perpendicular a E, entao sp(a + xe; + yes) = a — ze; + yes. Em
particular, teremos sp(a+v) = A—ae;+ Bes. Segundo o T.1.16, —ae; + ey €
W, isto é, existem inteiros m, n tais que —ae; + fes = mu+ nv. Assim, temos
—aey+ fes = (mA+na)e; +nfeg e, como 5 # 0, temosn =1 e mA+a = —q,
donde tiramos que mA+2a = 0. Se m é par e m = 2k, k € Z, a relagao anterior
diz-nos que kA + o = 0 e, portanto, ku + v = (kX + a)ey + fey = fey € W.
Como ||Bes||” = 2 < ||v]|* = a® + (2, o facto de v ser de norma minima entre
os vectores de W nao colineares com u implica que o« = 0. Se m é impar e
m = 2k + 1, a relagdo mA 4+ 2a = 0 implica que kXA + a« = —\/2 e, portanto,
ku+v = —(\/2)e; + Beg € W. Esta relagao mostra que (A\/2)?+ 5% > o? + 32
de modo que A\? > 4a?. Mas, como mA\ + 2a = 0, temos m?\? = 4a?, de modo

que A2 > m2)\2, o que evidentemente, implica que m = —1,0. O segundo
caso contradiz as hipéteses sobre m, de modo que temos A = 2a. Neste caso,
u—v = aey— ey e u+v = 3ae;+ Bey, de modo que [|u — v|[> = ||v]]* = a2+ 32
e |Ju+v||* = 902 + 2. Assim, temos ||u|| < ||v]| = |Ju —v]|| < ||u+v]||. Este

caso apenas ¢ possivel quando a rede é hexagonal ou rectangular centrada.

Se D = E, temos sp(a + v) = A+ ae; — fes. Existem, portanto, inteiros
m,n tais que ae; — fes = mu + nv = (mA + na)e; + nfey, donde tiramos
que n = —1 e mA — a = «a. Assim, mA — 2a = 0. Se m = 2k é par, resulta
que ku — v = —fey e deduzimos, de novo, que a = 0, de modo que a rede é
rectangular ou quadrada. Se m = 2k + 1 é impar, temos 2k\ + A — 2a = 0, de
modo que /2 = a—k\ e, portanto, v —ku = ae; + Sea—kle; = (A/2)e1+ Ses.
Resulta, novamente, que A = 2« e, portanto, que ||v|| = ||u — v||. A rede, neste
caso, é hexagonal ou rectangular centrada.

Guardando as notacoes, temos, portanto, o

Teorema 1.21. Seja G um grupo discreto de isometrias do plano euclidiano,
de terceiro tipo. Se G contém uma reflexao sp numa recta D, entao uma das
seguintes situagoes tem lugar, onde a € D:

(a). A rede Rg,, é hexagonal, quadrada ou rectangular centrada e a direcgao
de D é IR(u —v) ou IR(u +v);

(b). A rede R, € rectangular e a direc¢ao de D é IRu ou IRv.

Suponhamos agora, que existe uma reflexao deslizante sp,, € G e nao
contém reflexées. Por definicao, sp, fixa a recta D. Note-se que sp,, ©
spw € G e é uma translagdo que fixa a recta D. Se 1" designa o conjunto das
translacoes pertencentes a G que fixam a recta D, seja H o grupo gerado por
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T" e sp,. Trata-se de um grupo discreto de isometrias do segundo tipo. O
que vimos na sec¢ao anterior permite-nos entao, supor que sp,, ¢ tal que, se
tow = Spw © Sp.w, €ntdo 2w é de norma minima entre os vectores 2’ tais que
t., € T'. Seja a € D e E a recta perpendicular a D que passa por a. Sejam
M =spu,(E) e P =sp,ospw(E). Por defini¢do, se p = sp ., 0 spw(a) entdo
ap ¢ de norma minima entre os vectores 2’ tais que t, € T". Seja z um vector
de norma minima entre os vectores de W que nao sio colineares com ap e
b = a+2z.Como ap+z € W e ndo é colinear com ap, ¢ claro que ||ap + z|| > ||2]|
e, portanto, o ponto b encontra-se entre as rectas £ e P. Se b € E é claro
que a rede associada a G é rectangular e D é paralela a um dos lados da rede.
Se b se encontra entre E e P, seja ¢ = sp(b). Temos sp,, ot, o sl_)?w(a) =
Spaw O t, © sl_)?w(a) = Spw(@a —w+ 2) = spu(b—w) = sp(b) = ¢, de modo
que Spg, ot, 0 sg}w = tzz. Daqui resulta que ac € W e, portanto, a rede é
hexagonal, quadrada ou rectangular centrada.
Resumindo

Teorema 1.22. Seja G um grupo discreto de isometrias do plano euclidiano,
de terceiro tipo. Se G' contém uma reflexao deslizante sp,,, entao:

(a). Arede Rg ,, € hexagonal, quadrada ou rectangular centrada e a direc¢ao
de D é IR(u —v) ou IR(u + v);

(b). A rede R¢ , é rectangular e a direc¢ao de D é IRu ou IRv.

Suponhamos, finalmente, que G contém uma reflexao deslizante sp ,, € que
existe um ponto a tal que Rg, ¢ fixa por sp,,. Entdo p = sp,(a) € Rga, 0
que significa que ap € W e, portanto, t_az € G. Resulta que t_z;05p, € G.
O automorfismo ortogonal associado a esta isometria ¢ uma reflexao. Como

t_apospwla) =t_g(p) = a, vemos que t_gz;05p,, ¢ uma reflexao. Concluindo

Teorema 1.23. Seja G um grupo discreto de isometrias do plano euclidiano,
de terceiro tipo. Se G contém uma reflexao deslizante que fixa uma rede R¢ )
entao G contém uma reflexao.

Com base nestes resultados, abordamos agora a questao da determinacao
dos grupos discretos de terceiro tipo. Tal como no caso dos grupos de frisos,
procedemos a uma andlise caso a caso.

Esta abordagem pode ser feitas de diferentes maneiras, por exemplo:

(a) Baseando-nos no tipo de rede associada;

(b) Identificando em primeiro lugar os grupos que s6 contém isometrias
directas e & "custa'"destes, os restantes.

A primeira maneira (a), consiste na aplicacao do método de exaustao, isto é,
por esgotamento de todos casos possiveis de combinacao entre o tipo de rede
e o grupo ortogonal. Cada combinagao, ou gera um grupo, ou entao, prova-se
que é impossivel. Sobre esta maneira apresentamos, a titulo de exemplo, trés
padroes pl e p2 associados a rede obliqua (ou paralela) e o grupo pm associado
a rede rectangular. Vejamos o
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Caso 1 - Rede Obliqua ou Paralela.
Neste caso, a base ortonormada escolhida, (e1,e;) é tal que u = Aej e
v=ae;+ Peacom A>0,a>0e

N <o+ 32 < A4+ + 8% =20\ < A2+ a2 + 3%+ 20\

Caso 1la - (G apenas contém translagoes. Neste caso, existem vectores u, v
tais que G = %,,,. A classe destes grupos é designada pelo stmbolo pl.

>4

Accao da classe pl.

Caso 1b - G contém uma isometria cuja parte linear é um automorfismo
ortogonal diferente da identidade. Os resultados demonstrados mais atras
mostram que, neste caso, os automorfismos ortogonais em causa sao rotagoes.
O teorema da restricao cristalografica mostra, entao, que as rotacoes em causa
sao rotacoes de angulo . Consequentemente, existe um ponto p tal que 7, €
G. O grupo é constituido pelas isometrias da forma ¢,,,1n, © T%JJ, m,n € Z,
j =1,2. A classe destes grupos é designada pelo simbolo p2.

v AN
AAGAAGAS
o

agdododds
A A Ao AAs
il i

Accao da classe p2.

Caso 2 - Rede Rectangular.

Neste caso, a base ortonormada escolhida, (e1,e;) é tal que u = Aej e
v = fey com S > X > 0. Aqui é possivel que o grupo contenha reflexoes
e rotagoes. Uma vez que as rotacoes devem preservar a rede, é claro que
apenas é possivel a rotacao de dngulo 7. Evidentemente, a rede é preservada
por reflexdes em rectas de direcgoes e; e e; e em reflexoes deslizantes com as
mesmas direccoes. Note-se, ainda, que, se G nao contém reflexoes, entao cai
numa das classes ja descritas.

Caso 1a - O grupo G, estd reduzido a {12, sp} onde sp é uma reflexdo.
Neste caso, os elementos de G sao da forma tmu+mos§) commnelej=12.
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Os resultados anteriores dizem-nos que a recta D tem direccao IRe; ou IRes.
A classe destes grupos é designada pelo simbolo pm.

4 >4 >14 PN PN > <

Accao do grupo pm.

Seguindo este tipo de argumentacao, nao é dificil encontrar os restantes
catorze casos.

A segunda maneira (b), consiste em identificar primeiro os grupos que sé
contém isometrias directas, em niimero de cinco e, posteriormente, conjugando
estes com as isometrias inversas associadas, abordamos as restantes doze gru-
pos.

Vamos usar esta segunda maneira para obter a

Classificagao dos 17 Grupos de Padroes. A classificacao dos grupos
de padroes de plano e do espaco foi realizada por Fedorov em 1891, na Ruissia,
quando este desenvolvia estudos de Cristalografia. E.S. Fedorov, estabeleceu
a primeira prova rigorosa da existéncia de grupos de simetria dos cristais no
espaco tridimensional, num total de 230. A partir destes grupos de simetria do
espago, ele demonstrou a existéncia dos 17 grupos de simetria no plano. Esse
trabalho s6 foi divulgado nos anos 20 do passado século, através dos trabalhos
de Niggli e de Polya. Por causa da sua origem os 17 grupos de simetria sao de-
nominados Grupos Cristalogrdificos. Mas estes grupos de simetria sao também
denomidados: grupos de azulejos ou grupos de papets de parede (denominados,
aqui de Grupos de Padroes).

Vamos utilizar a notagao standart, conhecida por notagao cristalogréfica ou
~ . . 5 ~ , ~ , .ye
notacao internacional’. Esta notagao ¢ uma adaptacao dos simbolos utilizados
nas tidbuas internacionais de cristalografia para raio-x. Consiste em

Ao efectuar pesquisas referentes ao estudo dos grupos de padrdes (grupos cristalografi-
cos), encontrdmos um problema (que julgamos ser comum a todos quantos facam um estudo
nesta drea) - as vdrias notagoes usadas a gosto de cada autor. No final deste trabalho,
encontra-se, em forma de desdobravel, uma tdbua de equivaléncias de notagoes, onde
s@o apresentadas as notagoes de: Montesinos Amilibia, Internacional (abreviada), Bossard,
Polya, Niggli, Speiser, Fejes Toth, Shubinov-Koptsik, Wells Belll&Fletcher e Orbifold de
John Conway.
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quatro caracteres que nos dao a identificacdo de: célula unitdria®, (também
conhecida por paralelogramo fundamental), centros de rotagio e reflexoes bdsi-
cas. E usual escolher a célula unitdria de modo que os centros de rotacio de
maior ordem figurem em seus vértices, porém existem dois casos em que 0s
centros de rotagdo de maior ordem se encontram centrados (cmm, cm). Os
eixos de reflexao sao paralelos a um ou aos dois lados da célula unitéria. Con-
sideramos como eixo-OX, o lado esquerdo da célula. Assim, lendo as notagoes
da esquerda para a direita, deparamo-nos com:

1. p ou c consoante o paralelogramo fundamental é primitivo ou
centrado. O paralelogramo diz-se centrado se ¢ um rombo (losango), (se ndo
é um quadrado), e neste caso, uma das suas diagonais é um eixo de simetria e
a ordem méxima dos dngulos é 1 ou 2. Nos restantes casos o paralelogramo é
primitivo’;

2. n é o inteiro que corresponde & maior ordem dos centros de rotacao,
sera 1,2,3,4,0u 6.

3. Este simbolo designa a existéncia de eixos de reflexao perpendicu-
lares ao eixo-x, utilizando-se para o efeito 3 caracteres:

m (inicial da palavra inglesa "mirror"e da francesa "miroir"que sig-
nificam espelho) indica eixos de reflexao; g (inicial da palavra inglesa "glide"e
da francesa "glisement"que significam deslizamento) indica eixos de reflexao
deslizante nao triviais; e por fim 1 que indica a inexisténcia de reflexoes.

4. Este ultimo, faz referéncia ao angulo que o eixo de reflexdo (ou
de reflexdo deslizante) faz com o eixo-x, e como estd directamente ligado aos
centros de rotagao, utilizamos a seguinte convencgao, donde o d4ngulo depende
do n que aparece na segunda posicao: 1 ou 2 se o angulo ¢ de 7, 4 se ¢ de
e 3 ou 6 se ¢ de §; os stmbolos m, g e 1 utilizam-se como em 3.

Observagao 1.1. A nao existéncia de simbolos nas posicoes trés e quatro
indica que o grupo ndo contém reflexdes/reflexdes deslizantes.

Uma vez apresentada/justificada a notacdo a usar, estamos em condigoes
de proceder a classificacao dos dezassete grupos de padroes.

Vamos seguir o tipo de argumentacao apresentado por Ilda Perez e Paula
Reis, no Boletim da SPM, de 2002. Como foi atrds referido, comecaremos
pelos

Grupos de Padroes que s6 contém Isometrias Directas. Um grupo

6Uma célula unitsria (ou paralelogramo fundamental) P = P(p;u,v) é o fecho de uma
regido fundamental do grupo (t,,t,), subgrupo de G. O paralelogramo P preenche todo o
plano por accao de (t,,t,) tendo-se pois,

R =Up neINs Emutno (P) = U neinP(p + mu + nv; u, v).

"No caso do paralelogramo ser centrado chamamos célula fundamental ao rectangulo
que o envolve. Se o paralelogramo é primitivo a célula coincide com o paralelogramo.
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pontual de G, G, deixa invariante o grupo das translacoes de G, assim, a
classificagao dos grupos de padrdes que s6 contém isometrias directas, G,
(translagoes e rotacoes) baseia-se no

Teorema 1.24. A classificacao dos grupos que sé contém isometrias directas
é determinada pela ordem médxima de uma rotagao de G.
Ha& 5 tipos de grupos de padroes que s6 contém isometrias directas:

pe = (tu ,T2x,) — se a ordem médxima de uma rotagao de G ¢é 6;
6 ).

Dy = <tu ,7“2_w.p> — se a ordem mdxima de uma rotacao de G é 4;
4 ).

ty T2, > — se a ordem mdxima de uma rotacao de G é 3;

o = (ty ,t, , H,) — se a ordem mdxima de uma rotagao de G é 2;
1 = (ty ,t, ) — se G’ nao contém rotagoes.

Observagao 1.2. Se G é um grupo de padroes cujo grupo de translacoes é
Te = (u,v), as rotagoes de G s@o determinadas por T e pelas rotagoes de
centro numa célula unitdria de G.

Com efeito, se P = P(p;u,v) é uma célula unitéria de G e ry,, ¢ uma rotagao
de G cujo centro ¢ estd numa célula unitéria P, ,, = P(p+mu+nv,u,v) entdo
pelo teorema (1.12) t_,u—ny © 704 © tiputnw = Toy, Onde pr € P.

DEMONSTRAGAO. Apresentamos a seguir um esboco da demonstracao.
Seja G um grupo de padroes contendo unicamente isometrias directas.
Pelo teorema (1.15) T = (u, v), com u e v linearmente independentes.

Se G nao contém rotagoes entdo G = (t,,t,) = p1.

Se G contém rotagdes 72« ., pelo teorema da restrigao cristalogréfica (1.20),

n

a ordem méxima de uma rotacao 2z« - de GG s6 pode ser 2, 3, 4 ou 6.
n ).

no exposto a baixo G = <tu, Tﬁ.p> , se a ordem ¢é 3, 4 ou 6

e G = (tu,ty, Hy) , se a ordem ¢é 2 (meias voltas).

1° caso: Seja G um grupo de padroes que contém rotacoes de ordem 3, 4
e 6.

Consideremos um vector « de T de comprimento minimo e o vector v’ =
Tax (u/) ,onde r 2m é uma rotagao de ordem méxima de GG. Assim sendo T =

! / ’ ! ~ . .
<u , U >, porque v e v sao linearmente independentes, e ¢, € <tu/,r27w;p>
. . . ~ . !
pois t,; =12z, 0t or-2 . Para simplificacdo da escrita vamos supor u = u
n n ’
A
ev =u.
De seguida determinemos as rotagoes de G cujos centros pertencem a célula
unitaria P = P(p,u,v).
A titulo de exemplo, consideremos o caso em que G contém rotacoes de

ordem 6. Seja u um vector de comprimento minimo de % € rzx ,, uma rotagao
6 ’.
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de ordem 6 de G. Consideremos a célula unitéria P = P(p, u, Tam, (u)), onde
0 vector 72z (u) = v ver préxima figura. O coroldrio (1.1) diz-nos que G nao
contém rotacoes de ordem 4. Facilmente se verifica que p+ u é um 6-centro de
p e que os pontos ¢,r e s, assinalados na préxima figura, sao respectivamente

um 3-centro e dois 2-centros de P.

T2z = lu 072, Oty
P2rg = T2z O T2 pt
F2p9 = M2zipiu O T 22y
P2z, =72, 0T,

Por rotacoes em ¢, seguidas de uma meia volta em rzx , (s) obtém-se o
3 ,
padrao de centros da célula unitdria P indicada na figura. A existéncia de
mais algum centro de rotacao em P contraria a minimalidade dos vectores u e
v.

O -0 0
N
N ;’{:J
Greee Qe O
1}

Os padroes de centros de rotagao das células unitdrias nos restantes casos
deduzem-se de modo andlogo e estao representados nas figuras seguintes.

Utilizaremos a seguinte representagao: Um centro de rotacao de ordem 2,
3, 4 ou 6 é representado por um circulo, um tridngulo, um quadrado ou um
hexdgono, respectivamente, (ver Anexo.4).

Padrao de centros da célula unitdria

onde
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e / 0

L

L1 O L]
P u

Padrao de centros da célula unitaria P = P(p;u, T2, (u)), onde T2 (u) =

v
4]
u

2° caso: Se a ordem ¢ 2, G = (t,,t,, H,), onde H, é uma meia volta de
centro p e u e v sao dois geradores de Tg.

O Padrao de centros da célula unitaria P = P(p;u,v), estd representado na
figura:

V.
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Padrao de centros de rotagao, células unitarias, células fundamentais
de um grupo de padroes. Se G é um grupo de padroes, o subgrupo G das

isometrias directas de GG, ¢ um dos grupos: p1, P2, Ps, P4, Ps-

Se Gy = P,1=1,2 3,4 ou6 o padrao de centros de rotagao de G ¢
um conjunto de todos os pontos do plano que sao centros de rotacao de G
com a indicagao da ordem méxima de uma rotacao de cada centro. O padrao
de centros e rotagao é obtido por translacao do padrao de centros da célula
unitdria determinado, para cada caso, na demonstragao anterior.

Uma célula fundamental de G, = P; é um poligono convexo P;", que é o
fecho de uma regiao fundamental de G,. Se ¢ = 1 as células fundamentais de
G, = P, sao as células unitdrias de G. Se i = 2, 3, 4 ou 6 as células funda-
mentais de G, = P; estao estritamente contidas numa célula unitdria P, e por
accao das rotacoes de centro em p prenchem o prépio P. Consequentemente,
por accao das translagoes de G sobre a célula unitdaria P, preenchem todo o
plano.

Vejamos, em andlise mais pormenorizada, cada um destes grupos de padroes
do plano euclidiano. Para cada um deles apresentamos as transformagoes de
simetria existentes numa célula unitéria, (onde também estao assinalados os
centros de rotacao e a sua ordem) e um padrao construido com o programa Kali,
onde assinaldmos a vermelho os vectores associados ao grupo das translacoes
e a amarelo o paralelogramo fundamental. Os simbolos que correspondem &
ordem dos centros encontram-se no apéndice.

Tlustragoes. o pg = <tu ,T2n ,p> — se a ordem mdaxima de uma rotacao
6 )

de G é 6;
Contém rotacoes de ordem 6, de ordem 3 e de ordem 2.
A rede ¢é do tipo hexagonal.

i S iy
o K
’ % % o a

Grupo de simetria pg.

0 py= <tu ,T2_w,p> — se a ordem méxima de uma rotacao de G é 4;
4
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Contém rotagoes de ordem 4 e de ordem 2;
Os centros de rotagao de ordem 2 estao entre os centros de ordem 4.

A rede é do tipo quadrada.

KX XX

Grupo de simetria py.

o p3 = <tu ,T2_w.p> — se a ordem méxima de uma rotacao de G é 3;
3 2.

Contém rotagoes de ordem 3.

A rede é do tipo hexagonal.

A A A A

Grupo de simetria ps.

o po = (tu ,ty , H,) — se a ordem mdaxima de uma rotagao de G ¢ 2;
Contém rotagoes de ordem 2 (de 7).
A rede é do tipo paralela.

41
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Grupo de simetria ps.

op; = (ty,,t, ) — se G ndo contém rotagoes.

Contém apenas translagoes;

Os dois eixos de translagao podem fazer um dngulo qualquer entre eles.
A rede é do tipo paralela.

.
B .
S . |

Grupo de simetria p;.

Grupos de Padroes que contém Isometrias Inversas. Se considerarmos

a possibilidade do grupo de simetrias do plano conter também isometrias
inversas (reflexdes e reflexoes deslizantes) entao aparecem 12 novos grupos.

A classificagdo destes 12 grupos de padroes faz-se identificando as sime-
trias inversas das células fundamentais dos 5 grupos que contém sé6 isometrias
directas P;,i = 1, 2, 3, 4 e 6, classificados no teorema anterior.

Vamos agora proceder a classificacao dos grupos de padroes que contém
isometrias inversas e cujo subgrupo de isometrias directas ¢ um dos cinco F;,
classificados anteriormente.

Seja G um grupo de padroes que contenha isometrias inversas (reflexoes
e reflexdes deslizantes). Esta classificagdo obtém-se a partir das observagoes
seguintes:
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Observagao 1.3. Fixada uma regiao fundamental R de G, todas as isome-
trias inversas de G sao geradas por GG e pelas reflexoes ou reflexoes deslizantes
em rectas que intersectam R.

Com efeito, se D é uma recta de reflexao ou reflexao deslizante que nao
intersecte a regiao fundamental R entao D intersecta uma regiao fundamental
da forma f (R) com f € G, pois, da defini¢ao de regido fundamental sabemos
que o plano é a unido das imagens f (r), com f € G,.

A recta f~'(D) intersecta r e a reflexdo sp (respectivamente, reflexao
deslizante sp,,) estd em G se e s6 se a reflexdo s;-1(p)y (respectivamente, re-
flexao deslizante sp(f-1(;), f-1+(»))) €std em G.

Observagao 1.4. Existe apenas um nimero finito de direccoes para as rectas
de reflexao ou reflexao deslizante de G.

Se D, é uma recta de reflexao ou de reflexao deslizante de GG a transformacgao
ortogonal f, associada a reflexao ou a reflexao deslizante em D deixa invari-
ante o grupo das translacoes T. Em particular, f, transforma o conjunto de
vectores de comprimento m de T no conjunto dos vectores de comprimento
m de T. Seja qual for o m (em especial, se m for o comprimento minimo)
o conjunto dos vectores de comprimento m é finito e portanto as rectas de
reflexao ou reflexdo deslizante que o deixam invariante tém um nimero finito
de direcgoes.

Observagao 1.5. As reflexoes e reflexoes deslizantes de G sao simetrias do
padrao de centros de G.

Se f é uma reflexao ou uma reflexao deslizante de G e r 2x,, € uma rotagao
de ordem k e centro p de GG, a rotagao f o T2z, 0 = T2m. () estd em G e é
uma rotagao de ordem K com centro f (p).

A classificacao geral dos grupos de padroes resume-se agora a fixar para
cada um dos casos Gy = P, i = 1, 2, 3, 4 e 6 uma regiao fundamental R;,
identificar os conjuntos de rectas com as direc¢oes apropriadas que intersectam
R; e sao simetrias do padrao de centros de F;.

Verifica-se que para obter todos os grupos de padroes basta considerar as
rectas que correspondem a simetrias de reflexao ou reflexao deslizante de al-
guma célula fundamental de P;, como nos é dado observar na enumeragao
completa que se segue.

Seja um grupo GG de padroes que contém isometrias inversas. Para cada
um dos casos G = PF;, consideremos uma célula unitéria de G cujos lados
correspondem a vectores de comprimento minimo e uma célula fundamental
de G, (a azul, como se vé nas figuras seguintes).

1° caso: Se G = pg
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VD a? O

3]

Célula unitéaria e célula
fundamental do grupo de
simetria pg.

A célula fundamental de G assinalada na figura admite como simetria a
reflexao na recta D. Qualquer outra reflexao ou reflexao deslizante satisfazendo
as condicoes patentes nas trés observagoes anteriores, relativamente a uma das
regices fundamentais associadas a célula fundamental obtém-se por composi¢ao
de Rp com isometrias de G.

Consequentemente, existe um tnico grupo de azulejos com isometrias in-
versas e cujo subgrupo de isometrias directas G, = P;. Esse grupo é pbm =

<tu )28, SD
De modo anélogo se conclui que:

2° caso: Se G = py

Célula unitdria e célula
fundamental do grupo de
simetria py.

Neste caso,

- Ou tem-se pdm = <tu T2 SD> ,onde D é a recta de simetria da célula
fundamental de p, assinalada na figura,

- Ou tem-se pdg = (t, ) T2m s sD/> ,onde D' ¢ a recta de simetria da célula

fundamental assinalada na figura.
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Portanto verifica-se que p4m e p4g sao os unicos grupos de padroes que
contém isometrias inversas e cujo subgrupo de isometrias directas G, = py.

3° caso: Se G = ps3

Célula unitdria e célula
fundamental do grupo de
simetria ps.
Neste caso,
- Ou tem-se p3m1 = <tu ) T2m, 3D> ,onde D é a recta de simetria da célula
fundamental assinalada na figura,
- Ou tem-se p31lm = <tu ) T2my, sD/> ,onde D' é a recta de simetria da célula

fundamental assinalada na figura.
Portanto verifica-se que p3ml1 e p31m sao os dnicos grupos de padroes que
contém isometrias inversas e cujo subgupo de isometrias directas G, = ps.

4° caso: Se G, = p,°

Célula unitéria e célula
fundamental do grupo de
simetria po.

8As reflexdes que sdo simetrias da célula fundamental tém a ver com o facto da célula
unitdria ser um rectangulo ou um losango. Para considerar os diversos casos ( em niimero
de 4), supomos que o grupo de translagoes de G admite como célula unitdria p= (P;u,v)
um quadrado.
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Neste caso,

- Ou tem-se cmm = (tu Jty ,sD, sD 0,
- Ou tem-se pmm = (t,, Iy
- Ou tem-se pmg = <tu ,ty ,Hp, S ~>

- Ou tem-se pgg = <tu sty Hy, s E> .

’2
(sp, € uma simetria ndo da célula fundamental assinalada mas da célula
fundamental do triangulo pqr).
5° caso: Se G, = p;

Se GG nao contém rotagoes, isto ¢ G, = p;, as isometrias inversas que sao
simetrias da célula fundamental dependem de G admitir uma célula unitéria
rectangular ou rémbica. Tal como no caso anterior, para incluir todos os casos
na mesma figura representamos uma célula unitaria de G por um quadrado.

D/ p

Célula unitaria e célula
fundamental do grupo de
simetria p;.

Neste caso,

- Ou tem-se ecm = (t, ,t, ,Sp) ,

- Ou tem-se pm = (t,, , Sp, Sp')

- Ou tem-se pg = <tu . SD, %, SD/’%> = <3D77_2L, SD/,7—2‘> .

Ficam assim classificados os 12 grupos de padroes que contém isometrias

inversas que com os 5 grupos que s6 contém isometrias directas formam o

Teorema 1.25. Seja G um grupo cristalografico,
- Se n = 3,4,6 consideramos u um vector nao nulo, v = raxq (u) e P (p;u,v) :

p6 = <tu 7T2%;p> 7

pbm = <tu ,S2m s SD> , D recta que contém uma diagonal de P;

Pa = <tu ,raf;p>;
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pdm = <tu ) T2m, sD> , D recta que contém uma diagonal de P;

pdg = <tu ,r;Tw;p,SD/>, D' recta paralela a uma diagonal de P e que s6
contém dois centros;
P3 = <tu 7T2ﬂ;p> ;

p3ml = <tu N sD> , D a recta que contém a diagonal maior de P;

p3lm = <tu ) T2my, sD/> , D' arecta que contém a diagonal maior de P;

- Se n = 2 temos:

p2 = (tu ,t, , Hy) onde (u,v) sao linearmente independentes;

- se p tem uma célula unitdria P (p;u,v) rombica:

emm = (t, ,t, , Hp, sp), D é a recta que contém uma diagonal de P;

- se py tem uma célula unitdria P (p;u,v) rectangular;

pmm = (t, t,,Hpy s,), D éa recta que contém um lado de P;

pmg = <tu by Hp, s D”>’ D" recta perpendicular a u que passa no ponto
p+

pgg = <tu 7tv 7Hp73D”71_21> s

- Se n = 1 temos:

p1 = <tu >tv> € P(p;u,v);

-se p; tem uma célula unitdria P (p;u,v) rombica:

em = (t, ,t,,sp), D é a recta que contém uma diagonal de P;

-se p; tem uma célula unitdria P (p;u,v) rectangular;

pm = (t, ,sp, s, ), D é a recta que contém um lado de P, D' é paralela a
D e contém uma mediana de P;

pg = <tu . SD, %, sD/7%> = <sD7%, sD/7%> , D recta que contém um lado de P,

D'é paralela a D e contém uma mediana de P.

Ilustragoes. Vejamos uma andlise mais pormenorizada de cada um destes
grupos, complementando-a com ilustracoes.

o pbm = <tu )82, sD> , D recta que contém uma diagonal de P;
Contém rotacoes de ordem 6, de ordem 3, de ordem 2 e reflexoes;

Os eixos das reflexoes formam um éangulo de %;

Alguns centros de rotagdo encontram-se nos eixos de reflexao, outros nao.
A rede é do tipo hexagonal.
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Grupo de simetria p6m.

o pdm = <tu ) T2m s SD> , D recta que contém uma diagonal de P;

Contém rotagoes de ordem 4 de ordem 2 e reflexoes;
Os centros de reflexao encontram-se nos eixos de reflexao
A rede ¢ do tipo quadrada.

-,
=2

~}
-
-

-
A
-
v

Grupo de simetria p4m.

o pdg = <tu ) T2m s sD/> , D' recta paralela a uma diagonal de P e que s6

contém dois centros;
Contém rotacoes de ordem 4 de ordem 2 e reflexoes;
Os eixos de reflexao sao perpendiculares.

A rede é do tipo quadrada.
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Grupo de simetria p4g.

o p3ml = <tu N sD> , D a recta que contém a diagonal maior de P;
Contém rotacoes de ordem 3 e reflexoes;

Os eixos das reflexoes formam um angulo de %;

Os centros de rotagao encontram-se todos nos eixos de reflexao.

A rede é do tipo hexagonal.

AL L L
L Ao
AL

Grupo de simetria p3m1.

o p3lm = <tu T2 SD/> ., D" a recta que contém a diagonal maior de P;
Contém rotacoes de ordem 3 e reflexoes;

Os eixos das reflexoes formam um éngulo de %;

Alguns centros de rotagdo encontram-se nos eixos de reflexao, outros nao.
A rede é do tipo hexagonal.
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s

N
1
1

e

ig\,
1

AT

Grupo de simetria p31m.

o emm = (t, ,t, ,H,, sp), D é a recta que contém uma diagonal de P;
Eixos de reflexao perpendiculares e rotacoes de ordem 2;

Os centros de rotagao nao se encontram nos eixos de reflexao.

A rede é do tipo rombica.

AT
SXEXNIN L
SNSNSN S

Grupo de simetria cmm.

o pmm = (t, ,t,, H,, spy), D' éarecta que contém um lado de P;
Contém eixos de reflexao perpendiculares e rotagoes de ordem 2.
A rede ¢é do tipo rectangular.

— A S = k¥ ()
R A3 G £ 4
e
— tF tF v -+
—_ | = A =
Gp A b £ b p g

Grupo de simetria pmm.
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opmg = <tu sty Hp, s >, D"recta perpendicular a u que passa no ponto
P+ 5

Contém reflexoes, reflexoes deslizantes e rotacoes de ordem 2.

O tipo de rede ¢é rectangular.

INTNINT om0
IAVAVAYE BN
A VAVE Bub
FAVAVAVE I

Grupo de simetria pmg.

o pgg = <tu vty Hp, s §> . D"recta perpendicular a u que passa no ponto

P+ 5

Contém reflexdes deslizantes e rotagoes de ordem 2;

Os centros de rotacao nao se encontram nos eixos de reflexao que sao per-
pendiculares.

A rede ¢é do tipo rectangular.

Grupo de simetria pgg.

ocm = (t, ,t,,sp), D éarecta que contém uma diagonal de P;

Contém reflexoes e reflexoes deslizantes com eixos paralelos;

Os eixos de reflexao bissectam o &ngulo formado pelas direccoes das translagoes.
A rede é do tipo rombica.
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Grupo de simetria cm.
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o pm = (t, ,sp, sy ), D é a recta que contém um lado de P, D" é paralela
a D e contém uma mediana de P;

Contém reflexoes, cujos eixos sao paralelos a uma direccao da translacao e
perpendiculares & outra.

A rede ¢é do tipo rectangular.

Grupo de simetria pm.

o pg = <tu ;SD,%, sD/7%> = <sD7%,3D/7%> , D recta que contém um lado de

P, D'¢é paralela a D e contém uma mediana de P;

Contém reflexoes deslizantes, cuja direccao é paralela a uma direccao da
translacao e perpendicular a outra.

A rede é do tipo rectangular.
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Classificados que estao os grupos discretos do plano euclidiano, propomos,
como ctividade, a identificacao de cada um dos grupos discretos de isometrias
do plano a seguir apresentados.
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CAPITULO 2

A DESCOBERTA DE PADROES

1. Introdugao

Finalizado o Capitulo 1, estamos aptos a identificar e classificar os subgrupos
discretos do plano euclidiano, a que demos o nome de grupos finitos, grupos de
frisos e grupos de padroes.

E possivel observarmos estes subgrupos discretos nos mais variados locais:
no estampar dos tecidos, nos tapetes de Arraiolos e Persas, (... ). nas calgadas e
nos azulejos, que revestem as paredes e tectos de paldcios, conventos, mosteiros
igrejas, capelas solares e edificios piblicos. Estes tltimos, os azulejos, serao o
alvo principal do nosso estudo neste capitulo. Todavia, fazemos uma "breve
incursao'pelas calcadas devido & importancia que tém no panorama artistico
e cultural.

Este capitulo esta estruturado em quatro seccoes, além da introducao.

Apresentamos a segunda seccao Simetria na Arte Isldmica, por julgarmos
que esta teve uma importancia preponderante na arte decorativa, sendo varias
vezes referenciada, quer a nivel dos padroes nacionais, quer a nivel dos padroes
internacionais. Estamos pensando por exemplo Alhambra em Granada, Es-
panha. Além de que foi durante a ocupacao drabe da Peninsula Ibérica que os
povos ibéricos tomaram contacto com a ceramica mural. Foi portanto através
da poderosa influéncia exercida pelos povos de civilizagao Islamica que esta
vocagao ornamental irradiou para a Europa a partir do século XV e se radicou
sobretudo, nas regioes do sul.

Criamos uma subseccao "Alhambra", por a considerarmos uma referéncia,
um expoente maximo da arte islamica na Peninsula Ibérica, tendo também
influenciado a arte azulejar em Portugal, pois segundo reza a histéria, no ano
de 1498 o rei de Portugal D. Manuel I viaja a Espanha e fica deslumbrado
com a exuberancia dos interiores mouriscos, com a sua proliferacao cromética
nos revestimentos parietais complexos, particularmente em Alhambra. E com
o seu desejo de edificar a sua residéncia a semelhanca dos edificios visitados
que o azulejo hispano-mourisco faz a sua primeira aparicao em Portugal. O
Paldcio Nacional de Sintra, que serviu de residéncia ao rei, é um dos melhores
e mais originais exemplos desse azulejo inicial ainda importado de oficinas de
Sevilha em 1503.

Ainda recentemente o Didrio de Noticias, na sua edi¢ao de 26 de Fevereiro
de 2007, com o titulo Matemdtica muito d frente explica mosaicos isldmicos,
dé conta de um artigo publicado na revista Science, onde o principal autor do
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artigo, Peter Lu, investigador da Universidade de Harvard, nos EUA, refere
que esses mosaicos geométricos “testemunham uma cultura mais sofisticada do
que até agora se pensava’. E explica “régua e compasso permitem executar
linhas simples, mas foi necessdrio um sistema mais complexo para explicar os
mosaicos com uma simetria decagonal perfeita”. Segundo os autores a criacao
de um motivo individual é possivel utilizando instrumentos rudimentares [tipo
régua e compasso|, porém para a sua reprodugao até ao infinito sem distorgoes,
nao é possivel e contrapoem “ isso parece indicar que os matematicos tiveram
um papel preponderante na cultura drabe e mugulmana na Idade Média”.

Apresentamos a terceira seccao A evolugcao do Azulejo em Portugal — nao
sendo este um trabalho na drea da histéria das artes, nem tao pouco essa a
nossa intencgao, referenciamos apenas alguns aspectos da evolugao do azulejo
em Portugal, sendo que essa evolugao estd necessariamente ligada & evolugao
e classificacao dos azulejos quanto & técnica o que justifica a introducao da
seccao seguinte Classificacao dos Azulejos.

Na tltima seccao Identificacdo e Classificacao de Padroes, apresentamos em
primeiro lugar, todo o processo de identificacao e classificacao de um padrao
(o p4m) a luz do que foi estudado no Capitulo 1, (ndo o fazemos para todos
j& que o processo serd idéntico e, tornaria o trabalho demasiado extenso). In-
troduzimos uma Subseccao — Calcadas—, visto nos exemplos que apresentamos
posteriormente, para os varios grupos, aparecerem também fotos de calcadas
dos pavimentos.

Depois apresentamos para cada um dos dezassete grupos de padroes do
plano, em sintese, o seus grupo de simetria, seguidos da apresentacao de
gravuras que identificdmos (azulejos e calgadas) como pertencentes ao respec-
tivo grupo. Salienta-se o facto de nao termos encontrado gravuras para todos
os grupos. As gravuras sao extraidas dos panoramas regional, nacional e in-
ternacional.

Nos padroes nacionais apresentamos alguns padroes de azulejos existentes
no museu nacional do azulejo, nas colecgoes do Comendador Joe Berardo (ex-
istentes nas quintas: J.P. Vinhos e Quinta da Bacalhoa - a célebre mansao
quinhentista justamente considerada como o mais importante repositério de
azulejaria primitiva em Portugal (Simoes, 1969). Nesta quinta podemos en-
contrar os azulejos dos tipos mudéjar e majolica), e outros identificados nos
livros de Santos Simoes ([10]). Apresentamos também alguns outros padroes
existentes nas calcadas de Lisboa.

No que concerne aos padroes regionais e em relagao a azulejaria, apresen-
tamos alguns exemplos da coleccao do Comendador Joe Berardo, existentes
na Quinta Monte Palace; alguns exemplares da casa dos azulejos integrada
na “Casa Museu Frederico de Freitas” e dos excelentes livros: “Azulejaria na
madeira e na Colecgao da Casa Museu de Frederico Freitas”, de Rafael Salinas
Calado e “Azulejaria nos Agores e na Madeira” de J.M. dos Santos Simoes

([10]).
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Em relagao aos padroes regionais utilizamos duas fontes para retirar as
gravuras que apresentamos: a coleccao existente na Quinta Monte Palace, do
comendador Joe Berardo, disponivel no sitio [www.berardotiles.com] e a colec¢ao
existente na casa dos azulejos integrada na Casa Museu Frederico de Freitas.

Constatamos que sao nas técnicas de producao mais arcaicas, conhecidas
por mudéjares, que abundam os padroes geométricos. Talvez a heranca do
passado devido a sua proveniéncia — o Islamismo e & proibicao imposta pelo
Corao de representar seres vivos.

Segundo Simoes (1963), praticamente todos os Museus portugueses de Arte
ou de Histéria conservam e expoem azulejos mudéjares, ja colhidos mas re-
spectivas regioes, ja obtidos por ofertas ou adquiridos por compra.

Os nticleos museolégicos mais importantes onde se expoem este tipo de
azulejos mudéjares sao:

(1) Em Lisboa — Museu do Azulejo, antigo Convento da Madre de
Deus, Xabregas. Dependéncia do Museu Nacional d Arte Antiga. E
o primeiro Museu monogréfico de azulejos, sendo o seu Fundo consti-
tuido pelas colecgoes guardadas desde 1883 no Museu das Janelas
Verdes. A azulejaria Levantina — séculos XV e XVI — agrupada
em uma sala, estd representada por exemplares provenientes de Beja
(antigo Convento da Conceigao), de Coimbra (da Sé¢ Velha), de Evora,
havendo nao poucos, cujas proveniéncias se ignora.

(2) Em Lisboa — Museu da Associagao dos Arqueélogos Portugue-
ses (edificio Histérico do Carmo) — A colecgao de azulejos mudéjares
nao é vasta, mas contém alguns exemplares valiosos pela raridade.
Ignora-se a sua proveniéncia, tendo sido, na maioria, incorporados no
Museu quando da fundacao em 1863.

(3) Em Coimbra — Museu Machado de Castro — A colecgao de azule-
jaria é rica em exemplares do século XVI. A maioria provém da sé
Velha, havendo igualmente azulejos recolhidos de outras igrejas de
Coimbra e da regiao. Destaca-se, pela sua importancia:

(a) Brazao do Bispo-Conde D. Jorge de Almeida, em azulejos de
aresta, certamente encomendado pelo Prelado em Sevilha, aquando
das obras de decoracao da Sé Velha, entre 1503 e 1520.

(b) Azulejos com as iniciais F e Y, de corda seca, trazidos de Sevilha
pelo antigo Director, Dr. Virgilio Correia. Tais azulejos pertence-
ram a uma encomenda dos Reis Catdlicos, Fernando e Isabel, com
destino as obras do Alcazar.

(4) Em Beja — Museu Regional (antigo Convento da Concei¢ao) — A
coleccao azulejar pode considerar-se de notdvel, expondo-se exem-
plares Levantinos e mudéjares, na sua maioria provenientes do préprio
convento da Conceigao.
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(5) Em Guimaraes — Museu Alberto Sampaio — A colecgao azulejar
nao ¢é extensa no que respeita a pecas arcaicas, sendo no entanto de
notar algumas pela sua raridade.

Juntamos a lista, a ja referida “Casa-Museu de Frederico de Freitas”, situada
na rua da Calgada de Santa Clara, no Funchal.

Percorrendo-se Lisboa, encontra-se a azulejaria contemporéinea nas estagoes
da rede do Metropolitano, construidas na década de oitenta do século passado:
na estagao das Laranjeiras, o trabalho de S& Nogueira; na estacao Alto dos
Moinhos, a obra de Jilio Pomar; na estacao do Colégio Militar, o trabalho
de Manuel Cargaleiro e na estacao Cidade Universitdria, a obra de Helena
Vieira da Silva. Em estacoes construidas posteriormente — como a da Praga
da Espanha, a de Sao Sebastiao, a do Parque e a do Marqués do Pombal —, a
arte dos azulejos também se fez presente, evidenciando suas potencialidades de
reactualizacio como suporte estético. E exactamente esta dimenséo inovadora
que se encontra na obra produzida por Ivan Chermaveff para o Oceandrio de
Lisboa, na qual sao incorporados elementos da fauna marftima em conjuntos
de azulejos de padrao pintados & mao.

2. Simetria na Arte Islamica

Os padroes eram muito utilizados na civilizacao islamica, civilizacao esta
que nos apresenta uma arte riquissima. A arte islamica nao é restrita a um
unico pafs ou a um povo em particular. Ela é formada pela combinacao de
circunstancias histoéricas tendo sido assimilada pela arte e cultura de diversos
povos conquistados ao longo de varios séculos.

A religiao islamica foi elemento fundamental na formacao dos estados drabes,
razao pela qual politica e religiao conviveram lado a lado. O Islamismo nao
permite o uso de figuras humanas em manifestacoes artisticas, facto que fez
com que os drabes desenvolvessem a arte abstracta das figuras simétricas. A
motivagao passou a ser os arranjos geométricos, nos quais os drabes tanto se
distinguiram. Eles desenvolveram toda a técnica nessa drea sem saber que us-
avam conceitos matemadticos avancados em relagao & pavimentagao do plano.

Referindo-se & técnica de decoragao geométrica da arquitectura islamica em
geral e & de Alhambra em particular e, atendendo ao facto dos fundamentos
tedricos sé aparecerem cinco séculos mais tarde, com o aparecimento da teoria
dos grupos, o Professor Rafael Pérez Goémez, da universidade de Granada,
apelida-a de Teoria Ingénua de Grupos ([4]).

Com a expansao do Islamismo, os mosaicos de caracteristicas essencialmente
romanas ganharam novos contornos e caracteristicas no mundo drabe.

Da pedra dura passaram ao uso de pecas cerdmicas esmaltadas e formato
capaz de garantir sua reproducdo até o infinito. Mais & frente, na Seccao (4),
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veremos a evolugao/classificagao do azulejo segundo a técnica ao longo dos
tempos.

Do legado deixado por estes povos na Peninsula Ibérica, destacam-se dois
monumentos em Espanha, a Mesquita de Cordoba e Alhambra em Granada.
Sobre a Mesquita de Cérdoba, propomos no Capitulo 3, Sec¢ao (4), como
exercicio, a identificacao dos tipos de frisos existentes nas sete gravuras. Em
relacao a Alhambra, dedicamos a subseccao seguinte:

2.1. Alhambra. Alhambra (de Granada) foi declarada patriménio da hu-
manidade no ano de 1984. A breve justificagao que figura na catalogacao diz:

“El bien incluye logros artisticos unicos. Es um testimonio excepcional de la
Espania musulmana del siglo XIV. Oferece un ejemplo valioso de las residéncias
drabes del medievo”.

A construgdo de Alhambra iniciou-se durante o reinado de Yusuft (1333-
1353) e permanece ainda hoje como expoente elevado entre as maravilhas do
mundo islamico.

Alhambra é, sem sombra de divida, o vestigio mais impressionante da pre-
senca muculmana na Penfnsula Ibérica, situa-se em Granada, Espanha. E um
dos paldcios mais relevantes da arquitectura islamica. E o paldcio fortaleza dos
seus governantes de entao. A figura (2.1) mostra a grandiosidade de Alhambra.

Ficura 2.1. Imagem extraida da Internet, do sitio
http://www.alhambra.info/, (no dia 15 de Abril de 2007),
elucida bem, pela sua volumetria, a grandiosidade de Alhambra.

Alhambra tem sido, ao logo dos tempos (com mais incidéncia a partir de
finais do século XIX, altura em que se comecou a desenvolver a teoria dos
grupos) fonte de inspiragdo quer para mateméticos (Prof. Griinbaum a Prof®.
Edith Miilher, Bossard, Prof. Coxeter e o Prof. Rafael Pérez Goémez), quer
para artistas, como por exemplo M.C. Escher (propomos, no Capitulo 3, uma
actividade de investigagdo sobre o mesmo).

Alhambra merece um destaque especial neste trabalho por duas razoes: a
primeira, j& a referencidamos antes, a segunda é que para alguns estudiosos,
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contém os dezassete grupos de padroes do plano; aliando o facto dos artistas
da época sem possuirem conhecimentos matematicos da teoria dos grupos (pois
s6 muito mais tarde é que Fedorov, em 1891, na Ruiissia provou a existéncia dos
17 grupos de Padrdes) terem reproduzido em seus trabalhos todos os padroes.

Matematicos como, R.P. Gémez, afirmam que Alhambra é o tinico monu-
mento do mundo construido antes do desenvolvimento da Teoria dos Grupos
e que contém na sua decoragao geométrica os 17 grupos de simetria do plano.

“ ... e mais, a Alhambra ¢é, actualmente, o tinico monumento construido antes

do descobrimento da teoria dos grupos que conta com pelo menos um exemplar de
cada um dos grupos cristalograficos planos”.(Gémez, 2004: XXXII), (tradugao
nossa,).

Mas serd que existe uma representagao de cada um dos dezassete grupos de
padroes em Alhambra? Bem, ao efectuar pesquisas neste sentido verificimos
que alguns, especialistas em mosaicos nao estao de acordo! Existe alguma
controvérsia acerca de quantos grupos de padrées existem em Alhambra.

Publicagoes como a de Bossard, Y. "Rosaces, Frises et Povages"(vol. 1 e 2),
Ed. CEDIC 1979, afirmam a existéncia dos dezassete grupos de padroes. Nao
obstante, autores de prestigio como o Prof. Grunbaum a Prof®. Edith Mulher,
e o Prof. Coxeter afirmam, em seus trabalhos, s6 terem encontrado treze dos
grupos referidos, [4]. Afirmam que faltam os grupos: ps, pg, pgg e p3m1. Parece
ser consensual, pelo menos, para a maioria dos especialistas, a existéncia dos
outros treze grupos de padroes. No intuito de esclarecer esta situacao o Prof.
Rafael Pérez Gomes' efectuou uma visita a Alhambra, em busca dos grupos
em falta, fotografando todo o que pudesse ter as caracterfsticas dos grupos
em falta. Identificou os quatro grupos em falta, que nés apresentamos mais &
frente na Secgao (5).

3. A Evolucao do Azulejo em Portugal

Segundo Meco (1985), os mais antigos exemplares portugueses de revesti-
mento ceramico aplicados & arquitectura sao os pavimentos medievais forma-
dos por placas de barro de formas geométricas, coloridas através da mistura
de corantes diversos ao vidrado de 6xido de chumbo (Zarcao), usados espe-
cialmente nas abadias cistercienses. Toda a abadia de Alcobaca apresentava
pavimentos deste tipo, talvez do século XIII.

Segundo Santos Simoes (1963) "...teria comegado ainda no século XV mas ¢é a
partir de 1500 que se afirma com mais intensidade passando a fazer-se sistematica-
mente até 1550. E de Sevilha que Portugal importa a azulejaria com que enfeita as
obras manuelinas e joaninas. Essa importacdo consignada nos florais"

([2]).

Iprofessor do Departamento de Matematica Aplicada. Universidade de Granada.
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Apresentamos de seguida uma sintese da evolucao do azulejo portugués,
desde o periodo dito arcaico, até aos nossos dias.

A utilizacao do azulejo remonta & antiguidade, no periodo do Antigo Egipto,
regiao da Mesopotamia, desenvolvendo-se por um vasto territério com a ex-
pansao islamica pelo norte de Africa e sul da Europa, penetrando na Peninsula
Ibérica no século XVI por maos mouras que levam consigo a origem do termo
actual.

VT u zulej Irmou- ravé zulij” qu receu em
A palavra actual “azulejo” formou-se através de “zulij” que apareceu e

Espanha e pronunciava-se “az’lij” e no século XIII passou a palavra que hoje
conhecemos. “Azulejo” fixou-se na Peninsula Ibérica no século XIV. Em Por-

tugal este nome foi assimilado ao produto aquando da importagao do azulejo
da Andaluzia no final do século XV.

Por outro lado,

"(...) entende-se a arte dos azulejos como um artefacto cultural que ¢, concomi-
tantemente produzido e produtor das culturas, fruto de um conjunto de praticas
de significacio que estdo permanentemente reactualizando-se, refazendo-se. E este
incessante e conflitivo processo de reapresentacao —materializado em igrejas, con-
ventos e paldcios construidos em séculos anteriores, como também em construgoes
das iltimas décadas em Portugal e no Brasil — que torna a arte dos azulejos um
elemento interessante para andlise no campo educacional"

(Hal apud Knijnik e Wanderer, 2004, p: 18).

Em Portugal desde h4 seis séculos que a azulejaria ocupa uma posicao de
destaque entre as artes decorativas em geral e na arquitectura, em particular.
E certo que ao longo dos tempos sofreu multiplas influéncias, porém desen-
volveu caracteristicas especificas entre as quais merecem aqui referéncia: a
riqueza cromatica, a monumentalidade, o sentido cenografico e a integracao na
arquitectura.

Portugal deu um importante contributo no desenvolvimento do azulejo.
Com a expansao de Portugal, o azulejo chegou ao Brasil e ds colénias no
final do séc. XV prolongando-se, até aos dias de hoje. No segundo quartel do
séculoX VIII assistiu-se a um aumento sem presedentes do fabrico de azulejos,
o que se ficou, tambem, a dever a grandes encomendas chegadas do brasil.
Apesar de a técnica nao ser portuguesa o seu elemento mais caracteristico foi
a pintura da ceramica, o que era ainda feita no séc. XVII, em azul-cobalto. O
desenvolvimento desta arte deu-se devido as influéncias de Itdlia que estava as-
sociada a estética renascentista e maneirista. Estas técnicas em conjunto com
a influéncia sevilhana e os factores socio-econémicos de Portugal tornaram o
azulejo como elemento de paisagem arquitecténica do séc. XVI.

No século X VI, apés a ida a Espanha, onde foi jurado herdeiro de Castela,
Leao e Aragao, o monarca D. Manuel viria a encomendar milhares de azulejos
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sevilhanos para o seu paldcio de Sintra. Também a Igreja procedeu a en-
comenda de azulejos para o revestimento das superficies parietais de muitos
dos seus templos, de que é possivel destacar a Sé Velha de Coimbra, a igreja
de Sao Paulo de Frades, perto da mesma cidade, a cripta da igreja de Jesus
em Setiibal ou ainda a sala do capitulo do convento da Concei¢ao de Beja. No
convento de Santa Clara, Funchal, a aplicacao efectuou-se nos pavimentos.

Muitas das técnicas utilizadas na fabricacao e aplicacao da azulejaria foram
instituidas pelos artifices portugueses, especialmente a partir do final do século
XVI, quando dificuldades econémicas enfrentadas pelo paifs nao permitiam
acesso a tapecarias, vitrais e marmores.

Assim, o azulejo passou a ser utilizado como material decorativo. E neste
periodo que a arte dos azulejos passa a incorporar composi¢oes geométricas:
as combinagoes em xadrez: os azulejos enxaquetados ou de azulejos de caixilho
veja-se a figura (5.1) que com suas linhas obliquas decompoem e modelam as
superficies onde se encontram aplicados os azulejos — e os "tapetes", forma-
dos pela repeticao de padroes policromos. Porém, por influéncia da producao
holandesa, que por sua vez apresentava similaridades com a nova porcelana chi-
nesa, ao final do século XVII a policromia foi sendo substituida pelo monocro-
matismo, produzindo entao vérios padroes de "tapetes"pintados nas cores azul
e branco. (Knijnik e Wanderer, 2004, p.18).

Para que o “azulejo portugués’se consolidasse e enriquecesse comecgaram
a utilizar talha dourada junto com as aplicacoes de azulejos que resultou do
convivio com os povos orientais. Esta arte durou até fins do séc. XVII.

Era nos azulejos que retratavam cenas Biblicas ou cenas mitolégicas, mas foi
apos o terramoto de 1755, durante a reconstrucao da cidade, que o Marqués de
Pombal incentivou a producgao de azulejos, que constitufam material barato,
higiénico e resistente. Surgem os revestimentos com azulejos de padronagem
policroma, com desenhos simples mas decorativos que ficaram definitivamente
ligados & arquitectura pombalina. Apds o terramoto proliferam por todo o
Pafis, e particularmente em Lisboa, painéis de azulejos com imagens de santos,
que eram colocadas nas fachadas dos edificios a pedir proteccao contra as
catdstrofes.

A Madeira no Séc. XVI comecgou a importar os azulejos, esses produtos
ceramicos que vinham nao s6 de Espanha, como das fabricas nacionais de
molde peninsular.

Tudo leva a crer que os primeiros azulejos que chegaram ao Funchal sao os
de 1514 para o coruchéu da Sé, figura (2.2) do qual existe documento.

Sao azulejos monocromos, sem relevo de fabrico nacional, como parece pela
carta de D. Manuel de 2 de Agosto de 1574, ao vigdrio da Sé [2].
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Na carta escrita por D. Manuel, em 1514, ao cabido da Sé do Funchal, o rei
diz: “Quanto ao Coruchéu da igreja de fun-chall que querees saber a maneira
de que aveemos por beem que se faca respondemos que seja de ladrilho e nam
de madeira e de fora com seus azullejos e facase asy boo e em tall perfeicam
como de vos confiamos que o saberees mandar fazer”. (Santos Simoes, 1963,
pags. 177-181 apud Calado, 1999, pag. 24)

FIGURA 2.2. Coruchéu da Sé do Funchal. Foto extraida do livro
de Calado, pg 24.

Para um estudo mais aprofundado e de cariz mais histérico, sugerimos as

obras: [1], [2] e [8], que de resto, foram também preciosas fontes de pesquisa
para esta seccio’.

4. Classificacao dos Azulejos

Os azulejos nao foram sempre como os conhecemos hoje em dia, alids basta
olhar para os monumentos centendrios, passaram por um processo de evolugao
ao longo dos tempos, como de resto, quase tudo o que nos rodeia.

Merece aqui, fazer uma referéncia as varias técnicas de azulejos que surgi-
ram, ao longo dos tempos e em diferentes partes do mundo. Esta informagao
encontra-se disponivel, por exemplo, em [25]

2 Aconselhamos ainda, a consulta dos sites:

www.gosk.com/BR/Toledo/ — 949895 /pages/Azulejo/1915 pt.htm,

www.Oazulejo.net/oazulejo.html

hitp : / /pt.wikipedia.org/wiki/Azulejo
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Azulejos Alicatados

Este tipo de azulejos chegou a Portugal em meados do século XV, vindo do
Sul de Espanha, das oficinas mouriscas (daf a designagao de Hispano-arabes).
Caracterizam-se por serem grandes placas de barro cobertas de vidrado col-
orido uniforme, que uma vez cozidas eram cortadas, com um alicate, em forma
poligonal, sendo depois encaixadas umas nas outras, formando um mosaico,
veja-se a figura (2.3). Este era um processo moroso e dificil além de exigir que o
artifice acompanhasse a encomenda até ao local da sua aplicagao. O tamanho
das placas e a necessidade do artifice ter de acompanhar a encomenda impos-
sibilitavam a exportacao do produto. O que justifica os escassos exemplares
existentes em Portugal. Dos existentes, os mais famosos sao os do paldcio de
sintra, capela e quarto onde esteve preso D. Afonso VI®.

FiGurA 2.3. Sintra, Paco Real-Pavimento da capela, for-
mado por uma composicao de alicatado, ou mosaico ceramico,
polémico quanto & data e origem da técnica, possivelmente do
séc. XV. Gravura extraida do livro "Azulejaria Portuguesa", p:

9 [7].

SFonte: http:// oazulejo.net/oazulejo.html
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FI1GURA 2.4. Azulejo Alicatado. Paldcio de Sintra

=,

FiGura 2.5. Azulejo de Corda-Seca, Séc. XV. Ex-
traida do sitio www.eb23-paulo-gama.rcts.pt/disciplinas/educ-
tecnologica/azulejo-portugal /az.html em 25/06/2006.

Ja no final do século XVI ocorre uma transformacao que leva ao apareci-
mento do azulejo tal como hoje é conhecido: uma placa de barro quadrangular
com uma face vidrada lisa ou decorada com desenhos coloridos. Surgem os

Azulelos de Corda Seca

Aparecem no final do séc. XV, caracterizam-se por reunirem na mesma
placa o desenho e as cores. A técnica de corda seca — € o processo mais antigo
de separacao das cores em azulejos, na qual era feito nas placas de barro
ainda fresco, o desenho através de incisoes e apds uma prévia cozedura, seria
colocado, sobre a ranhura, o 6leo de linhaca e o 6xido de manganés, sobre uma
corda marcando as linhas cruzadas que, durante a cozedura, faria com que as
diferentes cores nao se juntassem.

Azulejos de Aresta (ou Cuenca)

Este tipo de azulejo aparece pouco tempo depois dos azulejos de corda-seca,
quando os desenhos geométricos se sucederam aos desenhos renascentistas,
mais elaborados. Apareceu depois de uma outra inovagao, a fritagem, que
consistia no aquecimento dos vidrados a altas temperaturas antes de serem
aplicados. E um processo de separacio das cores através de pequenas arestas
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em alto relevo obtidas sobre pressao, em barro ainda fresco, através de molde
permitindo que as cores nao se misturassem, durante a cozedura. Era mais
préatico e barato.

FicurAa 2.6. Azulejo de aresta, num Banco do P4&-
tio do Leao, no Paldcio Nacional de Sintra. Ex-
traida do sitio www.eb23-paulo-gama.rcts.pt/disciplinas/ educ-
tecnologica/azulejo-portugal /az.html, em 25/06/2006.

Estes dois 1ltimos tipos de azulejos, ficaram conhecidos ao longo dos tempos
por: mudéjares, Hispano-drabes ou hispano-mouriscos. Durante o século XVI,
foram importados grandes quantidades para Portugal que foram aplicadas em
igrejas e paldcios. Alguns exemplares ficaram célebres como os azulejos de
"corda seca''representando a esfera armilar, encomendados por D. Manuel I e
que ainda hoje revestem o Patio das Carrancas, no Paldcio de Sintra.

Azulejos Majélica

Este tipo de azulejos chegou a Portugal durante o Séc. XVI, vindo de Itélia.
A majdlica veio revolucionar a producao do azulejo pois permite a pintura
directa sobre a peca ja vidrada. Apds a primeira cozedura é colocada sobre a
placa um liquido espesso (branco opaco) a base de esmalte estanifero (mistura
de estanho, ¢xido de chumbo, areia rica em quartzo, sal e soda) que vitrifica na
segunda cozedura. O 6xido de estanho dé & superficie uma coloragao branca
translicida na qual é possivel aplicar directamente o pigmento solivel de 6xidos
metélicos. Os pigmentos sao absorvidos de imediato e o azulejo é novamente
colocado no forno a uma temperatura minima de 850°C.

Esta técnica permitiu uma maior facilidade na produgao de desenhos mais
complexos, porém devido ao gosto dos consumidores peninsulares, habituados
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aos azulejos relevados de motivos repetitivos, que estavam bem implantados e
continuavam a ser utilizados em grandes quantidades até meados do século [séc
XVI], a produgao de azulejos de majolica foi praticamente abandonada (Meco,
1989, p: 9).

Para um estudo mais aprofundado sobre o azulejo, nomeadamente técnicas
de decoragao e tipos de decoracao temdtica, sugerimos, por exemplo, a consulta
dos seguintes sitios na Internet:

http: //glosk.com/BR/Toledo/ — 949895 /pages/Azulejo/1915_pt.htm
netp: //pt..wikipedia.org/wiki/azulejo

E claro que apds estas técnicas de producao mais arcaicas surgiram as técni-
cas de producao semi-industriais, a partir do século XIX, e mais recentemente
as industriais.

Actualmente, a procura por azulejos tem se dado menos por seu valor deco-
rativo e mais por sua caracteristicas impermeabilizantes, sendo muito utilizado
em cozinhas, banheiros e demais dreas hidraulicas.

Neste trabalho, do ponto de vista do tipo de decoragao/tematica, os azulejos
que interessam sao os azulejos de padrao, isto é, azulejos em grupos de 2x2 até
12x12, que formam um determinado motivo e que, depois de repetidos vérias
vezes, formam um padrao. Como exemplo deste tipo de azulejos apresentamos
os azulejos de tapete. Sao azulejos que aparecem na maioria das vezes em
revestimento mural, e que, pela multiplicagao de determinados modelos resulta
num padrao policromético. Muitas vezes estes padroes sao completados com
frisos ou barras dispostas em seu redor chamadas cercaduras, (ver por exemplo,
figura (2.8), nesta seccao e figura (5.1), na sec¢do seguinte), dando ao seu todo
o aspecto de um tapete.

Apresentamos abaixo duas gravuras: uma referente a azulejo de tapete (fig
(2.7)), disponivel no sitio

http : | Jwww.oazulejo.net/oazulejo.html

e outra referente a azulejo padrao (fig 2.8), disponivel no sitio

http : / /pt.wikipedia.org/wiki/Azulejo

5. Identificagao e Classificacao de Padroes

A actividade de identificar e classificar um padrao pode tornar-se muito
complexa se nao estivermos de posse de um processo para sistematicamente
encontrar as diversas simetrias existentes no padrao, eliminando assim a pouco
e pouco algumas hipéteses. O processo usado nesta Seccao para a classificagao
dos padroes é o algoritmo apresentado por Washbur e Crowe, que esta no final
do trabalho, no Anexo, Sec¢ao — Algoritmos (?7).
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FicuraA 2.7. Azulejo de tapete, do séc. XVII. Hospital Sta.
Marta, Lisboa.

FIGUurRA 2.8. Azulejos de padrao com faixa no Paco de Sao
Cipriano, Tabuadelo.

Esta Identificagao/classificagao ndo é tao simples como parece, porque muitos
padroes sao constituidos por varios padroes mais pequenos.

Para facilitar a identificacao dos védrios grupos podemos construir uma rede
ou reticulado de pontos, para isso basta partir de um ponto qualquer e consid-
erar as imagens desse ponto por meio de todas as translagoes de simetria do
padrao. Assim a cada padrao fica associada uma rede caracteristica de pontos.
As unidades do padrao constituidas por paralelogramos cujos vértices sao pon-
tos da rede associada a um padrao chamam-se células primitivas do padrao ou
apenas células, e tal como foi referido no capitulo 1 tem de ter comprimento
minimal.

Como refere Veloso (1998, p: 201), para identificar padroes “hd que ab-
strair da cor, e considerar o padrao monocromatico. Isso significa que estamos
apenas a considerar a forma do motivo, e nao o modo como estd colorido.
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Podemos imaginar que o padrao é em primeiro lugar desenhado, apenas, e
depois colorido. A nossa classificacao refere-se apenas & primeira fase.

Outra consideracao a fazer quanto a andlise matemadtica dos padroes é o
facto de abstrairmos das pequenas imperfeicoes que a maior parte dos desen-
hos deste tipo incluem [alguns também devido ao desgaste em consequéncia
do passar dos anos|, mas que naturalmente nao sdo de considerar no nosso
estudo. Percebe-se sempre a intencao do artista ou do artesao, quando repete
um motivo. Percebemos se a pequena variacao é acidental ou deliberada,
[como ¢ possivel observar em algumas das gravuras que a seguir apresentamos|
sobretudo se examinarmos com atencao o resto do padrao”.

Procedemos de seguida & identificacao e classificacao dos grupos de padroes.
Por razdes 6bvias (ndo tornar o trabalho demasiado extenso) vamos proceder
a identificacao “passo a passo” de apenas um dos dezassete grupos de padroes
do plano — o grupo p4m.

Para isso "estudemos"o padrao da figura (2.9). A rede caracteristica de
pontos é quadrada. Salientamos o facto de ser possivel construir vérias redes
emanando de pontos distintos, como se pode ver na figura (2.10). Para cada
um delas facilmente se identifica o paralelogramo fundamental *(que é minimal)

que por translacoes pode "pavimentar"o plano®.

Na continuac¢ao do nosso estudo vamos considerar a rede associada aos pon-
tos a vermelho (rede quadrada, como atras foi dito).

Uma vez construidas a rede facilmente se identifica a célula unitdria (ou o
paralelogramo fundamental) que podemos observar na figura (2.11). Os vértices
da célula coincidem com os pontos da rede.

Posto isto, identificamos as isometrias que existem na célula. Olhando para
o padrao vemos que além de simetrias de rotacao de grau 2 e grau 4, tem
simetrias de reflexao e de reflexao deslizante.

Na figura (2.12), estao assinalados (os simbolos, cheios a preto, por estarem
situados sobre os eixos de reflexao) os centros de rotagao da célula.

Observe-se a sequéncia de imagens da figura (2.13)°.

4Do mesmo modo que é possivel construir mais do que uma rede (do mesmo tipo)
passando por pontos distintos, também é (consequentemente!) possivel construir mais do
que um paralelogramo fundamental. A este propdésito veja-se actividade (10), Secgdo (4),
no Capitulo 3.

Colocamos a palavra pavimentar entre aspas, propositadamente, para remeter o leitor
para a Secc¢ao Pavimentagoes que se encontra no Anexo.

0N, figura (2.13), a gravura G representa a imagem original extraida do livro de Santos
Simoes (referenciado na legenda da figura (2.9)), com uma rotacdo de, aproximadamente,
210°.
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F1Gura 2.9. Grupo de Padrao p4m. Este padrao foi adaptado
do Livro de Santos Simoes “ Azulejaria em Portugal nos Séculos
XV e XVI “ Estampas. Imagem a, pg: XXIV. Azeitao — Quinta
da Bacalhoa.

FicuraA 2.10. Trés redes partindo de pontos distintos.
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Ficura 2.12. Centros de Rotagao, de grau 2 e 4, sobre os eixos
de reflexao.

Olhando para a figura (2.12), e munidos do algoritmo de Washburn e Crowe,
facilmente se exclui algumas hipoteses e se chega ao grupo p4m. A menor
rotagao é 90°; existe uma reflexao; existem reflexdes cujos eixos de reflexao
fazem um angulo de 45°.

Se combinarmos as simetrias geradas pelas translagoes associadas aos dois
vectores u e v, linearmente independentes, obtemos o desenho da figura (2.14).
Compondo indefinidamente o padrao nas duas direccoes associadas aos dois
vectores u e v obtemos o recobrimento do plano. E com isto terminamos o
estudo deste grupo de padrao do plano, que denotamos por, p4m.

Na identificagao dos restantes grupos, que passamos a apresentar, depois
da subseccao —Calgadas—, utilizamos o mesmo método, munidos é claro, do
algoritmo de Washburn e Crowe.

Tal como foi referido na introducao, motivados pelo facto de algumas das
calcadas que pavimentam os passeios dos espacos publicos conterem padroes,
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FI1GURA 2.13. Simetrias de rotagao de grau 4, eixos de simetrias
de reflexao e de reflexao deslizante da célula.

FicuraA 2.14. G — simetria de translagao da célula segundo o
vector u; H — simetria de translacao da célula segundo o vector
V.

como de resto se pode ver, nas figuras que apresentamos/identificamos abaixo,
achdmos por bem fazer um paréntesis para introduzir a subseccao,



5. IDENTIFICAGCAO E CLASSIFICACAO DE PADROES 73

5.1. CALCADAS. A Camara Municipal de Lisboa e a Sociedade Por-

tuguesa de Matemédtica tém um acordo para classificar e completar as simetrias
existentes nas calcadas que pavimentam a cidade, em consequéncia de um es-
tudo preliminar feito por dois alunos bolseiros do Programa Gulbenkian —
Novos talentos em Matemdtica’, com a coordenacao da Professora Ana Can-
nas Silva, professora associada no Departamento de Matemadtica do Instituto
Superior Técnico. Deste estudo concluiram que existem, nas calcadas que
pavimentam as ruas de Lisboa, pelo menos, 9 dos 17 grupos de padroes e 2
dos 7 possiveis grupos de frisos. Com base no livro de Ernesto Matos Mesmo
por Baixo dos Meus Pés—Uma viagem pela Cal¢ada Portuguesa, identifica-
mos alguns padroes cujas imagens, extraidas do mesmo livro, apresentamos
posteriormente nos respectivos grupos.

Os pavimentos decorados aparecem na Ilha da Madeira no século XIX. Aqui
e, ao contrario do continente, numa fase inicial, os fundos sao constituidos por
pedras de basalto vulcanico preto e os contrastes constituidos por pedras de
basalto branco. Isto deve-se a falta de basalto branco cé na regiao pois, esta
tinha de ser importado das pedreiras do continente. Porém, hoje em dia, com a
facilidade de importacao associada ao desenvolvimento econémico verificamos
o contrério, isto é, fundo branco e contrastes a preto. A figura (2.15) mostra
calceteiros a colocar esta pedra.

Em relacao as calgadas regionais da ilha da Madeira nao abundam muitos
padroes.

F1cura 2.15. Calceteiros Avenida Zarco, junto ao Ed. Governo
Regional, Madeira (foto nossa, em 29/05/2006).

0 Programa Novos talentos em Matemdtica foi instituido em 2000 pela Fundagao
Calouste GulbenKian com o objectivo de estimular entre os jovens o gosto, a capacidade e
a vocagao de pensar e investigar em matemética.

Este Programa distingue, anualmente, estudantes universitdrios de Matematica que ev-
idenciem um elevado mérito académico e incentiva o desenvolvimento da sua cultura e ap-
tidGes matematicas, apoiando o seu trabalho junto de reconhecidos especialistas, que exercem
o papel de tutores.
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Sobre a calgada portuguesa e, talvez, dando continuidade ao trabalho pub-
licado no ano anterior (referimo-nos ao livro “Mesmo por Baixo dos Meus Pés
- Uma viagem pela Cal¢ada Portuguesa”), em 1999, Ernesto Matos escreveu:

“... Aplicando métodos tradicionais bem portugueses nas pavimentagoes, a Madeira
e os Acores contribuem para que a beleza da calgada portuguesa continue a estam-
par o brilho e o encanto nesses passeios que nos encaminham por entre os labirintos
das nossas vidas. Sem essa beleza, com certeza serfamos um povo mais triste, como
tantos outros que, para além dos museus mantém as ruas pobres de espiritualidade
urbana ...”

[Ernesto Matos, Tribuna — Funchal — 21 de Julho 2000, pg 18].

De seguida apresentamos, para cada um dos grupos de padroes, algumas
gravuras que identificdmos referentes a painéis de azulejos ou calcadas dos
pavimentos. Estas gravuras foram extraidas de museus, de livros, de revistas
de sites da Internet ou da nossa autoria. Em qualquer dos casos elas sao sempre
devidamente referenciadas e sempre que julgdmos necessério foram efectuados
os devidos pedidos de autorizacao.

O Grupo p6

O padrao p6 admite como transformagcoes de simetria: rotagoes de graus 2,
3 e 6, além de translagoes. S6 contém isometrias directas. A rede é hexagonal.
Seguindo o algoritmo de Washburn e Crowe: A menor rotagdo é = e nao

3
existem reflexoes.

Tipo: p6. Museu de Alhambra. Rafael Pérez Gémez. Um matemético
passeia por Alhambra ([18]).

O Grupo p6m

O padrao p6m tem rede hexagonal e todos os seus centros de rotacao estao
em eixos de reflexao.
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Seguindo o algoritmo de Washburn e Crowe: A menor rotagao é 3 e existe
uma reflexao.

Tipo:p6m. Paldcio de Comares. Rafael Pérez Gémez. Um matematico
passeia por Alhambra ([18]).

O Grupo p4

O padrao p4 nao tem quaisquer reflexoes, apenas tem simetrias de rotacao,
além das de translagao. Sé contém isometrias directas. As simetrias de rotacao
sao de graus 2 e 4. A rede é quadrada.

Seguindo o algoritmo de Washburn e Crowe:

O Grupo p4m

Este padrao destingue-se do anterior pelo facto de ter, além das simetrias
de rotacao de graus 2 e 4, simetrias de reflexao e de reflexao deslizante.
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Seguindo o algoritmo de Washburn e Crowe:
A menor rotagao ¢ 7. Existe uma reflexdo. Existem reflexoes cujos eixos

™

fazem um angulo de 7.

Tipo:p4dm. Alhambra: Jardins novos de Generalife, passagem de pedra.
Fonte www.cambridge2000.com/.../html/PC1110437e.html (em 20 de Abril
de 2007).

Tipo: p4m. Rua 1° de Dezembro (fonte: livro ([6]), pg: 79).
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: livro ([6]), pg: 22).

% e

Tipo: pdm. Avenida Arriaga, Funchal, (foto nossa, em 29/03/2007).

Tipo: p4m. Corpo da Igreja Paroquial de Sao Pedro, Funchal. Edificada em
1598, esta igreja é particularmente notdvel pelos revestimentos azulejares que
recebeu durante o século XVII (S. Simdes, 1963 apud Calado, 1999). Esta
composigao sugere o “enxaquetado” em azul e branco. Disponivel no livro

([1]).
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Tipo: p4m. Igreja Matriz de Nossa Senhora da Conceicao. Também existe

na Capela de Jesus, Maria José, no Lombo do Doutor, no Conselho da

Calheta, Madeira. Imagem extraida do livro ([1]), p:80.

Portugu
1.108. Casa—Museu Frederico de Freitas.
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Tipo: p4m. Padrao “tapete magaroca 2x2”. Portugués, transigao séc. XVII/
XVIII. Demolicao Funchal Inv. n. os 1.2 e 1.89. Casa—Museu Frederico de
Feitas.

Tipo: p4m. Rua S. Fernando Entrada Oeste da cidade de Santa Cruz,
Madeira (foto nossa, em 01/03/2007). Olhando o espago envolvente
apercebemo-nos que foram recolocados num passado recente, todavia o tipo
de desenho é muito parecido com os da Igreja Matriz de Nossa Senhora da
Conceigao, figura (5.1), cuja data de construgao remonta a 1708 (Simoes,
1963). Nao foi possivel saber a proveniéncia.

O Grupo p4g

Este grupo grup tem rede quadrada, tem simetrias de reflexao, de reflexao
deslizante e rotagoes de grau 2 e 4. Os centros de rotagao estao sobre os eixos
de reflexao.

Seguindo o algoritmo de Washburn e Crowe:

A menor rotagao ¢ 7. Existe uma reflexao. Nao existem reflexdes cujos

eixos fazem um angulo de 7.

O Grupo p3
O padrao p3 tem rede hexagonal e o seu grupo de simetria tem rotagoes de
grau 3, além de translagoes. S6 contém isometrias directas.

Seguindo o algoritmo de Washburn e Crowe: A menor rotagao é de =X: nao
existem reflexoes.

O Grupo p3ml

O padrao p3ml tem também rede hexagonal. Apresenta simetrias de re-
flexao e de reflexao deslizante, que surgem devido & simetria do motivo.

Seguindo o algoritmo de Washburn e Crowe: A menor rotagao é de ; existe
uma reflexao e todos os centros de rotacao estao sobre os eixos de reﬂexao.
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Tipo: p3ml. Paldcio dos Leces. Rafael Pérez Géomez. Um matemadtico
passeia por Alhambra ([18]). E um dos quatro grupos (p2, pg, pgg e p3ml)
que alguns matematicos dizem faltar em Alhambra, mas que Gémez
identifica.

O Grupo p31m

Este padrao é bastante parecido com o padrao anterior, o que tem provocado
erros nas notagoes. A rede também é hexagonal e existem de novo simetrias de
reflexao e de reflexao deslizante. Porém dois dos centros de rotacao existentes
na célula unitédria do padrao nao estao em eixos de reflexao, contrariamente
ao que acontecia no padrao p3ml. Existe uma menor quantidade de reflexoes
deslizantes, como nos ¢ dado a observar na figura (2.16).

Ficura 2.16. Centros de rotagao existentes nas células
unitdrias dos padroes descritos.

Seguindo o algoritmo de Washburn e Crowe: A menor rotacao é de %”;
existe uma reflexao, mas nem todos os centros de rotagao estao sobre os eixos

de reflex3o.
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. ararlill;
Tipo: p3lm. Av. Miguel Bombarda (fonte: livro ([6]). pg: 48).

O Grupo p2

O padrao p2 tem rede paralela e o seu grupo de simetria tem rotacoes de
grau 2, com centros sobre os eixos e no centro da célula (devido a prépia
simetria do grupo), além de translagoes. S6 contém isometrias directas.

Seguindo o algoritmo de Washburn e Crowe: A menor rotacao é de 7; existe
uma reflexao mas nao existe uma reflexao deslizante.

Tipo p2. Padrao identificado pelo Prof. Rafael Pérez Gémez em Alhambra.
Pertence ao Museu da Alhambra, Registo n® 1361. Disponivel em artigo do
mesmo autor, Epsilon, 2* Edicdo 1995. E um dos quatro grupos (p2, pg, pegg
e p3ml) que alguns matematicos dizem faltar em Alhambra, mas que Gémez

identifica.

O Grupo cmm
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O padrao cmm tem reflexoes e reflexdes deslizantes, além de translagoes, no
seu grupo de simetria. A rede é rombica e alguns centros de rotagao de grau
dois estao sobre eixos de reflexao.

Seguindo o algoritmo de Washburn e Crowe:
A menor rotagao é de 7. Existe uma reflexao. Existem reflexdes em duas
direccoes. Nem todos os centros de rotacao estao sobre os eixos de reflexao.

Tipo: cmm. Arco cego direito ou esquerdo do corpo superior da portada
situada na 6 cortina a contar do sul. Fachada oriental. Mesquita de
Cérdoba.

O Grupo pmm

Este padrao tem rede rectangular. Os lados e as mediatrizes dos lados da
célula do padrao sao eixos de reflexao.Existe também simetrias de rotagao de
gau 2 com centros sobre os eixos de reflecao.

Seguindo o algoritmo de Washburn e Crowe:

A menor rotacao ¢ w. Existe um eixo de reflexdo. Existem reflexdes em
duas direcgoes. Estao todos os centros de rotagao sobre os eixos de reflexao.
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Tipo: pmm. A
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Tipo: pmm. Passeio da Rua Conde Carvalhal, junto & recente rotunda,
Funchal (foto nossa em, 25/03,/2007).

-;‘.‘_ Q-\’-‘-). o & 2D i) : 2
Tipo: pmm. Capela da Boa Morte e Baptistério da Igreja de S. Pedro,
Funchal. Janela da sacristia da Capela de S. Baptista da Ribeira, Funchal.

Capela do Santissimo, Igreja Matriz, Machico. Padrao P37, P604 (restos de
padroes), livro ([1]), p:114.

Tipo: pmm. Padroes “tapete téxtil 2x2”. Portugués, séc. XVIIL. Inv. n. os
1.43, 1.44 e 1.84. Casa—Museu Frederico de Freitas.

O Grupo pmg

Neste padrao existem simetrias de reflexao deslizante de eixos paralelos e
simetrias de reflexao com eixos perpendiculares aos anteriores. Os centros de
simetria de rotacao, de grau 2, nao estao sobre os eixos de reflexao.

Seguindo o algoritmo de Washburn e Crowe:

A menor rotagao é w. Existe uma reflexao. Nao existe reflexoes em duas
direccoes distintas.
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Tipo: pmg. Igreja de Sao Roque, Lisboa— Revestimento do subcoro,
produzido em Sevilha e datado de 1596, compreendendo composigoes
maneiristas e padronagem “ponta de diamante. Fonte: livro ([8]), p:15.

O Grupo pgg

Este grupo, para além das translagoes, possui rotacoes de grau 2 e reflexoes
deslizantes. Nao tem reflexoes.

Seguindo o algoritmo de Washburn e Crowe: A menor rotacao é m. Nao
existe uma reflexao. Existe uma reflexao deslizante.

Tipo: pgg. Porta do vinho. Rafael Pérez Gémez. Um matemético passeia
por Alhambra ([18]). E um dos quatro grupos (p2, pg, pgg e p3ml) que
alguns mateméticos dizem faltar em Alhambra, mas que Gémez identifica.

O Grupo pl

Caracteriza-se pela auséncia de rotagoes, reflexoes e reflexoes deslizantes.

Seguindo o algoritmo de Washburn e Crowe: Nao existem rotacoes; nao
existem reflexoes nem reflexoes deslizantes.
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Tipo: pl. Igreja do Porto da Cruz, (foto nossa, em 04/02/2007).

O Grupo cm

O padrao cm é um dos dois existentes com rede rémbica. O grupo de
simetria tem reflexdes e reflexoes deslizantes nao triviais (assinaladas na figura
a tracejado).

Seguindo o algoritmo de Washburn e Crowe: Nao existe rotacoes; existe
uma reflexao e existe uma reflexao deslizante cujo eixo nao ¢é de reflexao.

Tipo: cm. Museu de Alhambra. Rafael Pérez Gémez. Um matematico
passeia por Alhambra ([18]).

i

il
P '%'ﬁfn-’-
ﬁl -'q.?-_ .11
"-‘g’ __"hf\‘l' 3

Tipo: cm. Detalhe da decoragao mudéjar, num muro da capela de Sao Pedro
e Sao Lorenzo, Espanha.

O Grupo pm
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O grupo de simetria do padrao pl nao tem rotagoes, nem reflexoes, nem
reflexdes deslizantes. E apenas um grupo de translacdes.

Seguindo o algoritmo de Washburn e Crowe:

Nao existe nenhuma rotagao. Existe uma reflexao. Nao existe uma reflexao
deslizante cujo eixo nao é de reflexao.

Tipo: pm. Praga do Império (fonte: livro ([6]). pg: 70).
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Tipo: pm. Largo Junto ao Odinot, Funchal (foto nossa em 29/03/2007)

Tipo: pm. Funchal (falta indicar o lugar) (foto nossa, em 26/05/2006).

Tipo: pm. Largo do Colégio, Madeira, (foto nossa, em 26/05/2006).
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Tipo: pm. Museu de Alhambra. Rafael Pérez Gémez. Um matemético
passeia por Alhambra ([18]).

Tipo: pm. Alhambra, Pédtio dos Leoes. Fonte
www.cambridge2000.com/.../html/PC1110437e.html (em 20 de Abril de
2007).

O Grupo pg

Este grupo tem rede rectangular, tem simetrias de reflexao deslizante. Nao
tem simetrias de reflexao.

Seguindo o algoritmo de Washburn e Crowe: Nao existem rotagoes, nao
existem reflexdes, mas existe uma reflexao deslizante.
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Tipo: pg. Porta do vinho. Rafael Pérez Gémez. Um matemético passeia por
Alhambra ([18]). E um dos quatro grupos (p2, pg, pgg e p3ml) que alguns
mateméticos dizem faltar em Alhambra, mas que Gémez identifica.

O alvo principal da nossa apresentacao sao os grupos de padroes, todavia
pelo facto de aparecerem muitos grupos finitos, em especial nas calcadas, ap-
resentamos de seguida alguns que encontramos.

5.2. Padroes Finitos. O Grupo D2
Caracteriza-se por ter uma reflexao e rotagoes de ordem 2.

Tipo: D2. Passeio junto a Avenida Zarco, Funchal, Madeira (foto nossa, em
29/05/2006).
O Grupo D4

Caracteriza-se por ter uma reflexao e rotagoes de ordem 4.

Tipo: D4. Quinta Monte Palace, Madeira (foto nossa, em 02/08/2008).
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O Grupo D12

Caracteriza-se por caracteriza-se por ter uma reflexao e rotagoes de ordem
12.

205+

Tipo: D12. Adro da Igreja matriz de N® Senhora da Piedade, Porto Santo
(foto nossa em 03/06,/2006).

O Grupo C4
Caracteriza-se por ter rotacgoes de grau 4.

Tipo: C4. Porto Santo, largo junto a igreja matriz, (foto nossa, em
03/06/2006).

Nao identificimos/encontramos gravuras de azulejos ou calgadas para os
grupos p4, pdg e p3. Em contrapartida, encontrdmos e identificimos muitos
pdm, pmm e pm.



CAP{TULO 3

UMA BREVE EXPLORACAO DIDACTICA

1. Introdugao

Nao é nossa pretensao elaborar este capitulo com a minuciosidade que se
espera de um trabalho na drea das ciéncias da educacao. Pretendemos, apenas,
e como complemento ao trabalho desenvolvido nos capitulos 1 e 2, apresentar
sugestoes de actividades que podem (e devem, em nosso entender) ser de-
senvolvidas dentro/fora da sala de aulas, com recurso ou nao, a programas
de geometria dindmica ou a materiais manipulativos, que podem mesmo ser
construidos pelos professores ou pelos alunos.

Pretendemos assim, com estas sugestoes de actividades, dar um contributo
(ainda que pequeno) para que de futuro alunos e professores encarem o ensino
na geometria de uma forma mais “positiva”’. K que,

Segundo Ponte, Matos e Abrantes, (1998, p:164), existe uma convic¢ao
generalizada de que a geometria nao é leccionada ou é tratada de um modo
muito superficial, com uma grande énfase nos procedimentos e na terminologia.

Porém,

Segundo Veloso (1998, p:198), desde algum tempo a esta parte se tem ver-
ificado a existéncia de actividades envolvendo padroes e pavimentacoes nos
manuais escolares. Essas actividades aparecem com grau de dificuldade difer-
ente adaptadas aos vdrios niveis de ensino. Por exemplo, os alunos podem
tomar contacto com os frisos logo a partir do 1° ano de escolaridade. Este es-
tudo [dos padroes| presta-se a um conjunto de actividades, ao longo dos ciclos
e do secundédrio que, quer pela facilidade de apreensao do conceito, quer pelo
forte apelo artistico e desenvolvimento das capacidades de observacao presta-se
a um trabalho interdisciplinar.

Passados que estao quase dez anos da publicacao destes livros, constata-
mos que os manuais escolares tem evoluido de forma positiva no modo como
tratam a geometria, propoem uma maior diversidade de actividades deveras
interessantes e motivadoras quer para os professores quer para os alunos.

Apo6s quase ano e meio a pesquisar /trabalhar neste tema Padroes Geométri-
cos na Azulejaria, constatamos (pela abrangéncia do tema, pela quantidade e
qualidade, dos livros, de revistas e de artigos publicados na Internet) que este
tema proporciona um conjunto de actividades interessantes e aliciantes quer
pelos conceitos matematicos a reter quer pela facilidade com que este tema

92
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pode ser relacionado com muitos aspectos da vida quotidiana e também por
isso, a ser desenvolvido pelos alunos em vidrias disciplinas, coordenadas pelo
professor de matematica. Cremos, portanto que — o estudo dos grupos de
simetrias do plano (grupos finitos, grupos de frisos e grupos de padroes) pode,
e deve, ser abordado por todos os niveis de ensino da matemética.

Mas padroes porqué? Porqué estudar padroes? Qual a importancia dos
padroes no curriculo dos alunos?

Respondemos a estas questoes e, ao porqué de em nosso entender as activi-
dades envolvendo padrdes devam ser resolvidas nas aulas (referimo-nos ao dito
no primeiro pardgrafo), com algumas das ideias resultantes da investigagao de
Anthony Orton (1999), apud sitio ([27]), as quais sugerem que os padroes:

- Podem contribuir para a construcao de uma imagem mais positiva da
Matematica;

- Permitem o estabelecimento de conexoes mateméticas;

- Atraem e motivam os alunos, porque apelam fortemente ao seu sentido
estético e a criatividade;

- Permitem a promocao e desenvolvimento das capacidades e competéncias
dos alunos;

- Ajudam a desenvolver a capacidade de classificar e ordenar informagao;

- Permitem a compreensao da ligacao entre a Matemadtica e o mundo em
que se vive.

A semelhanca dos capftulos anteriores, subdividimos este em secgdes. Qua-
tro além da introducao. Existem actividades para realizar dentro ou fora da
sala de aulas, com recurso ou nao a programas de Geometria Dinamica.

Deixamos ao critério do professor a seleccao das actividades em funcao do
nivel de aprendizagem, bem como a elaboracao formal das actividades em fichas
de trabalho. Na primeira seccao — Construindo o Conceito de Simetria,
partimos da nocao intuitiva que cada aluno possui do conceito de simetria
e chegamos ao conceito matemdtico do tema, usando uma sequéncia de ac-
tividades. A terceira actividade é de cardcter interdisciplinar. Propomos a
construcao de um Geoplano!, pois sendo este um material manipulativo, ali-
ado ao facto de poder ser construido por eles, merece aqui um certo destaque,
ja& que constitui uma alternativa interessante a tradicional forma de ensino
(livros, quadro preto e acetatos), facilitando a assimilagao de certos conceitos
de maneira mais divertida e menos cansativa. Na segunda sec¢ao — Isome-
tria do Plano, onde o objecto principal de estudo é, como o nome indica,
as isometrias do plano: translacoes, rotacgoes, reflexoes e reflexoes deslizantes.
Sugerimos um conjunto de actividades que o professor pode propor aos alunos
para familiarizd-los com as isometrias. Muitas destas actividades podem ser

10 Geoplano é uma ferramenta (material) Criada pelo matemético Inglés — Calleb Gat-
tegno, que se supoe conhecido,pelo menos, pelas pessoas ligadas & matemédtica. Também
existe em suporte digital.
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desenvolvidas com recurso ao geoplano. No que concerne a seccao trés — Clas-
sificando e Identificando as Simetrias do Plano, propomos um conjunto
de actividades que visam classificar e identificar rosdceas, frisos e padroes no
plano. A classificacao de cada uma das figuras simétricas faz-se identificando
o conjunto de todas as isometrias que preservam a figura. No final do primeiro
capitulo foi proposto como actividade de consolidacao, a identificacao de seis
padroes e dois frisos. Tal como entao foi noticiado apresentamos, no final desta
seccao a resposta. E a quarta seccao — Pavimentacgoes, onde se apresenta
um conjunto de actividades para pavimentar o plano, por exemplo o chao de
uma sala de aulas, e as pavimentacdes de Escher?, cujos padroes apesar de
nao estarem relacionados com a azulejaria, nao poderfamos deixar de referir,
pois as suas pavimentagoes do plano sao conseguidas recorrendo a isometrias.
A primeira actividade é interdisciplinar, assim na aula de EVT ou de Edu-
cacao Visual, em coordenagao prévia com professora de matemédtica, os alunos
deverao construir poligonos regulares, tais como: tridngulo quadrado, penta-
gono hexdgono (... ), que serdo tteis para a realizagdo de algumas actividades
seguintes.

Para concluir esta introducao resta-nos dizer que as actividades nao sao to-
das originais. Para além das actividades originais e das adaptadas de Veloso
e Viana (1998), complementamos com actividades propostas por Caputi e
Gerodnimo, (2006), num trabalho intitulado "Descobrindo as Simetrias no Plano",
ao qual também usdmos como modelo para a distribuicao das actividades,
referimo-nos aos temas das secgoes. Estas encontram-se assinaladas com um
*. Para uma leitura integral das actividades propostas por estes dois autores
sugerimos (e recomendamos) a consulta no sitio

http : / Jwww.mat.ufg.br [bienal /2006 /mini/caputi.roberto.pdf.

2. Construindo o Conceito de Simetria

Nesta secgao as actividades propostas tém como objectivos principais: con-
hecer a presenca (ou nao) da simetria das formas geométricas; “desenhar”
figuras a partir do eixo de simetria; tracar um ou mais eixos de simetria pre-
sentes nas figuras; perceber que o eixo de simetria divide a figura em partes
iguais.

Cada um de nés possui alguma concepgao de simetria. Mesmo que a for-
magao nesta drea seja pouca ou nenhuma (como é o caso dos nossos alunos
mais novos, do 1° ciclo), porém ao olharmos em nosso redor, identificamos
algumas imagens como simétricas e outras como assimétricas, muitas vezes
sem sabermos explicar o que queremos dizer com isso. As nossas sugestoes de
actividades comecam precisamente por aqui.

2De seu nome Maurits Cornelis Escher, nasceu a 17 de Julho de 1898, em Leeuwarden,
no norte da Holanda, sendo o filho mais novo do Engenheiro Civil G. A. Escher.

Escher dedicou grande parte do seu tempo ao estudo das pavimentagdes do plano. O
seu interesse pelo tipo de arte que desenvolveu comecou em 1936, quando viajou a Espanha
e se maravilhou com padroes utilizados em Alhambra.
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ACTIVIDADE 1:

Cada um de nés possui alguma concepcgao de simetria. Mesmo que a for-
magao nesta drea seja pouca ou nenhuma (como é o caso dos nossos alunos
mais novos, do 1° ciclo) ao olharmos em nosso redor, identificamos algumas im-
agens como simétricas e outras como assimétricas, muitas vezes sem sabermos
explicar o que queremos dizer com isso. As nossas sugestoes de actividades
comegam precisamente por aqui.

Sugerimos que o professor faga uma recolha de fotos de revistas e jornais
que contenham figuras simétricas e figuras assimétricas. De entre as simétricas
que contenham translacoes, rotagoes, reflexoes e reflexoes deslizantes. Virias
fotos de cada tipo. O professor deve agrupar este material em trés ou quatro
pastas que contenham vérias fotos de cada tipo. Uma vez na sala o professor
deve agrupar os alunos em grupos de trés ou quatro e desenvolver a actividade:

Desenvolvimento *:

1¢ Parte:

- Observar as fotos apresentadas;

- Separa-las em dois grupos, conforme as considerem simétricas ou nao;
- Dividir as simétricas em dois grupos que lhes parecam semelhantes;

- Quais foram os critérios utilizados?

2¢ Parte:

- Comparar a classificacao entre os varios grupos de trabalho;

- Os Critérios usados foram os mesmos?

- A partir dessas comparagoes, chegar a concep¢ao matematica de simetria.
- Anotacoes:

ACTIVIDADE 2: (extra-aula)
Propor aos alunos que efectuem uma recolha de material (fotos, recortes,

tecidos...) onde estejam evidentes figuras simétricas e figuras nao simétricas.
Estas deverao seguir o mesmo desenvolvimento da actividade acterior.

ACTIVIDADE 3:

Como terceira actividade propomos a construcao de um Geoplano quadrado.
Com esta actividade, pretendemos, pelo menos duas coisas: primeira, fomentar
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a interdisciplinaridade, uma vez que propomos a sua realizacao nas aulas Edu-
cagao Visual e Tecnoldgica (EVT); segunda, obtemos uma base de trabalho que
nos serd 1itil na exploracao de actividades nesta e nas restantes secgoes deste
capitulo. O Geoplano é uma excelente ferramenta para os alunos explorarem
problemas geométricos, podendo registar o seu trabalho no papel pontilhado
ou quadriculado. Uma das grandes vantagens é a sua mobilidade o que faz
com que os alunos se habituem a ver as figuras em diversas posi¢oes. Outra
das vantagens especificas do geoplano é que, ao contrédrio da folha de papel, é
uma ferramenta dindmica, permitindo “ desenhar” e “apagar” rapidamente o
que possibilita a afericao rdpida de conjecturas.

Sugere-se a construcao, de um geoplano na aula de EVT, por parte de cada
aluno, com a ajuda do professor desta disciplina. Estes devem ter, obriga-
toriamente, as mesmas medidas (para facilitar o objectivo para os quais sao
criados: apreensao dos conceitos simetrias, isometrias, rosdceas, frisos e gru-
pos de padroes, bem como o trabalho em duplas ou em grupos de trés ou
quatro alunos, possibilitando a comparagao de construcoes). Assim propomos
a sua construcao numa placa quadrada, de madeira ou aglomerado, de 30cm
de lado. Sobre esta, deixando uma margem de 3cm para cada um dos qua-
tro lados, construir uma malha quadriculada, de 1,5cm de lado. Finalmente,
fixar os 256 pregos em cada um dos vértices, deixando-os todos a mesma al-
tura (aproximadamente lcm fora da madeira). Esta é a primeira parte do
trabalho desenvolvido na disciplina de EVT, no entanto, apés as actividades
que se pretende sejam desenvolvidas nas aulas de matemadtica, e depois dos
alunos estarem devidamente familiarizados com os conceitos pretendidos, o
professor de matemética deve pedir aos alunos que escolham um motivo, para
com ele construirem dois grupos de frisos distintos com que posteriormente e,
novamente, na aula de EVT, deverao reproduzi-lo nas margens do geoplano
dando-lhe assim um toque pessoal. Sugere-se, ainda, a sua exposi¢ao no final
do periodo ou do ano.

ACTIVIDADE 4:

Desde a educacgao infantil a crianca se depara com actividades de dobrar,
recortar, girar e trasladar. Essas mesmas actividades podem ser utilizadas
para introduzir a nogao de simetria.

ACTIVIDADE 5:

Para ser resolvida em duplas.
No geoplano, cada aluno pode criar uma forma e pedir que o colega continue
a figura, usando um eldstico de outra cor, trocando entre eles os geoplanos. O
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eixo de reflexao deve ser também de uma outra cor. Devem posteriormente
marcar o desenho no papel pontilhado ou quadriculado.

ACTIVIDADE 6:

Sugere-se que o professor apresente, no geoplano ou no quadro, uma figura
que tenha mais do que um eixo. Um quadrado por exemplo, que possui quatro
eixos. O professor pede aos alunos que encontrem um eixo de simetria (geral-
mente encontram primeiro o eixo vertical), insiste-se que encontrem mais até
que cheguem aos quatro eixos.

Para os alunos com mais dificuldades sugere-se, se necessario for, que o
professor recorra a um espelho para ajudar os alunos a encontrar os eixos de
simetria.

Em alternativa ao tradicional geoplano feito numa placa de madeira temos
o Geoplano virtual cujo software encontra-se disponivel, por exemplo em

http : | Jwww.ebl — recovelas.rcts.pt/aplicacoes/geoplano/geoplano/geoplano.htm
ou
http : | Jwww.inf.ufsc.br /" edla/projeto/geoplano/software.htm
onde os alunos podem aceder e fazer as suas construgoes. As figuras (3.1) e
(3.2) abaixo, mostram dois trabalhos efectuados por alunos dos 3° e 4° anos,

de escolas do concelho da Maia disponibilizadas no blog das mesmas escolas
no sitio

http : | /prozela.blogspot.com/search/label / simetria,

Com a apresentagao destas figuras pretendemos por um lado mostrar o po-
tencial desta ferramenta, e por outro mostrar também que alunos dos terceiro
e quarto anos ja conseguem assimilar o conceito de simetria.

Ficura 3.1. A
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| Clewal |

Ficura 3.2. B

ACTIVIDADE 7:

(1) Procurar, em manifestagbes artesanais ou artisticas, tradicionais ou
nao, figuras em que se reconhegam simetrias. Por exemplo: em calcadas
portuguesas, azulejos, tapetes de arraiolos, rendas de bilros, fachadas
de edificios, recortes dos jornais ou revistas, etc.

(2) Reproduzir algumas dessas figuras, em desenho livre, desenho ge-
omeétrico, fotografia, colagens, etc.

(3) Identificar o elemento que se repete e os “movimentos” necessédrios a
sua repeticao.

3. Isometrias do Plano

Ja sabemos que as isometrias do plano sao transformacoes do plano que
preservam a distancia entre pontos. Antes de falarmos sobre estas transfor-
magoes, vamos considerar uma definicao mais geral que conceitua isometrias
entre dois planos quaisquer.

Definicdo 3.1. Uma aplicaciao f : II — II' de um plano II em um plano
II' é denominada de isometria se, dados dois pontos quaisquer P, Q em II, a
distancia entre P e Q ¢ igual a distancia entre P'=f (P) e Q =f(Q), ou seja
PQ =P'Q'.

ACTIVIDADE 1*:

Uma transformacao definida por dois planos paralelos

Passos:

- Desenhe dois planos paralelos II e IT .

- Desenhe uma recta r secante a um dos planos (e portanto, secante ao
outro).

- Considere a funcdo f : 1T — II', f(X) = X', onde X' ¢é a interseccao de
IT' com a recta paralela a r passando por X. Escolha e desenhe alguns pontos
em II e encontre as imagens correspondentes desenhando-as no plano I .
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FIGURA 3.3. II e II' sdo dois planos.

- Verifique que f é uma isometria observando que, para quaiquer P,Q em II a
distancia entre P e Q ¢ igual a distancia entre P' = f (P) e Q = f (Q) em IT'
(observe que, por construcao, o quadrildtero PQP'Q" forma um paralelogramo.

- Anotacoes:

ACTIVIDADE 2*:

Nem toda a transformacao é uma isometria: Uma aplicagao definida entre
dois planos perpendiculares.

Observagao 3.1. A propriedade de preservar distancia é uma condi¢ao bem
restritiva. Vejamos como é simples construir uma aplicagao que nao satisfaz
esta propriedade.

Passos:

- Desenhe dois planos perpendiculares IT e IT' e a recta r interseccao destes
dois planos.

- Considere a funcio f : II — II', f(X) = X', onde X' ¢é a projeccio
ortogonal de X sobre r.

- Encontre dois pontos P, Q em II, tais que a distancia entre P e Q é igual
a distancia entre P’ = f (P) e Q' = f(Q) em IT".

- Encontre dois pontos P,QQ em II, tais que a distancia entre P e QQ é diferente
da distancia entre P' = f (P) e Q' = f(Q) em IT".
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- Conclua que f nao é isometria.
Porque o terceiro item nao é suficiente para concluir que f é uma isometria?
- Anotacoes:

ACTIVIDADE 3*:

A funcao constante

Passos:

- Desenhe dois planos perpendiculares IT e IT .

- Escolha um ponto A do plano IT'.

- Considere a funcdo f:II — II', f(X) = A

- Quanto mede a disténcia entre as imagens de dois pontos de I1?7
- F é uma isometria?

- Anotacoes:

Antes de continuar com outros exemplos, vejamos uma propriedade das
isometrias que nos seréd ttil mais adiante. Esta propriedade ja fui demonstrada
no capitulo 1, todavia apresentamo-la aqui como actividade.

ACTIVIDADE 4*:

Toda a isometria transforma rectas em rectas.

Nesta actividade veremos que uma isometria transforma necessariamente
uma recta de um plano em uma recta de outro plano.

Passos:

- Tome dois planos IT e IT" e suponha, seja dada uma isometria f : [T — IT'

- Tome trés pontos colineares A, B e C em II e indique com A’, B e C as
suas imagens, isto ¢, A' = f(A), B = f(B) e C = f(C).

- E possivel que os pontos A’, B e C' sejam colineares? Compare as distan-
cias entre os pontos correspondentes.

- Conclua que f transforma pontos colineares em pontos colineares.

- Agora tome um ponto P em IT'. Queremos afirmar que existe algum ponto

’

P em II tal que f (P) =P .
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- Faga a seguinte construgao: tome trés pontos nao colineares M, N e O
em II e suas respectivas imagens M, N e O" em IT (observe que, pelo mesmo
argumento acima, esses pontos também nao sao colineares).

- Construa as circunferéncias de centros M, N e O e raios M'P', N'P' e
O'P', respectivamente.

- Conclua que existe um ponto P em IT tal que f (P) = P" .

- Junte a iltima conclusao com aquela do quarto item para, finalmente,
concluir que uma isometria transforma rectas em rectas.

- Anotacoes:

No estudo das simetrias, as transformacoes que nos interessam sao aquelas

! . . . ~
onde Il = IT'. Assim, a partir de agora, consideramos somente transformacoes
f: I —1IL

ACTIVIDADE 5*:

Um exemplo de transformacao de um plano nele mesmo

Passos:

- Considere o plano IT determinado pela folha de papel. Desenhe um sistema
de eixos coordenados Ox e Oy, de forma que cada ponto X de II associamos
um par ordenado (a,b) e escrevamos X = (a,b).

- Considere a funcao f: 11 — 11, f(X) = f(a,b) = (a + 2,0+ 7).

- Tome dois pontos quaiquer P, Q em II e compare as distdncias entre P e
Q a distancia entre P' = f(P) e Q' = f(Q).

- E possivel concluir com essa informacio que f é uma isometria?

- E possivel encontrar dois pontos P, Q em II, tais que a distancia entre P
e Q ¢ diferente da distancia entre P' = f (P) e Q' = f (Q)?

- Conclua que f é uma isometria.

- Anotacoes:

ACTIVIDADE 6*:
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Uma isometria mais simples - a fungao identidade
Passos:

- Considere a funcao f: II — II, f(X) = f(X).
- Verifique que f é uma isometria.

- Anotacoes:

ACTIVIDADE 7*:

Duas propriedades importantes das isometrias

Usamos as ideias da actividade 4, para obter estas duas propriedades:

a) Se uma isometria f : II — II deixa fixos dois pontos A e B, entao F
deixa fixos todos os pontos da recta que passa por A e B.

b) Se uma isometria f : II — II deixa fixos trés pontos A, B e C nao colin-
eares, entao f deixa fixos todos os pontos do plano I1, isto é, f é a transformagao
identidade.

Passos:

- Tome dois pontos A e B do plano II e indique com r a recta que passa por
esses pontos. Usando a actividade 4, qual a imagem da recta r?

- Tome um ponto X qualquer da recta r. Observando que o ponto A é
deixado fixo pela isometria f, quais as possiveis imagens do ponto X7

- Repita o procedimento tomando por base o ponto B e conclua que o ponto
X também ¢é deixado fixo por f.

- Conclua a propriedade a).

- Tome trés pontos nao colineares A, B e C do plano II.

- Tome um ponto qualquer X do plano II, (diferente dos pontos A, B, C) e
considere as circunferéncias centradas em A, B e C que passam por X.

- Fazendo uso da segunda parte da actividade 4, analise as possiveis imagens
do ponto X.

- Conclua que f deixa o ponto X fixo.

- Conclua a propriedade b).

- Anotacoes:
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Para explorarmos o conceito de isometrias do plano, nada melhor do que um
ambiente de geometria dindmica. Existem varios ambientes, para citar alguns:
Cabri-Géometre, Geometer’s Sketchpad, Geogebra, iGeom e o Cinderella.

ACTIVIDADE 8:

Com o apoio de um programa de Geometria Dindmica, recordar as isome-
trias: translagoes, rotacgoes e reflexao deslizante.

ACTIVIDADE 9*: (adaptada)

Caracterizando as isometrias no Cinderella

Nesta actividade veremos que toda a isometria é resultado da composi¢ao
de um certo nimero de reflexoes.

Passos:

- Construa um triangulo ABC qualquer, utilizando a ferramenta "poligono".

- Considere uma isometria qualquer f : II — II (pense no plano II como
sendo o plano do ecra do computador). J& sabemos que a imagem do triangulo
ABC pela isometria serd um tridngulo DEF congruente a ABC (porqué?).

- Construa um tridngulo DEF congruente a ABC, utilizando oportunamente
a ferramenta "circunferéncia dados centro e raio". Faca a construgao de modo
a deixar os tridngulos separados.

- Modifique a cor do tridngulo DEF para melhor acompanhar o processo.

- Trace a mediatriz do segmento de recta [AD] e faga a reflexdo do triangulo
ABC em relacdo a essa recta, obtendo o triangulo A'B'C’. Note que A" = D,
por construgao.

- Verifique se os pontos B e E coincidem. Em caso afirmativo, passe &
etapa seguinte. Senao, trace a mediatriz do segmento de recta [B'E] e faca
a reflexdo do triangulo A'B'C’ em relacdo a essa recta, obtendo o triangulo
A"B"C". Note que A=A =De que B" = E, por construcio.

- Verifique que os pontos C” e F coincidem (se saltou a etapa anterior, leia
AH, B",C" como sendo A'B'C"). Em caso afirmativo, salte esta etapa. Sendo,
trace a mediatriz do segmento de recta [C’”F ] e faca a reflexao do tridngulo
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A'B'C" em relacdo a essa recta, obtendo o tridngulo A* B C". Note que
A" =D, B" =E, e C" = F, por construcao.

- Observe que, apos essas reflexdes (quantas foram?) o tridngulo ABC foi
levado a coincidir com o tridngulo DEF.

- Lembre a segunda propriedade [a)] vista na actividade 7*.

- Conclua que composicao dessas reflexoes produz a isometria f.

- Movimente o tridngulo ABC e veja que o resultado nao se altera.
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- O que aconteceria se, no inicio do processo, os vértices A e D coincidis-
sem? E se dois pares de Vértices coincidissem? Ou trés pares de vértices
coincidissem?

- Conclua que toda a isometria é composta de, no méximo, trés reflexoes.

- Anotacoes:

4. Classificando e Identificando as Simetrias do Plano

Antes de iniciarmos a realizacao destas tarefas recordemos, ao de leve, al-
guns conceitos dados na primeira parte do trabalho, no Capitulo 1.

Denominamos por figura geométrica plana (ou simplesmente, figura) um
subconjunto F do plano. As isometrias f : II — II do plano que tém a
propriedade f (F) = F sao denominadas simetrias da figura F. Em outras
palavras, as simetrias de F sao as isometrias do plano que deixam invariante
a figura F.

O conjunto formado por todas as simetrias de F é denominado grupo das
simetrias de F e aqui denotado por Sim(F).

Como tivemos oportunidade de ver no primeiro capitulo, é preciso fazer uma
restricao importante ao tipo de estudo que estamos a fazer, isto é, para efeitos
de classificagao dos grupos de simetrias do plano consideramos, somente, os
grupos discretos. Em termos praticos essa restricao pode ser entendida da
seguinte forma:

o Se uma figura é invariante por translacao numa dada direccao, entao, de
entre essas translagoes existe uma de comprimento minimo.

o Se uma figura ¢é invariante por rotagoes em torno de um centro, entao de
entre essas rotacoes, existe uma de dngulo minimo.

ACTIVIDADE 1*:

Agrupando as figuras em classes.

Vimos no Capitulo 1, que a classificacao das figuras simétricas faz-se a partir
dos seus grupos de simetrias. Nesta actividade propomos, como primeiro passe
para a classificagao das simetrias, o agrupamento das gravuras em trés classes,
funcao da invariancia por translacao.

Passos:

- No computador, abra a pasta "Actividade 1"3.

- Observe que todas as figuras da pasta sao simétricas.

3Esta actividade pressupoe que se coloque antes, em cada computador, uma pasta,
denominada "Actividade 1"com pelo menos 3 gravuras para cada tipo: rosdceas (grupos
finitos), grupos de frisos e grupos de padroes.
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- Separe aquelas que sao invariantes por translagao daquelas que nao sao.
Estas tltimas sao chamadas de rosdceas.

- Das primeiras, observe que algumas sé sao preservadas por translacoes em
uma tnica direc¢ao. Sao chamadas de frisos. Separe-as numa outra classe.

- Observe que as figuras que restam sao preservadas por translacoes em
vérias direcgoes. Sao chamadas de grupos de padroes.

- Anotacoes:

ACTIVIDADE 2*:

As possiveis simetrias de um friso.

Os frisos sao figuras invariantes por translagao numa tnica direcgao.

Assim, de entre as simetrias de um friso, necessariamente encontraremos
translacoes. Mas podemos encontrar também, reflexoes, rotacoes e reflexoes
com deslizamente. Esta actividade tem como objectivo compreender as pos-
siveis simetrias de um friso.

Primeira parte

Passos:

- Suponha dada uma figura do tipo friso e considere seu grupo de simetrias.

- Considere v o vector da translacao de amplitude minima (isto é, ndo hd
nenhuma translagao do grupo com vector de comprimento menor que v).

- Considere uma translacao qualquer do grupo, com vector de translacao w.

- Utilizando o algoritmo da divisao de Euclides, escreva w em fungao de v e
de um resto wu.

- Verifique que a translacao de vector u pertence ao grupo.

- Observando que u é menor do que v, conclua que u = 0.

- Conclua que w é um muiltiplo inteiro de v.

- Anotacoes:

Segunda parte

Passos:

- Que tipo de reflexdes mantém o friso invariante? Qual é a posicao dos
possiveis eixos de reflexao para que tenhamos uma simetria de um friso.

- Se o friso possuir rotagoes, quais os possiveis dngulos dessas rotagoes?

- Nesse caso, ende se podem localizar os centros das rotagoes?



106 3. UMA BREVE EXPLORACAO DIDACTICA

- E quanto as reflexdes com deslizamento, quais os possiveis vectores que as
caracterizam?
- Anotacoes:

Conclusao:

As possiveis simetrias de um friso sao:

A) Translagoes segundo um vector v e seus multiplos;

B) Reflexao horizontal, isto é, a recta de reflexao é paralela ao vector v e
passa pelo "meio"do friso;

C) Reflexdes verticais, isto ¢, a recta de refexdo é perpendicular & direccao
do vector v;

D) Meias voltas, isto é, rotagoes de amplitude T;

E) Reflexdes deslizantes nao triviais, isto ¢, cujas reflexdes e translagoes que
a compoem nao sao simetrias do grupo;

1) Se o grupo possui eixos de reflexao verticais, a distancia entre dois eixos
de reflexao consecutivos ¢é igual ao comprimento de v ou & sua metade;

2) Se o grupo possui meias voltas (rotagoes de amplitude ), a distancia
entre dois centros de rotacao consecutivos é igual ao comprimento de v ou &
sua metade;

3) Se o grupo possui reflexdes com deslizamento nao triviais, o comprimento
do vector das reflexdes deslizantes minimas é igual ao comprimento de v ou &
sua metade.

ACTIVIDADE 3:

(1) A partir de um elemento simples, que é repetido por recorte, sobre
papel quadriculado, criar frisos utilizando:
(a) Movimentos de deslizar;
(b) Movimentos de virar;
(¢) Movimentos de rodar.
(2) A partir de um elemento simples criar rosaceas usando:
(a) Movimentos de rodar;
(b) Movimentos de virar.

ACTIVIDADE 4:

(1) Em azulejos encontrar eixos de reflexdo com a ajuda de um espelho;
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(2) Em roséceas encontrar eixos de reflexdo com a ajuda de um livro de
espelhos;

(3) Em frisos encontrar eixos de reflexao com a ajudada de um ou dois
espelhos.

ACTIVIDADE 5:

A figura (3.4) representa parte de um friso inspirado num existente na Casa
dos Repuxos em Conimbriga. Copie o friso em papel vegetal e desloque essa
copia na direccao e sentido indicado pela seta. O que acontece? (definigao de
friso)

FicurA 3.4. Friso inspirado num existente na Casa dos Re-
puxos em Conimbriga.

ACTIVIDADE 6:

Observe agora os frisos! que a seguir se apresentam e identifique, em cada
um deles, isometrias que os deixem invariantes. Com o auxilio do algoritmo
de Washburn e Crowe para frisos’, classifique-os. (referir que existem apenas
7 tipos diferentes de frisos). Estes frisos sdo da Mesquita de Cérdoba, em
Espanha, refernciada no Capitulo 1.

YEstes frisos sdo elementos decorativos da Mesquita de Coérdoba, em Espanha.
Disponiveis no sitio

http : //descartes.cnice.mecd.es/taller _de _matematicas/celosias/celosias_11.htm

Este algoritmo encontra-se nos Anexos, Seccao —Algoritmos.



108 3. UMA BREVE EXPLORACAO DIDACTICA

WO T N MO N T T
;"} ) e ) X
. . P | R -

ACTIVIDADE 7:

Com o auxilio do fluxograma de Washburn e Crowe identifique os tipos de
friso que se observam nas barras de tapetes que a seguir se apresentam:

ACTIVIDADE 8:

Propor aos alunos a escolha de um motivo nao simétrico com que, poste-
riormente, com a ajuda com o Geoplano ou, de um programa de geometria
dindmica, por exemplo o Cinderella ou o Geogebra, deverao gerar diferentes
tipos de frisos.
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Em niveis escolares mais avancados o professor pode solicitar a construcao
de grupos de padroes.

ACTIVIDADE 9:

Propor a construcao de um friso como elemento decorativo para um local
especifico da escola. Esta actividade pode ser desenvolvida em parceria com
as disciplinas de Educagao Visual ou de EVT. Pode também, ser organizado
um concurso onde os trés primeiros classificados terao direito a reproduzir os
respectivos frisos em pintura parietal. A proposta deverd ser acompanhada de
relatério onde é apresentado o motivo, uma proposta de friso e deverao ser re-
latados os aspectos matematicos envolvidos. Solicita-se também um pedido de
autorizacao, para a referida pintura, dirigido ao Director Executivo da escola.

- Anotacoes:

No Capitulo 2, procedeu-se a identificacao de padroes existentes em azulejos
e em calgadas portuguesas. Essa classificacao passa, como vimos, por identi-
ficar o paralelogramo fundamental, os centros de rotacao para determinar qual
o de maior ordem e consequentemente a qual dos cinco subgrupos que sé con-
tém isometrias directas pertence. Identificamos posteriormente os eixos de re-
flexao e com a ajuda do algoritmo de Washburn e Crowe, para a classificagao
de padroes procedemos a sua identificacao. As duas préximas actividades
tem como objectivo “treinar” os alunos para a identificagao/classificagdo de
padroes, visam encontrar um paralelogramo fundamental e os centros de ro-
tacao. Os eixos de reflexao e de reflexao deslizante podem ser propostos em
qualquer das duas actividades ou noutras.

ACTIVIDADE 10:

No Capitulo 1, vimos que o paralelogramo fundamental nao é tnico. Nesta
actividade propomos que os alunos identifiquem trés paralelogramos na figura
seguinte, que foi construida com o programa Kali, disponivel on-line no sitio:

http : | Jwww.scienceu.com/geometry/handson/kali/index.cqi?group = wt

Observacio 3.2. E de referir /lembrar que o paralelogramo fundamental tem
de ser tal que verifique, cumulativamente, os dois itens seguintes:
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(A) Tem de ser capaz de gerar o plano todo (ou a figura completa) por
translagoes associadas ao grupos das translagoes;
(B) Os seus lados tém de ser de tamanho minimo.
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F1GURA 3.5. Desenhar trés paralelogramos fundamentais. Con-
strugao obtida com o programa Kali.

Note-se que paralelogramos como os representados na figura (3.6), ndo sao
paralelogramos fundamentais.

FicurA 3.6. Como se pode ver estes paralelogramos geram o
plano todo, no entanto nao tém tamanhos minimos, e conse-
quentemente, nao sao fundamentais.
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ACTIVIDADE 11:

Observe o grupo de padroes da figura (3.7) e identifique os centros de ordem
dois, de ordem trés e de ordem seis. E claro que esta actividade pressupoe que
o professor tenha previamente explicado o conceito de ordem de uma rotacao.
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F1GURA 3.7. Padrao construido com o programa Kali.

No seguimento desta actividade e como consolidacao, o professor pode de-
senvolver outras actividades, como por exemplo, propor aos alunos que em
duplas usem os programas 7Tess, disponivel para download no sitio

http : | Jwww.peda.com/tess/

e Kali, para construir padroes e identificar os respectivos centros de rotagao
e respectivas ordens. Estes dois programas tém a particular vantagem de
possuirem um menu onde o utilizador define a partida o tipo de padrao que
vai desenhar, o que contribui para solidificar todo este processo de identificacao
e classificacao dos grupos de isometrias.
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ACTIVIDADE 12:

Propor aos alunos a identificacao de padroes de azulejos existentes em igrejas
da localidade. Por exemplo, identificar os Padroes das igrejas regionais que se
encontram no Anexo 8.

ACTIVIDADE 13:

Para finalizar este grupo de actividades, propomos uma visita de estuda a
Casa — Museu Frederico de Freitas e/ou a Quinta Monte Palace onde se en-
contram expostos muitos grupos de padroes em azulejos, que os alunos devem
fotografar, apés o devido pedido de autorizacao, para posteriormente proced-
erem 4 sua identificagao/classificagao, ja em ambiente de sala de aula.

Em género de conclusao e consolidagao das competéncias adquiridas ao
longo da sec¢ao, propomos como,

ACTIVIDADE 14:

Completar a tabela seguinte:

Grupo Notagio |, ATBINGS EDCS | mpo e
N°  |Internacional angulos reflexdo Simeftrias
1 ferd Paralela | PMEotem |Maotem Translagdes
2 o2
3 feley]

4 L]

5 om

[ omm

7 g

3 Pag

9 cmm
Ang'ulos de

10 o Quadrada | O0° ¢ 180° Mo tem E‘rdm;z“
Translagdes

11 pdm

12 g

13 3

14 IIGGTFT? Hexzgonal

15 e

16 fi.a)

17 pém
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Tal como anunciado, no final do Capitulo 1, apresentamos as solugoes da
actividade entao proposta, referindo, que é uma boa actividade para propor
aos alunos.

Identificacao dos padroes propostos no final do capitulo 1:

figl — pmg; fig2 — p3ml; figd — p2; figd — pmm; figh — cm; figb — p3lm;
fig?7 —ml; fig8 — 11.

5. Pavimentacgoes

ACTIVIDADE 1:

Como primeira actividade propomos a criacao de uma “bolsa” de poligonos
regulares: tridngulos quadrados, pentédgonos e hexdgonos, (... ), com a partic-
ularidade que todos devem ter a mesma medida de aresta. Estes devem ser
construidos nas disciplinas atrds enunciadas e de acordo com os objectivos e
competéncias previstas nos respectivos programas. Apds a sua construcao de-
vem ser reproduzidos em cartolina colorida ou em papel de lustre, por exemplo,
em numero nao inferior a dez de cada tipo.

ACTIVIDADE 2:

Existem pavimentagoes na tua terra? Observa os padroes de ladrilhos e
azulejos no chao e nas paredes da tua casa, em paredes de edificios, nos passeios
das ruas,...

Escolhe uma dessas pavimentacoes, desenha o ladrilho base e descreve o
local em que a encontraste.

ACTIVIDADE 3:

Pesquisa pavimentagoes de outras culturas: africana, drabe, chinesa, (entre
outras);

ACTIVIDADE 4:

Pavimentagoes de Escher.
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Pelo contributo que tem o trabalho de Escher na consolidacao do conceito
de pavimentagao e simetria, nao poderfamos deixar de propor como activi-
dade, uma pesquisa sobre o mesmo. E como estimulo ou motivacao, para
esta actividade, propomos a andlise das figuras (3.8) e (3.9) onde se apre-
senta, respectivamente, a criacao de uma regiao fundamental e consequente
pavimentacao do plano por rotagao (pavimentacao de Escher).

F1cura 3.8. Construcao de uma regiao fundamental.

ACTIVIDADE 5:

Investiga se é possivel pavimentar o plano partindo de um tridngulo qual-
quer. E de um quadrildtero qualquer?

ACTIVIDADE 6:

(1) Investiga se é possivel formar um vértice com:
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FicuraA 3.9. Pavimentacao com rotagao. Pavimentacao de Escher.

(a) Triangulos e quadrados;
(b) Triangulos quadrados e hexdgonos;
(c¢) Quadrados e octégonos.

(2) Combinando os poligonos regulares ao teu dispor, tenta descobrir to-
dos os outros tipos de vértices.

(3) Escolhe um vértice de entre os que descobriste na alinea anterior,
obtém um ladrilho base e recria a pavimentagao. Explica sucintamente
cada passo da tua construcao indicando as transformacoes geométricas
que usaste.

Os alunos devem utilizar a bolsa de poligonos criada na Actividade 1 desta
seccao, ou em alternativa, fotocopiar e recortar os poligonos que se encontram
no apéndice, Anexo 6.

- Anotacoes:

ACTIVIDADE 7:

Pavimentar o plano:

(1) Usando todos os poligonos regulares disponiveis;
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FicurA 3.10. Pavimentacao do plano com quadrados e octé-
gonos regulares com a mesma medida de aresta.

(2) Usando poligonos regulares geometricamente iguais e satisfazendo as
condicoes:
(a) Arestas coincidentes;
(b) Vértices (ponto de encontro de trés ou mais poligonos) do mesmo
tipo.

Veja-se por exemplo a figura (3.10) .

Quando tiveres a certeza que as obtiveste todas, explica porque é que nao
poderao existir outras.

Atividade para usar a "bolsa"de poligonos.

- Anotacoes:

ACTIVIDADE 8&:

(1) Combinagoes de figuras que pavimentam:
Descobrir uma combinacao de figuras que colocadas a volta de
um ponto, nao se sobrepéem nem produzem falhas. (pav. Regulares,
semiregulares..).
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(2) Projecto para redesenhar o chao de uma sala da escola. (Achas os
quadrados do chao monétonos e queres fazer uma modificacao......escolhe
formas, cores.....) (Depois dos alunos terem pavimentado uma amostra,
devem escrever uma explicacao completa da forma como a pessoa que
os aplicar deve colocar as pecas.



CAPITULO 4

ANEXOS

1. ANEXO — Pavimentagoes

Apresentamos esta subseccao dedicada as pavimentacoes, por considerarmos
que, pese embora, o conceito de padrao se possa obter a partir do conceito de
pavimentacao e vice-versa, nao os devemos confundir. Enquanto nos padroes
podemos considerar um motivo e as suas cépias a uma ou mais cores, sob um
fundo uniforme, nas pavimentagoes a intencao é cobrir o plano completamente,
sem falhas nem sobreposigoes.

Ao falar em pavimentagoes do plano, nao poderemos deixar de fazer
referéncia a Kepler (1580-1630). Tudo leva a crer que foi o astrénomo Joannes
Kepler o primeiro a estudar as pavimentagoes (tesselagoes) do plano utilizando
poligonos regulares. Este estudo foi publicado no seu livro "Harmonices
Mundi"(Harmonia do Mundo), publicado em 1619. Nele, Kepler enunciou,
a terceira lei do movimento planetario. Nele, Kepler engloba, interligando,
trés temadticas: geometria, musica e astronomia. Este livro é o culminar de
todos os seus estudos nas dreas da astronomia, matemética, filosofia, fisica e
teologia.([21])

Kepler observou que poligonos regulares idénticos pavimentam perfeita-
mente o plano, apenas, se a amplitude de cada um de seus dngulos internos
for um divisor de 360°.

E bem sabido que a amplitude de um angulo interno de um poligono regular,
de n lados, pode ser dado por: 180° — %?O.

S6 existem trés poligonos regulares idénticos que podem pavimentar per-
feitamente o plano, sao eles:

- O Triangulo equilatero, n = 3

360°

a=180° — = 180° — 120° = 60°

6 x 60° = 360°
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Pavimentagao do plano com tridngulos
equilédteros.

- O Quadrado, n =4

360°

— 180° — 90° = 90°
= 180

a = 180° —
4 x 90? = 360°

Pavimentacao do plano com quadrados.

- O Hexagono, n =6

a = 180° — = 180° — 60° = 120°

3 x 120° = 360°

360°
6
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Pavimentagao do plano com hexdgonos.

Estes sao os tinicos poligonos regulares que pavimentam o plano.

Nao é dificil verificar que nenhum outro poligono regular pavimenta o plano.
Vejamos, por exemplo, o caso do

- Pentdgono, n =5

a = 180° — 560 = 180° — 72° = 108°

3 x 108° = 324° (h4 uma brecha);
4 x 108° = 432° (ha sobre posi¢ao).
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Tentativa de pavimentacao do plano com
pentagonos.

Portanto, estas sao as tnicas trés formas de pavimentar o plano, utilizando
um s6 poligono regular ou um sé ladrilho, porém, é certo e sabido que é possivel
pavimentar o plano com vérios poligonos regulares, basta olharmos para o chao
das nossas casas, das nossas escolas, dos edificios ou dos passeios, entre outros.
Portanto, podemos dizer que existem varios tipos de pavimentacoes.

As pavimentagoes que vamos estudar podem ser constituidas por apenas
um poligono regular (um s6 ladrilho) ou, por dois ou mais poligos regulares.
Em qualquer dos casos, vamos supor sempre que os poligonos sao regulares e
congruentes. Comecemos pelas

- Pavimentagoes Monoédricas ou Puras. Sao pavimentagoes formadas
apenas por um sé poligono regular (ou um s6 ladrilho). Veja-se como exemplo
a figura (4.1).

FicuraA 4.1. Pavimentacao monoédrica.
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O grupo de simetria desta pavimentacao é p6m. Esta pavimentacao tem
um grupo de simetria com 12 elementos, isto é, de ordem 12 (ou 6-centro, para
usar a nota¢ao que vem no livro de Martin, George E.), é designado por diedro
dg. A pavimentagao é periddica pois admite translacoes de simetria em duas
direccoes diferentes.

Se unirmos os centros dos hexdgonos obtemos uma pavimentacao regular
triangular e ao contrdrio também se verifica, ou seja, se unirmos os centros dos
tridAngulos obtemos uma pavimentagao regular hexagonal. Cada uma destas
duas pavimentacoes diz-se dual da outra.

- Pavimentagoes Arquimedianas ou Semiregulares, sao pavimen-
tacoes formadas por dois ou mais poligonos regulares com a particularidade
dos vértices da pavimentagao serem todos do mesmo tipo (veja-se defini¢ao
baixo).

As pavimentagoes sao descritas em funcao do tipo de vértice. Donde se
conclui que existem pavimentacoes semiregulares compostas pelo mesmo tipo
de poligonos e ndo sao idénticas, veja-se a este propdsito as figuras abaixo (4.2)
e (4.3).

Concentremo-nos, por exemplo, nas pavimentacoes formadas por dois tipos
de poligonos. Serd que estes tipos de pavimentacao sao todas iguais? O que
destingue duas pavimentacoes deste tipo? Bem, em primeiro lugar o tipo de
poligonos que a compoem. Uma pavimentacao formada por tridngulos e hexa-
gonos serd sempre diferente de uma constituida por tridngulos e quadrados,
por exemplo. Todavia, duas pavimentacoes podem ser formadas por poligonos
iguais e serem diferentes, veja-se, novamente, as figuras (4.2) e (4.3). Olhando
para os pontos correspondentes aos vértices que estao assinalados com as letras
A e B correspondentes, respectivamente, as figuras, atrds mencionadas, verifi-
camos que a disposicao dos poligonos em torno dos vértices é diferente. Para
compreendermos essa diferenca necessitamos de dois conceitos: o conceito de
espécie de vértice e o conceito de tipo de vértice. Assim, introduzimos a

Definigao 4.1. A espécie de um vértice diz respeito ao tipo de poligonos
regulares que se encontram nesse vértice.

€ a

Definicao 4.2. Dois vértices da mesma espécie sao do mesmo tipo se a ordem
circular (por exemplo - sentido negativo) em que se dispoem os poligonos em
torno do vértice é a mesma.

Olhando para as figuras verificamos que ambas as pavimentacoes sao for-
madas por tridngulos e quadrados, mas sao diferentes. E necessério ter em
conta a espécie e o tipo de vértice. Por exemplo, olhando para os vértices A e
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FI1GURA 4.3. Pavimentagoes Semiregulares.

B, das figuras (4.2) e (4.3), verificamos que ambos sdo formados por triangu-
los e por quadrados, sao portanto, da mesma espécie, porém o vértice A é do
tipo: 3.3.4.3.4, ou seja, tridngulo, tridngulo, quadrado, tridngulo e quadrado,
enquanto que o vértice B é do tipo: 3.3.3.4.4. Sao portanto vértices de tipos
diferentes. Para finalizar esta parte dedicada as pavimentacoes, definimos as

- Pavimentacgoes Demiregulares, sao as pavimentagoes constituidas por
poligonos regulares cujos vértices sao de tipos diferentes, veja-se a este propdsito,
também, a figura (4.4).

FicuraA 4.4. O vértice A é do tipo: 3.4.3.12 e o vértice B é do
tipo: 3.12.12.
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2. ANEXO — Algoritmo para Classificagao de Frisos

Algoritmo de Washburn e Crowe.

Existe uma reflexdo de
gixo vertical?

zim ndi
L L
Existe uma reflexdn de Existe uma reflexdo de gixo horizontal au
gixo horizontal? uma. retlexdo des lizonte?
zim ndi zim i
L J ¥
Existe uma Existe uma reflexdo de Existe uma
meio-valta? gixo harizontal? me io-walta?
zim o zim o sim o
¥

pmms  pmal  pmll plml plal pliz piil
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3. ANEXO — Algoritmo para Classificagao de Padroes

A - Algoritmo apresentado por Washburn e Crowe.

125

Qualea
menor
rotagio?

Existe uma reflexio
deslizante cujo eixo nio

ﬁ» cm

ﬂp pm

sim

——Prg

ndo

pl Estdo todos os ¢.

de rotagio sobre

sum erx. de reflexdo?

| =2, pmm

| 849 . comm

292, ping

sim

— 1]

ndo
— j').’

| S0, pdm

ndo pdg

| st g2 ]

'1_5':',. p3lm

 SIm L ¢ de reflexfo?
Nenhuma | Existe uma
reflexio? niio
Existe uma reflexdc
deshizante?
sum Existem reflexdes em
180° | Existe uma duas direcgdes?
reflexiio? nao
Existe uma reflexfo
deslizante?
im Existem reflexdes cujos
a0° Existe uma eixos fazem um dngulo
reflexio? 1nao de 45°7
|—o pd
. Estio todos os centros
sim N .
Exi de rotagdo sobre eixos
Gl N
120 x151e‘11ma i de reflexio?
reflexfio? nao
|—> p3
) | S pbm
60° Existe nma
reflexdo? niic

pé
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B - Algoritmo apresentado por George Martin.

Todos os eixos da
refexfio deslizarnte

Todos os 2-centras
néon egtdo no eixo

& dcartro estd em
todos os eixos de

A d.centro estd em
todos os eixos de

Sem 2-centros 4centros Icentros 6-cenfros
n-centros
W, pl|w, p2|% A P3| nd
=f | zometrias S/ lzometrias o _aXDS_ de &y _E’XDS_ de o _EHXUS_dE
estranhas estranhas Simetria Simeria Sirnetria
Wy om | W1, cmm B, pam | pam 1 |H, pEm
Agunseixos da | Alguns 2-centros |Os 4-centros estdo [Todos os 3-centros Tem eixode
reflexdo deslizante| nao est&o no eixo |no eixo de Smetria| estdo no eixo de simetria
n&o sfo eixos da de zitn etria zitn etria
sim etria
Wzl pm | W7, pmm W", pebiy W:J\ p3m

M&aotem eixozde
zimetria mas tem
reflexdes
deslizantes

=80 eixos de de sim etria simetria =im etria
it etria
W Py |/, pmg
M&o tem eixos de | Todos os eixos de
simetria mas tem simetria ¢80 - - -
reflexies paralelos
deslizantes
+
e, Py
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C - Algoritmo apresentado por Rose Y. Stafford.

Algoritmo deFose ¥ Stafford para classificar os 17 gropos de Simetria do Flano

Indeia

Corsiderar uma fizura

que prende o plano e na

qual exktam duas translagfes
indeperdentes.

l

Mo

Hieinos de Simetriaque mio
530 panlelos?

Mo

L

Hi ebwos de deslizamento i

e e - @
simetria? 5

Mo

-

Mo

:

Hi miagfes de 6077 Sim
o ——

Hi rotagfes de 12077
Mo

Sim

Existem eixos de S mmetda? —_— Hi eims
l Simn des lizamento?

Sim
Ha eios de deslizamento
paralelos ans de simetria? —_—

de

Peg

MEo

itn
Hai eixos de
desk

perperdimulams?

lsmn

PEE

Corsiderar o meror ingul de rotagio
1o regativo, que pertenca ac gmpa.

o 1z 120® s0° a0*

R
DIIICICY

Encomtrar o grupo de Simetria do
wetingnl deterninado porquat;
eftos de simetria deforma que renlmm
ot eivo paralelo acs lados emze o
rectingula.

Cl o] Dl D2 C4

Lo

¥ Encontraro gmpo de S imetria daregiio
compreendida por trés eixos de sitnetria que
definamum tiingub equilitero nio seja
cmzado poroutos eixos de simetria.

Cl ClD3

[ Tradagio Hossa)

(Tradugao nossa).
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D - Algoritmo apresentado por David W. Farmer.

0Os centros
de rotagdo
estdo todos
localizados
na linha de
espelho?

sim
— prnn

nio
———— cmm

g Existe uma linha L o
E 8 deslizante que
xiste uma 30 & linha v
= nac é uma NG
naga reflexao? nao de espelho? — L
sim
Existe uma refle-l— 2 P&
xao deslizante? | ndo pl
sim Existem refle- sl
1 _,| Existe uma 7| xOes em duas =
2 reflexdo? nao direcges? pmg
r sim
| Existeumare- | 5 peg
flexdo desli-
nao
zante? —— p2
Todos os cen-| &im
gimi tros de rotagio ——— p3ml
1 Existe uma 3| estdo localiza- ;.
& : nao
3 =N reflexdo? nao dos na linha de |~ p3lm
‘\—, espelho?
p3
sim
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4. ANEXO — Simbolos de Centros de Rotagao

129

Simbolos utilizados nos esquemas para denotar transformacoes de simetria
dos padroes por rotacao.

Simb olos Descricio
O Centro de simetria de rotagdo de ordem 2 (ou tneia volta)
A Centro de simetria de rotacdo de ordem 3

Centro de simetria de rotagio de ordemn 4

Centro de simetria de rotacio de ordem 6

Centro de simetria de rotagdo situados sobre os eixos de
reflexdio
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5. ANEXO — Tédbua de Equivaléncia de Notagoes para Grupos de
Padroes
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6. ANEXO — Bolsa de Poligonos
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7. ANEXO — Bolsa de Padroes (desdobravel)
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8. ANEXO — Padroes em Igrejas Regionais

A- Tgreja do Bom Jesus, Ponta Delgada.
B- Igreja do Porto da Cruz.

C- Igreja de Sao Vicente.

D- Igreja Arco de S. Jorge.

E- Igreja S. Jorge.

F- Igreja de Santana.

G- Igreja do Faial.

H- Igreja da Ribeira Brava.

I- Igreja de C. de Lobos.

137



138 4. ANEXOS



Bibliografia

[1] CALADO, RAFAEL SALINAS (1999)- Azulejaria na Madeira e na Colecgdo da
Casa”Museu Frederico de Freitas.

[2] FREITAS, PAULO, CLODE, LUISA. Colecgao Frederico Freitas. D.R.A.C.

[3] FARMER, DAVID W. 1999. Grupos e Simetria— Um Guia Para Descobrir a
Matematica. Gradiva.

[4] GOMEZ, RAFAEL PEREZ - 17, 46, ..., 627,... sinfonfas para una loseta: los mosaicos
de Alhambra e Granada.

[5] PEREZ, ILDA e REIS, PAULA . Classificagdo dos Grupos Discretos de ISO (R?) -
Grupos finitos, grupos de frisos e grupos de azulejos. Boletim da SPM - n°® 46 Abril de
2002, 53-79.

[6] MATOS, ERNESTO, 1999. Mesmo por Baixo dos Meus Pés— Uma Viagem pela Calgada
Portuguesa.

[7] MARTIN, GEORGE E. - Transformation Geometry, an Introdution to Symmetry, New
York, (1982).

[8] MECO, JOSE JOAQUIM SALVADOR S.— Azulejaria Portuguesa. Coleccio Patriménio
Portugués. Bertrand Editora, Lda., 1985.

[9] PONTE, JOAO PEDRO DA; MATOS, JOSE MANUEL e ABRANTES, PAULO. In-
vestigagdo em Educagdo Matemédtica—Aplicagoes Curriculares. Instituto de Inovagdo
Educacional. 1998.

[10] SIMOES, SANTOS J.M. DOS SANTOS- Azulejaria Portuguesa nos Acores e na
Madeira, 1969. Exemplar fotocopiado, em depdésito, na Biblioteca Regional.

[11] VELOSO, EDUARDO, 1998. Geometria. "Temas Actuais".

[12] VELOSO, EDUARDO e VIANA, J.P, 1998. Desafios 6 — “Mosaicos, tapetes e
Matematica” —Edigoes Afrontamento.

139



140 BIBLIOGRAFIA

[13] JOYCE, DAVID E. - Wallpaper Groups, Department of Mathemat-
ics  and Computer Science, Clark University, (1997). Disponivel em
http:/ /www.clarku.edu/~djoyce/wallpaper/

[14] Descobrindo as Simetrias no Plano. Disponivel em
http://www.mat.ufg.br/bienal /2006 /mini/caputi.roberto.pdf, em 09/02/2007.

[15] http://www.iep.uminho.pt/aac/sm/a2002/M_C _Escher/index2.htm

[16] Brian Sanderson’s Pattern Recognition Algorithm. Disponivel em

http : //www.math.toronto.edu/ drorbn/Gallery/
Symmetry/Tilings/Sanderson/index.html

[17] Kali: Symmetric Sketching. Disponivel em
hitp : | Jwww.scienceu.com/geometry/handson/kali/index.cgi?group = wt
[18] Um Matemadtico Passeia por Alhambra. Disponivel em

http : [ /www.divulgamat.net/weborriak /TestuakOnLine/
Hasierakolkasgaiak/Rafael PerezF M A2004.pdf
(em 10 de Abril de 2007).

[19] imagens de frisos, da Mesquita de Cérdoba. Disponivel em

http . //descartes.cnice.mecd.es/taller _de matematicas/
celosias/celosias _11.htm
(em 27 de Agosto de 2006).

[20] Pavimentagdes. Disponivel em

http : //members.netmadeira.com/rafaelluis/documentos/
trab finalgeometria.pdf
(em 25 de Agosto de 2006).

[21] Kepler. Disponivel em

http :  //www.educ. fe.ul.pt/docentes/opombo/seminario/kepler/
(em 12 de Outubro de 2006).

[22] Decoracao Azulejar. Disponivel em

http : //ptawikipedia.org/wiki/Azulejo#tPor t.C3.
A9cnica_de_decora.C'3.A7.C3.A30
(em 11 de Janeiro de 2007).

[23] Escher. Disponivel em
hitp : / Jwww.mathacademy.com/pr/minitext/escher /index.asp
[24] Disponivel em:
http : /Jwww.math.arq.uva.es/GY CGA/Apuntes/raiz/nodel.html
[25] Classificagdo dos azulejos segundo a técnica. Disponivel em

hitp :  //www.eb23 — paulo — gama.rcts.pt/disciplinas/
educ — tecnologica/  azulejo — portugal /az2.html
(em 11 de Janeiro de 2007).



BIBLIOGRAFIA 141

[26] KnijniK, Gelsa e Wanderer, Fernanda. (2004), " Educagdo matemdtica e frui¢io da arte:
uma andlise da cultura dos azulejos portugueses em suas viagens nos tempos coloniais".
Horizontes, Bragancga Paulista, v.22,n.1,p.17-28, Jan./Jun. 2004. Disponivel em

http : //www.saofrancisco.edu.br/edusf /revistas/horizontes/
Horizontes — 2004 — 1/horizontes — 4.pdf
(em 20 de Margo de 2007).
[27] Os Padrdes no Ensino e Aprendizagem da Algebra. Disponivel em
http :  //www.educ. fe.ul.pt/docentes/jponte/ DA/ DA — TEXTOS/
Vale — Palhares — Clabrita — Borralho.doc.
(em 26 de Fevereiro de 2007).
[28] Ana Kozomara. Disponivel em:

hitp : /| Jwww.mi.sanu.ac.yu./vismath/ana/



