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Resumo

A soma de variáveis aleatórias com número de parcelas é aleatório, para
além do evidente interesse conceptual e teórico, tem larga ressonância na
investigação do processo de risco e em processos de ramificação.

Reformulamos a teoria de Panjer (1981), que permite o cálculo ite-
rativo do risco agregado, com o recurso a valores médios de uniformes,
descrevendo uma extensão da classe de Panjer, e estudando em detalhe
a equação funcional que a caracteriza.

Aplicamos essas ideias na caracterização de aleatoriedade discreta,
exemplificando com o comportamento das fêmeas de pássaros que inves-
tem na promiscuidade de parceiros para garantir a diversidade genética
da progénie, tendo no entanto o cuidado de manter as aparências de fi-
delidade, para garantir a cooperação do parceiro no sucesso da ninhada.

Apresentamos as transformadas de Laplace e funções geradoras numa
perspectiva que leva a uma introdução natural de transformadas de Pa-
reto, cuja relevância exemplificamos.
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Abstract

Ramdomly stopped sums, aside from their conceptual interest, are of
the utmost importance on practical issues, such as the risk process and
branching processes.

We extend Panjer’s (1981) theory on the class of subordinators al-
lowing an algorithmic iterative approach to compute the densities of
aggregated claims, by investigating a general iterative expression using
moments of uniform random variables, and the functional equation it
implies for the correponding probability generating functions.

Discrete randomness patterns are then elaborated, and we exemplify
their fitness in the investigation of recently discovered female bird beha-
viour — sexual promiscuity contributing to genetic diversity of future ge-
nerations, but disguised social behaviour, apparently with a single mate,
who collaborates inraising what he believes to be his nestlings — showing
that equilibrium patterns resulting from generalised discrete hyperbolic
laws make sense.

We also introduce Pareto transforms as natural extensions of the La-
place transform, and show their relevance.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Na presente dissertação exponho resultados publicados com outros mem-
bros da mesma equipa de investigação, Dinis Pestana, Sandra Mendonça
e Tiago Marques, complementados por alguns resultados posteriores e
comentários, quando adequado.

Escolhi portanto um formato menos tradicional para a dissertação,
mas actualmente muito adoptado: a transcrição de artigos publicados.
Em vez de uma introdução procurando cerzir os resultados, à guisa
de introdução transcrevo dois artigos por nós publicados em 2003, no
ińıcio da execução do plano doutoral, “Somas e Máximos de Variáveis
Aleatórias Independentes — Classes de Leis Limites” e “Classes de Leis
N -Infinitamente Diviśıveis” (este último com Pestana). De facto, eles
expõem não só a conexão entre teoria das somas e teoria dos extremos de
variáveis aleatórias, e as extensões recentes de “Poisson stopped sums”
para “geometric stopped sums”, como questões mais genéricas sobre clas-
ses de leis limites em esquemas aleatórios.

Esse caminho conduziu-nos ao estudo de somas aleatórias (stopped
sums), ao processo do risco e processos de ramificação. Os ricos resul-
tados de Panjer (1981) — que foram um salto qualitativo importante
no estudo do processo do risco — culminaram na publicação na RevStat
(com Pestana) de “Extensions of Katz-Panjer Families of Discrete Dis-
tributions”, que se transcreve como parte integrante do Caṕıtulo 2, em
cuja secção de complementos e comentários é feito o estudo exaustivo das
condições de existência de soluções para a equação às diferenças em que
centrámos a nossa atenção.

Este estudo levou-me a reflectir a que ponto conhecia mal as leis dis-
cretas. A leitura de um trabalho de Neuhäuser et al., cujas conclusões
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algo abusivas face à análise de dados (também esta com imperfeições),
nos levou a uma investigação sistemática de formas de aleatoriedade dis-
cretas, chegando a conclusões cuja interpretação biológica parece mais
razoável. Esse trabalho conjunto com Marques e Pestana, publicado
na revista Biometrical Letters, é transcrito como parte integrante do
Caṕıtulo 3. Um aspecto que nos merece particular realce é que, ao trans-
formar variáveis aleatórias restringindo-lhes o suporte, se obtêm famı́lias
de variáveis modificadas ou truncadas com um espaço de parâmetros que
pode ser bem mais amplo que o original.

É assim que chegamos a classes de “variáveis potência”, cujo papel
em fractalidade é cada vez mais relevante, e, de um modo natural, es-
tendemos a clássica lei de Zipf a classes de leis “hiperbólicas” discretas
— que, na perspectiva de Mandelbrot, têm para fenómenos complexos
a mesma importância que a lei gaussiana nas áreas mais tradicionais da
Ciência.

Finalmente, no Caṕıtulo 4, apresentam-se alguns resultados parcela-
res relacionados com trabalho conjunto com Mendonça e Pestana (2003).
Neste caṕıtulo a minha opção foi não integrar esse trabalho conjunto, por
considerar ter sido modesta a minha contribuição.

Parte do trabalho realizado durante o peŕıodo de investigação con-
ducente ao pedido de provas de doutoramento não foi inclúıdo, por se
afastar da linha principal do trabalho aqui apresentado.(1)

Passo então à transcrição dos dois artigos que são parte integrante
desta introdução.

(1) Por exemplo:
• Marques, T., Pestana, D. D., Vasconcelos, R., Papoila, A. L., Velosa, S. (2003).

“Meta-Análise, a Śıntese de Evidência Estat́ıstica”, Notas e Comunicações do CE-
AUL, Lisboa.
• Pestana, D. D., Sequeira, F., Velosa, S. F. (2004). “Relação de Parseval, densida-

des definidas positivas e estabilidade”, Estat́ıstica com Acaso e Necessidade — Actas
do XI Congresso Anual da Sociedade Portuguesa de Estat́ıstica, 615-627.
• Gaspar, H., Almeida, M. J., Freitas, D., Velosa, S., Maia, J. (2004). “Growth,

physical fitness and specific motor skills in Portuguese soccer players”, 9th Annual
Congress of the ECSS, Clermont-Ferrand.
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1.1 Comentários e Complementos

A evolução deste trabalho de investigação veio a centrar-se sobre variáveis
aleatórias discretas, e nesse sentido é imperativo juntar algumas in-
dicações sobre modelos de contagem.

Johnson et al. (1992, p. 324–325) consideram que os três resultados
mais profundos da teoria da probabilidade discreta são o teorema de
Lévy sobre a identidade de Poissons compostas e infinitamente diviśıveis
discretas, o teorema de Maceda (1948) sobre a divisibilidade infinita de
misturas discretas de Poissons se e só se a lei que governa a mistura
for ela própria infinitamente diviśıvel, e o teorema de Gurland (1957)
identificando leis compostas e misturas de variáveis aleatórias, sempre
que a função geradora de probabilidade G da subordinadora dependa de

um parâmetro θ, verificando a equação funcional G(z | kθ) = [G(z | θ)]
k

.

O teorema de Lévy foi consideravelmente generalizado por de Finetti
(1929), que mostrou que a classe das infinitamente diviśıveis é constitúıda
por Poissons compostas e limites de Poissons compostas. Por outro lado
Rényi (1956) e Kovalenko (1965) iniciaram o estudo das somas aleatórias
subordinadas por uma variável geométrica, o que veio a originar as novas
áreas da geo-divisibilidade infinita, e depois da N -divisibilidade infinita.

Creio nunca ter sido anotado que o notável trabalho de Panjer (1981)
desenvolvendo expressões recursivas para o cálculo do processo de risco
contém implicitamente aqueles célebres resultados, e define classes mais
vastas, considerando somas aleatórias subordinadas por binomiais, por
binomiais negativas, e por Poissons. No Caṕıtulo 2, estas classes são
ainda generalizadas de forma não trivial, em trabalho conjunto com Pes-
tana. Não foi posśıvel, no entanto, encontrar uma expressão recursiva
para o cálculo das densidades que lhes conferisse a utilidade imediata da
classe de Panjer. À luz do teorema de Gurland (1957), podem os referi-
dos resultados ser perspectivados na óptica da dualidade entre misturas
e somas aleatórias, esclarecendo a sua interpretação.

No Caṕıtulo 3, o comportamento de algumas fêmeas de pássaros, que
decerto cantam como a Dorabella e a Fiordiligli da ópera Cos̀ı Fan Tutte,
levou-nos a reflectir sobre o papel que a investigação das estruturas de
aleatoriedade deve desempenhar na modelação de fenómenos aleatórios.
Além de integrarmos nesse caṕıtulo um trabalho conjunto com Marques
e Pestana, apresentamos algumas anotações sublinhando um aspecto a
que não se dá, a meu ver, a relevância devida: a eventual transfiguração
radical do espaço dos parâmetros quando se faz a truncatura do suporte
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de uma distribuição.

A truncatura foi usada por Sundt and Jewell (1981) e por Willmot
(1987) na generalização dos resultados de Panjer (1981). Recentemente,
Hess et al. (2002) propuseram uma classe muito interessante de distri-
buições a que chamaram muito apropriadamente general claim number
distributions. De facto, correspondem às variáveis de contagem que têm
importância efectiva como subordinadoras de somas aleatórias. Nos com-
plementos ao Caṕıtulo 3, fornecemos demonstrações completas da carac-
terização dos membros dessa classe.

No caṕıtulo 4 apresentamos alguns resultados de interesse indepen-
dente, sobre o que nos pareceu apropriado designar por transformadas
de Pareto.



Caṕıtulo 2

Classes de Panjer e Extensões

2.1 Introdução

As funções massa de probabilidade das variáveis de contagem mais usadas
— binomiais, de Poisson, e binomiais negativas — verificam a equação

pn+1 =

(
a+

b

n+ 1

)
pn , n = 0, 1, 2, . . .

Esta expressão recursiva foi originalmente usada por Katz (1965) para
definir uma famı́lia ampla de distribuições, que Johnson, Kotz and Kemp
(2003) consideram ter entre as variáveis aleatórias discretas um papel
análogo ao que têm as curvas de Pearson no caso cont́ınuo. A fórmula
ganhou nova importância quando Panjer (1981) descobriu como facilitava
a determinação da função de distribuição de indemnizações agregadas no
processo do risco, em teoria dos seguros.

Na sequência do trabalho seminal de Panjer, Sundt e Jewell (1981)
provaram que binomial, Poisson e binomial negativa são os únicos mo-
delos de contagem (não degenerados) que verificam aquela expressão re-
cursiva — por simplicidade, passaremos a referi-las colectivamente como
variáveis de Panjer.

Mais, mostra-se que a lei da soma aleatória

S
N

=
N∑

k=1

X
k
,

onde as variáveis X
k

são réplicas independentes do modelo X para o valor
das indemnizações, e independentes do número de indemnizações N com
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distribuição de Panjer, pode ser calculada iterativamente. De facto, em
vez de ser necessário calcular as convoluções associadas, como é habitual,
basta usar um algoritmo iterativo simples.

A expressão recursiva para a função de distribuição das indemnizações
agregadas pode ser considerada uma extensão da fórmula a que a função
massa de probabilidade da subordinadora N obedece. Considerando que
os valores X

k
das indemnizações individuais são variáveis aleatórias dis-

cretas positivas com função massa de probabilidade f
j
, a função de dis-

tribuição da soma aleatória S
N

é dada nos inteiros positivos por

g
i
=

i∑
j=1

(
a+

bj

i

)
f

j
g

i−j
, i = 1, 2, 3, . . .

Existem generalizações simples para f0 > 0 e para parcelas X
k

cont́ınuas
(veja-se Panjer (1981), e especialmente Sundt and Jewell (1981)).

A demonstração de Panjer, quando especializada para o caso de par-
celas discretas e subordinadoraN _ Poisson(µ) ouN _ Geométrica(p),
respectivamente, fornece também a representação das funções geradoras
de probabilidades das leis infinitamente diviśıveis discretas como Poissons
compostas e das geo–infinitamente diviśıveis discretas como geométricas
compostas, como se detalha na secção de comentários e complementos.

A classe de Panjer foi imediatamente generalizada por Sundt e Jewell
(1981), que mostraram que a variável logaŕıtmica verificava a expressão

pn+1 =

(
a+

b

n+ 1

)
pn , n = 1, 2, . . . ,

gozando, como subordinadora de somas aleatórias, de caracteŕısticas tão
boas quanto as clássicas distribuições de Panjer.

Willmot (1987) mostrou que a distribuição de Engen verifica a mesma
recursão para n = 1, 2, . . . , e mais recentemente Hess et al. (2002) intro-
duziram a noção de basic claim number distributions como aquelas cuja
função massa de probabilidade verifica

pn+1 =

(
a+

b

n+ 1

)
pn , n = k, k + 1, k + 2, . . .

para algum k inteiro não negativo. Podemos descrevê-las brevemente
usando o conceito de variáveis modificadas em {0, 1, . . . , k − 1}: são as
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variáveis binomiais, de Poisson, binomiais negativas, logaŕıtmicas e bi-
nomiais negativas generalizadas de Engen, em cada caso modificadas na-
quela secção inicial de N.

A extensão da classe de Panjer de que se ocupa o trabalho que é
parte integrante deste caṕıtulo baseia-se em uma visão estrutural ar-
tificiosa da sua construção usando momentos de uniformes. Como na
situação clássica, usamos a expressão iterativa mais geral que investiga-
mos para estabelecer uma equação funcional que a função geradora de
probabilidades deve verificar. Na secção de complementos e comentários
apresentamos resultados completos sobre os ternos (α, β, γ) para os quais
a solução da equação funcional é, de facto, uma função absolutamente
monótona normada, isto é uma função geradora de probabilidades.

Não tivemos sucesso em um objectivo que surgiu como extensão
natural dos resultados que alcançámos: seria interessante desenvolver
expressões iterativas para a lei de somas aleatórias subordinadas por
variáveis de contagem das classes de variáveis de contagem assim defini-
das, mas a sua complexidade não permitiu tal extensão.

A motivação inicial desta extensão foi a constatação de que nas classes
assim definidas, se 0 < γ1 < γ2 ≤ 1 então Cγ1

⊂ Cγ2
. Como a nossa cons-

trução permite a definição de classes Cγ para γ ∈ (−1, 1], esperávamos
provar que aquela inclusão era válida nesse domı́nio alargado. Tal não
é, infelizmente, verdade. Assim, um outro objectivo nosso — exibir leis
N -gaussianas para além das trivialmente conhecidas — ficou também
gorado. (Note-se que, para além da gaussiana clássica que está associ-
ada, no esquema de N -divisibilidade, às uniformes discretas, o exemplo
conhecido é a Laplace, que surge no contexto das geométricas compostas,
a nossa classe C0 .)

Aprofundamos, também, nessa secção final, o estudo das classes Cγ

para γ ∈ (−1, 0), e fazemos observações estruturais que complementam
o material publicado na RevStat.
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2.2 Comentários e Complementos

2.2.1 Relação com as somas aleatórias de subordi-
nadora geométrica ou de Poisson

A generalização da relação iterativa de Katz-Panjer

f(n+ 1)

f(n)
= α+

β

n+ 1
= α+ β E(U

n

0
), n = 0, 1, . . . ; α, β ∈ R (2.1)

através de

f(n+ 1)

f(n)
= α+ β

E(U
n

0
)

E(Un

γ
)
, n = 0, 1, . . . ; α, β ∈ R (2.2)

onde Uγ _ Uniforme(γ, 1), γ ∈ (−1, 1], pode parecer arbitrária neste
ponto, a menos que seja encarada como um primeiro passo para genera-
lizar (2.2) usando uma variável beta geral, de que a uniforme em (2.2) é
um caso especial, ou mesmo variáveis aleatórias mais gerais.

Por outro lado, as variáveis aleatórias N
0, β, γ

pertencem às classes
Cγ de variáveis aleatórias discretas cuja função massa de probabilidade
verifica a equação recursiva

1− γ
n+1

1− γ
f

N
α, β, γ

(n+ 1) =
n∑

k=0

f
N

α, β, γ
(k) r

n−k
, rn ≥ 0, n = 0, 1, . . .

as quais interpolam classes importantes na teoria da N -divisibilidade
infinita. De facto, C0 é a classe das geo-infinitamente diviśıveis discretas
(geométricas compostas) e C1 é a classe das infinitamente diviśıveis
discretas (Poisson compostas), e, para 0 ≤ γ1 < γ2 ≤ 1, verifica-se a
inclusão C0 ⊆ Cγ1

⊂ Cγ2
⊆ C1 .

Somas aleatórias com subordinadora geométrica

Consideremos uma soma aleatória S
N

α, β
=

N
α, β∑

k=1

Y
k
, em que Y

k

d
=Y ,

k = 1, 2, . . . , são variáveis de contagem i.i.d., com f.m.p. {qn}n∈N
, inde-

pendente da subordinatora de Panjer N
α, β

, e representemos por {p̃n}n∈N
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a f.m.p. de S
N

α, β
. As distribuições de somas aleatórias geométricas (ou

geométricas compostas) têm um papel importante nos esquemas moder-
nos de somas, por intermédio da rarefação elementar, ou emagrecimento.

Notemos que um ponto fulcral na demonstração dos teoremas
de representação das somas aleatórias com subordinadora geométrica
Nα, 0 (geométrica) ou N

0, β
(Poisson), via teoria de Panjer, é que

E
[

k
n+1

Y1 |
k∑

i=1

Y
i
= n+ 1

]
= 1 e P

[
Y1 = j |

k∑
i=1

Y
i
= n+ 1

]
=

qj q
?(k−1)

n+1−j

q?k

n+1

,

j = 0, . . . , n + 1 (Rólski et al., 1999, p. 119), onde como é habitual q
?k

n

representa a convolução de ordem k, e portanto
n+1∑
j=0

qj q
?(k−1)

n+1−j

q?k

n+1

= 1.

p̃n+1 = P[SNα, 0
= n+ 1] =

∞∑
k=0

P[SNα, 0
= n+ 1 | Nα, 0= k] P

[
Nα, 0= k

]
=

=
∞∑

k=1

P [S
k

= n+ 1] αp
k−1

= (dado que P (S0 ≥ 1) = 0)

=
∞∑

k=1

q
?k

n+1
α p

k−1

n+1∑
j=0

P

(
Y1 = j |

k∑
i=1

Yi = n+ 1

)
=

=
∞∑

k=1

q
?k

n+1
αp

k−1

n+1∑
j=0

qj q
?(k−1)

n+1−j

q?k

n+1

=

=
n+1∑
j=0

α qj

∞∑
k=1

p
k−1

q
?(k−1)

n+1−j
=

n+1∑
j=0

p̃n+1−j α qj =

= α q0 p̃n+1 +
n∑

k=0

p̃
k
α q

n+1−k
.

Portanto

p̃n+1 =
n∑

k=0

p̃
k
r

n−k
(2.3)

onde r
k

=
α q

k+1

1−α q0
.
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Somas aleatórias com subordinadora de Poisson

p̃n+1 = P[SN
0, β

= n+ 1] =
∞∑

k=0

P[SN
0, β

= n+ 1 | N
0, β

= k] P
[
N

0, β
= k

]
=

=
∞∑

k=1

P [S
k

= n+ 1]
β

k
p

k−1
= (dado que P (S0 ≥ 1) = 0)

=
∞∑

k=1

q
?k

n+1

β

k
p

k−1
E

(
k

n+ 1
Y1 |

k∑
i=1

Yi = n+ 1

)
=

=
∞∑

k=1

q
?k

n+1

β

k
p

k−1

n+1∑
j=0

jk

n+ 1

qj q
?(k−1)

n+1−j

q?k

n+1

=

=
n+1∑
j=0

β
jqj

n+ 1

∞∑
k=1

p
k−1

q
?(k−1)

n+1−j
=

n+1∑
j=1

p̃n+1−j

βj

n+ 1
qj .

Portanto

(n+ 1) p̃n+1 =
n∑

k=0

p̃
k
β (n+ 1− k) q

n+1−k
=

n∑
k=0

p̃
k
r

n−k
, (2.4)

com r
k

= β (k + 1) q
k+1

≥ 0, k = 0, 1, . . . , e conclui-se que a função

geradora H
N

0,β
(s) =

∞∑
k=0

r
k
s

k
of the {r

k
}

k∈N
é absolutamente monótona.

Por outro lado,
∞∑

k=0

r
k

k + 1
=

∞∑
k=0

β q
k+1

= β (1− q0). (2.5)

Se nos restringirmos ao caso em que q0 = 0 (i.e., impusermos uma re-
presentação única fixando este parâmetro livre), obtemos uma nova de-
monstração da conhecida caracterização das distribuições de contagem
infinitamente diviśıveis, i.e. somas aleatórias discretas com subordina-
dora de Poisson (Poisson compostas), com p̃0 > 0 (cf. Feller, 1968, cap.
XI), baseada na teoria de Panjer, como foi visto acima.

Seria interessante estender estes resultados a uma variável aleatória
N

α, β, γ
qualquer. A estrutura das duas demonstrações anteriores sugere

que para isso bastaria achar uma função f : {(y, s) : 0 < y < s} → R tal

que a expressão para mn = E[ f(Y1 , s) |
n∑

j=1

Y
j
= s ]não dependesse de s, e

simplificasse convenientemente factor 1

1−γ
k (onde os Y

j

d
=Y , j = 1, 2, . . .

são variáveis de contagem i.i.d.) Infelizmente, não foi posśıvel descobrir
tal função.
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2.2.2 Interpretação das classes C
γ

A segunda parte de cada demonstração consiste em aproveitar a relação

recursiva entre p̃n+1 e a convolução
n∑

k=0

p̃
k
r

n−k
para encontrar uma

equação para a função geradora de probabilidade da soma aleatória.
Mais pormenorizadamente, multiplicando ambos os membros das
relações recursivas mencionadas anteriormente por s

n
e somando para

n = 0, 1, . . . , tem-se o seguinte.

Somas aleatórias com subordinadora geométrica

∞∑
n=0

p̃n+1 s
n

=
∞∑

n=0

(
n∑

k=0

p̃
k
r

n−k

)
︸ ︷︷ ︸
( {p̃n} ? {rn} )

s
n

ou
G

S
N
(s)− p0

s
= G

S
N
(s) H

Nα, 0
(s)

onde H
Nα, 0

é a função geradora dos {rn}n∈N
, que são todos não negativos,

com
∞∑

n=0

rn = α ∈ (0, 1), i.e. H
Nα, 0

é abs. mon.

Como 1 = G
S

N
(1) =

p0

1−H
Nα, 0

(1)
=

p0

1−α
, resulta que

G
S

N
(s) =

p0

1− sH
Nα, 0

(s)
=

1− α

1− s
∞∑

k=0

r
k
sk

=
1− α

1− αP(s)

onde P(s) =
∞∑

k=0

r
k

α
s

k+1
, tal que P(0) = 0, é uma f.g.p., pois é abs. mon.

e P(1) = 1.

Somas aleatórias com subordinadora de Poisson

∞∑
n=0

(n+ 1) p̃n+1s
n

=
∞∑

n=0

(
n∑

k=0

p̃
k
r

n−k

)
︸ ︷︷ ︸
( {p̃n} ? {rn} )

s
n
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ou

G ′
S

N
0, β

(s) = G
S

N
0, β

(s)H
N

0,β
(s) ⇐⇒

G ′
S

N
0, β

(s)

G
S

N
0, β

(s)
= H

N
0,β

(s) =
∞∑

k=0

r
k
s

k ⇐⇒

⇐⇒ G
S

N
0, β

(s) = exp

(
∞∑

k=0

r
k

s
k+1

k + 1
+ C

)
.

Como 1 = G
S

N
0, β

(1) = exp

(
∞∑

k=0

r
k

k+1
+ C

)
= e

β+C
, resulta que C = −β,

e podemos reescrever

G
S

N
0, β

(s) = exp

[
β

(
1

β

∞∑
k=0

r
k

k + 1
s

k+1 − 1

)]
= e

β[P(s)−1]

, (2.6)

onde P(s) = 1
β

∞∑
k=0

r
k

k+1
s

k+1
é uma f.g.p. (única), tal que P(0) = 0.

Tal como no tratamento das somas aleatórias com subordinadora
geométrica, conseguimos um teorema de representação única pondo o

parâmetro livre q0 = 0, o que implica
∞∑

k=0

r
k

= α:

A representação para a função geradora de probabilidade dos elemen-
tos das classes Cγ :

G(s) =
∞∏

k=0

1− (1− γ) γ
kHγ (γ

k
)

1− (1− γ) γks Hγ (γks)
=

∞∏
k=0

1− w
k

1− w
k
P

k
(s)

, (2.7)

onde w
k

= (1−γ) γk ∈ [0, 1) e os P
k
(s) =

sHγ (γ
k
s)

Hγ (γk )
são funções geradoras

de probabilidade (únicas) tais que P
k
(0) = 0, permite interpretar W ∈ Cγ

como somas de geométricas compostas, quando γ ∈ [0, 1). No caso de
γ ∈ (−1, 0), deixa de ser válida esta interpretação directa, visto que γ

k

toma valores alternadamente positivos e negativos.

Recordando que os elementos das classes Cγ foram definidas como
variáveis aleatórias de contagem cuja função massa de probabilidade sa-
tisfaz a relação recursiva geral

1− γ
n+1

1− γ
p̃n+1 =

n∑
k=0

p̃
k
r

n−k
, rn ≥ 0, p̃0 > 0, (2.8)
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que generaliza as classes de somas aleatórias com subordinadora Pois-
son (C1) e de somas aleatórias com subordinadora geométrica (C0), seria
também interessante relacionar W ∈ Cγ (γ negativo ou não) com as so-
mas aleatórias de subordinadora N

0, β, γ
, ou seja as variáveis aleatórias

discretas com função geradora de probabilidade da forma:

Q(s) =
∞∏

k=0

1− β(1− γ)
1− β(1− γ)P(s)

, (2.9)

onde P(s) é uma função geradora de probabilidade tal que P
k
(0) = 0,

mas não pôde ser alcançado esse objectivo do presente trabalho.

2.2.3 Generalização dos resultados obtidos a γ < 0
e relação com a N -divisibilidade infinita

A divisibilidade infinita geométrica surgiu das extensões feitas por Ko-
valenko (1965) ao trabalho de Rényi sobre rarefacção aleatória (1956),
tendo a caracterização geral das leis geométricas estáveis sido feita por
Kozubowski (1994). Isso levou à definição geral de esquemas de so-
mas de classe N , em que o esquema aditivo clássico é o caso espe-
cial Np = 1

p
(variáveis aleatórias degeneradas, e portanto uma soma

não aleatória de variáveis aleatórias). É bem sabido que para algumas
famı́lias N = {Np , p ∈ (0, 1), E(Np) = 1

p
} existem leis N -gaussianas (por

exemplo, para Np _ Geométrica(p), as variáveis aleatórias N -gaussianas
correspondentes são variáveis aleatórias de Laplace), enquanto outras

famı́lias de variáveis Np , tais como Np _ Poisson
(

1
p

)
, não admitem leis

N -gaussianas. Ainda que seja fácil provar que existem leis N -gaussianas
em leis de processos de ramificação mais gerais, apenas a lei gaussiana
usual e a distribuição de Laplace, lei geométrica-gaussiana são indentifi-
cadas explicitamente nas referências que conhecemos.

Esta investigação partiu da observação de que C0 ⊂ C1 e, mais geral-
mente, 0 < γ1 < γ2 < 1 =⇒ C0 ⊂ Cγ1

⊂ Cγ2
⊂ C1 . O nosso objectivo era

provar que existia um γ ∈ (0, 1) tal que para γ1 ≤ γ se conseguia indicar
a lei N -gaussiana em Cγ1

— o que não lográmos — ou então prolongar as
classes Cγ a γ < 0 — o que fizemos — e mostrar que para essa extensão
era posśıvel construir variáveis aleatórias N -gaussianas. Infelizmente,
para −1 < γ1 < γ2 < 0 a cadeia de inclusões Cγ1

⊂ Cγ2
⊂ C0 deixa de ser

válida.
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2.2.4 Distribuições de Panjer generalizadas com su-
porte finito

No artigo, apresentou-se uma generalização da classe de Panjer, composta
pelas variáveis aleatórias discretas N

α,β
, cuja função massa de probabili-

dade (f.m.p.)
{
f

N
α,β

(n)
}

n∈N
satisfaz

f
N

α, β
(n+ 1) =

(
α+

β

n+ 1

)
f

N
α, β

(n) , n = 0, 1, . . .

Para tal, considerámos as variáveis aleatórias discretas N
α, β, γ

, com

α, β ∈ R, cuja função massa de probabilidade {pn}n∈N
=
{
f

N
α, β, γ

(n)
}

n∈N
satisfaz a relação mais geral

f
N

α, β, γ
(n+ 1)

f
N

α, β, γ
(n)

= α+ β
E(U

n

0
)

E(Un

γ
)

= α+
β

n∑
k=0

γk

, n = 0, 1, . . . (2.10)

onde Uγ _ Uniforme(γ, 1), γ ∈ (−1, 1]. Como

E(U
n

γ
) =

1

n+ 1

1− γ
n+1

1− γ
−→
γ→1

1,

a classe de Panjer corresponde ao caso limite degenerado que se obtém
fazendo γ → 1, de forma que Uγ → U1 , a variável aleatória degenerada
com massa unitária no 1.

A investigação focou-se nas soluções com suporte infinito, que
eram as mais interessantes do ponto de vista da investigação que nos
propusemos fazer, já que só estas podem ser infinitamente diviśıveis. No
entanto, estudámos também o caso de funções massa de probabilidade
com suporte finito, confirmando assim que a extensão que definimos
abrangia a classe de Panjer.

Teorema 2.2.1: Seja γ ∈ (−1, 1). As soluções N
α, β, γ

de (2.10) com
suporte finito são:

(a) a degenerada em 0, se α+ β = 0;

(b) a Bernoulli
(
−αγ
1−αγ

)
, se αγ < 0 e α+ β

1+γ
= 0;
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(c) as variáveis aleatórias com a função massa de probabilidade dada
por

pn =
1

C(γ, α)
(−α)

n
n∏

k=1

γ
k− γ

N+1

1− γk , n = 0, 1, . . . , N,

onde C(γ, α) =
N∑

n=0

(−α)
n

n∏
k=1

γ
k− γ

N+1

1− γk ,

se γ ∈ (0, 1), α < 0 e N ≥ 2 é um inteiro tal que α+ β 1−γ

1−γN+1 = 0.

Demonstração: (a) Observe-se que α + β
E(U

n

0 )
E(Un

γ )
= α + β 1−γ

1−γn+1

quando γ 6= 1.

Para que haja solução, temos de ter p1 = (α + β) p0 ≥ 0, donde
α+ β ≥ 0. Se α+ β = 0, a solução é degenerada em 0.

(b) Admita-se α+ β > 0. O suporte de uma solução não degenerada
de (2.10) é finito se e só se existe um inteiro N ≥ 1 para o qual α +
β 1−γ

1−γN+1 = 0. Se N = 1, acha-se β = −α(1 + γ), donde p1 = −αγp0 ,

e é necessário que αγ < 0. Nestas condições, p0 = 1
1−αγ

, p1 = −αγ
1−αγ

, e a
solução é uma variável aleatória de Bernoulli.

(c) Suponha-se agora α+β > 0 e α+ β
1+γ

6= 0, mas α+β 1−γ

1−γN+1 = 0

para algum inteiro N ≥ 2. Então, γ 6= 0. Tomando α < 0 arbitrário,
temos de ter β > 0 para que α + β > 0. Se γ ∈ (0, 1), a sucessão
1−γ

1−γn+1 é estritamente decrescente. Nestas condições, 0 = α+β 1−γ

1−γN+1 <

α+β 1−γ

1−γn+1 para n = 0, 1, . . . , N−1, e portanto a iteração (2.10) define

a função massa de probabilidade de uma variável aleatória com suporte
finito, que explicitamos adiante.

Mostremos que não há mais soluções com suporte finito. Quando
γ ∈ (0, 1), a sucessão estritamente decrescente 1−γ

1−γ
n+1 tem máximo 1

(n = 0) e ı́nfimo 1 − γ (n → ∞). Se α ≥ 0 e β > 0, temos 0 <
α + β(1− γ) < α + β 1−γ

1−γn+1. O factor α + β 1−γ

1−γn+1 não se anula para

n finito.

Admitindo γ ∈ (0, 1), α + β > 0, α ≥ 0 e β ≤ 0, vem 0 < α + β ≤
α+ β 1−γ

1−γn+1, para todo o n.

Consideremos agora γ ∈ (−1, 0), α+β > 0. Então, a sucessão 1−γ

1−γn+1

é constitúıda por duas subsucessões monótonas, uma crescente, para n
par, e a outra decrescente, para n ı́mpar. O seu mı́nimo é 1 (n = 0), e o
máximo 1

1+γ
(n = 1). Se β > 0, então 0 < α + β ≤ α + β 1−γ

1−γn+1 para
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todo o n, e {pn}n∈N
não pode ter suporte finito.

Se β ≤ 0, então α+ β
1+γ

≤ α+β 1−γ

1−γn+1. Não podemos ter α+ β
1+γ

< 0,

pois isso implica p1 < 0. Então só pode ser 0 < α+ β
1+γ

≤ α+ β 1−γ

1−γn+1,

e de novo não há solução com suporte finito.

Passemos à descrição da solução, quando existe.

A condição α+β 1−γ

1−γN+1 = 0 equivale a 1−γ
N+1

1−γ
= 1+γ+ · · ·+γN

=

−β
α
, donde vem:

p1 = α
(
1 + β

α

)
p0 = −α (γ + · · ·+ γ

N

) p0 ;

p2 = α
(
1 + β

α
1

1+γ

)
p1 = α

(
1− 1+γ+···+γ

N

1+γ

)
p1 = (−α)

2 γ
2
+···+γ

N

1+γ
γ+···+γ

N

1 p0 ;

e, em geral,

pn = p0(−α)
n

n∏
k=1

N∑
j=k

γ
j

k−1∑
j=0

γj

= p0(−α)
n

n∏
k=1

γ
k− γ

N+1

1− γk ,

para n = 1, 2, . . . , N . O valor de p0 fica determinado pela condição
normalizadora

N∑
n=0

pn = 1 ⇐⇒ p
−1

0
= 1 +

N∑
n=1

n∏
k=1

γ
k − γ

N+1

1− γk (> 1) .

É fácil ver então que pn = pn(γ) →
(

N
n

) ( −α
1−α

)n(
1

1−α

)N−n

quando γ → 1, a

função massa de probabilidade de N
α, β

_ Binomial
(
N, −α

1−α

)
.

2.2.5 Expressão das variáveis N
α, β, γ

como somas
aleatórias

Naturalmente,
{
f

N
α, β, γ

(n)
}

n∈N
apenas poderá ser uma função massa

de probabilidade se forem impostas restrições bastante fortes aos seus
parâmetros. Nesta secção, caracterizamos com mais pormenor as
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variáveis aleatórias discretas N
α, β, γ

com suporte finito, cuja f.m.p.

{pn}n∈N
=
{
f

N
α, β, γ

(n)
}

n∈N
satisfaz a relação (2.10).

Lema 2.2.1: Seja γ ∈ (−1, 1). Para que exista N
α, β, γ

com suporte
infinito, é necessário e suficiente que se verifique uma das seguintes
condições mutuamente exclusivas:

(a) γβ = 0 e 0 < α + β < 1;

(b) γ ∈ (0, 1), α < 1, max
{

0, −α
1−γ

}
≤ β < 1−α

1−γ
e β 6= 0;

(c) γ ∈ (0, 1), 0 < α < 1
γ

e −α < β < min
{

0, 1−α
1−γ

}
;

(d) γ ∈ (−1, 0), 1
γ
< α < 1 e max {0, −α} < β < 1−α

1−γ
;

(e) γ ∈ (−1, 0), 0 < α < 1

γ2 e −α(1 + γ) < β < min
{

0, 1−α
1−γ

}
.

Demonstração: Comecemos pelo caso (a). Se γ = 0 ou β = 0, então a

progressão geométrica
n−1∏
k=0

(
α+ β

E(U
k

0
)

E(U k

γ
)

)
=

n−1∏
k=0

(
α+ β

1− γ

1− γk+1

)
= (α+

β)
n
, n = 1, 2, . . . , é somável e não negativa se e só se 0 < α + β < 1.

Como é estritamente decrescente, {pn}n∈N
tem suporte infinito.

Para γ 6= 0 e β 6= 0, há quatro casos principais a distinguir: γ ∈ (0, 1)
e β > 0 (b); γ ∈ (0, 1) e β < 0 (c); γ ∈ (−1, 0) e β > 0 (d);
γ ∈ (−1, 0) e β < 0 (e).

Conforme os sinais de γ e β, o ı́nfimo de α+β 1−γ

1−γn+1 é α+β (n = 0),

α + β
1+γ

(n = 1), ou α + β(1− γ) (n→∞). Assim, para garantir que a

sucessão {pn}n∈N
definida por (2.10) é positiva, basta exigir

α+ β > 0, α+
β

1 + γ
> 0 e α+ β(1− γ) ≥ 0 ,

donde se tiram as minorações para β. Por outro lado, é necessário que
convirja a soma

∞∑
n=0

pn = p0

[
1 +

∞∑
n=1

n−1∏
k=0

(
α+ β

E(U
k

0
)

E(U k

γ
)

)]
.

Nesse caso, a condição normalizadora
∑
pn = 1 define p0 , e verifica-se

0 < p0 < 1.
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Aplicando o teste da razão ao termo geral do somatório, conclui-se que
há convergência para α+β(1−γ) < 1 e divergência para α+β(1−γ) > 1.
O caso α+ β(1− γ) = 1 será estudado mais adiante.

Conjugando a majoração α+ β(1− γ) < 1 com as minorações acima
referidas, obtemos as duplas desigualdades para β. Por exemplo, consi-
deremos o caso γ ∈ (0, 1) e β > 0. Então tem-se min{α+β, α+ β

1+γ
, α+

β(1−γ) } = α+β(1−γ), pelo que existe uma solução pn > 0, para qual-
quer n inteiro quando α+β(1−γ) ≥ 0. Resolvendo 0 ≤ α+β(1−γ) < 1
em ordem a β, tira-se max{0, −α

1−γ
} ≤ β < 1−α

1−γ
e β 6= 0, pois β é por

hipótese positivo. Mas esta condição só faz sentido se −α
1−γ

< 0 < 1−α
1−γ

ou

se 0 ≤ −α
1−γ

< 1−α
1−γ

. Deste par de conjunções resulta α < 1.

No caso γ ∈ (−1, 0) e β > 0, temos min{α + β, α + β
1+γ

, α + β(1−
γ) } = α+β. Exigindo α+β > 0 e α+β(1−γ) < 1, tira-se a desigualdade
max {0,−α} < β < 1−α

1−γ
. Para que exista um β nestas condições, é preciso

ter −α < 0 < 1−α
1−γ

ou 0 ≤ −α < 1−α
1−γ

, donde se tira 1
γ
< α < 1.

De forma análoga se faz o estudo dos casos (c) e (e), quando α +
β(1− γ) < 1.

O caso α+β(1−γ) = 1, no qual α+β
E

“
U

k

0

”
E(Uk

γ )
= α− α−1

1−γk+1 = 1−αγ
k+1

1−γk+1 ,

tem de ser estudado separadamente. Note-se que β 6= 0 ⇐⇒ α 6= 1.

• Se γ ∈ (0, 1) e α < 1, esta sucessão é estritamente decrescente, com

ı́nfimo 1, o que não pode ser, porque implica
∑
pn >

∑
p0 = ∞.

• Para γ ∈ (−1, 0) e α < 1, tem-se β > 0 e 1 < α+ β

1+|γ|+|γ|2+···+|γ|k
<

α+ β

1+γ+γ2+···+γk . Pelo que foi visto acima, não há solução.

• Se γ ∈ (0, 1) e α > 1, então a sucessão é estritamente crescente e
tem mı́nimo 1−αγ

1−γ
(k = 0). Este valor é positivo quando αγ < 1.

Mas então 0 < 1−γ
k

1−γk+1 <
1−αγ

k+1

1−γk+1 para k ≥ 1, donde

n∏
k=0

(
α+ β

E(U
k

0
)

E(Uk

γ
)

)
≥ 1− αγ

1− γ

n∏
k=1

1− γ
k

1− γk+1 =
1− αγ

1− γn+1 −→
n→∞

1− αγ > 0,

e portanto a série
∑
pn diverge.
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• Para γ ∈ (−1, 0) e α > 1, a subsucessão α− α−1

1+|γ|2j+1 é decrescente

e tem por ı́nfimo 1. A subsucessão α − α−1

1−|γ|2j+2 é crescente e tem

mı́nimo 1−αγ
2

1−γ2 (j = 0), que é positivo quando αγ
2
< 1. Mas então

0 < 1−γ
2j

1−γ
2j+2 <

1−αγ
2j+2

1−γ
2j+2 para j ≥ 1. Assim,

2n+1∏
k=0

1− αγ
k+1

1− γk+1 >
n∏

j=0

1− αγ
2j+2

1− γ2j+2 ≥ 1− αγ
2

1− γ2

n∏
j=1

1− γ
2j

1− γ2j+2 =

=
1− αγ

2

1− γ2n+2 −→
n→∞

1− αγ
2
> 0,

e também neste caso não há solução, pois
∑
pn diverge.

Lema 2.2.2: Suponhamos que existe N
α, β, γ

∈ Π
α, β, γ

com suporte
infinito. Então:

1. α + β > 0 e 0 ≤ α + β(1 − γ) < 1, com desigualdade estrita se
γ ∈ (−1, 0) ou α ≥ 0;

2. 1− αγ
k+1

> 0, para k ≥ 0;

3. Se γ ∈ (−1, 0) e β ≥ 0 ou −α 1+γ

1−γ3 < β < 0, tem-se α(1 + γ) +

β(1− γ
k+1

) > 0, para k ≥ 1.

Demonstração: (1) Imediata.

(2) O resultado é trivialmente válido se γ = 0, ou γ ∈ (0, 1) e α ≤ 0.
Então, consideremos γ ∈ (0, 1) e α > 0. Quer no caso (b) do lema 2.2.1,
quer no caso (c), ficamos com 0 < α < 1

γ
, donde vem αγ

k+1≤ αγ < 1, e

o resultado segue. Suponhamos agora que γ é negativo; então, 1
γ
< α <

1

γ
2 . Se α ≤ 0, vem 0 ≤ αγ < 1, donde αγ

k+1 ≤ αγ < 1, e o resultado

segue. Se α > 0, vem αγ < 1 e 0 < αγ
2
< 1, donde αγ

k+1
< αγ

2
< 1 para

k ≥ 1.

(3) De facto, 1−γk+1
= (1−γ)(1+γ+· · ·+γk

) tem mı́nimo (1−γ)(1+γ)
(para k = 1) e máximo (1−γ)(1+γ+γ

2
) = 1−γ3

(para k = 2). Portanto,
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se β ≥ 0 tem-se

α(1+γ)+β(1−γk+1

) ≥ α(1+γ)+β(1−γ)(1+γ) = [α+β(1−γ)](1+γ),

que é positivo.

Se β < 0, tem-se α > 0 e α(1+γ)+β(1−γk+1
) ≥ α(1+γ)+β(1−γ3

).
Como β > −α 1+γ

1−γ3 equivale a α(1+γ)+β(1−γ3
) > 0, fica estabelecido

o resultado.

Para caracterizar as variáveis N
α, β, γ

∈ Π
α, β, γ

, bem como para genera-
lizações posteriores, é necessário usar o facto de que o produtório

∞∏
k=0

1− αγ
k+1
s

1− αγk+1

1− [α+ β(1− γ)] γ
k

1− [α+ β(1− γ)] γks
(2.11)

converge absolutamente para todos os valores de α, β e |s| ≤ 1, quando
|γ| < 1.

De facto, escrevendo

∞∏
k=0

1− [α+ β(1− γ)] γ
k

1− [α+ β(1− γ)] γks
=

∞∏
k=0

(
1 +

[α+ β(1− γ)] γ
k

(s− 1)
1− [α+ β(1− γ)] γks

)
=

∞∏
k=0

(1 + a
k
)

(2.12)
e fazendo o teste da razão,∣∣∣∣ak+1

a
k

∣∣∣∣ = |γ|

∣∣∣∣∣ 1− [α+ β(1− γ)] γ
k
s

1− [α+ β(1− γ)] γk+1s

∣∣∣∣∣ −→
k→∞

|γ| ,

vê-se que este produtório converge absolutamente para |s| ≤ 1, quaisquer
que sejam α e β (ver, por exemplo, Rohatgi, 1976, p. 8). De modo análogo
se justifica que

∞∏
k=0

1− αγ
k+1
s

1− αγk+1 ,

converge absolutamente para qualquer α, donde vem o resultado. Um
desenvolvimento análogo mostra que o produtório (2.11) diverge se
|γ| > 1.

Teorema 2.2.2: Seja γ ∈ (−1, 1). Se existe N
α, β, γ

∈ Π
α, β, γ

com
suporte infinito, então a correspondente função geradora de probabilidade
é dada, para |s| ≤ 1, por:

G
α, β, γ

(s) =
∞∏

k=0

1− αγ
k+1
s

1− αγk+1

1− [α+ β(1− γ)] γ
k

1− [α+ β(1− γ)] γks
.
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A demonstração deste resultado encontra-se no artigo.

O caso limite γ −→ 1 pode ser estabelecido directamente, em vez de
passar por uma equação diferencial como no artigo, embora seja mais
fastidioso. Por exemplo, no caso especialmente simples α = 0, fazendo
γ = 1− 1

n
−−−→
n→∞

1,

G0,β,γ
(s) =

∞∏
k=0

1− β(1− γ)γ
k

1− β(1− γ)γks
= lim

n→∞

n−1∏
k=0

1− β(1− γ)γ
k

1− β(1− γ)γks
=

= lim
n→∞

[
1 +

β (s− 1)
n

]n n−1∏
k=0

1 +
β (s− 1)

n

γ
k − 1 + β

n γ
k

s[
1− β

n (1− γ)γks
] [

1 + β
n (s− 1)

]
 =

= lim
n→∞

[
1 +

β (s− 1)
n

]n n−1∏
k=0

[
1 +

C β
2

n2

(
1 + o

(
1
n

))]
−−−−→
n→∞

e
β(s−1)

= G0, β, 1(s).

Salientemos outros casos notáveis:

• Se γ = 0 ou β = 0, a fórmula anterior reduz-se evidentemente à
função geradora de probabilidade de X _ Geométrica(1−(α+β)),

G
α, β, γ

(s) =
1− (α+ β)
1− (α+ β)s

;

• Se γ ∈ (0, 1) e α = 0, então 0 < β < 1
1−γ

e a fórmula reduz-se a

G
α, β, γ

(s) =
∞∏

k=0

1− β(1− γ)γ
k

1− β(1− γ)γks
,

e a solução é Y
d
=

∞∑
k=0

W
k
, com os W

k
_ Geométrica(1−β(1−γ)γk

)

variáveis aleatórias independentes;

• Se γ ∈ (0, 1) e α+ β(1− γ) = 0, então α < 0 e fica

G
α, β, γ

(s) =
∞∏

k=0

1− αγ
k+1

s

1− αγk+1 .

A solução é da forma Z
d
=

∞∑
k=0

V
k
, onde as variáveis independentes

V
k

são Bernoulli

(
αγ

k+1

αγk+1−1

)
.
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Para γ ∈ (0, 1) e α < 0 em geral, as soluções são misturas das
anteriores, da forma Y + Z, com Y e Z independentes. Quando

γ ∈ (0, 1) e α > 0, obtêm-se somas da forma
∞∑

k=0

S
k
, onde S

k
são

geométricas modificadas em zero independentes, como se estabelece no
seguinte resultado.

Corolário 2.2.1: Seja γ ∈ (−1, 1). As soluções N
α, β, γ

da iteração
(2.10) com suporte infinito, onde α e β verificam as condições ne-
cessárias dadas no lema 2.2.1, são da forma:

(a) N
α, β, γ

d
=

∞∑
k=0

(V
k
+W

k
), se γ ∈ [0, 1) e α ≤ 0, onde as variáveis

V
k
_ Bernoulli

(
αγ

k+1

αγ
k+1−1

)
e W

k
_ Geométrica(1 − [α+ β(1− γ)] γ

k
)

são independentes;

(b) N
α, β, γ

d
=

∞∑
k=0

S
k

se γ ∈ [0, 1) e α > 0, onde os S
k

são variáveis

aleatórias geométricas modificadas independentes, com função massa de
probabilidade dada por:

p
0,k

=
1− [α+ β(1− γ)] γ

k

1− αγk+1

p
n,k

= p
0,k

(α+ β)(1− γ)γ
k
([α+ β(1− γ)] γ

k
)

n−1
, n ≥ 1;

(c) N
α, β, γ

d
=

∞∑
k=0

T
k

se γ ∈ (−1, 0) e β ≥ 0 ou −α 1+γ

1−γ3 < β < 0, onde os

T
k

são variáveis aleatórias independentes com função massa de probabi-
lidade dada por:

q0,k
=

1− [α+ β(1− γ)] γ
2k

1− αγ2k+1

1− [α+ β(1− γ)] γ
2k+1

1− αγ2k+2

q
n,k

= q0,k

(α+ β)(1− γ)
α+ β(1− γ)

([α+ β(1− γ)] γ
2k

)
n−1

[α(1 + γ) + β(1− γ
n+1

)] , n ≥ 1,

Demonstração: Quando γ ∈ [0, 1) e α ≤ 0, tem-se 0 ≤ α+ β(1− γ) < 1
em virtude do lema 2.2.2, e o termo geral do produtório

G
α, β, γ

(s) =
∞∏

k=0

1− αγ
k+1

s

1− αγk+1

1− [α+ β(1− γ)] γ
k

1− [α+ β(1− γ)] γks
(2.13)
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decompõe-se nas funções geradoras de V
k
_ Bernoulli

(
αγ

k+1

αγk+1−1

)
e de

W
k
_ Geométrica(1 − [α+ β(1− γ)] γ

k
). Logo, cada termo do pro-

dutório representa uma variável aleatória X
k

= V
k

+ W
k
, com V

k
e W

k

independentes. Como o produtório converge para |s| ≤ 1, o teorema da
continuidade para funções geradoras de probabilidade (Feller, 1968, p.
280) permite concluir que é a função geradora de probabilidade da soma

infinita de variáveis aleatórias independentes
∞∑

k=0

X
k

=
∞∑

k=0

(V
k
+W

k
).

Por outras palavras, temos uma soma infinita de variáveis aleatórias
independentes, em que a parcela de ordem k é o resultado de adicionar

aleatoriamente 1, com probabilidade αγ
k+1

αγk+1−1
, a uma variável aleatória

Geométrica(1− [α+ β(1− γ)] γ
k
).

Se γ ∈ [0, 1) e α > 0, os dois factores do termo geral do produtório
deixam de ser funções geradoras de probabilidade, mas efectuando a di-
visão inteira vê-se que

P
k
(s) =

1− αγ
k+1

s

1− αγk+1

1− [α+ β(1− γ)] γ
k

1− [α+ β(1− γ)] γks
=

=
1− [α+ β(1− γ)] γ

k

1− αγk+1

1
α+ β(1− γ)

(
αγ +

(α+ β)(1− γ)
1− [α+ β(1− γ)] γks

)
.

Temos 0 < α + β(1− γ) < 1, pelo que do desenvolvimento

1

1− [α+ β(1− γ)] γks
=
∑
n≥0

([α+ β(1− γ)] γ
k
)

n
s

n
(2.14)

extráımos os coeficientes
{
p

n,k

}
n∈N

definidos no enunciado do teorema.

Levando em conta o lema 2.2.2, conclui-se que p
0,k

= P
k
(0) =

1−[α+β(1−γ)]γ
k

1−αγk+1 > 0 e p
n,k

> 0 para n ≥ 1. Também é fácil ver que∑
n≥0

p
n,k

= P
k
(1) = 1. Logo, os

{
p

n,k

}
n∈N

, k = 0, 1, . . . , são funções

massa de probabilidade de variáveis aleatórias discretas S
k
, e a solução

é uma soma infinita de variáveis aleatórias independentes, da forma

N
α, β, γ

d
=

∞∑
k=0

S
k
. Como as parcelas S

k
têm suporte N, também a sua

soma tem suporte N.

Se γ ∈ (−1, 0), os dois factores no termo geral do produtório (2.13)
não são, de novo, funções geradoras de probabilidade. O lema 2.2.2
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garante que | [α+ β(1− γ)] γ
k | < 1, pelo que o desenvolvimento (2.14)

continua a ser válido, mas agora γ
k
toma valores alternadamente positivos

e negativos. Neste caso associam-se os termos consecutivos dois a dois,

Q
k
(s) =

1− αγ
2k+1

s

1− αγ2k+1

1− [α+ β(1− γ)] γ
2k

1− [α+ β(1− γ)] γ2ks

1− αγ
2k+2

s

1− αγ2k+2

1− [α+ β(1− γ)] γ
2k+1

1− [α+ β(1− γ)] γ2k+1s
,

e considera-se a decomposição(
αγ +

(α+ β)(1− γ)
1− [α+ β(1− γ)] γ2ks

)(
αγ +

(α+ β)(1− γ)
1− [α+ β(1− γ)] γ2k+1s

)
=

= (αγ)
2

+ (α+ β)(1− γ)

(
α(1 + γ) + β

1− [α+ β(1− γ)] γ2ks
−

βγ

1− [α+ β(1− γ)] γ2k+1s

)
.

Expandindo em série as fracções simples, obtêm-se os coeficientes{
q

n,k

}
n∈N

. Do lema 2.2.2 resulta q
n,k

> 0 para todo o n ≥ 0, e facil-

mente se verifica que
∑
n≥0

q
n,k

= Q
k
(1) = 1.

Assim, as variáveis N
α, β, γ

, com |γ| < 1, são variáveis aleatórias
geométricas (de suporte nos inteiros não negativos), ou somas de variáveis
aleatórias independentes, com parcelas:

• geométricas e/ou de Bernoulli;

• geométricas modificadas em zero;

• geométricas modificadas em zero e nos inteiros pares,

desde que se verifique γ ∈ [0, 1), ou β ≥ 0, ou γ ∈ (−1, 0) e −α 1+γ

1−γ3 <

β < 0. No caso em que γ ∈ (−1, 0) e β ≤ −α 1+γ

1−γ3 < 0, não existe uma

decomposição da função geradora de probabilidade que permita dar uma
interpretação simples à variável N

α, β, γ
.



Caṕıtulo 3

Modelos de Contagem

3.1 Cos̀ı Fan Tutte — algumas reflexões so-

bre aleatoriedade discreta

Os modelos elementares de contagem — hipergeométrico, binomial, Pois-
son e binomial negativo — podem ser apresentados de uma forma muito
simples. Prestam-se, por outro lado, a modelar muitos fenómenos reais.
Hipergeométrica e binomial (e as suas extensões multivariadas) aparecem
naturalmente no contexto de contagens em amostragem simples, sem e
com reposição, como tradução dos conceitos de permutabilidade e de
independência, respectivamente. O modelo de Poisson, abordado como
limite de binomiais, ilustra as potencialidades de contagens capitalizadas
na noção de estabilidade “em média”.

A modificação daqueles modelos por truncatura torna-os mais aptos a
descrever contagens em que, por exemplo, o valor zero seja inobservável.

Por outro lado, constatações simples como ∀θ ∈ (0, 1),
∞∑

k=0

θ
k

= 1
1−θ

=⇒
∞∑

k=0

θ
k+1

k+1
= − ln (1− θ) permitem definir novos modelos, no caso vertente

a variável X _ Logaŕıtmica(θ)

X =


k k = 1, 2, . . .

− 1
ln (1−θ)

θ
k

k

Situações concretas diversas, nomeadamente na área da Biologia, e
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na área emergente de Geometria Fractal, têm levada à invenção de mui-
tos outros modelos discretos, qual deles o mais complicado. Quando se
percorre o livro de Johnson, Kotz e Kemp (2004), é fácil de perceber
por que são evitados nos textos “normais” de Probabilidade. De facto,
usando técnicas em si mesmo simples como composição e misturas, aque-
les autores fazem uma panorâmica notável de modelos discretos — mas
que em geral têm de ser apresentados através de funções geradoras de
tratamento complexo.

A complexidade dos modelos pode torná-los apelativos, no sentido de
que eventualmente se ajustam de forma mais perfeita a dados dispońıveis,
mas porventura o ensinamento de Saki “a little inaccuracy saves tons of
explanation” reflecte melhore a sageza com que se deve abordar a área
da modelação.

O trabalho que se reproduz como parte integrante desta tese, “Count
Data Models in Biometry and Randomness Patterns in Birds Extra–
Pair Paternity”, nasceu da tentativa de corrigir alguns erros elementares
que encontrámos em Neuhauser et al. (2001). Aqueles autores usaram
dados sobre o número de crias “bastardas” achadas em ninhos de diversas
espécies consideradas até há pouco monoândricas, mas que por análise de
sangue foi posśıvel comprovar serem descendentes de macho(s) diferente
do parceiro regular da progenitora.
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3.2 Comentários e Complementos

A Lei de Zipf e as suas extensões hiperbólicas generalizadas discretas têm
vindo a ganhar grande relevo em áreas muito diversas, nomeadamente em
Ecologia, em Ciências Sociais e em Lingúıstica. A sua ligação às variáveis
de Paretos, que tem como case limite a ligação da Geométrica à Expo-
nencial, confere-lhe uma importância acrescida, podendo conjecturar-se
que o seu estudo mais aprofundado contribua para a teoria das somas e
dos máximos de variáveis discretas.

Por outro lado, seria deveras interessante conseguir estabelecer re-
sultados sobre processos pontuais de que o processo de Poisson fosse um
caso extremo, em que os “tempos de espera” tivessem distribuição de Pa-
reto, e procurar as associações estruturais entre as leis desses processos
pontuais e as leis hiperbólicas.

Procurámos também estabelecer resultados sobre somas de hi-
perbólicas generalizadas, no intuito de depois determinar a lei de uma
parcela condicional na soma (por outras palavras, estender os conhecidos
resultados sobre a lei de uma parcela Poisson condicional ao valor da
soma de Poissons independentes), mas as expressões combinatórias que
se obtêm para a lei da soma tornam os resultados inusáveis do ponto de
vista anaĺıtico.

Como se estabelece no artigo acima transcrito, ao restringir o suporte
da lei logaŕıtmica a uma secção inicial finita de N passamos à logaŕıtmica
truncada à direita, que admite o espaço de parâmetros Θ′ = (0,∞),
muito mais vasto que o espaço de parâmetros Θ = (0, 1) da logaŕıtmica
usual com suporte S = {1, 2, . . . }. Assim, as distribuição-potência
(“power laws”) surgem numa iluminação diversa do habitual, que possi-
bilitará porventura uma abordagem mais prof́ıcua ao problema.

Os modelos naturais de contagem foram recentemente expostos por
Hess et al. (2002). Com a devida vénia ao trabalho de Abamahomed
(2006), apresentamos uma demonstração completa dos resultados, que a
publicação em revista não permite.

A classe de Hess et al. (2002) em certo sentido usa os resultados
de Sundt and Jewell (1981) e de Wilmott, que tinham generalizado
Panjer (1981) usando truncatura em 0 e modificação em 0, que são
casos especiais da truncatura em k e da modificação em k de Hess et
al. (2002). Nesse paradigma mais geral, as basic claim number distribu-
tions, ou distribuições de Panjer(1) são as enumeradas no quadro seguinte.

(1)Ou distribuições de Katz, como as intitulámos no artigo, por ter sido Katz o
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distribuição básica k dist. truncada em k

Binomial(m,ϑ) {0, 1, . . . ,m− 1} Binomial(m,ϑ; k)

Poisson(α) {0, 1, . . .} Poisson(α; k)

BNegativa(β, ϑ) {0, 1, . . .} BNegativa(β, ϑ; k)

Logaŕıtmica(ϑ) {1, 2, . . .} Logaŕıtmica(ϑ; k)

ENB(m,β, ϑ) {m,m+ 1, . . .} ENB(m,β, ϑ; k)

ELOG(m,ϑ) {m,m+ 1, . . .} ELOG(m,ϑ; k)

onde BNegativa designa a binomial negativa, ENB é a binomial ne-
gativa generalizada, e ELOG a logaŕıtmica generalizada, com suporte
{m, m+ 1, . . . }, m ∈ N0 , e função massa de probabilidade {qn} propor-

cional a ϑ
n

(
n
m

)−1

para n ≥ m.

Definição (3.2.1): Para uma claim number distribution Q = {qn},
com n ∈ N0 e k ∈ N0, tal que, qk > 0 e

∑∞
n=k+1 qn > 0, define-

se Q(k) = {q(k)
n }, com n ∈ N0, onde, q

(k)
n = 0 para n ≤ k − 1 e

q
(k)
n = qn

1−
Pk−1

j=0 qj
para n ≥ k.

Então, Q(k) é uma claim number distribution não degenerada, pois

q
(k)
n = qn

1−
Pk−1

j=0

= qnP∞
j=k qj

= qn

qk+
P∞

j=k+1
;

0 ≤ qn

qk+
P∞

j=k+1
< 1, para n ≥ k

uma vez que qk > 0 e
∑∞

n=k+1 qn > 0.

Além disso,
∑∞

n=k q
(k)
n =

∑∞
n=k

qn

1−
Pk−1

j=0 qj
=

P∞
n=k qnP∞
j=k qj

= 1.

A sua função geradora de probabilidades é

primeiro a classificá-las sistematicamente com base na fórmula recursiva verificada
pelas suas funções massa de probabilidade.
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mQ(k)(t) =
∑∞

n=0 q
(k)
n tn =

∑∞
n=k

qn

1−
Pk−1

j=0 qj
tn = 1

1−
Pk−1

j=0 qj

∑∞
n=k qnt

n =

= 1

1−
Pk−1

j=0 qj
(
∑∞

n=0 qnt
n −

∑k−1
j=0 qjt

j) =
mQ(t)−

Pk−1
j=0 qjtj

1−
Pk−1

j=0 qj

A distribuição Q(k) chama-se k-truncatura de Q. Em particular,
temos

Binomial(m,ϑ) = Binomial(m,ϑ; 0)
Poisson(α) = Poisson(α; 0)

BNegativa(β, ϑ) = BNegativa(β, ϑ; 0)
Logaŕıtmica(ϑ) = Logaŕıtmica(ϑ; 1)
ENB(m,β, ϑ) = ENB(m,β, ϑ;m)
ELOG(m,ϑ) = ELOG(m,ϑ;m)

As extensões de Hess et al. resultam de exigir que a recursão de Panjer

qn+1 =
(
a+

b

n+ 1

)
qn (3.1)

se verifique apenas a partir de certo k ≥ 0, sendo pn = 0 para n < k.
As soluções de (3.1), que se designam por distribuições de Panjer
de ordem k e se representam por Panjer(a, b; k), são as truncaturas
em k de basic claim number distributions, quando existam. É fácil
ver que a truncatura em k de cada distribuição básica de Panjer veri-
fica a recursão. Para provar o rećıproco é necessário o seguinte resultado.

Lema (3.2.2): Se Q = Panjer(a, b; k), então (k+1)a+b > 0. Mais,
a+ b ≥ 0 ⇒ a < 1 e a+ b < 0 ⇒ a ≤ 1.

Demonstração:

qk+1 =
(
a+

b

k + 1

)
qk ⇐⇒ qk+1 =

(k + 1)a+ b

k + 1
qk

Uma vez que qk > 0 e k + 1 > 0 terá de ser (k + 1)a+ b > 0 para que se
tenha qk+1 > 0.
Sejam a > 0 e a+ b ≥ 0; então para n ≥ k,
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qn+1 = na+a+b
n+1

qn ≥ na
n+1

qn ≥ na
n+1

(n−1)a
n

qn−1 ≥

≥ na
n+1

(n−1)a
n

(n−2)a
n−1

qn−2 ≥ n−2
n+1

a3qn−2

e genericamente,

qn+1 ≥
n− (j − 1)
n+ 1

ajqn−(j−1);

fazendo j = n− k, resulta

qn+1 ≥
k + 1
n+ 1

an−kqk+1 (3.2)

A série
∑∞

n=k
k+1
n+1

an−k é divergente para a ≥ 1, pois lim k+1
n+1

an−k = ∞,

para a > 1. Para a = 1, a série
∑∞

n=k
k+1
n+1

é divergente, pois, aplicando-lhe
o critério de Raabe vem:

lim n

(
k + 1
n+ 1

× n+ 2
k + 1

− 1
)

= lim
n

n+ 1
= 1−

Mas de (3.2) deduz-se que
∑∞

n=k
k+1
n+1

an−kqk+1 ≤
∑∞

n=k qn+1 ≤ 1. Assim,

qk+1

∑∞
n=k

k+1
n+1

an−k ≤ 1 que implica, usando o critério da comparação,

que a série
∑∞

n=k
k+1
n+1

an−k é convergente. Logo, não pode ser a ≥ 1; e
portanto a < 1.
Sejam agora a > 0 e a+ b < 0. Então, para n ≥ k,

qn+1 =
(n− k)a+ (k + 1)a+ b

n+ 1
qn >

n− k

n+ 1
a qn,

pois (k + 1)a+ b > 0. Procedendo como anteriormente,

qn+1 ≥ a3

n+1
n−k

n
n−k−1

n−1
n−k−2

qn−2; genericamente,

qn+1 ≥ aj

(n+1)n...(n−(j−2))
(n−k)(n−k−1)...(n−k−(j−1))

qn−(j−1); fazendo j = n− k,

qn+1 ≥ an−k

(n+1)n...(k+2)(k+1)!
(n−k)(n−k−1)...1(k+1)!

qk+1 = an−k

(n+1
k+1)

qk+1
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A série
∑∞

n=k
an−k

(n+1
k+1)

é divergente para a > 1, pois lim an−k

(n+1
k+1)

= ∞ nesse

caso. Para a = 1, a série
∑∞

n=k
1

(n+1
k+1)

é convergente, pois, aplicando o

critério de Raabe,

lim n

(n+1
k+1

)−1(
n+2
k+1

)−1 − 1

 = lim n

(
n+ 2

n− k + 1
− 1
)

= lim
n(k + 1)
n− k + 1

= k + 1

Mas da desigualdade anteriormente estabelecida resulta
qk+1

∑∞
n=k

an−k

(n+1
k+1)

≤
∑∞

n=k qn+1 ≤ 1; conclui-se, assim, usando o

critério da comparação, que a série
∑∞

n=k
an−k

(n+1
k+1)

é convergente. Portanto,

não pode ser a > 1; logo a ≤ 1.

Teorema (3.2.3): Seja Q uma claim number distribution não dege-
nerada. Para k ∈ N0, as seguintes proposições são equivalentes:

(a) Q é uma distribuição de Panjer de ordem k.

(b) Q é a k-truncatura de uma claim number distribution básica.

Demonstração:

Mostremos que (a) =⇒ (b). Seja Q = {qn}n∈N0 = Panjer(a, b; k).
Pelo teorema 2.1 de Hess et al. temos

m
(k+1)
Q (t)

m
(k)
Q (t)

=
d
dt

(lnm(k)
Q )(t) =

(k + 1)a+ b

1− at
,

para t ∈ [0, 1), e m
(n)
Q (0) = 0 quando n ≤ k − 1.

Para resolver a equação diferencial anterior vão-se considerar 3 casos:

• caso a < 0:

qn+1 =
(n− k)a+ (k + 1)a+ b

n+ 1
qn para n ≥ k;

pelo lema 3.2.3, (k + 1)a + b > 0; qk > 0 até existir um valor m tal que
qm > 0 e qm+1 = 0 ⇐⇒ m = −1− b

a
.
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d
dt

(lnm
(k)
Q )(t) = (k+1)a+b

1−at
⇐⇒ lnm

(k)
Q (t) = (k+1)a+b

−a
ln(1− at) + ln c

= ln c(1− at)−(k+1+ b
a
),

onde c é uma constante. m
(k)
Q (t) = c(1 − at)m−k, onde m = −1 − b

a
; a

solução geral da equação diferencial é portanto da forma

mQ(t) =
k−1∑
j=0

cjt
j + ck(1− at)m,

com os cj constantes. mQ(1) = 1 e as condições iniciais m
(i)
Q (0) = 0 para

i ≤ k − 1, implicam:

mQ(1) = 1 ⇐⇒
k−1∑
j=0

cj + ck(1− a)m = 1 (3.3)

m′
Q(0) = 0 ⇐⇒

[∑k−1
j=0 j cjt

j−1 − ackm(1− at)m−1
]

t=0
= 0 ⇐⇒

⇐⇒ c1 − ackm = 0 ⇐⇒ c1 = amck

1!

m′′
Q(0) = 0 ⇐⇒

[∑k−1
j=0 j(j − 1)cjtj−2 + a2ckm(m− 1)(1− at)m−2

]
t=0

= 0 ⇐⇒

⇐⇒ ck + a2m(m− 1)ck = 0 ⇐⇒ c2 = −(−1)2a2m(m−1)ck

2!

...

cj =
−(−1)jajm(m− 1) · · · (m− (j − 1))

j!
ck ⇐⇒ cj = −(−a)j

(
m

j

)
ck (3.4)

Substituindo (3.4) em (3.3), resulta

k−1∑
j=0

−(−a)j

(
m

j

)
ck + ck(1− a)m = 1 ⇐⇒ ck =

1

(1− a)m −
∑k−1

j=0 (−a)j
(
m
j

)
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Substituindo (3.4) e esta expressão de ck na solução geral,

mQ(t) =
∑k−1

j=0 cjt
j + ck(1− at)m = −ck

∑k−1
j=0 (−a)j

(
m
j

)
tj + (1−at)m

(1−a)m−
Pk−1

j=0 (−a)j(m
j )

=
−

Pk−1
j=0 (−a)j(m

j )tj

(1−a)m−
Pk−1

j=0 (−a)j(m
j ) + (1−at)m

(1−a)m−
Pk−1

j=0 (−a)j(m
j )

Dividindo ambos os termos de ambas as fracções por (1−a)m e atendendo
a que ( 1

1−a
)m = ( 1

1−a
)m−j( 1

1−a
)j, vem

−
Pk−1

j=0 (m
j )( 1

1−a
)m−j( −a

1−a
t)j

1−
Pk−1

j=0 (−a)j(m
j )( 1

1−a
)m

+
( 1−at

1−a
)m

1−
Pk−1

j=0 (−a)j(m
j )( 1

1−a
)m

=
( 1
1−a

− a
1−a

t)m−
Pk−1

j=0 (m
j )( 1

1−a
)m−j( −a

1−a
t)j

1−
Pk−1

j=0 (m
j )( 1

1−a
)m−j( −a

1−a
)j

Esta última expressão é a da função geradora de probabilidades de uma
Binomial(a+b

−a
, −a

1−a
; k).

• caso a = 0:

Pelo lema 3.2.3, (k + 1)a+ b > 0 ⇐⇒ b > 0; partindo de

d
dt

(lnm(k)
Q )(t) =

(k + 1)a+ b

1− at
= b

temos

lnm(k)
Q (t) = bt+ c′ ⇐⇒ m

(k)
Q (t) = cebt,

onde c é constante. A solução geral desta equação diferencial é da forma

mQ(t) =
k−1∑
j=0

cjt
j + cke

bt

mQ(1) = 1 e as condições iniciais m
(i)
Q (0) = 0 para i ≤ k − 1 implicam

que

k−1∑
j=0

cj + cke
b = 1 (3.5)

[∑k−1
j=0 jcjt

j−1 + bcke
bt
]

t=0
= 0 ⇐⇒ c1 + bck = 0 ⇐⇒ c1 = −bck

1!
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[∑k−1
j=0 j(j − 1)cjtj−2 + b2cke

bt
]

t=0
= 0 ⇐⇒ c2 + b2ck = 0 ⇐⇒ c2 = −b2ck

2!

...

cj =
−bjck
j!

(3.6)

Substituindo (3.6) em (3.5) resulta,∑k−1
j=0

−bjck

j! + cke
b = 1 ⇐⇒ ck = 1

eb−
Pk−1

j=0
bj

j!

Substituindo a expressão (3.6) e ck na solução geral temos,

mQ(t) =
∑k−1

j=0 cjt
j + cke

bt =
∑k−1

j=0
−bjck

j! tj + 1

eb−
Pk−1

j=0
bj

j!

ebt

Multiplicando ambos os termos da segunda fracção por e−b resulta

−ck
∑k−1

j=0
bj

j! t
j + e−b(1−t)

1−
Pk−1

j=0
e−bbj

j!

=
Pk−1

j=0
bj

j! tjPk−1
j=0

bj

j! −eb
+ e−b(1−t)

1−
Pk−1

j=0
e−bbj

j!

Multiplicando ambos os termos da primeira fracção por −e−b resulta

−
Pk−1

j=0
e−b(bt)j

j!

1−
Pk−1

j=0
e−bbj

j!

+ e−b(1−t)

1−
Pk−1

j=0
e−bbj

j!

=
e−b(1−t)−

Pk−1
j=0

e−b(bt)j

j!

1−
Pk−1

j=0
e−bbj

j!

Esta última expressão é a da função geradora de probabilidades de uma Poisson(b; k).

• caso a > 0:

Há a distinguir cinco possibilidades para b:

◦ caso b > −a:

Pelo lema 3.2.3, a + b ≥ 0 =⇒ a < 1; logo a ∈ (0, 1). Partindo de m
(k)
Q (t) =

c(1 − a)−(k+1+ b
a ) e fazendo β = a+b

a , conclui-se que β ∈ (0,∞) e que m
(k)
Q (t) =

c(1− a)−(k+β). A solução geral desta equação diferencial é da forma

mQ(t) =
k−1∑
j=0

cjt
j + ck(1− at)−β (3.7)

mQ(1) = 1 e as condições iniciais m
(i)
Q (0) = 0 para i ≤ k − 1 implicam

que
k−1∑
j=0

cj + ck(1− a)−β = 1 (3.8)

[∑k−1
j=0 cjjt

j−1 + aβ(1− at)−β−1ck

]
t=0

= 0 ⇐⇒ c1 + aβck = 0 ⇐⇒ c1 = −aβck[∑k−1
j=0 cjj(j − 1)tj−2 − a2β(−β − 1)(1− at)−β−2ck

]
t=0

= 0 ⇐⇒
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⇐⇒ 2c2 − a2β(−β − 1)ck = 0 ⇐⇒ c2 = −a2β(β+1)ck

2!

...

cj =
−ajβ(β + 1) · · · (β + (j − 1))

j!
ck = −aj

(
β + j − 1

j

)
ck (3.9)

Substituindo (3.9) em (3.8),

−
k−1∑
j=0

(
β + j − 1

j

)
ajck + ck(1− a)−β = 1 ⇐⇒ ck =

1

(1− a)−β −
∑k−1

j=0

(
β+j−1

j

)
aj

Substituindo a expressão (3.9) e ck na solução geral,

mQ(t) =
∑k−1

j=0 cjt
j + ck(1− at)−β =

=
−

Pk−1
j=0 (β+j−1

j )ajtj

(1−a)−β−
Pk−1

j=0 (β+j−1
j )aj

+ (1−at)−β

(1−a)−β−
Pk−1

j=0 (β+j−1
j )aj

Multiplicando ambos os termos das duas fracções por (1− a)β resulta

−
Pk−1

j=0 (β+j−1
j )(at)j(1−a)β

1−
Pk−1

j=0 (β+j−1
j )aj(1−a)β

+
( 1−at

1−a
)−β

1−
Pk−1

j=0 (β+j−1
j )aj(1−a)β

=

=
( 1−at

1−a
)−β−

Pk−1
j=0 (β+j−1

j )(at)j(1−a)β

1−
Pk−1

j=0 (β+j−1
j )(1−a)βaj

Esta última expressão é a da função geradora de probabilidades de uma
BinomialNegativa(a+b

a
, a; k).

◦ caso b = −a:

b = −a ⇐⇒ a + b = 0 e, pelo lema 3.2.3, a + b = 0 =⇒ a < 1. Logo
a ∈ (0, 1). Partindo de

d
dt

(lnm(k)
Q )(t) =

(k + 1)a+ b

1− at
=

ka

1− at
,

resulta

lnm(k)
Q (t) = −k ln(1− at) + ln c = ln[c(1− at)−k] ⇐⇒

⇐⇒ m
(k)
Q (t) = c(1− at)−k

A solução geral desta equação diferencial é da forma

mQ(t) =
k−1∑
j=0

cjt
j + ck ln(1− at)
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mQ(1) = 1 e as condições iniciais m
(i)
Q (0) = 0 para i ≤ k − 1 implicam:

k−1∑
j=0

cj + ck ln(1− a) = 1 (3.10)

m′
Q(0) = 0 ⇐⇒

[∑k−1
j=0 cjjt

j−1 + ck
−a

1−at

]
t=0

= 0 ⇐⇒ c1 + ck(−a) = 0

⇐⇒ c1 = ack
1

m′′
Q(0) = 0 ⇐⇒

[∑k−1
j=0 cjj(j − 1)tj−2 − ck(−a)2(1− at)−2

]
t=0

= 0 ⇐⇒

⇐⇒ 2c2 − ck(−a)2 = 0 ⇐⇒ c2 = a2ck
2

m′′′
Q(0) = 0 ⇐⇒

⇐⇒

k−1∑
j=0

cjj(j − 1)(j − 2)tj−3 − ck(−a)3(−2)(1− at)−3


t=0

= 0 ⇐⇒

⇐⇒ 3.2.1c3 + 2ck(−a)3 = 0 ⇐⇒ c3 =
−2ck(−a)3

3.2
⇐⇒ c3 =

a3ck
3

...

cj =
ajck
j

(3.11)

Substituindo (3.11) em (3.10) resulta:∑k−1
j=0

ajck

j
+ ck ln(1− a) = 1 ⇐⇒ ck = 1

ln(1−a)+
Pk−1

j=0
aj

j

Substituindo a expressão (3.11) e ck na solução geral temos

mQ(t) =
k−1∑
j=0

cjt
j + ck ln(1− at) =

∑k−1
j=0

ajtj

j

ln(1− a) +
∑k−1

j=0
aj

j

+
ln(1− at)

ln(1− a) +
∑k−1

j=0
aj

j

Dividindo ambos os termos de ambas as fracções por ln(1− a),



135

Pk−1
j=0

(at)j

j ln(1−a)

1+
Pk−1

j=0
aj

j ln(1−a)

+
ln(1−at)
ln(1−a)

1+
Pk−1

j=0
aj

j ln(1−a)

=
ln(1−at)
ln(1−a)

−
Pk−1

j=0
(at)j

j| ln(1−a)|

1−
Pk−1

j=0
aj

j| ln(1−a)|

Esta última expressão é a da função geradora de probabilidades de
uma LOG(a; k).

◦ caso −(m+ 1)a < b < −ma,m ∈ {1, 2, · · · , k}.

Para m = 1 resulta −2a < b < −a =⇒ a + b < 0 =⇒ a ≤ 1, pelo
lema 3.2.3; logo a ∈ (0, 1]; fazendo β = a+b

a , resulta b = (β − 1)a. Assim,

−(m+ 1)a < (β − 1)a < −ma⇔ −(m+ 1) < β − 1 < −m⇔

−m < β < −m+ 1 ⇔ β ∈ (−m,−m+ 1)

Procedendo analogamente ao caso b > −a, mas tendo em conta que a
pode ser igual a 1, obtém-se,

mQ(t) =
(1− at)−β −

∑k−1
j=0

(
β+j−1

j

)
(at)j

(1− a)−β −
∑k−1

j=0

(
β+j−1

j

)
(a)j

Esta última expressão é a da função geradora de probabilidades de uma
ENB(m, a+b

a
, a; k)

◦ caso b = −ma, m ∈ {2, 3, · · · , k}.

Para m = 2, resulta a + b = a − 2a = −a < 0, uma vez que
a > 0. Pelo lema 3.2.3, a+ b < 0 =⇒ a ≤ 1; logo a ∈ (0, 1].

Partindo de d
dt

(lnm
(k)
Q )(t) = (k+1)a+b

1−at
e fazendo b = −ma obtém-se

m
(k)
Q (t) = c(1− at)m−k−1.

Provemos, por indução sobre k (k ≥ 2), que

mQ(t) =
∑∞

n=k

(
n
m

)−1(at)n∑∞
n=k

(
n
m

)−1
an

,

a função geradora de probabilidades de uma ELOG(m, a; k), é solução
da equação diferencial anterior. Para k = 2:
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m′′
Q(t) =

P∞
n=2 (n

m)−1
n(n−1)antn−2P∞

n=2 (n
m)−1

an
=

P∞
n=2

(n−m)!m!
n!

n(n−1)antn−2P∞
n=2 (n

m)−1
an

=

=
P∞

n=2
(n−m)!m!

(n−2)!
antn−2P∞

n=2 (n
m)−1

an
=

P∞
n=0

(n+2−m)!m!
n!

an+2tnP∞
n=2 (n

m)−1
an

=

=
a2(2−m)!m!

P∞
n=0

(n−m+2)!
n!(2−m)!

(at)nP∞
n=2 (n

m)−1
an

= a2m!(2−m)!P∞
n=2 (n

m)−1
an

∑∞
n=0

(
n−m+2

n

)
(at)n

= c(1− at)m−3 = m
(2)
Q (t)

Provemos agora a hereditariedade:

m
(k+1)
Q (t) = (m(k)

Q )′(t) = (c(1− at)m−k−1)′ =
= −ac(m− k − 1)(1− at)m−k−2

= −ac(m− k − 1)(1− at)m−(k+1)−1

= c(1− at)m−(k+1)−1

Além disso,

mQ(1) =
∑∞

n=k

(
n
m

)−1
an∑∞

n=k

(
n
m

)−1
an

= 1

e

m
(j)
Q (0) =

[∑∞
n=k

(
n
m

)−1
ann(n− 1) · · · (n− (j − 1))tn−j∑∞

n=k

(
n
m

)−1
an

]
t=0

= 0

pois 0 ≤ j ≤ k − 1 < k ≤ n implica j < n⇐⇒ n− j > 0.

◦ caso b ≤ −(k + 1)a.

Daqui resulta (k+1)a+b ≤ 0, que é imposśıvel, atendendo ao lema 3.2.3.
Provou-se, assim, que (a) implica (b).

Provemos, agora, que (b) ⇒ (a). Cada uma das seis claim num-
ber distribution básicas é uma distribuição de Panjer, como se viu, pois
elas verificam a relação qn+1 = (a + b

n+1
)qn, com os valores de a e de b

então determinados. A k-truncatura de cada uma delas também é uma
distribuição de Panjer de ordem k, uma vez que:
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q
(k)
n+1 = qn+1

1−
Pk−1

j=0 qj
=

(a+ b
n+1

)qn

1−
Pk−1

j=0 qj
= (a+ b

n+1
) qn

1−
Pk−1

j=0 qj
= (a+ b

n+1
)q

(k)
n

As variáveis aleatórias discretas assim generalizadas verificam uma
expressão recursiva do tipo de Panjer. Seja N uma variável aleatória
cuja distribuição Q é uma claim number distribution, e seja {Xn}n∈N

uma sucessão de variáveis aleatórias i.i.d. independentes deN com função
massa de probabilidade {fn}n∈N0

. Então a função de distribuição {gn}n∈N0

da soma aleatória SN =
N∑

n=1
Xn é dada por g0 = m

Q
(f0) e

gn =
1

1− af0

[
n∑

i=1

(
a+ b

i

n

)
g

n−i
f

i
+ q

k
f
∗k

n

]
, n ≥ 1.
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Caṕıtulo 4

Transformadas Integrais

4.1 Introdução

Usando a inversa de exponenciais é posśıvel estabelecer resultados surpre-
endentes, como se pode constatar em Shanbhag, Pestana and Sreehari
(1977) e em Pestana (1978), cf. também Mendonça, Pestana e Velosa
(2005).

Neste último trabalho — que, ao contrário do que se fez nos caṕıtulos
anteriores, não é transcrito como parte integrante deste caṕıtulo por o
autor considerar que a sua participação nele foi menor — observa-se
que duas das mais importantes transformadas instrumentais na inves-
tigação da aritmética das leis de probabilidade, a função geradora das
probabilidades e a transformada de Laplace, surgem naturalmente na
comparação de variáveis aleatórias de contagem com uma variável inde-
pendente, inversa de X _ Geométrica(1 − s), e de variáveis aleatórias
positivas com uma variável aleatória independente, inversa de uma
Y _ Exponencial(v), respectivamente.

Tal levou-nos a investigar transformadas mais gerais. Como a ex-
ponencial é uma Weibull–1, e é o limite quando γ → 0 da rica famı́lia
das Pareto generalizadas, pareceram-nos estes os casos mais promisso-
res. A exploração da famı́lia das Weibull fora já iniciada por Shanbhag,
Pestana and Sreehari (1977) e Pestana (1978), estabelecendo relações
importantes com as estáveis de suporte positivo, de que decorrem resul-
tados importantes sobre divisibilidade infinita e autodecomponibilidade
de log-gamas e de log-betas. Privilegiámos por isso a exploração das
transformadas Pareto, de que a transformada de Laplace será então o
caso particular quando γ → 0.
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Na secção que se segue, apresentamos alguns dos resultados que com-
plementam o estudo de Mendonça, Pestana e Velosa (2005), e exempli-
ficam a inversão dessas transformadas usando os métodos simbólicos de
Hirschman and Widder (2005).

4.2 Funções geradoras de probabilidade,

transformada de Laplace e extensões

Excluindo alguns casos elementares, não é em geral fácil efectuar
operações com variáveis aleatórias, mesmo na condição de que os termos
a operar sejam independentes. No caso da adição, por exemplo, o trata-
mento anaĺıtico directo implica o cálculo de um integral de convolução.
De um ponto de vista algébrico abstracto, as dificuldades radicam no
facto de que as variáveis aleatórias independentes, junto com a operação
de adição, não constituem um grupo. Este problema pode muitas ve-
zes ser ultrapassado recorrendo a transformadas intergrais adequadas,
as quais são extremamente importantes no estudo de operações entre
variáveis aleatórias.

Entre as transformadas de variáveis aleatórias mais utilizadas
encontram-se a função geradora de probabilidade, para o caso discreto, e
a função geradora dos momentos, ou transformada de Laplace, aplicável
quer no caso discreto quer no caso cont́ınuo. Relações notáveis envol-
vendo transformadas de variáveis aleatórias podem iluminar o nosso co-
nhecimento destas.

Seja Y _ Geométrica(1−s), com suporte nos inteiros positivos, inde-
pendente de uma variável aleatória discreta X, tomando valores inteiros
não negativos. Então

P
[
X

Y
≤ 1

]
= P[X ≤ Y ] =

∞∑
k=0

P[Y ≥ X | X = k] P[X = k] = G
X
(s),

a função geradora de probabilidade da variável X.

Analogamente, se W é uma variável aleatória exponencial com valor
médio 1/v, independente de uma variável aleatória cont́ınuaX > 0, então

P
[
X

W
≤ 1

]
= P[W ≥ X] =

∞∫
0

e
−vx

dF
X
(x) = L

X
(v),
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a transformada de Laplace da variável X.

Isto inspirou-nos a considerar outras transformadas integrais poten-
cialmente interessantes em probabilidade. Nomeadamente, recordando
que a variável exponencial é o caso particular γ = 0 da rica famı́lia das
variáveis de Pareto generalizadas Yγ , γ ∈ R, exploramos as transformadas
integrais de Pareto definidas por analogia com a expressão acima. Como
casos particulares, encontramos a transformada de Stieltjes e a transfor-
mada potencial, tratadas em Widder (1971), e derivadas fraccionárias.

Por outro lado, fazendo a mudança de escala W ↔ vW a relação
anterior pode ser expressa em termos da distribuição exponencial padrão
Y0 = vW como P[X/Y0 ≤ 1/v] = L

X
(v), e esta perspectiva torna também

patente que estamos perante uma fórmula que permite relacionar o com-
portamento de uma transformada de Laplace (L

X
(v)) em 0 e +∞ com

o comportamento em +∞ e 0, respectivamente, de uma medida µ con-
centrada em (0, +∞) (a medida de probabilidade associada ao quociente
X/Y0). Estas relações tomam o nome de teoremas abelianos quando o
comportamento de L

X
(v) é deduzido a partir do de µ e de teoremas abe-

lianos quando o oposto acontece, e são de extrema importância na teoria
da probabilidade, em particular no que diz respeito à teoria das somas
de variáveis aleatórias.

Seja então X uma variável aleatória não negativa, com função densi-
dade de probabilidade Ψ(u), e seja Yγ uma variável aleatória de Pareto
generalizada independente de X, com a função de distribuição Hγ (y) =

1 − H̃γ (y), cuja cauda direita é H̃γ (y) = P[Yγ ≥ y] = (1 + γy)
−1/γ

I
(0,∞)

,
com γ > 0. O quociente X/Yγ também toma valores positivos, e verifica:

P
[
X

Yγ

≤ 1

v

]
= P[Yγ ≥ vX] =

∞∫
0

Ψ(u)du

(1 + γvu)1/γ
= F

X
(v) ,

para qualquer v positivo. Como veremos de imediato, F(v) ≡ F
X
(v)

pode ser expressa em termos de uma transformada de convolução. Aqui
e no que segue, adoptamos a notação do teorema 7.1 de Hirschmann and
Widder (p. 180) — usando ψ e Ψ em vez de φ e Φ, para evitar confusão
com a distribuição gaussiana —, que será aplicado para obter a inversão
desta transformada.

Um caso particular com interesse é γ = 1, em que ficamos com



142

F
X
(v) =

∞∫
0

Ψ(u)du

1 + vu
=

1

v
S

X

(
1

v

)
,

onde S
X

representa a transformada de Stieltjes de Ψ(u).

Fazendo a mudança de variáveis u = e
t
, v = e

−x
, vem du = e

t
dt e

fica-se com:

F( e
−x

) =

+∞∫
−∞

e
t
Ψ( e

t
)dt

(1 + e−(x−t))1/γ
.

Reescrevendo 1/γ = ν e multiplicando o numerador e o denominador por

e
ν
2 (x−t)

, vem

+∞∫
−∞

1

2ν

(
2

e
x−t
2 + e

−x−t
2

)ν

e
xν
2 +t(1− ν

2 )
Ψ( e

t

)dt,

donde

e
−xν

2 F( e
−x

) =

+∞∫
−∞

1

2ν sech
ν x− t

2
e
− t

2 (ν−2)

Ψ( e
t

)dt,

ou seja

f(x) =

+∞∫
−∞

G(x− t)ψ(t)dt

com

f(x) = e
−xν

2 F( e
−x

);

ψ(t) = e
− t

2 (ν−2)

Ψ( e
t
);

G(x) = 1
2ν sech

ν x
2
.
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Estamos nas condições do teorema 7.1 de Hirschmann and Widder, (p.
180):

• ψ é limitada e cont́ınua

• f = G ∗ ψ

Então, é posśıvel inverter a transformada de convolução, de acordo com
a fórmula ψ(x) = E(D)f(x) = lim

n→∞
Pn(D)f(x), com

Pn(s) = A e
(b−εn )s

n∏
k=1

(
1− s

a
k

)
e

s/a
k , εn→ 0,

onde b e os {a
k
}
∞

k=1
são os coeficientes da representação de E(s) em

produto infinito, A é uma constante normalizadora, e 1/E(s) é a trans-
formada bilateral de Laplace de G(x):

1
E(s)

=

∞∫
−∞

G(x) e
−sx

dx = 2
−ν

∞∫
−∞

2
ν

( ex/2 + e−x/2)ν
e
−sx

dx =

∞∫
−∞

e
−x(s+ ν

2 )

(1 + e−x)ν dx.

Fazendo a mudança de variável w = 1/(1 + e
−x

), vem 1 −
w = e

−x
/(1 + e

−x
), x = lnw − ln(1− w), dx = 1

w(1−w)
dw e

1∫
0

w
ν
2 (1−w)

ν
2

(
w

1− w

)s

dw
w(1− w)

=

1∫
0

w
ν
2 +s−1

(1−w)
ν
2−s−1

dw = B
(ν

2
+ s,

ν

2
− s
)
.

Preciso portanto de um desenvolvimento da função beta em produto
infinito. Da conhecida fórmula para a função gama (Erdélyi et al., 1955):

Γ(z) = lim
n→∞

n!n
z

z(z + 1) . . . (z + n)

resulta que
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Γ
(

ν
2 + s

)
Γ
(

ν
2 − s

)
=

lim
n→∞

n!n
ν
2 +s(

ν
2 + s

) (
ν
2 + s+ 1

)
. . .
(

ν
2 + s+ n

) n!n
ν
2−s(

ν
2 − s

) (
ν
2 − s+ 1

)
. . .
(

ν
2 − s+ n

)
= lim

n→∞

(n!)
2
n

ν[(
ν
2

)2
− s2

] [(
ν
2 + 1

)2
− s2

]
. . .
[(

ν
2 + n

)2
− s2

]

= lim
n→∞

(n!)
2
n

ν

[
ν
2

(
ν
2 + 1

)
. . .
(

ν
2 + n

)]2 [
1− s2

( ν
2 )

2

] [
1− s2

( ν
2 +1)

2

] [
1− s2

( ν
2 +n)

2

]
= Γ

2( ν
2

) ∞∏
k=1

[
1− 4s

2

(ν + 2k − 2)
2

]−1

.

Assim, E(s) é da forma

Γ(ν)
Γ
(

ν
2 + s

)
Γ
(

ν
2 − s

) =
Γ(ν)

Γ2
(

ν
2

) ∞∏
k=1

(
1− 2s

ν + 2k − 2

)(
1 +

2s
ν + 2k − 2

)
=

A e
bs

∞∏
k=1

(
1− s

a
k

)
e

s/a
k ,

com {a
k
} =

{
ν
2
, −ν

2
, ν+2

2
, −ν+2

2
, . . .

}
, b = −

∑
1
a

k
= 0 e A = Γ(ν)

Γ2( ν
2 )

.

Temos

∑
k

1

a2

k

= 2
∑
j≥0

2
2

(ν + 2j)2 <
8

ν
+ 8

∑
j≥1

1

(2j)2 =
8

ν
+ 2

∑
j≥1

1

j2 <∞

portanto é aplicável o teorema 7.1 de Hirschmann e Widder, p.180.

A transformada inversa de f(x) = e
−xν

2 F( e
−x

) é dada por ψ(x) =
E(D)f(x). É por isso necessário determinar

n∏
k=1

(
1 +

2D

ν + 2k − 2

)
[ e

−xν
2 F( e

−x

)], n = 1, 2, . . .

Para n = 1, fica-se com
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(
1 +

2D

ν

)
[ e

−xν
2 F( e

−x

)] =

= e
−xν

2 F( e
−x

) +
2

ν

[
−ν

2
e
−xν

2 F( e
−x

)− e
−x−xν

2 F ′( e
−x

)
]

= −2

ν
e
−x

2 (ν+2)

F ′( e
−x

)

Para n = 2,

(
1 +

2D

ν + 2

)(
1 +

2D

ν

)
[ e

−xν
2 F( e

−x

)] =

= −2

ν
e
−x

2 (ν+2)

F ′( e
−x

)− 2

ν + 2

[
2

ν

(
−ν + 2

2

)
e
−x

2 (ν+2)

F ′( e
−x

)

]
−

− 2

ν + 2

[
2

ν
e
−x

2 (ν+2)

(− e
−x

)F ′′( e
−x

)

]
=

=
2

ν

2

ν + 2
e
−x

2 (ν+4)

F ′′( e
−x

)

Conjectura: o produto parcial de ordem n é

(−1)
n
2

n

ν(ν + 2) . . . (ν + 2n− 2)
e
−x

2 (ν+2n)

F (n)

( e
−x

), n = 1, 2, . . .

Demonstração da propriedade por indução. Hipótese:

n∏
k=1

(
1 +

2D

ν + 2k − 2

)
[ e

−xν
2 F( e

−x

)] =

=
(−1)

n
2

n

(ν + 2n− 2) . . . (ν + 2)ν
e
−x

2 (ν+2n)

F (n)

( e
−x

)
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Tese:

n+1∏
k=1

(
1 +

2D

ν + 2k − 2

)
[ e

−xν
2 F( e

−x

)] =

=
(−1)

n+1
2

n+1

(ν + 2n)(ν + 2n− 2) . . . (ν + 2)ν
e
−x

2 (ν+2n+2)

F (n+1)

( e
−x

)

Ora,

n+1∏
k=1

(
1 +

2D

ν + 2k − 2

)
[ e

−xν
2 F( e

−x

)] =

=

(
1 +

2D

ν + 2n

) n∏
k=1

(
1 +

2D

ν + 2k − 2

)
[ e

−xν
2 F( e

−x

)]

=

(
1 +

2D

ν + 2n

)[
(−1)

n
2

n
e
−x

2 (ν+2n)

(ν + 2n− 2) . . . (ν + 2)ν
F (n)

( e
−x

)

]
=

=
(−1)

n
2

n
e
−x

2 (ν+2n)

(ν + 2n− 2) . . . (ν + 2)ν
F (n)

( e
−x

) +
2

ν + 2n

(−1)
n
2

n

(ν + 2n− 2) . . . (ν + 2)ν
×

×
[
−ν + 2n

2
e
−x

2 (ν+2n)

F (n)

( e
−x

)− e
−x

e
−x

2 (ν+2n)

F (n+1)

( e
−x

)

]
=

=
(−1)

n+1
2

n+1
e
−x

2 (ν+2n+2)

(ν + 2n)(ν + 2n− 2) . . . (ν + 2)ν
F (n+1)

( e
−x

).

Passemos aos outros factores do produtório infinito; os primeiros n
são

n∏
k=1

(
1− 2D

ν + 2k − 2

)
[ e

x
2 (ν+2n−2)

R( e
−x

)], n = 1, 2, . . .

a menos de uma constante multiplicativa, onde R é a função definida por
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e
−x

2 (ν+2n)

F (n)

(e
−x

) = e
x
2 (ν+2n−2)

R(e
−x

) ⇐⇒ R(e
−x

) = e
−x(ν+2n−1)F (n)

(e
−x

)

ou seja, R(x) = x
−(ν+2n−1)F (n)

(x). Como os operadores diferenciais em
cada factor do produtório têm coeficientes constantes, a ordem por que se
aplicam pode ser qualquer (ver Hirschmann e Widder, p. 66). Seguindo
a sequência inversa k = n, n− 1, . . . , 2, 1, vem primeiro

„
1−

2D

ν − 2 + 2n

«
[ e

x
2 (ν−2+2n)

R( e
−x

)] =

= e
x
2 (ν−2+2n)

R( e
−x

) −
2

ν − 2 + 2n

ν − 2 + 2n

2
e

x
2 (ν−2+2n)

R( e
−x

) +
2

ν − 2 + 2n
e

x
2 (ν−4+2n)

R′( e
−x

) =

=
2

ν − 2 + 2n
e

x
2 (ν−4+2n)

R′( e
−x

).

Como esta fórmula vale para qualquer ν − 2 + 2n 6= 0, podemos iterá-la
para obter os outros produtos. Por exemplo, multiplicando os termos
correspondentes a k = n e k = n− 1, fica

2

ν − 2 + 2n

„
1−

2D

ν − 4 + 2n

«
[ e

x
2 (ν−4+2n)

R′( e
−x

)] =
2

ν − 2 + 2n

2

ν − 4 + 2n
e

x
2 (ν−6+2n)

R′′( e
−x

).

e, mais geralmente, para r = n, n− 1, . . . , 2, 1,

r∏
k=1

(
1− 2D

ν + 2k − 2

)
[ e

x
2 (ν+2n−2)

R( e
−x

)] =

=
2

ν − 2 + 2n

2

ν − 4 + 2n
· · · 2

ν − 2r + 2n
e

x
2 (ν−2−2r+2n)

R
(r)

( e
−x

).

Com n termos, fica

2
n

ν(ν+2)···(ν+2n−2)
e

x
2 (ν−2)

R
(n)

( e
−x

), n = 1, 2, . . .

Então
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n∏
k=1

(
1− 2D

ν + 2k − 2

)(
1 +

2D

ν + 2k − 2

)
[ e

−xν
2 F( e

−x

)] =

=
(−1)

n
2

2n

[ν(ν + 2) . . . (ν + 2n− 2)]
2 e

x
2 (ν−2)

[
e
−x(ν+2n−1)F (n)

( e
−x

)
](n)

.

Esta expressão pode ser simplificada notando que

2
n

ν(ν+2)...(ν+2n−2) = c
n

(2n−1)(2n−3)×···×3×1
(ν+2n−2)(ν+2n−4)...(ν+2)ν = cn

(1+ ν−1
2n−1 )(1+ ν−1

2n−3 )...(1+ ν−1
3 )(1+ ν−1

1 ) ,

onde cn = 4
n
n!

(2n)!
. Atendendo aos resultados

cn ∼
(

e
n

)n

(n→∞) e 1

Γ( 1−s
2 )

= lim
n→∞

n
s/2

√
π

n∏
j=1

(
1− s

2j − 1

)
,

(Hirschmann and Widder, p. 73, 75), vê-se que a expressão acima é
assintoticamente equivalente a

cnn
−(ν−1)/2

√
π

n∏
j=1

(
1 +

ν − 1

2j − 1

) ∼
(

e
n

)n
n
−(ν−1)/2

√
π

Γ
(

ν
2

)

Temos portanto

ψ(t) = lim
n→∞

Γ(ν)

Γ( ν
2 )
(

e
n

)2n
n
−(ν−1)/2

√
π

e
t
2 (ν−2)

[
e
−t(ν+2n−1)F (n)

( e
−t

)
](n)

= e
− t

2 (ν−2)
Ψ( e

t

)

Ψ( e
t

) = lim
n→∞

Γ(ν)

Γ( ν
2 )
(

e
n

)2n
n
−(ν−1)/2

√
π

e
t(ν−2)

[
e
−t(ν+2n−1)F (n)

( e
−t

)
](n)

e, fazendo de novo as mudanças de variável ν = 1/γ e u = e
t
,

Ψ(u) = lim
n→∞

Γ( 1
γ
)

Γ( 1
2γ )

(
e
n

)2n
n

(γ−1)/2γ

√
π

u
2− 1

γ

[
u

2n−1+ 1
γF (n)

(u)

](n)

.



149

No caso de γ ser negativo, a transformada F
X

pode-se exprimir em
termos de integrais fraccionários da função densidade de probabilidade
de X:

F
X
(v) =

− 1
γv∫

0

(1+γx)
−1/γ

f
X
(x)dx = (−γv)

− 1
γ
Γ

(
1− 1

γ

)
I

1− 1
γ
f

X

(
− 1

γv

)
,

onde I
ν
f é o integral fraccionário de f de ordem ν,

I
ν

f(y) =
1

Γ(ν)

y∫
0

(y − x)
ν−1

f(x)dx.

Reescrevendo a relação na forma

G(v) ≡ (−γv)
1
γF

X
(v)

Γ
(
1− 1

γ

) = I
1− 1

γ
f

X

(
− 1

γv

)
,

fica claro que, dada a transformada F
X
(v), a densidade f

X
(x) pode ser

recuperada aplicando a conhecida fórmula de inversão do integral frac-
cionário a G(v).
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plications, W. Grossman, J. Mogyoródi, I. Vincze and W. Wertz (eds.),
Reidel, Dordrecht, 143–153.

• Gurland, J. (1957). Some interrelations among compound and genera-
lized distributions, Biometrika 44, 265–268.

• Haldane, J. B. and Jayakar, S. D. (1963). The distribution of extre-
mal and nearly extremal values in samples from a normal population,
Biometrika 50, 89–94.

• Hall, A. (1998). Extremos de Sucessões de Contagem — Do Outro
Lado do Espelho, F.C.U.L., Lisboa.

• Hardy, G. H., Littlewood, J. E., Pólya, G. (1978). Inequalities, Cam-
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Diviśıveis, Literacia e Estat́ıstica — Actas do X Congresso Anual da SPE.

• Petrie M., and Kempenears, B. (1998). Extra-pair paternity in birds:
explaining variation between species and populations, Trends Ecol. Evol.
13, 285–298.

• Piegorsch, W. W. (1990). Maximum likelihood estimation for the ne-
gative binomial dispersion parameter, Biometrics 46, 863–867.

• Pillai, R. N. (1985). Semi-α Laplace distributions, Communications in
Statistics — Theory and Methods 14, 991–1000.
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• Rényi, A. (1956). A characterization of the Poisson process, MTA
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