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Resumo

A soma de variaveis aleatérias com numero de parcelas é aleatdrio, para
além do evidente interesse conceptual e tedrico, tem larga ressonancia na
investigacao do processo de risco e em processos de ramificacao.

Reformulamos a teoria de Panjer (1981), que permite o calculo ite-
rativo do risco agregado, com o recurso a valores médios de uniformes,
descrevendo uma extensao da classe de Panjer, e estudando em detalhe
a equacao funcional que a caracteriza.

Aplicamos essas ideias na caracterizacao de aleatoriedade discreta,
exemplificando com o comportamento das fémeas de passaros que inves-
tem na promiscuidade de parceiros para garantir a diversidade genética
da progénie, tendo no entanto o cuidado de manter as aparéncias de fi-
delidade, para garantir a cooperagao do parceiro no sucesso da ninhada.

Apresentamos as transformadas de Laplace e fungoes geradoras numa
perspectiva que leva a uma introdugao natural de transformadas de Pa-
reto, cuja relevancia exemplificamos.






Abstract

Ramdomly stopped sums, aside from their conceptual interest, are of
the utmost importance on practical issues, such as the risk process and
branching processes.

We extend Panjer’s (1981) theory on the class of subordinators al-
lowing an algorithmic iterative approach to compute the densities of
aggregated claims, by investigating a general iterative expression using
moments of uniform random variables, and the functional equation it
implies for the correponding probability generating functions.

Discrete randomness patterns are then elaborated, and we exemplify
their fitness in the investigation of recently discovered female bird beha-
viour — sexual promiscuity contributing to genetic diversity of future ge-
nerations, but disguised social behaviour, apparently with a single mate,
who collaborates inraising what he believes to be his nestlings — showing
that equilibrium patterns resulting from generalised discrete hyperbolic
laws make sense.

We also introduce Pareto transforms as natural extensions of the La-
place transform, and show their relevance.






Capitulo 1

Introducao

Na presente dissertacao exponho resultados publicados com outros mem-
bros da mesma equipa de investigacao, Dinis Pestana, Sandra Mendonca
e Tiago Marques, complementados por alguns resultados posteriores e
comentarios, quando adequado.

Escolhi portanto um formato menos tradicional para a dissertacao,
mas actualmente muito adoptado: a transcricao de artigos publicados.
Em vez de uma introdugao procurando cerzir os resultados, a guisa
de introducao transcrevo dois artigos por nés publicados em 2003, no
inicio da execugao do plano doutoral, “Somas e Maximos de Varidveis
Aleatérias Independentes — Classes de Leis Limites” e “Classes de Leis
N-Infinitamente Divisiveis” (este tltimo com Pestana). De facto, eles
expoem nao sé a conexao entre teoria das somas e teoria dos extremos de
variaveis aleatorias, e as extensoes recentes de “Poisson stopped sums’
para “geometric stopped sums’, como questoes mais genéricas sobre clas-
ses de leis limites em esquemas aleatorios.

Esse caminho conduziu-nos ao estudo de somas aleatérias (stopped
sums), ao processo do risco e processos de ramificagao. Os ricos resul-
tados de Panjer (1981) — que foram um salto qualitativo importante
no estudo do processo do risco — culminaram na publicagao na RevStat
(com Pestana) de “Extensions of Katz-Panjer Families of Discrete Dis-
tributions”, que se transcreve como parte integrante do Capitulo 2, em
cuja seccao de complementos e comentarios é feito o estudo exaustivo das
condicoes de existéncia de solucoes para a equacao as diferencas em que
centramos a nossa atengao.

Este estudo levou-me a reflectir a que ponto conhecia mal as leis dis-
cretas. A leitura de um trabalho de Neuh&user et al., cujas conclusoes
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algo abusivas face a anélise de dados (também esta com imperfeigoes),
nos levou a uma investigacao sistematica de formas de aleatoriedade dis-
cretas, chegando a conclusoes cuja interpretacao bioldgica parece mais
razoavel. Esse trabalho conjunto com Marques e Pestana, publicado
na revista Biometrical Letters, é transcrito como parte integrante do
Capitulo 3. Um aspecto que nos merece particular realce é que, ao trans-
formar variaveis aleatérias restringindo-lhes o suporte, se obtém familias
de variaveis modificadas ou truncadas com um espaco de parametros que
pode ser bem mais amplo que o original.

E assim que chegamos a classes de “variaveis poténcia”, cujo papel
em fractalidade é cada vez mais relevante, e, de um modo natural, es-
tendemos a classica lei de Zipf a classes de leis “hiperbdlicas” discretas
— que, na perspectiva de Mandelbrot, tém para fendmenos complexos
a mesma importancia que a lei gaussiana nas areas mais tradicionais da
Ciéncia.

Finalmente, no Capitulo 4, apresentam-se alguns resultados parcela-
res relacionados com trabalho conjunto com Mendonga e Pestana (2003).
Neste capitulo a minha opgao foi nao integrar esse trabalho conjunto, por
considerar ter sido modesta a minha contribuicao.

Parte do trabalho realizado durante o periodo de investigacao con-
ducente ao pedido de provas de doutoramento nao foi incluido, por se
afastar da linha principal do trabalho aqui apresentado.®

Passo entao a transcricao dos dois artigos que sao parte integrante
desta introdugao.

(1) Por exemplo:

e Marques, T., Pestana, D. D., Vasconcelos, R., Papoila, A. L., Velosa, S. (2003).
“Meta-Andlise, a Sintese de Evidéncia Estatistica”, Notas e Comunicac¢des do CE-
AUL, Lisboa.

e Pestana, D. D., Sequeira, F., Velosa, S. F. (2004). “Relacao de Parseval, densida-
des definidas positivas e estabilidade”, Estatistica com Acaso e Necessidade — Actas
do XI Congresso Anual da Sociedade Portuguesa de Estatistica, 615-627.

e Gaspar, H., Almeida, M. J.; Freitas, D., Velosa, S., Maia, J. (2004). “Growth,
physical fitness and specific motor skills in Portuguese soccer players”, 9th Annual
Congress of the ECSS, Clermont-Ferrand.
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Somas e maximos de varidveis aleatérias independentes —
Classes de leis limites

Silvio Filipe Velosa (¥

Departamento de Matemdtica, Universidade da Madeira, e

CEAUL — Centro de Estatistica e Aplicacdes da Universidade de Lisboa
svelosa@math.uma.pt

Resumo: Depois de uma panorimica do desenvolvimento cldssico de leis estaveis
e seus dominios de atracgfo, e de leis infinitamente divisiveis, na perspectiva de
convergéncias de classes, apresentam-se alguns resultados sobre refinamentos de
classes de leis limites de fungdes de varidveis independentes construindo M, , a menor
classe fechada para produtos e limites de funcgdes de distribuicio que contém todas as
distribui¢bes max-estdveis. Aborda-se ainda a problemadtica de somas e de maéximos
de um niimero aleatério de varidveis aleatérias 1.i.d., quando a varidvel de contagem
ndo é Poisson, resolvendo o problema de Zolotarev sobre auto-decomponibilidade
aleatdria no contexto de maximos e caracterizando as leis limites estdveis de méximos
Xyow = max{X;,... X} de varidveis aleatérias X, iid., com N ~ Geométrica(8)
independente dos termos X, , e seus dominios de atracgio.

Palavras—chave: estabilidade, divisibilidade infinita, auto-decomponibilidade,
somas, somas aleatdrias, maximos.

Abstract:  After a brief review of the classical extensions of the central limit
theorem and of the extremal limit theorem, namely of infinite divisibility and of
stable laws and their domains of attraction, we focus on some new refinements
and extensions. Starting from Mejzler’s M class of limit distributions of maxima
of independent random variables, we refine the concept of self-decomposability
for maxima, and construct and characterize M, the smallest class containing all
max-stable distributions that is closed under products and limits.In what concerns
an important extension of the classical results — stopped sums and stopped maxima,
with non-Poisson subordinator — we study the analogue for maxima of Zolotarev’s
question on random self-decomposability, and characterize the max-stable laws when
the subordinator is geometric.

Keywords: stability, infinite divisibility, self-decomposability, sums, random sums,
maxima.

MSC2000: 60F05; 60E0T.

(DInvestigagio parcialmente financiada por FCT/POCTI/FEDER (Projecto VEXTRA).
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1 Teorema limite central e suas extensoes

A convergéncia em distribuigio de somas parciais de varidveis aleatérias inde-
pendentes e identicamente distribuidas (i.i.d.), convenientemente centradas e
reduzidas, para uma gaussiana padrio, tornou-se um resultado de tal importan-
cia que Pélya (1920) o apodou de Teorema Limite Central, um nome que caiu em
graga e é desde entdo usado. O teorema cléssico foi sujeito a intimeras extensdes,
nomeadamente o Teorema Limite Central com as condigdes de Lindeberg-Feller,
estabelecendo resultado andlogo para a sucessdo de somas parciais de varidveis
aleatérias independentes, desde que se imponha uma condicio de limitacio uni-
forme no crescimento da soma das varidncias truncadas (uma condi¢ao que, em
dltima anslise, assegura que as caudas das parcelas sfo suficientemente leves,
pelo que a contribuigio de cada uma das parcelas nunca se torna preponderante
— para mais comentérios, cf. Pestana e Velosa (2002, Cap. 8), Laha e Rohatgi
(1979) ou Galambos (1995)).

Lévy (1925, 1937) desenvolveu duas extensdes de grande importancia ao
teorema, classico de de Moivre (1738) e Laplace (1812): a teoria geral das leis
estdveis e seus dominios de atracco, e a teoria ainda mais geral das leis infini-
tamente divisiveis.

A teoria das leis estdveis generaliza o teorema limite central cldssico a situ-
acles em que o peso das caudas torna preponderante o papel de algumaf(s) das

k3
parcelas: Seja {X, }, _ uma sucessdo de varidveis aleatériasiid., S, = kz X, e
= =1

suponha-se que existem constantes de atracgdo a, > 0 (destinadas a estabilizar
a dispersdo) e b, € R (destinadas a estabilizar a localiza¢o) tais que
S, —b, a

—— Y, nao degenerada.

—
a, n—r00

A varidvel aleatéria limite Y é estdvel para somas, no sentido em que se “replica”
por somas: se tomarmos a sucessdo de somas parciais de réplicas Y, inde- .
pendentes de Y, existem constantes normalizadoras A, > 0 e B, € R, para

n=1,2,..., tais que é verificada a equacdo de estabilidade
T
k=1 d
=Y.
A

n
. A i d ‘ . < o
Nestas circunsténcias diz-se que X =X, estd no dominio de atrac¢ao da varidvel

aleatéria estdvel Y, X € D(Y). E ébvio que estamos a falar de convergéncias de
tipos, no sentido de Khinchine, pelo que em geral concentramos a discussio em
varidveis padrao, representantes particularmente simples das classes que tipifi-
cam.

No teorema limite central cldssico, demonstra-se convergéncia para a Gaus-
siana no caso de X ter varidncia (uma condigio suficiente, mas ndo necessiria:
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basta que uma funcdo simples da variéncia truncada seja de variagdo lenta).

Neste caso servem as constantes de atrac¢iio a, = oy/n e b, = nu, notacdes

tao usuais que nos dispensamos de explica¢es supérfluas, e, na equagéo de es-
1

tabilidade, neste caso A_ = n”. Prova-se, mais geralmente, que na equagdo de

estabilidade A, = n% para algum « € (0,2], a que se chama ezpoente carac-
teristico da varidvel aleatéria estdvel. Assim, a gaussiana é a estével de expoente
caracteristico @ = 2 (e a Cauchy (1853) é uma estdvel com expoente caracterfs-
tico @ = 1, um facto ja relatado em Laplace, 1812).

A invencio das estdveis era bastante promissora: muitos dos fenémenos
podem ser modelados invocando algum mecanismo aditivo, e que modelo poderia
ser mais simples do que aquele em que a adjungdo de nova informacio apenas iria
alterar pardmetros de localizagio e escala? E esta uma das razdes do sucesso do
modelo “normal” cldssico, e seria decerto de grande utilidade dispor de modelos
andlogos com caudas mais pesadas.

Infelizmente a equagio de estabilidade é facil de resolver apenas no espaco
transformado das funcgbes caracteristicas, mostrando-se que as solugoes definidas
positivas (condigdio necesséria e suficiente de Bochner para uma funcio ¢ com
©(0) = 1 ser funcéo caracteristica de uma varidvel aleatéria honesta) da equagcio

de estabilidade 5 .
—it—g i
=" ()

o(t) = exp {iat —elt [1 Y % wt, a)] } ,

sdo da forma

onde a € R é um pardmetro de localizagfo, ¢ > 0 é um pardmetro de escala,
B € [-1,1] é um pardmetro de assimetria, o é o expoente caracteristico ou
indice, e
tg  a€(0,1)U(1,2]
w(t, o) =
—2 In|t] a=1

(Zolotarev (1986) usa representagdes alternativas, que para determinados objec-
tivos sdo mais cémodas). E a expressio acima ndo é ficil de inverter analitica-
mente, apenas sendo conhecidas as funges densidade de probabilidade estaveis
para os ja referidos casos a = 2 (gaussiana) e @ = 1, 8 = 0 (Cauchy), e para
o= %, B =1 (Lévy). Assim, o que parecia t30 promissor é decepcionante, pois
em geral apenas estd acessivel o tratamento computacional destes modelos.

Anote-se desde j& que o papel desempenhado pelas fungbes caracteristicas no
esquema de somas de varidveis aleatérias independentes (a fun¢io caracteristica
da soma de independentes é o produto das funcdes caracteristicas das parcelas) é
desempenhado pelas func¢des de distribuicdo no esquema de méximos de varidveis
aleatérias i.i.d.
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O problema, da caracterizagdo das funcgbes de distribuigio estdveis para maxi-
mos ¢é assim o da resolucéo da equagdo de estabilidade

F"(A,z+B,) = F(z)

que Fréchet (1927), um discipulo de Lévy, importou da teoria das somas para
a teoria de valores extremos, inaugurando os estudos conducentes ao teorema
limite extremal que paraleliza o teorema limite central. A solugdo da equagdo
funcional de estabilidade para extremos deve-se a Fisher e Tippett (1928),
creditando-se a Gnedenko (1943) a demonstracio de que as solugdes por eles
avangadas sdo as Uinicas possiveis. Mais geralmente, é possivel estudar os ele-
mentos estdveis de convolugbes generalizadas (Bingham, 1971, na sequéncia de
um trabalho em que Kingman (1963), para estudar passeios aleatdrios em es-
feras, tinha introduzido uma operago integral partilhando de muitas das pro-
priedades da convolugéo) e seus dominios de atraccdo. Este desenvolvimento foi
possivel depois de Feller (1967) ter mostrado que a caracterizagfo dos dominios
de atraccio de leis estdveis para somas (Doeblin, 1940; Gnedenko, 1940) e de
leis estdveis para maximos (Gnedenko, 1943, com excepgéo do caso do dominio
de atracgio da Gumbel, que seria resolvido por de Haan em 1970) se faria com
maior eficiéncia recorrendo & teoria das fungdes de variacfo lenta e de variagdo
regular de Karamata (1930). Para uma excelente resenha, consulte-se Bingham
et al. (1987).

E ficil notar que se X é estdvel, entdo é também infinitamente divisivel,
no sentido em que X pode ser decomposta como soma de tantas parcelas i.i.d.
quantas desejarmos, isto é

X2Y, -4,

qualquer que seja n, com parcelas Y, i.i.d. Por outras palavras, para todo natural
n 2> 1, existe uma fungio caracteristica 1, tal que a fungio caracteristica ¢ de

n . 1 v ~ oL
X verifica ¢(t) = ¢_(t), ou seja ¢ ™ ¢ uma. fung8o caracteristica.
E de facto imediato estabelecer que, no caso de X ser estavel, a raiz de

indice n, qualquer que seja n, da sua fun¢do caracteristica , continua a ser
uma funcio caracteristica: da equacgdo de estabilidade decorre imediatamente

que
Y . . Bn t
e ) o)

(E facil provar - cf. Lukacs (1970) — que uma fungdo caracteristica infinita-
mente divisivel ndo tem zeros reais, pelo que se pode definir sem ambiguidade
o seu logaritmo, e consequentemente qualquer poténcia positiva).

A nocao de divisibilidade infinita surgiu nos anos 30, tendo de Finetti (1930)
demonstrado um resultado crucial: as leis infinitamente divisiveis podem ser
identificadas com Poissons compostas ou seus limites. Kolmogorov (1932) de-
duziu uma representacio integral para as fungdes caracteristicas infinitamente




Actas do X Congresso Anual da SPE 49

divisfveis de varidveis aleatérias com variéncia, e a representacfo integral geral
deve-se a Lévy, que caracterizou com toda a generalidade as medidas espectrais,
a representacio de Lévy-Khinchine, também geral, é porventura mais comoda, e
Feller (1971), como é seu hébito, apresenta uma solucdo alternativa porventura,
mais elegante ainda, mas que nunca destronou as anteriores. Kendall (1963)
mostrou que estamos perante um problema de representaciio de um conjunto
convexo, identificando os pontos extremos das transformadas de Laplace de
varidveis aleatérias infinitamente divisiveis positivas. Johansen (1966) estabele-
ceu o resultado geral, demonstrando que ndo sé as fungdes caracteristicas sdo
definidas positivas (critério de Bochner) como os logaritmos das fungées carac-
terfsticas infinitamente divisiveis sdo func¢des definidas positivas. A partir deste
resultado demonstrou que os pontos extremos sdo gaussianas, ou Poissons (no
sentido de tipos de Khinchine, aX + b com X —~ Poisson, pelo que o suporte é
um conjunto de pontos em progressao aritmética com ponto terminal direito b se
a < 0, ponto terminal esquerdo b se ¢ > 0), ou degeneradas, do que deduziu uma
representacio integral equivalente & de Lévy (obtendo ainda como coroldrio dois
dos mais famosos teoremas da Teoria da Probabilidade, originalmente devidos
a Cramér(?) (1946) e a Raikov (1938), de que se uma Gaussiana for decomposta
como soma de varidveis independentes estas sfo necessariamente gaussianas,
se uma Poisson for decomposta na soma de parcelas independentes, estas sao
necessariamente Poisson, respectivamente).

Gnedenko e Kolmogorov (1954) explicam por que razdes a classe de leis in-
finitamente divisiveis tem que ser abordada num esquema de somas duplamente
indexadas, habitualmente denominado esquema triangular:

Definindo Y, = X, 4+ --- + X,,,, no caso de a sucessdo {Y,} _ convergir

em distribuigdo o limite é infinitamente divisfvel.
E evidente que nenhuma das parcelas pode tomar um papel preponderante,
hé que exigir negligibilidade assintética(®,
sup P(|X,.|> &) —— 0. Por outras palavras (recorde-se que as funcdes
1<k<n n—00
caracteristicas de varidveis aleatérias honestas tomam o valor 1 no ponto 0,
e so uniformemente continuas), Px_ (t) =~ 1, e convergindo o seu produto,

(2)  Por vezes referido com Teorema de Lévy-Cramér. Lévy, com a sua extraordindria
intuicio, conjecturou este resultado, mas sé volvida uma dezena de anos Cramér o conseguiu
demonstrar.

() Macis (1971), prescindindo desta condigdo, apresentou uma série de resultados que
apodou de “teoremas limites nio cldssicos”; veja-se também Zolotarev (1967, 1970) e Malo-
sevskii e Nikitin (1977).
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este pode ser aproximado por exp [— > (gox . () — 1)J Afinal, as represen-

tagGes candnicas néo so mais do que uma elaboracio rigorosa desta constatacao.
Veja-se também Burrill (1977, pp. 337-341), onde se procede a uma fascinante
preparagao intuitiva da representagéo de Lévy-Khinchine, que é depois rigorosa-
mente demonstrada.

O estudo actual das leis estdveis é usualmente feito a partir da representacdo
integral das fungles caracteristicas infinitamente divisiveis, usando a equagio
de estabilidade, veja-se por exemplo Lukacs (1970). As descobertas de Lévy
e de Khinchine permitiram o desenvolvimento de uma “aritmética das leis de
probabilidade”, inspirada na aritmética do semigrupo multiplicativo dos inteiros,
mas com patologias estranhas em que se enredou muita investigacio. Estes pro-
blemas s&o hoje enquadrados na investigacio de semi-grupos topoldgicos (que
Kendall (1967) apodou de semi-grupos délficos, por os ter apresentado num
congresso realizado em Loutraki, nas imediagdes de Delfos), veja-se também
Kendall e Harding (1973).

Mais uma vez, o que se estabelece para o esquema de somas tem paralelo
no esquema de maximos: num caso usa-se produtos de funcBes caracteristi-
cas, no outro produtos de fungdes de distribui¢io. Durante muito tempo nio
se deu qualquer relevo & nogéo de divisibilidade infinita para msximos, pela
simples raz&o que qualquer fungio de distribui¢io univariada é infinitamente di-
visivel, o que retira qualquer interesse & questdo. No entanto, Balkema e Resnick
(1977) mostraram que no caso multivariado deixa de se ter esta situacdo tri-
vial (e as fungdes de distribuicéo infinitamente divisiveis para maximos surgem
naturalmente associadas aos processos extremais, tal como as distribuicbes in-
finitamente divisiveis para somas estdo naturalmente associadas aos processos
com incrementos independentes); e adiante, ao generalizar a classe de Mejzler,
demonstraremos que o conceito tem, mesmo no caso univariado, importancia.

O contexto de estabilidade ¢ demasiado estrito em modelagdo, o de divisi-
bilidade infinita demasiado vago. Tal como o Teorema Limite Central com as
condigdes de Lindeberg-Feller, no caso de parcelas com caudas moderadas (ou
seja, em que nenhuma toma valor preponderante), é o verdadeiro contexto que
justifica a importéncia do modelo gaussiano, como limite de somas de parcelas
independentes (é alids extensfvel para formas brandas de dependéncia), ha que
relaxar o espartilho de identidade distribucional na situacéo de caudas pesadas.

O impulso inicial nesta direc¢io deve-se a Khinchine, que colocou o pro-
blema, devendo-se a solugdo geral a Lévy (1937). A classe de leis limites
nao degeneradas de somas de varigveis aleatérias independentes conveniente-

ki3
L X, —b . .
mente normalizadas ) ~%—=, com a “eondi¢o de densidade” a, —— oo
k=1 " n—00

e —mil 1™, denomina-se classe L de Khinchine; o problema anglogo

n n-—00

@) As generalizagdes a’;““l —r>1e a’;"’l — 1 € (0,1) foram estudadas por
n—rco T n—+oo

Sreehari (1970) e por Kruglov (1972), respectivamente.
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para méximos foi estudado por um discipulo de Gnedenko, Mejzler (1956), pelo
que denotamos classe M a classe das possiveis leis limites ndo degeneradas de
méximos convenientemente normados de varidveis independentes.

Prova-se que uma funcio caracteristica € da classe L se e s6 se verificar a
equacao funcional

()D(t) = ‘10(0'{;) P, (t)a Vae (Ov 1) )

onde 7, é uma fungio caracteristica. Prova-se, além disso, que %, ¢ infinita-
mente divisivel.
Por outras palavras, a correspondente varidvel aleatéria X admite, para

todo a € (0, 1), a decomposi¢do em parcelas independentes X Lax + Y , onde

Y, é uma varidvel aleatéria infinitamente divisivel. Por esta razdo, autores ha
que preferem chamar classe das auto-decomponiveis & classe L de Khinchine.
Obviamente

{estéveis} C {auto-decomponfveis} C {infinitamente divisiveis} .

Poderia parecer, & primeira vista, que estava encontrado o contexto ade-
quado para a modelagio de fenémenos sujeitos a um mecanismo aditivo. Duas
objeccdes, no entanto, tém que ser feitas:

o O niimero de observagdes é sempre finito, pelo que, mesmo gue cada qual
provenha de um modelo parente diferente (como é vidvel neste esquema de
parentes independentes mas ndo necessariamente identicamente distribui-
das), nunca estard em causa toda a complexidade conceptual admissivel
no problema de Khinchine. Quando estdo em causa parcelas de diversos
tipos, intuitivamente esperar-se-ia obter como lei limite uma mistura de
estdveis (na Secgdo 2, ao comentarmos a conjectura de Gnedenko, veremos
que a verdade é, neste caso particular, contra-intuitiva). N&o se sabe a
que ponto a classe L é mais vasta do que todas as possiveis misturas de
estaveis.

e N#o h4 uma caracterizacio das situagBes que correspondem a cada uma
das possiveis leis limites (enquanto para estdveis hd o estudo completo
dos dominios de atracgio, em termos de variaggo regular das caudas; e no
Teorema Limite Central de Lindberg-Feller, ha também um esclarecimento
das condicdes a exigir, em termos da sucessdo de variéincias truncadas, para
se ter convergéncia para a normal).

Por estas razdes, podemos considerar que os trabalhos cldssicos de Lévy,
Khinchine e seus discipulos (com relevo para Doeblin, Gnedenko e o seu estu-
dante Mejzler) deram resposta a problemas importantes, mas sobretudo sus-
citaram um amplo leque de novas perguntas e campos de investigacio, que
abordamos na Secgdo que segue.

19
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2 Extensoes do Esquema Classico

As descobertas de Lévy sobre leis estaveis e leis infinitamente divisiveis (e, mais
geralmente, sobre processos com incrementos independentes), e extensdes pars.
situagdes de dependéncia fraca (por exemplo martingalas, uma outra importante
criagiio de Lévy) estfio na génese da moderna Teoria da Probabilidade, cuja
histéria na primeira metade do século XX pode, em grande medida, ser feita
acompanhando os desenvolvimentos daqueles campos.

N2o é por isso de estranhar que os conceitos de estabilidade e de divisibilidade
infinita tenham invadido outros campos. S6 a titulo de exemplo, refira-se o
estudo de POT (Peaks Over Thresholds), cf.

Reiss e Thomas (1991), cujos elementos estdveis sdo as Paretos generalizadas,
ou o recente conceito de planocs experimentais infinitamente divisiveis.

A teoria cldssica situa-se no campo da convergéncia de tipos, assumindo
transformagcdes lineares. Mesmo estas podem ser mais sofisticadas, usando trans-
formagOes lineares diferentes para cada uma das parcelas, isto é procurando
possiveis limites fracos ndo degenerados de

n

X, —b,.
Z Aak K .

k=1 kg

Tanto quando sabemos, a questio foi apenas parcialmente tratada por
Schreiber (1977), e Graga Martins e Pestana (1988) trataram um problema,
idéntico no esquema de méximos. Os resultados sdo evidentemente mais ricos
do que os cléssicos: no caso de parcelasi.i.d., obtém-se como classe de leis limites
um conjunto convexo que, no caso de a distribuicdo parente estar no dominio
de atracc@o de uma estdvel, contém, naturalmente, essa lei estdvel. No caso de
parcelas independentes, obtém-se uma classe mais vasta do que a classe L, que
serd, porventura a classe das infinitamente divisiveis, mas que, por enquanto,
n#o foi caracterizada.

A tentaco de usar transformagdes nfo lineares é natural. Afinal, se conhe-
céssemos a lei limite, podfamos chegar a ela em dois passos, usando o teorema
da transformacdo uniformizante! Mas, referindo questdes menos platénicas, e
exemplificando agora com méximos: Desde Fisher e Tippett (1928) que se sabe
que méximos normalizados de gaussianas convergem muito lentamente para a
“ultimate limit law” Gumbel, e que para todo n existe uma “penultimate approzi-
mation” Weibull mais préxima de F" (a,z+b,). Este assunto, que fez correr rios
de tinta até ser finalmente explicado por Gomes (1984) e por Gomes e Pestana
(1987) — que mostraram a importincia de particionar o domifnio de atraccio
em dominio de atraccdo normal e dominio de atraccdo ndo normal consoante
a fungdo de variagdo regular envolvida na escolha das constantes de atracgio
converge ou nao para uma constante ndo nula; veja-se também Iglésias Pereira
et al. (1996), no que respeita resultados pré-assintéticos em somas, que mostram
que se trata de um falso problema, pois aproximacdes pré-assintéticas sdo a re-
gra, e ndo a excepc¢ao que o trabalho de Fisher e Tippett parecia apontar —,
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trouxe em particular a constatacio (Haldane e Jayakar, 1963) de que méximos
normalizados de quadrados de Gaussianas convergem mais rapidamente para o
limite Gumbel do que os méximos normalizados de Gaussianas.

Mais recentemente houve abordagens considerando normalizagio pela apli-
cacio de operadores (“operator stable laws”), ou “auto-normalizagbes”. Veja-se
o interessante trabalho de Logan e al. (1973), no que refere somas, e os resul-
tados de Mendonga (2000) em méximos. Também Hall (1998), por trabalhar
com varidveis aleatérias discretas, preferiu usar rarefacdo (“thinning”) — que
abre a porta das somas aleatdrias, que abordamos na Secgio 3 — em vez de
normalizagdo linear.

Todas estas abordagens sao interessantes, abrem novos caminhos e propiciam
uma visfo mais abrangente da problemética de teoremas limites fracos em Teoria
da Probabilidade. No entanto o esquema cldssico admite extensbes nao triviais,
que nos ocupam, ¢ de gue passamos a expor alguns resultados.

No intuito de tornar o esquema cléssico mais interessante do ponto de vista
de modelaciio, Gnedenko conjecturou que se usdssemos parcelas de diferentes
tipos, e em diferentes domfnios de atracgfo se obteriam classes de leis limites
que corresponderiam a misturas das estdveis que surgiriam como limite de cada
um dos tipos de parcelas consideradas.

Por exemplo: sabe-se que se X —~ Gaussiana, ¥ = -)'% € D(Cauchy), cf.

Gomes e Pestana (1981) . Ent&o, se considerarmos uma sucessao {Wk};.>17 em
r d e . d
que para cada n se tem n, réplicas W, = % =Y en, = n—n, réplicas W, = X,

entao a soma

n ny Ty
Swo Y, X,
k=1 k=1 7 k=1 n
= L4 -2

VAN SN~

» a € (0,1) converge para uma mistura de Gaussiana e

i3
no caso de —%
‘\/1_7' n—co

Cauchy.

Zolotarev e Koroljuk (1961) mostraram que a conjectura de Gnedenko é
vélida para n = 2, mas Zinger (1965) mostrou que para n > 3 é falsa. Assim,
o caminho de ir ampliando o esquema de estdveis relaxando progressivamente
a hipétese de identidade distribucional ndo parece o adequado. Veja-se Graga
Martins e Pestana (1987, 1988) no que refere problema idéntico para extremos.

Urbanik (1973) tomou o caminho oposto, partindo da classe das infinita~
mente divisfveis para refinamentos da classe L de Khinchine.

Denote-se a classe das infinitamente divisiveis L, e L, a classe das auto-
-decomponiveis de Khinchine. Vimos j4 a caracterizagiio das fungdes caracteris-
ticas ¢ auto-decomponfveis:

w € L, seesdseVae (0,1), p(t) = p(at)¥,(t), comp, € L.
Podemos entdo definir iterativamente as subclasses L, k = 2,3,... usando
pe L, seesdseVac(0,1), o) =p(at)¥,(t), comy, € L, _,.
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E 6bvio que L, C L,_,; Urbanik tem implicita uma interpretacio em termos
de somas de varidveis aleatérias, construindo o que denomina de disposicoes
triangulares de variagdo lenta.

Vejamos a construcio andloga que se pode fazer em termos de maximos de
varidveis aleatérias independentes.

Definam-se, para cada varidvel aleatéria X, os pontos terminais esquerdo
e direito, o = o, = inf{z: F,(z) >0}, w = wp = sup{z: F,(z) <1},
res-pectivamente (“left endpoint” e “right endpoint”, e a cada funcio de dis-
tribuicao F, associem-se

Caso 1. (1)( ) = Fy(z)

X

Caso 2. F;:) (@) =Fylw—e)=F_ . @) sew<oo

@ e
Caso 3. an () =Fylate)=F ,_, (@) se o > —00
Denote-se M, a classe de todas as fungbes de distribui¢io (vimos jé que, no
caso unlvarlado s&o infinitamente divisfveis para méximos), e defina-se M, da
seguinte forma;:

F, € M, seeséseVa>0existe Y, € M, tal que G—’ﬁ) (z) = Gg) (z+a) GS) (@),

para o i € {1,2,3} que seja apropriado aos pontos terminais de F, (escreve-
mos indiferentemente X € M, ou F, € M,; por outro lado, quando tal for

. 3
. e @ 0]
conveniente distinguimos as subclasses M ", i=1,2,3,sendo M, = |J M ,: ).

i=1

A classe M,, descoberta por Mejzler (1956), é, no esquema, de méximos de

varidveis independentes, o simile da classe L de Khinchine, no sentido em que é

a classe das leis limites de mdximos adequadamente normalizados de varidveis

independentes, sob uma “condigdo de uniformidade para o méximo” (que é o
simile, para méximos, da condigdio de negligibilidade assintética para somas)

X —c
max]P’["———-— }-max {1— %, (€ +d,z)p ——0
1<k<n d, 1<k<n n—0co

e, para todo t € (0, 1), fixo, existe

nt) I(nt)
dim 3P| R = Y[R e+ d,0)] = o)

onde I(z) denota o maior inteiro nio superlor a z, finito no caso de z(l z) o
ser (admite-se que z > «, em que F, é a distribuicio limite dos méximos

normalizados).
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A equacgio funcmna,l acima pode ser reformulada em termos de log-

-concavidade de G , no suporte de X, e para o(s) % apropriado(s), cf. Galambos
(1987, pp. 216-220).

Comente-se a equagio Gi:) (z) = (z)( +a) G ’(z), onde Y, € M,, Va > 0.
Para o caso ¢ = 1, por exemplo, é F, (z) = Fy (:z: +a) F, (z), Ya > 0, 0 que
significa que existe, para todo a > 0, uma varidvel aleatéria Y, independente de
X e tal que

XLmax{X —a, Y}

justificando-se assim que também no esquema de méximos falemos de auto-
-decomponibilidade. Para mais detalhes veja-se também Hall (1998).

Passemos agora a uma construgio de refinamentos da classe M, por iteragio
de aplicagiio daquela equacio funcional, inspirando-nos em Urbanik (1973) e
em Graca Martins e Pestana (1988), mas levando mais longe a construgio e
a interpretacdo em termos de méximos. Referiremos também os resultados de
Pestana e Mendonga (2001) sobre monotonia generalizada de ordem néo inteira
para definir classes M_, « > 0. No que diz respeito a somas, veja-se também
Kumar e Schreiber (1978), que procedem a uma andlise e representagao integral
de Chogquet identificando os pontos extremos destes conjuntos convexos, e Bai
e Yin (1984).

As observacdes acima, capitalizando na similitude formal entre funcdes de
distribuicio e funcdes caracteristicas no tratamento de méximos e de somas, res-
pectivamente, de varidveis independentes, ndo séo totalmente satisfatdrios, por
nao ser explicito o sentido probabilista profundo daquela auto-decomponibilidade
formal.

Detalhemos por isso os pormenores da construcdo das classes M), em que
serd patente o que é a varidvel Y, na decomposicio X Lmax{X —a, Y. }.
Seguindo os passos da construgfo feita por Urbanik no contexto de somas,
definimos as subclasses M, da classe M de Mejzler com base num critério
de estacionaridade, que depois mostramos ser equivalente a condigio de auto-
decomponibilidade. Adaptamos o conceito de slowly varying triangular arrays
de Urbanik (1973) ao contexto de maximos:

Seja X,,X,,..., X, ,... uma sucessdo de varidveis aleatérias independentes.
Dizemos que {X,} € S, se e 56 se existem sucessoes de constantes ¢, e d, >0
tais que os maximos normalizados ——Mf—— t8m uma distribuicio limite néo de-

generada F'e {X } verifica, para qualquer Z > ¢, as condigdes de uniformidade
para 0 maximo.

Dizemos que {X, } € S, (j=2, 3, ...) seesb se {Xk} € S, eparatodooc >0
a disposicdo triangular X, = Xl(w) - k=12,....,n n=12,...) 6 equi—
valente a um elemento de S5,_, — isto é, se a sucesséo dos mAaximos lm!;ax X,

devidamente normalizada, tiver uma. distribuicio limite ndo degenerada, e co-

23
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o0
mum & alguma sucessdo de S;_,. Definimos também S = (1 S,. -
j=1
Designaremos por M;, j = 1,2,...,00, a classe das possiveis distribuicdes
limites de sucessdes de S, aqui representadas pelas respectivas fungdes de dis-
tribuicio. M, é a classe de Mejzler das fungbes de distribuicdo log-céncavas.
Convencionaremos designar por M, a classe de todas a fungdes de distribuicéo.
Comegamos por notar que uma fungdo de distribuicdo log-concava é neces-
sariamente continua — se o néo fosse seria ilimitada em qualquer intervalo,
cf. Hardy et al., 1978, p. 96, 0 que é manifestamente impossivel —, e honesta
(sem dtomos em +oo e —o0). Como apenas vamos considerar sucessdes de
varidveis aleat6rias honestas, também a distribuicdo limite F ndo tem 4tomos
de probabilidade nesses pontos.
A condigio “In F' céncava” equivale a

F(z)

Ya >0 m

=G, (z), z20q
onde G, é uma fungdio ndo decrescente, e o = «,.. Nestas condicdes, podemos
tomar para G, uma funcio de distribuicio.

De facto, definindo F,(z) = G,(z) se z > a e F,(z) = 0 caso contrério,
temos que F, é uma funcio continua, dado que F é continua. Pela mesma
razdo, e por F ser no decrescente,

lim F(z)
sup F (z) = 22—
oY lim F(.’D -+ a)

com w = w,. Quer o numerador quer o denominador séo néo nulos. Logo, F,
é majorada por 1 = sup F,, e portanto F, (z) = n+ (1 — n)G(z), onde G é uma
>

T2
funcgdo de distribui¢io. Por outro lado,

_ .. F@) o JnF@E)
7 = inf = =0
z2e F(z+a)  lim F(z +a)

Por definigao de «, o denominador é positivo. Segue-se entdo que G = F.
Notamos também que F e F, t8m o mesmo suporte. Assim, a condicdo de

log-concavidade F(z) = F(z + a) F. (z) equivale a X < max {X —a,Y.}, com
Y, uma varidvel aleatdria independente de X.
Definam-se as varidveis aleatérias X (;), 1= 1,2,3, tais que:

1. xY=x,

2. x® =In(X —a), se a > —co,
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3. x® = —In(w— X), se w < +o0.

Entdo a classe M, de Mejzler é constituida pelas fungdes de distribuigio das
varidveis aleatérias X tais que para algum % = 1, 2, 3 se verifica a condigéo

Va>0 X7 & maX{X(i) - a, Y;m},

onde Y, é uma varidvel aleatéria independente de X, com o mesmo suporte.
Note-se também que X = a + exp(X (2)) e X =w-—exp(—X (3)).

Teorema:
A fungdo de distribuigdo F' de uma, varidvel aleatéria X pertence & classe M,
(4 =1,2,...) se e 86 se para algum { = 1, 2, 3 se verifica a condigao

Ya > 0, 7 (z) = FY (z+a) ij) (z), com G, € M,_,.

e - ® d ) ) .
Em termos de varidveis aleatérias, X =max{X - a, Y '}, com Y, indepen-
dente de X.

Demonstragao:
Dada a extensdo da prova vamos chamar a atengio, em italico, para os diversos
passos construtivos da demonstragdo, como guia de leitura.

Vamos agora demonstrar a condigdo necessiria, isto é que se F for dis-
tribui¢do limite dos méximos normalizados de uma sucesséo {X, } € S, entdo

Va>0 FP@) =F"@@+a)G" (z) G. eM
a z) = z+a)G_(z), com G, I

Comecemos por explicitar uma decomposicdo Gtil no que segue:
Seja {X,} € S, uma sucesséo arbitréria de varidveis aleatérias independentes

. . . X, . — .. < ‘o
cujos maximos normalizados —’%—fl convirjam para uma varidvel aleatéria
n&o degenerada X com funcdo de distribuicdo F. Paratodot € (0, 1], definimos

@ ‘Xnt- =

max s 3
T i<k<I{ng) ©

o X!, = max X, = max X
mER L k>I(nt) I(nt)+1<k<n

Xn:-n. — cn ma; Xnt:n — C'n. X:Lt'n _ c’ﬂ»
—_— = X - .
. d d ’ d

n ™ n

k*

Entao,

A decomposicio acima corresponde a uma factorizagho das respectivas fungdes
de distribuigdo em F. (z) = F ,(z) H_,(z).
Para o primeiro termo da decomposicao, verifica-se:
X-n.t:n - cn d X - At
d n—+00 B ’

n t
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Assim, a distribuigdo limite do méximo retardado X _, ¢ afectada apenas na
localizacio e na escala(®.

H4 trés possibilidades para 4, e B,:

n

LB, =1eA, =rlnt;
ILB, =t ,comm<0,ed,=—at"—1);
IIL B, =t",comm>0,e 4, =w(l—1t").

Caso I

Se B, =1e A, =rlInt, entdo r < 0, visto que X, < X, (a distribuicso
limite de X, vem antecipada relativamente & de X, ). Escolhendo t = e",
tem-se

ntin n d
tin .X""a

d n—00

Relativamente ao segundo termo da decomposicio efectuada, acabamos de ver
que F, (z) —— F(z) e F,,(z) —— F(z + a), do que resulta
n—oo o0

H_ (z) — G (z) = F—(I;—(%)EJ, z >,

Daqui conclui-se imediatamente que a distribuigio limite G, é no degenerada,
continua e honesta, e verifica F(z) = F(z + a) G, (z) para todo o a > 0.

Resta apenas provar que G, € M,_,:

Por hipétese, qualquer disposicéo triangular X, = X Hemy+i © €Quivalente a um
elemento de §,_,. Ora,

! max

= max X, = X, .
" Ity i<k<n © 1<k<n-I(ng) S

n

Por outro lado, k, = n — I(nt) —— 4o00. Logo, X ! ... € equivalente a uma
n—00 "

sucessdo de S,_,, e portanto G, € M,_,.

Caso I1

SeB, =t ,comm <0, entdoa distribuigéo de X tem suporte limitado inferior-
mente e A, = —a(t" —1). Nestas condigdes, por um raciocinio andlogo ao que
foi feito para o-caso anterior, vé-se que as distribuicdes limites dos termos da
decomposicdo verificam para z > o a igualdade

F(z) = F(A,+ B,x) G,(z),

() Decorre de Galambos (1987, pp. 218-219), tal como as expressdes para os paridmetros
de localizag8o e escala.
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onde G, € M,_,. Daqui vem que

Fla+e)=F (At—i— B, (e + e$)> G (a+e).
Tomando ¢ = e™ , fica (4,+ B,(a+¢")) = Fla+e"""), ou seja

(),

para todo o z real e @ > 0, como queriamos demonstrar.

FP @) =F®@+a) G

Caso II1

Se B, = t", com m > 0, entfgo a distribuigo de X tem suporte limitado
superiormente e A, = w(l — ¢t ). De modo andlogo aos casos anteriores, e

tomando t =e %, obtemos
FPo@)=Flw—e ) =Fw—-e¢" )G (w-¢ )= F”(z+a) Gis) (z)
para todo o g positivo, com G, € M,_, .
Passemos agora a condigdo suficiente: Admita-se que
Va > 0, F? (z) = F? (x+a) Gf:) (z), G, € Mj_l..
Pretendemos mostrar que F' é distribuigio limite dos méximos normalizados de
uma sucessdo {X,} € S,.

Casoi=1

Comecemos por construir ume sucessdo apropriada, cujos maximos norma-
lizados tém distribuigcdo limite F', da seguinte forma:

Atendendo & relagiio F(z) = F(z + o) G, (z), vemos que G, é uma funcéo
de distribui¢io ndo degenerada, para todo o @ > 0. Considere-se entdo uma
sucessdo de varidveis aleatérias independentes { X, } com fungdes de distribuicdo

Flz—Ink)
Flz—In(k—-1))’

F k=23,...

(z) =F(z) e F(z)=
Os méximos desta sucessao tém a fungdo de distribuigdo F(z —In n). Tomando
as constantes normalizadorasc, =Inned, =1, tem-se Fy (¢, +d, z) = F(z).
Logo, F é distribuigio limite dos méximos normalizados.

No que respeita as condi¢ées de uniformidade para o mdzimo:

Facilmente se verifica que F, (¢, +d,z) — 1, k=1,2,... Logo,
n—ro0
ch - Cn
max P|~—%—= >z| = max [1-F, (¢, +d, z)] —— 0.
1<k<n d 1<k<n n~00

n
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Nestas condigles, para qualquer 0 < ¢ < 1 a expressao

I(nt)

> [1-F,(c,+d,z)

fo=1

é (cf. Galambos, 1987, p. 127) assintoticamente equivalente (n — o) a

I(nt) I(nt)
—In [[ Fic,+d,z)==> InF,(c,+d,z)
k=1 k=1

:~1nF( —In I("t)) ——— —In F(z —Int),

que ¢é finito para todo ¢ € (0, 1] sempre que o seja para t = 1. (Se for finito
parat =1 tem-se x > a,,peloque z —Int > o, quando 0 <t < 1.)

Quanto & condicdo de estacionam’dade de Urbam'k

Dado um niimero ¢ > 0, seja X, = X, ., (k ;s n=12,...). Para
n > 2, a fungéo de distribuicdo de lmliaJx X, ¢

F(z—In(X(en)+n))
F(z—In((en)+1))

e a fungéo de distribuigio de Hax X, ,—Ilnné
eSS

I{en)+n
F(:v——ln TR ) F(:z:—ln(c—!—l)) (@),
F (33 —In I(cn)+1> N300 F (IE —1In C) in(ed+1)—In ¢

Como esta distribuigéo pertence a M, ,, V¢ > 0, é por definicdo distribuicdo
limite dos méximos normalizados de uma sucessdo de S;.,- Logo, F € M,
ficando assim estabelecida a condicfo suficiente no caso 5 = 1

Caso t = 2

Construgdo e convergéncia do sucessdo:

®
Para i = 2, consideramos a sucesséo de varidveis aleatérias independentes { X, }
com fungoes de distribuicéo

F(z—1In k)

:Fm( “In(k—1)’

FP@)=F?@) e F?(@)

k

k=23,...,n

Por razdes andlogas &s que foram apresentadas no caso anterior,
@ d, x® - @
X, —lnhn— , donde resulta, para a sucessfio Z, = exp(X, '), que
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Zrun d
Lt a— X
n

Condigdes de uniformidade para o mdzimo:
As constantes normalizadoras para Z__ sdo ¢, = —na e d = n, e é facil verificar

para z > « as condices

k n—oo

max P[—%’i—_&>m] = max ]P’[X(.z)—lnn>x} — 0
1<k<n d

I(nt) x
Z l—-F/(c,+d z)] —— —In F(z)(m —Int) == F <a+ %—) ,

n—oo
k=1

que é um valor finito para qualquer ¢ € (0, 1].
Condicdo de estacionaridade:

Falta provar que para todo o ¢ > 0 a disposigdo triangular Z_, = Zenyrk
(k=1,2,...,n; n=1,2,...) é equivalente a um elemento de S;_,. Facilmente
se vé que

@ d @
max X ~Inn—Y
1_<_k_<_n nk

- . @), 2 N
em que a funcio de distribuigdo de Y é G| (et)—in o Isso implica que

1
a+— max Z, LY =a+ exp(Y(z)),
n 1<k<n

cuja fungdo de distribuigiio € G, .y, . € M;_,. Logo, F € M,.

Caso i =3
Construcdo e convergéncia da sucessdo:

. - e s ®
Consideremos agora a sucesso de varidveis aleatérias independentes {X ) } com

fungbes de distribuicdo F,fs) dadas por

@)
@) @ ) F ' (z-Ink)

F =F "z} e F (z)})= =23,...,M,...
Tem-se Xisi —lnn —d—~>X(3), donden W_ _ +w —d->X, com W, = — exp(—X:o')).
Condi¢des de uniformidade para o mdzimo:

Deste modo, para ¢, = —2,d, = 1 e z > o temos

d 1<k<n g n—+00

n

max ]P’[W—’“?—c'i>z] = max P[X,(a)—lnn>x] — 0
1<k<n
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I(nt) \
Z 1—-F/c,+d,z)) — —In F )(x—ln t)=—In Flw—te ).
N300
k=1

Se a tltima expressdo for finita parat =1, entio w —te  >w—e = > a, pelo
que é também finita para ¢t € (0, 1].

Condiggo de estacionaridade:

Sejac>0,e W, =W, . ..,comk=12,...,n n=12,... Talcomo no

. . @ d ®
caso anterior verifica-se ax X . —Inn-—7Y"" donde resulta que
SRS

d @
w+n max W, —Y =w—exp(-Y ),
1<k<n

cuja fungo de distribuigdo é G (e+1)—n « € M;_;, por hipétese.

a
Fica assim concluida a demonstragio da condico suficiente.

O

Corolério:
Uma fungéo de distribuicsio F pertence & classe M__ se e sé se para algum
1=1,2,3 se verifica a condigio

Va>0 F7 (z) = r? (z+a) Giﬂ (z), com G, eM_.

Atendendo ao conceito de monotonia de ordem superior caracterizado por
Pestana e Mendonga (2001) usando uma anslise de pontos extremos,

e ) - K(2)
F,eM_ "seesbse Fy(z)=e ,

com as restrigdes de K(|z|) a x > 0 mondtonas de ordem k + 1, podendo por
isso usar-se a representacio integral obtida no referido trabalho. Mais geral-
mente, é possivel, usando a abordagem de Pestana e Mendonca, definir classes
M:), a > 0, mas até agora n&o obtivemos qualquer interpretacdo probabilistica
interessante, e é assunto que permanece nos limbos das curiosidades analfticas.

(1) X m
1 1
M =M,
() k
k=0

contém as distribuicbes log-completamente monétonas. E sobejamente co-
nhecido que uma fun¢do completamente monétona pode ser representada como
transformada de Laplace de uma funciio nio decrescente.

No que refere M, :2) eM 23), podemos estabelecer resultados andlogos. Repare-
-se que neste 1ltimo caso w é o supremo dos pontos terminais direitos das diver-

sas varidveis independentes consideradas no esquema de convergéncia. Como o
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ponto terminal direito é finito, em amostras crescentes daquela populagio limite
hé uma certa tendéncia para as estatisticas ordinais de topo acumularem pré-
ximo desse ponto, e neste caso é necessdrio um factor multiplicativo, em vez
de uma mera translacfo, na equagio funcional. Apenas os detalhes da anilise
sdo diferentes, como se pode ver por exemplo na exposi¢do de Galambos (1987)
no que respeita a andlise pioneira de Mejzler (1956) dos limites de mdximos de
varidveis independentes, classe que em sua honra denotdmos M, .

Anote-se ainda que M__ é a menor classe de fungdes de distribuicio fechada.
para produtos e limites pontuais que contém todas as distribuicbes estiveis
para méaximos, razdo pela qual nos parece gue constitui a classe natural para
modelacdo de maximos.

3 Somas e Maximos — Esquemas Aleatérios

O esquema cléssico e suas extensdes podem ser consideravelmente ampliados
admitindo diversas formas de aleatorizacéo.
Por exemplo, em lugar de normalizaco linear, usando auto-normalizagio
n

Z, % 22, X
aleatéria, ———:’zil——q—/-p— (Logan et al., 1973) ou ==*—7~ (Mendonga,
> 1x1°) (&%)
k=1 k=1

2000). Ou, alternativamente, admitindo “falhas” aleatérias no processo de ob-
servagdo/registo, como Hall (1998), que usou consistentemente a ideia de rare-
faggio (thinning). Ou ainda, como iremos fazer, considerando esquemas em que
o ndmero de termos é aleatério.

A prépria ideia de divisibilidade infinita, que apresentdmos associada ao con-
ceito de esquemas triangulares assintoticamente negligiveis, comegou por surgir,
no trabalho seminal de de Finetti (1930), associada a limites de somas aleatérias
de varidveis aleatdrias, com a restrigdo de o ndmero N de parcelas ter dis-
tribuiggio de Poisson — uma forma eficaz de manter a soma finita, pois o ntimero
de parcelas tipicamente néo se afasta excessivamente de E (N) £+ /E(N). As-
sim, a classe das leis infinitamente divisfveis é a classe das Poissons compostas
e seus limites pontuais.

Este resultado, que parte do facto de as funcdes caracteristicas infinitamente
divisiveis ndo terem zeros reais, pode ser importado para o esquema de méximos,
desde que haja o cuidado de considerar a restricdo da funcdo de distribuicéo
ao suporte da varidvel aleatdria: qualquer fungio de distribuicio univariada
(que, recordamos;.¢ trivialmente infinitamente divisivel para méximos) pode ser
escrita sob a forma de “Poissons max-compostas”

F(z) = nllnéo exp[-A, (1—F, (z))], z€8, ={z: dF,(z) > 0}

1
n

(A, =neF, =F" sio escolhas ébvias),
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uma expressdo que nunca vimos explorada, porventura por o conceito de
divisibilidade infinita para méximos de varidveis aleatérias ter parecido irrele-
vante.

E evidentemente possivel estudar situa¢Ges mais gerais, em que 0 processo
subordinador nfo é Poisson. Rachev e os seus colaboradores tém dedicado algum
esforgco no que refere a um ndmero geométrico de varidveis aleatérias, veja-se
Mittnik e Rachev (1993) e Kozubowski (1994), ampliando consideravelmente,
embora parecam ndo se dar conta disso, os resultados obtidos por Rényi (1956) e
Kovalenko (1965) no caso de parcelas positivas, ¢ a classe das varidveis aleatérias
de Linnik (1953), veja-se Pestana e Velosa (2003) e as referéncias que apontam.
A representacio de Kozubowski implica que as leis estdveis para somas de um
nimero aleatério geométrico de varidveis aleatérias i.i.d. podem ser represen-
tadas como produto de uma estdvel para somas (no esquema cldssico) por uma
exponencial padrado dela independente. Face aos resultados de Steutel (1970),
as geo-estdveis sdo, consequentemente, infinitamente divisiveis para somas, no
sentido clédssico.

Considere-se 0 problema, originalmente proposto por V. M. Zolotarev e in-
vestigado por Klebanov et al. (1984) no 4mbito de somas, da descri¢do da classe
das varidveis aleatdrias X aleatoriamente maz-auto-decomponiveis no sentido
em que

Vo€ (0,1), 3IW,: XEmax{W,, Z,X},

com X, W, e Z, ~ Bernoulli(1 — 8) independentes. Denotamos F, a fungio
de distribuicio de W,. Como a fungéo de distribuigio de Z, X é

erx(x) =0 I[O,oo) + (1 —Q)FX(QZ)

a equacio de Zolotarev sé tem solugéo se as varidveis envolvidas tiverem suporte
positivo. Para z positivo tem-se entio

Fyl@) = — (i feéﬁ)ﬂ} ol gF @6 1-0)" =F, (),

a distribuicdo do méximo de um nimero aleatério de réplicas independentes de
W,, em que o niimero de termos N —~ Geométrica(d) é independente deles.

A relevancia das geo(max)compostas — ou méximos aleatérios geométricos
(geometric stopped mazima), como a discussdo nos capitulos 8 e 9 de Johnson
et al. (1992) sugere — torna-se mais expressiva quando se procura generalizar a
nocéo de estabilidade, do contexto determinista da equacio de estabilidade de
Fréchet (1927) para este contexto aleatério:

Uma varidvel aleatdria é geo(max)estével se e s6 se para todo 8 € (0, 1),
da, >0, b, € R tais que

8 F(x)

Fele@tb,) = Flagz+b) = =7 — 5 5y
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(isto é, ndo s6 é max-aleatoriamente auto-decomponivel no sentido de Zolotarev,
como & obtida como méximo de um ntimero aleatério geométrico de termos
do seu tipo). No caso b, = 0, dizemos que é estritamente geo(max)estavel.
Consideramos primeiro este caso:
1
Defina-se G(z) = e1 @ > o« = A equago acima transforma-se em
1

G(a,z) = G? (z), a equagdo de estabilidade que foi originalmente estudada por
Lévy no aAmbito de somas, que o seu discipulo Fréchet adaptou a méaximos, e que
foi finalmente resolvida, no 4mbito de méximos, por Fisher e Tippett (estabele-
cendo mais tarde Gnedenko que as solugdes por eles encontradas, e geralmente
referidas como Fréchet-a, Gumbel e Weibull-c sdo as dnicas distribuigdes que a
verificam).

Mas entdo, como F(z) = T:Tﬁl@(‘a}jv z > ap, da solugio conhecida
do problema de max-estabilidade cldssico, deduz-se que as distribuicoes
geo(max)estéveis sdo de um dos seguintes tipos:

1. Flz) = —L=1 a > 0, que podemos apelidar de log-logistica, que

142 (0,00) 7
resulta da max-estével Fréchet-c.
2. F(z) = T-:_e——“ 1, , a distribuicdo logistica, associada & max-estdvel Gum-
bel.

3. F(z) = —Ti;)—a It Loy @ > 0, simétrica da log-logfstica, da

max-estdvel Weibull-a.

Ou, partindo da forma geral de von Mises-Jenkinson da distribuigio de valo-

2

v € R, a expresséo

res extremos G(z) = exp [— (l-l—fy:c)_ ] | PN

sintética
1
F(z) = ————7 I 1150y 7TER.

-4
5

1+ (1+vz)

Rachev e Resnick (1991), obtiveram expressdes andlogas, num contexto inde-
pendente do problema de Zolotarev.

Dos resultados sobre equivaléncia de caudas de Resnick (1972) e Cline (1986),
vé-se que a caracterizagio dos dominios de atracgio das log-logisticas é seme-
lhante & caracterizacio dos dominios de atracgdo das Fréchet e das ‘Weibull,
respectivamente, no esquema cldssico. Estamos a investigar a caracterizacao
do dominio de atraccio da logistica, e outras situagbes de max-estabilidade
aleatéria, veja-se Pestana e Velosa (2003).

33
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Resumo: A aleatorizagio de operagBes deterministas proporciona em geral esclareci-
mentos mais profundos sobre anteriores resultados. A teoria cldssica da adicio
de varidveis aleatérias independentes pode ser generalizada de forma nfo trivial
considerando normalizagGes aleatérias (sejam elas auto-normalizagdes ou rarefagées),
e/ou somas de um nimero aleatério de varidveis aleatérias (stopped sums), que nos
casos mais conhecidos podem também ser encaradas como misturas. Comentamos os
pontos de contacto com fungdes caracteristicas de Linnik, introduzimos uma classe
de fungdes caracteristicas mais rica do que a das semi-a-Laplace, e procedemos a
construgdes andlogas no esquema de médximos de um nimero aleatdrio de varidveis
independentes (stopped mazima).
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Abstract: Randomization of some steps in classical frameworks may shed a new
light in important problems. Random sums, namely with geometric subordinator,
provide interesting counterparts of stability and infinite divisibility, and have been
rediscovered in different contexts after the pioneering work of Kovalenko (1965). We
comment on its relations with Linnik’s characteristic functions, we introduce a wider
class containing Pillai’s semi-a-Laplace characteristic functions, and develop some
new results for random maxima.

Keywords: stopped sums, infinite divisibility, geometric mixtures, generating
functions, A-Gaussian laws, N-infinite divisibility, stopped maxima.

MSC2000: 60F05.

(1) Investigagio parcialmente financiada por FCT/POCTI/FEDER (Projecto VEXTRA).

511



40

512 D. Pestana e S. Velosa / Leis N -Infinitamente Divisiveis

1 Introducao

O desenvolvimento da Probabilidade na primeira metade do século XX foi
largamente influenciado pela revolugdo que Paul Lévy (1925, 1937) trouxe
a0s estudos do teorema limite central cldssico, nomeadamente com a intro-
ducéo das nocdes de estabilidade e de divisibilidade infinita para somas, nogoes
que vieram a revelar-se fulcrais também no estudo de estatisticas ordinais ex-
tremais (Fréchet, 1927; Fisher and Tippett, 1928; Gnedenko, 1943; Balkema and
Resnick, 1977), de produtos de varidveis aleatérias independentes (Zolotarev,
1957, 1962, 1967; Athayde 1985) e, mais geralmente, de convolugbes genera-
lizadas e seus dominios de atrac¢do (Bingham, 1971). Sendo uma abordagem
analitica lfmpida e econémica, obscureceu temporariamente criagdes paralelas
porventura mais ricas de potencialidades, como o teorema limite central de Lin-
deberg (1920, 1922) ou as somas aleatdrias de varidveis aleatérias — o caso par-
ticular de Poissons compostas — de de Finetti (1930). Uma exposiciio magistral
dos éxitos da teoria cldssica encontra-se em Gnedenko and Kolmogorov (1954).

Parece-nos natural que o desenvolvimento da Probabilidade leve a gene-
ralizacbes de teorias estabelecidas, por aleatorizagdo de alguns dos passos an-
teriormente tratados deterministicamente. A consideracio de normalizacoes
aleatérias em lugar das classes de convergéncia de tipos de Khinchine, sejam
auto-normalizacdes como em Logan et al. (1971) ou Mendonga (2000), ou rare-
facdes elementares como em Rényi (1956) ou Kovalenko (1965), tem permitido
a construciio de modelos que aprofundam os dos esquemas cldssicos. Veja-se
também Hall (1998), que usa rarefacio elementar para investigar situagdes ass-
intéticas em extremos de varidveis discretas, e Temido (2000) no que refere out-
ras extensdes do esquema cléssico. Por outro lado, a teoria das somas aleatérias
levou a muitas generalizacoes nao triviais da teoria cléssica das somas de var-
idveis aleatérias de Lévy e Khinchine, nomeadamente & definicdo de leis V-
infinitamente divisiveis (Klebanov et al., 1984). Sabe-se que a Gaussiana usual
é a M-Gaussiana associada a varidveis aleatérias degeneradas, e a distribuicéo
de Lapace é a N -Gaussiana associada a varidveis aleatérias geométricas. Nao
se conhecem expressdes analiticas explicitas para outros exemplos, relacionados
com o processo de Galton-Watson.

Na Secgdo 2 coleccionamos o material relevante para discutir a rarefagdo
elementar e N -divisibilidade infinita, nomeadamente a solugéo de um problema
posto por V. M. Zolotarev: descrigio da classe das varidveis aleatérias X tais
que

VOe(0,1), IW,: XIW, + Z,X,

com X, W, e Z, ~ Bernoulli(1—0) independentes. Por outro lado, comentamos
as ligacBes entre somas aleatérias geométricas, funces densidade de probabi-
lidade definidas positivas e fungdes caracteristicas de Linnik, uma vez que a
profunda unidade destas questdes parece ter passado despercebida aos diversos
investigadores que se t8m ocupado delas. Na Secgéo 3 analisamos o problema
de Zolotarev no contexto de méximos aleatdrios.
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Incluimos com alguma extensio resultados néo inéditos por duas razdes. Por
um lado, sdo resultados ainda pouco divulgados e com desenvolvimentos poten-
ciais interessantes, que parcialmente tivemos que reconstruir por dos trabalhos
originais s6 haver, em inglés, resumo (como é caso da dissertacdo de doutora-
mento de Umarov (1992, U. Tashkent) sobre N -divisibilidade). Por outro lado,
estabelecemos relactes que nos parecem interessantes entre problemas que tém
sido tratadas como se fossem disjuntos, sem que os autores parecam dar-se
conta de resultados alheios relevantes, que apenas usam vocabuldrio diverso e
foram obtidos em contexto diferente. Neste aspecto, complementa também a
perspectiva apresentada por Velosa (2002) sobre somas e maximos de varidveis
aleatdrias, centrada nos conceitos de estabilidade e de auto-decomponibilidade,
quer para somas quer para mdximos, dando prioridade & abordagem determin-
ista.

2 Somas Aleatdrias e Divisibilidade Infinita

Uma varidvel aleatdria X & infinitamente divisivel se for possivel decompé-la na
soma, de tantas parcelas i.i.d. Y, quantas se deseje,

VneN, X2V, 4+---+Y,.

1
Ou, em termos da sua fun¢o caracteristica ¢, , <p§ continua a ser uma fungéo
caracteristica, para todo n € N — o que um modo geral no é cémodo verificar,
pois as condicoes necessdrias e suficientes de Bochner e de Cramér para uma
funcho ser uma transformada de Fourier de uma distribuicio ndo sdo manejéveis,
veja~se Lukacs (1970).

A divisibilidade infinita pode ser abordada usando esquemas triangulares
assintoticamente negligiveis, cf. Feller (1971) ou Gnedenko and Kolmogoroff
(1954), em que se discute de forma instrutiva por que razdes é necessério usar
sucessoes de varidveis aleatérias duplamente indexadas para se obter esta classe.
A negligibilidade assintética é um requisito natural: a sucessdo de somas parciais
56 pode convergir se a sucessdo de parcelas for evanescente.

Por outro lado o teorema de de Finetti (1930) mostra que qualquer varidvel
infinitamente divisivel é Poisson composta ou limite (em distribui¢sio) de uma
sucessdo de Poissons compostas. E uma outra forma de controlar o crescimento
da soma: com elevada probabilidade o niimero de parcelas em geral ndo excederd
A+ 3V, onde X é o niimero médio de parcelas, e a soma mantém-se finita.

As somas aleatdrias de parcelas aleatérias tém grande importancia em diver-
sos ramos da probabilidade. Exemplifica~se amitide usando como subordinadora
uma varidvel aleatéria N —~ Geométrica(p),

k k=1,2,...
N =
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porque esse tipo de somas surge naturalmente em muitos contextos importantes,
como processos de ramificacdo, teoria do risco e seguros, flabilidade de sistemas
complexos ou filas de espera.

O problema de Zolotarev, que estd na génese da N -divisibilidade infinita
(Klebanov et al., 1984) permite uma abordagem formal que se presta a desen-
volvimentos diversos: pretende-se descrever a classe das varidveis aleatérias X
tais que

Voe(0,1), IW, : XEW, +Z,X,

com X, W, e Z, ~ Bernoulli(l — ) independentes.
A fungo caracteristica de Z, é v, ) =60+(1-9) e, e a funcéo carac-
terfstica de Z,X é (ngx(t) = / (9 +(1-9) em) dF, (z) = 0+ (1 — 0)p, (2).
i
Consequentemente, a condicio de Zolotarev pode ser reescrita sob a forma

Gy (t)
ox ) =0, O+ =000 = ox® =g <

ou seja
o )= 001-6)" ¢, (1), tER

n=1

Conclui-se assim que X est4 na classe de Zolotarev se for uma soma aleatéria,
com subordinadora geométrica, de réplicas independentes de W,. Tendo em
vista os resultados de Steutel (1970), todas as varidveis aleatérias que sdo solugio
do problema de Zolotarev sio infinitamente divisiveis.

N
A classe de somas aleatérias S, = Y, X, de varidveis i.i.d. X, sendo o
fe=1
ntmero de parcelas N ~ Geométrica(f) independente dos termos X, , tem sido
abordada por diversos autores e em diversos contextos. Sem pretender exaus-

tividade:

e Rényi (1956) definiu o conceito de rarefagio elementar: Seja {X,,} _ uma
sucessio de varidveis aleatdrias i.i.d. positivas, e a sucessfo de somas par-

n>1

n
ciais {Yn =YX k} . Considere-se seguidamente a sucessio {Y, }

k=1 a1
obtida daquela sucessdo de somas parciais por rarefacdo elementar, no
sentido em que na nova sucessio cada Y, é incluido ou n&o, com probabi-
lidades 6 e 1 — 8, respectivamente, independentemente de qualquer outra

soma parcial.
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Denotando F, e L, a func¢do de distribui¢io e a correspondente transfor-
mada de Laplace de Yl*, € imediato que

o0

F@)=Y F @6 (1-6" e

n=]

L= Lo @1-6" = — (ifxa()ti;x .

N
Por outas palavras, Y, = > X, com N —~ Geométrica(d) independente
k=1

das varidveis X,. Rényi demonstrou ainda que a distribuicdo limite de
somas aleatérias apropriadamente normalizadas daquele tipo, no caso de
as parcelas serem varidveis aleatérias positivas com valor médio, é neces-
sariamente exponencial.

e Kovalenko (1965) retomou o problema de Rényi, sem a exigéncia de as
parcelas terem valor médio. A classe das varidveis aleatérias que surgem
como possiveis limites — posteriormente denotada classe K por Gnedenko
(1970) — é a classe das leis estdveis para a rarefacGo elementar, cujas
transformadas de Laplace verificam a equacéo de estabilidade

Vo€ (0,1), Ja, >0: Vi, L,(t) = L{a,t) = 1—_(—2—‘[_%)’11—(5’

dondeL(t):TfZ?,c>Oe0<5§1.

Infelizmente a situagdo é muito semelhante 3 situagdo cldssica: as trans-
formadas de Laplace das leis estdveis tém uma expressio analitica limp-
ida, mas que em geral ndo é possfvel inverter decentemente: as tnicas
densidades estdveis para a rarefacio elementar com expressoes analiticas
conhecidas séo

- flz) = (1 - e_%) L .00y> COrrespondente a L(t) = T—T%E;

(o]
x _12
- f(@) =gz ~ —2\/% / e  dz, correspondente a L(f) = ; +i/£ )
J5

Gnedenko and Kovalenko (1968) usaram a classe K para investigar fené-
menos de delayed waiting time em filas de espera, iluminando nesta per-
spectiva a férmula de Pollaczeck-Khinchine.

e Kozubowski (1994) estudou com toda a generalidade as fungdes caracteris-
ticas de geométricas compostas, concluindo que a forma geral das funces

43
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caracteristicas geo(+)estdveis — classe que parece natural continuar a de-
notar X — € 1

T It At wlt o B) — it

1—LiftgZ: a#l
e - fel 2
onde « € (0, 2], w(t, o, B) { 1+ﬁ‘|ir3%1n|ti o1 ,A> 0, ueR,
- efBel-1,1}
Por outras palavras, definindo a escala A = o, uma varidvel aleatéria Y
é geo(+)estével se e s6 se puder ser escrita sob a forma

P(t)

L
vd pZ+oX, ,5° 25 a#l
= o
uZ—l—UXa,ﬁZ—i-TZln(UZ) a=1,
onde X, , é uma varidvel aleatéria estével padrdo (no esquema clissico

de somas) com expoente caracteristico a e pardmetro de assimetria g,
independente de Z ~ Exponencial(1).

Neste contexto geral, os resultados iniciais de Rényi (1956) e de Kovalenko
(1965) tém a seguinte leitura: no caso de somas aleatérias geométricas de var-
idveis aleatérias positivas independentes entre si e independentes da subordi-
nadora geométrica, a exponencial tem o papel que a gaussiana desempenha
no esquema classico de estabilidade de somas. Os resultados posteriores de
Kozubovski (1994) mostram que no caso de parcelas sem aquela restrigdo a
lei limite, centrada em 0, tem fungfio caracteristica 9(t) = 1—+—>%IZI?’ por out-

ras palavras é Laplace. Assim, as “gaussianas” no esquema de somas aleatorias
geométricas sdo as varidveis aleatérias de Laplace, um comentério que sera re-
tomado adiante.

Kozubovski (1994) néo refere os resultados parciais de Kovalenko (1965)
(restritos a parcelas positivas, e por isso usando transformadas de Laplace, mais
cémodas). E nenhum deles refere Linnik (1953), que tinha estabelecido que

-1—+—11—th— é funcdo caracteristica de uma varidvel aleatéria simétrica.
De facto, se Y, for uma varidvel aleatéria estavel positiva, com funcao

caracteristica exp (—- |t|a>, independente de X, com funcdo densidade de pro-

s
xp| —x J<A

babilidade f, (:1:) = e—r%g—gr L g c0y> 2 fungo caracteristica de W = XY, é

P(t) = —2—. Com f =1, i e., X, ~ Ezponencial(1), obtém-se a familia

ay P
1+t
de fun(;éges carzzcterl’sticas de Linnik, que Pestana et al. (2001) relacionaram a
classe K com a investigacio de pares reciprocos de varidveis aleatérias.
As funcdes caracteristicas de Linnik fazem parte de uma classe mais vasta
de funcdes caracterfsticas da forma () = -1;—}—(?), onde f(t) é uma funcgéo
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continua com f(0) = 0 com algumas propriedades adicionais. Pillai (1985)
investigou a classe das fungdes caracteristicas a que chamou semi-a-Laplace de
pe
ordem b € (0, 1) e expoente « € (0, 2], caracterizadas por f(t) =b* f(bt).
Estas funcgbes caracteristicas sfo misturas que exibem uma curiosa pro-
priedade de auto-decomponibilidade:

dp€(0,1) tal que (t) = pp(bt) + (1 — p)p(t) p(bt).

E fécil de ver que a funcgfo caracteristica da exponencial, por exemplo, verifica
aquela equacéo funcional.

Uma, classe mais geral do que a de Pillai é aquela em que f(¢) = —In w(¥),
onde w(t) é a fungdo caracteristica de uma varidvel aleatéria infinitamente di-
visivel no esquema cldssico. Neste ponto, é de recordar que o grande resultado
de Johansen (1966) sobre representagdes de fungdes caracteristicas infinitamente
divisiveis assenta na sua descoberta de que os correspondentes logaritmos séo
fungbes definidas positivas.

Como uma func¢io caracteristica infinitamente divisivel w ndo tem zeros reais
(pelo que tem sentido definir o seu logaritmo), e facilmente se estabelece que

1 1

w 7 _ 1 ,
w™ (t) ——len [w (t) — 1] — In w(t), tem-se que 9¥(t) = —how ¢
uma fungdo caracteristica.

N
De facto, a fungfo caracteristica de S, = > W, onde N ~ Geoméirica(f)
k=1

. ~ ‘o 9 .
independente das parcelas W, com fungfo caracteristica w 6

oo [
" n—1 9(4.) ('If)
)= W ®)] 00-0" =—Fp =
~ [ ] 1-(1-0)u°(t)
- 1(;:9(55) 3 L:;((f;))—-l 6—0 1-Inw(t)’

Assim, tal como se pode definir geo-estabilidade, também se pode definir geo-
-divisibilidade infinita: Uma varidvel aleatéria com funcio caracteristica 9 é geo-
-infinitamente divisivel se puder ser decomposta numa soma, aleatéria de parcelas
iid., com subordinador geométrico com pardmetro 6 € (0, 1). Dos resultados
acima decorre que uma fungao caracteristica geo-infinitamente divisivel néo tem

1
zeros reais, V0 € (0, 1), 9° (t) é uma funcdo caracterfstica, e 9 é uma funcio
caracteristica geo-infinitamente divisivel se e s6 se for da forma ¥(t) = ml—w—(t‘)a
onde w é uma fungio caracteristica infinitamente divisivel no esquema cldssico
de somas de varidveis i.i.d. uniformemente assintoticamente negligiveis.
As funces caracteristicas de Linnik e semi-a-Laplace sfo entdo casos espe-
ciais destas que agora introduzimos.

N
A~ somas aleatérias S, = ) X, de varidveis aleatdrias i.i.d. X, em que o
k=0
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ntmero de parcelas N é uma varidvel aleatéria de contagem independente das
parcelas tém ajudado a esclarecer muitos aspectos da teoria cldssica das somas,
e proporcionado extensoes ndo triviais de grande interesse. Uma das questoes
que suscitaram foi a da defini¢io geral de leis M-infinitamente divisiveis, e em
particular de distribuigbes A -Gaussianas — acima comentdmos, a titulo de ex-
emplo, que a Laplace preenche o papel da Gaussiana no caso de somas aleatérias

com subordinadora geométrica.
Por analogia com a equagio de estabilidade para a Gaussiana Z, no sentido

- d & 2, . . : . R . o .

classico, Z= 3 —-\7%— , dizemos que X é gaussiana associada & familia de variaveis
k=0

aleatérias de contagem N = {N,, § € ©} — em que assumimos que existe

E(N,),V8 € © C (0, 1), e que a parametrizagdo é tal que E (N,) = 5 —see
s6 se a sua funcfo caracteristica ¢, verificar a equacdo funcional

ox®) =g, (VOt)= iwl(\/gt) PN, =n] = Py, (s (VO1)),

X =i
1ok n=0

onde PNs é a fungio geradora de probabilidades de N,.

Nem sempre existe distribuigio N -Gaussiana associada a uma familia de
varidveis aleatérias de contagem A = {N,} . A existéncia de distribuigsio V-
Gaussiana associada & varidvel N, depende da resolubilidade da equagdo fun-

cional @, () = Py ((px (8 t)), para todo t € R e para todo 6 € ©. Definindo

by (t) = 0, (+/1), aquela equagdo é equivalente & equaco funcional de Poincaré
$x (1) = PN‘9 (9 (6)), Vt=0, 0¢€0.

que é resolivel se e s6 se o semigrupo das fungdes geradoras de probabilidades
PNe (algebrizado com a operagéo de composigio) for comutativo.
Mais geralmente, seja N = {N,}, . uma familia de varidveis aleatérias

de contagem, e admita-se que algebrizando com a operagido de composi¢do a
correspondente familia de fungbes geradoras de probabililidade

P = {Pe(s) =K (5N9>}9€e

se tem um semi-grupo comutativo.
Diz-se que funcgio de distribui¢go F' é N-infinitamente divisivel se para todo
# € © existir uma funcdo de distribuigdo F, tal que

F(z) = iF:n(w)]P’(Ne =n), zcR.

Isto constata-se facilmente para duas familias N = {N,}:
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1. Familia das N, degeneradasem 3,0 =%, n=1,2... (a parametrizagio
é feita de forma a E (N,) = 3).

De facto, Py (s) = P,(s) = s, e consequentemente Py, (PNe (s)> =
0

(s‘ela) o P, (PNal (g)) .

Bsta familia viabiliza encarar o esquema cldssico como um caso especial
deste esquema aleatdrio mais vasto da N -divisibilidade infinita.

0
2. Familia das N, ~ Geométrica(d). Como Py, (s) =P,(s) = 1—-_—(—15_7)8,
p ]
_ Y1 (1-8,)s _ 0,6,s _
o (P, @) = PPN TS (X P (72, ©)-
- 1)1-(1—90)3

Atras, usando argumentos mais simples, construimos as classes de N-
-estaveis e de M-infinitamente divisfveis desta familia..

Esperdvamos que a familia de varidveis aleatdrias

% + 1 k=0,1,...

— k
N, 6 26 1-6 ?
1+6 \ 144

que surge como caso limite em. Velosa (2002a), fornecesse outro exemplo. Mas o
semi-grupo das suas fungdes geradoras de probabilidades P, (s) = T-T-ef—(ali?)?f ,

algebrizado com a composigéo de funcdes, ndo é comutativo.

3 Maximos aleatdrios

Hall (1998) mostrou a relevincia de, no estudo de leis limites de extremos de
sucessdes de varidveis aleatérias discretas, usar a rarefacio elementar em vez
de estabilizagfio de localizagio e escala por transfomagoes lineares — é de no-
tar que assim se recorre a uma aleatorizacio em vez de uma transformacio
determinfstica.

Velosa (2002), transpondo o problema de Zolotarev para méximos seguindo
um trajecto diverso de Rachev and Resnick (1991), deduziu a forma geral das
funcdes de distribuigdo max(geo)estdveis,

F(x):—————l—————I vyeR,

L “{z: 1+yz>0})?
5

1+ (1 +vx)
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(tendo como caso limite a distribuiggo logistica, F'(z) = —1;18—_;

4 — 0), caracterizando dominios de atracgdo quando y # 0, & custa de equi-

valéncia de caudas.
De forma andloga ao atris exposto, pode definir-se N-max-divisibilidade

infinita. No caso de

I, quando

N ={N,, 6 €0}

ser a familia das N, ~ Geoméirica(9), 8 € (0, 1), a construgdo é em tudo
ansloga ao que atris fizemos no esquema de somas aleatérias geométricas, ape-
nas h4 que ter o cuidado de trabalhar no suporte das varidveis aleatérias, e notar
que qualquer poténcia positiva de uma fungéo de distribuicdo é uma fungho de
distribuicéo, veja-se em Velosa (2002) os comentdrios sobre max-estabilidade
univariada:

Seja X uma varidvel aleatéria com fungéo de distribui¢do F' e suporte S;
Vzes, n [Fﬁ (z) — 1] ——In F(z) e F™"(z) —— 1.

—r00 n—roe

A funcéio de distribuigio G(2) = 1= sy Pode entéo ser interpretada como

distribuigdo limite do méximo de um ntmero aleatério geométrico (geometric

stopped mazima) de varidveis i.i.d.:
De facto, X,y = Jmex W,, onde N ~ Geométrica(f) independente dos

termos W, com funcio de distribuigdo Fs, tem funcdo de distribuigao

o " 0 F’ (z)
a n-1
G(z) = F 0(1—-6) = =
(=) ;[ @] 00-0"" == (1-8)F(z)
B 1 B 1 1
- 1-F%(z) 1[F@@)-1] 6—0 1—InF(z)’
4w 1o H[F"m @

Podemos assim exprimir as funcdes de distribuigdo max-geo-infinitamente
- s s . — 1 .
divisiveis sob a forma G(z) = 5 Fy Fzy s © due em si mesmo tem pouco
interesse, mas que abre a perspectiva de desenvolvermos uma teoria da
geo(max)autodecomponibilidade mais ampla do que a inspirada nas questes
postas por Zolotarev para somas.
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1.1 Comentarios e Complementos

A evolucao deste trabalho de investigagao veio a centrar-se sobre varidveis
aleatorias discretas, e nesse sentido é imperativo juntar algumas in-
dicacoes sobre modelos de contagem.

Johnson et al. (1992, p. 324-325) consideram que os trés resultados
mais profundos da teoria da probabilidade discreta sao o teorema de
Lévy sobre a identidade de Poissons compostas e infinitamente divisiveis
discretas, o teorema de Maceda (1948) sobre a divisibilidade infinita de
misturas discretas de Poissons se e s6 se a lei que governa a mistura
for ela prépria infinitamente divisivel, e o teorema de Gurland (1957)
identificando leis compostas e misturas de variaveis aleatorias, sempre
que a funcao geradora de probabilidade G da subordinadora dependa de
um parametro 6, verificando a equagao funcional G(z | k6) = [G(z | 6)]k

O teorema de Lévy foi consideravelmente generalizado por de Finetti
(1929), que mostrou que a classe das infinitamente divisiveis é constituida
por Poissons compostas e limites de Poissons compostas. Por outro lado
Rényi (1956) e Kovalenko (1965) iniciaram o estudo das somas aleatérias
subordinadas por uma varidvel geométrica, o que veio a originar as novas
areas da geo-divisibilidade infinita, e depois da N -divisibilidade infinita.

Creio nunca ter sido anotado que o notével trabalho de Panjer (1981)
desenvolvendo expressoes recursivas para o calculo do processo de risco
contém implicitamente aqueles célebres resultados, e define classes mais
vastas, considerando somas aleatorias subordinadas por binomiais, por
binomiais negativas, e por Poissons. No Capitulo 2, estas classes sao
ainda generalizadas de forma nao trivial, em trabalho conjunto com Pes-
tana. Nao foi possivel, no entanto, encontrar uma expressao recursiva
para o calculo das densidades que lhes conferisse a utilidade imediata da
classe de Panjer. A luz do teorema de Gurland (1957), podem os referi-
dos resultados ser perspectivados na optica da dualidade entre misturas
e somas aleatdrias, esclarecendo a sua interpretacao.

No Capitulo 3, o comportamento de algumas fémeas de passaros, que
decerto cantam como a Dorabella e a Fiordiligli da épera Cosi Fan Tutte,
levou-nos a reflectir sobre o papel que a investigacao das estruturas de
aleatoriedade deve desempenhar na modelacao de fenémenos aleatérios.
Além de integrarmos nesse capitulo um trabalho conjunto com Marques
e Pestana, apresentamos algumas anotagoes sublinhando um aspecto a
que nao se da, a meu ver, a relevancia devida: a eventual transfiguracao
radical do espaco dos parametros quando se faz a truncatura do suporte
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de uma distribuicao.

A truncatura foi usada por Sundt and Jewell (1981) e por Willmot
(1987) na generalizacdo dos resultados de Panjer (1981). Recentemente,
Hess et al. (2002) propuseram uma classe muito interessante de distri-
buigoes a que chamaram muito apropriadamente general claim number
distributions. De facto, correspondem as variaveis de contagem que tém
importancia efectiva como subordinadoras de somas aleatérias. Nos com-
plementos ao Capitulo 3, fornecemos demonstracoes completas da carac-
terizagao dos membros dessa classe.

No capitulo 4 apresentamos alguns resultados de interesse indepen-
dente, sobre o que nos pareceu apropriado designar por transformadas
de Pareto.



Capitulo 2

Classes de Panjer e Extensoes

2.1 Introducao

As fungoes massa de probabilidade das varidveis de contagem mais usadas
— binomiais, de Poisson, e binomiais negativas — verificam a equagao

b
Doy = (a+—n+1) p,, n=0,1,2 ...

Esta expressao recursiva foi originalmente usada por Katz (1965) para
definir uma familia ampla de distribuigoes, que Johnson, Kotz and Kemp
(2003) consideram ter entre as varidveis aleatdrias discretas um papel
andlogo ao que tém as curvas de Pearson no caso continuo. A férmula
ganhou nova importéancia quando Panjer (1981) descobriu como facilitava
a determinagao da funcao de distribuicao de indemnizacoes agregadas no
processo do risco, em teoria dos seguros.

Na sequéncia do trabalho seminal de Panjer, Sundt e Jewell (1981)
provaram que binomial, Poisson e binomial negativa sao os tinicos mo-
delos de contagem (nao degenerados) que verificam aquela expressao re-
cursiva — por simplicidade, passaremos a referi-las colectivamente como
variaveis de Panjer.

Mais, mostra-se que a lei da soma aleatéria

N
Sy =2 X
k=1

onde as variaveis X, sao réplicas independentes do modelo X para o valor
das indemnizacoes, e independentes do nimero de indemnizacoes N com
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distribuicao de Panjer, pode ser calculada iterativamente. De facto, em
vez de ser necessario calcular as convolucoes associadas, como é habitual,
basta usar um algoritmo iterativo simples.

A expressao recursiva para a funcao de distribuicao das indemnizacoes
agregadas pode ser considerada uma extensao da férmula a que a fungao
massa de probabilidade da subordinadora N obedece. Considerando que
os valores X, das indemnizagoes individuais sao variaveis aleatérias dis-
cretas positivas com fungao massa de probabilidade f,, a funcao de dis-
tribuicao da soma aleatéria S, ¢ dada nos inteiros positivos por

i

bj .
0= (o) s i=n2n

Jj=1

Existem generalizacoes simples para f, > 0 e para parcelas X, continuas
(veja-se Panjer (1981), e especialmente Sundt and Jewell (1981)).

A demonstracao de Panjer, quando especializada para o caso de par-
celas discretas e subordinadora N —~ Poisson(u) ou N ~ Geométrica(p),
respectivamente, fornece também a representagao das fungoes geradoras
de probabilidades das leis infinitamente divisiveis discretas como Poissons
compostas e das geo—infinitamente divisiveis discretas como geométricas
compostas, como se detalha na seccao de comentérios e complementos.

A classe de Panjer foi imediatamente generalizada por Sundt e Jewell
(1981), que mostraram que a variavel logaritmica verificava a expressao

b
Dpir = (a+—n+1> p,,n=12 ...,

gozando, como subordinadora de somas aleatorias, de caracteristicas tao
boas quanto as classicas distribuicoes de Panjer.

Willmot (1987) mostrou que a distribui¢ao de Engen verifica a mesma
recursao para n = 1,2,..., e mais recentemente Hess et al. (2002) intro-
duziram a nogao de basic claim number distributions como aquelas cuja
funcao massa de probabilidade verifica

b
Dy = (a+n+1> p,, n=kk+1,kE+2 ...

para algum £k inteiro nao negativo. Podemos descreve-las brevemente
usando o conceito de varidveis modificadas em {0,1,...,k — 1}: sao as
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variaveis binomiais, de Poisson, binomiais negativas, logaritmicas e bi-
nomiais negativas generalizadas de Engen, em cada caso modificadas na-
quela seccao inicial de N.

A extensao da classe de Panjer de que se ocupa o trabalho que é
parte integrante deste capitulo baseia-se em uma visao estrutural ar-
tificiosa da sua construcao usando momentos de uniformes. Como na
situacao classica, usamos a expressao iterativa mais geral que investiga-
mos para estabelecer uma equacao funcional que a funcao geradora de
probabilidades deve verificar. Na seccao de complementos e comentarios
apresentamos resultados completos sobre os ternos («, 3, ) para os quais
a solugao da equagao funcional é, de facto, uma funcao absolutamente
mondtona normada, isto é uma fungao geradora de probabilidades.

Nao tivemos sucesso em um objectivo que surgiu como extensao
natural dos resultados que alcancdmos: seria interessante desenvolver
expressoes iterativas para a lei de somas aleatérias subordinadas por
variaveis de contagem das classes de variaveis de contagem assim defini-
das, mas a sua complexidade nao permitiu tal extensao.

A motivagao inicial desta extensao foi a constatagao de que nas classes
assim definidas, se 0 <7, <7, < lentao C, CC . Como a nossa cons-
trugao permite a definicao de classes C, para vy € (—1, 1], esperdvamos
provar que aquela inclusao era valida nesse dominio alargado. Tal nao
é, infelizmente, verdade. Assim, um outro objectivo nosso — exibir leis
N -gaussianas para além das trivialmente conhecidas — ficou também
gorado. (Note-se que, para além da gaussiana cldssica que estd associ-
ada, no esquema de N-divisibilidade, as uniformes discretas, o exemplo
conhecido é a Laplace, que surge no contexto das geométricas compostas,
a nossa classe C,.)

Aprofundamos, também, nessa seccao final, o estudo das classes C,
para v € (—1,0), e fazemos observagdes estruturais que complementam
o material publicado na RevStat.
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1. INTRODUCTION

Let us consider the discrete random variables N, , whose probability mass
functions (p.m.f.) { fN ( 1)} ey Satisfy

(1) )= (et 20)h W, apeR n=0l.

n
From (1.1) it follows that f, . (n)=fy , ©) IT (e + %) In particular,
o 8 g

Fug s (n) = Iy, O(O) o =(l-a)a’ = N,, ~ Geometric(l—a) ,

and we may write

n
(12) fu, JHD) = afy () =D fy ()7
k=0
where 7, = « is the ratio of a geometric series and r, =---=7r_ =0.

On the other hand,

n (0 7
B B - P .
f”o,a (n)= fNo,ﬁ (0) ,;D;'ﬁ = fNo,ﬁ 0) e = N, o —~ Poisson(B) ,
and we may write
(1.3) (n+1)f1v0‘ﬁ(n+1) ﬁfNo s ZfNo ﬁ( nyr Tpei s
where r, = fand 7, = -~ =1, = 0. Note tha.t similar expressions do not hold

for randomly stopped sums S, . Sy ﬁ(Y) Z Y, , where the summands Y,
are i.i.d. and independent of the subordinator N& 50 with pm.f. satisfying (1.1),

Na,O
whenever both & # 0 and 8 # 0. However, for geometric stopped sums } Y,
k=1
Ny g
and for Poisson stopped sums, Y. Y, (i.e., when either § = 0 or a = 0) we

k=1

O
get nice similar expressions, with the r, > 0 and convergence of ) r,, in the
k=0

case of geometric stopped sums, and convergence of E 737, for Poisson stopped
E=0

sums. In the definition of randomly stopped sums, P[S, =0l N, =0] =
and therefore IP[SNQ,ﬁz 0] =P[N, ,=0] = fNa,g(O) whenever P[Y, >0] = 1).
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Panjer (1981) has remarked that the discrete (nondegenerate) random vari-
ables whose p.m.f.’s satisfy equation (1.1) are

o N

0,

g — Poisson(8), B> 0,

o N

ap Bz’nomz’al(—l——g, 53—1), in case @ < 0 and ——g eN', and

o N, ,~ NegativeBinomial(—qgé, 1- oz) if @a€(0,1) and a+ 8> 0.

o,

The dispersion index %Vf‘—ﬂ)l = L is less than 1 (underdispersion) for the
binomial and greater than 1 (overdispersion) for the negative binomial.
On the other hand, N; ; ~ Poisson(B) is 'a yardstick, with dispersion index 1.
We denote II the class of random variables NV, , described above.

These random variables play an important role as subordinators in ran-
domly stopped sums. Compound or generalized random variables (other names
traditionally given to S, , cf. the discussion on terminology in Johnson, Kotz

and Kemp, 1992) are at the core of branching processes and many other subjects
where the aim is to obtain the distribution of randomly stopped sums, namely
in the study of aggregate claims in the risk process, see Klugman, Panjer and
Willmot (1998) and Rélski, Schmidli, Schmidt and Teugels (1999).

Katz (1965) had used an iterative expression equivalent to (1.1) to organize
a coordinated presentation of count distributions. Panjer’s (1981) pathbreaking
result has been to use the iterative expression satisfied by the p.m.f. of the sub-
ordinator N, , to get an iterative algorithm to compute the density function
(probability mass function or probability density function) of S Neg® This is used
in section 2 to establish characterization theorems for infinitely divisible and for

geometric infinitely divisible generating functions.

In section 3, we investigate discrete random variables N, 5., whose proba-
bility mass function (p.m.f) {p,},cy satisfies the more general relation

In +1 "
(1.4) f“’#n())za—l- igg&;=a+ nﬁ , oBeER, n=0,1,..
Nchﬁ:‘)'n v A,:Z_:O,Yk

where U, ~ Uniform(v, 1), v € (-1, 1). As

nt1

1 1—x
n+1 1—’y y—1

(1.5) E(U,) = 1,

Panjer’s class corresponds to the degenerate limit case, letting v — 1 so that
U, — U}, the degenerate random variable with unit mass at 1.



60

Extensions of Katz—Panjer Families of Discrete Distributions 149

When o = 0, the iterative expression for the p.m.f. of N, ,  verifies

1 _ 7n+l
(1.6) —?JCN&’ (n+1) sz B, ~, T
with ry,= @ and r, = --- = r, = 0, of which (1.2) and (1.3) aren’t but the cases
v = 0 and 7 = 1, respectively. We shall investigate the classes C, of randomly

0,8,
stopped sums Y. Y,, whose members satisfy (1.6) for nonnegative r,, with of

o0
>, T <00,
k=0

In section 4 we show that when |y,| <7y, <1,C, CC, . Also, fory € [0,1],
the classes C, form an increasing chain of classes of 111ﬁmtely divisible random
variables, spanning from C;, the class of discrete geometric stopped sums, to C,,

the class of discrete Poisson stopped sums.

Many of these results rely on properties of absolutely monotone functions
scattered in the literature, that we shall discuss in section 2 below in conjunction
with Panjer theory. Ospina and Gerber (1987) remarked that the representation
theorem for the generating functions of discrete stopped Poisson sums (discrete
infinitely divisible laws) follows from Panjer’s theory, and the same is true for the
representation of geometric infinitely divisible generating functions, see section 2,
and for wider classes of generating functions whose bearing on general p-infinite
divisibility is worth noting. This will be further discussed in the concluding
section.

2. BASIC RESULTS

(0.2}
Let G(s) = Y f(n)s", s € [0,7), be the generating function of the sequence
n=0

g _ ™
{f(n)},cn; in other words, f(n) = =—4~, neN.

If p, > 0,n €N, then g(")(s) >0, s €[0,7), and we say that G is absolutely
monotone (abs. mon.) in [0,7). If there exists r > 0 such that G is abs.mon. in
[0,7), we say that the function § is abs. mon. (Bernstein, 1928).

We refer to Widder (1946, chapt. IV) and to Feller (1968, chap. XI) for
basic information on absolutely monotone functions and generating functions;
Skellam and Shelton (1957) or Srivastava and Manocha (1984) provide a thorough
discussion. It is obvious that the sum or the product of abs.mon. functions is
abs. mon.; we shall need the following results:

1. G is abs.mon. <= G(0)>0 and -% is abs. mon. <= gg [sG(s)] is abs. mon.
(since p,> 0 iff (14+n)p,=>0).



150 Dinis D. Pestana and Silvio F. Velosa

2. Let v € (-1, 1); then, G abs. mon. < g(s) v G(~ys) abs. mon. (it is suf-
ficient to note that p, > 0 <= p,(1—y"") > 0).
Let |y| < n < 1; then, G abs.mon. = 1 G(ns) —vG(ys) abs. mon. (p, > 0
. ; ntl nt1
implies p,(n -~ }=0).
Note that nG(ns) — v G(vs) is no longer abs. mon. if ~1 <5 <y <0.

3. If G, is abs.mon. in [0,r,), G, is abs.mon. in [0,7,), and G,(s) < r, for all
s € [0,7,), the compound function G, 0 G, = G,(G,) is abs.mon. in [0,7,).
In particular:

(a) As G, (s)=¢ is the generating function of p, = %, G, abs. mon. im-
plies that (G,0 G,)(s) = e’ is abs. mon.
(b) As G,(s) = t& is the generating function of p, =1, G, abs. mon in

[0,7,) with G,(s) < 1 for s € [0,7,) implies that (§,0G,)(s) = — g o)
is abs. mon.

N,
Let us now consider the randomly stopped sum S’ = Z Y,, whereY, = Y,

=1
k=1,2,..., are i.i.d. counting random variables, with p.m. f { fy (M)} nen, indepen-
dent of the Panjer subordinator IV, ,.

As

= 1l=1

n+1 =nt

and
*{k—1) .
+1~
1 O, J), i=0,.mt1
fy (n+1)

(RSlski et al., 1999, p.119), where as usual f* denotes the k-fold convolution
(f Y= f f - Vi f*(k_l) ), it follows that the probability mass function of a Pois-
son stopped sums (N, 4, 8>0) verifies

n

(n+1) fs, (n+1) = fs, (k) (n+1-Fk) f, (n+1-k)

k=0
(2.1) =D fs,
k=0

with r, = B (k+1) fy (k+1) 2 0, k=0,1, ..., and it therefore follows that the gen-

n—k 3

Q/-\

oo s
erating function My B(s) =Y r,s" of the {7, }1en is absolutely monotone, with
’ k=0

ioj ,—}:—1 =k§0ﬂfy(k+1) = (1-f,(0)). Assuming that f,(0) = 0 (i.e., enforcing
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a unique representation by fixing this free parameter), multiplying both sides of
(1.6) by 5" and summing for n = 0,1, ..., we get,

_ l 2 T kb O
(2.2) QSN (s) = exp [ﬁ<ﬁ gkﬁ—l s 1)} =g ,

0,8

,:—;_*1 s isa (unique) p.g.f., such that P(0) = 0.

018

where P(s) = %
k=0

On the other hand, for geometric stopped sums (IV, ,, 0<a<1) we get

n

(2.3) fo, (D)= fo (W),

N,
x, 0 k=0 @,0

k1 . .
where 7, :%. As in the treatment of Poisson stopped sums, we may

get a unigue representation theorem by letting the free parameter f, (0)=0,

o0
which implies 3 r, = o, multiplying both sides of (2.3) by s" and summing

£=0
for n =0,1,.... In terms of generating functions,
gs (s) = fn_ (0)
et G, ()T, (9)

where H Neo is the generating function of {r,}, .y, which are all nonnegative, with
o0

_ . - _ ? _ Py _
ngorn =a € (0,1), le. HNo:,O is abs.mon. From QSN(l) = W =12 =1,
it follows that

P, 1—a 1—a
gsNS) 3

h 1"SHNQ)0(3) B 1 Sirksk T 1-aP(s)
k=0

k

o0
where P(s) = %‘- s such that P(0) = 0, is a p.g.f., because it is abs. mon.
k

:—0
and P(1) = 1. In other words, Panjer’s iteration also provides a straightforward
proof of the representation theorem for geometric infinitely divisible lattice dis-
tributions.

We record these representation theorems for the sake of the corollaries that
we then establish, which will be instrumental in the proof of the extensions in
sections 3 and 4.

Theorem 2.1. The p.g.f. QSN of a discrete Poisson stopped sum such
0,8

2

that P[S, =0]=Ffs (0)> 0 has a unique representation G5 (s) = el
0,8 NO,B NO, B
where P is a p.g.f. such that P(0) =0, and f = —1In QSN (0).
0,58
The p.g.f. gsN of a discrete geometric stopped sum such that P[Sy=0] =
«, 0

v

fSN (0) > 0 has a unique representation G (s) = Tﬁ@’ where P is a p.g.f.
a, 0

@, 0
such that P(0) =0, anda=1— Q'SN (0).

«,0
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2 [P(=)-1]
Observe also that exp(l -3 ) i gsN (s). On the
=

! 1~ g
other hand, = = Gy

1- ln(gSN0 ﬂ(s)) 1- %P(s) Nzaf-—r

Corolary 2.1.1.

(1) Let G be a probability generating function such that G(0) > 0; then, G is

the p.g.f. of a discrete Poisson stopped sum iff gg((s)) is abs. mon.

(2) Let G be ap.gd. such that G(0) >0, and v € (—1,1). If G is the p.g.f. of a

discrete Poisson stopped sum, then g((;) is abs. mon., and G (s) = g(gy()wgsgs)

is also the p.g.f. of a Poisson stopped sum.

(8) Let G be a p.g.f. such that G(0) > 0, and |y,| < 7, < 1. If G is the p.g.f.
of a discrete Poisson stopped sum, then g%;/z—s—; is abs. mon. and gﬁ, 72(3) =

G(n) 9(ns) -

G0 Gl ®) is also the p.g.f. of a Poisson stopped sum.
2 1

(4) Any discrete geometric stopped sum such that P[S,=0] = 5, >0 is a Poisson
stopped sum, i.e. infinitely divisible.

Proof: (1) From Theorem 2.1 we know that G, with G(0) > 0, is the
! o0 s
p.gf. of a Poisson stopped sum iff gg((:)) = ’HNM(S) =3, rksk, where
k k=0

=0k+1)fk+1)>0, k=0,1,..., and therefore its gene;ating function
o0

(s)=>" 7, s" is absolutely monotone.

(2) From formula (2.2), we see that G(s) > 0 for all s, therefore 7Q >1

if 0 <s<1. On the other hand, dds [1 gg(gyss))] %I((:)) — gg'(';r:)) is abs. mon., by

2.1.1.(1) and property 2 of abs. mon. functions. As In gg((ﬂ/ss)) is nonnegative for s=0,
it is also abs. mon., by property 1 of abs.mon. functions. From property 3(a) of

abs. mon. functions, it follows that gg';ﬁfs)) is abs.mon. Since G, (0) = G(v) >0,

G,(1) =1, and o Es; 4 [ln gc(gss))] is abs. mon., we conclude that ¢ is the p.gf.

of a Poisson stopped sum.

(8) By 2.1.1.(2), g(zz sg is abs.mon., and by property 2 of abs.mon.

g ! 1
functions ‘71’;72ES; Y2 gg((,;yj :)) ~ T g((:yhs)) is abs. mon. Since g’v ’72( ) = ggz; >0

and G, . (1) =1, it follows that G, (s) = %;—; -g%f% is the p.g.f. of a Poisson
stopped sum.
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(4) As we have seen, G with G(0) >0 is the p.g.f. of a discrete geometric

stopped sum iff G(s) = —1—_-%(]3)0‘—;(5—), where 'HNQ’O(S) < 1lfors € [0, 1) is abs. mon.
As
G0 & [s7ty, ()]
g'(s) _ (I'SHNQ,O(S)) _ sls HN{X’O(S)]
G(s) _1_:% T 1- SHNa,O(S) !

and from property 1 of abs.mon. functions c?—s [s Hy 0(5)] is abs.mon., from
property 3(b) we know that m is abs. mon., and the product of abs. mon.
@, 0

functions is abs.mon., it follows that %,L:gl is abs.mon. From part (1) of

Corollary 2.1.1., it follows that G is the p.g.f. of a Poisson stopped sum. [

If the probability generating function G, of Y ~F, depends on the pa-
rameter § so that G, (s|k6) = [Gy(s|0)]", then F, V F, = F, I/}FX’ where V

denotes the stopped sum of ¥ independent copies of X, and I/é denotes the mix-

ture of Y| K, with mixing distribution F, (Gurland, 1957). Therefore the class
of discrete Poisson stopped sums coincides with the class of discrete mixtures of
Poisson random variables. In what mixtures of geometric random variables and
geometric stopped sums, the former is stricly included in the later.

3. EXTENSIONS

We now investigate the nondegenerate discrete random variables N, , Y
whose probability mass function {p, },.. satisfies

E(Uy) _ 1—y
]E(U:) - C¥+ﬁ 1—’Yn+1

(3.1) %’;ﬂ=a+ﬂ for n=0,1,.., o,fER,

n

where U, ~ Uniform(v, 1), v € (=1, 1), with p,>0. If y=0, all possible
solutions are geometric random variables, and when v — 1 we get Panjer’s class
of counting distributions.

For a nondegenerate solution of (3.1) with infinite support to exist, we must

have

E(U.) ot p 1—7

o) _ e Y
E(U}) 11—y~

a+f

for every integer n. According to the signs of 5 and +, the infimum of this factor
is either o+ 8 (for n = 0), o+ i-‘i_y (for n = 1), or ¢+ B(1 — ) (when n — o),

so we must have a + 3 > 0, a + % >0, and o+ B(1 - v) > 0. Then, applying



154 Dinis D. Pestana and Silvio F. Velosa

the ratio test to the sum

oo k~1

S =3 ]](a+6 1" 1x)

£>0 k=0 n=0

we see that it converges iff 0 < @+ f(1—) < 1. Thus a necessary and sufficient
condition for a solution of (3.1) with infinite support (random variable with finite
support cannot be infinitely divisible) to exist is that

min{a—!—ﬁ,a-i— -1—5—_;}>0 and O0<La+pf(1l-v)<1.

Rewriting (3.1) as
71 v 1
(32) ="y, (1) = [0+ BO=D] f, () —ar™hy (),
for v € (-1, 1), n =0, 1, ..., multiplying both sides by s™ and summing we get

(33)  [1=(@+B1-1)5]Gup.(s) = (1=079)G, ,,v9) ,

0
where G, , (8) = 3 fu 5 (n)s" denotes the probability generating function
" n=0 57

of the probability mass function { Iy 5 (n)}zo_o, and from that
o, O,y -

1

n4l L 1- a,),k+ S
3.4 = ’ '
(3.4) Gei5,1(8) = a2 (1) g) 1-[a+B1-7)]7"s

Observing that
k-1

l—a -8
ga,ﬁ,q(s) _ ga,ﬂm(’)’nﬂs) ﬁ 1- cz+,8(1—'y)]~/ks

Garpr ) s (V) L-ay™

(3.5)

and letting n — oo,

[e ]

_ 1—a’yk+1s 1- [a—i—ﬂ(l—’)')] ’Yk
ga,ﬁ,w(s) - H 1—a'yk+1 1 — [0&"‘,6(1—’)’)] ’)’kS .

(3.6)
k=0

If v€[0,1), @< 0 and 8 € (-2, 1=2), we recognize in
Loy ? Try

B bt 1—a’yk+ls 1*[a+ﬁ(1_7)]7k
G, 5,(8) = H —ar 12 [a+ B8(1-7)] ¥'s’

k=0

the probability generating function of an infinite sum of independent random vari-

ables, the k-th summand being the result of randomly adding 1, with probability
k41

+ :
a_?;—’?*"t_l , to an independent Geometric(l — [ + B(1~7)]y") random variable.
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The limiting case v = 1 may be approached as follows: rewriting (3.3) as
o1 8) = G (19) _,
@50 .4(5) = Gar,y (09)] + (1) 8[BGo o, () ¥ 00, ., (00)]
dividing the numerator and the denominator by (1—y)s and letting v— 1, we get

ma,1(3) =1 g/a,ﬁ,l(s): a+p
550, () B0 pr (700,18~ Gupals) 1-as

the expression we obtain working out the probability generating function in Pan-
jer’s iterative expression p, ,(n+1) = (e + ;ﬁ—i)pmﬁ(n), a,feR n=0,1,...

b

We now focus on the case a = 0, for which § € (0, 7), and
o} k oo
1—p6(1-v)y 1—w,
(37) Gon(8) = T[ o0 = [T e

ke —
k=0 1—16(1_7)7 8 k=0 1 w8

where wk:,B(l—'y)'yk. If ve[0,1), we get that have N, , = Z W,, with

W, ~ Geometric(1 — B(1—7) fyk) independent summands. If v= O, the above
expressmn simplifies to G, ; ,(s) = _,éi . Therefore we conclude that N, , , =
5,0 Geometric(l — ), B€ (0, 1)

Let us point out that the probability mass function of & random variable

Ny 5> 7 € (—1,1), trivially satisfies
1-9"
—1‘:7——10”“ ZP;, To—k
with 7= and r, =71, = -+ =r, =0, provided that
> 1
0< @ = "= His) < ——
G grns () < 75

a point which will be of relevance in the following section.

4. DISCRETE INFINITELY DIVISIBLE DISTRIBUTIONS AND
¢, CLASSES

In what follows we investigate the classes C,, v € (-1, 1), of nondegenerate
counting random variables (distributions, p.g.f.) whose probability mass function
satisfies §, > 0 and the general recursive relation

1__ n+1

(4.1) —17——

pn+x Zpk n—k TL:O,l,‘..,
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with 7, > 0, which extends Panjer’s recursive expression for the probability mass
function of the classes of Poisson stopped sums (C,) and of geometric stopped
sams (C,). It is well known that any geometric infinitely divisible lattice distri-
bution is infinitely divisible in the classical sense, a result that follows from the

o0 k
“7’ = exp{In(1—p) [P(s) — 1]}, where P(s) = '—In(%p)- kgo(pz) is the

pgf of a Iogamthmlc random variable.

As before, multiplying both members of (4.1) by s and summing for
n > 0, we obtain

(42 H=09) g7,

o0 o0

where G(s) = > 5,5 and H_(s) = 3. r,s" converges at least for [s| < 1. Thus
n=0 n=0

H, is by definition abs.mon. Since we have excluded degenerate solutions to

(4.1), we must have H, (0) =71, = % > 0.

If v € [0, 1), we have

L2 ) fon = Z—:n—w D PiTa
k=0

n=0 n 0
o (s
= Z Py Z ,Yn+k+1
k=0 no_<->0
> > 5, > (A-r, —(1~v)zm,
/c=0 n=0

and therefore [, (s)| < H, (1) = E T < = 5 for |s| < 1.

+1
If ye (-1, 0), then t”’ <1fori=0,1,.., and by a similar reasoning
we conclude that in this case [, (s)] < 1 for |s| < 1.

As was seen in the previous section, the p.m.f. of NV, ,  verifies recursion
41y withry=fandr,=r, =... =0, with0<,3<r:i

We have the following result:

Theorem 4.1. Let W be a random variable with p.g.f. G, andy € (—=1,1).

Wel

b

ﬁ 1-(1-9)7 ")

iff G(s) = A ®
O = T T T

where M, is a unique abs.mon. function such that 7 (0) >0 and H_ (1)<
max{1, 1—7}
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(]
Thus, if v € [0,1) the elements of C, are infinite sums W= 3> X, of
k=0
N,

independent geometric stopped sums X, = E s whose subordinators are
=
N, ~ Geometric(l ~ (1—7)7 Hq(fy ")) random variables, and whose ii.d. sum-
3
mands Y, iy; have the p.g.f. P.(s) = s—w.
* Hy{r™)

Proof: We have established that
g(s) _ 1
Glys)  1-(1-7)sH,(s)

Tterating the above expression, similarly to what we have done to obtain (3.6),
we finally get

G(s) —Glys) _
P sG(s)H (s) <=

G(s) = ﬁ 11—(1 N H()

“3) o 1-7)¥'s H,(+"s)

If v € [0,1), we further have

oo

B 1- . l-w,
g(s) - I.]::——‘[O 1 —w s’H (’y s) H 1 —’LULP (S)
B )
k 3 sH.,( ks)
where w, = (L—v)v H,(v ), and the P, (s) = WL(%)_ are (unique) probability
¥

generating functions such that 7, (0) = 0. O

Theorem 4.2. Let W be a counting random variable with p.g.f. G, and
e(—-1L,1). Wec, if H (s) = (1_)7 sggz:) is abs. mon.

We can use this result to show that the geometric distribution verifies (4.1)
for nonnegative y. In fact, if X, ~ Geometm’c(l —§), with 0 < 8 < 1, we have
r,= 'yk9k+l>0 and H, (1) = 9 < 7= 1 . Given the uniqueness of the coefficients
of H.,, we may also conclude that the geometric distribution does not belong to
C, when v € (-1,0).

The truncated geometric distribution with support on the even integers,
Y,, given by the p.m.f.

0<b<l,

(1-6)6" if n=2k even
P =
0 if n=2k+1 odd

is an element of C, for all v € (—1,1], since it verifies (4.1) with r,, =0, 7, =

2%k ;2k42 _ (1-1—'y)02 1
Q4+v)y~"0 ,a,ndH7(1)-—1—_W< 5
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2
It’s interesting to note that the p.g.f. of Y, is gy(s) ”—‘g—g gx (s 2).

It is not difficult to show that if X € C, has the p.g.f. G, then G(s ) is the p.gf
of an element of C_, for every v € (—1,1].

Corolary 4.2.1. Let W be a counting random variable with p.g.f. G, and
vye(-1,,1). fWe Cw —(;/5— is absolutely monotone.

Proof: From the proof of Theorem 4.1, 7— m Ifvyel0,1),
we have s, (s) < H, (1) < 1_ for 0< s<1; on the other hand, if y € (-1,0)
we have (L—7)sH,(s) < (1-7)H, (1) <Llfor 0<s<y _7. Thus, it follows

from property 3(b) of abs.mon. functions that CQ(E;)) is abs.mon. (in [0,1] for

nonnegative v, and in [0, % — 7] for negative ). O

Corolary 4.2.2. For v € (-1,1), C,CC,.

Proof: Taking derivatives on both sides of 1 — gg(?ss)) = (L -vy)sH,(s),

we obtain

G'(s)G(vs) =79 (vs) G(s) d
70 (1"7)35[3H7(5)] ;

equivalent to

) Gl) _ o(s) d
o) "ot~ T gre L

Therefore, in view of Corollary 4.2.1 and of property 1 of abs.mon. functions

%%:7) ¥ gg((’;y;)) is abs.mon. which in turn (property 2 of abs.mon. functions)
implies that %((5)) is abs. mon.

(4.4)

The result follows from Corollary 2.1.1. a

The inclusion is strict: the Poisson(u) distribution belongs to C, for all
> 0, but does not belong to C, when v € (-1, 1), since from Theorem 4.2 we

. . 1
have r, = (——1)"(1~'y)’”(,’j+—1)!, so that 7, is not abs. mon.
Corolary 4.2.3. For |y,| <, <1, ¢, cc,

Proof: Let G be the p.g.f. of a random variable W € ¢, cC.
G172 8) _ Glr 9)
M8 = nH,(ns) 11—y “otne) ~ 0@ _ 1= G(1,9)

H.,](S) Y2 71(72 ) 1-7, %‘ﬂ — %)i) 1-m g('yls)
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From Corollary 2.1.1.(3), g((';i :)) is abs.mon, and from property 2 of abs.mon.

functions H, (s)—, H, (7, 8) is abs. mon. Then 74, (s)——'y1 H., (7, s), and therefore
H, ,» 8Te also abs. mon., " which proves that We C O

We can see that the inclusion is strict directly from (4.1). Suppose that
~l<y<n<land 0<B< —i— We know that N, , € C,, since its p.m.f.

n
71 n+1

satisfies —i%"]—pn +1 = Bp,. Assume that Ny g € C,, that is, 1 "

pn+1

n
D.T.,_ .- Then p, =p,r, = Pp, implies r, = 3, and
= kin—k" 1 [} (1} [o Jane

D, (1+n+y—n) = p1 +p7,

@5  G+ve -

implies 7, = — 7 +71 ﬂ But this is negative, therefore NV, ; ¢C..

Corolary 4.2.4. Let W be a counting random variable with p.g.f. G,
W., the random variable with p.g.f. G (s) = %—), and vy € (-1,1). WeC, iff
W, e C,. .

Proof: As WeC, = W €(,, from Corollary 2.1.1 we know that

G.(s)= gg()vg(s) is a p.g.f.

From the proof of Theorem 2.2 (or simply by taking v = 0 in Theorem 4.1},
in what concerns this p.g.f. G, we obtain, with self-explaining notations,

(@) G (s)—6G (0) G(s)—G(ys) @
4. v - o 1 freerd - —
@) ) = = o = e
and therefore H;gw) is abs.mon. iff ’Hig) is abs. mon. O

5. FURTHER COMMENTS

1. Geometric infinite divisibility arose from Kovalenko’s (1965) exten-
sions of Rényi’s (1956) work on random rarefaction, with the general charac-
terization of geometric stable laws given in Kozubowski (1994). This led to
a general definition of N -summation schemes, the classical summation scheme
being the special case N,= % (degenerate random variables, and therefore a
non-random sum of random variables). It is well known that for some fami-
lies = {N,, p€ (0,1), E(N,) = 1} there exists N-Gaussian laws (for instance
for N, ~ Geometmc(p) the correspondmg N-Gaussian random variables bemg
the Laplace random variables), while other N, for instance N, —~ Pozsson( )
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do not admit N-Gaussian laws. Although it is easy to prove that in more general
branching setings N-Gaussian laws do exist, only the usual Gaussian law and
the Laplace geometric—-Gaussian law are explicitly exhibited in the references we
know.

This research arose from the observation that C,C C, and that, more
generaly, 0 < v, <7, <1 = C,C ¢, cCcd.

Our aim was either to prove that there exist -y € (0,1) such that for v, <~
we could exhibit a V-Gaussian law in C — which we couldn’t — or else to extend
C, classes for v < 0 -~ which we did — " and show that for those it was possible
to construct M -Gaussian random variables. Unfortunately for —1 < v, < 4, < 0
the chain of inclusions C, C C, C C, is no longer valid.

2. The extension of Katz~Panjer’s iterative relation

fntl) B _ n -
(51) W_a+n+l_a+ﬂE(Uo)7 n-—O,l,..., a’ﬁ€R>
by
fln+1) E(U;) B
(52) W—a+ﬂE(U:), ’fl——-O,l,..., O(,,BER,

where U, —~ Uniform(vy,1), v € (—1,1] may seem arbitrary at this stage, unless
it is considered as a first step in extending (5.1) by using more general Beta,
of which the Uniform in (5.2) isn’t but a special case, or even more general
random variables. Naturaly {f(n)},., is not a p.n.f. unless the restrictions in
the parameters are very strong.

3. Panjer’s class Il = I has been generalized by Sundt and Jewell (1981),
who considered the class TI'” of discrete random variables whose probability mass
function satisfies

(5.3) fapgn+1)= (OH— i1> faps(m), o,feER, n=12,..

Willmot (1987) published the definitive characterization of ™ the probability
mass function of a discrete random variable N, with support S ={1,2,...},
satisfies the above expression if N is either a zero-truncated Binomial, Pois-
son or Negative Binomial random variable, or a Logarithmic (when a € (0,1)

and the index =% — 0) or an Engen (1974) Extended Negative Binomial ran-
atB

dom variable (index ;25 € (~1,0), where & € (0,1]), and general solutions N ™,
with support § = {0,1,2,...}, arise from a hurdle process (Cameron and Trivedi,
* 0 N
1998, pp.123-125) N =
, PP ) 2 l—p,
Klugman et al. (1998) describe the solutions as zero modified N variables.

, where N is one of the above variables.
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Hess, Lewald and Schimidt (2002) considered the even more general setting
H(k), k =0,1,..., in which the probability mass functions satisfy

(5.4) [, (n+1)= (a+n—f_—1> fas(n) s a,feER, n=kk+1,..,

giving a complete description of H(k), k=0,1,... in terms of {0,1...,k — 1} mod-
ified basic claim number distributions, i.e., the left k-truncated binomial, Pois-
son, and negative binomial distributions, the other basic claim number distribu-

tions are the left truncated Logarithmic(k,8) distribution, and the left truncated
Engen(k, 8,0) distribution. The extension

n+1 1-
(5.5) %Z=a+ﬂ-tg—ﬂ3, a,fER, n=kk+1,..,
o, B

of (3.1) may investigated along similar lines, but with very cumbersome results.
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2.2 Comentarios e Complementos

2.2.1 Relacao com as somas aleatérias de subordi-
nadora geométrica ou de Poisson

A generalizacao da relagao iterativa de Katz-Panjer

f(}l(z)l):aJrnil:O“LﬁE(U:)? n=0,1,...; afeR (21)
através de
f(;cl<;§)1):a+5iégi;, n=01,...; aB€eR (2.2)

onde U, —~ Uniforme(vy,1), v € (—1,1], pode parecer arbitraria neste
ponto, a menos que seja encarada como um primeiro passo para genera-
lizar (2.2) usando uma varidvel beta geral, de que a uniforme em (2.2) é
um caso especial, ou mesmo variaveis aleatérias mais gerais.

Por outro lado, as variaveis aleatorias N, , = pertencem as classes
C, de varidveis aleatérias discretas cuja fungao massa de probabilidade
verifica a equacao recursiva

1 o ryn+1 n
—fy (n+1)= fv  (K)r _., 7, >0, n=01,...
1—’y a, B,y a, B,y

k=0
as quais interpolam classes importantes na teoria da N -divisibilidade
infinita. De facto, C, ¢ a classe das geo-infinitamente divisiveis discretas
(geométricas compostas) e C, é a classe das infinitamente divisiveis
discretas (Poisson compostas), e, para 0 < 7, < 7, < 1, verifica-se a
inclusao C, € C, CC S C,.

Somas aleatérias com subordinadora geométrica

N
a, B
: - : d
Consideremos uma soma aleatéria S , = > Y, em que Y, =Y,
« k=1

k=1,2, ..., sdo varidveis de contagem i.i.d., com f.m.p. {qn}neN, inde-

pendente da subordinatora de Panjer N, ,, e representemos por {ﬁn}neN
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a fm.p. de S . As distribuigdes de somas aleatérias geométricas (ou

geométricas compostas) tém um papel importante nos esquemas moder-
nos de somas, por intermédio da rarefacao elementar, ou emagrecimento.

Notemos que um ponto fulcral na demonstracao dos teoremas
de representagao das somas aleatérias com subordinadora geométrica
N, , (geométrica) ou N, , (Poisson), via teoria de Panjer, é que

u k =D
]EHLH}/I’2K:n+1‘|:16P[K:j‘z€K:n+1 — q]qqﬁc-ﬁ—l—j’
= = n+1
j=0,...,n+1 (ROlski et al., 1999, p. 119), onde como é habitual q;k'
n+l *(kfl)‘
representa a convolugao de ordem k, e portanto » % —1.
jZO n+1

ﬁn+1 - IP)[SNQ,O: n + 1] = ZP[SNQ,O: n + 1 ‘ Na,oz k] IP) [Na,Oz k] =
k=0

(o]
=3 P[S, =n+1]ap,_, = (dado que P (S, > 1) = 0)
k=1
[e's) . n+1 k
> an, Sr (v v oa) -
k=1 §=0 i=1
0 n+1 *(k—1)
*k q; qn —j
- an+1 AP Z JT-HJ -
k=1 7=0 n+1
n+1 o) (o) n+1
*(k—1 ~
= Z Y L Per by = anﬂ,j @4 =
j=0 k=1 Jj=0

n
=« QOﬁn+1 + Zijk QG
k=0

Portanto

pn+1 = Zﬁk Tnfk (23)
k=0

Xhp 41

onde r, = agq, °
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Somas aleatdrias com subordinadora de Poisson

P =PSy =n+1 ZP L=+ 1N, =HP[N, = k] =
:Z S, :n+1]§pk71: (dado que P (S, > 1) = 0)

k
k
_an+1kpk 1 (MYJ;K:TL*J) =

n+1 *(k—1)
qj qn+17j
=) q p 8 =
S S
n+1 00 (1) n+1 5]
SR SR W
= k=1 J=1
Portanto
n n
M+ D= 5B+ 1=k) Gy = Y BTy (2.4)
k=0 k=0
comr, = #(k+1)q,, >0, k=0,1,..., e conclui-se que a fungao

[e.e]
geradora H , (s) =S 7, s of the {r.},_, € absolutamente monétona.
: k=0

Por outro lado,

k=0 k=0

Se nos restringirmos ao caso em que g, = 0 (i.e., impusermos uma re-
presentacao unica fixando este parametro livre), obtemos uma nova de-
monstracao da conhecida caracterizacao das distribuigoes de contagem
infinitamente divisiveis, i.e. somas aleatérias discretas com subordina-
dora de Poisson (Poisson compostas), com p, > 0 (cf. Feller, 1968, cap.
XI), baseada na teoria de Panjer, como foi visto acima.

Seria interessante estender estes resultados a uma variavel aleatéria
N, , . qualquer. A estrutura das duas demonstragoes anteriores sugere
que para isso bastaria achar uma fungao f: {(y,s) : 0 <y < s} — R tal

n

que a expressao param, = E[ f(Y,, 5) | >_ Y, = s|ndo dependesse de s, e
j=1

simplificasse convenientemente factor 1_17k (onde os Y, 4 Y,j=1,2,...

sao variaveis de contagem i.i.d.) Infelizmente, nao foi possivel descobrir
tal funcao.
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2.2.2 Interpretagao das classes C

A segunda parte de cada demonstracao consiste em aproveitar a relagao
n

recursiva entre p,, e a convolucdo . p,r, , para encontrar uma
k=0

equacao para a funcao geradora de probabilidade da soma aleatoria.

Mais pormenorizadamente, multiplicando ambos os membros das

relacoes recursivas mencionadas anteriormente por s e somando para

n=20,1,..., tem-se o seguinte.

Somas aleatérias com subordinadora geométrica

o0 o0 n

~ n ~ n
§ :pn+1 s = P.To i | S
n=0 k=0

n=0

({Pn} > {rn})
ou

gs §) — Do
9ol e

S

()

a,0

onde 'H N, , Ca funcao geradora dos {rn}neN, que sao todos nao negativos,

o0
com > r, =a€(0,1),ie H, ¢abs. mon.
n=0 @

Como 1 =G, (1) = L(l) = % resulta que

B Do B -« -«
N 1—sH, (s) 1—3§r o 1—aP(s)
? k

k=0

onde P(s) = > % s" tal que P(0) =0, é uma f.g.p., pois é abs. mon.

Somas aleatdrias com subordinadora de Poisson

oo oo n
Z(n + ]‘>ﬁn+18 = (Zﬁk rnk) S
n=0 n=0 \k=0

—_——
({pn} * {rn})



78

ou
G, (s ~
G (5)=G, (H, (5)e= 2L _=H, ()= rs <
)= 0 (0, (0 40 G = (=3
o0 ’ k+1
=G (s) =exp (Z T, + C’)
00 - Frl
Como1=¢G, (1) =-exp (Z ) — ™" resulta que C' = — 33,
No, g k=0

e podemos reescrever

A S S| IS

onde P(s) = %kzo kr—fl s""" ¢ uma f.g.p. (tinica), tal que P(0) =

Tal como no tratamento das somas aleatérias com subordinadora

geométrica, conseguimos um teorema de representacao uUnica pondo o
oo

parametro livre ¢, = 0, o que implica ) r, =
k=0

A representacao para a fungao geradora de probabilidade dos elemen-
tos das classes C_:

I SR b NG N S T
g(S) - ]:J;[) 1- (1 - ’Y) ryks Hq(’)/ks) = Ig) 1— wk,Pk(s) ) (27)
SHq(vks

) sao fungoes geradoras

onde w, = (1—7)7" €[0,1) eos P (s) = )

de probabilidade (tinicas) tais que P, (0) = 0, permite interpretar W € C,
como somas de geométricas compostas, quando v € [0, 1). No caso de
v € (=1, 0), deixa de ser vélida esta interpretagao directa, visto que =y

toma valores alternadamente positivos e negativos.

Recordando que os elementos das classes C, foram definidas como
variaveis aleatorias de contagem cuja funcao massa de probabilidade sa-
tisfaz a relagao recursiva geral

1-— fy nL -
ﬁ n+1 Z Dp T ko w20, Py >0, (2'8)
k=0
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que generaliza as classes de somas aleatorias com subordinadora Pois-
son (C,) e de somas aleatérias com subordinadora geométrica (C, ), seria
também interessante relacionar W € C_ (v negativo ou nao) com as so-
mas aleatérias de subordinadora N, , , ou seja as variaveis aleatorias
discretas com funcao geradora de probabilidade da forma:

I i )
o) =11 =5 e 29

onde P(s) é uma fungao geradora de probabilidade tal que P, (0) = 0,
mas nao pode ser alcancado esse objectivo do presente trabalho.

2.2.3 Generalizagao dos resultados obtidos a v < 0
e relagao com a N-divisibilidade infinita

A divisibilidade infinita geométrica surgiu das extensoes feitas por Ko-
valenko (1965) ao trabalho de Rényi sobre rarefaccao aleatéria (1956),
tendo a caracterizacao geral das leis geométricas estaveis sido feita por
Kozubowski (1994). Isso levou a definigdo geral de esquemas de so-
mas de classe N, em que o esquema aditivo cldssico é o caso espe-
cial N = 119 (varidveis aleatdrias degeneradas, e portanto uma soma

nao aleatéria de varidveis aleatérias). E bem sabido que para algumas
familias N = {N,,p € (0,1), E(N,) = >} existem leis N-gaussianas (por
exemplo, para N —~ Geométrica(p), as variaveis aleatérias N -gaussianas

correspondentes sao varidveis aleatérias de Laplace), enquanto outras

familias de variaveis N, tais como N, —~ Poisson <§>, nao admitem leis

N -gaussianas. Ainda que seja facil provar que existem leis NV -gaussianas
em leis de processos de ramificagdo mais gerais, apenas a lei gaussiana
usual e a distribuicao de Laplace, lei geométrica-gaussiana sao indentifi-
cadas explicitamente nas referéncias que conhecemos.

Esta investigacao partiu da observacao de que C, C C, e, mais geral-
mente, 0 <7, <7, <1 = (, CC, CC_ CC,. Onossoobjectivo era
provar que existia um € (0, 1) tal que para 7, < 7 se conseguia indicar
a lei N-gaussiana em C ,, 0 que nao logramos — ou entao prolongar as
classes C a v < 0 — o que fizemos — e mostrar que para essa extensao
era possivel construir varidveis aleatérias N -gaussianas. Infelizmente,
para —1 <, <7, <0 a cadeia de inclusées C, C CC C, deixa de ser
valida.
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2.2.4 Distribuicoes de Panjer generalizadas com su-
porte finito

No artigo, apresentou-se uma generalizagao da classe de Panjer, composta
pelas varidveis aleatorias discretas N_ ,, cuja funcao massa de probabili-

dade (f.m.p.) {fNa , (n)} satisfaz

neN

B
n+1

o 0= (o L0) g m=0

«,

Para tal, considerdmos as varidveis aleatérias discretas N com

By

a, B € R, cuja fungao massa de probabilidade {p,} = {fN , (n)}
" kil neN
satisfaz a relagao mais geral )

fy, , (n+1) E(U;
—No‘"g’w :Oé‘i_ﬁ]E(Uel) =a+ nﬂ ) n:0717 (210)
fNa B,’y(n> ( 7) Z ’Yk
k=0
onde U, ~ Uniforme(y,1), v € (-1, 1]. Como
" 1 15"
E(U") = T,

n+1 1—v ~-1

a classe de Panjer corresponde ao caso limite degenerado que se obtém
fazendo v — 1, de forma que U, — U,, a varidvel aleatéria degenerada
com massa unitaria no 1.

A investigagdo focou-se nas solugoes com suporte infinito, que
eram as mais interessantes do ponto de vista da investigagao que nos
propusemos fazer, ja que s6 estas podem ser infinitamente divisiveis. No
entanto, estudamos também o caso de funcoes massa de probabilidade
com suporte finito, confirmando assim que a extensao que definimos
abrangia a classe de Panjer.

Teorema 2.2.1: Seja v € (—1, 1). As solugoes N, ,  de (2.10) com
suporte finito sao:

(a) a degenerada em 0, se a«+ 3 =10;

(b) a Bernoulli < wvy), seay <0 ea+ - =0;

11—« 1+~ -
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(c) as varidveis aleatorias com a fun¢do massa de probabilidade dada
por

1 n ’yk_’yN+1
P, = = —a)" —, n=0,1,...,N,
o o L
N n ’Yk_FyN+1
de C ’ = —a)" )
onde C(v, @) nzzo( a) kljl T
sey€(0,1), a<0eN >2 € um inteiro tal que o + 3 = =20

Demonstragao: (a) Observe-se que a + [ E( O) -
quando vy # 1.

Para que haja solugdo, temos de ter p, = (o + ) p, > 0, donde
a+>0. Sea+ 3 =0, asolucao é degenerada em 0.

(b) Admita-se o + 3 > 0. O suporte de uma solu¢ao nao degenerada
de (2.10) ¢ finito se e s6 se existe um inteiro N > 1 para o qual a +
16} 11:71“1 = 0. Se N =1, acha-se § = —a(l + 7v), donde p, = —ayp,,

1 —ay
l—ay? b, = l—ay’

e é necessario que ay < 0. Nestas condigoes, p, =
solucao é uma variavel aleatoria de Bernoulli.

€ a

(¢) Suponha-se agora a+ 3 > 0e a+ 1f #0, mas a+ 3 —— N+1 =0
para algum inteiro N > 2. Entao, 7 # 0. Tomando a < 0 arbltrarlo,
temos de ter § > 0 para que a + 3 > 0. Se v € (0, 1), a sucessao

1:3“1 é estritamente decrescente. Nestas condicoes, 0 = a4+ %YNLH <

a+p - ﬂnﬂ paran =0,1,..., N —1, e portanto a iteragao (2.10) define
a funcao massa de probablhdade de uma variavel aleatéria com suporte
finito, que explicitamos adiante.

Mostremos que nao ha mais solugoes com suporte finito. Quando

€ (0, 1), a sucessao estritamente decrescente % tem maximo 1
(nzO)einﬁmol—'y(nHoo) Sea >0e >0, temos 0 <
a+pB1l—-—9y)<a+p r. O factor a+ 8 % nao se anula para
n finito.

AdmitindO’yE(O 1),a+08>0,a>0ef<0,vem0<a+ <
oz—i—ﬁ - nJrl,palra todo o n.

Consideremos agora vy € (—1, 0), a+( > 0. Entao, a sucessao i_”’nﬂ

¢é constituida por duas subsucessoes monotonas, uma crescente, para n
par, e a outra decrescente, para n impar. O seu minimo ¢é 1 (n =0), e

maxunor(n:l) Se3>0,entaio 0 < a+p < a+p = _n+1 para
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todo o n, e {pn}nEN nao pode ter suporte finito.

Se 3 < 0, entao oz—l—% < a+p 1:3“1. Nao podemos ter a—i—i <0,

pois isso implica p, < 0. Entao sé pode ser 0 < o + 1f <a+ ﬁ — nH,
e de novo nao ha solucao com suporte finito.

Passemos a descri¢ao da solugao, quando existe.

N+1

A condicao a+ _NH—Oequ1valea+:1~l—’y+---+’y =

—a, donde vem:

N
P, = a<1+§) Po=—a(y+-+7 ) D

= af1+2 L —of1 - e _ (—a) ot gty
p2 a 14 pl 14+~ p1 Ty po,

=

e, em geral,

N, J
n > n k N+1
n H ]:k _a)n ’7 - ’7
k—1 o F
k=1 ~ e 1
7=0
para n = 1,2,...,N. O valor de p, fica determinado pela condigao
normalizadora
N n ’7 . N+1
Zp =l=p, =1+ [[ 15— D
n=1k=1 fY
, L. ~ N o n N—n
E facil ver entdo que p, = p,(v) — (n) (ﬁ) (ﬁ) quando v — 1, a
fungao massa de probabilidade de N, , ~ Binomial (N , %)
]
2.2.5 Expressao das varidaveis N , como somas
aleatorias

Naturalmente n apenas poderd ser uma funcao massa
’ Na B,y
’ neN

de probabilidade se forem impostas restricoes bastante fortes aos seus
parametros.  Nesta sec¢ao, caracterizamos com mais pormenor as
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variaveis aleatorias discretas N, com suporte finito, cuja f.m.p.
{p.}, . = {fNa,g,y (n)} satisfaz a relagao (2.10).

neN

Lema 2.2.1: Seja v € (=1, 1). Para que ezista N, ;.. com suporte

infinito, € necessario e suficiente que se verifique uma das sequintes
condigcoes mutuamente exclusivas:

(a)v6=0¢e¢0<a+p<]1;
()€ (0,1), a<1, max{0, F2h<g<i=2 ¢ g0,
(c) v e (0,1), 0<oz<% e —a<ﬁ<min{0, %},

(d) v € (-1, 0), %<04<1 emaX{O,—Oz}<ﬁ<i_—7

(e) v € (-1, 0), 0<a<% e —a(1+7)<ﬂ<min{0 1%“}

Demonstracao: Comecemos pelo caso (a). Se v =0 ou 6 =0, entao a

i
progressao geométrica o < + ﬁ >: (a+
. k=0 E(U;) k=0 it

B) ,n =12 ..., ésomavel e ndo negativa se e sé se 0 < a + 3 < 1.

Como ¢ estritamente decrescente, {p,} _ tem suporte infinito.

Paray # 0 e 3 # 0, hd quatro casos principais a distinguir: v € (0, 1)
e >0 v el ed<0 (e (=10 efd>0 (d
7E(=L0) e <0 (o).

Conforme os sinais de v e 3, o infimo de a+ﬂ — n+l éa+p(n=0),

a+ 1 1+7
sucessao {pn}neN definida por (2.10) é positiva, basta exigir

(n=1),oua+ (1l —7) (n— ). Ass1m, para garantir que a

B
+8>0, at-—>0 T B(1—7) >0,
a+f i e a+p(l—7)

donde se tiram as minoracoes para (3. Por outro lado, é necessario que

convirja a soma
oo n—1 k
W)
DA IES o | (EREE=H
n=1 k=0 ol

Nesse caso, a condi¢do normalizadora Y p, = 1 define p,, e verifica-se

0<p, <Ll
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Aplicando o teste da razao ao termo geral do somatério, conclui-se que
hé convergéncia para a+[((1—) < 1 e divergéncia para a+3(1—~) > 1.
O caso o+ (1 — ) = 1 serd estudado mais adiante.

Conjugando a majoragao o + (1 — ) < 1 com as minoragoes acima
referidas, obtemos as duplas desigualdades para 3. Por exemplo, consi-
deremos o caso vy € (0, 1) e 8 > 0. Entao tem-se min{ a+ 3, a+ %, a+
B(1—7)} = a+B(1—7), pelo que existe uma solugao p, > 0, para qual-

quer n inteiro quando a+ (1 —~) > 0. Resolvendo 0 < a+f(1—7) < 1

em ordem a (3, tira-se max{0, %} < B < i_: e 0 # 0, pois # é por
hipdtese positivo. Mas esta condigao s6 faz sentido se % <0< % ou

se 0 < 7% < 1@ Deste par de conjuncdes resulta o < 1.
—y 177 b3

No caso v € (=1, 0) e > 0, temos min{ o + 3, a + %, a+p[(1—
v) } = a+p. Exigindo a+f > 0 e a+F(1—7) < 1, tira-se a desigualdade
max {0, —a} < g < }:—‘;‘ Para que exista um [ nestas condicoes, é preciso

ter—a<0<%0u0§—a<i:—:,dondesetira%<a<1.

De forma andloga se faz o estudo dos casos (¢) e (e), quando a +
Bl —~) <1

E(U” S
O caso a+3(1—7v) = 1, no qual a+j —EEU(L; =a— ‘f‘_‘vlkﬂ = 11_77,9+1 ,
Y

tem de ser estudado separadamente. Note-se que 3 # 0 <= a # 1.

e Sey € (0,1)ea <1, estasucessao é estritamente decrescente, com

infimo 1, o que nao pode ser, porque implica Y~ p, > > p, = oc.

8

2 k
bl 4+
. Pelo que foi visto acima, nao ha solugao.

e Paraye (—1,0)ea <1, temsef>0el < a+

S - B
Ty oyt

e Se vy € (0,1) e a> 1, entdo a sucessao ¢ estritamente crescente e

tem minimo 1= =+ (k = 0). Este valor ¢ positivo quando oy < 1.

k k+1
Mas entao 0 < 1177“1 < 1170‘1“ para k > 1, donde
— —

i ]E(U:) l—ay 4 1— 1—ay
> _ e
IED(O""ﬁ ]E(U:) T 1-y I!;[l 177k+1 1—’7n+1 n:o oy

e portanto a série > p, diverge.
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e Paray € (—1,0) e @ > 1, asubsucessao a— #ﬁ%ﬂ ¢ decrescente
v
e tem por infimo 1. A subsucessao o — %ﬁ%” é crescente e tem
~ly
2
,. — . , e 2 ~
minimo 1170‘72 (7 = 0), que é positivo quando ay” < 1. Mas entao
1-7% ’ 1—ay 2 ~ :
0< lizgﬁz < 17772#2 para j > 1. Assim,
2n+1 1 _ a/yk%’l n 1 _ a/72j+2 1 o a/yQ n 1 _ 72]’
H 1 — A >H 1 2j+2Z _2H1_ 312
k=0 v =0 7 ToiE T
2
1—ay 2
S et 20

e também neste caso nao ha solugao, pois ) p, diverge.

]

Lema 2.2.2: Suponhamos que existe N, € Il

infinito. Entdo:

com suporte

B,y o, B,y

I.a+03>0e0<a+ 81— <1, com desigualdade estrita se
v€(—1,0) ou v > 0;

2. 1— owkH >0, para k > 0;

3. Seye(-1,0) ef >0 ou —« 133 < p <0, tem-se (1 4+ ) +
B(1— fka) >0, para k > 1.

Demonstragao: (1) Imediata.

(2) O resultado é trivialmente vélido se vy =0, ouy € (0, 1) e a < 0.

Entao, consideremos v € (0, 1) e @ > 0. Quer no caso (b) do lema 2.2.1,
1 k+1

quer no caso (c¢), ficamos com 0 < o < = donde vem oy < ay <1, e

o resultado segue. Suponhamos agora que 7 é negativo; entao, % <a<

%. Se a <0, vem 0 < ay < 1, donde oryk+1 < avy < 1, e o resultado

segue. Sea >0, vemay<le0< a’yz < 1, donde a’ykﬂ < 0472 < 1 para
k> 1.

(3) De facto, 1—~""" = (1—7) (1474 - -++") tem minimo (1—v)(1+7)
(para k = 1) e méximo (1—7)(1+y+~") = 1—9’ (para k = 2). Portanto,

1
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se > 0 tem-se

a(147)+8(1=7") = a(1+7)+B(1=7)(1+7) = [a+B(1=)](1+7),
que é positivo.

Se <0, tem-sea >0 e Oz(l—f—’y)—l—ﬁ(l—7k ) > a(1+7)+ﬁ(1—73),
Como ( > —« 133 equivale a a(1+7)+3(1—~") > 0, fica estabelecido
o resultado.

+1

Para caracterizar as varidaveis N_ , €Il bem como para genera-
lizacOes posteriores, é necessario usar o facto de que o produtério

o0

1 l—ay"'s 1—[a+B01—y]
oo l=ay™ I-la+p(1-9y)]"s

(2.11)

converge absolutamente para todos os valores de «, 3 e [s| < 1, quando
vl < 1.

De facto, escrevendo

kljo 1—[a+ﬂ(1_7)]7ks—]£10 (1 R T P ) _kl;[o(uak)

(2.12)
e fazendo o teste da razao,

1—[o+B(1=]7's
= o+ B0 — )]s
vé-se que este produtdrio converge absolutamente para |s| < 1, quaisquer

que sejam « e [3 (ver, por exemplo, Rohatgi, 1976, p. 8). De modo anédlogo
se justifica que

= |9 |,

ak+l
a

& k—oo

converge absolutamente para qualquer «, donde vem o resultado. Um
desenvolvimento andlogo mostra que o produtério (2.11) diverge se
ly| > 1.

Teorema 2.2.2: Seja v € (—1,1). Se emiste N, , € Il . com
suporte infinito, entdo a correspondente funcao geradora de probabilidade
¢ dada, para |s| <1, por:

(e.¢] k

T l-as 1-ja+ 81 —9))y
ga,ﬁ,w(s)_g L=y 1—Ja+B(1=7)]7"s"




87

A demonstracao deste resultado encontra-se no artigo.

O caso limite v — 1 pode ser estabelecido directamente, em vez de
passar por uma equacao diferencial como no artigo, embora seja mais
fastidioso. Por exemplo, no caso especialmente simples a = 0, fazendo

7:1_%%17

(oo}

k n—1 k
G (8) = H M = nlggo H M _

iy L= B —=)"s iy =B ='s
. {Hﬂ(s—l)rn_l ICER) v 14 89s _
e n k=0 " {1—2(1—7”%} {14‘%(3—1)]

o [ 20T ! -

k=0

cps 1 o(e-1)
1S (1o 2)) e

Salientemos outros casos notaveis:

e Se v =0 ou B = 0, a féormula anterior reduz-se evidentemente a
fungao geradora de probabilidade de X —~ Geométrica(l—(a+f)),

_1—(a+p) .
G, 5.(8)= T—(a+8)s’

e Seye(0,1)ea=0,entao 0 < g < ﬁ e a formula reduz-se a

L—B(L =)y
g - k )
oo = 1 T30 =00,

o0

e asolucao ¢ Y < ST W, com os W, ~ Geométrica(1—B(1—~)7")
k=0

variaveis aleatorias independentes;

e Seye(0,1)ea+p3(1—v)=0,entao a <0 e fica

s 1—a’yk+ls
g s) = _
a,ﬂ,’y( ) kl;[) 1— a7k+1

o0
- d e
A solugao é da forma Z = ) V., onde as varidveis independentes
k=0

k+1
~ . v
V. sao Bernoulli (ow,jﬂ_l> )
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Para v € (0,1) e @ < 0 em geral, as solugdes sdo misturas das
anteriores, da forma Y + Z, com Y e Z independentes. Quando
v € (0,1) e & > 0, obtém-se somas da forma »_ S , onde S, sao

k=0
geométricas modificadas em zero independentes, como se estabelece no

seguinte resultado.

Corolario 2.2.1: Seja v € (—1,1). As solugées N, ,  da iteragdo
(2.10) com suporte infinito, onde « e (3 wverificam as condigoes ne-
cessarias dadas no lema 2.2.1, sao da forma:

(a) N, , 4 (V. +W,), sey € [0,1) e <0, onde as varidveis
k=0
k+1
V. —~ Bernoulli ((ﬁl;) e W. ~ Geométrica(l — [a+ B(1 —7)]7")

sao independentes;

(b) N, , 45 S, sey € [0,1) ea > 0, onde os S, sao varidveis
k=0

aleatorias georﬁétm’cas modificadas independentes, com func¢do massa de
probabilidade dada por:

k
_1-la+80-9)]y
0,k 1 — Oé’yk-H

Pur = Poy @+ B0 =)y ([a+ 801 -]7)"", n>1

(¢) N, ;. 4 YT, sevye(—1,0)ef>0 014—041%33 < 3 <0, onde os
k=0

T, sao varidveis aleatérias independentes com funcdao massa de probabi-
lidade dada por:

1—[a+ 80 -7 1-[a+B1-)]y

2k+1

qo,k = 1 _ a72k+l 1 _ a72k+2
1_ 2k n—1 n+1
= o e 60— a4 450 - a1

Demonstragao: Quando v € [0, 1) e« <0, tem-se 0 < a+ (1 —7) <1
em virtude do lema 2.2.2, e o termo geral do produtorio

o0

T lmen s 1-fat By
o) = 1L T T s

(2.13)
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k+1
decompoe-se nas fungoes geradoras de V, —~ Bernoullz(%) e de
ary —

W, ~ Geométrica(1 — [+ B(1 —~4)]7"). Logo, cada termo do pro-
dutério representa uma variavel aleatéria X, =V, + W,, com V, e W,
independentes. Como o produtério converge para |s| < 1, o teorema da
continuidade para fungoes geradoras de probabilidade (Feller, 1968, p.
280) permite concluir que é a func¢ao geradora de probabilidade da soma
oo oo
infinita de varidveis aleatérias independentes Y X, = > (V, + W,).
k=0 k=0
Por outras palavras, temos uma soma infinita de variaveis aleatorias
independentes, em que a parcela de ordem k é o resultado de adicionar

k+1
aleatoriamente 1, com probabilidade %, a uma variavel aleatoéria
Geométrica(l — [a + B(1 — )] 7").

Se v €[0,1) e a >0, os dois factores do termo geral do produtério
deixam de ser funcoes geradoras de probabilidade, mas efectuando a di-
visao inteira vé-se que

:1—047’”13 1—[a+ A1 -]y _
1—ay"™" 1—[a+B(1-7)]""s

_l-fat -yl 1 ( (a+ﬁ)(1—v)>
= oz’y+1_ .

Py (s)

1—ay*"! a+p(1—7) [+ B(1—7)]~"s

—

Temos 0 < o+ B(1 — ) < 1, pelo que do desenvolvimento

k\n n

1
1—Ja+B(1—9)]+"s ZHZZO (B =]y ) s (2.14)

extraimos os coeficientes {p, , } . definidos no enunciado do teorema.
’ ne
Levando em conta o lema 222, conclui-se que p,, = P, (0) =
1—fa+B(1—]"
1—o¢'yk

> p.. = P.(1) = 1. Logo, os {p,,} k=01, sdo funcoes
nZO ’ ? ne
massa de probabilidade de varidveis aleatdrias discretas S|, e a solugao

é uma soma infinita de varidveis aleatérias independentes, da forma

>0ep,, > 0paran > 1 Também ¢ ficil ver que

d X . .
N, ,.=>.8S,. Como as parcelas S, tém suporte N, também a sua
k=0
soma tem suporte N.

Se v € (—1, 0), os dois factores no termo geral do produtério (2.13)
nao sao, de novo, funcoes geradoras de probabilidade. O lema 2.2.2
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garante que | [+ 8(1 —~)]7"| < 1, pelo que o desenvolvimento (2.14)

. ’71 k oy
continua a ser valido, mas agora v toma valores alternadamente positivos
e negativos. Neste caso associam-se os termos consecutivos dois a dois,

+1 +2 2k+41

s1-la+ -y 1-ay s 1-[a+ 6017y
I—ay™™ 1—[a+B1—-7)]7"s 1 —ay™ 1—[a+p(1—y)]y"* s’

1 _ 2k
Q,(s) = —

e considera-se a decomposicao

av + (a+06)(1—7) oy + (a+B)(1—7) _
1—[a+B(1—9)]~"s 1—Ja+ (1 =)y "s

) a(l+7)+ 5 By
= (O"Y) + (Oé-i—ﬁ)(l _7) <1 — [a+5(1 _’Y>] 72ks_ 1— [Oé-i—ﬁ(l _7)]72k+1s> .

Expandindo em série as fraccoes simples, obtém-se os coeficientes
{an} . Do lema 2.2.2 resulta ¢ , > 0 para todo o n > 0, e facil-
U :

mente se verifica que ) ¢, , = Q,(1) = 1.

n>0

]

Assim, as varidveis N, , , com |y| < 1, sdo varidveis aleatérias
geométricas (de suporte nos inteiros nao negativos), ou somas de varidveis
aleatérias independentes, com parcelas:

e geométricas e/ou de Bernoulli;

e geométricas modificadas em zero;

e geométricas modificadas em zero e nos inteiros pares,

i <
B < 0. No caso em que v € (—1,0) e § < —« 133 < 0, nao existe uma

desde que se verifique v € [0, 1), ou 8> 0, 0ou~y € (=1, 0) e —«

decomposicao da funcao geradora de probabilidade que permita dar uma
interpretagao simples a varidvel N_ , .



Capitulo 3

Modelos de Contagem

3.1 Cosi Fan Tutte — algumas reflexoes so-
bre aleatoriedade discreta

Os modelos elementares de contagem — hipergeométrico, binomial, Pois-
son e binomial negativo — podem ser apresentados de uma forma muito
simples. Prestam-se, por outro lado, a modelar muitos fenémenos reais.
Hipergeométrica e binomial (e as suas extensoes multivariadas) aparecem
naturalmente no contexto de contagens em amostragem simples, sem e
com reposicao, como traducao dos conceitos de permutabilidade e de
independéncia, respectivamente. O modelo de Poisson, abordado como
limite de binomiais, ilustra as potencialidades de contagens capitalizadas
na noc¢ao de estabilidade “em média”.

A modificagao daqueles modelos por truncatura torna-os mais aptos a
descrever contagens em que, por exemplo, o valor zero seja inobservavel.

oo
Por outro lado, constatacoes simples como V8 € (0,1), 36" = = =
k=0

S8 0k+1
k1

k=0

a variavel X —~ Logaritmica(0)

= —In (1 — @) permitem definir novos modelos, no caso vertente

k k=1,2,...
X =
1 9’“
T n(1-0) f

Situagoes concretas diversas, nomeadamente na area da Biologia, e

91



92

na area emergente de Geometria Fractal, tém levada a invencao de mui-
tos outros modelos discretos, qual deles o mais complicado. Quando se
percorre o livro de Johnson, Kotz e Kemp (2004), é facil de perceber
por que sao evitados nos textos “normais” de Probabilidade. De facto,
usando técnicas em si mesmo simples como composicao e misturas, aque-
les autores fazem uma panoramica notavel de modelos discretos — mas
que em geral tém de ser apresentados através de fungoes geradoras de
tratamento complexo.

A complexidade dos modelos pode torné-los apelativos, no sentido de
que eventualmente se ajustam de forma mais perfeita a dados disponiveis,
mas porventura o ensinamento de Saki “a little inaccuracy saves tons of
explanation” reflecte melhore a sageza com que se deve abordar a area
da modelacao.

O trabalho que se reproduz como parte integrante desta tese, “Count
Data Models in Biometry and Randomness Patterns in Birds Extra—
Pair Paternity”, nasceu da tentativa de corrigir alguns erros elementares
que encontramos em Neuhauser et al. (2001). Aqueles autores usaram
dados sobre o nimero de crias “bastardas” achadas em ninhos de diversas
espécies consideradas até ha pouco monoandricas, mas que por analise de
sangue foi possivel comprovar serem descendentes de macho(s) diferente
do parceiro regular da progenitora.
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SUMMARY

The number of extra pair nestlings in a brood is the basic information to
investigate extra-pair fertilization in socially monogamous birds, an interesting
pattern of behaviour that has been observed in some species. Under
unconstrained randomness, Poisson streams of events are expected. But other
patterns of randomness may arise, suggesting new research questions. Starting
from a coordinated approach to count models, we discuss Zipf-Mandelbrot seli-
organizing scaling laws, which are typical of phenomena shaped as a result of
conflicting interests, and some extensions of Mandelbrot’s model. While the
traditional count models (Poisson, binomial, negative binomial or
hypergeometric) seem inappropriate, the logarithmic, truncated logarithmic,
Zipf-Mandelbrot and discrete lognormal models consistently provide the best fit
to the available data, indicating that probably some females are more prone than
others to have extra pair nestlings. This suggests a delicate balance: the number
of extra pair nestlings in the progeny is the result of conflicting behaviours, the
search for genetic diversity and the need to ensure male cooperation in raising
the brood.

" Corresponding author: Dinis Pestana, fax +351-21-7500081
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Key words: Count data, extra-pair fertilization, goodness-of-fit, Poisson related and
Zipf —Mandelbrot related models, randomness.

This book concentrates, not on how to do an analysis, but on how to choose the
right sort of analysis, and how to make sense of the answers. [...]

Statistical methods, apparently quite unrelated to each other, are in fact different
aspects of the same central theory. [...] Statistical methods constitute a tool, often

useful but sometimes abused.
[...] Biologists now use computers to proliferate statistical analyses, which have

become an integral part of their work. But [...] sometimes an analysis is applied to

data which contradict the assumptions of that analysis!
N. Gilbert, Biometrical Interpretation (Preface)

1. Introduction

The reason why some females of socially monogamous bird species seek extra-
pair fertilizations is not clear, and it is to some extent important to assert whether the
number of extra-pair young within and among broods follows some pattern of
randomness which may support one of the possible explanations put forward by other

researchers (Petrie and Kempenears, 1998).
The Poisson model may be looked at as a yardstick, compared to which other
models are overdispersed or underdispersed. Moreover, the fact that the differential

entropy I(p)= J: f.(x) lnl: S, (x)]dx attains its maximum over all J, which are

positive only for x>0 and have finite expectation for the exponentlal density

f (x)=53e Im "
the most uncertain among all distributions of nonnegative random variables with
finite expectation. Therefore, for all ¢ >0, the Poisson process has the greatest A -

dimensional entropy in the interval (0,f) among all homogeneous point processes
with the same given intensity A=1>0 (Rényi, 1964). For that reason, Poisson

streams of events are generally interpreted as representing unconstrained randomness,
but this does not preclude the data from exhibiting other patterns of randomness.
Recently, Neuhduser et al. (2001), using data about the number of extra-pair
nestlings in broods of yellow warblers (Dendroica petechia), collected by Yezerinac
et al. (1995), of hooded warblers (Wilsonia citrina), published by Stutchbury ef al.
(1994), and collared flycatchers (Ficedula albicollis), from Sheldon and Ellegren
(1999), cf. columns 1-3 in Tables 1-3, challenged previous Poisson fits, and carried
out a detailed investigation into the departure from a specific randomness hypothesis,
namely an exchangeability hypothesis, expressed by a multivariate hypergeometric
model, a form of mild dependence, with stationary probabilities. But in fact the

may be interpreted as meaning that the exponentlal,,,dlstnbutlon is
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observed value of the G* goodness-of-fit statistic and the corresponding p -values
show that their multivariate hypergeomeiric model is in general worse than the
Poisson model. On the other hand, this complex multi-hypergeometric model and the
cumbersome computations associated with it are irrelevant: as we shall explain in
Section 4, to evaluate expected values only univariate hypergeometric margins are
needed, and hence their exceedingly complex algorithm is unjustified.

The purpose of modelling is to achieve a generality that does not exist in actual
observational results, in other words, to abstract from the data a general model that
encompasses all possible sampling results, to extract knowledge from information.
The built in dependence assumption that comes from sampling results rather than a
sensible rationale is far from convincing, and the poor fit exhibited in Neuhduser er al.
(2001) ought to be expected, as will be further discussed in Section 4. But one of the
merits of Neuh#user ef al. (2001) is to show that there is evident departure from the
kind of randomness expressed by the hypergeometric model. We may therefore
suspect that in those species where extra-mating has been studied, there are individual
differences from female to female, as regards extra-mating strategies. We cannot
conclude, however, whether this means different attitudes towards this kind of sexual
behaviour, or whether different females have diverse extra-mating opportunities. We
also ignore the distribution of successful extra-mating.

Models that are more closely related to the Poisson — even a crude Poisson model
itself, with infinite support — are more appropriate than the hypergeometric model.
The Poisson model may, as a side effect, incorporate the randomness derived from
extra-mating opportunities, and on the other hand, as the Bernoulli filtered Poisson
process is still Poisson, it may also incorporate extra-mating success.

The fact that both the Poisson and the multivariate hypergeometric provide
exceedingly bad fit, in the generality of cases, does not mean that randomness has to
be rejected, since other patterns of randomness may apply. We examine several
alternative count models that stem from a basic Poissonian assumption in Section 2,
and in Section 3 we investigate their goodness-of-fit to the number of extra-—pair
nestlings in broods of size s. Although much care must be taken in drawing
conclusions based on such small samples, we shall observe that Zipf’s law or the
more general Zipf-Mandelbrot and discrete lognormal models account fairly well for
the observed data.

The presentation of discrete models in Section 2 focuses on enhancing relations
between different count models and how the unconstrained randommess of the
Poisson model is progressively reduced by conditioning to find other well-known
models such as the binomial and the hypergeometric, or by allowing for individual
variability in negative binomial models. The logarithmic model, which can be derived
as the limit of zero-truncated negative binomial distributions, may then be
considerably generalized — in the sense that the parameter space is much wider — by
right truncation, and the resulting Zipf or extended Zipf-Mandelbrot scaling laws
exhibit an interesting “manicheist" pattern of randomness, that is appropriate to
account for the equilibrium between conflicting tensions observed in many social
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phenomena. A likely pattern for these females’ behaviour, which seems to combine
the eagerness for genetic diversity in the future with the present need to ensure male
cooperation in raising the brood, which is supported by an excellent fit.

Most of the models we use are from the Katz family (Katz, 1965), whose
probability mass functions exhibit nice recursive relations (Panjer, 1981). We also
work out a discrete lognormal distribution that seems appropriate for skewed data;
moreover, it generalizes Zipf-Mandelbrot laws for self-organizing phenomena that
maintain a similar structure at various scales: scale has a bearing in structural
organization and, on the other hand, the limit of discrete lognormal distributions when
the location parameter goes to —« is a Zipf~Mandelbrot distribution. The fit is in
most cases almost as good as with the logarithmic or truncated-logarithmic
distributions, and for very small samples it is even better. In the concluding Section 4,
we comment on some points in the philosophy and practice of model fitting, stating
some disagreements with Neuhiuser ef al. (2001).

2. Count medels and random patterns — a coordinate presentation
of useful models

The classical presentation of count models is to use X ~ Hypergeometric(N,n, p)

for the number of successes in random sampling without replacement from a finite
population (which implies a mild form of dependence, exchangeability), to use
Y ~ Binomial(n, p) as suitable for the number of successes in Bernoulli trials, i.e.

when sampling with replacement (independent trials), and to adopt W ~ Poisson(1) as
the limit of a sequence of binomial random variables under a “stable in average"
condition, E[X ] ) =np ———>A>0. Multivariate extensions with these margins are

easily derived along similar paths.

This classical presentation has the advantage of immediate interpretation in terms
of the most common sampling strategies. Moreover, when n<« N it is almost
irrelevant to sample with or without replacement, and in that case
X ~ Hypergeometric(N,n, p) may be approximated by the simpler (two parameters
instead of three) Y ~ Binomial(n,p). On the other hand, for large values of » and
p=0, W~ Poisson(np) is a good approximation for Y ~ Binomial(n,p), a further
simplification, since we have to deal with only one parameter.

For some population studies, more sophisticated counting models are needed. In
what follows, we present a coordinate description of the most important count
models. Starting from the Poisson model, appropriate for unconstrained randomness,
we obtain the binomial model by conditioning a Poisson summand on the observed
sum, and the hypergeometric model by further conditioning a binomial summand on
the observed sum, and comment on the constrained randomness brought in by



97

Count Data Models in Biometry and Randomness Patterns in Birds Extra-Pair Paternity 85

increased information (smaller variance). On the other hand, there may be room for
individual variability, and mixing leads to negative binomial models.

At that stage, the concepts of underdispersion and overdispersion deserve some
comments, as well as the recursive expressions used by Katz (1965) to organize
discrete families of distributions, later explored by Panjer (1981) to obtain simple
expressions for the density of randomly stopped sums. Binomial, Poisson and
negative binomial are the non-degenerate solutions of Panjer’s functional equation. If
we relax the recursive relation, we obtain two other nondegenerate solutions, the
Engen and the logarithmic models; the latter is appropriate when data show some
tendency for clustering.

All these models can be further specialized by truncating the right tail. An
important point is that the parameter space may be then considerably enlarged. The
truncated logarithmic model, for instance, no longer has the restriction 8 (0,1), and
for @=1 we have Zipf’s model P(X =k)eci, k=1,..,N, which accounts for “least
effort" , namely for equilibriumin accommodatmg conﬂlctmg needs.

Mandelbrot (1983) considerably generalized the useful part of Zipf’s ideas by

introducing location (A ) and shape (&) parameters, P(X =k) o« —Lr ),ﬂ, ,k=1..,N.
(k-4

Observe that a scale parameter is itrelevant in these “scaling laws”, since it would be
absorbed into the multiplicative normalizing costant. They are therefore userful for
self-organizing phenomena, those that in some sense are scale invariant.

We introduce a non-trivial extension of Mandelbrot’s class of models, by letting
the shape O(k) depend on k. The discrete lognormal random variable, with

probability mass function p, oc exp( (‘"k) )— A k=12,.., is an important
model from that extended class. More generally, the discrete lognormal family, with

probability mass function p e+ exp( ‘('“"“‘) ) k=12,.,ucR,0>0, seems a

likely model for many discrete skewed data.
Alongside the description of models, we comment on parameter estimation and

give appropriate references.

2a. Poxsson Randomness and Count Data Models — Pmsson and truncated
Poisson, binomial and hypergeometric.

First order approximations are successfully used in all branches of mathematical
modelling, and this is a natural explanation of the wide use of the Poisson model.

In fact, apart from stationarity and independence (in disjoint observation windows)
of the increments, a third axiom rules out coincidental observations, and postulates
local linearity, in the sense that the probability of a single observation is
approximately proportional to the size of an infinitesimal observation window of area

dA:
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P(X -X =1):,1dA+o(dA).

Avdt

These three basic ideas are enough to establish that the number of occurrences in a
region of size 4 is

k k=0,1,..

E [X . ] =14, so that the local linearity of the probability of a single occwrence in

an infinitesimal window is mirrored by a global linearity for the expected values. In
what follows we shall assume that the global area has unit size 4=1.

Poisson randomness is therefore appropriate whenever we feel that expected
values may be considered “stable on average" (Recall that the Poisson arises as the
limiting form of a sequence X ~ Binomial(n,p ) when the expected value
E (X y=np =A.). Examples are the number of sugar cane plants germinating per 10
m?’ plot the number of nests per 100 m* plot in a pine wood and the number of
butterflies caught per hour in a specific field. This is, indeed, the simpler
mathematical translation of our faith in the regularity (and therefore predictability) of
phenomena. It is natural to estimate 1 by x, which is in fact the maximum likelihood
estimate of the rate A .

There are, moreover, many other mathematical advantages of the Poisson model,
for instance general Poisson random variables are the building blocks of infinitely
divisible random variables, those that may be decomposed as sums of infinitesimal
independent random summands. This is, of course, a strong modelling asset, since
many observed phenomena are the result of infinitely many contributing effects. We
shall pursue the matter no further here, but draw the reader’s attention to the guidance
that statistical knowledge may provide on the choice of models, that on one hand they
must be useful — i.e. mathematically tractable — and on the other hand they must be
appropriate, in the sense that they have built in properties that reflect known
properties of the phenomena at hand.

A crude Poisson model may be useful, even though it has infinite support, and the
phenomenon we wish to model is clearly finite. In order to use a chi-square goodness-
of-fit test, care must be taken that %O,f = %ek, and a standard practice is to consider

the N -th class as a composite aggregate class, corresponding to k2 N .

Another possibility is to truncate the right tail of the Poisson model, considering
that for physical reasons k>N is unobservable. The truncated model has
probabilities
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Plx=k) 1 A

k=0,1,.,N
P(X<N) <2 K’
2

p, =

IA

it

In this case, in order to estimate A (maximum likelihood) from the data, we must
solve

which is straightforward using Cohen’s (1961) tables. Moore (1954) suggested the
estimator

where m stands for the number of observed values that are less than N -1, which we
shall use since it is easier to compute and is an unbiased estimator of 4.

The success of the Poisson model derives from striking “conservative”
mathematical properties: if X ~ Poisson(l), Y ~ Poisson(u) and X and Y are
independent, then X +Y ~ Poisson(A + ) , and thus incorporation of new information
can be achieved, in many situations, through a simple modification of the parameter,
the structure of the model not being modified. A similar conservative result holds for
binomial filtering (or thinning): if X ~ Poisson(1) goes through a binomial filter with
probability of success p, the resulting model is X L~ Poisson(pl) .

From the result on the addition of independent Poisson random variables, by
conditioning one of the summands on the observed value of the sum we obtain a
binomial (more information yields a model with smaller variance): if
X, ~ Poisson(4 ), for k=1,..,r ,are independent,

A
. ~Binomz’al[s,7rk}, 7 = £

; Xi=s Z /’Lj
J=l

X}

More generally, if X = (X 50 X)) is multi-Poisson, the conditional distribution of
X given that X +..+X =n is multmormal this is the basis for the analysis of
count data with general chx-square statistics comparing observed counts with the
corresponding expected values using either the classical chi-square statistic X ,» the
likelihood ratio statistic G~ , or general power divergence statistics (Cressie and Read,
1984).
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A similar result holds for independent binomial summands: if

X~ Binomial(n ,p), and N=Zn/ , then X +..+X ~ Binomial(N,p) and
=l

X

&

i)(’;s
Jat

been one (unstated) reason for Neuhduser et al.’s (2001) choice of hypergeometric
randomness, we also investigate a binomial fit, since we feel more inclined towards
an unconditional Poisson model than towards an unconditional binomial model. We

use the maximum likelihood estimate of the binomial parameter p, the individual

probability of success in the sequence of Bernoulli trials, which in this case coincides
with the minimum chi-square and the method of moments estimates.

The above results show that the binomial and the hypergeometric (and their
multivariate extensions), usually derived as count models associated with simple
random sampling, with or without replacement, respectively, may also arise in
connection with Poisson randomness. In the following sections, we shall show that
other important discrete distributions are closely related to the Poisson law.

As we observed above, binomial filtering (or #hinning) of the Poisson distribution
results in a filtered Poisson distribution. For illustration purposes, consider the
following situation. Let us assume that the number of times a female encounters
another male (not her social mate) may be modelled as X ~ Poisson(A) . Assume that
the probability that copulation ensues from each encounter is ¢, and that the
probability that a copulation will eventually lead to a (extra-pair) nestling is 2,
independently of what happens in any other occurrence. Thus the number of extra-
pair nestlings is modelled by the filtered X, ~ Poisson(1af) .

Assume also that the number of times the female copulates with her social mate
can be modelled as Y ~ Poisson(s), and that the probability that a copulation will
eventually lead to a nestling is #, so that the number of non extra-pair nestlings is
Y, ~ Poisson(ur) .

Accepting independence between X and Y (and, for honesty sake, this might not
be true in the real world), then, if we draw a sample of broods and consider a specific
brood size of s (that is, conditioning on the fact that X ,+Y,=s), the model that

~ Hypergeometric{N ,s,;sz, where 7, =~ As this last relation may have

describes the number of extra-pair nestlings will be X ~ Binomial (s,ﬂ’}}%i—”) . Thus it

seems worthwhile to investigate a binomial fit in this case study (with disappointing
results, as we shall see).

A final observation on Poisson, binomial and hypergeometric models: we derived
the binomial distribution by conditioning a Poisson summand on the observed value
of the sum, and the hypergeometric law by conditioning a binomial summand on the
observed value of the sum (assuming independence of summands, and equal
parameter p in the latter case). Comparing the variances of X ~ Poisson(i),
Y ~ Binomial(n, p) and W ~ Hypergeometric(N,n, p) , with equal means, nmp = 1,
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]]\\[f—’; <var(Y)=np(l- p) <var(X)=A =np.

var(W) = np(1- p)

The Poisson model is mathematically simpler — one single parameter, and the
family of Poisson random variables is closed under summation and binomial filtering
—, but on the other hand the hypergeometric model has more information.

As we have seen, the Poisson model accounts for unconstrained randomness. The
binomial model, as an alternative to the usual presentation via counting successes in
sampling with replacement, has been obtained as the posterior distribution of a
Poisson summand conditioned on the value of the sum — extra information that
diminishes randomness, bringing in more information, and hence a smaller variance.
The hypergeometric model, aside from being the model for counting successes in
sampling without replacement, has been shown to be the model for a binomial
summand conditioned on the observed sum, and increased information once again
decreases dispersion and further constrains randomness.

If the sampling fraction % is low, i.e. n<« N, var(W) = var(Y) : the probability of
including the same element more than once in the sample, when sampling with
replacement, is very low, and sampling with or without replacement is an idle
question, since both sampling strategies give the same amount of information. On the
other hand, if p~0, var(¥Y)= var(X), a clear indication that the Poisson law is a
good approximation of the binomial when the variance is close to the expectation.

2b. Negative binomial as a gamma mixture of Poisson distributions;
truncated negative binomial.

The geometric model — and, more generally, the negative binomial model of
which the geometric is not but a special case — are interesting alternatives to the
Poisson model, when we need to account for individual variability. In the case at
hand, this is individual variability in the females’ patterns of sexual behaviour.

Let us suppose that the appropriate model for each female is X ~ Poisson(1)

k k=0,1,...

X= a A
=e R ———
2 k!

(var(X)=E(X)=1). As réigards the whole population, we may model A as a
random variable A ~ Exponential(5) , i. e. with distribution function

s

F (4) =[l—e J](M)(A), 5>0.
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In this hierarchical model,

E(X,|=E[E(X|A)]=E(A)=6

and
var[X” ) = E[var(X | A)]+var[E(X | A)] = E(A)+var(A) =6 +6 .

Thus we obtain a model with var(X }>var(X ), which clearly accounts for

H

higher diversity.

she

The mixture distribution can easily be derived: f, (1) =+e I, (), hence

TR R T 1% oo
P(x .—./c):je —5e d/‘L:EEO Ae T di=

SR S 0 A S ) ) k=0,1,..
Ok J 1+ I+4 1+6\1+48

and thus X -~ Geomerric(7). For that reason, some authors consider the geometric

model (and more generally Y ~ NegativeBinomial(v,7}) with index v>0, ie.

p, =["“:l"](l—}3)v(ﬁ%)k, k=0,1,..., which may be derived using similar arguments

with the Gamma with index v as mixing distribution) as a “more dispersed" Poisson.

In the general case, when both parameters are unknown, the easiest estimation
method is the method of moments, equating sample and population means and
variances, respectively. As we are working with the negative binomial located at 0,

E(Y)= -"—(—';fﬂ and var(¥) =22 | therefore
P

. X -
p=— and V=-—"7=r,
s s —x

As an alternative, the Mean-and-Zero-Frequency method equates the observed
and expected number of zero values, and the sample mean and population mean. Thus
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and
l-pt -
v :D =X,
p
. o 10 e P 5 P __ %
from which we get T+ - Ty W, 1n(1+P'] s, » where

! =—'7'Jé’; . Piegorsch (1990) recommends minimum chi-square estimation, on the

grounds that it is slightly less biased than maximum likelihood or method of moments
estimation, provided that the sample size is greater than 20. For a discussion of the
relative merits of minimum chi-square and maximum likelihood criteria, cf. Berkson
(1978) and the ensuing discussion.

Although the negative binomial distribution is infinitely divisible, and hence a
non-integer index may be used, we shall limit our investigation to the classical case,
and use an integer approximation for ¥. Whenever v is too small, we use the shifted
logarithmic model (Fisher et al., 1943, derived the logarithmic model as the limit of
zero truncated negative binomial distributions).

As in the Poisson case, the support of the negative binomial is infinite (as happens
for all infinitely divisible laws), and we may derive finite support models using
truncation. There are no closed forms for parameter estimation in the case of
truncated models. For instance, for the geometric model truncated to the right of s,

with p =28 p=0,..,s, the maximum likelihood estimate p satisfies the

s+ )
1-(i-p)

equation
n & X n(s+l)(1—p)’ B

s+ E]

p =l-p 1-(1-p)

which, however, is easily handled in the example that we work out.

2¢. Katz family of discrete random variables.

If W ~ Poisson(A), the recursive expression p _ =+ p, =(a +T’f;,—) p, holds for
k=0,1.., with =0 and f'=21.
If Y ~ Binomial(n,p), we may write p =435 p, = (a +m) p,, with a=-t

k41

and f=402 for k=0,..,n~1.
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On the other hand, if X ~ NegativeBinomial(v, p) , ie.
P(X = /c) = [":z;‘]p“(l “p)k , for £ =0,1,... we have P, = i‘:‘:{;{f;ﬂpk = (a+1:‘f—|)pk s

with e =1-p and f=(v-1)(1-p).
It is interesting to observe that the models mentioned above are the only ones
whose probability mass function satisfies the recursive relation

2= g n=0,1,..
p, n+l

(Panjer’s recursive expression, which had been used by Katz (1965) in the

equivalent form 2zt =222 "5 =01, to classify families of discrete distributions).

2, ntl

In fact, multiplying p = a+L p by s™ and adding for »>0, we obtain the

a4l

differential equation
P'(sy a+p

Pis) 1-a

3

=1

for the probability generating function P (s)= Z p s, whose absolutely monotone
a,p "

n

solutions are the probability generating functions
1. P (s)=1,case a=f=0,le X ., =0, the degenerate random variable with

unit mass at 0.
2. P (8)= i a=0 (and necessarily p>0), and therefore
o8

XW ~ Poisson(f3) .

Zas 3

3. PXM (5) = (l“—“)¥ ; X, ~ NegativeBinomial (‘“” ,l—a) if ae(0,) and
a + £>0.

4. PXM (8)= ((1—&) +7f;l—s)_(l+§) ; if @<0, Z=p>0 and we recognize the
probability generating function of X ., ~ Binomial (—1 —é,ﬁ) with

-1-£eN".
Cf. Rolski et al. (1999) for an alternative proof.

An important point is that if W ~ Poisson(4), 57 =4=1, a good reason to use

the Poisson distribution as a yardstick in what regards dispersion.
On the other hand, if Y ~ Binomial(n, p) , 1}’(—(})1 =2C0 <1, Y is underdispersed.
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We have seen that the geometric random variable, allowing for individual
diversity, is more dispersed than the Poisson, and more generally if

X ~ NegativeBinomial(v, p), v;(;;) = ﬁ >1, X is overdispersed.
Panjer’s family may be considerably extended by using weights,

Py =0+ s n=0,1,..
D, (n+Dy.

(Velosa, 2003), or if we relax the defining condition, by allowing

B

——p"—*’=a+——~— n=kk+1,.,
D, n+l

i.e. the relation holds only for n=k >0 (Hess et al., 2002). The case k=1 has been
studied by Sundt and Jewell (1981) and by Willmot (1987). The results are worth

recording:
If p =0 and Lp":'—=a+n—ﬁ, n=1,2,..., multiplying by s~ and summing for

n 21, we obtain the differential equation

(-as)P'(s)-(a+P) P(s)=p,,

whose non-degenerate absolutely monotone solutions are:
e
1. P = J:ﬂ’—)z_; , the probability generating function of
O aefime) *

(2) the zero-truncated negative binomial distribution if & € (0,1) and 8> -« ;

(b) the zero truncated Engen generalized negative binomial distribution, if
ae(0,1] and fe(2a,-a);

(c) Logarithmic () if - =« €(0,1) ; the logarithmic random variable may be
obtained either as the limit of zero truncated Engen’s extended negative binomial
random variables, or of zero truncated negative binomial random variables, with
index (shape) parameter going to 0. Each of these models has a prestigious
history of applications, to population studies, since they were introduced by
Fisher et al. (1943) and by Engen (1974).

-ﬂ - . .
2. P =25 (ep‘ —-1) (the zero truncated Poisson, if @ =0 and £>0);

o6 1—e
3
3. p =l (the zero truncated binomial, if @ <0 and -£e N).

X, WA
’ (l-a){l J -1
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More generally, the probability mass function of the random variable X satisfies

p—;*‘- =a+-£, n=12,.., if the corresponding probability generating function P.(s)

can be written

B 9)=r+(1-0)P,_ ()

where P is one of the probability generating functions in the preceding
a.fp

Pra

7

enumeration, and ¢ e[P—%%,l). Hence, the ratio of observed frequencies f;j—’— Y
(3

may be of some guidance on the choice of an appropriate model, by fitting
—('%‘—‘—'—zdlw(o“w B). Considerations on dispersion may give further insight on

which model to prefer.

2d. Clustering and the logarithmic model; truncated logarithmic and Zipf-
Mandelbrot models.

If none of the nestlings is extra-pair we cannot presume that the female did not
mate with other males aside from her social partner. It may be that she has a very
promiscuous behaviour, but extra-pair mating turns out to be infertile. On the other
hand, the availability of extra-pair males may also have a bearing on the number of
extra-pair nestlings. Promiscuous mating is certainly an opportunistic behaviour,
perhaps a delicate equilibrium between compulsion to bring in genetic diversity to the
progeny, and the need to maintain a monogamic social organization that favours the
raising of nestlings.

The fact that we cannot exclude promiscuous mating behaviour when there are no
extra-pair young in the nest is to some extent compensated by clustering when we do
find “bastard" progeny. This is a common situation in biology. For instance, some
female insects lay eggs on leaves appropriate for feeding their maggots. Of course the
fact that we do not find any eggs on a particular leaf does not mean that none of these
females landed on that particular leaf. On the other hand, we often find several eggs
on the same leaf, and “blindness" in what regards 0 is compensated by some
clustering. We now describe an appropriate model for this kind of phenomena: for

any 8e(0,1), we have, In(l-6)=-)" 4 . Therefore p, =—m‘_—5—i- , k=12, 1is
k=1

the probability mass function of a random variable W~ Logarithmic(8) , with support

k=12,.., since it sums to I:
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k k=12,..
W = ) .
°oip =— L (0<é<1)
f In(1-0) k
As el =f~“’_ﬂ_3’_’— ,for #=1-L we have E {W J= var(W ] as in the Poisson model.
E{w,) 1-6 e s ¢

For §e(1-1,1) the random variable # is overdispersed, and for & e(0,1-1) we
observe that 7 is an interesting infinite support underdispersed model.

Fisher et al.’s (1943) derivation of the logarithmic random variable shows that it is
the weak limit as v — 0 of a sequence of zero-truncated negative binomial random
variables with index v, cf. Johnson et al. (1992, p. 286), and hence it is also related to
the Poisson randomness model. They have shown that if in a batch the number of

species represented by exactly one individual is »_then, denoting & = —- the index of
diversity, the number of species represented by & individuals is approximated by

22| k=2,3,... The logarithmic distribution is considered a good fit for count data

whenever there is underlying clustering — number of bacteria per colony, number of
inhabitants per house, or number of animals per litter, for instance.

The maximum likelihood estimate of @ is the solution & of

a 1

e . A x’

(1—5)111(1—-9) nig °

which is easily computed using, for instance, the Newton—Raphson method.
By truncating to the.right of s, we obtain the truncated logarithmic model

k k=1,..,s

1 é

ok
J

J=l

The maximum likelihood estimator of & is the solution of

o(1-8") _3

-6

?
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which may be computed from Patil and Wani’s (1965) tables. But for our purposes it
is simpler to equate sample and population moments, obtaining the explicit estimate

5 m, —(s+2)m. +(s+1)m

b4

m, —sm,

where mk = %Z x denotes the k -th sample moment.
j=l
We shall, naturally, shift these random variables to 0, X =W ~1 and X =W -1;
this is equivalent to taking x_+1 instead of x_as observations.
An important remark: in this truncated case it is no longer necessary to consider

*

that the parameter space is @ =(0,1). In fact, { pk} s P, =——;"—;,— , is a probability
k=l k )

=
mass function for any 6> 0, as in Table 1 (s=4,5), Table 2 (5=2,3,5) and Table 3
(s=4,5). In particular, if 6=1 we get Zipf’s law { D, =§} , Wwhere

15}

+= Z +~Ins+y (y~0.577 is Euler’s constant), which Zipf claimed was tied to the
k=1

‘principle of least effort’ in the sense that it would model phenomena shaped by

conflicting interests (Zipf’s primary examples are verbal communication — the need

to be socially understood constraining the use of rich personal vocabulary — and the

size of cities, seen as the result of the attraction/repulsion feelings that large human

settlements exert upon different individuals).

More general “scaling laws" or “power laws" { p, = ( C),ﬂ, } , where
k-2 k=t
L= z L— , with location parameter A and shape parameter p >0, have been
Ll (k-2)

used by Mandelbrot (1983), namely to model self-organizing phenomena. Gell-Mann
(1994, p. 91-94) is an excellent naive introduction to the matter, with enlightening
comments on the role of parameters, When p >0, s may be o} in the simpler case

A=0, {pk = m‘w)%} , where () is Riemann’s zeta function. Some authors
E e

(Seal, 1952; Adamic, 2001) regard this zeta distribution as a discrete Pareto law. The
maximum likelihood estimator 4 of the shape parameter p satisfies

g+ _ 1%
Fory  n 2
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(Seal, 1952). Alternatively, equating the population and sample means we obtain the
estimator /5, that satisfies 2%3—)=:?, which may be easily solved using the tables

provided by Moore (1956).

Power laws play an important role in modelling dynamic phenomena where scale
effects contribute to self-organization. With the sole exception of the hypergeometric
distribution, all the other models related to Poisson randomness that we have
described are generalized power laws, cf. Johnson ez al. (1992, p. 81). We believe this
is one more reason to prefer any of the other models (moreover, in the context of
initial Poisson randomness, the hypergeometric arises from a double
addition/conditioning scheme that seems farfetched in this context of modelling the
number of extra-pair young in each nest). Pérez-Abreu (1991) has shown that under
very mild assumptions the Poisson arises as the limit of power series distributions,
further justifying for the central role we have chosen for the Poisson model:

2e. Discrete lognormal model.

Discrete probability mass functions of the form { p, =’c'(lT)kl_+‘mT} provide an

k2t

even wider choice of models, among which Zipf-Mandelbrot’s, corresponding to
8(k) = p , is just the easiest to deal with. The generalized case, on the other hand, may

provide appropriate models where location may influence scale effects.
A particular choice 6(k)= In(Wk) leads to p, « =i k=12,.., ie. to the
k

discrete lognormal random variable

k k=12,..
X = 1 (nk)
o4 p = exp
L C(0,DE 2

where C(0,1) = Z + exp(———('“z—k)—j is the normalizing constant.

©
k=1

More generally, the discrete lognormal law with parameters ¢ and o

k k=12,..

X = 1 1(Ink—,u)2
# P m e eXp| ——
L C(u0)k 2 o
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with C(u,0) the appropriate normalizing constant, seems a likely model for discrete
skew populational data. The parameters z and o may be estimated by numerical

maximization of the likelihood function.
Further observe that when g — -, the discrete lognormal law may be

considered a Zipf-Mandelbrot law with shape parameter p=-*%.Infact, if Ink <« ] y[ ,

__ 1 o _l(ln/c—,u)2
P ok P T2 o

oc—l-exp _In/c(lnk2~2,u) - 1 1” '
k 20 C (4,0) k‘?

3. Goodness-of-fit

For the data provided in Tables 1-6 — Tables 1 and 2 for yellow warblers
(Dendroica petechia) studied by Yezerinac et al. (1995), Tables 3 and 4 for hooded
warblers (Wilsonia citrina) provided by Stutchbury et al. (1994), Tables 5 and 6 for
collared flycatchers (Ficedula albicollis) studied by Sheldon and Ellegren (1999) —,
and using G* as a comparison criterion, we evaluate the goodness-of-fit for the
relevant models described above: the more traditional hypergeometric, Poisson,
truncated Poisson, binomial, negative binomial (in general geometric), truncated
geometric, in the odd-numbered tables; and the less common logarithmic, truncated
logarithmic, truncated Zipf-Mandelbrot and discrete lognormal models in the even-
numbered tables. We present asymptotic theory, since this way our results may be
checked easily using a spreadsheet, since they do not depart substantially from exact
results using exact algorithms such as those incorporated in StaXact.

For comparison purposes, our Tables 1 to 6 exhibit some overlap — i.e., for the
hypergeometric and Poison models — with Tables 2-4 in Neuhduser et al. (2001);
our goal is to show that the simple univariate hypergeometric model achieves exactly
the same results as their multi-hypergeometric model. We omitted brood size s=1
(hooded warblers) and s =2 (collared flycatchers), and in fact should have refrained
from analyzing other cases: statistical analysis with exceedingly small sample sizes
cannot be recommended. But this is a case study to assess the potential interest of
these models, not a statistical data analysis aimed at drawing conclusions from the
data. Brood size s=4 (collared flycatchers), and s=5 (hooded warblers) are
maintained in our analysis, as paradigmatic cases, important for the discussion in
Section 4 and comparison with Neuhguser ef al.’s (2001) views.

For the Poisson, logarithmic and geometric models, which have infinite support,
we give results both using the last class as an “aggregate” class, and using the
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corresponding truncated models. We use truncated negative binomial models only for
estimated index v =1 (geometric), since parameter estimation for the general
truncated negative binomial is unreliable. Anyway, only in the case of yellow
warblers, s=4 (Table 1) do we have the unexpected index estimate v* ~10; in all
the other cases (we would have v' ~5 for hooded warblers, s =2 in Table 2; but for
this case, since we need to estimate two parameters, the number of degrees of
freedom would be 0), the estimate is either v* ~0 — in which case the logarithmic
model seems appropriate — or v’ ~1.

As we have seen in Section 2, the logarithmic random variable is the limit of zero-
truncated negative binomial random variables with index going to zero. Hence,
whenever the index estimate of the negative binomial model is near zero we proceed
directly to a logarithmic model fit.

Parameter estimation has been done either by maximum likelihood estimation or
the simpler — as a rule, unbiased — estimation described in the appropriate
subsection of Section 2; we emphasize simple methods, and this is the reason why we
described them beforehand, providing a fair choice to the reader. Computer intensive
methods, bootstrap estimates, and other sophisticated methods may be preferable in
many situations — but in all cases the researcher must ponder whether the sample
size calls for such investment. In addition to the G* observed value, degrees of
freedom and p-values, we present parameter estimates (though the index of the

it
negative binomial may be fractional — —2°— is an infinitely divisible characteristic

1~(1-p)e

i

v
function, and thus ( b2 ) is a characteristic function for any v >0 — we shall use

1-(-p)e”

the integer part of v* as the binomial index), and expected frequencies, for immediate
visual comparison with the observed values.

There is no need, in the hypergeometric case, for explicit evaluation of the
parameter estimate p = ; but this does not preclude the fact that it is implicitly used

in the computation of expected values under the null hypothesis, and that the
appropriate number of degrees of freedom is (s+1)—-2=s-1.

As regards the hypergeometric, the computation is done with the univariate
hypergeometric marginal model, which provides exactly the same expected values,
with much less computational effort than in Neuhsuser et al. (2001). In fact, only
expected values of the univariate model are needed, and it seems farfetched to
compute univariate moments using the complicated algorithm for the multi-
hypergeometric model given in the appendix to Neuhauser et al. (2001); this matter
will be further discussed in Section 4.

The hypergeometric and the binomial model give poor fits, even worse than the
crude Poisson model criticized by Neuh#user ef al. (2001), or the negative binomial
that could account for some individual variability. Thus the classical count models
seem useless in the present context.
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On the other hand, the logarithmic and truncated logarithmic (power laws, in the
strict sense) provide in general excellent fits, the more general Zipf-Mandelbrot
scaling laws and the skewed discrete lognormal distribution seem interesting
candidates to elicit the randomness exhibited by these data. This clear pattern,
exhibited by the comparison of Tables 1 and 2, Tables 3 and 4, and Tables 5 and 6,
has been confirmed using StaXact exact algorithms to compute observed values and
p-values.

It therefore seems plausible to consider the working hypothesis that eagerness for
genetic diversity and the need to have male cooperation in raising the brood are two
polarities that generate an elaborate equilibrium in these females mating behaviour,

4. Concluding Remarks

The purpose of the present paper, aside from contributing to the understanding of
some female birds’ remarkable sexual behaviour, is twofold:

1. To stress that the discrete models presented in elementary and intermediate
Probability and Statistics courses (hypergeometric, binomial and negative
binomial, and Poisson) are insufficient to model the rich randomness patterns that
arise when counting biostatistical phenomena. Johnson er al.’s (1992)
presentation, on the other hand, which in many cases uses Gauss hypergeometric
generating functions, is too specialized for most practical users. Our choice would
be to invest in a coordinate approach to count data models as outlined in Section 2,
stressing patterns of randomness. One point we would like to emphasize once
again: truncation (and indeed other techniques aimed at restricting the support)
may be compensated by an interesting stretching of the parameter space (in our
examples, although the parameter space for the Logarithmic(6) is © = 0,1, for
the right truncated logarithmic — power laws — the parameter space ® =(0,) is
much wider).

2. To underline the importance of clearly understanding statistical concepts, in order
to avoid misconceptions and mishandling of statistical algorithms. This is
worrying mostly because errors tend to have a fertile progeny following their
publication. For that reason, we make explicit some points detailed in Marques
and Pestana (2002):

- Neuhéuser ez al. (2001) claim that the Poisson is not a plausible model, since
it attributes posijtive probabilities to unobservable values, and since the
percentage of extra-pair nestlings is high, this not a rare event.

The first objection — pointing out that impossible configurations have
positive probabilities in a model — is a statistical misconception (truncation
of the right tail solves part of the problem). Sharing their views about
modelling would prevent us from using almost all useful (i.e., mathematically
tractable) statistical models, most of which have infinite support, while all
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our observations are finite. “A4 little inaccuracy saves tons of explanations”,
wrote Saki; in our view, this is the role of models: a good model is general —
since there is no Science of particular facts — free from concrete details,
although its properties reflect the striking patterns of the phenomena that it
represents; and this inbuilt simplification makes it mathematically tractable.

Regarding rare events, notice that the same model can be generated by very
diverse mechanisms, and that the point is whether or not it provides a good fit
to the available data. The fact that the Poisson distribution can be derived as
the limit of binomial distributions under a condition of stability in the mean
that has an appealing interpretation as a limit law of rare events cannot be
taken as a crude statement that it applies only to rare events; and it should be
noted that “rarity" concerns the binomial parent distribution, not the limiting

Poisson law: mp ——=z—>4€(0,»), and hence the mean value E (X)=2

"I

can be very large!

Although the question addressed in Neuh#user et al. (2001), as they clearly
stated, was not “fo model observed distributions, but to provide a pattern of
randomness with which observed patterns can be compared”, their multi-
hypergeometric distribution seems quite unrealistic. It comes as no surprise
that Neuhduser ef al. (2001) obtained very low p -values using G goodness-
of-fit statistics for their hypergeometric fitting. In fact they were, as a rule,

lower than using the Poisson that they criticize, as can be seen in their Tables
2—4 and in Tables 1-3 below.

It should be noted that there is a systematic error in their computations: in
order to use the chi-square goodness-of-fit statistic care must be taken that,

N

under the validity of H , Z p, =1. This is an important point, namely in
k=]

deriving the asymptotic chi-square statistic — the classes considered must be

a partition of the support of the distribution, Z e = Z o s the reason why

k=0 k=0
the number of degrees of freedom in the asymptotic chi-square is always
N -1 (minus the number of estimated parameters, if any). This accounts for
the discrepant values between their Tables 2-4 and our Tables 1-3. The
relative error in their Table 4, s=4, is quite high, 12%. We point this out
because it is a frequent error that needs to be eradicated, a mishandling that
can be misleading. |
The computation of expected frequencies is highly simplified by using a
marginal hypergeometric model, instead of their complex algorithm for
computing expected values using the multivariate distribution.
The reader can verify that all calculations in Tables 2, 3 and 4 in Neuh#user
et al. (2001) are greatly simplified with e =kp , the p being the
univariate hypergeometric probabilities :

113
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¥ n--r S n-s
k|| s—k kil r-k
p, = = ’
n n
0o

where s is the brood size, n is the number of nests with brood size s,
n=sn_is the total number of young in broods of size s, and » the total
number of extra-pair young (we use the notations s, » and » of Neuh#user
et al. (2001) for an easy comparison).
In fact, the appropriate model for the number of individuals from each of »
classes C,...,C inasample of size » taken randomly, without replacement,

from a populat1on of size N=K +.. -+K such that K individuals in the
populauon belong to class C‘ »J —1 WP is

[X,"“’X,] Multzhypergeometrzc{N;n; D pr], where p, ==t

ek ) k +.+k =n

But it is obvious that any univariate marginal random variable X ) counting
the number of elements classified in class C has Hypergeometric(N,n,p )
distribution: we need only to collect all the other classes in a residual

= C, . Therefore we get

k=l
(k2f)

and E [X" ] =E, [X }

0 F

Thus a much easier univariate hypergeometric model achieves the same goals
as the multi-hypergeometric put forward by Neuhguser et al. (2001).

Finally, we shall comment on the most important issue, i.e. what can be grasped
from quantitative data as regards the understanding of mating behaviour. As has been
established by Neuh#user et al. (2001), the multivariate hypergeometric model and
the Poisson law must be rejected, since the associated p-values are always
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exceedingly small. Our results confirm this, and further establish that there is
departure from the kind of randomness defined by the classical (Poisson, binomial,
negative binomial and hypergeometric) count models, which always overestimate
frequencies for the intermediate cases.

But other patterns of randommness may be an excellent fit with interesting
behavioral interpretations — they are indeed an excellent fit, although as a general
remark we would like to point out that it is easier, of course, to obtain a better fit with
a model depending on more parameters, and that Akaike’s criterion ought to be used
to evaluate the relative benefit from using a more complicated model.

The observed frequencies seem indicate that the most common situation is either
zero or at most one extra-pair, or, more seldom, many extra-pairs. This seems to
indicate that only a small proportion of these females have a very promiscuous
behaviour (or successful promiscuous behaviour), hypothesis that deserves further
investigation.

Also, we have to bear in mind that we are modelling the number of extra-pair
young as a step in trying to ascertain why females seek extra-pair fertilization. We are
therefore looking in the present for questions which arose in the past, at an
evolutionary level, which are far from straightforward. On the other hand, even
random search by some females of extra pair fertilizations might lead to more
elaborate random models for the number of extra-pair nestlings if other self-control or
self-organizing mechanisms intervene in the process (such as regulation of the
probability of success of extra pair fertilizations, or the probability that a female finds
an available male, based on territorial constraints and nearest neighbour models).
More sophisticated models, such as Zipf’s equilibrium, therefore seem appropriate for
seeking a much better explanation.

Nevertheless, the importance of modelling the observed number of extra pair
nestlings should not be overlooked, as close fits to specific models may lead to
interesting working hypotheses. The different models presented in this work are some
of the possible alternatives when dealing with count data. For the available data,
which is very scarce, there is clear indication that the logarithmic or the truncated
logarithmic model often provide the best fit. This agrees with the explanation that
different females have different behaviour, with some of them displaying more
“eagerness" for promiscuous mating than others. Power laws, Zipf’s law and Pareto
models are closely related (Adamic, 2001, Mandelbrot, 1983), and seem to account
for sophisticated forms of equilibrium reached by natural populations. The more
general Zipf-Mandelbrot scaling models, and the discrete lognormal model whose
structure changes with scale, provide good fits and deserve further investigation with
larger samples. Scale regulation seems, indeed, to be the governing force behind most
dynamic self-organizing phenomena.
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Table I. Extra pair nestlings in broods of size s, yellow warblers (Dendrozca petechia), data from
Yezerinac ef al. (1995) - traditional count models. Observed and expected frequencies, G* observed
value, degrees of freedom (d.f.), and corresponding p-value. For the untruncated models with
infinite support, the last residual class represents P (X 2 s).

k or Hyperg Pois. Tr.Pois. Bin. Neg.Bin. Tr.Neg.Bin.

est.par. 0.429 0.500 0.143 1; 0.750 0.680
5= 0 10 8.707 9.120 8.506 8.816 10.500 9.618
H 2 4.610 3.909 4.253 4.408 2.625 3.080
2 2 0.659 0.838 1.063 0.735 0.656 0.986
3 0 0.024 0.134 0.177 0.041 0.219 0316
G’ 3.872 2.643 2.745 3.364 2.394 1.880
d.f. 2 2 2 2 2 1
p-value 0.144 0.267 0.254 0.186 0.122 0.170
- est.par. 1.730 2.462 0.432 10; 0.850
s=4 0 10 3.720 6.561 3.522 3.839 7.247
1 7 11.757 11.349 8.668 11.701 10.902
2 9 11.350 9.816 10.669 13.373 9.021
3 5 6.748 5.659 8.754 6.793 5.428
4 6 1.225 3.614 5.387 1.294 4.403
G’ 21.220 4.944 10511 20.170 3.090
d.f 3 3 3 3 2
p-value 0 0.176 0.015 0 0.213
est. par. ~ 1.538 1.935 0.308 1; 0458 0.299
5= 0 17 6.060 8.374 5712 6.202 17.855 13.216
1 8 13.878 12.883 11.055 13.783 9.681 9.271
2 3 12.406 9.910 10.698 12252 5.249 6.504
3 3 5.410 5.082 6.902 5.445 2.846 4.563
4 3 1.151 1.955 3.340 10.210 1.543 3.201
5 5 0.095 0.797 1.293 0.108 1.827 2.246
G’ 59.537  27.051  32.162  57.398 6.299 6.659
d.f. 4 4 4 4 3 3

p-value 0o 0 0 0 0.098 0.084
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Table 2. Extra pair nestlings in broods of size s, yellow warblers (Dendroica petechia), data from
Yezerinac et al. (1995) - power, generalized Zipf-Mandelbrot and discrete lognormal models.
Observed and expected frequencies, G* observed value, degrees of freedom (d.f.), and
corresponding p-value. Maximum p-value, indicating the best fit, in boldface. For the untruncated
modela with infinite support, the last residual class represents P (X = s).

k O Log. Tr.Log. Mand. D.Logn.
est, par. 0.491 0.563 -3.32;5.02 0.07; 0.62
§=3 0 10 10.175 9.782 9.795 9.788
1 2 2.500 2.751 2.801 2.972
2 0.819 1.032 0.993 0.829
3 0 0.505 0.435 0.410 0.411
G’ 2330 1.813 1.664 2.387
d.f. 2 2 1 I
p-value 0312 0.404 0.197 0.122
est.par. 0.827 1.251 -4.57; 0.00 0.86; 0.59
s=4 0 10 17.424 11.829 9.697 8.519
1 7 7.209 7.401 8.211 11.840
2 9 3.977 6.174 7.135 7.570
3 5 2.468 5.795 6.303 4.139
4 6 5.922 5.801 5.644 4933
G’ 10.402 1.573 0.970 2.916
df. 3 3 2 2
p-value 0.015 0.665 0.616 0.233
est. par. 0.807 1.140 0.10; 0.00 0.55; 0.84
5=5 0 17 19.148 12.866 16.589 15.829
1 8 7.722 7.332 7.858 9.665
2 3 4,152 5.571 5.148 5.282
3 3 2512 4,763 3.828 2,987
4 3 1.621 4343 3.047 1.771
5 5 3.846 4,125 2.530 3.467
G’ 1.956 4.085 3.499 2.890
d.f 4 4 3 3
p-value 0.744 0.395 0.321 0.409
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Table 3. Extra pair nestlings in broods of size s, hooded warblers (Wilsonie citrina), data from
Stutchbury et al. (1994) - traditional count models. Observed and expected frequencies, G* observed
value, degrees of freedom (d.f.), and corresponding p-value. For the untruncated models with
infinite support, the last residual class represents P (X 25).

k or  Hyperg. Pois. Tr.Pois. Bin. Neg.Bin. Tr.Neg.Bin.
est. par. 0:692 1.200 0.346
§=2 0 15 11 13.011 8.904 11.115
1 4 12 9.008 10.685 11.769
2 7 3 3.982 6.411 3.115
G’ 12378  5.673 9.016  11.692
d.f. 1 1 1 1
p-value 0 0.017 0.003 0.001
est.par. 0.841 1.194 0.280 I; 0.566 0.437
§=3 0 28 16.255 18.978 13.797 16.402 24.904 21.388
1 3 19.402 15.959 16.467 19.165 10.808 12.033
2 5 7.430 6.710 9.827 7.464 4.691 6.770
3 8 0.913 2.353 3.910 0.969 3.598 3.809
G’ 50.026  28.388  34.119  48.589 12.300 15.594
d.f. 2 2 2 2 1 1
p-value 0 0 0 0 0 0
est.par. 0.944 1.172 0.236 1;0.473 0.455
s=4 0 23 12.098 14.000 11.225 12.258 17.027 17.217
1 2 15.377 13.222 13.161 15.155 8.974 9.378
2 4 7.048 6.244 7.715 7.027 4.729 5.108
3 4 1.379 1.966 3.015 1.448 2.492 2.782
4 3 0.097 0.568 0.884 0.112 2.777 1.515
G* 45957  27.390  29.800  44.203 10.734 12.187
d.f. 3 3 3 3 2 2
p-value 0 0 0 0 0.005 0
est.par. 1.667 2.500 0.333 (V= 0)
§=5 0 2 0.252 0.567 0.257 0.395
I 0 1.049 0.944 0.643 0.988
2 0 1.199 0.787 0.803 0.988
3 0 0.450 0.437 0.669 0.494
4 0 0.050 0.182 0418 0.123
5 1 0.001 0.083 0.209 0.012
G’ 22.107 10.032 11.335 15.276
d.f. 4 4 4 4
p-value 0 0.040 0.023 0.004
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Table 4. Extra pair nestlings in broods of size s, hooded warblers (Wilsoria citrina), data from
Stutchbury et al. (1994) - power, generalized Zipf-Mandelbrot and discrete lognormal models.
Observed and expected frequencies, G observed value, degrees of freedom (d.f)), and
corresponding p-value. Maximum p-value, indicating the best fit, in boldface. For the untruncated
models with infinite support, the last residual class represents P (X 2 s).

k O Log. Tr.Log. Mand. D.Logn.
est. par. 0.622 1.261
§=2 0 15 16.616 12.035
1 4 5.171 7.587
2 7 4213 6.378
G* 1.985 2.789
d.f 1 1
p-value 0.159 0.095
est, par. 0.673 1.137 0.54; 0.00 -0.03; 0.91
5=3 0 28 26487 18.585 26911 25.924
1 3 8.915 10.568 8.479 9.457
2 5 4.001 8.012 5.032 4.007
3 8 4.597 6.834 3.578 4612
G 7.668 13.200 9.051 7310
df 2 2 1 1
p-value 0.022 0.001 0.003 0.007
est. par. 0.702 0.968 0.63; 0.00 -0.24; 1.05
s=4 0 23 20.882 16.368 22.213 21.124
1 2 7.327 7.924 5.999 7.304
2 4 3.428 5.115 3.468 3.207
3 4 1.804 3.715 2.439 1.634
4 3 2.560 2.877 1.881 2.731
G’ 7.809 9.014 4441 7.669
d.f. 3 3 2 2
p-value 0.050 0.029 0.109 0.022
est. par. 0.821 3.000 0.69; 0.00 -2.47; 2.01
$-5 0 2 1.432 0.044 1.881 1.667
1 0 0.588 0.065 0.445 0.518
2 0 0.322 0.131 0.252 0.247
3 0 0.198 0.294 0.176 0.142
4 0 0.130 0.705 0.135 0.912
5 1 0.331 1.762 0.110 0.335
G? 3.549 14.179 8.232 2.381
df. 4 4 3 3
p-value 0.470 0.007 0.041 0.497
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Table 5. Extra pair nestlings in broods of size s, collared flycatchers (Ficedula albicollis), data from
Sheldon and Ellegren (1999) - traditional count models. Observed and expected frequencies, G?
observed value, degrees of freedom (d.f.), and corresponding p-value. For the untruncated models
with infinite support, the last residual class represents P (X = s).

k or  Hyperg Pois. Tr.Pois. Bin. Neg.Bin. Tr.Neg.Bin.
est.par. 2.500 5.000 0.625
§= 0 0 0.164 0.031 0.040
1 0 0.143 0410 0.153 0.264
2 1 0.857 0.513 0.382 0.659
3 1 0.857 0.428 0.637 0.732
4 0 0.485 0.797 0.305
G’ 0.617 3.034 2.823 1.456
d.f. 3 3 3 3
p-value 0.893 0.386 0.420 0.692
est.par. 1.529 2.000 0.306 1;0.393 0.301
§=5 0 9 2.595 3.683 2.339 2.739 6.684 5.795
1 2 6.133 5.633 4.679 6.035 4.056 4.050
2 0 5.476 4.308 4.679 5.319 2461 2.830
3 2 2.306 2.196 3.119 2.344 1.493 1.978
4 2 0.457 0.840 1.560 0.516 0.906 1.382
5 2 0.034 0.340 0.624 0.046 1.399 0.966
G’ 39.528 22.126 24.729 36.906 8.291 9.538
d.f. 4 4 4 4 3 3
p-value 0 0 0 0 0.04 0.02
est.par. 0.804 0.822 0.134 1;0425 0.546
s=6 0 31 19.230 20.579 20.215 19.395 19.533 25.204
1 3 18.244 16.553 16.622 18.015 11.239 11.45
2 6 6.987 6.657 6.833 6.973 6.466 5.201
3 4 1.382 1.785 1.873 1.439 3.721 2.363
4 1 0.149 0.359 0.385 0.167 2.141 1.073
5 0 0.008 0.058 0.063 0.010 1.232 0.488
6 1 0 0.009 0.009 0 0.669 0.221
G? 46.464 31.893 32.149 44.73 17.846 13.596
d.f. 5 5 5 5 4 4
p-value 0 0 0 0 0.001 0.009
est.par. 0.250 0.250 0.036 (V= 0)
s=7 0 11 9.212 9.346 9.346 9.303

0 2.579 2.336 2.336 2.412
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2 0 0.204 0.292 0.292 0.268
3 I 0.004 0.024 0.024 0.017
4 0 0.002 0.002 0.001
5 0 0 0 0
6 0 0 0 0
7 0 0 0 0
G’ 14.75 11.017 11.017 11.89
d.f. 6 6 6 6
p-value 0.022 0.088 0.088 0.064

Table 6. Extra pair nestlings in broods of size s, collared flycatchers (Ficedula albicollis), data from
Sheldon and Ellegren (1999) - power, generalized Zipf-Mandelbrot and discrete lognormal models.
Observed and expected frequencies, G* observed value, degrees of freedom (d.f.), and
corresponding p-value, Maximum p-value, indicating the best fit, in boldface. For the untruncated

models with infinite support, the last residual class represents P (X = s).

k Oy Log. Tr.Log. Mand. D.Logn.
est. par. 0.882 1.235 -500; 0.00 1.25; 0.08
s=4 0 0 0.825 0.653 0.402 0
1 0 0.364 0.403 0.401 0
2 1 0.214 0.332 0.900 0.974
3 1 0.142 0.308 0.904 1.026
4 0 0.455 0.304 0.398 0.001
G 6.993 4.562 3.005 0.0015
df. 3 3 2 2
p-value 0.072 0.207 0.223 0.999
est. par. 0.806 1.215 0.40; 0.00 0.19; 1.07
§=5 0 9 8.364 4.966 8.458 8.005
1 2 3.368 3.016 3.172 3.641
2 0 1.809 2.442 1.952 1.890
3 2 1.093 2,225 1.410 1.088
4 2 0.704 2.162 1.103 0.675
5 2 _ 1.662 2.188 0.906 1.701
G’ 6.568 7.961 4.716 6.173
d.f. 4 4 3 3
p-value 0.160 0.093 0.194 0.103
est. par. 0.662 0.724 0.77; 0.00 -0.58; 1.11
§=6 0 31 28.088 26419 30.736 29.231



124

112 T. A. Marquesl, D. D. Pestana, S. F. Velosa
1 3 9.291 9.569 5.747 8.678
2 6 4.098 4,622 3.170 3.360
3 4 2.033 2.511 2.189 1.744
4 1 1.076 1.455 1.671 0.958
5 0 0.593 0.879 1.352 0.570
6 1 0.820 0.546 1.135 1.259
G 9.572 10.274 6.978 9.036
d.f. 5 5 4 4
p-value 0.088 0.068 0.13? 0.060
est. par. 0.350 0.426 0.96; 0.01 -29.99; 3.61
§= 0 i1 9.749 9.214 10.935 10.47
1 0 1.707 1.960 0.407 1.043
2 0 0.398 0.556 0.206 0.266
3 1 0.105 0.177 0.138 0.100
4 0 0.029 0.060 0.103 0.047
5 0 0.009 0.021 0.083 0.025
6 0 0.003 0.008 0.069 0.015
7 0 0.001 0.003 0.059 0.035
G’ 7.172 7.357 6.323 9.548
d.f. 6 6 5 5
p-value 0.305 0.289 0.276 0.089
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3.2 Comentarios e Complementos

A Lei de Zipf e as suas extensoes hiperbdlicas generalizadas discretas tém
vindo a ganhar grande relevo em areas muito diversas, nomeadamente em
Ecologia, em Ciéncias Sociais e em Linguistica. A sua ligacao as varidveis
de Paretos, que tem como case limite a ligacao da Geométrica a Expo-
nencial, confere-lhe uma importancia acrescida, podendo conjecturar-se
que o seu estudo mais aprofundado contribua para a teoria das somas e
dos maximos de varidveis discretas.

Por outro lado, seria deveras interessante conseguir estabelecer re-
sultados sobre processos pontuais de que o processo de Poisson fosse um
caso extremo, em que os “tempos de espera” tivessem distribuicao de Pa-
reto, e procurar as associagoes estruturais entre as leis desses processos
pontuais e as leis hiperbdlicas.

Procuramos também estabelecer resultados sobre somas de hi-
perbdlicas generalizadas, no intuito de depois determinar a lei de uma
parcela condicional na soma (por outras palavras, estender os conhecidos
resultados sobre a lei de uma parcela Poisson condicional ao valor da
soma de Poissons independentes), mas as expressoes combinatdrias que
se obtém para a lei da soma tornam os resultados inusaveis do ponto de
vista analitico.

Como se estabelece no artigo acima transcrito, ao restringir o suporte
da lei logaritmica a uma secc¢ao inicial finita de N passamos a logaritmica
truncada a direita, que admite o espago de parametros @’ = (0, c0),
muito mais vasto que o espago de parametros ® = (0,1) da logaritmica
usual com suporte S = {1,2,...}. Assim, as distribui¢ao-poténcia
(“power laws”) surgem numa iluminacao diversa do habitual, que possi-
bilitara porventura uma abordagem mais proficua ao problema.

Os modelos naturais de contagem foram recentemente expostos por
Hess et al. (2002). Com a devida vénia ao trabalho de Abamahomed
(2006), apresentamos uma demonstragao completa dos resultados, que a
publicagao em revista nao permite.

A classe de Hess et al. (2002) em certo sentido usa os resultados
de Sundt and Jewell (1981) e de Wilmott, que tinham generalizado
Panjer (1981) usando truncatura em 0 e modificagdo em 0, que sao
casos especiais da truncatura em k e da modificagdo em k de Hess et
al. (2002). Nesse paradigma mais geral, as basic claim number distribu-
tions, ou distribuicoes de Panjer(!) sdo as enumeradas no quadro seguinte.

MWOu distribuicbes de Katz, como as intituldmos no artigo, por ter sido Katz o
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distribuicao bésica k dist. truncada em k

Binomial(m, 1) {0,1,...,m —1} Binomial(m,V; k)

Poisson(a) {0,1,...} Poisson(a; k)
BNegativa(3, 1) {0,1,...} BNegativa(f3,9; k)
Logaritmica(1) {1,2,...} Logaritmica(V; k)
ENB(m,3,9) {m,m+1,...}  ENB(m,,0;k)
ELOG(m,v) {m,m+1,...} ELOG(m,9;k)

onde BNegativa designa a binomial negativa, FNB é a binomial ne-

gativa generalizada, e ELOG a logaritmica generalizada, com suporte

{m, m+1, ...}, m € N, e fungdo massa de probabilidade {¢, } propor-
-1

cional a 19"( :1 > para n > m.

Definigao (3.2.1): Para uma claim number distribution @ = {¢,},
comn € Ny ek € Ny, tal que, g > 0 e Zzo:kﬂ g > 0, define-

se QW) = {q}bk)}, com n € Ny, onde, qﬁf) =0 paran < k—1ce¢
g = =B paran > k.
=370 9

Entao, Q%) é uma claim number distribution ndo degenerada, pois

q(k) _ dn _ dn _ dn .
I — I o0 - oo
n 1—2?23 Z]’:k q; qk+2j:k+1 !

< —n >
0< TES S <1, paran >k

uma vez que g > 0e >, g, > 0.

Além disso, Y7 qﬁlk) = In — 2k _

n=k1-Y""0q X5k

A sua funcao geradora de probabilidades é

primeiro a classifica-las sistematicamente com base na férmula recursiva verificada
pelas suas funcoes massa de probabilidade.
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00 k)n fe'e) n n o8] n
mau(t) = oo et = XLy et = e S0l =

—1
j=0 4j

o 1 00 n_ k=1 5y mQ(t)—Z;?;é q;t?
Y (2o 0t = 2 4it) = 1-3025 4

A distribuicio Q® chama-se k-truncatura de @. Em particular,
temos

Binomial(m,9¥) = Binomial(m,J;0)
Poisson(a) = Poisson(a;0)
BNegativa(8,9) = BNegativa(3,v;0)
Logaritmica(¥) = Logaritmica(d;1)
ENB(m,3,9) = FENB(m,3,9;m)
ELOG(m,v) = FELOG(m,d;m)

As extensoes de Hess et al. resultam de exigir que a recursao de Panjer

b
o= (0t 57 )0, (3.1)

se verifique apenas a partir de certo & > 0, sendo p, = 0 para n < k.
As solugoes de (3.1), que se designam por distribui¢oes de Panjer
de ordem k e se representam por Panjer(a,b; k), sdo as truncaturas
em k de basic claim number distributions, quando existam. E facil
ver que a truncatura em k de cada distribuicao basica de Panjer veri-
fica a recursao. Para provar o reciproco é necessario o seguinte resultado.

Lema (3.2.2): Se Q = Panjer(a,b; k), entio (k+1)a+b > 0. Mais,
a+b>0=a<leat+tb<0=a<1.

Demonstracgao:

(k+1)a+b

E+1

b
Gr+1 = (a + k‘—l—l) Gk <= Qk4+1 =
Uma vez que g > 0 e k+ 1> 0 terd de ser (k+ 1)a+ b > 0 para que se
tenha g1 > 0.

Sejam a > 0 e a+ b > 0; entao para n > k,
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_ nata+b (n=1)a
n+1 = %qn > n+1Qn = nrfl 0 dn-1 >
ﬂ(n—l) (n 2)a
— nt+l n Tl dn-2 Z n+1a qn—2
e genericamente,
n—(G-1) ;
Gn+1 = niﬂa]%—(j—l)?
fazendo j = n — k, resulta
+1
> " 3.2
Gn1 2 250" ki (3.2)
A série Y ki} a" % ¢ divergente para a > 1, pois lim k—ﬁa” F = oo,
paraa > 1. Paraa = 1, aséried - kﬁ ¢ divergente, pois, aplicando-lhe

o critério de Raabe vem:

n+1

Mas de (3.2) deduz-se que >, f:i a" g <3000 quar < 1. Assim,

Qet1 D ey ZE a”* < 1 que implica, usando o critério da comparacao,
que a série Y >, Zﬂ a" % ¢ convergente. Logo, nao pode ser a > 1; e
portanto a < 1.

Sejam agora a > 0 e a+ b < 0. Entao, paran > k,

(n—k)a+(k+1)a+Db >n—k

nt 1 qn n+1G'QHa

dn+1 =

pois (k + 1)a + b > 0. Procedendo como anteriormente,

3
a . .
Qn+1 2 w717 T Qn—2; genericamente,
n—kn—k—1n—k—2

V

al . -
T Dn(n—(G—2)) Qn—(j-1); fazendo j =n — k,
(n—k)(n—k—1)...(n—k—(j—1))

v

Gn+1

anfk a— k

i Dn... 1 hrD! dk+1 = (n+1) qk+1
k) (n—Fk—1)..1(k+1)! k+1

v

Gn+1
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/. n—k ’ . . . n—k
A série Y 7, {IRT” ¢ divergente para a > 1, pois hm(“nTl) = 00 nesse
k+1 k+1

caso. Para a = 1, a série )~ (n—_lu) ¢ convergente, pois, aplicando o
k+1

critério de Raabe,

n+1)*1
. (eia I n+2 .\ _ . nk+1)
llmn((zi_%)l 1)_hmn(nk+1 1)_hmnk+1_k+1

Mas da  desigualdade  anteriormente  estabelecida  resulta
n—k . .
Q1 D, (anT1> < 3 qnt1 < 1; conclui-se, assim, usando o
k+1
itério d 3 rie SO0 &L ¢ te. Portant
critério da comparagao, que a série ) >~ @8] é convergente. Portanto,
k+1

nao pode ser a > 1; logo a < 1.
m

Teorema (3.2.3): Seja Q uma claim number distribution nao dege-
nerada. Para k € Ny, as sequintes proposi¢oes sao equivalentes:

(a) Q é uma distribuicao de Pangjer de ordem k.

(b) Q € a k-truncatura de uma claim number distribution bdsica.

Demonstragao:

Mostremos que (a) = (b). Seja Q = {gn}nen, = Panjer(a,b; k).
Pelo teorema 2.1 de Hess et al. temos

(k+1Da+bd
1—at

)

(k+1)
mg (1) d )y ()
ey~ ) -

parat € [0,1), e mg)(O) =0 quandon < k — 1.
Para resolver a equacao diferencial anterior vao-se considerar 3 casos:

e caso a < 0:

(n—k)a+ (k+1)a+b
n+1

Qn+1 = qn paran > k;

pelo lema 3.2.3, (k+ 1)a + b > 0; g > 0 até existir um valor m tal que
qm>Oeqm+1:O<:>m:—1—g.
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%(ln mg“))(t) = (kt)(;rb In mg) (t) = (k+31a+b In(1 — at)b+ Inc
=Inc(l — at)~k+1+a),
onde ¢ é uma constante. mg)(t) =c(l —at)™* onde m = —1 — g; a
solucao geral da equacao diferencial é portanto da forma

k-1

mo(t) = chtj +ep(l—at)™,
5=0

com os ¢; constantes. mg(1) =1 e as condicoes iniciais mg) (0) = 0 para
1 < k — 1, implicam:

k—1
mo(l) =1<= ¢+a(l-—a)™ =1 (3.3)
§=0
m/Q(O) =0 <= {Z?;&jaﬂjfl —acpym(l — at)mfl} = 0 —
t=
= c1 —agm =0 = c; = Gk
m’é(O) =0 — [Zf;éj(] - I)Cjtj72 + GQCkm(m -1 - at)mfﬂ =0 =
t=0
< Ck + azm(m — 1)Ck = 0 = Cy = *(*1)211227?(’”7,71)@“

~(~Diaim(m = 1)+ (m = (j = 1)

c; =
3
4!

cp == ¢ = —(—a)? (m> o (3.4)

Substituindo (3.4) em (3.3), resulta
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Substituindo (3.4) e esta expressao de ¢; na solugao geral,

k=1 i m k—1 ; ; l—at)™
mQ(t) = Zj:() CjtJ + Ck(]. — at) = —Cg Zj:O (_Q)J (7)t1 + (170‘)7717( ;C;()Jl(fa)J(T)
_ X (P (1=at)™

Sl (7)) T oS (e (7)

Dividindo ambos os termos de ambas as frac¢oes por (1—a)™ e atendendo
aque ()" = (75)" (45, vem
— 3020 () () (=) n (d=atym
=820 (—a)? () (2™

(Tt = F ) () ()™ 7 (=% 1)

= (M) () (%)

Esta ultima expressao é a da funcao geradora de probabilidades de uma

Binomial (42, =2 k)

e caso a = 0:

Pelo lema 3.2.3, (k+ 1)a+ b > 0 <= b > 0; partindo de

(kt+Datb_,

d (k)
qnmo )(t) = ———

dt
temos
In mg) (t) =bt + ¢ < mg)(t) = ce®,

onde ¢ é constante. A solucao geral desta equacao diferencial é da forma

k—1
mo(t) = Z cjt? + cre
j=0

mq(l) = 1 e as condigdes iniciais mg)(O) = 0 para i < k — 1 implicam

que

k—1

Z cj+epe’ =1 (3.5)

=0

[Z?;S jeti =t 4 bckebt} T 0= c1+bep =0 = 0
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[25;3 JG = Ve;ti =2 + b2ckebt} =0+ =0<=cy = 71’2_5"

(3.6)

Substituindo (3.6) em (3.5) resulta,

k—1 —bJ(‘ 1
Zj o ’“—i—cke _1<:>Ck_7b P
e =325%0 1
Substituindo a expressao (3.6) e ¢, na solugdo geral temos,
k=1 15 bt k=1 —blcy 45 1 bt
_ 43 - k4]
mq(t) = Zj:O cit! +cpe” = ijo A b _shT w7 €
j=0 4T
Multiplicando ambos os termos da segunda fraccao por e~ resulta
k1 pi i —b(1—t) SE—1 bl —b(1—1)
—Ck Z]‘:o b'*lt] + k— B e=bsi T = IObJJ' b + k— B e—bpJ
J: Z 7! Z]:o ﬁfe 1— Z 7!
Multiplicando ambos os termos da primeira fraccio por —e? resulta
Ek -2 e*b(bt)f omb(1—1) e—b(1—t) _ Ek—l e*b(bt)ﬂ'
J J— J
7b + —b - —b
1— Zk 1e JIbJ 1— Zk 1 e ]b.7 1— Zk 1e le

Esta tltima expressdo é a da fungao geradora de probabilidades de uma Poisson(b; k).

e caso a > 0:
Ha a distinguir cinco possibilidades para b:

o caso b > —a:

Pelo lema 3.2.3, a+b > 0 = a < 1; logo a € (0,1). Partindo de mg)(t) =

¢(1 — a)~*+1+3) e fazendo f = 9+, conclui-se que § € (0,00) e que mé)(t) =

c(1 —a)~*+8) A solucio geral desta equacio diferencial é da forma

k—1
mo(t) =Y ¢t! +cx(1—at)™’ (3.7)
=0
mq(l) = 1 e as condigdes iniciais mg)(O) = 0 para i < k — 1 implicam

que
k—1

Z cj+e(l—a)™P =1 (3.8)

7=0
[Z? écjjtﬁl +af(1 - at)fﬁ’lck} =0<=c1+afcy =0 <= c1 = —afcy
t=0

(S G~ DI — @88~ V(1 - at) P Pa] =0
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= 200 —a2B(—f—1)ep =0 = ¢y = %

- SEAIAD G, (P4,

C; = j'
Substituindo (3.9) em (3.8),

o 1

(1—a)=P - Zf;& (ﬁ"';_l)aj

1
(ﬂ+] )ajck+ck(1—a)_6=1<:>ck:
7=0

Substituindo a expressao (3.9) e ¢x na solugao geral,

m(t) = Y520 et + (1 — at) ™0 =
-¥5s 3(‘”] Halt? (1—at)
T (—a) A iz (P ad (1 a)=A=323=5 ("7 )ai

Multiplicando ambos os termos das duas fraccoes por (1 — a)? resulta
— %50 (P @t -a)f (=) " _
1— Zf é(ﬁJﬁ] 1)aj(1—a)ﬁ I_Z;ﬂ;é (B+§7l)aj(1—a)ﬁ =
B (1 at) B_ Z (B+] 1)(at)j(1fa)ﬁ
i (ﬂ“ H-a)al
Esta tltima expressao é a da funcao geradora de probabilidades de uma
anomzalNegatzva(“+b a; k).

o caso b= —a:
b=—-a<= a+b=0e¢e pelolema 3.2.3, a+b=0= a < 1. Logo
€ (0,1). Partindo de

(k+1)a+b  ka
1—at 1—at’

%(lnmg))( t) =

resulta
mm$)(t) = —kIn(1 - at) + Inec = In[e(1 — at)*] <=
— mgﬂ) (t) =c(1— at)ik

A solucao geral desta equacao diferencial é da forma

k—1

mo(t) = chtj + ¢ In(1 — at)
J=0
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mq(1l) =1 e as condigoes iniciais mg)(O) = (0 para i < k — 1 implicam:

k—1
> cjten(l—a)=1 (3.10)

=0

mp(0) =0 [2?;5 it + e ljgt]t_oz 0 <= 1+ cp(—a) =0

==Y

mh(0) =0 = [Lheii- D2 — au(-a)*(1 —a) 2| =0

t=0
2
<= 2¢9 —ck(—a)2 =0<=cy = %

mg(0) =0 <

k1
= D il - 10— 28 — er(—a)*(-2)(1 — at)® PN
=0 =0
9% (—a)3 3
< 3.2.1c3+2c5(~a)’ =0 = c3 = 26];,(2 YV s 5 = a30k
J
¢ =1k (3.11)
J
Substituindo (3.11) em (3.10) resulta:
kol ajCk - = _= —1 -
20 Gt taln(l—a) =1 a =G =r

Substituindo a expressao (3.11) e ¢; na solugao geral temos

k—1 Ek—l altd
) =0 7 In(1 — at)
mq(t) = E cjt! +cpIn(1l — at) = (1 . kal o k—1 g
=0 n(l—a)+>50% hl-a)+35 %

Dividindo ambos os termos de ambas as fracgoes por In(1 — a),



135

kel (at) In(1—at) In(1—at) k=1 _ (at)
Zj:O m In(1—a) ] — In(1—a) _Zj:O m
k—1 aJ k—1 J k—1 aJ
1+3°7 00 FI(i=a) 4377 FIn(1—a) 1= Jln(1=a)]

Esta d1ltima expressao é a da fungao geradora de probabilidades de
uma LOG(a; k).

ocaso —(m+1)a <b< —ma,me{1,2,---  k}.

Para m = 1 resulta —2a < b < —a = a+b < 0 = a < 1, pelo
lema 3.2.3; logo a € (0,1]; fazendo = %2, resulta b = (8 — 1)a. Assim,

—(m+1la<(B-—1la<-mas—-(m+1)<f-1<-ms&
—m<f<-m+1&spe(—m,—m+1)

Procedendo analogamente ao caso b > —a, mas tendo em conta que a
pode ser igual a 1, obtém-se,

Esta tltima expressao é a da funcao geradora de probabilidades de uma
ENB(m, “ a;k)

o caso b= —ma, m€{2,3,--- ,k}.

Para m = 2, resulta a + b = a — 2a = —a < 0, uma vez que
a > 0. Pelo lema 3.2.3, a+b < 0= a < 1; logo a € (0,1].

(k))(t) = (*Hatb o fazendo b = —ma obtém-se

Partindo de 3 (Inmy, al
mg“) (t) = c(1 — at)mk-1L.

Provemos, por indugao sobre k (k > 2), que

S () ()
St (1) an

mq(t) =

9

a fungao geradora de probabilidades de uma FLOG(m,a; k), é solugao
da equacao diferencial anterior. Para k = 2:
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oo (n -1 —1)antn—2 oo (n=m)!m! —1)antn—2
m,CIQ(t) = == ("lz nn(n—l): = Zou=t = nn(fl n)a -
n=2 (m) a n=2 (m) a
co (n—m)lm! p,pn_2 oo (n+2—m)!m! ni9.n
_ Zmn=2"m-2 @ ¢ _ Xm0 g0 e _
S () S () e
. a?(2—m)tm! 3572 %(at)n _ a?m!(2—m)! Zoo (n—m+2)( t)n
Ponen (Z)ila" o, (:1)71% =0 " ‘

= c(1 —at)™ % = m$) (1)
Provemos agora a hereditariedade:

mg V(1) = (mg)) (1) = (e(1 —atym 1y =
= —ac(m —k —1)(1 — at)™ 2
= —ac(m — k —1)(1 — at)m—(k+1)-1
=c(1— at)m_(kﬂ)_l

Além disso,

Zzo:k (;:L)—la”n(n — ]_) R (n _ (] . ].))tn_]
RO

m$)(0) = =0

pois 0 <) <k—1<k<nimplicaj<n<=n-—j>0.

ocaso b < —(k+1)a.

Daqui resulta (k+1)a+b < 0, que é impossivel, atendendo ao lema 3.2.3.
Provou-se, assim, que (a) implica (b).

Provemos, agora, que (b) = (a). Cada uma das seis claim num-
ber distribution basicas é uma distribuicao de Panjer, como se viu, pois
elas verificam a relagao ¢,+1 = (a + n%l)qn, com os valores de a e de b
entao determinados. A k-truncatura de cada uma delas também é uma

distribuicao de Panjer de ordem k, uma vez que:
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b

(k) dn+1 (a+n7+1)qn b an b (k)
= —— = ——— =0+ )T =+ —/=
Tl = 130Ty, T 1k g (a+757) =350 g (a+ T51)an

]

As variaveis aleatérias discretas assim generalizadas verificam uma
expressao recursiva do tipo de Panjer. Seja N uma variavel aleatoria
cuja distribuicdo @@ é uma claim number distribution, e seja {X,},
uma sucessao de variaveis aleatorias i.i.d. independentes de N com func¢ao
massa de probabilidade { f,}, _, . Entao a funcao de distribuicao {g, }

nENO nENO

N
da soma aleatéria S, = > X, é dada por g, = m,(f,) e
n=1

1 - i sk
= b— f > 1.
gn 1—af0 [Z (a—‘f_ n) gn_lfl+qkf7b ] ’ n—

=1
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Capitulo 4

Transformadas Integrais

4.1 Introducao

Usando a inversa de exponenciais é possivel estabelecer resultados surpre-
endentes, como se pode constatar em Shanbhag, Pestana and Sreehari
(1977) e em Pestana (1978), cf. também Mendonga, Pestana e Velosa
(2005).

Neste ultimo trabalho — que, ao contrario do que se fez nos capitulos
anteriores, nao ¢é transcrito como parte integrante deste capitulo por o
autor considerar que a sua participacao nele foi menor — observa-se
que duas das mais importantes transformadas instrumentais na inves-
tigagdo da aritmética das leis de probabilidade, a funcao geradora das
probabilidades e a transformada de Laplace, surgem naturalmente na
comparagao de variaveis aleatorias de contagem com uma variavel inde-
pendente, inversa de X —~ Geomélrica(l — s), e de varidveis aleatérias
positivas com uma variavel aleatéria independente, inversa de uma
Y —~ Exponencial(v), respectivamente.

Tal levou-nos a investigar transformadas mais gerais. Como a ex-
ponencial é uma Weibull-1, e é o limite quando v — 0 da rica familia
das Pareto generalizadas, pareceram-nos estes os casos mais promisso-
res. A exploracao da familia das Weibull fora ja iniciada por Shanbhag,
Pestana and Srechari (1977) e Pestana (1978), estabelecendo relagdes
importantes com as estaveis de suporte positivo, de que decorrem resul-
tados importantes sobre divisibilidade infinita e autodecomponibilidade
de log-gamas e de log-betas. Privilegiamos por isso a exploracao das
transformadas Pareto, de que a transformada de Laplace serd entao o
caso particular quando v — 0.
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Na seccao que se segue, apresentamos alguns dos resultados que com-
plementam o estudo de Mendonga, Pestana e Velosa (2005), e exempli-

ficam a inversao dessas transformadas usando os métodos simbdlicos de
Hirschman and Widder (2005).

4.2 Funcoes geradoras de probabilidade,
transformada de Laplace e extensoes

Excluindo alguns casos elementares, nao é em geral facil efectuar
operagoes com variaveis aleatorias, mesmo na condicao de que os termos
a operar sejam independentes. No caso da adigao, por exemplo, o trata-
mento analitico directo implica o calculo de um integral de convolucao.
De um ponto de vista algébrico abstracto, as dificuldades radicam no
facto de que as variaveis aleatérias independentes, junto com a operacao
de adi¢ao, nao constituem um grupo. Este problema pode muitas ve-
zes ser ultrapassado recorrendo a transformadas intergrais adequadas,
as quais sao extremamente importantes no estudo de operacoes entre
variaveis aleatérias.

Entre as transformadas de varidaveis aleatorias mais utilizadas
encontram-se a funcao geradora de probabilidade, para o caso discreto, e
a funcao geradora dos momentos, ou transformada de Laplace, aplicavel
quer no caso discreto quer no caso continuo. Relagoes notaveis envol-
vendo transformadas de varidveis aleatérias podem iluminar o nosso co-
nhecimento destas.

Seja Y —~ Geométrica(1l—s), com suporte nos inteiros positivos, inde-
pendente de uma variavel aleatoria discreta X, tomando valores inteiros
nao negativos. Entao

]P’[égl} :]P’[XgY]ng[YzX\X:k]IP[X:k]:QX(s),

a funcao geradora de probabilidade da varidavel X.

Analogamente, se W é uma variavel aleatdria exponencial com valor
médio 1/v, independente de uma varidvel aleatéria continua X > 0, entao

P {% < 1} =P[W > X]| = /Oo e dF. () =L, (v),
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a transformada de Laplace da variavel X.

Isto inspirou-nos a considerar outras transformadas integrais poten-
cialmente interessantes em probabilidade. Nomeadamente, recordando
que a variavel exponencial é o caso particular v = 0 da rica familia das
variaveis de Pareto generalizadas Y. , v € R, exploramos as transformadas
integrais de Pareto definidas por analogia com a expressao acima. Como
casos particulares, encontramos a transformada de Stieltjes e a transfor-
mada potencial, tratadas em Widder (1971), e derivadas fraccionérias.

Por outro lado, fazendo a mudanca de escala W < vW a relacao
anterior pode ser expressa em termos da distribuicao exponencial padrao
Y, = vW como P[X/Y, < 1/v] = L, (v), e esta perspectiva torna também
patente que estamos perante uma férmula que permite relacionar o com-
portamento de uma transformada de Laplace (£, (v)) em 0 e +00 com
o comportamento em +oo e 0, respectivamente, de uma medida p con-
centrada em (0, +00) (a medida de probabilidade associada ao quociente
X/Y,). Estas relagoes tomam o nome de teoremas abelianos quando o
comportamento de £, (v) é deduzido a partir do de p e de teoremas abe-
lianos quando o oposto acontece, e sao de extrema importancia na teoria
da probabilidade, em particular no que diz respeito a teoria das somas
de variaveis aleatorias.

Seja entao X uma variavel aleatéria nao negativa, com funcao densi-
dade de probabilidade W(u), e seja Y. uma varidvel aleatéria de Pareto
generalizada independente de X, com a funcao de distribuicao H_(y) =
1 — H_(y), cuja cauda direita 6 H (y) = P[Y, > y] = (1 + vy)fl/wlmm),
com y > 0. O quociente X /Y também toma valores positivos, e verifica:

para qualquer v positivo. Como veremos de imediato, F(v) = F,(v)
pode ser expressa em termos de uma transformada de convolucao. Aqui
e no que segue, adoptamos a notacao do teorema 7.1 de Hirschmann and
Widder (p. 180) — usando 1 e U em vez de ¢ e @, para evitar confusao
com a distribuicao gaussiana —, que sera aplicado para obter a inversao
desta transformada.

Um caso particular com interesse é v = 1, em que ficamos com
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oo\l’(u)du 1 1
Falv) = / Trou ;&(;) ’
0
onde S, representa a transformada de Stieltjes de W(u).

., . t —x t
Fazendo a mudanga de variaveis u = e, v = e , vem du = e dt e
fica-se com:

+o00
- e W(e)dt
f(e ) - / (1 + e—(z—z))l/w :

—0o0

Reescrevendo 1/v = v e multiplicando o numerador e o denominador por
% (a—1)
e

, vem
T 2 V

/ il B a——— 67+t(1_§)‘1’(et)dt7

e 2 eT + eiT
donde

F ¢
e TF(e )= / 5 sech” 2 ﬁ(yﬂ)‘l/( t)dt,
ou seja
“+o0
f@ = [ G- ou

com
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Estamos nas condigoes do teorema 7.1 de Hirschmann and Widder, (p.
180):

e ) ¢ limitada e continua

o f=Gx1

Entao, é possivel inverter a transformada de convolucao, de acordo com
a férmula ¢(x) = E(D)f(z) = lim P,(D)f(x), com

onde b e os {ak}:; sao os coeficientes da representagao de E(s) em
produto infinito, A é uma constante normalizadora, e 1/E(s) é a trans-
formada bilateral de Laplace de G(z):

00 0o v 0o 7I(S+%)
1 —sa v 2 —sz e
Fazendo a mudanca de varidvel w = 1/(1 + e ), vem 1 —
w=-¢e [(1+ e ), z=hw-In(l—-w),dr= mdw e

1 s 1

v v d v v _
wz(l—w)2< v ) Y- /w2+ 1(1—w)2 ldUJ:B(Z—l-S,Z—S).
0

l—w) w(l-—w)

o

Preciso portanto de um desenvolvimento da funcao beta em produto
infinito. Da conhecida férmula para a fungao gama (Erdélyi et al., 1955):

z

nln
I'(z)=1
(2) ngloloz(z—l—l)(z—i—n)

resulta que
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F(549)T(55)

v 3
2t

NS

nln nln

o) s D) (Grsrm) (59 (5-s+1). (5-s+n)

= lim

el (O N TR A B TR

= lim

I (5 + fﬁ(s —s) FE(@) ﬁ <1 - +§k—2> (1 i +§k—2> -

1 2 8 1 8 1
— =2y —= <248y =242y "<
B Dl ey AR DY AR D

Jjz1
portanto é aplicavel o teorema 7.1 de Hirschmann e Widder, p.180.

A transformada inversa de f(z) = e ® F(e ") é dada por ¥(z) =
E(D)f(x). E por isso necessério determinar

ﬁ (1 + L) e TR, n=12,...

Py v+2k—2

Para n = 1, fica-se com



1+ = : )] =
(#V e TF(e)]
*% —z 2 14 7% —x 7zf% y —z
=e Fle )+=|—5e " Fle )— e F(e
v 2
2 —zw+2) —
- _Z F
~ e
Para n = 2,
2D 2D 2y —
1 1+ — 2 =
( +V+2>( i V)[e Fle™)]
2 —z2w+2) — 2 2 v+2 —Z(v42)
- _ - f, _ - - 2
1% (e ) 1/+2[V( 2 )e
2 2 7%(V+2) —x —x
_ - o f‘// —
V+2|:V ( ) (e )}
2 2 S+, —o
_1/1/—1—28 F'(e )

Conjectura: o produto parcial de ordem n é

~&w+2n)

(=12
v +2).. (vi2n—2)°

Demonstracao da propriedade por inducao. Hipotese:

(=12
(v+2n—-2)...(v+2)v

— % (v+2n)

F(n)(e_z), n=12...

F (e )
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_1 n+12n+1 _z( . .
( ) 7< +2n+2)F( +1) ( e )

- (v+2n)(v+2n—-2)...(v+2)v ¢

ﬁ (1+$> e 2 Fle ™) =

(1 + Vi%n) f[ (1 + %12_2) e 2 F(e™)]

k=1
2D —1)"" e B v, —o
(1+ ) Ch2 e Fe)
v+2n v

(v+2n—-2)...(r+2
(_1)n2n e*%(VvLQ”) 9 (_1)n2n

B ), -
_(V—|—2n—2)...(y—|—2)1/}_ (e )+1/+2n(y+2n—2)...(y—|—2)yx

2 —Zw n —x —x —-Z (v n —x
x{—y—g n e ¥ +2n)}"()(e )— e e zlen) gl +1)(e )}

n n — & (v+2n+2)
<_]_> +12 A e 2 (n+1) —x
(e ).

T wt2n)(v+2m—2)... (v+2v

Passemos aos outros factores do produtorio infinito; os primeiros n
sao

n 2D L (v+2n—2) N
1 - — 2 =1.2. ...
(1= [ R n=12

k=1

a menos de uma constante multiplicativa, onde R é a fun¢ao definida por



147

7%(u+2n) %(u+2n72)

F7e ) = e Rle )< R(e)=¢ """ VF" (™)

ou seja, R(z) = 2"V F"(x). Como os operadores diferenciais em
cada factor do produtorio tém coeficientes constantes, a ordem por que se
aplicam pode ser qualquer (ver Hirschmann e Widder, p. 66). Seguindo
a sequéncia inversa k =n, n — 1, ..., 2, 1, vem primeiro

<1 _ 2D ) [e%<u72+2n) R(e—w)] _

v—242n

2 (v—2+2n) — 2 v—242n %-2+2n) — 2 2 (v—4+42n)
= e R(e ) — + e’ Rle )+ ———¢° R'(e
v—2+42n 2 v—2+42n

2 Zw-a+2n) _, o

= ———= R'(e ).
v—242n

Como esta férmula vale para qualquer v — 2 + 2n # 0, podemos itera-la
para obter os outros produtos. Por exemplo, multiplicando os termos
correspondentes a k =n e k=n — 1, fica

2 2D Z(v—4+2n) —x 2 2 T (v—6+42n) —x
— e’ R'(e )= e’ R'(e 7).
v—242n v—4+42n v—242nv—4+42n
e, mais geralmente, parar =n,n—1, ..., 2, 1,

! 2D %(U+2n—2) —z
I IE G

2 2 2 F(w—2-2r+2n) _(r) _x
= e R (e ).
v—242nv—4+2n v—2r+2n

Com n termos, fica

n

2 Fv=2) H(n), -
v(v+2)---(v+2n-2) € R (e )7 n= 17 2a v

Entao
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ﬁ <1 - %) <1 + %113_2) e T F(e™) =

k=1

(n)

_1 ”22n E(v— —x(v n— n —x
(1) 2e7( 2)[e (v+2 D}"()(e )
V(v +2)...(v+2n—2)]

Esta expressao pode ser simplificada notando que

2" — (2n—1)(2n—3)x---x3x1  __ c,
v(r+2).. . (v+2n=2) 7 T (v+2n=2)(v+2n—4). (b2 T (145 ) (14 5=5) (145 ) (1+ 22 )

onde ¢, = % Atendendo aos resultados

(Hirschmann and Widder, p. 73, 75), vé-se que a expressdo acima é

assintoticamente equivalente a
~(w-1)/2
[

- v—1
ﬁH<1+2j_1>

J=1

Temos portanto

(n)

M —w-1)/2 L, —t(t2n— B Lo ¢
ip(t): lim IE((L’)) (%) n — eQ( 2) [e (v+2 1).7:()(6 )} — e 3 ( 2)\11(6)
n—oo 13
. M —(=1/2 g, —trzn-1) ), —e.]™
\I/(e): lim F((l//)) (%) n — ef( 2) [e (v+2 1)]__< )(e f):|
n—oo 5

., t
e, fazendo de novo as mudangas de variavel v = 1/yeu= e,

(n)
U(u) = lim %

n—oo D 2+

2 (y—1)/2 _1 n—1441
(%) n n’Y\/;r Y uQ o |:u2 H—,YF(") (u):|
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No caso de v ser negativo, a transformada F, pode-se exprimir em
termos de integrais fraccionarios da funcao densidade de probabilidade
de X:

_ 1
yv

NOEN| <1+wx>””fx<x>dw=<—w>*r(l—l) 1, (—i),

0

onde I'f é o integral fracciondrio de f de ordem v,

Reescrevendo a relagao na forma

o= GHEE - (1)

fica claro que, dada a transformada F, (v), a densidade f, (x) pode ser
recuperada aplicando a conhecida férmula de inversao do integral frac-
ciondrio a G(v).



150



Bibliografia

e Abamahomed, I. (2006). As Classes de Panjer e Extensoes, FCUL.

e Adamic, L. A. (2001). Zipf, Power-Laws and Pareto — a ranking
tutorial. http://ginger.hpl.hp.com/shl/ papers/ranking/

o Athayde, E. (1985).  Estudos Sobre Multiplicagio de Varidveis
Aleatorias Independentes, Universidade de Lisboa.

e Bai, Z. D. and Yin, Y. Q. (1984). Distributions of class L_, J. Mult.
Anal. 14, 309-319.

e Balkema, A. A. and Resnick, S. I. (1977). Max-infinite divisibility, J.
Appl. Prob., 14, 309-319.

e Berkson, J. (1980). Minimum chi-square, not maximum likelihood!
(com discussao), Annals of Statististics 8, 457-487.

e Bernstein, S. (1928). Sur les fonctions absolument monotones, Acta
Mathematica 51, 1-66.

e Bingham, N. H. (1971). Factorization theory and domains of attraction
for generalized convolution algebras, Proc. London Math. Soc. (3), 23,
16-30.

e Bingham, N. H., Goldie, C. M. and Teugels, J. L. (1987). Regular
Variation, Cambridge Univ. Press, Cambridge.

e Burrill, W. C. (1977). Measure, Integration, Probability, McGraw-Hill,
New York.

e Cameron, A. C., and Trivedi, P. K. (1998). Regression Analysis of
Count Data, Cambridge University Press, Cambridge.

e Cauchy, A. (1853). Sur les résultats moyens d’observations de méme
nature, et sur les résultats les plus probables, C. R. Acad. Sci. Paris 37,
198-206.

e Cline, D. (1986). Convolution tails, product tails and domains of at-
traction, Probab. Theor. 72, 529-557.

151



152

e Cohen, A. C. (1961). Estimating the Poisson parameter from samples
that are truncated to the right, Technometrics 3, 433-438.

e Cramér, H. (1946, 1991). Mathematical Methods of Statistics, Prince-
ton Univ. Press, Princeton.

e Cressie, N., and Read, T. R. C. (1984). Multinomial Goodness-of-fit
tests, Journal of the Royal Statististical Society B 46, 440-464.

e De Finetti, B. (1930). Le funzioni caratteristiche di legge instantanea,
Rend. Ac. Lincei, (6) 12, 278-282.

e De Haan, L. (1970). On Regular Variation and its Application to
the Weak Convergence of Sample FExtremes, Math. Centre Tracts 32,
Amsterdam.

e De Moivre, A. (1738). The Doctrine of Chances, 228 ed. (Existe edi¢ao
moderna acessivel, Chelsea, New York, 1967, da terceira edicao, de 1756,
revista e aumentada.)

e Dhaene, J., and Sundt, B. (1998). On approximating distributions by
approximating their De Pril transforms, Scand. Actuar. J., 1-23.

e Doeblin, W. (1940). Sur 'ensemble des puissances d’une loi de proba-
bilité, Studia Math., 9, 71-96.

e Engen, S. (1974). On species frequency models, Biometrika 61, 263—
270.

e Erdélyi, A., Magnus, W., Oberhettinger, F., Tricomi, F. (1955) Higher
Transcendental Functions, Vol I, McGraw-Hill, New York.

e Feller, W. (1967). On regular variation and local limit theorems, Proc.
5th Berkeley Symposium on Mathematical Statistics and Probability, 11,
Univ. California Press, Los Angeles, 373-378.

e Feller, W. (1968). An Introduction to Probability Theory and Some of
its Applications, vol. I, Wiley, New York.

e Feller, W. (1971). An Introduction to Probability Theory and Some of
its Applications, vol. II, Wiley, New York.

e Fisher, R. A., Corbet, A. S.; and Williams, C. B. (1943). The relation
between the number of species and the number of individuals in a random
sample of an animal population, Journal of Animal Ecology 12, 42-58.

e Fisher, R. A. and Tippett, L. H. C. (1928). Limiting form of the
frequency distribution of the largest or smallest member of a sample,
Proc. Cambridge Philos. Soc. 24, 180-190.



153

e Fréchet, M. (1927). Sur la loi de probabilité de I’écart maximum, Ann.
Soc. Polonaise Math., 6, 93-116.

e Galambos, J. (1987). The Asymptotic Theory of Extreme Order Sta-
tistics, Krieger, Florida.

e Galambos, J. (1995). Advanced Probability Theory, 2nd ed., M. Dekker,
New York.

e Gell-Mann, M. (1994). The Quark and the Jaguar, Freeman, New York.

e Gilbert, N. (1989) Biometrical Interpretation. Making Sense of Statis-
tics in Biology, Oxford University Press, Oxford.

e Gnedenko, B. V. (1940). On the theory of domains of attraction of
stable laws, Uchenye Zapiski, Moskov Gos. Univ., 30, 61-72.

e Gnedenko, B. V. (1943) Sur la distribution limite du terme maximum
d’une série aléatoire, Ann. Math. 44, 423-453.

e Gnedenko, B. V. (1970). Limit theorems for sums of a random num-
ber of positive independent random variables, Proc. 6th Berkeley Symp.
Math. Statist. Probab., vol. 2, 537-549, California University Press, Ber-

keley.

e Gnedenko, B. V. and Kolmogorov, A. N. (1954). Limit Distributions
for Sums of Independent Random Variables, Addison-Wesley, Reading,
Mass.

e Gnedenko, B. V. and Kovalenko, I. N. (1968). Introduction to Queueing
Theory, Program for Scientific Translations, Jerusalem.

e Gomes, M. I. (1984). Penultimate limiting forms in extreme value
theory, Ann. Instit. Statist. Math. 36A, 71-85.

e Gomes, M. I. and Pestana, D. D. (1981). On the domain of attraction
of stable and of extreme value distributions, Bull. Greek Math. Soc. 22,
105-120, 1981.

e Gomes, M. I. and Pestana, D. D. (1987). Non-Standard Domains of
Attraction and Rates of Convergence, New Perspectives in Theoretical
and Applied Statistics, Wiley, New York, 467-477.

e Graga Martins, E. and Pestana, D. D. (1987). Nonstable Limit Laws
in Extreme Value Theory, New Perspectives in Theoretical and Applied
Statistics, Wiley, New York, 449-457.

e Graga Martins, E. and Pestana, D. D. (1988). The extremal limit
problem — extensions, Probability and Mathematical Statistics with Ap-



154

plications, W. Grossman, J. Mogyorédi, 1. Vincze and W. Wertz (eds.),
Reidel, Dordrecht, 143-153.

e Gurland, J. (1957). Some interrelations among compound and genera-
lized distributions, Biometrika 44, 265-268.

e Haldane, J. B. and Jayakar, S. D. (1963). The distribution of extre-
mal and nearly extremal values in samples from a normal population,
Biometrika 50, 89-94.

e Hall, A. (1998). Eztremos de Sucessoes de Contagem — Do Outro
Lado do FEspelho, F.C.U.L., Lisboa.

e Hardy, G. H., Littlewood, J. E., Pdlya, G. (1978). Inequalities, Cam-
bridge University Press, Cambridge.

e Hess, K. Th., Lewald, A., and Schmidt, K. D. (2002). An extension of
Panjer’s recursion, ASTIN Bulletin 32, 283-297.

e Hirschman, I. I., Widder, D. V. (2005) The Convolution Transform,
Dover Publications.

o Iglésias Pereira, H., Oliveira, O. e Pestana, D. D. (1996). Limites
estaveis e comportamentos pré-assintéticos, A FEstatistica a Decifrar o
Mundo, 109-116, Salamandra, Lisboa.

e Johansen, S. (1966). An application of extreme point methods to
the representation of infinitely divisible distributions, Z. Wahrschein-
lichkeitstheorie verw. Geb. 5, 304-316.

e Johnson, N. L., Kotz, S., and Kemp, A. W. (2005). Univariate Discrete
Distributions, Wiley, New York.

e Karamata, J. (1930), Sur un mode de croissance réguliere des fonctions,
Mathematica (Cluj), 4, 38-53.

e Katz, L. (1965). Unified treatment of a broad class of discrete proba-
bility distributions, Classical and Contagious Discrete Distributions, G.
P. Patil (ed.), Pergamon Press, Oxford, 175-182.

e Kendall, D. G. (1963). Extreme point methods in stochastic analysis,
Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verv. Geb., 1, 295-300.

e Kendall, D. G. (1967). Renewal sequences and their arithmetic, Lecture
Notes in Mathematics 31, Springer, Berlin. (Reeditado em Stochastic
Analysis, Kendall and Harding, eds., Wiley, New York.)

e Kendall, D. G. and Harding, E. F. (1973). Stochastic Analysis, Wiley,
London.



155

e Kingman, J. F. C. (1963). Random walks with spherical symmetry,
Acta Mathematica, 109, 11-53.

e Klebanov, L. B., Manija, G. M. and Melamed, 1. A. (1984) A problem
of Zolotarev and analogs of infinite divisibility in a scheme for summing a
random number of random variables, Theor. Probab. Appl. 29, 791-794.

e Klugman, S. A., Panjer, H. H., and Willmot, G. E. (1998) Loss Models:
From Data to Decisions, Wiley, New York.

e Kolmogorov, A. N. (1932) Sulla forma generale di un processo stocastico
omogeneo, Atti Acad. Naz. Lincei (6) 15, 805-808 e 866-869.

e Kovalenko, I. N. (1965). On a class of limit distributions for rarefied
flows of homogeneous events, Lit. Mat. Sbornik 5, 569-573. (Selected
Transl. Math. Statist. and Prob. 9, Providence, Rhode Island, 1971, 75—
81.)

e Kozubowski, T. J. (1994). Representation and properties of geome-
tric stable laws, Approzimation, Probability, and Related Fields, Plenum,
New York. 321-337.

e Kozubowski, T. J. and Rachev, S. T. (1999a). Univariate geometric
stable laws, J. Comp. Anal. Appl. 1, 177-217.

e Kruglov, V. M. (1972). On an extension of the class of stable distribu-
tions, Theor. Probab. Appl., 17, 723-732.

e Kumar, A. and Schreiber, B. M. (1978). Characterization of subclasses
of class L probability distributions, Ann. Probab. 6, 279-293.

e Laha, R. G. and Rohatgi, V. K. (1979). Probability Theory, Wiley,
New York.

e Laplace, P. H. S. de (1812). Théorie Analytique des Probabilités, Mme
Veuve Courcier, Paris.

e Lévy, P. (1925). Calcul des Probabilités, Gauthier-Villars, Paris.

e Lévy, P. (1937). Théorie de l’Addition des Variables Aléatoires,
Gauthier-Villars, Paris.

e Lindeberg, J. W. (1920). Uber das Exponentialgesetzes in der Wahrs-
cheinlichkeitsrechnung, Ann. Acad. Sci. Fenn. 16, 1-23.

e Lindeberg, J. W. (1922). Eine neue Herleitung des Exponentialgesetzes
in der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Math. Zeitschr. 15, 211-225.

e Linnik, Yu. V. (1953). Linear forms and statistical criteria, II, Ukrain.
Mat. Z. 5, 247-290. (Trad. em Selected Translations In Mathematical
Statistics 3 (1962), Amer. Math. Soc., Providence, Rhode Island.)



156

e Loeve, M. (1956). Ranking limit problem, Proceedings III Berkeley
Symposium on Mathematical Statistics and Probability, Univ. California
Press, Berkeley, 177-194.

e Logan, B. F., Mallows, C. L., Rice, S. O., and Shepp, L. A. (1973).
Limit distributions of self-normalized sums, Ann. Probab. 1, 788-809.

e Lukacs, E. (1970). Characteristic Functions, 2nd ed., Griffin, London.

e Maceda, E. C. (1948). On the compound and generalized Poisson
distributions, Ann. Math. Statistics 19, 414-416.

e Macis, Ju. Ju. (1971). Limit theorems in a non-classical formulation,
Theor. Probab. Appl. 16 175-182.

e Malosevskii, S. G. and Nikitin, Ja. Ju. (1977). Limit theorems without
the asymptotic negligibility condition, chapt. IX #n Linnik, Ju. V. and
Ostrovskii, I. V. Decomposition of Random Variables and Vectors, Mer.
Math. Soc., Providence, 285— 306.

e Mandelbrot, B. (1983). The Fractal Geometry of Nature, Freeman,
New York.

e Marques, T. A., and Pestana, D. D., Velosa, S. F. (2005). Count
Data Models in Biometry and Randomness Patterns in Birds Extra-Pair
Paternity, Listy Biometryczne — Biometrical Letters, Vol. 42, No. 2,
81-112.

e Mejzler, D. (1956). On the problem of the limit distribution for the
maximal term of a variational series, L’wov Pol. Inst. Nauc. Zp., 38,
90-1009.

e Mendonga, S. (2000). Tdpicos sobre Convergéncia Fraca de Sucessoes
de Varidveis Aleatorias, tese de doutoramento, Universidade da Madeira.

e Mendonga, S., Pestana, D. D., e Velosa, S. (2005). Teoremas abelianos
e tauberianos, variagao regular e exponencial inversa, Fstatistica Jubilar
— Actas do XII Congresso Anual da SPE.

e Mittnik, S., and Rachev, S. T. (1993). Modeling asset returns with
alternative stable distributions, Econometric Rev. 12, 261-330.

e Moore, P. G. (1954). A note on truncated Poisson distribution, Bio-
metrics 10, 402—406.

e Moore, P. G. (1956). The geometric, logarithmic and discrete Pareto
forms of series, Journal of the Institute of Actuaries 82, 130-136.

e Neuhduser, M., Forstmeier W., and Bretz, F. (2001). The distribution



157

of extra-pair young within and among broods — a technique to calculate
deviations from randomness, Journal of Avian Biology 32, 358-363.

e Ospina, A. V. and Gerber, H. U. (1987). A simple proof of Feller’s cha-
racterization of the compound Poisson distribution, Insurance: Mathe-
matics and Economics, 6, 63—64.

e Panjer, H. H. (1981). Recursive evaluation of a family of compound
distributions, ASTIN Bulletin 12, 22-26.

e Patil, G. P., and Wani, J. K. (1965). Maximum likelihood estimation
for the complete and truncated logarithmic series distribution, in G. P.
Patil (ed.): Classical and Contagious Discrete Distributions, 398-409,
Pergamon Press, Oxford.

e Pérez-Abreu, V. (1991). Poisson approximation to power series distri-
butions, American Statistician 45, 42—45.

e Pestana, D. D. (1978). Some Contributions to Unimodality, Infinite Di-
wisibility and Related Topics. dissertagao de doutoramento, Univ. Shef-
field.

e Pestana, D. D., and Mendonga, S. (2001). Higher-order monotone
functions and Probability Theory, Generalized Convexity and Generalized
Monotonicity, Springer, Berlin, 317-331.

e Pestana, D. D., Sequeira, F. and Velosa, S. F. (2001). Parseval’s rela-
tion and self-reciprocal characteristic functions, Rev. Estat./Statist. Rev.
— 23" Buropean Meeting of Statisticians, Contributed Papers 11, 315-
316.

e Pestana, D. D., e Velosa, S. F. (2003). Classes de Leis M-Infinitamente
Divisiveis, Literacia e Estatistica — Actas do X Congresso Anual da SPE.

e Petrie M., and Kempenears, B. (1998). Extra-pair paternity in birds:
explaining variation between species and populations, Trends Ecol. Fvol.
13, 285-298.

e Piegorsch, W. W. (1990). Maximum likelihood estimation for the ne-
gative binomial dispersion parameter, Biometrics 46, 863—-867.

e Pillai, R. N. (1985). Semi-a Laplace distributions, Commaunications in
Statistics — Theory and Methods 14, 991-1000.

e Pélya, G. (1920). Uber den zentralen Grenzwertsatz der Wahrschein-
lichkeitsrechnung und das Momentenproblem, Math. Zeit. 8, 171-181.

e Rachev, S. T., and Resnick, S. (1991). Max-geometric infinite divisibi-
lity and stability, Comm. Statist. — Stochastic Models 7, 191-218.



158

e Raikov, D. A. (1937). On the decomposition of Poisson laws, Dokl.
Acad. Sci. URSS 14, 9-11.

e Reiss, R.-D. and Thomas, M. (1991). Statistical Analysis of Extreme
Values, Birkhauser, Basel.

e Rényi, A. (1956). A characterization of the Poisson process, MTA
Mat. Kut. Int. Kézl. 1, 519-527 (original em hungaro, trad. inglesa
em Selected Papers of Alfred Rényi, 1, 1948-1956, P. Turan, ed., 622—
279 Akadémiai Kiadd, Budapest; com uma nota de D. Szdsz sobre os
desenvolvimentos posteriores, até 1976).

e Rényi, A. (1964). On an extremal property of the Poisson process,
Annals of the Institute of Statistical Mathematics 16, 129-133.

e Resnick, S. I. (1972). Products of distribution functions attracted to
extreme value laws, J. Appl. Prob. 8, 781-793.

e Rohatgi, V. K. (1976) An Introduction to Probability Theory and
Mathematical Statistics, John Wiley & Sons Inc.

e Rdlski, T., Schmidli, H., Schmidt, V., and Teugels, J. (1999). Stochastic

Processes for Insurance and Finance, Wiley, New York.

e Schreiber, M. (1977). Dérivé convexe d’une loi de probabilité et lois
stables. Application a un probleme d’isomorphisme, Israel J. Math. 28,
287-312.

e Seal, H. L. (1952). The maximum likelihood fitting of the discrete
Pareto law, Bulletin of the Assoc. Institute of Actuaries 78, 115-121.

e Shanbhag, D. N., Pestana, D. D., and Sreehari, M. (1977) Some further
results on infinite divisibility, Math. Proc. Camb. Phil. Soc., 82, 289

e Sheldon, B. C., and Ellegren, H. (1999). Sexual selection resulting from
extrapair paternity in collared flycatchers, Animal Behavior 57, 285-298.

e Skellam, J. G., and Shenton, L. R. (1957). Distributions associated
with random walks and recurrent events (com discussao), J. Roy. Statist.
Soc. B 19, 64-118.

e Srechari, M. (1970). On a class of limit distributions for normalized
sums of independent random variables, Theor. Probab. Appl. bf 15, 258—
281.

e Srivastava, H. M. and Manocha, H. L. (1984). A Treatise on Generating
Functions, Horwood, Chichester.

e Steutel, F. W. (1970). Preservation of Infinite Divisibility Under Mi-
xing and Related Topics, Math. Centre, Amsterdam.



159

e Stutchbury, B. J., Rhymer, J. M., and Morton, E. S. (1994). Extrapair
paternity in hooded warblers, Behavioral Ecology 5, 384-392.

e Sundt, B. (1992). On some extensions of Panjer’s class of counting
distributions, ASTIN Bulletin 22, 61-80.

e Sundt, B. and Jewell, W. S. (1981). Further results on recursive eva-
luation of compound distrbutions, ASTIN Bulletin 12, 27-39.

e Temido, M. G. (2000). Classes de Leis Limites em Teoria de Valores
Extremos — FEstabilidade e Semiestabilidade, DM, FCTUC, Coimbra.

e Urbanik, K. (1973). Limit Laws for Sequences of Normed Sums Sa-
tisfying Some Stability Conditions, Multivariate Analysis 111, Academic
Press, New York, 225-237.

e Velosa, S. F. (2003). Somas e Méximos de Varidveis Aleatérias Inde-
pendentes — Classes de Leis Limites, Literacia e Estatistica — Actas do
X Congresso Anual da SPE.

e Velosa, S. F. (2003). New classes of discrete infinitely divisble laws in
Literacy and Statistics, P. Brito, A. Figueiredo, F. Sousa, P. Teles e F.
Rosado, eds., Sociedade Portuguesa de Estatistica, Porto, 673-684.

e Velosa, S. F. (2003). Novas Classes de Leis Infinitamente Divisiveis
Discretas, Literacia e Estatistica — Actas do X Congresso Anual da SPE.

e Velosa, S. F. (2004). Modelos de Katz-Panjer e somas aleatdrias, Es-
tatistica com Acaso e Necessidade — Actas do XI Congresso Anual da
SPE.

e Widder, D. V. (1941). The Laplace Transform, Princeton Univ. Press,

Princeton.

e Widder, D. V. (1971). An Introduction to Transform Theory (Pure &
Applied Mathematics), Academic Press, New York.

e Willmot, G. E. (1987). Sundt and Jewell’s family of discrete distribu-
tions, ASTIN Bulletin 18, 17-29.

e Yezerinac, S. M., Weatherhead, P. J., and Boag, P. T. (1995). Extra-
pair paternity and the opportunity for sexual selection in a socially mono-
gamous bird (Dendroica petechia), Behavioral Ecology and Sociobiology
37, 179-188.

e Zar, J. H. (1999). Biostatistical Analysis, 4th ed., Prentice Hall, Upper
Saddle River.

e Zinger, A. A. (1965). On a class of limit distribtions for normed sums
of independent random variables, Theor. Probab. Appl. 10, 607-620.



160

e Zolotarev, V. M. (1957). Mellin-Stieltjes transforms in Probability
Theory, Theor. Probab. Appl. 2, 433-460.

e Zolotarev, V. M. (1962). On the general theory of multiplication of
independent random variables, Soviet Math. Dokl. 3, 166-170.

e Zolotarev, V. M. (1967). Generalizations of the Lindeberg—Feller the-
orem, Theor. Probab. Appl. 12, 608-618.

e Zolotarev, V. M. (1967). On the M—divisibility of a stable law, Theor.
Probab. Appl. 12, 506-508.

e Zolotarev, V. M. (1970). Théoremes limites généraux pour les sommes
de variables aléatoires indépendantes, C. R. Acad. Sci. Paris 270, A899—
A902.

e Zolotarev, V. M. (1986). One-Dimensional Stable Distributions, Ame-
rican Mathematical Society, Rhode Island.

e Zolotarev, V. M. and Koroljuk, V. S. (1961). On the hypothesis pro-
posed by B. V. Gnedenko, Theor. Probab. Appl., 6, 431-435.



